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PROLOGO

Las Teorfas de Campos de medida {(TCii) se caracterizan por sus simetrfas
internas, las que se manifiestan como propiedades de invariancia frente a par
ticulares transformaciones Zlocales de 1os campos basicos (transformaciones de
medida). La caracteristica local (dependiente de la posicidn) es el rasgo dis
tintivo de dichas transformaciones de simetria, que constituyen una generali-

.
zacion de la familiar invariancia de medida de la Electrodinamica.*

'

Las TCM engloban dentro de si a la Electrodinamica Cuantica (QED), el /
prototipo de teoria de campos, al modelo unificado electro-débil, cuyas pre /
dicciones van siendo paulatinamente confirmadas experimentalnente, y a la Cro
modindmica Cuantica (QCD), o Teoria de las interacciones "de color".

Esta G1tima Teoria es al presente la Gnica con pretensiones de explicar,
a partir de primeros principios, a la interaccidon fuerte, entendida ésta como
el remanente de la interaccidon de color entre particulas fundamentales (quarks
Yy gluones), constituyentes de Tos hadrones.

La imagen de Tos hadrones como constituidos por particulas mds elementa
les tienc su origen en experiencias realizadas alrededor de 1963 en Stanford /
(SLAC). Dichas experiencias mostraron que electrones muy encrgéticos pueden /
dispersarse, por impacto con un protdn, con gran transferencia de energia y /
momento. E1710 sugiridé -en forma andloga a la inferencia de Rutherford sobre /
la estructura atomica a partir de las experiencias con particulas x -que la
carga del proton estda localizada en unos pocos centros dispersores internos.

La energia y distribucion angular final de los electrones indican aue dichos

centros dispersores se comportan como particulas puntuales de spin 1/2, apro-

* HistOricamente, sin embargo, el origen de las TCM se vincula a la invarian-
cia de isospin en fisica nuclear (Yang y Mills, 1954).



ximadamente no-interactivas entre si. Tales particulas, a las que se designa /
con el nombre de quarks , no han sido sin embargo halladas en estado libre.

Volviendo a 1a QCD, el mérito principa] de esta teoria reside en su bien
establecida libertad asintdética, que explica el comportamiento cuasi libre de
los quaks dentro del protén. Tal propiedad implica que frente a cambios de es-
cala r.. ..» )ﬁr‘, la constante de acoplamiento efectiva geF (A ) (que es u-
na medida de la interaccidon entre quaks a escala ) tiende a cero para A-» 0O,
Es decir, 1a QCD indica que a cortas distancias los quarks practicamente no /
interactdan entre si.

Por otro lado, existe una creciente evidencia teb6rica que induce a creer
que la QCD predice un crecimiento (1ineal) de la interaccion entre quarks a /
grandes distancias, propiedad ésta conocida con el nombre de confinamiento. El
establecimiento fehaciente de esta propiedad, que explicaria la no-observacién
a¢e guarks libres, cae fuera de las posibilidades del método perturbativo usual
de 1a Teoria de Campos (Técnicamente hablando ello se debe a que dicho método
organiza el calculo como un desarrollo en potencias de PR Un desarrollo tal
-cuya validez requiere un valor pequefio de o~ NO puede dar cuenta de una pro
piedad como el confinamiento, que impli€a un crecimiento ilimitado de dicho pa
rametro). '

E1 estudio del confinamiento en QCD requiere entonces la implementacidn
de nuevas técnicas de calculo. Para ello se hace necesario contar previamente
con formas adecuadas de regularizar globalmente a la teoria. Es decir, formas
alternativas de controlar las divergencias propias de cualquier teoria de cam

pos, distintas de las técnicas de regularizacidn usuales especialmente adapta

das al esquema perturbativo de calculo.
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Un requisito importante que debe cumplir una buena técnica de regulari
zacién es que mantenga las simetrfas internas de la teoria. E110 se debe a /
que el mantenimiento explfcito de dichas simetrfas en las etapas intermedias
del cdlculo, especialmente durante el procedimiento de eliminacion de diver-
gencias (renormalizacidn), garantiza la invariancia de medida de los resulta
dos finales. Es bien sabido, sin embargo, que una técnica tal, que conserve
ademas las simetrias espacio-temporales (invariancia de Lorentz), no existe.
(En caso contrario la teorfa regularizada seria en si misma una TCM sin diver
gencias ultravioletas).

Estas cuestiones 1levaron a K. Wilson (1974) a regularizar a las TCM de
una manera invariante de medida formulandolas sobre redes espacio-temporarles.
Es decir, definiendo campos basicos que toman valores sobre sitios y uniones
de una red hipercibica que reemplaza al espacio-tiempo continuo. La regulari
zacion buscada se obtiene asi debido a que la presencia de la red -de espacia
do a- impone en el espacio de los momentos (la. zona de Brillouin de la red
reciproca) un limite /&.\,l/a al valor maximo del cuadrivector energia-momen
to de las particulas, evitando las divergencias ultravioletas usuales para /
k},___b.oo (ver Apéndice A).

Si bien esta formulacidn permite obtener una teoria regularizada inva-
riante de medida, rompe evidentemente la invariancia de Lorentz de la Teoria
de Campos (s6lo se mantienen las simetrias de traslacion y rotacidn discretas
asociadas a Ta estructura de la red). Dicha invariancia deberd reestablecerse
en alguna etapa posterior del calculo mediante un adecuado paso al 1imite //
a-————e 0 (/e oo),

Debe sefialarse que la accién sobre la red de una TCM no esta definida /

univocamente. Los requerimientos basicos de que conserve las simetrias de la
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accidon continua y se reduzca a ésta en el 1imite (formal) a — .~ 0 no la /
determinan univocamente. Si bien invocando razones de simplicidad Wilson pro
puso una forma particular para dicha accion, expresiones mucho mas complejas
(acciones generalizadas) son -apriori- aceptables.

Las dos cuestiones arriba mencionadas -la necesidad de eliminar la es
tructura discreta de la red para reobtener una TCM invariante de Lorentz y
la ambiguedad existente en la elecci6n de la accidon sobre la red- pueden in
terpretarse, y eventualmente reso]vefge, en términos de la analogia formal

'
existente entre las TCM sobre redes y los sistemas de spin de la Mecanica /

Estadistica*.

En particular la reobtencion de una TCM invariante de Lorentz estd n
timamente vinculada -en el lenguaje de la Mecanica Estadistica- a la existen
cia de puntos criticos en la estructura de fases de la correspondiente TCM
formulada sobre una red.

Para entender esta vinculacion hay que tener presente que en las proxi
midades de un punto critico (transicion de fase de segunda especie) la longi
tud de correlacidén de una teoria tiende a infinito. Dicho parametro es una /
medida del rango efectivo de la interaccidon entre los distintos grados de 1i
bertad del sistema; el hecho de que tienda a infinito indica que cada grado
de libertad -spin, por ejemplo- interacciona de manera igqgualmente importante
con los restantes grados de libertad, independientemente de la distancia a /
la que se encuentren. Este comportamiento cooperativo de todo el sistema tor
na irrelevantes los detalles finos de la interaccidén a escala finita.

Es de esperar entonces que, tal como ocurre con los sistemas de spin,

* En términos de dicha analogla, por ejemplo, las transiciones de fase de los
sistemas de spin corresponden a importantes cambios cualitativos en las pro

piedades del vacio (estado fundamental). de las TCM sobre redes (Kogut,1979a).
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en las proximidades de un punto critico las TCM sobre redes tengan un compor-
tamiento practicamente independiente de la estructura granular de la red, que
constituye una informacién sobre las caracteristicas de la interaccion a muy

cortas distancias (del orden de a). Como consecuencia de ello, las zonas del

diagrama de fases pr6ximas a puntos criticos resultaran particularmente aptas
para el estudio del 1imite continuo a- = 0

Incidentalmente, el hecho de que a efectos de dicho 1imite interesen sé
To los puntos criticos del diagrama de fases resolveria la dificultad que plan
tea la no-unicidad de la accidon sobre la red.

Para ello basta apelar a la propiedad de universalidad del comportamien
to de sistemas muy diversos en las proximidades de sus respectivos puntos cri
ticos. Dicha propiedad establece que el comportamiento critico de un sistema
viene determinado basicamente por las simetrias de los términos de interacciodn
presentes*, por 1o que las distintas acciones sobre la red representativas /
de una dnica TCM 1levarian -en la medida en que presentan las mismas propieda-
des de simetria- a idénticos resultados continuos para a > 0

Las cuestiones hasta aqui comentalas -objetos de activo estudio al pre-
'

sente- produjeron en los Gltimos afios un interés creciente por las estructuras
de fases de TCM sobre redes. La riqueza de las mismas generd un activo campo /
de investigacidon, el cual -si bien por motivos mayormente académicos al presen
te*- trasciende en mucho el marco inicial del problema del confinamiento en QCD
Distintas técnicas propias de la iMecdnica Estadistica han sido utiliza-
das para el estudio de las estructuras de fases de TCM sobre redes (desarrollos

en altas y bajas temperaturas, aproximacion del campo promedio, Simulaciones /

de Monte Carlo, etc.) siendo, indudablemente, el método (numérico) de Monte Car

* Ademads de las simetrias de la interaccidn, el comportamiento critico de un /
sistema depende de su dimensionalidad -d = 4 en TCM sobre redes- y de las /
caracteristicas del parametro de orden, cantidad &sta que indica la existen
cia de una transicion de fase (Ma, 1976).

* Es interesante destacar que han sido senaladas (Kleinert, 1983) algunas ana

logfas entre modelos de TCM sobre redes y una teoria de fusidn de defectos
en cristales recientemente desarrollada.



lo* el que ha producido los resultados mds confiables, a juzgar por la preci-
si6n con que reproduce los pocos resultados exactos conocidos (obtenidos en /
general en modelos muy simples).

No  obstante ello, la real comprension y dilucidacion del contenido fisi
co de una teoria requiere también de su estudio a través de técnicas analiti-
cas confiables.

Resulta entonces interesante -y a través de lo dicho quizas también ne-
cesario- reobtener diagramas de fases de TCM sobre redes mediante el uso de /
técnicas analiticas. E1 conocimiento previo sobre la estructura de dichos dia
gramas obtenido en forma numérica puede complementarse con la informacidn que
proporcionan dichas técnicas, posibilitandose ademas un chequeo reciproco de /
ambos métodos.

Entre las técnicas analiticas mas frecuentemente utilizadas para la ob-
tencion de diagramas de fases se destaca, por su sencillez y probada efectivi
dad, 1a 1lamada aproximacién de campo promedio (ACP). La misma se basa en la /
evaluacion aproximada de la funcion de particion del sistema a partir de la /
idea de campo autoconsistente, de uso frecuente en distintas ramas de la FT;{
ca (campo molecular medio de Weiss en Fisica del Estado S61ido, método de Har
tree-Fock en Fisica Atomica, etc.). Esta idea consiste, basicamente, en simu-
lar la interaccidon entre los distintos grados de libertad de un sistema por /
la interaccidon de los mismos con un campo externo, el cual se determina final
mente a través de alguna condicidon de consistencia. Normalmente dicha condi /
cion surge de extremar alguna cantidad relevante en el calculo, tal como la /

energia libre en Mecdnica Estadistica o la energia del estado fundamental en

Mecanica Cudntica.

* E1 método de Monte Carlo es un algoritmo que permite evaluar en forma apro-
ximada la funcidOn de particion de sistemas finitos. Basicamente consiste en

la generacion de configuraciones del sistema '{0'} con probabilidad propor
cional al factor de Boltzmann exp (-/3 3‘Q§<r}).
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La ACP fue aplicada al estudio de diagramas de fases de TCM sobre redes
apenas formuladas dichas teorfas, sobre la base de la analogia formal -ya se
nalada- que las mismas tienen con los sistemas de spin. Sin embargo, una apa
rente ruptura de las simetrfas basicas de las TCM generada por el método de
cdlculo relegaron esta técnica durante varios anos.

Recientemente Drouffe (1980) y Brézin y Drouffe (1982) clarificaron es
ta cuestion, renovando el interés por la ACP. Mas aln, mostraron como calcu-
lar correcciones sucesivas a dicha aproximacion, mejorando substancialmente
el poder predictivo del método.

El propdsito principal de esta Tesis lo constituye el estudio, a través
de la téenica del campo promedio, de diagramas de fases correspondiente a //
TCM sobre redes con accioncs generalizadas. La eleccién de tales acciones se
hace a fin de verificar la hipdotesis de universalidad, de manera de estable-
cer la aceptabilidad o no de distintos modelos sobre redes como representati
vos de los correspondientes modelos continuos.

Una informacién mas precisa y de caracter técnico sobre los trabajos /
desarrollados puede hallarse en 1a introduccién, mientras que un detalle com

pleto de los temas tratados lo proporciona el indice que sigue a este prélo-

go.
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INTRODUCCION

Como fuera dicho en el prdologo, 1la ACP fue aplicada al estudio de TCM
sobre redes (Balian et al, 1975) apenas formuladas dichas teorias (Wilson, /
1974), sobre la base de la analogia formal que las mismas tienen con los sis
temas de spin de la Mecdnica Estadistica (Kogut, 1979a).

Sin embargo, la aplicabilidad de“la ACP a TCM sobre redes fue inmedia
tamente cuestionada por un resultado riguroso (Elitzur, 1975), que estable-
ce la imposibilidad de la ruptura espontanea de simetrias locales*. La ACP,
al simular la interaccidon real a través de la interaccidén con un campo pro-
mecdio, rompe la simetria de medida e induce la aparicidn de una "magnetiza-
cion' espontdanea (valor medio de vacio del campo no-nulo), en contradiccidn
con el resultado antes mencionado.

Drouffe (1980) resolvid esta cuestidn, indicando la forma de reesta-
blecer, sobre los resultados finales, la invariancia de medida inicialmen’
te perdida. Casi simultdneamente distintos autores (Creutz et al, 1979a,b
Creutz, 1981; Moriarty, 1981; Bohr y Moriarty, 1981; Halliday y Schwimmer,
1981; Creutz y Moriarty, 1982, etc.) predijeron, a través del método de Mon
te Carlo (Binder, 1979), la existencia de transiciones de fase de primer /
orden para TCM sobre redes con accion de Wilson basadas en distintos gru /
pos de simetria, discretos (2, ) y continuos (U(N), N> 2; SU(N), N> 4,
S0(3), etc.), con pocas excepciones a dicho comportamiento. Estas excepcio
nes son, sin embargo, importantes, ya que corresponden a 1os modelos rele-
vantes para la teoria de particulas elementales QED compacta, que corres-

ponde al grupo de simetria U(1l) y experimenta una transicidn de segundo or

* En el contexto de la Mecanica Estadistica ya Wegner (1971) habla propuesto
la version invariante de medida del modelo de Ising como ejemplo de sistema
que sufre transiciones de fase sin un parametro de orden local, ni ruptura
de la simetria de medida.



den (Lautrup y Nauemberg, 1980a) y QCD sobre redes, basada en el grupo SU(3),
que no presenta transicion de fase (Creutz, 1980). Lo mismo ocurre con el mo
delo basado en el grupo SU(2) (Lautrup y Nauemberg, 1980b). Debe sefialarse /
que el comportamiento diferenciado de estos modelos se obtiene por simulacio
nes de Monte Carlo en redes de dimensionalidad realista d=4; en d=5 los mis-
mos pasan a tener transiciones de primer orden como el resto de los modelos
considerados (Creutz, 1979; Bhanot y Creutz, 1980).

Los hechos arriba comentados -la eliminacion de objeciones formales a
la aplicabilidad de 1a ACP y 1a observacion de transiciones de primer orden
en la mayoria de los modelos de TCM sobre redes- generaron un renovado inte
rés por la ACP, aproximacion ésta que predice ese tipo de transiciones para
modelos con accidon de Wilson, debido a la estructura particular de dicha ac
cion. Esta caracteristica habia sido ya observada por Wilson (1974) en su /
articulo original.

En una serie de articulos (Greensite y Lautrup, 1981; Greensite et al
1981; Cvitanovic et al, 1981) se recalcularon mediante la ACP los puntos de
transicion de fase previamente obtenidos a través del método de Monte Carlo.
Si bien en estos trabajos se remarca\la concordancia entre ambos métodos, /'
ésta es en parte forzada por la utilizacion de un criterio no-termodinamico
para la localizacidn de las transiciones (Miller y Riih1, 1982a). Por otro /
lado, 1la ACP no reproduce el comportamiento de los modelos basados en los /
grupos U(1), SU(2) y SU(3) en d=4, prediciendo también en estos casos tran
siciones de primer orden, tal como en el resto de 1os modelos.

Mas recientemente Brézin y Drouffe (1982) pusieron en forma mds cla-

ra las ideas inicialmente propuestas por Drouffe para resolver la aparente

contradiccién ya comentada entre la ACP y el teorema de Elitzur. Mostraron



ademds, que dicha aproximacidn puede obtenerse como el orden cero del desa /

A

rrollo en un punto de ensilladura (DPE) de la funcidn de particion del siste
ma convenientemente reescrita*. Esta forma de deducir la ACP permite calcu /
lar correcciones sucesivas a dicha aproximacion por inclusidn progresiva de
potencias crecientes de las fluctuaciones de los campos alrededor de sus va
lores medios (Lautrup, 1982).

El trabajo de Brézin y Drouffe implico la posibilidad de mejorar subs
tancialmente el poder predictivo de la técnica del campo promedio. E1lo moti
vO que distintos autores (Flyvbjerg et al, 1982; Muller y Riih1, 1982b; Ale-
ssandrini et al, 1983, etc.) se dedicaran inmediatamente al calculo de las /
primeras correcciones a la ACP, que implica considerar las fluctuaciones cua
draticas de los campos alrededor de sus valores medios (correcciones gaussia
nas).

En el caso de TCM sobre redes con simetrias continuas, el cdlculo de /
correcciones gaussianas a la ACP requiere un fijado de medida en alguna eta
pa del calculo. E1lo se debe a que las fluctuaciones de los campos en la di
reccion de simetria generan divergencias (modos-ceros), de manera similar a
1o que ocurre en la teoria de coordenadas colectivas (Gervais y Sakita, 1975
Polyakov, 1977). En la mayoria de los casos (Flyvbjerg et al, 1982; Muller
y Ruhl, 1982b; Muller et al, 1983) dichas divergencias se evitaron fijando,
previamente al cdlculo de 1a ACP, el equivalente sobre la red de la medida
axial (Creutz, 1977). Otros autores restringieron la posibilidad de fluctua
ciébn de los campos después del cdalculo de 1la ACP, recurriendo a métodos de
coordenadas colectivas (Alessandrini et al, 1983), o bien imponiendo el equi

valente sobre la red de la medida covariante general (Ruhl, 1982).

(S
* En realidad Bré&zin y Drouffe aplicaron por primera vez en TCM sobre redes
un esquema de cadlculo previamente desarrollado en el estudio de modelos /1

de Mecanica Estadistica (Brézin et al, 1976).



Se calcularon también correcciones a la ACP para TCM sobre redes con si
metrias discretas (Alessandrini, 1982; Alessandrini et al, 1983b; Camarata et
al, 1983). En estos casos no se requiere un fijado de medida dado que no apa-
recen modos-ceros.

En resumen, de los trabajos arriba citados referentes a correcciones a

L
la ACP pueden senalarse las siguientes regularidades:

a) Las correcciones gaussianas mejoran apreciablemente los resultados de or-
den cero, prediciendo valores con -tipicamente- menos de un 10 % de dife /

rencia con los obtenidos a través del método de Monte Carlo.

b) En algunos casos dichas correcciones producen mejoras cualitativas en los
resultados. E110 ocurre, por ejemplo, con 1os modelos basados en los gru-
pos SU(2) y SU(3), donde las correcciones gaussianas eliminan la transi /
cion esniirea que predice la ACP (Flyvbjerg et al, 1983a; Muller et al,

1983).

c) Los resultados son fuertemente dependientes del tipo de fijado de medida
utilizado en el calculo.

Los trabajos hasta aqui citados consideraron exclusivamente modelos /
con acciones sobre l1a red del tipo inicialmente propuesto por Wilson. Parale
lamente a dichos trabajos, modelos con acciones mas generales comenzaron a /
ser investigados a través del método de Monte Carlo, con el fin de obtener /
mayor informacion sobre el comportamiento del modelo standard y estudiar pro
piedades de universalidad de TCM sobre redes (Bhanot y Creutz, 1981; Bhanot,
1982; Bhanot y Dashen, 1982, etc.).

E1 estudio a través de simulaciones de Monte Carlo de modelos con accio
nes generalizadas requiere un gran tiempo de computacion. El11o se debe basi-

camente a la presencia en dichas acciones de midltiples parametros indepen //



dientes, que deben ser barridos en rangos no bien establecidos a priori. Tal
dificultad hizo pronto apreciar (Bitar et al, 1982a) los beneficios de apli
car técnicas analiticas sencillas al estudio de dichos modelos: técnicas del
grupo de renormalizaci6n tipo Migdal-Kadanoff (Bitar et al, 1982a,b), desarro
11os en 1/N para acciones con simetria SU(N) (Yu et al, 1982; Samuel, 1982; /
Jurkiewicz et al, 1983), métodos variacionales. (Zheng et al, 1982, 1983), /
etc.

La técnica del campo promedio fue también aplicada a estos modelos (/
Drouffe, 1981, 1982; Alberty et al, 1983, etc.), aunque con resultados no /
plenamente satisfactorios. Antes de discutir las dificultades que se presen
taron, recordemos que la ACP puede obtenerse alternativamente como el orden
cero del DPE de la funcion de particion del sistema o bien a través de un /
procedimiento variacional (Brézin y DFBuffe, 1982). Esta d1tima forma de de
ducir dicha aproximacién muestra que la misma en realidad proporciona una '
cota inferior rigurosa a la energia libre del sistema, cota que coincide con
el resultado exacto en el caso en que la dimensionalidad d de la red tienda
a infinito (Drouffe, 1980).

Tal propiedad, caracteristica de 1la ACP, sugiere que las correcciones
a la misma pueden ser organizadas como un desarrollo en potencias de 1/d. /
Esta particularidad, verificada en el caso de modelos con accidon de Wilson
(Alessandrini et al, 1983), fue cuestionada para modelos con acciones genera
lizadas (Ghoroku, 1983). También fue puesto en duda que el procedimiento va
riacional utilizado en el caso del modelo standard para obtener la ACP conduz
ca necesariamente a dicha aproximacidn para modelos ampliados (Zheng et al,

1982).

La -forma de evitar estas dificultades requiere una leve generalizacion



del trabajo de Brézin y Drouffe. Dicha generalizacion consiste, basicamente,
en la introduccidén de mas de un campo externo en el cdlculo, segin la estruc
tura de la accidn extendida considerada (Ceccatto, 1984a). Se obtiene asf, /
tanto a través de un procedimiento variacional (Zheng et al, 1983), como me-
diante un DPE a orden cero de la funcidn de particion del sistema convenien
temente reescrita (Alessandrini y Boucaud, 1983), un resultado que es exacto
para d = oo Tal resultado puede entonces con propiedad ser considerado
para d finita, la correcta ACP para modelos con acciones generalizadas.

E1 propdsito principal de esta Tesis es el estudio, mediante la genera
lizacion arriba comentada de la técnicasdel campo promedio, de la estructura
de fases de algunos de estos modelos ampliados de TCM sobre redes. En parti-

cular se considerara

a) un modelo basado en el grupo U(1) (QED compacta) con una accidn extendida
que contiene dos parametros independientes, correspondientes al término /

de plaqueta de Wilson y a su cuadrado respectivamente (Capitulo 5), y

b) un modelo basado en el grupo SU(2), con una acci6n extendida que contiene
al término de plaqueta de Wilson en las representaciones fundamental y ad
junta del grupo (acciones mixtas) (Capitulo 6).

E1 interés en estos modelos reside en la propia riqueza de sus estructu
ras de fases y en la posibilidad de investigar la existencia o no -en el pla
no definido por los parametros contenidos en las respectivas acciones- de co
nexiones analiticas entre las fases confinante y no-confinante de dichos mode
los. La existencia o no de tales conexiones resulta relevante a efectos de es
tablecer las propiedades fisicas de los correspondientes modelos continuos /
(Kadanoff, 1977).

Previo al estudio de los modelos mencionados en a) y b) se aplicard la



técnica del campo promedio al modelo standard basado en el grupo de simetrfa
U(N). (Capftulo 4). Este trabajo constituye una generalizacién para N> 1 /

del trabajo de Alessandrini et al (1983). E1 mismo tiene por objeto estable
cer, en el caso de grupos no-abelianos, la conveniencia o no de fijar la me

dida sobre las fluctuaciones de 1os campos en lugar de hacerlo a orden cero,
-es decir, antes del calculo de 1a ACP. Servira también para discutir, sobre
un modelo mas simple, detalles técnicos del cdlculo de correcciones gaussia

nas a la ACP.

Ademas de los trabajos mencionados se han incluido en esta Tesis tres
capitulos introductorios (Capitulos 1, 2 y 3). En el primero de ellos se re
cuerdan brevemente cuestiones basicas vinculadas a TCM en el continuo y se
definen el operador de ‘cuerda" y el operador "lazo" de Wilson, -importantes
en la formulacidon y estudio de TCM sobre redes. La formulacion sobre redes
de las TCM se discute detalladamente en el capitulo 2, en el cual se inclu-
ye también un andlisis sobre el 1imite continuo de dichas teorias. En el /
capitulo 3 se presenta la técnica de cdlculo bdsica, que serd utilizada en
los capitulos posteriores (4, 5 y 6) para el estudio de los diagramas de /
fases de los modelos mas arriba mencionados.

Finalmente, una Gltima seccidon contiene algunos comentarios generales
sobre la técnica del campo promedio y ?as conclusiones finales que pueden /
extraerse de los trabajos desarrollados en esta Tesis. Ademas, en una serie
de apéndices (A a E) se discuten en detalle distintas cuestiones técnicas /
que a juicio del autor resultd conveniente separar del texto principal. En
particular el Apéndice C -que contiene una introduccion matemdtica al méto

do del DPE- constituye un complemento importante a dicho texto principal.



Capitulo 1: TEORIAS DE CAMPOS DE MEDIDA

En 1a primera parte de este capitulo se discuten brevemente generalida
des bdsicas sobre Teorfas de Campos de Medida (TCM). No se pretende con ello
hacer una introduccion al tema sino simplemente precisar algunos conceptos y
definir notacion. Una introduccidon detallada a TCM puede hallarse en Abers y

Lee (1973) o, algo mds rigurosa, en Fadeev y Slavnov (1930).

Posteriormente, y como ejemplo concreto de TCM, se describe 1a Cromodi-

namica Cudntica (QCD) o teoria de las interacciones de color. Marciano y Pa-
gels (1978) y Bander (1981) proporcionan informacién completa sobre QCD.

En 1a dltima parte del capitulo se introduce el concepto de operador /
de "cuerda", relevante en la formulacion de TCM sobre redes, y se establece
un criterio de confinamiento de quarks estaticos. Dicho criterio involucra /
exclusivamente al campo de medida, 1o que justifica que posteriormente se es

tudien modelos de TCM puros, es decir, sin campos de materia.

1.1) GENERALIDADES BASICAS

1.1a) Nociones sobre la teoria de grupos de Lie

Antes de resefar las caracteristicas esenciales de las TCM recordaremos
aqui algunas nociones elementales necesarias sobre grupos continuos (de Lie)
(Gilmore, 1974).

Consideremos un grupo de Lie G. Cualquier etemento g € G (prdoximo a /

la identidad) puede parametrizarse en la forma

9=exp(‘:‘2865):1+7§637; (1.1)

En esta expresion Ta (a = 1, dim G) designa a los generadores del gru-

a - . .
poy € a los pardmetros que caracterizan al elemento g .

Los generadores (hemfticos) Ta verifican las relaciones de conmutacidn

-0 -

/



(5,7 ] - fCZ by Te (1.2)

/

C
donde 1las F3£> son las constantes de estructura de G. Normalizando los Ta

de manera que h

77 (13TE) = Sab (77 = traza) (1.3)

C nec
las 'r‘ab satisfacen E_qb = 'dec. y son totalmente antisimétricas.
Una representacion de G particularmente importante es la 1lamada repre-

sentacion adjunta, constituida por matrices reales 931 > de orden n = dim G,

definidas por

9 1p9 = LT 9 (1.4)

Las relaciones de conmutacion (1.2) definen un algebra de Lie g.-asocig_

da a G- cuyos elementos vienen dados por

con Ae IR.

1.1b) Formulacién clasica de TCM

La accion de una teoria de campos viene dada por

/ 4
A = // L (h, 3 ) 0x
y /

donde 05 , 1a densidad lagrangiana, es funcién de los campos bdsicos @(x)

-9 .



y de sus derivadas Qu()(x).

VAl

Supongamos que ”» sea invariante frente a transformaciones globales /

de los campos
. , |
D) — Px) = 9 Pix)

donde g es un elemento de un grupo de simetria continuo G (compacto, semisim
ple).
Si se permite que los campos se transformen de manera distinta en cada

punto del espacio (transformaciones locales)

D) - P = g Dex) (1.5)

los términos en Z, que contienen a ?&be no resultaran ya  invariantes.

Una forma de reestablecer la invariancia de la teoria consiste en intro
ducir (Yang y Mills, 1954) campos compensadores.AjL (a =1,...dim G) a tra-
vés del siguiente reemplazo (prescripcion minimal):

~

N\ . \ N O ,-—~. - /'! p \
DPe) o LuPoss = G a0

con

' . 2 AL T |
oY X) = 5 Au 1a (63) (1.7)

Si se exige que frente a (1.5) cfyj se transforme como

-1
y R :
o e s = Glvinii Joo ki Gx) Gu )

/

(1.8)

la derivada "covanante" Iyxgb (1.6) se transformard de igual manera que /
el campo ¢ , reestableciéndose 1la invariancia de c-J .

Se deben incluir, por supuesto, términos de energia cinética para u%u J
Para ello conviene introducir (Utiyama, 1956) el tensor de intensidades de /

campo;

- 10 -



‘%l/’}’ = &-/:(..IC"/.}:,., - ./,)‘sb“";l s u/’uvq‘_m - 9() (}"’] ) - l. {.‘.’4 ’BAPJ (1.9)

el cual transforma frente a (1.8) en la forma

A -1
- __’f .o ~ .i/ e
/.l..u.‘ A o= > ‘:UL” {rn) == \(?O() V/Uu (x) \‘/ l‘\,)

: ~ : : : 3 s
En consecuencia, con ?&“) se puede construir el invariante bilineal

: ) [ e / 4 )
Sy e LI (1.10)
//;? -
donde g es una constante arbitraria (cte de acoplamiento).

La densidad lagrangiana total de la TCM resultante es entonces

_ﬂ N . ’ /s
/ e / -7 ~, ’ f -‘ilj
D&/rcM = e (‘?'sz L'?l:-‘ /6) -~ Q'//"l M ) ( 1.11)

Las ecuaciones (1.6)~(1.12) constituyen una generalizacion de las co //
rrespondientes expresiones de la electrodinamica. En el caso particular de es
ta teoria el grupo de simetria interno es WLl (1). Debido al cardcter abelia-
no del mismo, en 1a Electrodindmica no aparecen en (1.10) los términos de au-

tointeraccidn entre cuantos del campo de medida &/b‘°

1.1c) Cuantificacién

La forma mas sencilla de cuantificar una TCM hace.uso de la integral de
Feynman-Kac (Feynman, 1948). Este método proporciona directamente los valores
de expectacion de vacio de operadores ordenados cronoldgicamente:

A R | | rA
& NP ¢ ) i ’ \ “\, Y 7N
OIL2,(x,). {i Xa)[0 = Logi Ll € (1.12a)

- 11 -



5 - JOB0A oxp (iA)

(1.12b)

En estas expresiones A es la accian total del sistema
O /
s - N4
A'ﬁ/(ﬁfﬁﬂ)J\

considerada como un funcional de l1os campos clasicos @ y oA,U-
E1 sfmbolo &) implica una adecuada medida en el espacio funcional de dichos
campos.

Como es sabido, a fin de evitar infinitos provenientes de la degenera-
cion en las configuraciones debido a la invariancia de medida, es necesario /
considerar en (1.12) una dnica configuracion representante de cada clase de
equivalencia. E11o puede hacerse a través de un fijado de medida mediante el
procedimiento de Fadeev-Popov (Fadeev y Popov, 1967).

Dada 1a condicion de medida

{
£ (4, D) =o a=1, ,dimG

el fijado de medida en (1.12) se efectlGa introduciendo dentro del integrando

la identidad
Dy ! " ' 2 . Q aQ
7 o A;:;-r ; Alf\_:l/’,,"'{)l\) ]) :\) J‘_ J'o: (v/&!;’ Q'\J)J (1.13)

En esta expresion ZCXFWD es el determinante de Fadeev-Popov:

ool ! i
g —/._.\11_7_) - CI/C’-/-( S:fa Cb

Jab £Z0

a
y f25 y Y“in simbolizan a Tos campos transformados (1.5) y (1.8) respec
tivamente. La intearacion en (1.13) se efectia en cada punto x sobre 1a medi-

da invariante en el grupo c%/((f%‘) (medida de Haar) (Weyl, 1939),

- 12 -



E1 resultado final es:
T 1 /"‘j V) A M- iA (1.14a)
(ol Il Qx10) = _g-,,/ 89) W ( gLin) Ap T(H) e -

i A

gz/@ﬁéw,drp;]fé(%’) S

(1.14b)

Por supuesto, el tratamiento perturbativo de esta expresion lleva a las
divergencias propias de cualquier teoria de campos, divergencias éstas que de

ben ser tratadas por los procedimientos usuales de regularizacion y renormali

zacion.

“
1.2) UN EJEMPLO DE TCM: CROMODINAMICA CUANTICA

La Cromodindmica Cudntica (QCD) o Teoria de las interacciones de color /
tiene como constituyentes basicos campos de spin-1/2 Zpﬁf (quarks). En esta
notacion se han suprimido los indices spinonales y (Ff<x) designan gra-
dos de libertad internos de los campos. En particular F (de "flavour") corres
ponde a los distintos tipos de quarks (1 = up, 2 =-down, 3 = strange, 4 = charm
etc.) y no juega ningin papel en la dindmica. E1 indice &X hace referencia /
al grado de libertad de color, de manera que (Z#”:Lx ( ¢ =1, 2, 3)/

sea un espacio base para la representacion fundamental del grupo de simetria /

s,

interno G = S/ (3],

Los campos compensadores de spin-1 Ai‘ (gluones), cona =1, 2,...8
pueden juntarse en una matriz de color que toma valores en el algebra de Lie /
del grupo, tal como en (1.7).

Los generadores Ta normalizados segin (1.3) vienen dados por

(,/;;)3‘\5 _ >\‘3/ff2,_

-13-



donde las )\a son las matrices de Gell-Mann.
Definiendo la derivada covanante Dus y el tensor intensidad de campo
de acuerdo con (1.6) ~ (1.9), el lagrangiano (1.11) de la teorfa cldsica vie

ne dado por (Marciano y Pagels, 1977):

'7~7 2

- = ; r
045;%V+):: ;:’ &) ~w¢.1 f7f-/ f(r ! '/{, (1.15)

o -~. ;f a,l/ a o
._)} Q:x‘l, a _IAG)\Q‘{}B ,}/ ‘,j(\(v)& _!. 7— F

| —
- ,—-—o /

En esta expresion aparece g, la Gnica constante de acoplamiento de la /
teoria, y me las masas de los distintos tipos de quarks. o{@CD es in-

variante frente a las transformaciones de medida:

I F —- —r
Yx) - g(x}Q)’&) Dhx) - Jﬁ)gcx) (1.16a)

(/(/u (%) a— "(,» / 9@\” + IC?L’()BPQ(X

- (1.16b)

%t Q
donde g(x) = exp (i < & >‘~'3-‘/;-'}f) es un elemento del grupo SUC(B) local.

1.3) OPERADORES INVARIANTES

Todas las magnitudes fisicas estardn representadas en la versidn cudnti
ca de la teoria por operadores invariamtes de medida. En consecuencia, para /
construir observables ni los campos ZJJ . &7 . J]/u ni adn f/j\ sirven

a dicho fin. A simple vista los operadores de que se dispone son Z'UQ) y

- 14 -



7 (j- | ,//’,.) , pero ellos forman una clase muy restricitva. U

na clase de operadores invariantes de medida mucho mids grande puede construir

se con la ayuda de los operadores de "cuerda" (Bander, 1981):

Uxgc) = exp[/e//(/) dz f (1.18)

E1 simbolo Pc indica que la expohencial debe ser ordenada a 1o largo /
'
de la curva c. Si se divide dicha curva en N segmentos XY XY » con /

-

N=Y Yy o= X, entonces:

N-1
P L_YE_H /./7'/2:) C/xsj /fm 7] cx/.)[{»ﬂ“—}f ‘ ‘A(E ]

MN—»00O L=0

A

Bajo transformaciones de medida L] se transforma como
n
U(xu.c CWCVX mle
v IT ) Cant /{ ) ( ./

Entre los operadores invariantes de medida que pueden construirse con /
A

ZJ los dos mas dtiles son

Weey = r U(x X;C) (1.19)

el cual depende de 1a curva c pero no del punto X, y

M(x,f'{'.c) — (j.)(x) Zl(x,g;/.c) [_7}-(3) (1.20)

que puede interpretarse como un operador de creacion de un mesén. Una parte /
de una funcidén de onda mesdnica contendria un quark en y y un antiquark en x.
Tal estado puede ser creado por el operador a’ﬂ(x) YY) actuando sobre /

el vacio, Sin embargo, el estado asi creado no seria invariante de medida. U

na forma de remediar ésto, es introducir un operador de cuerda entre x e y, /

- 15 -



1o cual conduce al operador M de (1.20). Por supuesto, la funcién de onda de /
un mesén tendrd una estructura mas compleja. No obstante, si los quarks se su
ponen estaticos la mayor complejidad residird s6lo en la complicada superposi

cion de cuerdas que unan x e y.

1.4) UN CRITERIO DE CONFINAMIENTO

Los. quarks no han sido hallados experimentalmente como particulas libres
sino s6lo como constituyentes de los hadrones. En consecuencia, uno de los //
problemas centrales de 1a QCD es mostrar que dichas particulas se encuentran /
confinadas formando estructuras hadrdnicas caracterizadas por ser singletes /
de color (invariantes frente a SU_(3)).

Una pregunta obvia que uno puede formularse cuando busca criterios que /
establezcan dicho confinamiento de los quarks es: écual es la energia de un /
estado con un antiquark en X = 0 y un quark en X = R? Basdndonos en la discu

sion de la Gl1tima parte del punto anterior, dicho estado sera de la forma:
)U)(O), 'l—J)—(P.)> = /2, Y] M[("O‘,O),(E,O),. C‘JIO>
<

donde la suma sobre las curvas c que unen 0 y R es una manera simbdlica de in
dicar una superposicion, con amplitudes Q)ZC]_, de estados asociados a dis-
tintas curvas.

Denotando con E_(R) Ta energfa ?undamenta] de dichas configuraciones, 4

si no hay confinamiento uno espera que para R grande

F_(R) <M

donde m es la masa renormalizada de Tos quarks estaticos. Si hay confinamien
to, en cambio, 1a energia crecerda con R. Aunque cualquier crecimiento que im
plique E,__.oo para R — » oo es consistente con el confinamiento, los

resultados hasta ahora obtenidos indicarian un comportamiento de Eo (R) //

- 16 -



lineal con R:

EolR) > VR (R _o0c0) (1.21)

donde T es una constante, 1lamada "tensidn de la cuerda", que puede ser deter
minada a través de la espectroscopia de quarks pesados:
=~ Q.2 (:l@\.fe’

E1 problema reside entonces en transladar el estudio del comportamiento
de E, a propiedades de los valores de expectacion de vacio de operadores apro
piados.

La superposicion de dos estados mesdonicos en tiempos euclideos distintos
es:

. — -t -
MziR) = <o M5, (0R); ¢ | M |(1;5), (T, R); cfloy (1.22)

donde por ¢ tomaremos la linea recta de G a R. Intercalando un conjunto comple

to de autoestados del hamiltoniano del sistema, trabajando en un espacio eucli

deo (Apéndice B) resulta: “
f
v | e JUAN »2 -'E)‘IT
M) - 7./3 RCUANICIIRCTYENLOF NS (1.23)
7 !

Para T grande el comportamiento de (1.23) es:
— & (&) T
(& *

MrR)~ © (1.24)
con EC)(R) la energia de separacion de un quark y un antiquark, cuyo comporta
miento buscamos.

Calcularemos ahora en forma directa M(T, R). La ecuacion de movimiento /
(euclidiana) de los campos de quark estdticos es:

. ,‘
!0 ©

('ao“'.(“';?o)zp = l.m q) (1.25)

-17 -



la cual puede deducirse del lagrangeano (1.15) después de haber eliminado las

derivadas espaciales sobre dichos campos debido a su naturaleza estatica.
Aunque en la medida A, = 0 (1.25) es una ecuacién de campo 1ibre, resol

viéndola en presencia de A, se obtendga un criterio de confinamiento indepen-

te de la medida. '

El propagador de los quarks es

O] Z,U/tx Z,U/L x) 0> =
7‘% €.>\/.) r‘r O/L( ‘4// X) VO 1()(‘1_ /; f.‘X/‘/O>

~ exp{-m/t—t )//[ Z/—/\ C 5/3

donde c' es 1la 1inea paralela al eje de tiempo que va de x' a x. Combinando /

las ecuaciones (1.20), (1.22) y (1.26) se obtiene:
M R) ~ exp{=zm T W(c) (1.27)
En esta expresion W(c) es el operador definido en (1.19) ("lazo" de Wil

son) y ¢ es la curva de la fig. (1.1)

(1,0) - >— 1 (T,R)
A g
(00) e om)
fig. (1.1)

comparando (1.24) y (1.27) resulta:
N
VA/\L. ~7 '\.}(F/ FL“..)(RI f J),’,) ’ \'»

4

Si la teoria conduce al confinamiento de 1os quarks y el comportamiento

de Eo (R) dado por (1.21) es el correcto se tendra:

- 18 -



Wec) ~ expP (- CFT'i\)) w OXE {— G'A@J] (1.28a)

donde A(c) es el drea del rectangulo bordeado por c. Notese que de esta condi
cion sobre W(c) ha desaparecido toda referencia a los quarks.

Generalizando (1.28a) a una curva cerrada arbitraria, Wilson (1974) pro
puso adoptar tal comportamiento de W como indicativo de que Ta QCD confina co
Tor. En el caso general A{c) es el area minimal de las superficies bordeadas /
por c.

Si la teoria no confina el comportamiento esperado es
Wee) ~ exp {—/l PCC)] (1.28b)
donde P(c) es el perimetro de la curva considerada.

Como fuera dicho en la introduccidon a este capitulo, el hecho que el con
finamiento o no de quarks estaticos pueda establecerse estudiando el comporta-
miento del operador (1.19) (que depende s6lo del campo de medida), justifica /
el estudiar modelos de medida puros (sin campos de materia). La presencia de /

quarks podria, no obstante, modificar de una manera importante el comportamien

to de dichos modelos puros.

- 19 -



Capftulo 2: TEORIAS DE CAMPOS DE MEBIDA SOBRE REDES

'
La formulacion de TCM sobre redes (Wilson, 1974) tiene su motivacidn /

histérica en 1a necesidad de regqularizar no-perturbativamente a 1a QCD. La /
introducci6n de un reticulo espacio-temporal proporciona una adecuada regula
rizacidn global de la teoria, independiente del método perturbativo usual.

En esta formulacidén se pone especial énfasis en el mantenimiento explfi
cito de la invariancia de medida local de las TCM.

E1 precio que se paga por ello es la pérdida de la invariancia de Lo- /
rentz en los cdlculos intermedios, invariancia que debe restablecerse en los
resultados finales mediante un procedimiento de 1imite al continuo gobernado
por las ecuaciones del grupo de renormalizacion (Hasenfratz, 1983).

En Ta primera parte de este capitulo se presenta la formulacién lagran
giana euclidea de TCM sobre redes (Drouffe y Itzykson, 1978). Posteriormente
se discuten las ventajas de dicha formulacidn, destacandose las analogias for
males que la misma tiene con la Mecanica Estadistica (clasica) de los siste-
mas de spin (Kogut, 1979a). Finalmente, en la Gl1tima parte de este capitulo /
se analiza la forma de reobtener una teoria continua con resultados invarian

tes de Lorentz.

2.1) FORMULACION LAGRANGIANA EUCLIDEA DE TCK SOBRE REDES

Si bien el uso de la integral funcional de Feynman-Kac simplifica el /
procedimiento de cuantificacion de las TCM, en realidad expresiones tales co
mo (1.14) no estdn bien definidas. A fin de tener una mejor chance de que di
chas expresiones converjan es usual efectuar la rotacion de la teoria a un /
espacio euclideo (Apéndice B). Dicha rotacifn evita el desagradable comporta
miento oscilatorio de exp (iA) 1levdndolo a la forma exp (-Ag ) (ec. (B.3)).
Sin embargo, alin con esta prescripcion se debe selecciorar precisamente el /
espacio funcional de los campos cldsicos @ y la medida D dentro de dicho es
pacio (a menos que nos limitemos a teoria de perturbaciones dada en términos

de integrales gaussianas). Se requiere ademas un procedimiento de regulariza

L
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cion de la teoria para darle sentido matemdtico a expresiones plagadas de di
vergencias propias de la misma teoria (diverqgencias ultravioletas).

A fin de evitar estas dificultades es conveniente formular a las TCM /
en un espacio-tiempo discreto -normalmente una red hipercibica de lado a-. /
Si bien la manera mas sencilla de hacerlo seria partir de la accion euclidea
continua, sustituir las derivadas por diferencias finitas y reemplazar la in
tegracion sobre el espacio euclideo poY una suma sobre sitios de la red, co-
mo resultado se obtendria una accidn discreta no invariante de medida. Debi
do a cuestiones vinculadas con el procedimiento de renormalizacién, en el 11
mite continuo a - = () (suponiendo que exista) no recobrariamos una teoria
invariante de medida.

En consecuencia, una de las preocupaciones fundamentales al definir la

accion sobre la red es mantener las simetrias internas del modelo continuo.

2.1a) Invariancias globales
Analizaremos la accidon de campos de materia (bosénicos y/o fermidnicos)
preocupandonos inicialmente por conservar las invariancias globales de los /
modelos.
S
Para el caso de un conjunto de campos escalares libres QD (x), 9=/

1, 2 n (denotados colectivamente <i)), el reemplazo obvio sobre una red /

d-dimensional es:

d ada 7
/o’x - (2.1a)

foem e 7 / (”3 A (7 \
crey 5 [ Pxrap - x ) (2.1b)
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ad-2 = , -f 2 C]’
O ‘-?- ZJ Q\x®y + { ,n_a_" -+ Ga.. “)L\_, Q‘) @x (2'2)
< xS =

donde /3 es el versor en la direccidn /J-ésima de los ejes de 1a red, x = / /

v /,CQAA un sitio de 1a red y {xy)> significa suma sobre pares orienta-

dos de sitios vecinos proximos (fig. 2.1).

fig. 2.1
Una caracteristica destacable de (2.2) es la bilocalidad en el término /
cinético. \
= ]
Para un conjunto de campos fermidnicos U)(x), un reemplazo similar /
1levaria a

Z

. d N \ <1 vl % I e
dX (,,)(0/' H’), Z/, S Z-J 57:[ U)J / <: /,’)x ),')y (2.3)
xud
En esta expresién ~“'xy = 4. (y-x)/2 =X ¢ , con ¥ el conjunto de

matrices de Dirac euclideas que satisfacen las relaciones de anticonmutacion

‘) H(..‘U) \,‘ : = / CQU‘

/

Sin embargo, el reemplazo (2.3) puede introducir estados espireos. Para
hacer evidente este hecho comparemos las acciones bos6nicas (2.2) y fermiéni-
cas (2.3) en el espacio de los momentos.

Usando la transformada de Fourier
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/’kX ~

d
QZQX = éﬁgc; < CZS[k)

(2r)

donde la integral viene dada sobre la primera zona de Brillouin de la red re

ciproca ( l%”] < 1m/a), la accién (2.2) toma la forma

~

;| A 1 2 4 sen*(aku) s m?] Plei) Do

< [ (2n) M o= 2,

Como resultado, cada modo contribuye a la accion en una cantidad

m2+‘ /4/@2) %4 S(”nz/@ /510/2)

en lugar de la forma standard (m=

+ K/‘K/,) (fig. 2.2). Sin embargo, ambas /
curvas tienen un {nico minimo en l1a primera zona de Brillouin para k = 0, /
coincidiendo en las proximidades de este punto hasta términos de orden (azké)
Esto garantiza que el 1imite continuo sea el correcto.

Para la accion fermidnica un tratamiento similar 1levaria a un compor

tamiento

M2+ (1)a2) £ sen’(0ky]

En este caso aparecen dos minimos iguales en la primera zona de Brillo
uin. Uno en k = 0, que proporciona el 1imite continuo correcto y el otro al-
rededor de k = X T /a, que constituyen estados espireos de momento infi

nito para a —— = 0,
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1) Standard 2) BosOnica 3) Fermionica 4) Prescripcidn de Wilson
fig. 2.2
Existen varias prescripciones para eliminar tales estados esplreos, /
siendo la mas sencilla -aunque bastante arbitraria- la propuesta por Wilson /

(1975). La misma consiste en modificar levemente la accib6n (2.3) tomando

e

d _ _7__’ ‘ . , d d" we =
/ dy Dipim N o i, (teexy’ Uy + (ma--a’n. )‘% Py (2.8)
-

o v g Y
VYN L
. o

Esta prescripcion incrementa el minimo secundario sin influenciar el /
comportamiento para K-~ 0

Supongamos ahora que la accidn (2.2) sea invariante frente a las trans
formaciones de un grupo de simetria continuo (grupo de Lie) G. Los campos
constituirdn un espacio base para una representacion D de dicho grupo, es de

cir, frente a una transformacion g € G se transformaran como:

= . b
0F Do L
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Los términos cuadrdticos vendran dados explfcitamente por

+
R Y.
Z 7% (7) = L. \[)x a1 s
X X

o 6 f !

.’.
< < 'f' ~ b
DDy /i Dy ap [y (2.5)

<xy> <Xy>

donde g5}, es una forma cuadratica invariante ante G. Un andlisis similar /

es valido para fermiones.

2.1b) Invariancias locales

Si permitimos que las transformaciones g dependan del sitio x de la /
red, es decir, ampliamos la invarianci5~de1 modelo a las transformaciones /
9, € éé G, , el término bilocal (2.5) ya no permanecerd invariante.

Como en el caso continuo, se introducen entonces nuevos grados de li-

bertad en el sistema para implementar la invariancia de medida local del mo
delo. Un nuevo campo Uxy , asociado a cada unién ("1ink") orientada {xy)
(lado de un hipercubo elemental entre los puntos x e y vecinos proximos, fig.

2.3), y que toma valores en el grupo G permite definir una derivada covarian

te

— A . \ lb’ < A
Dulfy = L [DWgl By tyanigh) (2

S X3

]

| Y

;. p

X %y

x &y

.ﬂ ®

fig. 2.3



. a S
E1 exigir que quxpx transforme como (ﬁ& 1leva a la siguiente ley de

transformacion para U xy:

(277)

-1
Uy - G Uny 95

Condiciones de hermiticidad conectan los campos de medida &ny asocia

dos a uniones que difieren en orientacion:
. =1
Z/Ixy o= z—’yx

Con estas prescripciones, si en la accion (2.2) efectuamos el reempla-

W x —— = Duls

generaremos un término bilocal que, en lugar de (2.5) vendrd dado por

20

7, Dy LlUny) B

<x_y>'
el cual es ahora evidentemente invariante local como consecuencia de (2.7).
Debemos ahora introducir en la accion un término que involucre solamen
te a los campos de medida. La manera mas sencilla de hacerlo preservando la /
invariancia de medida es adicionar un término de la forma (Wilson, 1974):

/ -1 -1 .
— /3 ; 71_"( Ux,)(2 ij_xa stx,, U’?)‘f#} (2.8)

donde (x"xz,xa‘xq ) constituyen los vértices de una cara de un hipercubo e-
lemental de la red (fig. 2.3). La suma se efectla sobre todas estas caras, a
las que se designa con el nombre de p1adﬁetas. La traza hace a (2.8) indepen
diente del punto elegido como x, en cada plaqueta. La constante /3 se deter
minard en la subseccidn siguiente exigiendo que (2.8) reproduzca el 1imite /
continuo correcto para ¢ —— 0

En general el sentido de circulacion de la plaqueta es relevante. No /

. . h) .
obstante, si la traza es real, es decir, ley viene dado en una representa-
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cién equivalente a su adjunta, ambos sentidos de circulacion son equivalentes.
En 1o sucesivo supondremos que ley viene dado en una representacidon unita
ria:. + 4
2/’)(9 = U)(l.l == Z/Illx
9. :

de manera que a efectos de obtener una accion real para los campos de medida
la suma en (2.8) se efectuara sobre plaquetas orientadas.

En definitiva, l1a accion invariante de medida sobre una red para un /

campo escalar resulta, en una notacion simplificada:

, <~ 1+
Ared 0} = @& 2, DDl Gy - 2 2, T (U] +
ﬂ} <xy> (2.9a)
- d P N l <57
oo L dll I FLDE E SV
- [ x

donde hemos introducido un término de potencial V( Dy )

Para el caso fermionico, adoptando la prescripcion de Wilson (2.4) se /

obtiene:

a-1

Ared (WIU) _ :/j_ ,', ZV (“a)xy D/JXH) J +

Cxufs (2.9b)

) 2 Dt

~

a-l | 1

/2 2T (00l v ma - ad

2.2) LIMITE CONTINUO DE LA ACCION SOBRE LA RED

A partir de las substituciones (2.1) es evidente que (2.2) y (2.4) con
ducen a las respectivas acciones continuas en el 1imite a ——= 0 Ell0 no
es tan transparente después de la inclusion de los campos de medida, ecs. /
(2.9a,b). Mostraremos aqui que para a — 0 dichas ecuaciones se reducen a
los modelos continuos (1.11) para bosones y fermiones respectivamente.

Para a pequeno es natural suponer a ley proximo a la identidad. En /

consecuencia tomaremos

A

f ‘ £) 04 | : 2.10)
X XtQp . x4 v/’(ﬂ).or. i |+ 'Qb’iy,« (x) ( 10)
/ ‘ -



es decir, identificaremos a ley con el operador de cuerda (I (x,y,c) defi
nido en (1.18), tomando como ¢ la unién entre x e y = x + ayﬁ.
De acuerdo con (2.10), para a —= 0 y con las restantes cantidades

mantenidas fijas, (2.6) resulta

Du S, - (9/“ -1y o/i/u(x)‘;) 7 x

que coincide con la definicion (1.6) de derivada covariante.
En el caso del término (2.8) que involucra s6lo al campo de medida, un

calculo directo 1leva a

t +
, ) . .
Z’xlec/i (./x4ofc’>.';q.l‘o-:ab‘ Ux-l af) ‘xaac:/;.'um«' Ux,x-faf) =
» 4
. 2 2! ¢ ¢l
~ 1 +ia {;u> -3% e %Zw’§Lb’

con ;SZV dado por (1.8). Tomando la traza en esta expresidn el primer tér
mino produce una constante irrelevante (dimension de la representacidn), el

segundo término (lineal en ~%Zﬂ ) se anula con la contribucidn de la plaque
ta orientada a la inversa; finalmente, el tercer término (primero no-trivial

no-nulo) es

b, s/
e /F(],"’m)"

2
En consecuencia
AL Fh A ]
< X - ! T ) Y
Y /,. (zwuu 2 2% -7 ul vl
que reproduce el término cinético usual (1.10) tomando
o oA 2
/S = A [z (2.11)

Con esta eleccién, (2,9a,b) constituyen adecuadas acciones sobre la /

red que, al menos clasicamente, 1levan al modelo continuo para a —— 0 .
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2.3) CUANTIFICACION-VENTAJAS DE LA FORMULACION SOBRE REDES

La cuantificacién de 1a teorfa sobre la red puede efectuarse en forma /
andloga al caso continuo, utilizando la accidn discreta (2.9) como accién eu
clidea en (B.3). Se obtiene asi una teoria de campos cudntica que si bien ha
perdido la invariancia de Lorentz presenta las siguientes bondades que justi
fican su estudio:

a) no es necesario preocuparse por seleccionar el espacio funcional de los /
campos c]ésifos 7 Este es simplemente el producto cartesiano (denumera
ble) E¢ = Q)? E‘f‘x de los espacios E¢x en 1os que toma valores Q§x en cada
sitio. E1 procedimiento de integracin es el usual sobre los valores (D, .

En forma mds explicita (1.12) resulta:

.
4 vie ' - A rea

(DDreq = L ) AP 1dully) Qs

<D

—AI’Gd
Z - /77—01@)(7/ /’u’(/x/u & (2.12b)

donde hemos diferenciado las integraciones sobre los campos de medida Ulxy
Eijﬁyk(es decir, sobre los parametros que definen la medida de Haar
c&U(l” ). Para el caso fermi6nico los campos 3Ix, EJX son variables de //
Grassmann y la integracion dly,  es la correspondiente sobre dichas varia
bles (Berezin, 1966).

b) 1a introduccién de los campos de medida como funciones sobre el grupo G //
(compacto), y no sobre el dlgebra de Lie de dicho grupo, soluciona el pro
blema de la cuantificacion invariante. Esto estd relacionado con el hecho

de que la libertad de medida contribuye a (2.12) con un factor finito en

cada sitio, proporcional al volumen Vg del grupo. S1 1a red es finita //

(con apropiadas condiciones de borde) el factor total es finito (~ Vg ).
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d)

Para una red infinita el factor (infinito) resultante se cancela dividien
do por 25.

Debe destacarse que la propia estructura del grupo finito, discreto o con
tinuo, abeliano o no-abeliano, etc. no es relevante, salvo en 1o que con
cierne a la compacidad.

la definicidon de la teoria sobre 1a red introduce de manera natural un va
lor maximo Ky =4\ ~ 1/a en el espacio de los momentos, lo cual /
gulariza la teorfa (aunque de manera no relativisticamente invariante) //
controlando las divergencias ultravioletas. Por supuesto, y tal como ocu
rre con cualquier método de regularizacion, los resultados finales deberan
ser independientes de £\ para /\ —wco (¢  —» 0).

tal como fuera mencionado previamente, la formulacidon (lagrangiana eucli-
dea) sobre una red de la Teoria de campos es esencialmente idéntica a la /
Mecdnica Estadistica (cldsica) de los sistemas de spin (Kogut, 1979). E-
110 puede establecerse facilmente asimilando el funcional generatriz Z de
(2.12) a 1a funcidon de particién de un sistema de spin (clasico) sobre una
red hipercibica en d dimensiones. A partir de esa identificacidon se gene /
ran las siquientes analogias formales:

A‘red Accion euclidea — H/KT: Energia/cte. de BoltzmannxTemp.
sobre la red

»
Z[ 37: Funcional generatriz ~ ﬂfh] funcidn de particidn

W= In2z: Func. generatriz F =-KT|r)(2.: Energia libre
conectado ~ de Hemholtz
V ({i]: Funcional de vérti ~ G(M): Energia libre de Gibbs
ces propios
(I ={U>: campo clasico ~ M: magnetizacion
J  fuente externa ~ h: campo magnético

En particular para una TCM pura se tiene, segin (2.11)

I Y A AP (2.13)



por 1o que los resultados perturbativos para g =0 ¥y § —= 0o pueden asimi
larse a desarrollos para bajas y altas temperaturas respectivamente. '

A partir de las analogias senaladas puede incorporarse a TCM sobre re’/
des el concepto de "transicion de fase", entendida ésta como un cambio cuali-
tativo del comportamiento del modelo al variar la constante de acoplamiento /
g (equivalente a 1a temperatura segin (2.13)). Mas aidn, puede probarse inclu-
so que la reobtencion de una teoria continua para a — 0 esta Tntimamente
ligada a hallar un dominio critico (transiciones de fase de segunda especie)
en la correspondiente teoria sobre 1a red (seccién 2.4).

Una vez salvadas las diferencias en los términos usados (segin el cua /
dro precedente) pueden aplicarse a la resolucién de problemas en Teoria de °/
Campos toda la bateria de métodos y aproximaciones propias de la Mecanica Es

tadistica. Debido a esta interrelacion de las dos disciplinas en 1o sucesivo

emplearemos en forma indistinta términos analogos.

2.4) LIMITE CONTINUO DE TCM SOBRE REDES

Como fuera dicho precedentemente, la red es sélo un requlador que debe
ser removido al finalizar los cdlculos tomando el 1imite a —— 0. Dicho
1imite no puede sin embargo ser efectuado en forma trivial.

Para clarificar este punto consideremos (Hasenfratz, 1983) una teorfa
de medida pura cuyo dUnico pardmetro g es adimensional en d = 4. Sobre la red,
cualquier cantidad con dimensiones vendrd dada por una funcion de g (adimen /
sional) multiplicada por una adecuada potencia del espaciado de la red a. //
Por ejemplo, en el caso de una masa m se tendra

m = f@'j
a (2.14)

Con f(q) #£ 0, para a —~ 0 en forma trivial dicha masa divergeria co
mQ el momento de corte AN 1/a .

Para que ello no ocurra, la constante de acoplamiento g debe ser ajusta
L
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da de manera que

I'm  a .. o* P
a-——og I '[(9’30 (2.15)

En términos de la Mecanica Estadistica, esta ecuacidn implica que la /

longitud de correlacién (en unidades del espaciado de la red)

debe diverger. Es decir, en el 1imite continuo la teoria sobre la red debe /
aproximarse a un punto de transicidon de fase de segunda especie (punto criti
co) (Stanley, 1971). La estructura de 1g red se torna entonces irrelevante /
debido a las fluctuaciones de largo orden que aparecen en la teoria, restable !
ciéndose la invariancia rotacional euclidiana.

Desde el punto de vista de la Teoria de Campos la constante de acopla /
miento critica g* de (2.15) es la constante "desnuda" cuando el regulador es
removido (/: -» 1/a —s o ). En una teoria asintdticamente 1ibre tal como
QCD, el 1imite continuo debera tomarse ajustando la constante desnuda g hacia
g* = 0 en forma adecuada (Montvay, 1983).

E1 requérimiento usual de renormalizabilidad de la teorfa determina uni
vocamente cual debe ser dicha forma de ajuste. Exigiendo que cualquier canti-
dad con sentido fisico tal como la masa (2.14) permanezca inalterada por cam

bios simultaneos de g y a

d"d”’}::(j) [CL:::O} P

-

dA (2.16)

se obtiene la siguiente ecuacidon diferencial para g(a):

'@

~ ac . Lo ,
K== JVH = %(«'///f('a} = j.ér@d (2.174)
a

Para g = 0, la teorfa de perturbaciones da (Gross y Wilczck, 1973):

V4
ﬂ’rc‘d;.- —ﬂogg_ﬁ'gs—/fg39+-~° (2.17b)
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Los dos primeros coeficientes /fL y'/3, son universales: son iguales /
que los que proporciona la teoria de perturbaciones en el continuo (en cual /
quier esquema de renormalizacién) (Gross, 1975).

Intengrando (2.17) se obtiene:

f <z,

28,07, 421 2.47 2} 2.1
- [ : ~o .18
QAred - @ ﬂ (/509 P ._1{-0(9) ( )
La constante de integracion Z\rfnj que aparece en esta ecuacibén es un /
parametro de masa externo, independiente de a , que fija la escala de la teo-
ria. Notese ademds que g -——= 0 cuando a ——= 0 como era esperado.

Teniendo en cuenta (2.18), la integracion de (2.16) 1leva a:

e, 1

— e e——

m = %’7’ (/3.9") 222 & *’/’«»92[t-+0(93)] = Cmn DNred &)

es decir, el contenido (no-perturbativo) de 1a teoria radica en el valor de /
la constante C,, (valor de m en unidades de Nred ).

A trvés de métodos numéricos como el de Monte Carlo, todos los resulta
dos (numéricos) se obtienen en unidades de potencias adecuadas del espaciado

de 1a red a Consideremos por ejemplo Ja tension O de (1.21):

2 2// . \-‘2.
T p2_, = 02% (ahred)

E1 numerador de esta expresion ( Crctz ) es dicha tensién en unidades /

de g~ %

y puede entonces ser obtenida a través del método de Monte Carlo. A
su vez el denominador (Clzaknad)z' viene dado por (2.18). En consecuencia, /
para g‘?’ dado el cociente ¢/ Az,—ed es calculable numéricamente. Para Q. su
ficientemente pequefio dicho cociente no deberia depender del espaciado de 1la

red y una extrapolacion suave correspondiente a a ——= 0 daria el 1imite /

contTnuo.
Para g grande la teoria sobre la red hamiltoniana (Kogut y Susskind, /

1975) predice:
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2ig) -9+0a) (2.20)

L ¥ .

1o cual 1leva a
95’6{/‘ _ Cfe. CL (¢ - OO')

Este resultado corresponde al confinamiento de los quarks para bajas e
nergias ( /A ~ 1/a — > 0). E1 comportamiento (2.20) de g 1leva a un creci/
miento lineal de la energia de separacion de quarks estaticos (Kogut, 1979b).

E1l establecimiento fehaciente de que 1a QCD confina color depende de /
que las funciones /& para g <2 0 (2.17b) y para g grande (2.20) se continden
suavemente para valores intermedios de g. La no existencia de ceros interme
dios de /f}(g) (puntos fijos) garantizaria la coexistencia de la libertad a
sintdtica y el confinamiento en una dnica fase de la teoria. Las figuras si
guientes reproducen el comportamiento predicho por extrapolacidn de series /

en altas y bajas temperaturas (fig. 4a) y el comportamiento esperado (fig. /

4b) (Kogut, 1930).
-/519) /g

1

——

'P
|
T—-
|

fig. 4a N

La discusidn anterior muestra la nccesidad de contar con métodos de cal
culo confiables para valores intermedios de g. En ese aspecto resulta particu
larmente interesante la técnica desarrollada en el capitulo siguiente, la cual

no depende de la "temperatura" del sistema.
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Capftulo 3: LA TECNICA DEL CAMPO PROMEDIO

Se desarrolla en este capitulo la técnica de calculo basica que serd u

tilizada para la obtencién de diagramas de fases de TCM sobre redes. En la /
primera parte, y a través de un método'Variacional, se determina estrictamen
te una cota superior para el funcional generatriz de funciones de Green coneg_'
tadas (energia libre) W -In% . La minimizacion de dicha cota respecto a pa-
rdmetros arbitrarios ("canpos externos") proporciona la 1lamada aproximacion
de campo promedio (ACP) a la teorfia original.

En la segunda parte de este capitulo se discuten ciertas contradiccio /
nes metodoldogicas vinculadas a una aparente ruptura de simetria inherente al
procedimiento de cdlculo antes esbozado (Elitzur, 1975). Tales contradiccio /
nes pueden eliminarse mediante una adecuada prescripcion sugerida por Drouffe
(1980) y Brézin y Drouffe (1982) (seccion 3.2).

Finalmente se presenta una deduccidon alternativa de la ACP basada en el
método de desarrollo alrededor de un punto de ensilladura (DPE) (Apéndice C).

La ventaja de esta deduccidn alternativa radica en que posibilita la conside

racion sistemdtica de correcciones a dicha aproximacion (Lautrup, 1982).

3.1) APROXIMACION DE CAMPQ PROMEDIO: METODO VARIACIONAL
La ACP constituye un método aproximado muy sencillo de evaluar el fun /
cional generatriz W = !n Z,  En esta seccidn se presenta una forma de obtener
dicho resultado apelando a un procedimiento variacional. Las ideas fisicas in
volucradas se discutiran después de la presentacion matematica del problema.
Por simplicidad consideraremos el caso de una TCM pura con accidn dada /

por (2.8). La extensidon a modelos con campos de materia (bosdnicos) es direc-

ta.

3.1a) Obtencidon de la aproximacion de campo promedio

Consideremos la accion de "uniones desacopladas” :
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A= — 22 T (thy Kw+k>}u ) = 2 (Oyky) @

X4
en la cual los campos de medida Z&V‘ interactian s61o con un campo externo

K§p.

Definiendo

—A (U,k)

CO>S ot 1 O e
zo/[’u ]

- A (U,
Zo = /[c}u/d ‘)

la siguiente identidad resulta obvia:

Z[J]/IEDL’:K—] — (eXP [_.A(H) + Ao ”() + % U;( .j)}u—j>o (3.2')

En esta expresidon se ha introducido un campo :%yz acoplado al campo de
medida. Su dnica finalidad es la de posibilitar la obtencidén de valores me /

dios a través de la relacion

~ 1

( 512
(.-.),(z.zx/,,)> =1 Q) { & 1ZL07]

| (3.3)
2 0] é&j§u'1

jx/l.(z::o

Dado que dicho campo rompe la simetria de la teoria en la mayor parte /

de los calculos se considerara iju =0

Haciendo uso de la convexidad de 1a exponencial (desigualdad de Peierls

X
{e> > exp (X
de (3.2) se obtiene ©

W3] =InZr7] > /n Z.[1] 4 (~A+ASD + XZ <Ux/u 7”/‘> (3.4)
o /.l o
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Definiendo el funcional de unidén independiente

WiKxu) Char. Ko
e 7 //1(//7(, & 4 (3.5)
(3.4) resulta:
\N LJ] 2 ’J()[Kly ) +- Ux/u (:fy( - "\’v:}} A [ 7 (3.6)
/U J
En esta expresidén hemos 1lamado
ﬂ)yl = _@(/(] (3-7)
() ‘C;)u
- ~ ~ "~ ’f" \
A[ZJJ ,;;_.*__ Z‘, -/rf(/x,g X#/U\,"JXP‘“ :I)r,-.)) (3-8)
e X,/U.;l'l)

La ACP del funcional VV[:{] viene dada por (3.6) eligiendo los valores

de K,%4 (adn arbitrarios) que maximicen el miembro derecho de dicha expre

sion:

W97 CUP{Z Zamw +JX/, (Jx/;-I(?u)J-A[ﬁ]} (3.9)

CP
(/() X}J

: t : :
Derivando respecto a K,yu y K’V" se obtienen las ecuaciones extrema

les:

r. ‘NS T ! — + ',.
YT I d’?‘ s IJ + J < - (A (,, - J (3 . 10)
/ A ):/U /\);}’ - \ /“[ }- J . )VJ

CI xf_" (' Xl’

Estas ecuaciones (junto con (3.7) .~ (3.8)) determinan a Kx}; como fun
cion de \'.’,\.;4 y del parametro .: .

Teniendo en cuenta (3.3) y (3.7) ~- (3.10) es fdcil probar que
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- r~ QX.t
{U > = ..9_ WCP [J.} == CI)&U (kx ) (3.11)
W /ep - a
%7
En consecuencia, la ACP del funcional generatriz de vértices propios /

sera:

/;[ﬂj = 5 (U"/‘>cp jx/v\—- Wep [3] = '

(3.12)
— PP ~F ~
T e é Z.: 77'( U;s.u UXV/,\) (-'IX.*!P,/I UX,-I)) + Z X/UI}U)
;7) X,/J#l) X/‘

donde X(Ux};) es la transformada de Legendre de w(jx/u)
w/./y,() -+ ﬂ(f/ﬁ;g//) =z ‘/‘I)S,U- j)},u

La derivacidn de (3.9) ~ (3.12) muestra la naturaleza de la aproxima /
cion realizada: la interaccion entre las variables dinamicas ZJ§U se reem /
plaza por la interaccion independiente de cada variable con un campo externo
Kryx definido consistentemente. La limitacidon de esta aproximacidn reside /
en el hecho de que ignora las fluctuaciones locales del campo promedio (3.10)

que siente cada variable dinamica: el campo producido por uniones vecinas a /

una dadase fija en el valor medio
C‘»(LL' N\ -
Ky - S = - ¢ALU]

3.b) Solucidén de las ecuaciones extremales
Desde el punto de vista del calculo efectivo, para -J%p. arbitrario la /

resolucidon de las ecuaciones extremales (3.10) presenta serias dificultades.

Para -:5¢1= 0, las simetrias traslacionales y rotacionales remanentes en la
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red sugieren que el valor medio del campo (magnetizacion) debe verificar:

"/‘>c_p ~ /u/ _ M<S°‘/5 (o, 1,3,...N) (3.13a)

A través de las ecuaciones (3.7) y (3.10) esta condicidén obliga a que /

;:t sea de la forma

= (3.13b)
con My X (reales) vinculadas por las ecuaciones

0 wikelrd

M — Q_/QU _d__ ( IV) /cyn’(,l,‘ & J (3.14a)
QC\ Y !- /
o TS - x

—cﬁ'ﬂM /‘] wz Ox \ //./'," :/-] ({Ol— ’)/

. (3.14b)

/

De acuerdo con (3.13) la ACP (3.9) del funcional W L 7=0] resulta:

~
W [3:0 = Vd [ 7ZH'H - «MN co(cx)] (3.15)
cP L 2

donde V es el volumen (nimero de sitios) de la red.

3.1c) Transiciones de fase

Las ecuaciones (3.14) definen a M y & como funciones de la inversa de
la "temperatura" /2%  Dado que W(0) = 0 las mismas admiten para todo /8 /
la solucidn trivial X =M = 0. No obstante, para todos los grupos de sime-
tria de interés (contfnuos o discretos) para un cierto valor /6’=/€3t de /

finido por (ver fig. 3.1a):
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&, o= n L) (3.16)
e o /

una solucidn no-trivial X=OG( M = M, aparece .

/|

Pt

@ e e -

Oy

fig. 3.1a fig. 3.1b

Cuando @>ﬂ,«__ hay dos soluciones no triviales O« (ﬂ ) My (ﬂ;)
y 0(2(@ ), MZ(/B ) (<< , My< M. < M, ) y, por supuesto, tam
bién la trivial. En todos los casos la solucidn fisica corresponde al maximo /
absoluto de la "energia libre" (3.15).

E1 valor /f del parémetro/& a partir del cual es energéticamente mas /
favorable para el sistema un estado con magnetizacion

\/?ji(/LA.'\)Cp = Mﬂ. _-f.: D)

corresponde a la solucion de

V",'_'_‘P 5/5(, M C"/C} = WCV %S M=o, O(:O] =0
Dicho punto puede considerarse como un punto de "transicion de fase" de
la teoria desde una "fase caliente" desordenada (M= C< = 0) a una "fase fria"
ordenada (M 54 0, X5 0). De la definicidn (3.16) de,zéz. surge que necesaria

mente debe ser /éfcﬁ*‘/égé (ver figh 3.2).
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fig. 3.2

En todos los casos de interés el™"parametro de orden" M salta desde ce
ro en la fase caliente (,ﬂg = /45C-<5ﬁ3 ) a un valor M. cercano a uno en '
la fase fria (/2 = ﬂc + J/:’» ), es decir, las transiciones de fase predi /
chas por la ACP para TCM con accib6n dada por (2.8) son de primer orden.

Desde el punto de vista de la Teoria de Campos estas transiciones co /
rresponden a cambios cualitativos muy importantes en el comportamiento del /
estado de vacio de T1a teoria. Para visualizar este hecho consideremos el va
lor medio de vacio del operador de Wilson (1.19). Tomando como curva ¢ una /

curva cerrada que contenga n uniones, de acuerdo con (3.3) resulta (FC: fase

caliente, FF: fase fria):
\ \ ~nin()
Wl = (W ey m M @
Seqin (1.28a), el comportamiento de \V%(c) en la fase caliente corres
ponde a una tension U ..———.~ oo en (1.21), que implica un confinamiento de /
los quarks estaticos en dicha fase. E1 comportamiento en la fase fria es, en
cambio, del tipo no-confinante (1.28b), con Pra=na.
En Ta subseccion siguiente discutiremos una aparente contradiccion en-
tre la argumentacion que 1leva a (3.15) y ciertos resultados exactos conoci-
dos. Dicha contradiccién tiene oricen en el valor de expectacion no-nulo (pg

ra algin rango del pardmetro /3 ):

il

N TR 3.17
((.«/’f;“,/ ’]7)9J=O = U (Kx-;.li Mﬂ_ ( )

cr xp



que predice la ACP

3.2) RUPTURA ESPONTANEA DE SIMETRIA: EL TEOREMA DE ELITZUR

La deduccidon de 1a ACP realizada en la seccion anterior se basa funda /
mentalmente en la suposicion de que los campos Uy; tienen, para JX/H 0
y para algin rango de valores del pardmetro /3 , un valor de expectacién no-
nulo (ec.(3.17)). Este valor medio de campo no-nulo contribuye al campo efec
tivo K,7. que sienten las uniones vecinas, y que finalmente se determina con
sistentemente a través de (3.7) ~ (3.10).

Sin embargo, un resultado exacto (Teorema de Elitzur, 1975) demuestra /
que no puede romperse espontaneamente una simetria de medida local. Es decir,
el campo <'..1.7.1 en cada unién (X, x+a/3) no puede adquirir espontdneamen
te (para ningdn valor del parémetroﬁ ) un valor medio (Ux/u>#0.

Mas generalmente, ningln operador local no-invariante de medida (con va
Tor medio en el grupo de simetria nulo) puede tener un valor de expectacidn /
distinto de cero.

La demostracion del Teorema de Elitzur es muy sencilla. La invariancia

de medida local de 1a teoria implica que

\ -1 /
(U = Gy xp ) 9*’*/“ (9%, 9x+,u e G)

Para g y gm)‘, arbitrarios esta ecuacién conduce a (Ux};>= 0.
Este analisis simplista puede perfeccionarse introduciendo un pequefio campo
ordenador. En ese caso puede probarse, invocando la invariancia de medida 1o
cal, que el valor medio de KJ%}. tiende a cero con dicho campo ordenador
(Elitzur, 1975).

La posibilidad de ruptura espontdnea de simetrias globales estd vincula
da al nidmero infinito de grados de libertad que cooperan para producir el con

finamiento del sistema en alguna porcidn de 1a Orbita del grupo de simetria,

En el caso de teorfas con simetrfias locales, si bien el nimero de grados de /
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libertad sigue siendo infinito, la simetrfa involucra a un nimero finito de
ellos. Las fluctuaciones cuanticas tienden a promediar el estado fundamental
dél sistema homogéneamente sobre toda la 6rbita del grupo de simetria, propor
cionando valores de expectacidn nulos para operadores no-invariantes de medi
da.

En conclusion, rupturas espontdaneas de simetrfas tales como el fendmeno
de Higgs no pueden ocurrir en teorias con simetrias locales. Las simetrias lo
cales deben ser previamente rotas de manera explicita a través de un término
de fijado de medida, dejando s6lo simetrias globales. Estas simetrias globa-
les remanentes s1 pueden ser luego rotas espontaneamente. En este aspecto la
formulacion de teorias de medida sobre redes no elimina la necesidad de un fi
jado de medida (Apéndice D).

La ACP, tal como fue deducida e;\1a seccion precedente, presupone una /'
ruptura espontdnea de la simetria. Esta aparente contradiccion interna del mé
todo se origina en la pérdida de informacidén sobre dicha simetria, ya manifies
ta en la accion de prueba (3.1).

Una forma muy sencilla de eliminar esta dificultad (que tuvo varios afos
relegada a la técnica del campo promedio) fue propuesta por Drouffe (1980) y
Brézin y Drouffe (1982). Dichos autores parten de la observacion de que debi
do a la invariancia de medida de la teoria el funcional E;;, de (3.12) es /

invariante frente a la transformacion

~ ~n <
| 1
U%}“‘ > 9,< ny.t S’x-.z./u y (3.18)
a pesar de que llﬁj= <ZJ§u>gn> no es ya un elemento del grupo de sime
4 | . . . . Cxt
tria G. En consecuencia cp MO tendrda un Unico minimo: Si /, = Mﬂ

es solucion de

‘S[C'P&i:(« 7/8“;!) >

qulx-i- -'- o o, o & L3 o &, [3
(A también es solucidon de dicha ecuacidon con igual va-

lor YZ1 .
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.——7
En cdlculos concretos VCF>(P4) tiene un comportamiento como se mues

tra en las figuras (3.3a,b)

IC'P

b

fig. (3.3a) fig. (3.3b)

. . ‘ C » .
Es decir, para 4 menor que un cierto valor /5~ el minimo de /Z; se

produce para U,;},(t—_- ®)

(%/ f ~
cot =0 = Ly =0 (R
rfsuy Uw
7 < A o uet
Para /2)//-» en cambio 5p=r<9 y se produce una aparente ruptu-
ra de simetria. Para reestablecer 1a simetria Brézin y Drouffe propusieron /

definir como valor de expectacidn de un operador .O_(U) a (}O‘/](U):"):

) - P

(Q(U))CP.- (’Q--’;{/,}>,p a/u;qlJ QO (gl \>f9+) (3.19)

En palabras, propusieron promediar el valor de expectacion sobre toda /

la Oorbita de minimos degenerados (3.18). Resulta claro que esta prescripcion
'

no modifica el valor de expectacidon de operadores invariantes dado que:

I

-‘\ 2'"""’ o "‘)\f S’)J'nv(q ZI()\[.O"‘\

En cambio, en el caso de operadores no-invariantes tales como el campo

de medida se tendra:
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e e —— s -

oxt
)=

p= (U = /CV”"“”/’ 9 (95 p )=

O

en concordancia con el teorema de Elitzur.

3.3) LA ACP COMO ORDEN CERO DE UN DESARROLLO ASINTOTICO

E1 método variacional expuesto en la primera parte de este capitulo no
indica cOomo pueden calcularse correcciones a la ACP (3.9). En esta seccion
se presenta un método alternativo de deducir dicho resultado que permite el
cdlculo de correcciones sucesivas al mismo.

Esta forma alternativa de deducir (3.9) estd basada, desde el punto de
vista de la fisica involucrada, en el hecho de que cualquier sistema en in /
teraccion es equivalente a un problema de grados de libertad independientes
en un campo externo fluctuante ("random field transform"). Desde un punto de
vista puramente matematico hace uso del método de desarrollo alrededor de un
punto de ensilladura (DPE) (De Bruijn, 1956). Este método, esencialmente una
adaptacion a integrales de 1inea en el plano complejo del método de Laplace
para integrales reales, se desarrolla en el Apéndice C.

Utilizando 1a identidad

+100
" / ' ! \
r‘ ! o
y -'f’ l C."/ /‘/ ’) ‘-"l / / I { C
s ) ﬁ'a,~.u"£h .

(i1-1v). £

el funcional generatriz (2.12b) puede reescribirse en la forma:

Z (3] - / CAWAF du 0, €¥fo :— Alw) - ;;: W);ﬂ (‘6}“*:{’?‘)'}'

- cont)’ N (

XN
/
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Integrando en las variables de unién élvu , que estan desacopladas, /

se obtiene:

ZE:’]:'/*OJLVCJ‘A | ¢ (—A(W - Z;W_,!- £ o-:f
: (})FL'.)J 099? ) X1 ’ (V ,5,,)4. (3.20)

ERTIRE I S
Y A N Y Pl Aet

Esta expresion de Z[J1 tiene la forma adecuada (ec. C.1) para apli
car el método de desarrollo alrededor de un punto de ensilladura de A<s#
Segin (C-20), la aproximacién mis cruda de WILJI] = In Z L7] viene da

da por
. / Y

N ot ext’

evaluada en la configuracion de campos extremal XA ,-nya solucién /

de

e
;@1467@ =" ‘Q‘A + 'Zx = jx,l( =0 (3.21a)

Y D Enps (3.21b)

Resulta ahora elemental verificar que esta aproximacidon de orden cero,

que esencialmente consiste en desereciar las fluctuaciones de l1os campos
y retener sus valores mas probables, es equivalente a 1a ACP (3.9). Para e-'
110 basta identificar

Ww = U)yu —Z)(/U o K)&U
con 1o cual las ecuaciones (3.21) se convierten en (3.10) y (3.7) respecti-

vamente.

Para :j%}‘= 0, restringiéndonos tal como en (3.13) a soluciones de /
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la forma:

(W);O¢= Méo(ﬂ (Z;’: J%_—_- 0(576- /o/,/,, {..N) (3.22)

se reobtienen las ecuaciones (3.14) y el resultado W_,[3J-0] (3.15).

Nétese que en (3.20) el contorno de integracidon en Z,

,1

(eje imaginario)
no pasa por el punto de ensilladura (3.22).
Z

Para que ello ocurra basta con deformar el contorno de ( e Zx/u)

como indican las figuras (3.4a,b).

A i(”zez’ﬂ")w f C(Wefx/;)u'é

e} e
(me Z)(/,a )ol/é .
A
O #3

fig. (3.4b)

Esto estda permitido por ser

/ _
Jpuitsy) exp | (thgu-ti). £

una funcidon entera (holomdérfica) de las Z%H E1 contorno de integracidn en
Wyy permanece en el eje real. Veremos en calculos concretos que (3.22) con /
My o soluciones de (3.14) constituyen efectivamente un punto de ensilladu

ra de la teoria.

Es necesario hacer aqui un breve comentario sobre el caracter asintiti
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co de la ACP. En la deducci6n de (C-20) la justificaci6n matemdtica de las a

proximaciones realizadas se apoya en el comportamiento del pardmetro t (t—oo)
1o cual le da validez asintética al desarrollo obtenido. En el caso de (3.20)
en cambio, no aparece inicialmente y de manera explicita un parametro grande.
Sin embargo, por trabajos previos sobre modelos de la Mecdanica Estadistica es
conocido que el rol de t 1o juega en la aproximacidn (3.15) la dimensionali /

dad d de 1a red. Lo usual es definir una "energila libre por union"

Fop = lim =Wer _ _ BMIN | «MN - Wix) (3.2

que resulta exacta en el 1imite d — = 0o con /2 = 0(1) (Drouffe, 1979). /
Las correcciones a esée resultado para d finito pueden organizarse ‘en poten-/
cias inversas de d, posiblemente multiplicadas por Ind (ver ecs. (C-20) y /
(4.28)).

Desde el punto de vista fisico resulta claro porqué la ACP es exacta /
cuando d —» ©OD Como fuera comentado en 1a sub-seccidon (3.1), dicha apro
ximacion se basa en simular la interaccidon entre las variables dinamicas por
su interaccion con un campo externo definido consistentemente. Dicho campo ex
terno eauivale al campo promedio producido por variables vecinas a una dada,
ignorando las fluctuaciones locales. Cuando d ——s oo el nimero de varia

bles dindmicas que interactlan con una dada crece indefinidamente, suprimien

do las fluctuaciones del campo promedio que generan.

3.4) DEGENERACION DEL PUNTO DE ENSILLADURA. SIMETRIAS CONTINUAS

3.4a) Degeneracion del punto de ensilladura

Debido a la invariancia (E.1) de 1a medida de Haar, la funcion W dada /

por (3.5) verifica
| 18 ,
’A) ((')A Kf/l‘(‘?x ./;) = (A) (k)(/l)

Teniendo en « .'nta esta ecuacio™y la invariancia de medida de la accién
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resulta

t +
X" = g)( ,4"‘/‘ [-/ W9]9x+/u w);“ (Z): gxw(gfg)g,:/, (3.24)

En estas expresiones hemos definido

?W;}u r4}1

exT ext
Usando (3.24) es sencillo probar que si wﬁy Z%P son solu/

ciones de (3.21) para ﬁp- 0, entonces.
L
: 4 £ ! :
ex ex

P W)}U :fxyu QX'ZX}‘ qxw (3.25)

también To son. Estas soluciones son degeneradas en el sentido de que propor
cionan el mismo valor para Wep En consecuencia, de acuerdo con (C-9) el

funcional generatriz P CJ:Cﬂ puede aproximarse por

Z ~ Z, exp | Wep (wext zod)] (3.26)

(PE)
donde (Pe) indica suma sobre la Orbita de puntos de ensilladura (3.25). Te
niendo en cuenta la degeneracidon de 1os mismos (en el sentido antes indicado)

resulta

\ 7

— ‘ ’ V
L exp [ Wep (Wt 24 T (V) (3.27) -

Con Vg se ha indicado el volumen (nimero de elementos) del grupo de si
metria G. Si se calcula a partir de (3.27) la energia libre por unidn (3.23)

aparece un nuevo término

! nV,
&-lné
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("entropfa" de la degeneracién) que se anula para d ——» 00 . Dicho térmi
no debe ser incluido al calcular las correcciones a (3.27) provenientes de /
las fluctuaciones cuadrdticas de los campos alrededor de sus valores medios
(ver ec. (C-20)).

La prescripcion (3.19) que reestablece 1a simetria de los valores de
expectacion puede ahora entenderse mds naturalmente como un valor medio cal

culado con la "funcidon de particion" (3.26):

< (£)" 2 QwY .. [rue] Q(qw g

VG (PE)

en concordancia con (3.19) como fuera anticipado.

3.4b) Simetrias continuas
En el caso en que el grupo de simetria G sea continuo se presentan di
ficultades en el cdlculo de correcciones a (3.27) provenientes de las fluctua
ciones cuadraticas de los campos w%ﬁ . Z%M alrededor de sus valores medios
(correcciones gaussianas). Para visualizar esta dificultad consideremos el ca
so de una teoria dada por
70
e

L ~ { ; .
SR / Ld®]\€xp3 AL@]} (3.28)

'/l

con A[@] invariante por transformaciones

gsz —-——-—a-f£(65x' (5%5:65)

. ext . o
Si <Q5x es solucidn de la ecuacion extremal

A'CP] = O

(3.29)
t

de acuerdo con 1o visto en el punto anterior g C]_‘)ix también serd solu *//
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cién de 3.29):

A'lggd™] = © (3.30)

Parametrizando a ¢ a través del mapa exponencial (1.1), la derivada de

(3.30) respecto de E?( para Ei = 0 resulta

ALg=t) (T ) =0 a-1..dimG

Es decir, siempre que QS‘;:‘t rompa la simetria de la teoria:

ext-

Ta Dy £ 0 (3.31)
la matriz A"[@e’(t] tendrd un autovalor nulo (modo-cero) con autovector 'T:;Qﬁ"t
por cada generador que verifique (3.31). En el caso en que fft rompa com /

pletamente la simetria de la teoria habrda (dim G;V modos-ceros.

En consecuencia, teniendo en cuenta las ecs. (C.10) ~ (C.11) resulta evi
dente la imposibilidad de calcular la mproximacion gaussiana a (3.27): la e/
xistencia de autovalores de A"L @®% ] nulos hace que det {A"[@eﬂ-]} = 0.'

E1 tipo de dificultad arriba senalado se presenta en la "fase fria" de /
una TCM, ya que en dicha fase resulta evidente que se verifica (3.31). Exis'/
ten sin embargo distintas alternativas para salvar el problema. Una posibili
dad es fijar la medida inicialmente (posiblemente a través de un procedimien
to tal como el discutido en el Apéndice D), eliminando en esa forma la inva-
riancia de la teoria ya en el orden cero del calculo. Una alternativa distin
ta consiste en fijar la medida directamente sobre las fluctuaciones, constri
fiendo a los campos a fluctuar en una direccidén particular de la orbita del /
grupo de simetria. Ambos procedimientos serdan discutidos en detalle al calcu
lar efectivamente correcciones gaussianas a la ACP en los capitulos siguien’

tes.
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Capitulo 4: CORRECCIONES A LA ACP PARA TCM BASADAS EN LOS GRUPOS U(N) (N=1)

En este capitulo se calculan las correcciones gaussianas a la ACP para
TCM con accién de Wilson basadas en los grupos U(N) (N=1). Es decir, se me
jorard la aproximacién (3.15) por inclusion en el cdlculo de las fluctuacio
nes cuadraticas de los campos alrededor de sus valores medios.

Tal como fuera expuesto en la Gltima parte del capitulo anterior, debi
do a la caracteristica continua de los grupos considerados aparecen modos-ce
ros en el calculo. Para eliminarlos se fijard la medida sobre las fluctuacio
nes de los campos usando el "gauge natural" de la teoria de coordenadas coleg
tivas (Alessandrini et al, 1983). Como se vera, dicha medida coincide con el
equivalente sobre la red del gauge de Landau de la teoria continua.

Los resultados obtenidos (equivalentes a C.20) pueden desarrollarse ex
plicitamente en potencias de 1/d (d: dimension del espacio euclideo), en con
cordancia con el andlisis hecho en la Gltima parte de la Seccidn (3.3). Rete
niendo términos de orden 1/d como maximo, se evalia numéricamente el punto /
de transicidon de fase para el grupo U( oo ) (Ceccatto y Giacomini, 1983).

Este capitulo constituye una extensidon a grupos no-abelianos (U(N), /
N > 2) de las ideas desarrolladas por Alessandrini et al (1983) para el gru
po abeliano U(1). E1 propdsito de 1a misma es doble: por un lado discutir de
talles técnicos de la aplicacion a TCM del método de DPE desarrollado en el
Apéndice C, aprovechando, antes de estudiar modelos mas complejos, la relati
va simplicidad de 1a accidon de Wilson. Por otro lado se pretende establecer,
para el caso de grupos no-abelianos, la conveniencia o no de fijar la medida
sobre las fluctuaciones de los campos, comparando 1os resultados que dicho
procedimiénto proporciona con 1os que se obtienen fijando a orden cero la me

dida axial (Miller y RUh1, 1983; Miiller et al, 1983).

4.1) APROXIMACION DE CAMPO PROMEDIO

La ACP para TCM con accion de Wilson ha sido discutida en detalle en el
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capftulo 3. Resumiendo los resultados allf obtenidos, 1a energfa libre por u

nidén es

o= hm =Wee _ ZMm'N + XMN - W (x) (4.1)

donde

CJ () == /n/a'/! (] exp [oc IPeTr U-]

———

con M y & definidos como funciones de la "temperatura" ﬂ) = /6 (d-1) a tra

vés de las ecuaciones
_;W,Mj__. o M _ (/U’(o()/N (4.2)

Para un cierto valor /é-=/é2f definido por

LS ME oS | = FLZS 0,0] =0 (4.3)

la energfa libre (4.1) predice una transici6n de fase del modelo, desde una
fase "desordenada" (M = X = 0, ,Z§w~f,ﬂﬁg ) a una fase "ordenada" (M # 0,
™ 0, ,/.‘_3_>/—?;’-§). Para /-5 =/j§ los campos w,,/., y Z)(/JI de (3.20) "magne

tizan" espontaneamente a valores medios dados por

A | C . = N
<W’?“7c e = M {Zp)ep )ﬁ?ﬁé ke

P iz JAS

Los valores A2S , MS y CKﬁ dependen del grupo de simetria interno /

o

considerado. En particular para U(N) MS = 0.9 y &Xg > 4N, mientras que los

C

valores de “Z2 vienen dados en la tabla (4.1). En 1a misma tabla se inclu /

yen los resultados que proporciona la ACP fijando previamente la medida axial
as1 como también los valores que predice el método de Monte Carlo para d = 4
Como puede apreciarse, para grupos no-abelianos (N> 2) la ACP resulta
mas eficiente fijando previamente la medida axial.
En las secciones siguientes se calcularan las correcciones gaussianas

a (4.1). En particular se determinardn explicitamente las correcciones al /
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punto de transicidn de fase (4.3) para el grupo U( co ).

| S ——
| N Invariante |Medida axial | Monte Carlo

1 '3.646 2.330 3.02

2 3.364 2.138 2.48

3 3.290 2.086 2.30
4 3.260 | 2.062 ! 2.28 |

5 3.244 2,050 z 2.26

6 3.236 2.044 i 2.26
(o o I 3.210 2.024 i

Tabla 4.1

(Muller y Ruhl, 1982b)

4.2) CORRECCIONES GAUSSIANAS

Consideremos las fluctuaciones de los campos alrededor de las solucio /

nes (3.22):

Aw);? x/f‘/f, &7 /+°j;; e /,
(4.4a)
ﬁz;:,{)ﬁ _-0/5/‘ g; 1 I’G*)':/f'

con H,</u . Ax/, . hx/,,. y dx/u matrices hermiticas. En el caso en que este

mos en la "fase fria" de la teoria (M# 0, CX# 0) resulta:

[ 8 Hl I
Aez‘ =~ Wep o 0 V/U (//k/,w x/"fx) + A#’ ‘fk/ul) Aw)
(4.4b)
(h)
-_¢Z(h @%VW&{ yﬂﬂm’m Zn%%wmw+A¢0wl

) k/xl)

/

con
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(H)
/0,

_lk (4.50)
/N = - N [(He J({+C )+ 2&};9(/ w5kq-1—2CDSl«;l,)] .5a

4) i
/}é/;m} = -—-/_,, [(/ -3 ch/m(,'ZZ,wskz-ﬂ] (4.5b)

oma
+4 -2 uﬂﬂé 3 ¢AY
(o) ™2 [2(£49-21) 8578 1 (119) 543 55¥] o
(4.62
@h°Bid 5 /3
(JV\() J = 13(9141) 50//35?5_*_ 2’_) (91- Fl)éd S X:} (S/A)
Para obtener (4.5) se ha realizado una transformacién de Fourier sobre

la red

Yo ¥ —1kX

V £ v, —ikx
K/J . )yj C é) e = VCS.Ok

Las funciones f, , f, , g v 9., de (4.6) se definen en el Apéndice
E (ecs. (E.7)).

A fin de realizar las integraciones gaussianas sobre las fluctuaciones
del campo ZX}A se deben diagonalizar las matrices iﬁg . Descomponiendo hgp

y Clvp en la siqguiente forma:

!
hx’,(_l = I,’lxu ¢ )*Tx t _:.11‘ %X/’ = Z’-' }’b&y (4.7)
, : = n -
7t )j’u ‘o)(u + (‘{- /.l —/ﬂa ﬁ’)(/u = T@}U
se obtiene V] /N
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+ A3 %k//%k/u + Ay ¢u/:¢uc,u'zg
Los autovalores /\, , /\2 , /\3 y ’\4 que aparecen en esta expresidn vie
nen dados como funciones de f; y g; (i=1,2) por (E.8). Para todos los gru /
pos U(N) (N> 1) los A; son positivos (Apéndice E). En consecuencia se pue-

den realizar las integraciones sobre las variables AZ, obteniéndose

oxt 2 [ 1 di dA
Z: €>7D( ) [/)\}\z) )\3)\1,] / é%]

exp { -t Z T [HE (Horpw ¢ §9) Huo 4
/ { < A;u;) /. K )\’) (4.5)

+§i“3)tw+; ,/Véx,},—k__._)/{wi

donde las primas denotan extraccion de la traza tal como en (4.7).
Antes de integrar en las fluctuaciones /AW se deben diagonalizar las /
. s (A .
matrices - en los Tndices MY En el caso de f(Ok}uv pueden obtenerse fa

cilmente los autovalores:

&(A)_ 2 M2z (4.9a)
y N
(A) .
éo.;_ﬁ_M%(/Zl,wvl‘%") (4.9b)

con este (1timo (d-1)-veces degenerado.
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Las correspondientes autofunciones normalizadas son

P (- e
= - (4.10)
[22(1—00“"&‘;)) | /2
v

mds los (d-1) vectores unitarios ortogonales a (4.10).

(H)

\
° ,‘, - . 3 [ -
La matriz @l?m, sera diagonalizada en una forma aproximada mas ade '

lante.
Teniendo en cuenta (4.2) y (4.9a) puede probarse que (Miller y Riihl, /
1982a):

(A)
Co + /A2 =0 (4.11)

es decir, la forma cuadratica en A en (4.8) tiene autovalores nulos. Estos /
son V(NZ‘-l) modos de frecuencia cero que ocurren como consecuencia de la in
variancia de medida continua de la accidon de Wilson (2.8) (Seccidon (3.4)). /

Para U(N) Az==Aq , en consecuencia hay V modos-ceros adicionales en (4.8)

correspondientes a Ay -

Antes de integrar en AW se deben eliminar estos modos-ceros retenien
do solamente las fluctuaciones gaussianas genuinas. Ello se hara en la sec /
cion siguiente restringiendo las posibilidades de fluctuar de los campos por

un adecuado fijado de medida mediante el procedimiento de Fadeev-Popov.

4.3) MODOS-CEROS Y METODOS DE COORDENADAS COLECTIVAS
Una transformacion de medida infinitesimal realizada en x = s convier /
te a 1a solucién "clasica" (3.22a) en:
WP SR L M (Bys - Sxps) €3 ()T

X /L(

Esta ecuacion muestra que los modos-ceros, correspondientes a fluctua /

ciones en la direccidn de simetria, deben ocurrir dentro de la parte antiher
mitica iA{p de las fluctuaciones 4\W. Ello ciertamente es 1o que ocurre, /

de acuerdo con lo visto en la Gl1tima parte de 1a seccion anterior. Siguiendo
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el trabajo de Alessandrini et al, 1983 emplearemos métodos de la teoria de /

coordenadas colectivas (Gervais y Sakita, 1975; Polyakov, 1977) para eliminar

los.
Describamos brevemente el método en la teoria continua (Schaposnik et /
al, 1980). Desarrollando el campo de medida A/,(x) alrededor de una configura

c!
cion clasica A}j (x):

P cl 55

e o A y =
/ /A z/ <5ﬁy4

hasta términos cuadraticos, la accion toma la forma

~/ \ s o A cl . l/
S (A/(: fa/u/ PRI (!-/1/[,4) + _%_ /@/U(X)oé/uj(/q ) CZ_D(X/ d)(

En consecuencia

A j

!
r\—A/l OU = /Ill‘ (AC ) VLL’

/y;
Una transformacidn infinitesimal de A;

ycl ol el N e o ey
A/U =- ’[i/.l + L;U Zp ‘_};/.U == 9[: +- LA/,: .

. : : vcl . . .
deja a s invariante, por lo que A}* es una nueva solucion clasica:

oém) (A .D,)zl)__ 9, (4.12)

ol
Segin (4.12), q;?ﬂ es una autofuncién de #ﬁpu(ACl) con autovalor nulo
es decir, un modo-cero de la teoria continua.
ops . (n) (n)
Dado que.izup es hermitico, autofunciones &u " con autovalores A  dis
tintos son ortogonales.

(n)
En particular, si A # 0

b
X

..__/J/Jﬂ)(p//. ;d — 0

Integracidn por partes y condiciones de borde adecuadas 1levan a
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cl m) mn)
iy Y/ Nzo (4.13)
Desarrollando el campo de medida A/, en las autofunciones de d%;u) y te

niendo en cuenta (4.13) se obtiene
cl
L/r A/,( = J/I/[" o B.A

En consecuencia, si’se desea eliminar los modos-ceros de las fluctua /

ciones gaussianas se debe imponer la condicidon de gauge "natural”

(A/A /rn ) (4.14)

Sobre la red, después de efectuar la transformacion que 1leva a (3.20)

y en términos de .ﬁsw, la condicion (4.14) es equivalente a

A .-u_ [ , f—e ; (’/t
/A /_ \;/l‘."!/:;;;l.,ﬂ/\'l; fot— { X/U 'f"AX/U/U i“o (4.15)

donde w%/, es un elemento de la drbita de puntos de ensilladura degene /

,\
rados (3.25). E1 simbolo /A indica que se debe tomar la parte antihermitica /
de la expresion entre 11aves (debido a que wx/. ya no es mas unitatrio como /

Ux}, ). Eligiendo a ‘Jxlt:-lﬂ’ﬂ (4. 15) se reduce a
<~ o
M é(Aw A g = O (4.16)
En esta forma la condicién "natural" coincide con el equivalente sobre
la red del "gauge" de Landau de la teoria continua ( <¢.A = 0). Ello se debe

a la forma particular de la solucion extremal elegida.

En el espacio de los momentos y desarrollando a Aﬁf en las autofuncio

nes ;‘ﬁﬁ de ‘,,ﬁyh (4.16) resulta:
/// d I = m)
2 /- €& < /i ] /,1 - _.’(' 1 4 / C q) =
L (1= fipla < Lo s L (T Vi =
5 . . /)
- (OI(Td [.ZZ\J(I*COS//J)J :O -VK
i
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Para obtener esta expresidén se han usado las propiedades de ortogonali
dad de las (P;: y se ha tenido en cuenta (4.10).

La condicion de medida (4.17) puede ahora introducirse en (3.20) me //
diante el procedimiento de Fadeev-Popov, brevemente comentado en la sub-sec
cion (1.1c) para el caso de una teoria continua. Definiendo A;:p a través

de la identidad

~T e +
7-— ‘4 ¢ ,{,’ ' ‘ !
/ oO 77 Y{, L4 2V Gup - (.18)
+.
- 9)(./1 WX-/U,}IQX)]}
resulta (Ruhl, 1982):
ab
lpp = det (M) (4.19)
b
-~ b bca | - C
Mxy = M //;, (zdxjﬁéxw,j—-’jx—ﬂ,y)é + 7[ L—A)}“

bca
(S o) o Ao ey ) + 4[5

1

’ : C : \
( (SK\}—-BVJ/’,J’} - Hx_/J/U (6)(3—‘6)('}1:3}}
Las constantes de estructura del grupo fgyp,. Y dabc Vienen definidas

por (1.2) y
- r
labe = /T2 {7, 70))

respectivamente.
Consideremos ahora el funcional Z de (3.20) escrito en la forma

e

) (4.20a)
Introduciendo la identidad (1.18) dentro de esta expresion ¥ realizan /

do la transformacion de medida

.,L

) 4
Xt - 9)( Wx/u q”/; /[x/v e 9,( Ex/l 9x+/4

resulta
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| Y, 1V
(Voam) < / laWal

-~ (JPE)
AFp /F(Q K "i Wy,.-.wx};/:)J

donde se ha hecho uso de la invariancia de Ae}  E1 factor (Vy(n) )V apa
rece en (4.20b) debido a las integraci;nes en el grupo provenientes de (4./
18). Si se estuviera calculando el valor medio de una cantidad no-invariante
estas integraciones producirian un resultado nulo, en concordancia con el /

teorema de Elitzur.

Pasando ahora a las fluctuaciones (4.4a) e integrando en AZ tal como

fuera hecho anteriormente se obtiene:

v

f p ’ P _ H.?, - !C! /',_
T o= (Vam D exp (-BVD) [ hda) Aghg | = ] [ dbdc]
Yo far Ven
S (Cox) f
a oK ' 7 p
AFP ’F S IR e i 5 L L {
Ka [2 (:.;('f—(ﬂS'(rz}_} ( L kv
: (4.21)
Tr rH“ ! O | qu’\H ] I H, l
Vg TR S /7 2 J V + Z_ g -
[‘ / .4/; 'y /H/k/A K/U P ) kV
- -1 . 4
AR Tt Al '
-_L,Zzﬁ, ?7}[Cnx“ar4ij ] C%k(gn+')cnk}}
< ¥ nN=0 AZZ', All

Para obtener este expresion se ha desarrollado
-1

S a ,..n)
/45}' ZZ ;L Cukyl

tal como en (4.17) y se ha hecho uso de

W8 [ ALt Yepp)'] = T8 (A= Axpp) =

a
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cQ [‘/A(W)}u—Wx/U/ﬁ ] T(Y[Ay‘ Ax/U/U] _ »
_ —ﬂ—cg? ng [22(/-(.0514/1” 77_ [22/1 cos K ] d(COK
T g,k v

J
Dada que ‘AFT’ es una funcidon de W%F de variacion suave, para el /

cdlculo de correcciones gaussianas basta considerar su valor en el punto ex
tremal MGP ,Pdil zﬂ¢F, juega aqui el mismo papel que la funcion g(x) en /
(C.7), l1a aproximacion efectuada equivale a tomar g(x) ~ g(Xpe ) tal como /

en (C.20), 1o cual estd plenamente justificado en el 1imite t — 00 ). En /

ese caso es facil probar que

N2

A (M) = [M 7TZ7(I oS /(/U)] (4.21'")

Las integraciones restantes en (4.21) pueden ahora ser efectuadas apro
vechando las funciones & del integrando para eliminar los modos-ceros (4. /

11) que aparecen en C§;< E1 resultado que se obtiene es

\ 14
¥V -EVd - 17—y =Y
Z = (V/_,l.w},.: e AFP (2m) < 4 s /\1,2»

f[zZ (1~ o5 k)] ~N (1+26%),) mj(u;?@%z) (4.22)

1y (H) 1/ s, (H)
C/et' (5/'“) fn A, '%»’5/,“'3) df’t /&IU F Aa S [(/Ul))
. (n)
E1 cdlculo de los det ( éiun +-A ) (i=1,3) no puede efectuarse
exactamente debido a que no es posible d1agona11zar a-Jfgbpu por la presen
cia del término proporcional a cos KP en (4.5a). Una alternativa posible /

consiste en calcularlos a través de la identidad

N o ntin ..,
lndet (L +AM,) = Tr In (L+AIG) = Z 1N

n=1 77

— ———

que resulta en definitiva un calculo perturbativo en los parametros efecti-

vos Al (%bq (i=1,3). En la Seccidn siguiente se discute una alternativa //
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distinta.

4.4) CORRECCIONES DE ORDEN 1/d PROVENIENTES DE LAS FLUCTUACIONES GAUSSIANAS

De acuerdo con la discusidén de la Gltima parte de la Seccidon (3.3) la /
ACP es exacta cuando d ——» oo En consecuencia, las correcciones a dicho
resultado pueden organizarse en potencias de 1/d (multiplicadas por Ind, ec.
(4.30)). Teniendo esto en cuenta, se calculan en esta seccion las correccio
nes a la energia libre de orden 1/d provenientes de las fluctuaciones gau /
ssianas.

En la fase fria dichas correcciones vienen dadas por el primer término

\
del desarrollo en potencias inversas de la dimensionalidad de la red de

AF_ lim (K- InZ) (4.23)

. Vd
con 7 dado por (4.22). V—ca

A efectos de dicho calculo basta el conocimiento de los autovalores de

(H)
/%;@Up a orden cero en 1/d. Despreciando el término proporcional a cosKu en

(4.5a) (de orden 1/d), se obtiene:

,,Gﬂ

rzZ sku + (d-1)} 1+ O(1/d (4.24a)
/f%_ | £ coskp J + O(1/d)

(
éﬁ): )@_{72(2'60‘ -..I/ + O(’/a') (4.24b)

este (1timo siendo a este orden (d-1)-veces degenerado.

E1 1imite termodindmico en (4.23) implica efectuar el reemplazo

I O -

V & (277)

Las integrales resultantes, de la forma

[ dE A K
__/ (.zn‘;d n(a+C_j_FZws /JJ

pueden aproximarse por
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A
Ina (;T:—d) + O(1/43) (4.24")

Manteniendo un error de orden (l/d)z' en todos los cdlculos el resulta

do final viene dado por los siguientes términos (Ceccatto y Giacomini, 1983)

a) contribuciones del fijado de medida

fp == N7n (%ﬁ’) L I (Vi)

Py (4.25a)
b) contribuciones de las fluctuaciones hermiticas
2 r\< 27 2
Ty = -7 {M,ﬂ [3+ 2K |- 2H[dg+
add . (4.25b)
2M
B (Nfi)A,] /_A{__I) (/_2/‘4_/’21)- _In (I- ﬁ 5)%
c) contribuciones de las fluctuaciones antihermiticas
- 2
7@1_._._ { g [{N OAz-f)q] .ﬁy L)g-#
2N (4.25¢)

Fnz)dz] = 2 n A, - 2ndy

2 >y

La energia libre en la fase fria corregida a orden 1/d resulta asfi

Trp = To + Ty + Tin + g (4.26)

A fin de calcular correcciones al punto de transici6n de fase A4S da

do por (4.3) es necesario conocer la energia libre corregida a orden 1/d en

la fase caliente. Es facil convencerse de que en dicha fase el considerar /

las fluctuaciones de los campos alrededor de la solucidn trivial de (4.2) /'
reproducird el desarrollo perturbativo en acoplamiento fuerte (/é§}= 0) u-
sual. Para ello basta obserbar que con F, = 0 1a forma (4.20a) de escribir
a' Z no genera términos cuadraticos (gaussianos) en A W. Por otro lado, el

desarrollo en acoplamiento fuerte resulta también un desarrollo en la inver

sa de d debido al cambio de escala

/8 o 7 _

(d-1)

S L 0(1/d%)  A3=00)

°-|§>1
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En consecuencia, un calculo perturbativo directo para ,Ef::O 1leva a
! 7z /12
EC—_ 8,\}?, O(,d )
Tal como en (4.3) el punto de transici6n de fase corregido viene dado

por

LF[’JCMCXC? ¢ r“COOI

=

——

con M~ \Y o< funciones de‘/?c'a través de (4.2). Manteniendo el error de /

orden (1/d® ) como a 1o largo de todo el cdlculo y teniendo en cuenta que /

PR /) =
o lrs < 0 Mo 00
. pean
resulta:
B 213l 25 + Ind + = AF+ 257) (4.27)
/O / / o (Mc)ll d '}(MC ( (3!\'2 )

En la seccion siguiente se evaluard esta expresion para U (00 ).

4.5) RESULTADOS NUMERICOS

Para el caso del grupo U(oo ) se deben rescalear las distintas cantida
des en la forma
F_.NF Z_.NP o—nNx M__.M
de manera de obtener resultados finitos en el 1imite N— oo de (4.1)~

(4.2).

Teniendo en cuenta (E.%) y (E.10) se obtiene asi:

o= _ AN M- wix) = Ind — 1] Lin(2Mx) -

S 2d 9= (4.28)
2-- — .2 —2 4 VA 3 ]
_zl/n(f—zM/éx) - /M [Xf%),. %_M X 5,?43) + 2
con
M = ) zaNEo x=1-nIM
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— ¢ — L _ 3
W) = ¢ 2/:70( 7

N
lim (_’)ni\l -1/,

I —
i (N - Zinin))) < 3/

La evaluacion numérica de (4.2) proporciona los valores

——

M, = 0.89 XS 4.52 /35 < 3.21

con 1o cual, en (4.27) se obtiene:

———

/3¢~ 3.21_1.60 Ind _ 0.42 (4.29)
o0 cﬂ qo

Para el grupo U(1) los resultados correspondientes son (Alessandrini et

al, 1983):

My = 0.90 XS=5.32  BS- 304
y
3<_ 452 Ind _ 0.04

3 = .64 z - (4.30)

En la tabla siguiente figuran los valores de &S y /o, para d=4 y /

los correspondientes valores predichos por el método de Monte Carlo.

N AcP |+ O (1/d)| M.cC.
*
1 3.65 3.11 3.02
+
0 3.21 2.55 2.25
Tabla 4.2
* Lautrup y Nauenberg, 1980 + Creutz y Moriarty, 1982

(extrapolado desde N=6)

4.6) COMENTARIOS Y CONCLUSIONES

E1 andlisis de la tabla (4.2) muestra una buena concordancia (aproxima

damente dentro del margen de error 0(1/42 ) entre el resultado obtenido pa
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ra U(1) y el correspondiente valor predicho por el método de Monte Carlo, y
tal como fuera adelantado en la subseccidén (3.1b), 1a transicidén predicha es
de primer orden, en desacuerdo con los resultados obtenidos mediante técnicas
del grupo de renormalizacion (Migdal, 1976) y simulaciones de Monte Carlo /
(Lautrup y Nauenberg, 1980), que indiézn que para U(1) en d=4 la transicidn
es de sequndo orden.

La buena concordancia numérica para el caso de U(1l) antes sefialada se
deteriora para U( 0o ), aunque en este caso la transicidon esperada es de pri

mer orden tal como indica la ACP.

Calculos similares a los de esta seccidn usando la medida axial (Mi /

1ler et al, 1983) proporcionan un valor % “~ 2.34, mucho mis préximo al

oo

valor predicho por el método de Monte Carlo. Dicha medida resulta asi mas e
ficiente que el "gauge natural" para el tratamiento de grupos no-abelianos.
Esta conclusién habia sido ya adelantada en la Seccidn (4.1) por simple ins
peccién de los resultados a orden cero dados en la tabla (4.1). Es de desta
car sin embargo que en dicha medida el cdlculo de correcciones de mayor or
den se dificulta enormemente. E110 se debe a que 1la misma rompe parte de /
las simetrias discretas de la teoria al privilegiar una direccion determi
nada.

Finalmente, debe hacerse notar que las .correcciones de orden 1/d eva
luadas no agotan las correcciones a ese orden: fluctuaciones de orden mayor
que las cuadrdticas contribuyen a (4.26) ~ (4.27) con nuevos términos de /
orden 1/d. Sin embargo, dichos términos pueden ignorarse debido a que apare

cen multiplicados por potencias de(1-Mo) y 1/cv, (= 0.1), provenientes de

los propagadores de los campos w§}¢ Yy Zx respectivamente (Alessandrini et

al, 1983).
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Capitulo 5: ESTUDIO DE LA QED COMPACTA CON ACCION GENERALIZADA

La Electrodindmica Cuantica (QED) como TCM pura (sin campos de materia)
es un modelo trivial en el continuo debido a 1a no-interaccidn entre los cuan
tos del campo de medida (fotones). Su formulacidén sobre redes (QED compacta)
la convierte, sin embargo, en un modelo sumamente rico, el cual sufre una /

~
transicion de fase de segundo orden para A= 1.00 (Lautrup y Nauenberg, 19

80).

De acuerdo con lo visto en la seccion (2.4), la existencia de dicha /
transicion, desde una fase confinante a una fase no-confinante, es esencial
en cuanto a la utilidad de 1a formulacion de TCM sobre redes: los electrones
no se hallan ciertamente confinados.

La posibilidad de considerar acciones mas generales que la de Wilson /
11eva entonces a preguntarse si no es posible encontrar, en el espacio de los
parametros de estas acciones, una trayectoria del grupo de renormalizacion /
(Kadanoff, 1977) que 1leve desde altas a bajas temperaturas sin atravesar nin
guna linea de transicidon de fase. Si asi ocurriese, la accidon generalizada /
considerada corresponderia a un modelo sobre la red confinante, no obstante /
tener como simetria basica a U(1l), al igual que la teoria (no-confinante) con
accion de Wilson. Es decir, se estaria violando la hipdtesis de universali /
dad; en el 1imite continuo, Tas caracteristicas fisicas de la teoria resul /
tante dependerian de la accidon sobre la red elegida.

E1 propdsito de este capitulo es investigar dicha posibilidad estudian
do, a través de la técnica del campo promedio, el diagrama de fases para una
accion generalizada con dos parametros, que incluye el término de plaqueta de
Wilson usual mds su cuadrado (Ceccatto, 1984; Dagotto, 1984). Resulta también
interesante comparar los resultados que proporciona la técnica aqui empleada
con los resultados para el mismo modelo obtenidos a través de simulaciones de

Monte Carlo (Bhanot, 1982) y técnicas del grupo de renormalizacion (Bitar et

al, 1983).
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La presencia, dentro de la accion considerada, del término de plaqueta
elevado al cuadrado requiere para su tratamiento una leve generalizacion de
la técnica del campo promedio. Dicha generalizacidn, desarrollada en la sec
cién siquiente, resulta necesaria a fin de preservar la equivalencia entre
el método variacional y el orden cero del DPE (Ceccatto, 1984), como formas
alternativas de obtener la ACP que conducen a resultados exactos en el 1imi
ted — s oc (Alessandrini y Boucaud, 1983).

Para eliminar los modos-ceros del calculo se fijaran las fluctuaciones
de los campos usando la medida covariante general (Ruhl, 1982), que contiene
el gauge natural de la teoria de coordenadas colectivas -empleado en el capi
tulo anterior- como caso particular (ver el comentario que sigue a 1a ec. /
(5.14». Esta forma de fijar la medida posibilita un manejo mas elegante de /
las etapas intermedias del calculo.

Tal como fuera hecho en el capitulo anterior se evaluaran los términos
hasta orden 1/d provenientes de las correcciones gaussianas. Esta aproxima /
cion ha probado ser efectiva en modelos con simetria U(1) (abeliana), tal co

mo el considerado aqui (Tabla (4.2)).

5.1) METODO VARIACIONAL VS. METODO DE DESARROLLO EN EL PUNTO DE ENSILLADURA

Apenas formulada la teoria del campo promedio (ACP) como el orden cero
de un desarrollo alrededor de un punto de ensilladura (DPE), distintos auto-
res se dedicaron al calculo de correcciones a las energias libres y diagramas
de fase de TCM sobre redes. Sin embargo, la explicitacion que Brézin y Drou-
ffe hicieron de la equivalencia entre la ACP y el orden cero del DPE es vali
da solamente para acciones del tipo de la de Wilson. La aplicacidon directa a
otras acciones sobre la red (acciones generalizadas) 1levé a la pérdida de /
dicha equivalencia y, consecuentemente, a la pérdida de la exactitud de los

resultados en el 1imite d —= 0o (Ghoroku, 1983), una propiedad esencial

de 1a ACP.
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E1 origen del problema radica en la no-linealidad de las acciones gene
ralizadas en cada variable de uniénlJﬂu La presencia, por ejemplo, de tér
minos que contiene a Ui;l no es tenida en cuenta convenientemente en la formu
lacion usual, ya que ésta no distingue entre <Ux/1>fp y <U3‘/">cp :

(s = M2 < Unpdes

La forma de remediar este problema, bien conocida para sistemas de spin

(Brézin et al, 1976), es muy sencilla.

Dada tna accidon polinémica arbitraria

<)

I,
- .(_’. 4‘/.: / d Y X
A = = 2ol By Dy o) 75 (Xr). (5.1)
para hacer coincidir el tratamiento variacional de este modelo con el DPE se
debe proponer una accidon de prueba de sitios (o uniones) independientes
Aosn L LK ~ "t
- = ™) m)(x Vj (X3 70 )
que contenga todos 1os productos locales de campos (XL:Tfo‘ Qbffxl
que aparezcan en A acoplados a fuentes externas RQ”JX) E1 resultado varia /
cional coincidira asi con el orden cero del DPE de la teoria equivalente:

Z. /o/vd_f ] ex/); AW~ £ L 2 00 Wy o) + 2 1), (é,,mi (5.2)

L)nz‘ (i

En esta expresion se ha definidoy

Vo
o / \
/ (1 .

fr s ) m, ,m2 3
W, (Z(m)}:/n/.ﬂ;d%(x) exo s L A i Qo Dyt (5.3)
L= !

y A(W) es 1a accién (5.1) con los productos locales de campos reemplazados /

por adecuados campos W(m).

E1 espiritu de la prescripcidon hecha es permitir las fluctuaciones in

dependientes de todas las estructuras locales en A. La misma lleva, al menos
para las acciones generalizadas usuales, a resultados en orden cero exactos

cuando d — 00 (Alessandrini y Boucaud, 1984). E1 precio a pagar es un au

mento en la complejidad de 1a funcién w de (3.5).
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5.2) APROXIMACION DE CAMPO PROMEDIO

Aplicaremos aqui la prescripcion dada en la seccion anterior a 1a QED /
compacta con accion generalizada (Ceccatto, 1984, Dagotto, 1984).

E1 modelo considerado viene dado por

Z-:/gcy,m)‘j exp (-A) (5.4a)

_ P I e - " > 7 -
A= —/2 £ IRelly - D L e o) (5.4b)
donde Up es el producto de variables de unidn U (€ U(1)) alrededor de u
na plaqueta, tal como en (2.8).

Utilizando la identidad

1 /1 ) ;/dZ, dW; C'le..,.j C’)(/D )JZ: 7/\(3:( JX/"‘ Afx ) £17u +

-/ () (i) X

-

Z )
le ~ ‘V'\/jf 2 j
oyl bd "-z
(U= Wy 2 |
se puede escribir (5.4) en la forma

75 e | T dWadinl € (5.5a)
con

Ack = /2 0 Re(Wip) - 2 2 Ie(Vap) +

- (5.5b)
v 2y //?e/w,,ﬂ 1/u+ W1;5uf2;}u) Z UJ/
"
La funcién (W viene dada por
X:
(A)yl //7/ )/’ ’/)/‘u GX/D([L/G(/JV Z“(/" 1 ’yl -~.{X/J (5-6)

En esta forma Uy, y Uifc fluctldan independientemente a través de los /
campos W, y W, respectivamente.
Las ecuaciones extremales obtenidas de (5.5b) pueden ser resueltas pro

poniendo soluciones de la forma:
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ext o oxt
Wn&u -— ,40 \/)?; jﬂ)}u =

donde V?“ es un elemento de U(1l) arbitrario. Se obtienen entonces las condicic

4]
O(n \/’/U {/)31,2) (5 7'

nes

Mﬂ = 2_69 W = /f)/ 9@ C’XP [0(1 C—‘35¢+O(_g CO:(Z¢)]

mientras que V%ﬂ debe verificar

5 - _ EVe W N ¥ % n
2, My /, L (V’}“ Vx,t/u,v“/xrn,/l va) + (Vx,\),/nvx-vyh‘)vxj‘v ")")) ]= %n (5.8)
DAH

Tomando como configuracidn basica A1

Xy Z, XL)
Vx1 = J/j- sz = f_,Vo> “"/X/J = (Vo ) ad (5-8')

L

la ecuacidon (2.7) 1leva a s
.2/;,; Mn Vo = Xp /En _—..—/3,7. {5-1}

Se tienen entonces dos posibilidades

1) . sy 3
g +- /7
oot T { AN - o (5.92)
ZyﬁzMj-az
2) r | |
\'/ - +: t.. - C— e - M’: &' p—— O
o 2.\ M3 (5.9b)
L (-AZ) f 2 = 0(2.

Para el primer caso la energia libre por union viene dada por

» a 4 a4
f (BT Lo My - ML oM -0 (5.100)
= 2,
y para el segundo por
- /)
fo . /oMy +xaMs _ In T (x) (5.10b)

)

Las ecuaciones (5.9) -+ (5.10) definen el diagrama de fases de la figq.

(5.1). Se tienen alli cuatro fases: una fase confinante (A), dos fases parcial

mente confinantes (B y C) y una fase ordenada no- confinante (D). Para,é%( 0

se obtiene el diagrama simétrico.
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=
ﬂz M'\-‘-D
M2¢D
1.0 .
Majq ¢ O
Mot O
- A\
L i BE
K 1.0 - )
i M1 =Mo=0
“
-1.0 T
C My, =0 M5+0
fig. (5.1)

En las fases parcialmente confinantes B y C las excitaciones del campo
W, se hallan confinadas mientras que las del campo W, no lo estan. La dife
rencia entre ambas fases reside en las caracteristicas de la configuracion /

fundamental en la que se propagan dichas excitaciones (ec. (5.8')).

5.3) CORRECCIONES GAUSSTANAS

’

5.3a) Fase ordenada (D)

Reescribiendo 1a accion (5.5b) en términos de las fluctuaciones de los

campos alrededor de los valores medios (5.7) y reteniendo s6lo términos cua-

driticos, integraciones gaussianas elementales 1levan al resultado:
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1/ ’
-’ . - \ - R A 2 ’ (R) “/2
. expi-ls /G}) ;Z/—det (/é;_uu+ J%;(/u-.') aetl (duv s //,k/, v

\

(5.11)

Las fluctuaciones reales e imaginarias contribuyen a (5.11) a través /
de los determinantes de las matrices a-ﬁov y Mo respectivamente. Di-

chas matrices se definen

2) v (?;

(1) N N¢)
%k/uz ~ Az - /2) /'/*k/UA )/m\.) + Aq ‘for/ F Az '/’l(p"

y
!~ /t') -~ , ’/ R ..{;{’; (2)
Jw,c,, (5,6, 6z 2) ik Suds & 7 Capr b o Jigpy
Las funciones A (o 92) y & (64,%2) vienen dadas por (E.12) y las ma
() n)
trices 7’3 Dkpp Yy \/K/uu por (4.5) con N=1y /3 =ﬂn .

(T}
E1 determinante de ~/C9%Lu puede ser calculado exactamente mediante un

procedimiento de diagonalizaci6n. Los autovalores correspondientes resultan

(ff) o _z , (5.123)
Wy = (8,62-072) % Y - [, 00 + 6, %2
y M1 f’d Ml Mo
) rr re 2 ) e / ZCOSk}J—f .
w;, - \.'/Ol < é’/.}/ f__" 0(2 ( ._'.‘.A.___.‘_—---—» ) -_
’ 1, M -1 |
roE B (5.12b)
0 1 1‘{. -{
%/ I 4 &, O ) (_ r
hﬁ { j—' /
w (
siendo este G1timo (d-1)-veces degenerddo. E1l determinante de‘ﬂQa;A,seré eva

luado en forma aproximada mas adelante.

5.3b) Modos-ceros y fijado de medida

- . (< c 12 as
Calculos numéricos muestran que w1J) , dado por (5.12a) es idénticamen

te nulo. Este modo-cero puede ser evitado, tal como en la seccion (4.3), fi-
jando la condicidon de medida (Ruhl, 1982):

:{.'1 (//)/)5/,.1 _ fy X—/.',','J) = Z:>< ¥ x (5.13)

donde A,x}, son las fluctuaciones imaginarias del campo W, (ndtese que /3,#0
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en esta fase) y t, son nimeros reales arbitrarios.

Introduciendo 1a condici6n (5.13) dentro de la funcidn de particién me

diante el procedimiento usual de Fadeev-Popov e integrando respecto a t, con

el peso normalizado = " 2y
Flty,3) = /= CxF(—égt‘x)
se obtiene la accion de fijado de medida
/1 /| 7 A "y g/ 2E
— — _’ Ay - -— ‘/ nl ——" 5.14

E1 parametro arbitrario 7 define el gauge. En particular, para 3+

se reobtiene el gauge de Landau, equivalente al gauge natural de la teoria /

de coordenadas colectivas de acuerdo con lo visto en la seccion (4.3).
Adicionar Ap, a la accidn original s6lo 1leva a reemplazar (-4, Mf )

por ( 3 - /31M:2) en el primer término de (5.5b), To cual a su vez es equi

valente a cambiar el autovalor wf"de (5.12a) por

C(JZ,:_ (_2?4(’ CO\/ [(@/z*éléz)o(z"'gij

12,

En consecuencia, el resultado correcto es

f;JCWDﬁEV _Lpnfkffﬁwlﬁwm)
) (5.15)
{{F}FV/:"‘ f:’o‘a {§LIL)+Jt/'(//)

A i
() ("/) A
con el autovalor w, de J%ggﬂy reemplazado por Wy Y fp dado por (4.

21') con M=M, . Debe hacerse notar aqui que en realidad (2.12) no depende de

Z s tal como era esperable desde un punto de vista fisico.

5,3c) Fase de confinamiento parcial (B)
Para el calculo de correcciones a la fase de confinamiento parcial B

se puede aprovechar el hecho de que /g,z 0. En consecuencia
.

,Z{ / a’/u(d { 1+/. /. Re UP + 1 /I (A, ”?CUP) } P o
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. { p / ) :;—j-.
» ; 1| ext: { /f? . / me ?I + -/‘-,i, Vd %
‘“-/LC%U/ /] )Y')( <f '—pl P 8 (d-1)

es decir

-—

(B) = < (D 2
P A T ze0 SPef = et 1 (5.16)
B (-1 4
Las correcciones a la fase de confinamiento parcial € son dificiles de
calcular debido a 1a "anisotropia" de 1a configuracion de base (5.8'). En /

consecuencia -y dado que dichas correcciones no son de especial interés-, las

mismas no seran consideradas en este trabajo.

5.3d) Fase de confinamiento (A)
Como fuera discutido en la seccidon (4.4), las correcciones en la fase
desordenada (X3 = X, = My =M_ = 0) reproducen el desarrollo en acoplamiento

fuerte usual. A través de un calculo directo se obtiene

—(Al , W E (5.17)
Fos —8(d-1) (/’ }/-J)

5.4) CORRECCIONES DE ORDEN 1/d
De acuerdo con lo visto en el capitulo 4, las correcciones a la ACP pue
den organizarse como un desarrollo en potencias de 1/d. En esta seccién se e '

valdan los términos de orden 1/d provenientes de las fluctuaciones gaussianas.

5.4a) Correcciones a la energia libre
Para obtener 1os términos de orden 1/d buscados, tal como fuera hecho

precedentemente se puede:

i) despreciar el término proporcional a cosKP en (4.5a) (cuya contribucién
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(R)
es de orden 1/d en el resultado final) y evaluar el determinante de*J1éEyv

a través de los autovalores aproximados

2
y)'(ﬂe)z (,%,A,,,/\,;}‘r‘(l' o I+d 1 /;co /§u) -
! | “4

el cual es a este orden (d-1) veces degsnerado.

ii) retener solamente los términos constantes (en K) de las integrales en /

los momentos que se obtienen al tomar el 1imite termodindamico V ——=CoO .
Con estas simplificaciones, la energia libre por unidon en las distin-

tas fases viene dada por (Ceccatto, 1984):

1) Fase ordenada (D)

Contribuciones de orden cero

4
S (L; e -—a . , ,
SR M o My o Aoliz w0, b, - ) (5.18a)
T <.,
Contribuciones de los términos de fijado de'medida

(D) 12,42
Iy =t Inf8mwa M7 (5.18b)

'Y

Contribuciones de las fluctuaciones reales

‘D). i 7
7L_ J_ /")/1-7‘-(/“/\.2-/\/2)0\' Xz ‘\/\IO"+/\2__T)J
*‘{C/ L I\"l MJ Mi '42_ (5 18C)
+ f._: .’\,Q'+A Go (/\'0(1 - 20(2 }__’2?_{7_ 0(2]
2, [y N, 2y ,3[/’ /- = 1, A

Contribuciones de las f]uctuac1ones imaginarias

7'7“ = —- /n(zd) l(é’z" C,5) M; + 2 ] (5.18d)
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T q
LBy e (B ) (Coaf o st 0

24 &M, i, AR
2) Fase de confinamiento parcial (B)

De acuerdo con (5.16) basta con tomar en (5.18)

. PN
% ‘3‘,1-- ») ﬂf ://6’;-‘-’ ﬂ-?;-/'*;;"'
y
78 27 (2 \ A o)
- — _:’._I.- 4 v ( 5P)L’O = - _...(_. 1
‘_qO’ AN

3) Fase confinante (A)

Segin (5.17) resulta

( ) . )
- A): - L (/9 ﬁ ) / A’///aﬂ

S q

5.4b) Correcciones al diagrama de fases

Si se propone un desarrollo en 1/d para los valores medios de los cam-
pos sobre las lineas de transicion de fase
/’I)( o ﬁ)l?{\ 1 "'!fh,”"’ﬂ! (XIE; = O(l(?-r? [- OJ?' /A (N '12.)
donde MZb Yy X, corresponden a los valores sobre las 1ineas del diagra-
ma de orden cero (fig. 5.1), entonces los conocimientos de orden 1/d vienen

dados por:

5/3 (@))j ) {—i# SRR e

o , * C ‘
6 I (J ' — 4 _.Z / : Fl )}' ! /"’ / L') — }.—1‘(8)'
Ut 5.4 S
C’\,ﬁ':h!ﬂl.‘-‘o
S{':C( “c) 2 ) m) // \? 3
SN _ < FF ) s <
/ /1 AB ((MB)Q ( //C, f[ Xy -:bezO

La evaluacion numérica de estas expresiones para d=4,5 proporciona 1os

diagramas corregidos de las figs. (5.2) y (5.3). A fines de comparacidon se /

incluyen en dichas figuras los resultados correspondientes obtenidos a tra /
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vés del método de Monte Carlo (puntos negros y circulos) (Bhanot, 1982a,b).
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fig. (5.3)
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5.5) COMENTARIOS Y CONCLUSIONES

E1 andlisis de los diagramas de figs. (5.2) y (5.3) muestra una buena
concordancia entre los resultados que porporciona la técnica del campo prome
dio y los obtenidos a través del método de Monte Carlo (Bhanot, 1982a,b). Es
de esperar, sin embargo, que la concordancia entre los resultados aqui obteni
dos y los valores exactos sea aln mas estrecha: en fig. (5.2) por ejemplo, de
terminaciones numéricas mds precisas (Caldi, 1982) de los puntos (,A?f ,0) y
(0, /25 ) los ubican en ﬂ,c = /351800, es decir, en una posicién interme
dia entre nuestros resultados y los correspondientes a la simulacion de Monte
Carlo realizada por Bhanot. No obstante, la ventaja de este Gltimo método re
side en que diferencia (estudiando el comportamiento del calor especifico) en
d=4 las lineas de transiciones de primer orden de las de segundo orden (pug_/
tos negros y circulos respectivamente en fig. (5.2))

Debe senalarse que no se observan "ventanas" en el diagrama de fases, /
es decir, a lo largo de cualquier trayectoria que conecte zonas de altas y ba
jas temperaturas se cruza alguna 1inea de transicidon de fase. E1lo estd de a
cuerdo con la hipdtesis de universalidad en la formulacién de TCM sobre redes:
todos los modelos sobre redes representativos de la QED deben tener una fase
no-confinante separada, a través de una 1inea de transicion, de posibles fa /
ses confinantes. Resta, sin embargo, establecer claramente el significado fi
sico de las transiciones de primer orden en cuanto a su conexidn con las pro

piedades del modelo continuo, 1o cual es algo actualmente en discusién (Bi /

tar et al, 1982a).
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Capitulo 6: ESTUDIO DE LA TCM CON ACCION MIXTA FUNDAMENTAL-ADJUNTA BASADA EN
EL GRUPO SU(2).

Simulaciones de Monte Carlo del modelo realista standard basado en el
grupo SU(3) con accidn de Wilson (Creutz, 1980) no detectan transiciones de
fase de la teoria al ir desde altas a bajas temperaturas. Esto estd de acuer
do con la esperada coexistencia de los fendmenos de confinamiento y libertad
asintotica en una Unica fase de 1a QCD sobre una red.

Se detecta sin embargo, un pico en el calor especifico para un valor
intermedio de temperatura, que se interpreta como el remanente de una transi
cion de segundo orden proxima en un espacio de parametros ampliado (Bhanot y
Creutz, 1981). Dicho espacio de paramatros ampliado corresponde a una accidn
sobre la red generalizada que incluye, ademds de la plaqueta de Wilson en la '
representacion fundamental, el mismo término en la representacidon adjunta del
grupo (acciones mixtas). Esta clase de acciones mas generales ha sido extensa

mente estudiada para modelos con simetrfa SU(N) en el 1imite N ®

(Makeenko y Polikarpov, 1982; Samuel, 1982), con el fin de chequear la hipdte
sis de universalidad.

E1 objeto de esta seccion es el estudio de un modelo con accidon mixta
(mezcla de representaciones fundamental y adjunta) basado en el grupo SU(2),
de comportamiento andlogo (Bhanot y Creutz, 1981) al del modelo con simetria
SU(3). La eleccion de SU(2) en Tugar de SU(3) se debe a razones de simplici
dad en el manejo de integrales en el grupo.

Teniendo en cuenta la relacién (E.13) Trla =Trlr 77‘(};.-" >
vilida para U(N) y SU(N), resulta evidente por la discusion de la seccidn /
(5.1) que es necesario introducir dos campos externos, uno para cada repre
sentacion.

En este caso los cdlculos serdn realizados en la medida axial (Apéndice

D) que, de acuerdo con resultados previos (Capitulo 4), es mds conveniente

que el gauge natural para el estudio de TCM con simetrias no-abelianas.
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6.1) APROXIMACION DE CAMPO PROMEDIO

La accion mezcla de las representaciones fundamental y adjunta del gru

po SU(2) viene dada por

/i

DT U~ EA LT U (6.1)
AR Cl
donde Tr Yy TU& indican la traza de la variable de plaqueta U, en las dis
tintas representaciones. Dado que se trabajard en la medida axial, en Ug las
variables de union U%ﬂ en la direccion "temporal" AM=d se fijan a 1. (A-
péndice D).

Debido a que cualquier elemento de SU(2) en la representacion fundamen

tal puede escribirse en la forma (Drouffe,1981):

L) 4 ]
. a - L
Z"/" —_ &Q 7;'.‘0 + t Zdi 7;: /
con 1=t
3
-l
aZ+ 2,397 = cte. (30 3; € KR
I.:1
e R
Y - T

AR

es suficiente realizar la transformacion (5.2) "sumergiendo" a lh: en N4 en
Tugar de GL(2, = ). Del mismo modo, debido a la naturaleza real de la repre
sentacion adjunta 2, puede englobarse en GL(3 [k ).

Teniendo en cuenta estas observaciones, la funcion de particion del mo

delo (6.1) puede reescribirse en la forma usual como

/ 1/,/”/,, / /} ! 1// ([!“)J L — /) ,'.."-_,;"A) -

! ! (6.2)
' ‘ v 4 _,':T‘/",”
_ 'S /I (\', " ’ 1 ‘{\)“/L ] :':
con v o
3 :
0 L
7/ ST IR A AR G N (m m* e [k
J= 1
-~ 0
Zemo I,:“Z,zt (z 2tc R)



M WA/ZAG 61..(3,”&).
La funcién (Vxn se define
\ _ f*
odx/u (2, £a) = /n/fj.(.l(llf,e.r} X2 3 Ke | Ir. ( U,;uérx/,) +
t .y (6.3)
+ lry (UX/Gf.A;,u)J f
Derivando de (6.2) las ecuaciones extremales y proponiendo una solucidn

invariante traslacional tal como en (3.13):

CXt' \

Wege - Mol 255 = od  (a=FA

(6.4)
se obtiene
Ma = 1. 90) ( Np- 2 NA~=35 (6.5a)
P . /
Na ¢ Xga
- .3 .'
La | Mad-2) Ma | — e, (6.5b)
Teniendo en cuenta (E.3) y 1a relacion (E. 13) resulta:

. 2 .

T > 20(:COSP + Xa (B D1
(/(J(O(F,O(A;l = Ir [}?__'} C/¢ seny € (6.6)

A orden cero la energia libre por unidn viene dada por

7; iz - (:({’l) g, ?5/’30, [(‘i;Z' Nc[;i+ M(i _,’ - Ng Mg X } - :"O(,_-IO(A) (6.7)
con Mg y Xz definidas como funciones de Za a través de (6.5).

E1 sistema de ecuaciones (6.5) tiehe tres tipos de soluciones (fig. 6.
1). En 1a reqgion A se tiene s6lo la trivial: Mg_=0 (a = F,A), en la regidn
B aparece otra solucion: Mg = 0, Mo # 0. Finalmente, en C tanto Mg como
Ma son distintos de cero. Las lineas de transicion de una fase a otra se de
terminan comparando los valores de la energia libre (6.7) para cada tipo de

solucion.
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0.5 1.0 1.5 2.0 /3

fig. 6.1

En el diagrama de fig. 6.1 se incluyen los resultados predichos por ei
método de Monte Carlo (puntos negros). Si bien la concordancia numérica es a
ceptable para una aproximacion de orden cero como la ACP, el diagrama obteni
do es cualitativamente erroneo en las proximidades del eje /éﬁ: Veremos que

la inclusion en los calculos de las fluctuaciones cuadraticas de los campos

alrededor de (6.4) corrige dicha deficiencia.

6.2) CORRECCIONES GAUSSIANAS
Los pasos a sequir para el cdlculo de las correcciones gaussianas a /
(6.7) han sido discutidos en detalle en las secciones anteriores. En la fase

C (Ma # 0, Xa+# 0), 11amando
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l‘::.-' ;
3 (6.8a)
<~ — |
/-\. ‘v'.r,] H:- TFO 4 | .._; A.r: I'.
-
d 3 . . 8 _
. o .
AZ, = by TR + .Z'r WaTa + € 2) 2 Ta!
L= =6
3 N 8 ;. (6.8b)
o - L ,
L= 1 =6

(1a base T, viene dada por (E.14)), después de un cdlculo largo pero directo

resulta:

. (h) ,o |°
w(f’:’zA) -—(/U/O(F'ID(/A} v -_‘& % Kr l')f:hF' +

2

[

J—‘(‘G//;,d Cl)F ¥ ;(h}l’)AhA } VA Z;h hA+

1 =1
~ f (6.9a)

(ay s~ @) - 6 2 7 3 &
¢ Ko L a9 + Kea | SFF + SF 95 Jf&;--aA]

l:'.’

ol-f
5= T (H) o
AWM Wa) s Bvd - - 2 2 o {H,__/W Hor,w Hev +

*‘Aru/érw Arv + H"‘/“’(M/"V Haw 4
(6.9b)

y (H)
+ HA/: J\@A/up HAV + AA,/U }/(OA,UI)AAI) }
Los coeficientes K de 1a forma cuadratica (6.9a) se definen en (E.15),
las variables H‘V‘ y Aa%, (a=F,A) son las transformadds de Fourier de las co

rrespondientes variables en (6.8) y las matrices M,vienen dadas por (Miiller

y Riihl, 1982a):

(H) - r
é' o pit = PN ,gl'/\/GL (H—? C(.’;k/'u - ZJ oS k)) (6.10a)
<2 I.ku -I.kl)
~ COSIQ]@W - Ma (1) (14 ) %

<,
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(A) -1

%0,/“-' - «ﬂa { LM ({“A/’Co“k/\) - CO(VJ}C&/V -

ik K (6.10b)
-Ma(/ /u(’ 6’ V)f

Despies de realizadas las integraciones gaussianas la funcidon de parti
cion resulta:

- ?:' Ve (1)
Z =

/ H , T
det/‘gg(m\,.-fép P RY(11 Intq| - RH|
(6.10')
. A -5/2 ~

o’et {(IM,:J‘(:gthA)(H/\AJ‘@(:))-QAZdet ;”/\:‘*]ﬂ:}i
Las funciones Aﬁl . XZL (a=F,A) y R R4 se definen en {E.16).

.o & * [ L3 (A
La evaluacion de los determinantessque contienen a la matr1z_M0; puede

efectuarse a través de sus autovalores

ad-1
W3 = (3f20/na) | Ma (1- ZwsKy) - oS ky | (6.11a)

(el cual es (d-2)-veces degenerado) y

—
i

WL~ (20 Na) [~ Ma (d-2)- 05 Kd | (6.11b)

En el caso de 1a matriz ng’, se prueba numéricamente que la contribu /
cion al resultado final del término proporcional a cosK}, en (6.10') es des /
preciable. En consecuencia, los determinantes que contienen a dicha matriz /

pueden evaluarse a través de los autovalores aproximados

a“” 2ﬂa/,vo}!/‘la‘l Loosk,‘) _ S kaf

(6.12a)
((d-2)-veces degenerado) y
o, 2 2 c
Wa' = (20/Na) |- Ma(d-2) - S kg - 2 Mg % os k) | (6.12b)

En el 1imite termodinamico apareceran en

F_C___ //'m —_— I_ﬂé

Vd
términos de la forma V-—-00
-

hm /ﬂdd(”[\) X ’llc A.Iﬁ[/l-UJ(k)]

V—»co Vd C.'.l' ._'./n’ (2”)
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donde los W;(K) son productos y sumas de los autovalores (6.11)-(6.12). Las
integrales resultantes pueden evaluarse mediante desarrollos del tipo de (4.
24") hasta oOrdenes adecuados de 1/d como para que el error sea numéricamente
despreciable.

Hasta aqui se ha indic¢ado como calcular las correcciones (gaussianas)
a la energia libre en la fase C. Las correcciones correspondientes en las /
dos fases restantes se pueden obtener muy facilmente. En el caso de la fase
A (Mg = Xa = 0), tal como en los modelos antes estudiados la energia 1i
bre corregida viene dada por el correspondiente desarrollo en alta temperatu
ra (acoplamiento fuerte). Dicho desarrollo ha sido calculado en Alberty et
al (1982). En la fase B, un razonamiento similar a (5.13) 1leva a

F B oe,fa) = F(0, Bat Y BF) - 2F 1d-) /1L

Como en los casos anteriores, el diagrama de fases corregido puede aho

ra obtenerse buscando Tas curvas en el plano ( /Zg ,‘Aﬁg ) en las que las

energias libres corregidas se intersectan. Dicho diagrama corresponde a la

fig. 6.2 (Ceccatto et al, 1984).

&
3 —
,
2 |
| —
0 | ] l 1
0.5 1.0 .5 2.0 A/f%:

fig. (6.2)
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6.3) COMENTARIOS Y CONCLUSIONES

E1 andlisis de la fig. (6.2) muestra que la inclusion de las fluctuacid
nes gaussianas en el cdlculo mejora los resultados de orden cero (fig. (6.1)).
E110 ocurre no s6lo desde el punto de vista cuantitativo, como en el caso del
capitulo anterior, sino, y principalmente, desde el punto de vista cualitati
vo. E1 diagrama corregido presenta la interrupcion esperada, cerca del eje /
fundamental, de 1a 1inea de transicion de fase A-C. E1 comportamiento de la
energia libre indica que la transicion en el punto terminal es de 22 orden,

1o que explica el pico de calor especifico observado (Bhanot y Creutz, 1981)
en el modelo standard ( /2A = 0) al ir de altas (/f&¢==0)-a bajas (/2.~>)
temperaturas.

La existencia de una conexidon analitica entre la fase confinante Ay /
la fase no-confinante C constituye una confirmacion -al menos para el tipo /
de accidn generalizada aqui estudiado- de la esperada coexistencia de los fe
nomenos de confinamiento y libertad asintotica en una Gnica fase de la teoria,
independientemente de 1a accion sobre la red considerada.

Tratamientos del modelo SU(2) mixto mediante 1a técnica del campo prome
dio han sido realizados previamente por Drouffe (1981, 1982), Pritchard (1981)
y Alberty et al (1982). En los trabajos de Drouffe se calcula la ACP destacan
do el rol jugado por el centro Z, del §rupo SU(2). Pritchard calcula la ACP
introduciendo dos campos externos, uno para cada representacidon, tal como se
ha dicho en este trabajo. Sus resultados difieren sin embargo del diagrama de
la fig. (6.1) debido a que utiliza un criterio no-termodindmico para determi
nar las 1ineas de transicidn de fase (adopta como punto de transicidén los va_
lores de .2, para los cuales comienza a existir una solucidn no trivial de
las ecuaciones (6.5), sin comparar los valores de las energias libres en las
distintas fases). Tanto los resultados de Pritchard como los de Drouffe (en

la zona donde los diagramas obtenidos por este autor son comparables a los /

nuestros), son cualitativamente similares al diagrama (6.1).
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En Alberty et al (1982) no se introducen campos distintos para cada re
presentacion, 1o cual no resulta apropiado en las proximidades del eje adjun
to ( fﬂ5F-= 0). Si bien el diagrama corregido alli obtenido es similar al de
la fig. (6.2), nuestros resultados se ajustan mejor a los predichos por el
método de Monte Carlo (puntos negros)..

Debe sefialarse finalmente que el modelo SU(2) mixto ha sido también es
tudiado a través de técnicas del grupo de renormalizacion (Bitar et al, 1982)
y mediante ténicas variacionales similares a la ACP (Zheng et al, 1982). En

ambos casos los resultados concuerdan con los obtenidos en este capitulo.
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Apéndice A: LA RED COMO REGULADOR

La formulacién de una teoria de campo sobre una red puede ser considera
da como un método de introducir una regularizacién ultravioleta. A fin de i /
lustrar este hecho consideremos el efecto Casimir en una dimensidn espacial /

(Jurkiewicz y Zalewski, 1933).

3 &
p X
j N
/ f }Q
¥ N
; K
! N
M Y
,:: h ™~ <
- i' .
",1" ° s '3 —F— /
0 ~. 7L

De acuerdo con la Teoria de Campos cudntica, una energia de "punto ce

ro" 1/2 w es asociada a cada oscilacidn entre O y L de frecuencia w. En conse

cuencia, el estado de minima energia de la regidn entre placas tiene una ener

gia
;
¥ I
ﬂq- [ 2
Uoap .,’[ ’. ,f"// U;n o / AT & (A.l)
" /‘ n-’ .«'.)--- ! 1

con w = f%ﬁyKAn Ty
Para extraer informacion fisica de (A.1) este resultado debe ser conve
nientemente regularizado y renormalizado. Notese que la divergencia es de ti
po ultravioleta, es decir, resulta de la posibilidad de tener oscilaciones /
de Longitud de onda h,;w 1/n arbitrariamente cortas. '
Introduciendo entre O y L una red de puntos ubicados en

A T S A

se convierte la ecuacidon diferencial para 1a amplitud de las oscilaciones
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[TA =0

en una ecuacion en diferencias finitas en x

, AN \ )
CAp ot Ay 2l Ay Q- L (a2)
A2 PEA K+l : litd

Con condiciones de borde A(0) = A(N+1) = 0, las soluciones de (A.2) pe

ri6dicas en el tiempo son:

con ¥, =TRNy W= (2/a)sen (Vn/2) .

De esta forma, la suma divergente (A.1) es reemplazada por

N
\ 2 " ' ~ O‘ ‘ _7.
- ~ (/[. Q. P ;._Z.. ‘—(\) oen j .Trn R —;L e, ;”'_"‘ - 1 i
’ Q. Ns! LA(HH) - <3 - AL J

Desarrollando esta ecuacidn para a = L/N~ 0 (1imite continuo) se ob /

tiene
o, . Pk L L 2T 0(9)
v Taz ~L hL L2

Esta formula para la energia presenta la regularizacion deseada. E1 /
tercer término es el resultado finito buscado; los dos primeros términos (di
vergentes para a -.....—» 0) deben ser eliminados a través de algin procedi /
miento de renormalizacion.

E1 primer término puede eliminarse teniendo en cuenta cue la cantidad
que interesa fisicamente no es ¢, (L) sino su diferencia LES(L) con Ta /

energia entre 0 y L cuando no hay placas. En consecuencia, en el limite

AL — N

Lo P E LY LTy T, (A.3)
,){‘ ° -.,‘.’[..

La constante es formalmente infinita pero no es medible y puede ser /

considerada nula por convencion.



Para el caso tridimensional y para oscilaciones electromagnéticas, el /
resultado equivalente a (A.3) -obtenido por Casimir- coincide muy bien con /

los resultados experimentales.
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Apéndice B: ROTACION DE WICK

En muchos casos resulta Gtil transformar el funcional integral Z del /
espacio de Minkowski a un espacio euclideo de cuatro dimensiones. El1o nuede
hacerse continuando analiticamente la variable t a valores imaginarios —IXe
(rotacidn de Wick) (Wick, 1954).

La posibilidad de la continuacidon analitica a tiempos imaginarios pue
de ser establecida facilmente en teoria de perturbaciones. Consideremos una

funcion de Green de una teoria escalar en el espacio de Minkowski:

.
~~

] o fe#e (B.1)
G(p )

)

6(x7..>(n) -/

'77 f [P
,/ (:_.7 ar’-'

roo2r)

En 1a constitucidn de G se han utilizado propagadores con la prescrip
cion i &
A

{

< P ~ L '
{} (ff_ - I?/ 41 <

0

que mueve los polos de dichos propagadores levemente por arriba y por debajo

del eje q en el plano complejo:

A me@ro

X

R _ S ﬂZewgb

Si se rota el contorno de integracidn en q_ (eje real) en el sentido

antihorario, 1os polos son evitados. Esto 1leva a la posibilidad de definir /

la funcion

v ;-;f} - e 0
Sy Xy, TX, Ko (CXpg.%ej —~Oc¢ocm (B.2)

-4

nao -
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la cual viene dada por (B.1l) con todos los contornos de integracion de compo

-8 -6

nentes P, rotados en ¢ y (x4o Xno ) reemplazados por (e X +++ ©

Xpo )« La funcidn de Green original puede ser reobtenida tomando & — 0.
Fuera del esquema de Teoria de perturbaciones existen resultados rigqurosos /
que hacen posible 1a continuacion analitica a tiempos imaginarios (Osterwal-
der y Schrader, 1975).

Para el caso particular © = T /2 el funcional generatriz Z se convier

te en

:f,__;: "/l(ti. t;a CH D ( -— J/Q'X o< ¥7 (Qj/ [t@j /i = g NS @ c (8.3)

— /
con JfE el lagrangeano euclidiano donde todos los indices entran simétrica-/
mente con métrica diagonal (1,1,1,1).

En 1a forma (B.3) el funcional generatriz de una teoria de campos pue
de ser interpretado como la funcidén de particidn de un sistema mecano-esta /
distico clasico (H/KT = Ag ). Por supuesto, para obténer resultados fisi/
camente aceptables las expresiones obtenidas a través de Z g deben rotarse
en forma horaria a través de la substitucion Xg .5 it. Sin embargo en la
practica esta rotacidn resulta muchas veces innecesaria. Por ejemplo, un pro

pagador libre en el espacio euclideo

\
6(. - (X f ' d}/' < !
5 Ny e ! / - P,
LS - 4177
!
se comporta para || = /<)% grande como

La continuacion analdotica para volver al espacio de Minkowski 1levaria
(para separaciones temporales &QAXf'<: 0) al comportamiento oscilatorio usual.
La obtencion de 1a masa de la particula, un problema frecuente en calculos no

perturbativos, puede igualmente ser obténida del comportamiento (B.4).
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Apéndice C: EL METODO DE DESARROLLO- ALREDEDOR DE UN PUNTO DE ENSILLADURA

Se desarrolla en este apéndice un método matematico para obtener aproxi

maciones a integrales de la forma

- g
w/é « QA7 (C.1)

’
&

donde &' es un camino de integracién en el plano complejo. Este método, debi

do a B Riemann y P. Debye, es conocido como el método del punto de ensilladu

ra ("saddle point method") (De Bruijn, 1956).

a) Integrales reales: el método de Laplace

Consideremos primeramente el caso de integrales de funciones reales de

la forma:

£.00

. fox
w = & S (C.2)
. €1
donde f(x) tiene un maximo absoluto agudo en X = X, -

Sin pérdida de generalidad, (C.2) puede reescribirse en la forma

donde h(x) tiene un miximo absoluto en x = 0 y h(0) = 0. La hipdtesis de maxi
mo agudo de ;Q(x) puede indicarse pidiendo t —» D

Si como ocurre en la mayor parte de las aplicaciones h(x) ——= - OC

cuando X -—- =X oo | puede probarse que para cualquier S > 0 existe 76>o
tal que h(x) < -5 para Ix1> & En consecuencia
- o . +cx>l
~C - y ! %9
{:/) ) f.{ th -/t ’)" /'I e )(x%- (t_ ’) f
© ox F | e Jdx <€ y X > (C.3)
- Q’ ., “,S — 0.')
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Para probar esta desigualdad sdlo hace falta tener en cuenta que (t-1)«

«h € - (t-1) 1, (IX}=>8 » t>1)y que
+0 h
.5 © adx > O
Puede demostrarse también que dado un & .0 tal que 0< 3 E'tlh" (0)!

puede determinarse un de)> 0 que verifique

< ex? IX)SCS(’é)

De (C.3) resulta

: CY "5 27!
rch J/:txzih"(o)_zg 1 Lheo f Ltx Lh;g)né,
c

/'i e dx < e ax( dx (C.4)

4§ ) =G

Las tres integrales en el intervalo (-55,<5 ) que aparecen en esta ex-
presion difieren de las integrales correspondientes en (-cxy,cx>) en cantida
des del orden de e—at , con X >0y dependiente de O Para la integral
central esto es evidente de (C.3); para las dos de los extremos dicha propie
dad puede establecerse facilmente én la misma forma que se obtuvo (C.3). En

consecuencia, teniendo en cuerita el resultado de la integral gaussiana

0 s ax” o
) oe” ax /é_” (C.5)
~ 00 a.
se obtiene
- /
V/ U?.rx)l ﬁz "o ‘b-%, ~ot
s < aX < (2 [—h(01-2&] E v O(e )
. A AN
2o 3R, thw ot
(zr~ hwojeze | £ T € ax +O(e )
. ) ey

Para t suficientemente grande este resultado puede ponerse en la forma
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o bi

-

7 Qo
4o N _ - 2—//_) th(x 2 - B /)
~heojr3& ) £ 77 ¢ e ax < (2 [-hioy-3& t
I oj 1_ )
La arbitrariedad de & lleva finalmente a
/—m -//.2'
thix) V2 -
C AX o /2”) = t; "” | L (tf..,m) (C.6a)
~00
\
en ;
100 -1/
/ ',j'{'.'\"“ “ //.2 K ‘mi }'(xo)
Loax e 2 pe) ) € (C.6b)

Este resultado puede generalizarse levemente. Incorporando en el inte /

grando una funcion g(x) integrable y de comportamiento regular, resulta

= ’/;z
g + (%o
; ) (C.7)

ter
) ' /./:-l." - ’ “
J t , ! s, A
(-J”’x | rtx'))_; O(X-o) &

[

Para mejorar sistematicamente (C.7) se debe incorporar mds informacidn

sobre el comportamiento asintdtico de f(x) y g(x) cuando X — —» X

F‘ L w2

[ x) | ;"9) < 1 ) (X-Xo )" " 3
- . ) \
gJO'(./" C ~ Z ((():;j) - 5?(4\{)) (X“Xo)} ; C i I t ~;—\’—’ <F(XO) (X‘XO)'*-"]
~ I

Integrando término a término resulta

/ Gy € ax o € - _-ZITJ (%) F 1 G Xo) F(Xo] St (©8

. CDV o { D .
) F%o. ( f (xo})

Para obtener este resultado se ha hecho uso de la formula
...(’“'/2) 1,)) I TTI/2

G-
.fﬂ

- ‘ '
' ’“m*'/2}/-" d
Y1) =
(ri)) I’)'

uclx“‘,)’ -
: Ao = o

Al
~
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L
E1 resultado (C.8) debe entenderse, tal como indica (C.6), como un de

sarrollo asintdético para algin parametro en f(x) muy grande. Una deduccidn
rigurosa de dicho desarrollo asintdtico puede hallarse en De Bruijn (1956).

Una complicacion frecuente al aplicar este método 1o constituye la /
existencia de mds de un maximo de f(x). En el caso de n maximos diferentes

la aproximacion (C.7) debe reemplazarse por

fC

or :
[ n /.()\ LYy ’/o{u
(X R Y,
C  Ax = Lo & el (C.9)
-0 £t = 3 x§) -

Resulta claro el tipo de errores que se cometen en una aproximacion /
como (C.9): las colas de f(x) no se parecen a parabolas y ademis éstas se /

superponen (fig. C.1) Tlevando generalmente a una sobreestimacion de la in

tegral.

L boo

!
I

fig. C.1

La generalizacion del método de Laplace a integrales multidimensionales

. I.IQ‘\H {‘ (X' ..Xf))
_.L - / dei e
‘on ¢
es directa. La aproximacion (C.6) resulta en este caso
on TR
1o {-?)”;f d’[ (”A) (C.10)
.
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donde A es la matriz de coeficientes

<

Aif = 97 (Xo) (C.11)
?X;?)g-

E1 resultado (C.10) usualmente se deriva efectuando un cambio de varia
bles (ortogonal) que diagonalice la forma /QﬁfXJ{j , obtéeniéndose asi n /
integrales desacopladas del tipo (C.5).

E1 punto extremal Xo = (X4 .... Xp ) viene dado por

97[\/?)([:0 ((= I..f))

En general habrda mas aue una solucidn a estas ecuaciones. Tales solu /
ciones deben ser necesariamente aisladas, es decir, debe haber una vecindad
de cada solucidn en Tla cual no haya otra solucion. E11o se debe a que si asi
no fuese, dada una solucidn X_ habria otra X, + 4 X, con AX, = 0. En con
secuencia

E_Zc (Xot8Xo) =0 = ?.37[ (%) OX5 — Ayﬁxé
9X; oX/°X/
es decir, 1a matriz A tendria un autovalor nulo (modo-cero) lo cual invalida

ria (C.10). Este caso se trata en el texto principal ( Seccion (3.4)).

b) Integrales complejas: el desarrollo en un punto de ensilladura
Como fuera dicho en la introduccion, el DPE es un método destinado a

obtener aproximaciones a integrales

7 :/7 Wiz) =z (c.12)

donde ¥ es un camino de integracion en el plano complejo Z y ’u)(2) es ana

1itica en sus proximidades. Basicamente este método consta de dos etapas:

i) la etapa exploratoria del problema, que 1leva a l1a eleccidén de un nuevo /
camino de integracion en lugar de 2 Por el Teorma de Cauchy, el camino

TI puede ser reemplazado por otro camino XPE sin alterar el valor de
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I, siempre que “bAPE se obténga deformando Zk sin abandonar el dominio /
de analiticidad de QU La eleccion del nuevo camino prepara el problema
para la segunda etapa.
i1) La segunda etapa consiste en el cdlculo efectivo de la aproximacion (a /
sint6tica) a I. Dicho calculo esti esencialmente basado en el método de
Laplace desarrollado previamente.
La 1dea general del DPE es la siguiente. Supongamos por un momento que
no estamos interesados en el valor de I sino que deseamos hallar una cota su

perior de II] S1 el camino T tiene longitud finita ey sera:
IT1S Sy lwiz)] |dz] s Op m3xp | Wiz)]
Puede ser posible, sin embargo, obtener una mejor acotacion de Ill mo

dificando el camino ¥  Este problema nos 1leva entonces a tratar de deter

minar un camino ¥ ldentrc del dominio de analiticidad de Zp’(Z)) tal que

fau maxy | Wiz (C.13)
sea minimo.

En realidad,el rol de (én en(C.13) es poco importante. E1 DPE resulta
Gtil en probiemas en los cuales a 1o largo de la mayor parte del camino el
valor de lUJ(Z)l es mucho menor que en el mdximo, de manera que s0lo una par
te pequena del camino cerca de dicho maximo tiene relevancia. Por otro lado
nequenas variaciones del camino nueden resultar en cambios notables de méxv.

ll})(i)l , mientras la Tongitud ¢y casi no se modifica.

Por las razones antes expuestas es de esperar que (C.13) esté cerca de
su minimo si se elige entre los ¥ posibles aquél para el cual maxgi l U3(Z)l
sea minimo. Usualmente resulta que el camino ZQE asi elegido, ademas de pro
porcionar una cota superior adecuada para lIl , €s al mismo tiempo un buen /
camino para la evaluacion de I. Esto es, se puede parametrizar di;ha curva y
escribir _jé;ECU(Z)dz como una integral a 1o largo de un intervalo.real, pa

ra aplicar luego a este problema el método de Laplace.

Suponaamos ahora que conocemos el camino 3;5' que proporciona el valor
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minimo de max < l'Lp(Z)l Es fdcil darse cuenta que el punto Z-oeszE para /
el cual

mascy, | W@ = | Wizs) (C.14)
debe ser un punto de ensilladura de la superficie w = ,lﬂ(%)’(fﬁg. C.2). Si/
asi no fuera, rodeando al punto #, se obtendria un camino con una altura maxi
ma menor que (C.4). Este hecho es 1o que da el nombre al método en discusion.
(No se ha considerado aqui el caso en que el méximo ocurra en uno de 1os ex s

tremos del camino, ver De Bruijn, 1956)

? W= | P&

fig. C.2

En consecuencia, el problema de minimizar (C.13) queda asi reducido a /
hallar los puntos de ensilladura de la superficie w = 'LP(Z)' y seleccionar
un camino (en el plano complejo Z) cuyo punto mds alto sea el punto de ensi /
TTadura de menor cota.

Mas aln, puede probarse que si por cualquier medio se halla un camino
cuyo punto mads alto sea un punto de ensilladura, dicho camino es el que resuel
ve el problema minimal planteado. Este enunciado es muy importante porque per
mite determinar si un camino dado es el buscado o no independientemente de o
tros caminos posibles.

Teniendo en cuenta el Teorema del modulo maximo que establece que l(D(Z)‘

no puede tener maximos ni minimos (excepto 1os minimos para los cuales U)(Z)=-
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= 0), los puntos de ensilladura pueden determinarse a través de la ecuacién /

Uits. 2, - o (C.15a)
con la condicidon auxiliar
| Wizo)| £ 0 (C.15b)
La determinacion del camino 3,,- requiere cierto cuidado. Habrd muchos
caminos que pasen por el punto de ensilladura de menor altura Z, = Z,_ (fig.
C.2), pero no todos seran adecuados para la aplicacion del método de Laplace.
Como regla, se deberd elegir el camino ﬁﬂ4f de menor longitud cerca\Zp(ZPE)l
To cual puede conseguirse con el método del "descenso mds escarpado" ("stee
pest descent").

Consideremos un camino cuyo puntq mds alto sea Z y examinemos las /

PE
proximidades de dicho punto. Si por comodidad se reemplaza Q)(Z) por QQ(Z) '
= In U (2) y 11(#)] por [RelP(Z) (1o cual no invalida los resultados /
anteriores por ser ésta una funcion mondtona de [\U(Z)[ ), las condiciones /
(C.15) implican que )
@ {z/’E) = O (C.16)
En consecuencia, cerca de Zp, se“tendra
@(Z) = Wezg) 5 (p”(‘épz:‘) (Z'fPﬁ}z*

E1 "eje" del punto de ensilladura se define como la 1inea recta (pasan

te por Z,. )

-~ ' ! », » / i )

E1 "arqgumento" del eje (angulo que forma con el eje /pe Z) es
X = TI/2 — V5 13 P'(Zpz)
Puede demostrarse que OQQ(ﬁKZ) decrece mds rdpidamente en la direc-
cion del eje que en cualquier otra direccidn pasante por Zp. Por ello es

ta direccion se la conoce como la de "descenso mds escarpado" ("steepest des

cent").
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Supongamos ahora que hemos hallado una curva b)pE que minimice méxw
A&:(p(Z) y que pase por Z,. en la direccidon de descenso mis escarpado (fig.

C.3). A partir de este punto comienza la segunda etapa del DPE: la aplica /

cion al problema del método de Laplace.

fig. C.3

Por hipotesis, !sziﬁ(z) tendra un comportamiento violento cderca de o

de manera que la contribucion a

(ﬁ%zﬂ\ ! thiz) |
C o

~ )
| s, @ adz  [(teR) (c.17)
Cpors %

I -

f

de puntos alejados de Z,,- serd despreciable para t —»~oo0.

La contribucion apreciable a (C.17) proviene de la parte de ng co

incidente con el eje del punto de ensilladura. Parametrizando dicha porcion

de la curva por ,
N "

) N
L S FOX (Sexeb) G = 130G L)
resulta .
] 1O
x| En(ZprCx)
l =~ € J < ax (C.18)



Teniendo en cuenta que

ol ' T ;20 (C 19)
/'}/éph---f-GX) = N(Zpel + 3 N(zpe)€ x24 -
" [ 20\
1L h(z,)€ <O

los resultados de la parte a) de este apéndice pueden aplicarse inmediatamen
te a (C.18). Se obtiene asi una serie asinidtica de la forma (C.8), cuyo tér

mino principal es

s/

h //.d /O( 712 th(ng)
= (27f/ S t /h (;é,,g‘ } 'S c {t—_’m)
N - ,:-.. (j;'"‘, .
e g Co T (c..20)
( ;)_;;,‘h (_ ) / (:; Pz ) ) .J ‘—’,‘} AN e .

donde se ha incluido, tal como en (C.7), una funcidon g(Z) de variacién suave
a 1o largo del camino de integracion.

Es necesario aqui hacer algunos-comentarios sobre este resultado. Prime
ramente notese que la contribucidon de Zpz depende de la direccidon en que es /
cruzado (a través de & ). Segundo, los puntos en los que B@E. se pega al e
je del punto de ensilladura , ;o
1Y )

son irrelevantes, en el sentido que la diferente contribucidon a (C.20) por /

cambio de dichos puntos es exponencialmgnte suprimida en el 1imite asintotico

t > oo Finalmente, 1a cuestidon de si la integral original (C.12) es !

sensiblemente representada (asintdticamente) por (C.20) no puede ser respondi
da estudiando solamente las proximidades de Zpz  Para responder dicha pre /
gunta es necesario comparar el comportamiento de /K€ h(Z) con [Fe h(Zpg) /

en las secciones del camino «,, no coincidentes con el eje.

- 105 -



Detalles matemdticos mas finos de la discusion precedente pueden encon

trarse en la referencia De Bruijn (1952) ya citada.
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Apéndice D: FIJADO DE MEDIDA SOBRE LA RED

De acuerdo a lo dicho en la Seccidn (2.3), 1a formulacion sobre redes
permite cuantificar la teoria sin fijar la medida. No obstante, la invarian
cia de la accion permite calcular en una medida particular, sin afectar l1os
valores de funciones de Green de operadores invariantes. En consecuencia dis
cutiremos en este apéndice el fijado de medida en una teoria sobre la red /
(Creutz, 1977).

Sea P( Qb s ¢/ ) cierto polinomio en los campos invariante. ante trans

formaciones de medida (2.7). Su funcion de Green asociada sera:

G[P@u)] = 2 [[dpon] Pigju) esp | A@,)]

Esta expresion puede reescribirse en la forma

G[P] _.__/c/}u(go) I(R 9.) ee@ (D.1)

C

Lon _A/@U
I(rg)= é /[o’¢02/]6/0y1/_, ) Pp,u) € ) (D.2)

La & sobre el grupo que aparece en (D.2) verifica
Jojut9) 8919) J9) = Jauia) &9,2) 49 = F19)

3(g.a" = 6(9’099, ,89'¢)

con 9_ y 9, € G arbitrarios.

Realizando una transformacidon de medida en (D.2) se obtiene

.I_(F?Ek> .I-(7:>f9& c»nyu>

Dado que g,y gxﬂfon arbitrarios, I(P, g, ) debe ser independiente de

g, La ecuacidn (D.1) implica entonces que

—Azczﬁ )
GIPI-T(Pg) = I /qusc/u] S(thu,q) Plg,u) ©
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En consecuencia, al calcular una funcién de Green de un operador inva
riante se puede fijar arbitrariamente (a un valor dentro del grupo) cualquier
variable de union (Jép\ particular. Este proceso puede ser repetido para
fijar mas AU's en 1a medida que el conjunto de uniones con campo fijado no
contenga un circuito cerrado. Una medida queda completamente determinada fi
jando arbitrariamente los valores de campos ngp sobre un "arbol maximal"
(conjunto de uniones que no contiene un circuito cerrado pero que pierde es
ta propiedad por inclusi6n de cualquier nueva unidén no contenida en é1).

La fig. (D.la) siquiente ejemplifica un arbol maximal. En la fig. (D.
1b) se muestra el equivalente sobre la red de la medida temporal.A, = 0. /
Las uniones 1lenas en direccidon temporal se fijan a la identidad. Las unio '

nes de trazo corresponden al fijado qug elimina la simétria remanente fren

te a transformaciones no dependientes del tiempo.

| | L

r---ﬂ -

fig. D.1la fig. D.1b

Después del fijado de Ta medida temporal la accidn de los campos de me
dida (2.8) es
=1

A, Tl z.}/):// U/H/u, P Z../x,o, % (./)cy’) -
X}//)T‘...:’ .-
J#v) d-1 T . T
- /3 /T /éby.c Ux+cl,/4 +Ux+d,}‘ Uv,)
X, =1
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Apéndice E: ALGUNOS RESULTADOS BASICOS VINCULADOS A LA TEORIA DE INTEGRACION
EN GRUPOS COMPACTOS

Se deducen en este Apéndice algunos resultados intermedios necesarios /
lo largo de los calculos en distintos capitulos. Dado que dichos resultados /
estan vinculados a la teoria de integracién en grupos compactos (particu]ar-
mente U(N) y SU(N», recordaremos previamente algunos resultados basicos.

La medida invariante (de Haar) sobre un grupo compacto G verifica:

Jult) = u (92) = dultig) € G (E.1a)
/‘9/‘-‘(5/): J (E.1b)

para U(Il) y SU(N) se tiene (Bars y Green, 1979):

/0/’0/0/‘ v o (E.2a)

Normalizando

| .y o (E.2b)
Jeut) oGP oz (675 5057

/ ¥ B o' 3 o 0(6 ,38 '8
| 5O B 3‘)—[7/N(N31)]( ST M oS Y g )<  2)
La integracidn en diches arupos de funciones de clase 7[(2»/)_—. 7[/909)

puede efectuarse a travds de la parametrizacion de Weyl de la medida (Weyl, /

1939):
y ,2F~
et ey < ) T e (£.3)
0 (2r)
con A(¢) — (Zﬁ)N‘ﬂ‘—Seﬁz( @J;¢L ) (ZJ(N))
- t(J
Y

Capitulo 4

Con los resultados basicos arriba establecidos se puede estudiar el de
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sarrollo hasta términos cuadraticos de 1a funcifn
, B T
&_){k) = m/ju///) exp f//{e Ir (Z/K)] (E.4)

en las proximidades de K =ox 4. Dicho desarrollo es necesario para la cons

truccidon de la forma cuadratica (4.5).

Befiniendo
—-//U{(X) (\’RCFU
CQany = e Jamu L) e (E.5)
con N i
: oc e Ir !l
Wx) = Q) (K = u.ﬂ.} iy /a’/,:(z/) e
v
resulta

I T (E.6a)
o) R
5ky@fﬁjuék.<,'ﬂu>
L \ | ) 1t + 1 t
% | | = Ut Use > - \/U/‘ff-oz><uc§z‘>
0K 01358 {1 1 (E.6b)
. " | f

Notese que

o 4
! - el 71 /’; | s o P e Tr (VU)
aplll; /1 ¢ - la) a}/(/() VI e ~

b / /R T U
FoalcTr V : +  ocfle
= '/’J (il /l V e e = / ‘% { (a) {/ <

Yy, en consecuencia,
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Qs = < Ona> = e )

, t+ F .y Tt
(é/o,//‘, Lﬁ),l;;'cT> = <U¢) UB’J> — \'\///)(3 (U(’/b UTCS>>

Estas igualdades justifican el estudiar solamente las derivadas (E.6)
de W(K).
Si en <UQ/¢)> se efectia el cambio U——» VUV y se integra en V,

teniendo en cuenta (E.1) ~ (E.2b) resulta
-1 . ~1 /
/U(( > = N 60/, (/;Z//\ N CS(\/’, '\///-)C” IT"U> =N ({o{/&W(O()

+
Efectuando el mismo reemplazo en (UO/ﬂ Ua‘d> . (Ucv/J Ua’é)

y teniendo en cuenta ahora (E.1)~ (E.2c), resulta

<Uuﬂ (,_}3)(3> = ﬁ o'aﬁ,é?,yg - l_z Nt 6\/2,1;‘ (E.7a)
<ZJ0//3 7?1;;’5\/ = 9, .fgc»ﬁ 333 + 9, O3 Cgﬁ'ff (E.7b)

con

(N (RS - ReTru?

e
—

K //(/!91}-

[ A)(/Bc’m/% <lﬁc(7F()>
“ N2 N

Cliral”? > ~ 1

ﬁ7 e

(N 1)

g - N T
Z N
T
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Estas expresiones pueden ahora calcularse usando la parametrizacidn de

Weyl (E.3). En particular es facil probar que

A,::;’; (,1'),"'!' ( Vs ! _ (4) (COC(/’S(;—(OSQ[)) > > O

/\ = - (U — f__~__ (/w-: / ’I")(;‘)( ‘.’nOb \ >0

e —’(.,-"'.(" J.) ) f}f\,’;,)lj \ O){b t 7| ) /
- 127 (E.8)
Aa:é‘l_‘f-)offf/f"\](?1“‘;1‘2—%)— )J_—_-

- , 2

. ((zrn P - & "t:“’ vel 7\3>)) > O

N 'Q ~J

. : T va 1

’\"’ - [(9:[ é.)‘*N(gf‘E)j = —r"- { (éJ SEN @a‘; / >0

Para U(oo ), un andlisis asintético para N—~00 de (E.4) con X =

Nz ( 3> 1) 1leva a (Miller y Ruhl, 1982):

Il WINg) o 1 nz - 2
N—>co 1?2 ¢ 2 ¢ 4
lim  NA, = L
Ly, 2
N —>oo 1% (E.9)
/ 4 s ! / . AT
lim NA, = i WA, = "tim WPz, <zl
lim  NAg = by o0z = L
t -2 I — o ; ~ 7 <

En general el volumen de U(N) viene dado por (Ruhl. 1982):
\ }’J/AHI) N-1 £.10
VU(N) == /»Z//)—.~ —/7— ----L- ( . )

Capitulo 5

Para obtener (5.11) es necesario conocer previamente el desarrollo has

ta términos cuadriaticos de la funcidn
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WI(Z) = /n/éu(u)exp {//?e(uz*;wzgz)} Ue U

en las proximidades de 2, = &, , 2, = &, (o, , Xy € [R). Llamando

. 2T
, NI y_ [ dD
Zn=Cthgtiln (na12)  U=€F Jquu= [ 2D
se obtiene
<
ht 2
W(E) = CU/(X)-_—zi ;7%’ (/\nhn + éna:l) *

. + )‘/2 }71 hz + B2 R4y

En esta expresion hemos 1lamado:
21T

’ ‘ , \
W () = /n/ aP exp (0,00S T + 06, (05 (29),
o (27 (E.11)

/\n= (COSZ(I’)QSD - (Cos (r7<25)>2 >  (n=12)

I 2
Mz = 2 [<C0SB Y (Losgy - (LosB) |

Zn: 7 — <C<)Sz(n¢)> > O ()7:_-712.) (E.12)

Giz=2 [ (cosy — (cose]

Los promedios en el grupo < ) se definen de manera andloga a (E.5):
<

) R .
Qup = €Y% [“dg (1 (€9 e 2P
o (27)

con w( o< ) dada por (E.11).

Capitulo 6

La representacion adjunta de SU(2) esta constituida por las matrices
b
Thite que verifican UE(E iy uba TL -
b

donde T4 (a=1,2,3) son los generadores de SU(2) normalizados segin (1.3).

Utilizando 1a relacion
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> X3 __%d &g ¢/
Z)J /5 7 lg = (fméj{ I 79)
b <>
es facil probar que

f.
Trlp = (77'(,/;':)(7;//.{:) -1

(E.13)

(F y A hacen referencia a las representaciones fundamental y adjunta respecti

vamente).

Una representacidn explicita de la base T, usada en (6.8b) es

, .
L A3 77~ As 7 A
12 P (=
oo g - £
N ’\” /Ab-: At 72«6 B
/. > fo.

donde las «XL son las matrices de Gell-Mann.

Los coeficientes de 1la forma cuadrdtica (6.9) vienen dados por:

k;.h): 2 [(6032@> _ (CO.':Qj)-Z]

‘Q,! - o/
k[: == ‘7- Lf— {00 @Y

v
-

(h w 7 "2
(e [ty - € o
3

[}
!

-

y ~
[{’z/h) g o o/’pj\ PN LT
A - - !; <(’O~—T) / /.> - < . DI J + J

15
/
KO 8 (os'py - (oS py
A ]
J
/ /};‘ r Z (\3
R, & i(<m¢><m5<75>~<wa¢>j
[

En estas expresiones se ha definido
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T
—L(J

Cleg)y = | dp uf‘noﬁ[ ” 2% FCOSB + % (heosp-1)

con w( o< ) dado por (6.6).

Las funciones A y R de (6.10') se definen:

H - (/7/“ A ! l’Q) lh /
)F = /\F.. A‘ = KF >\A - / I(’ih"
A a iQ) (4 H Y {h)
/\\ /// . ‘AA - k‘A
(E.16)
H (h 2 G} 2.,
p = (KFA }/E{b) - (\,—A z/ “(0)

con

)\ 2
N *I/A - (kp?q) X .= h A

{
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COMENTARIOS GENERALES Y CONCLUSIONES FINALES )

Se incluyen en esta seccidon una serie de comentarios sobre particulari
dades de la técnica del campo promedio, el método de calculo basico utiliza-
do en esta Tesis. Ademds en la Ultima parte de la seccidon se resumen los re-
sultados obtenidos y las conclusiones mas importantes que de ellos se extraen.
____En la seccion (4.2) se puso de manifiesto la necesidad, en el caso de /

TCM con simetrias continuas, de un fijado de medida previo al calculo de
correcciones gaussianas, a fin de evitar modos-ceros en la forma cuadra-
tica en las fluctuaciones de los campos. Dicho fijado de medida puede e-
fectuarse directamente sobre las fluctuaciones de los campos alrededor
de sus valores medios (capitulo 4), o bien previamente al calculo de la
ACP. Ambos procedimientos llevan sin embargo a resultados muy diferentes
(Tabla 4.1).

Para entender esta discrepancia basta comparar las ecuaciones de orden
cero (4.2) y (6.5) (para a=F). De tal comparaci6n surge que si bien la contri
bucidon de Tos términos de fijado de medida es despreciable para d — - 00 ,
para d=4 dicha contribucidn representa una modificacion sustancial de las e-
cuaciones mencionadas. Esta modificacion de los resultados de orden cero es
Tuego solo parcialmente compensada por la inclusidn de las primeras correc /
ciones a la ACP.

____No obstante los buenos resultados obtenidos en el caso de grupos abelia
nos fijando la medida sobre las fluctuaciones de los campos (Alessandri
ni et al, 1983; Camarata et al, 1983; Ceccatto, 1984; Dagotto, 1984), a
priori 1o mas conveniente es fijar la medida antes del calculo de la ACP,
debido a que de esa forma se tratan exactamente parte de los grados de
libertad del sistema.

Tal procedimiento fue el seguido en el capitulo 6. La medida axial a /

111 utilizada es sin embargo poco conveniente para el cdlculo de correcciones

de mayor orden que las gaussianas. El1o se debe a que dicha medida rompe las
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simetrias de rotacidon discretas de la teoria. Una forma alternativa que no /
presenta dicha dificultad consiste en fijar, previo al calculo de la ACP, la
medida covariante general (5.13) (Flyvbjerg, 1984). Se ha demostrado (Flyvb-
jerg et al, 1983) que si bien la medida axial es mds conveniente que la medi
da covariante general en calculos que consideren como maximo fluctuaciones /
cuadraticas de los campos, a Ordenes mayores esta Gltima medida proporciona
resultados igualmente buenos con menor esfuerzo de calculo.

E1 calculo de correcciones sucesivas a la ACP puede organizarse como un

———

desarrollo en potencias inversas del parametro X de (3.13) (Kawamoto y
Shigemoto, 1983; Flyvbjerg, 1984). Calculos hasta orden l/cfi para la /
accion de Wilson con simetria U(1l) proporcionan un resultado para el pun
to de transicion de fase con menos del 1% de discrepancia con respecto /
.al valor predicho por el método de Monte Carlo (Flyvbjerg, 1984). A ese
orden la técnica del campo promedio compite en precisidn con las simula
ciones numéricas realizadas en redes del tamafio mas grande considerado
(~ 124 sitjos).
Ciertas ambiguedades metodoldgicas de la técnica del campo promedio dis
cutidas por Ruhl (1982), Lautrup y Ruhl (1983) y Ceccatto y Giacomini /
(1983), podrian ser aprovechadas para complementar dicha técnica con el
método de Monte Carlo, obteniéndose asi diagramas de fases mas precisos.
Para ello bastaria fijar los parametros indeterminados que aparecen en
los trabajos citados ajustando algunos puntos del diagrama obtenidos pre
viamente en forma numperica. De esta forma se podrian estudiar con poco
tiempo de computacion TCM con acciones generalizadas que involucren va-
rios parametros.
E1 tipo de complementacidn arriba sefialado fue ya utilizado en los tra
bajos de Bitar et al (1982, 1983). En los mismos se determina, a través del
conocimiento de algunos puntos del diagrama de fases mediante el método de /

Monte Carlo, el valor 6ptimo del factor de escala A al aplicar técnicas del

grupo de renormalizacidn del tipo Migdal-Kadanoff (Migdal, 1975; Kadanoff, /
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1976).

___Si bien en la determinaci6n de la energia libre del sistema a través de
la técnica del campo promedio no se hace ninguna suposicibn previa sobre
el valor de A& , los resultados obtenidos muestran que dicha técnica es
especialmente apta para el estudio de la fase fria de la teoria (/33> 1)
En dicha fase reproduce el desarrollo en acoplamiento débil (dz~,143:=0)
(Riih1, 1982), aunque el esfuerzo de cdlculo es sensiblemente menor que
el requerido por las técnicas usuales de desarrollo en serie para bajas
temperaturas (/3 —e 00 ). )

El1o se debe al particular manejo que la técnica del campo promedio ha
ce de las integrales en el grupo, que quedan finalmente reducidas al calculo

de la funcidon w de (3.5).

La técnica del campo promedio ha sido aplicada con éxito al estudio de /

TCM sobre redes con materia bosdnica (Dagotto, 1984; Boucaud, 1984, etc.)

Se ha adaptado también al caso de TCM con materia fermidnica (Bonini y /

Marchesini, 1982; Alessandrini et al, 1983; Martin, 1983, etc.).

Ultimamente se han estudiado mediante dicha técnica TCM sobre redes a /

temperatura finita (Trinchero, 1983; Alessandrini y Boucaud, 1983).

Los resultados mas importantes de esta Tesis los constituyen la tabla /

(4.2) y los diagramas de figs. (5.2), (5.3) y (6.2).

La tabla (4.2) muestra que el gauge natural de la teoria de coordenadas

colectivas resulta menos eficiente para el estudio de TCM sobre redes /

basadas en grupos no-abelianos que para el caso de teorias basadas en /
grupos abelianos, a juzgar por la creciente discrepancia que tienen los
resultados obtenidos para U(1) y U(co ) con los correspondientes valores
proporcionados por el método de Monte Carlo. A idéntica conclusion han

arribado otros autores (trabajo no publicado citado en Alessandrini y /

Boucaud, 1983). Para grupos no abelianos se obtienen mejores resultados

fijando a orden cero la medida axial (Miller et al, 1983).
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Las figs. (5.2) y (5.3) indican, tal como era esperado, la no existencia
de conexiones analiticas entre las fases confinante y no confinante de /
la QED compacta. Es decir, de acuerdo con la hipotesis de universalidad,
ain para acciones extendidas del tipo (5.4b) la teoria presenta una fase
no-confinante bien diferenciada dentro de la cual el 1imite continuo re-
produciria las caracteristicas usuales de la QED.

A 1a inversa, el diagrama de la fig. (6.2) presenta una conexidon anali
tica de ambas fases. Ello implica, también de acuerdo con la hipdtesis de uni
versalidad, la coexistencia de los fendmenos de libertad asiptatica y confina
miento para acciones mixtas del tipo (6.1). Por otro lado, la proximidad al
eje fundamental (/BA‘= 0) del punto critico terminal de la 1inea de transicio
nes de primer orden que separa parcialmente las fases A y C, explica la obser
vacion de un pico en el calor especifico en las'simulaciones de Monte Carlo
del modelo standard (Bhanot y Creutz, 1981). Si bien estos resultados corres
ponden a un modelo con simetria SU(2), la analogia ya sefalada que dicho mode
To tiene con la QCD sobre redes (basada en el grupo SU(3)), permite esperar
el mismo comportamiento de esta GUltima teoria.

____Finalmente, 1a buena concordancia entre los resultados predichos por la
técnica del campe promedio y los correspondientes al método de Monte Car
To reafirma la confiabilidad de dicha técnica analitica, que puede ser u
tilizada para el estudio de modelos con acciones mas complejas (multipara
métricas), que requeririan un excesivo tiempo de computacion en un andli
sis puramente numérico. Debe destacarse la capacidad de la técnica del /
campo promedio generalizada de acuerdo con 1o visto en el capitulo 5 de
predecir las fases parcialmente confinantes B de los diagramas de figs. /

(5.2) y (6.2), si bien en el primero de dichos diagramas no diferencia el

orden de las transiciones.
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