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INTRODUCCION

El tema central de esta Tesis es, tal como lo indica su
titulo, el estudio de la aplicacidn de diversas técnices basa-
das en la transformacidn del grupo de renormalizacidn (GR), en
particular dentro de las realigadas en el espacio de las posi
ciones o "espacio real'", a un cierto conjunto de problemas que
presentan transiciones de fases y fendmenos :criticos.

Ia eleccidn de este tema se basa en las siguientes con-
sideraciones. En primer lugar, para los que como el autor han
centralizado su interés cientifico en las transiciones de fa-
ses y en especial en los fendmenos criticos, la transformacidn
GR tiene wna gran importancia tedrica puesto gque en su origen
yace precisamente el aspecto esencial del comportamiento cri-
tico, a saber, la invariancia de escala. En segundo lugar, den
tro de la enorme variedad de técnicas basadas en dicha trans-
formacién, el autor considera que las que se efectlhan en el es
pacio real continuan siendo objeto de wn intenso trabajo el
cual ha produvcido recientemente algunos avances significativos
(Burkhardt y van Leeuwen, 1982). En tercer término, se ha
intentado explotar algunas técnicas propuestas en estos (1ti-
mos afios, y que comentaremos luego, aplicéndolas a la importan
te familia de modelos con simetria global 2(N).

Antes de precisar los objetivos de esta Tesis efectue-
mos wna rapida revisidén del surgimiento y desarrollo de la teo
ria del grupo de renormalizgczén Yy, a continuacién, una breve

!
descripcidén de los modelos Z(N) .

)
A mediados de la década del sesenta la situacién en la
teoria de las transiciones de fases y mas precisamente de los
fendmenos criticos es, a grandes rasgos, la siguiente. Muy po-

cos de los modelos microscdpicos propuestos para describir di-



cha clase de fendmenos, como los modelos de Ising o de Heisen-
berg, han sido resueltos o al menos entendidos satisfactoria-
mente. Es decir, no se ha logrado extraer de ellos la predic-
cidn de propiedades macroscépicas como, por ejemvlo, la magne-
tizacidn espontdnea o la susceptibilidad, particularmente en
la zona critica. Entre los métodos tedricos utilizados cabe
mencionar en primer lugar la aproximacidn del campo medio, la
cual arroja en general resultados correctos desde el punto de
vista cualitativo sobre todo respecto a los diagramas de fases.,
Desde el punto de vista cuantitativo los exponentes criticos
calculados en esta aproximacidn son muy pobres cuando se los
compara con los provenientes dg las soluciones exactas, como
la del modelo de Ising en dos dimensiones (Onsager, 1944) o
con los estimados mediante otros métodos. Entre éstos ocuvan
un lugar destacado los desarrollos en altas temperaturas (ver
por ejemplo, Domb, 1974) los cuales conducen a valores muy
precisos de los exponentes criticos pero desafortunadamente
no ayudan a wn entendimiento cualitativo de los fendmenos
eriticos.

En esta situacidn irrumpe en el terreno tedrico la trans
formacidn del grupo de renormalizacidén (Kadanoff, 1966). La
idea esencial de la transformacidén GR consiste en una reduc-
cidn sucesiva del enorme nlmero de grados de libertad cuyo
comportamiento cooperativo da lugar a los fendmenos criticos-.
En la formulacidn inicial de Kadanoff esta reduccidén se logra
mediante el pasaje de bloques de spines de la red inicial a
spines de la red transformada. Esta transformacidn implica wn
conjunto de relaciones entre los exponentes criticos, las cua-
les habian sido adelantadas por Widom (1965) . ILa invariancia
del sistema frente a esta transformacidn o invariancia de es=-
cala se logra mediante una redefinicidn de las constantes de

interaccidn presentes en el hamiltoniano inicial.

i
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Dada la enorme variedad de técnicas basadas en esta idea
nos limitaremos en lo subsiguiente a las lineas de trabajo mis
importantes, teniendo como objetivo la ubicacidn dentro de e-
llas de las técnicas del grupo de renormalizacidn en el espa-
cio real (GRER) estudiadas en esta Tesis.

Los conceptos subyacentes que generan las técnicas GRER
se encuentran ya en las primeras publicaciones de Kadanoff
con las cuales comienza el trabajo en la teoria del GR tal
como se indicd anteriormente. Sin embargo, como es sabido,
el esfuerzo principal se deriva hacia la ﬁtilizacién de las
transformadas de Fourier para obtener el hamiltoniano efec-
tivo en el espacio de los momentos 1o cual permite a su vez
la incorporacidn de técnicas hasta entonces utilizadas en el
dmbito de la Teoria Cufntica de Campos. Son fundamentalmente
los trabajos de Wilson (1971) ios que marcan el camino en es-
ta direccidn. Las técnicas del GR en el espacio de los momen-
tos, y en particular la expansidn £ , han proporcionado valo-
res extremadamente precisos de los exvonentes criticos de di-
versos sistemas tridimensionales (Le Guillouw y Zinn Justin,
1977, 1980).

Ia blhsqueda de realizaciones de la transformacidn del
GR que involucren directamente al hamiltoniano microscdpico
en el espacio de las coordenadas resurge en la segunda mitad
de los afios setenta a partir de los trabajos de Niemeijer y
van Leeuwen (1974, 1976). Las técnicas propuestas por estos
autores fueron rdpidamente explotadas para analizar un gran
nimero de sistemas, particularmente aquellos con variables
de spin discretas y en bajas dimensiones donde las fluctwa-
ciones criticas son muy fuertes y las expansiones £ no son
muy utiles (ver Cap. 3). .

Paralelamente o a continuacion de esta linea de Niemei

jer y van leeuwen se desarrolla una versidn variacional (Xa=-



danoff y Houghton, 1975; Kadanoff, Houghton y Yalabik, 1976).
Yy uwn esquema de aproximacidn que por su inigualada simplici-
dad matemdtica ha resuvltado de wna mayor permanencia en el
tiempo, sugerido pro Migdal (1975) y generalizado y corregi-
do por Kadanoff (1976, 1977). Ambos métodos estin basados en
el corrimiento de ligaduras (ver Cap. 5) y por lo tanto con-
ducen a cotas inferiores de la energia libre exacta.

Por esta época también renacen un conjunto de técnicas
cuya idea central es el "reescaleo'" entre sistemas finitos
y son a veces considerados bajo el titulo Ae "renormaliza-
cién fenomenoldgica". También en este caso la concevcidn tem
pranamente adelantada por Fisher (1971) se habia retirado de
la escena para retornar recién tras las contribuciones de
Barber y Fisher (1974) y fundamentalmente de Nightingale
(1976). Este conjunto de técnicas representa un voderoso ins-
trumento de cédlculo a la vez que proporciona la posibilidad
de estimar los errores del método.

Para cerrar este breve recuento histdrico, sin pretender
gue el mismo sea exhaustivo ni mucho menos, y para ubicar el
restante método abordado en el presente trabajo, mencionemos
como caso varticular de la técnica de bloques de Niemeijer y
van Leeuwen, la utilizacidn de blogues que respeten las pro-
piedades de dualidad de los refticulos y por lo tanto resultan
especialmente aptos para el tratamiento de mgdelos autoduales,
Surge asi la técnica del "puente de Wheatstone™ iniciada por
Bernasconi (1978) y desarrollada por Stinchcombe y colabora-
dores (1979).

Los modelos con simetria Z(N) aparecen como una rup-
tura de simetr{a parcial del modelo 0(2) planar (el modelo
XY clésico). Este tipo de modelos, de los curles estudiaremos
dos casos particulares: el modelo de Potts y el modelo 72(4)

(o modelo Ashkin-Teller simétrico), han sido objeto de wn in-
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tenso estudio motivado por un interés principalmente tedrico.
En primer lugar, en dos dimensiones, estos modelos presentan
importantes propiedades de dualidad (Alcaraz y Kéberle, 1980).'
En segundo lugar, siempre en el caso bidimensional, el commnor
tamiento critico de los mismos cambiza dramiticamente para N = 5.
En efecto, el caridcter continuo de las transiciones de fases
para N <4 pasa a discontinuw para N > 4 (Baxter, 1973) a 1lo
largo de la linea de Potts (ver Cap. 4) . Ademds, para N 5
aparece una nueva transicidon de fases a lo largo de la linea
de Villain lo cual indica la presencia de wna nueva fase (E-~
litzur et al, 1979). Esto coincide con la suposicidn de que
para N >5 1los modelos Z(N) pertenecen a la misma clase daz
wmiversalidad que el modelo 0(2) (Cardy, 1980).

Desde el punto de vista experimental se estd producien-
do un creciente interés en este tipo de modelos en el contex-
to de la fisica de la materia condensada. Numerosos sistemas
fisicos que presentan transiciones orden-degorden, como flui
dos adsorbicdos sobre sustratos cristalinos, son descriptos

por estos modelos como se indicard en el Cap. 4.

Podemos ahora completar y precisar los objetivos de es-
ta Tesis esbozados al comienzo de esta Introduccidn. En pri-
mer lugar se pretende revisar y extender una téenica de deci-
macién de bloques autoduales, la técnica de apertura-colapso
desarrollada en estos (ltimos afios (Tsallis y Levy, 1981)
aplicdndola al modelo 2(4).

En segundo lugar se explorarda la posibilidad de combi-
nar la transformacidn del grupo de renormalizacidn con la a-
proximacidn campo medio. La intencidn es lograr técnicas‘mig
tas que mejoren los diagramas de fases obtenidos con tales
esquemas por separado. Los diagramas de fases son particular
mente interesantes cuando se trata de transiciones de fases

orden-desorden a las que, como mencionamos anteriormente, se
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refieren particularmente los modelos 2Z(N) . Mediante estas
técnicas también se han obtenido algunos resultados origina-
les sobre el modelo Z(4). Como un comentario final digamos
aue la mayor parte de las técnicas que se han considerado én
este trabajo, estén hoy en el centro de la atencidn en este
campo siendo la fuente de nuevas técnicas similares asi como
de generalizaciones destinadas a ampliar el rango de su apli
cacién al estudio de modelos més realistas como, por ejemplo,
aquellos con interacciones aleatorias.

En base a estos objetivos se desarroilado el siguiente
contenido. En el Capitulo 1 , a modo de introduccidn comvle
mentaria, se describe la formulacidn mecanoestadistica de
las transiciones de fases y los fendmenos criticos mediante
modelos microscdpicos en reticulos regulares. En el Cap. 2
se efectia wna revista de los fundamentos de la teoria del
grupo de renormalizacidén. E1 autor de esta Tesis considera
cue sobre los aspectos generales de dicha teoria existe su-
ficiente material bibliogrdfico como para realizar un examen
demasiado exhaustivo de la misma. Consecuentemente, el desa-
rrollo de dichos aspectos, el cual ocupa los dos primeros c2
pitulos y parte del tercero, se ha reducido al minimo indis-
pensable para poder discutir posteriornente los temas rela-
cionados con los objetivos propuestos. En el Cap. 3 se sep2a-
ran las técnicas de bloques de spines reteniendo principal-
mente las técnicas de decimacidn y mixtas. En el canitulo
siguiente se establecen los modelos estudiados y se descri-
ben las propiedades més importantes de los mismos. E1l Cap. 5
estd consagrado a la formulacidn y discusidn de wa de las
técnicas usadas en esta Tesis: fé aproximacidon de Migdal-Ka-
danoff. Hasta aqui el trabajo es esencialmente monogréfico.
En el préximo capitulo de desarrolla la técnica de apertura-

colapso, y el autor considera un aporte original la extensidn



de dicha técnica a2l modelo Z(4). En el Cap. 7 se plantea la
aproximacion campo medio y la combinacidén de la misma con la
aproximacién Migdal-Kadanoff propuesta por Baracca et al
(1982). En el {iltimo capitulo se formula y se avlica una téc
nica basada en el reescaleo entre sistemas finitos con condi
ciones de borde que rompen la simetria del modelo (Indekeu,
Maritan y Stella, 1982). También aqui aparecen relaciones con

la aproximacidén del campo medio.-
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CAPITULO 1
TRANSICIONES DE FASES Y FENOMENOS ZRITICOS

1l -1 . Aspectos bisicos de los fenémenos criticos. ILongitud

de correlacidn. Universalidad.

En Mecédnica Estad{stica se estudian fendmenos relati-
vos a cuerpos macroscdpicos los cuazles son sistemas caracteri-

3

N 2 .
zados por un nimero del orden 10 ° de grados de libertzd.
En determinadas circunstancias tales fendmenos pueden
ser explicados o determinados vpor wn nimero muchisimo menor

de grados de libertad. Por ejemnlo, debido 2l cardcter exten-

’..

sivo o intensivo de cantidades fisicas como la energia interna
y la densidad, se pueden reconstruir las propiedades macroscd-
picas de un sistema a partir de uvna muestra relativamente mi-
&’ . 3
croscopica del mismo.
En general, el comportamiento macroscdvico de in siste-

-

ma dado en un estado termodinémico puede ser exnlicado estudiar

O

4

o

[s]
i

do wn subsistema cuya longitud caracteristica debe ser, ©
finiecidn, mayor que la "longitud de correlacidn". Un subsistema
cuya longitud fuese menor cve la longitud de correlacidn seria
incapaz de reproducir las propiedades esperadas. la longitud
de correlacidn & depende en consecuencia del estado del siste-
wr

ma. Bajo circwnstancias extremadamente favorables & se reduce
a unos pocos espaciamientos atdmicos. Esto es equivalents a con
siderar pocos grados de libertad. Por ejemplo, wn cristal ferro
magnético o un gas pueden estudiarse en ciertas condiciones con
siderando unos pocos spines o moléculas resmectivamente.

Por el contrario, existen situaciones vara las cuales
la longitud de correlacidn es muchisimo mayor que el espécia~
miento de la red si no vrldcticamente infinita. Tal es el caso

de los fendmenos criticos. Para los ejemvlos considerados ante-

riormente, la transicidn ferromagneto - varamagneto o la gas—lé



quido respectivamente tiene un comportamiento critico caracte-
rizado por la aparicidén de singularidades en las magnitudes
termodinamicas. Precisamente en la transicidn, es decir en el
punto critico, la longitud de correlacidén es infinita.

La longitud de correlacidon infinita que caracteriza a
los fenémenos criticos tiene varios significados. En primer lu
gar, si uwna & finita indica una escala privilegiada caracte
ristica de un fendmeno, wna & infinita indica, por el contra
rio, que todas las escalas son igualmente importantes. Es decir
gue el fendmeno critico es un fendmeno independiente de escala.
La independencia o invariancia de escala es un concepto esen-
cial incorporado en la teoria del grupo de renormalizacidn en
general y en el concepto del punto fijo en particular.

En segundo lugar, & infinita indica una participacidn
esencial de infinitos grados de libertad actuando en forma coo-'!
perativa. Este comportamiento cooperativo implica que la mayo-
ria de los detalles microscdpicos del sistema, por ejemplo la
forma de la interaccidn entre spines o moléculas, son irrele-
vantes en lo gque respecta a la determinacidn de los exponentes
criticos correspondientes a las singularidades de las cantida-
des termodindmicas. Esta caracteristica de los fendmenos criti
cos conduce a la hipdtesis de wniversalidad. De acuerdo con es
ta hipdtesis solamente dos cantidades determinan las propieda-
des criticas de la mayorfa de los sistemas: el nimero "4d" de
dimensiones espaciales y la dimensidn "n" del pardmetro de or-
den, el cual refleja la simetria del sistema (ver secc. 1 - 3).

El conjwmto de sistemas caracterizados por wm dado par
de valores (d, n) se dice que constituyen wna clase de uniyer-
gsalidad. Las clases de wniversalidad han sido extensivamente es
tudiadas en el contexto del modelo n-vectorial (Stanley,1976).

Desde el punto de vista experimental se ha verificado la wniver

salidad para wn gran nimero de sistemas tales como licuidos bi-



narios, magnetos uniaxiales, fluidos en la transicidn gas - li
quido, ete. (ver, por ejemplo, Stanley, 1971; Sengers, 1980).

En la seccidn siguiente se revisard en forma bastante
sucinta la formulacidn mecano-estadistica de modelos clésicos
sobre redes que describen el comportamiento ‘termodinémico de
sistemas y en particular sus transiciones de fases. En las dos
Wl timas secciones de este capitulo se definirdn los principa-
les exponentes criticos y las relaciones entre los mismos.

Al gwmos aspectos discutidos en esta seccidn constitu-
yen el punto de partida para la formulacidn de la transforma-
cidn del grupo de renormalizacidn que se efectuard en el cani

tulo siguiente.-
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1l -2 . YModelos de spin en el reticulo

En Mecédnica Estadistica los efectos colectivos, entre los
cuales incluimos a las transiciones de fases, se describen me-
diante wm conjunto de magnitudes fisicas gue pueden ser deriva-
das de la funcién de particidn a la que denominaremos Z .

Para definir esta funcidn se considera wm reticulo regu-
lar - agqui s6lo tendremos en cuenta reticulos hivercibicos d-
dimensionales - y en cada vértice del mismo se coloca wna varia
ble aleatoria real o compleja de n componentes, la variable

de spin:

()
d.

Ox¢

;o= O7(®)
donde X = l,ieey, n ¥ fi es la posicidn de cualouier vértice
del reticulo. A su vez, cada comvonente Cﬁé) puede tomar w
conjumto discreto de valores o variar continuamente en cierto
dominio.

La funcidn de vparticidn se define como la suma sobre to-
das las configuraciones de los factores de Boltzmann asociados

a cada configuracidn los cuales estén relacionados a las proba

bilidades de las mismas:
P19} ] PLGI%E%F(—(&&WD (1 - 1)

donde (3= 1/k_B. T ;%C [U] C?- H [ELQ“F“)S] > es el hamiltoniano de

interaceidn ( X¥. es la constante de Boltzmann).

B

Los modelos analizados en este trabajo corresponden al
caso particular de wma variable de spin compleja de uma sola
componente (IL que toma wn conjunto de valores discretos (ver
Capitulo 4).

Resulta (til introducir las cantidades:

SLT) = RL TY G:-
o

L €t (1 -2)

- 11 =



donde m es un cierto subconjunto de sitios del reticulo y
r=1, 2,0e¢ o« Luego, wma forma de hamiltoniano suficientemen-
te general para nuestros propdsitos se puede expresar como:

M[“]:{ Z— z\:— J:\:; s (1 -3)

o

donde <o indica la clase geométrica a la que pertenecen los
subconjuntos m, . Excepto en el capitulo 3 en el que mencio-
namos a los modelos con interacciones aleatorias, nuestro estu
dio se centrard en modelos homogéneos para los cuales el hamil
toniano (1 - 3) puede ser reescrito como:
Wlo]=d 22 J7 <0
= e v » (1 - 4)

Para una red cuadrada las primeras clases geométricas
se pueden ver por ejemplo en Kadanoff y Houghton (1975). Dichas
clases pueden involucrar a un nimero pvar de spines o a un ni-
mero impar de spines. Para una variable de Ising, O.=%tl , y
tomando {nicamente »r = 1 , se cumple que las interacciones
con wn nimero par de spines permanecen invariantes frente a
un cambio de signo de todos los spines de la red.

Por el contrario, las interacciones con un nimero impar
de spines cambian de signo. Esto conduce a que, para una sime-
tria Z(2),las interacciones pares y las impares tengan un rol
muy diferente (ver secc. 2 - 4). En general, para otras sime-
trias (por ejemplo 1la Z(q), @ >2), las interacciones se clasi-
fican segim conserven o rompan dichas simetrias.

Es conveniente explicitar el primer término en & de
la siguiente formas

mq]j_ ) . VAN 22 J:) 5

xX>h wmy, - &

(1 -5)

- 12 -



puesto que RL(ﬂ estard relacionado con el pardmetro de orden
A" con su conjugado termodindmico o "campo externo”.

El primer término de (1 - 5) al que llamaremos término
de fuente, para valores adecuvados de r , es un tipico térmi-
no de ruptura de simetria. Para el modelo de Ising (r = 1),
uvsado para describir la transicidn ferromagneto - paramageto,
h puede ser identificado con wn campo magnético externo.

Con todos estos elementos definidos se puede exoresar

la funcidn de particidn como:

K(."') _
{9
e) B JU‘) \_lt"7__ \( )
donde K, =0 J, ( = (>N ) y ¢ es una constante de
normalizacidén. Altemativamente se usard el subindice a (b,
Cyess )y en lugar del var (x, r) ( (>, s)y...) y también con-
viene introducir el vector K de componentes Ka .

La energia libre se define como:

F[KEEZ_MZ‘[K?&] (1 -17)

donde se ha simplificado wn tanto la dependencia respecto de
Ka . Observar que F‘gggaG-, donde G es la energla libre de
Helmholtz tal como se la define usuvalmente (ver,por ejemolo,
Stanley, 1971).

En Mecédnica Estadistica las funciones termodindmicas
est4n dadas por los valores medios de funciones A[T | defi-

nidos como:

gly = — 2 A ICRTALY ’
Al = oo Albeple 1) (1 -8

los curles se traducen a su vez en relaciones operatoriales

-13 -



sobre la energia libre P . Por ejemplo, la energia interna
resulta (Huang, 1963):

/BF_-
=< WIS > =
’3@
y por lo tanto se puede expresar el calor especifico de la

siguiente manera:
C = ’_E_l_).-_ = P,g& z}ff_. — Q -:_( "A(n g z -
ST @‘36 BQL( [.1>> (1 -9)

Con vistas a los anfdlisis que se efectuvarin en las si-
guientes secciones se darédn las definiciones termodinémicas
de otras magnitudes fisicas. En primer lugar, la magnetizacidn

estd dada por:

Mcw _ DVF >
(,a o (1 - 10)

¥y su expresidén mecanoestadistica se verid en la seccidn siguien

te. Por Ultimo, definimos la susceptibilidad como:

Hm B ’5 I
Aes =0 Q’al—w%) _‘~<5<’5HMDH"’>

En la formulacidn de la funcidn de particidn sobre el reticu-

lo y teniendo en cuenta el hamiltoniano (1 - 5) resulta:
X 5:(‘-‘» Z; L(( Qgﬁ;y(?e@;’>—<\’2¢q‘.">< QQQ';S>>
¢ .
\

donde ambas sumatorias se extienden sobre todo el reticulo. -

)
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1l «3 . Orden y simetria

Para generalizar el estudio del comportamiento cque he-
mos ilustrado mediante los ejemplos de wn gas - liguido y de
w ferromagneto es conveniente introducir el concepto de pari-
metro de orden. El pardmetro de orden es una medida de la can-
tidad y el tipo de ordenamiento que aparece en wna transicidn
de fases.

Para el caso del ferromagneto el parametro de orden es

la magnetizacidn con campo magnético externo nulo, es decir:
Mo(T) = M(H=0,T)

mientras cue la transicidn gas - liouido se describe mediante
el parédmetro de orden (f"jﬂ;) donde p es la densidad y Pe
es la densidad critica. lLas respectivas magnitudes conjugadas
o campos avplicados son el campo magnético y la presidn.

El elemento esencial de wma transicidn orden - desorden
es la ruptura o reduccidén de una simetria al pasar de la fase
desordenada a la ordenada. En la formulacidn de modelos sobre
wma red dicha simetria debe estar contenida en el hamiltonia-
no del modelo congiderado y, en partﬂcular, en los posibles
valores que puede tomar la variable de spin U, . Luego, el
surgimiento de wn cierto tipo de ordenamiento consiste en que
dicha ruptura de simetria se revele a escala macroscdpica. Es-
to sugiere que tal ordenamiento, o la ausencia del mismo, es-

tard descripto por la cantidad, en general, vectorial:

() 2D
Mo = < Z P CT > =— ’3\-—\"’) (1 - 112)
T, H=0 )

donde F y H "’ han sido definidos en la seccidn anterior.
Esta magnitud es usuelmente llamada magnetizacidn esponténea.

Para pasar al 1limite termodindmico N —>oco es necesario consi-
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derar la magnitud correspondiente por spin:

)
e Mo:<%‘q'\~>______<§_9 | (1 - 11b)
N * D HC

T,W=0

donde f es la energia libre por spin y se ha tenido en cuen-
ta la invariancia traslacional de la red. Por debajo de la tem
peratura critica, en la fase ordenada, alguna componente m(r)
0 una combinacién de dichas componentes seri no nula. Al pasar
a la fase desordenada dicha cantidad se anularid. Luego, m(r)
puede ser considerado el parfmetro de orden del modelo.

Sin embargo, dicho pardmetro de orden no necesariamente
estd describiendo un comportamiento critico. Para gue esto su-
ceda, la transicidn de fases debe ser de segunda especie, es
decir, el pardmetro de orden se debe acercar a cero continua-
mente a medida que T — Tc por debajo.

Si por el contrario en este 1imite aparece wn salto o
discontinuidad en el pardmetro de orden la transicidn de fases
es de primera especie. Este tipo de transiciones no presenta
fendmenos criticos, concretamente, una longitud de correlacidn
infinita. Una forma de visualizar las diferencias entre las
transiciones de primera y de segunda especie es estudiando, en

las proximidades de la temperatura de transicién, la energia

libre de Helmholtz proporcional a la funcidn:

T&W\']z FLH] "\‘ZS__ HE ) (1 - 12)

donde Hm=’5¥/3m«w y se ha abviado en ¥ y P la dependen-
cia respecto de las constantes de interaccidn K, . Los compor—
tamientos correspondientes a los dos tipos de transicidn se in-
dican en la fig. 1 - 1 . Por ende, también las funciones de res
puesta, como el calor espec{fico y la susceptibilidad, tienen

distintos tipos de comportamiento en ambas transiciones se gin
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se puede ver por ejemplo en Stanley (1971).
Para detectar una transicidén de fase de primera especie

se suele calcular el calor latente definido por:

AQ = CSZ\ ’af‘ >r; (1-13)

para una sola cte. de acoplamiento y T_ es la temperatura de
transicidén. AQ es figual a cero ( # 0 ) para wma transicidn
continua ( discontinua ).-

Volvamos a la cuestidn de wn ordenamiento de largo ran-
go. Una forma alternativa de describirlo es mediante la funcidn

de correlacién

Yﬁ“)\-FurT) <<Q&(STQ;*)>

) - - —_
= ‘—l( (\Y‘Kﬁ—v'%\ ’ ‘> (1-14)

donde la segunda igualdad es vAlida para un sistema infinito

(invariancia traslacional). En wma fase ordenada

M %0, T) = &im T\,

\¢| = o

(1-15)

debe existir y ser distinta de cero al menos para algim valor
de "v" , Es particularmente immortante el comportamiento de la
funcidn de correlacidn en la regidn critica ( T prdximo 2 Tc).

!

Usualmente se define la longitud de correlacidn ?i(T) como:

o~ Cy
T, T) - T (o0, T xp -/ 2CY] (1)

para [Floe y T > TC. Ia longitud de correlacidn mide la dis-
tancia sobre la cual los spines estédn significativamente corre-
lacionados. Como se verd en la siguiente seceidn Ei tiene wn

comportamiento critico en Tc .
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1 - 4 . Exponentes criticos

En primer lugar, siendo Tq la temperatura critica, de-
fihamos la temveratura reducida
+ et T - Te (1 - 17)
Te
de tal modo gque T > To (< To)at >0 (< 0).-

Luego se define el exponente critico de wna magnitud

termodindmica £  como:

% — Donn L. E(E) ~ (1 - 18)
t—’bo »ev\t '
. oA
Como wna abreviatura de (1L - 18 ) se suele escribir
£ (t) v ot (1 - 19a)
la cual no necesariamente supone f(t) =A t° sino
f(t) = A £ (1+ > E & ) (1 - 19b)

Recordemos que
x < 0 divergencia infinita en el ounto critico,
x > O f (t) = 0 en el punto critico. Si f ( |t]| ) co-
mo veremos mas abajo, aparece un nunto cuspidal;
x = 0 i) Divergencia logaritmica

ii) pumto cuspidal

iii) funcién perfectamente analitica, a lo:.sumo con wna

discontinuidad de salto.-
Para decidir en este Gltimo caso, se define otro nari-

metro

. _ £%)
st 3 +.Z<M~. L | # Lt')l )
L ol
»O I

(3 y
donde "j"™ es el menor entero tal que ¥ )(L-.) = o ¢

diverge para t >0 D E?
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Los exponentes criticos de las principales magnitudes
termodindmicas ( las cuales serdn ocasionalmente designadss
con términos pronios de los sistemas magnéticos) se definen

del siguiente modo:

i) exvonente ™ del calor esnecgfico
Sobre la isocora critica: H = 0 ; m = O
g t o OF
G~ : (1 - 20a)

(“‘t—)-d T — o~

donde el calor esvecifico C ha sido definido en ec. (1 -

- 10) .

ii) exvonente ® del varimetro de orden

A lo largo de la curva de coexistencia o de transicidn

de fases

M~ Q-t7® t - O (1 - 21)

r . .
m( ) definidas en la seccidn

donde m es alguna de las
anterior o una combinacidn de las mismas como se veria en

el capitwlo siguiente ( ver tambiédn el Cap. 4).

iii) exponente U de la susceptibilidad o funecidn de respues-

ta

A lo largo de la isocora critica

X oo T £ - OF (1 - 22a)
segan la 1linea de transié¢idn de fases

X L-t)‘“\ F s O (1 - 22v)

donde; si w,, es una combinacidn de las componentes

H
HLY)como se indicarid en la secc. 2-5, resultas
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_ e 2M ) i
X= O ey )T'_PQ’QME )T (1 - 22¢) '

(M = Nvm)
iv) exponente © de la ecuacidn de estado
sobre la isoterma critica: T = Tc ’ H(r)= o,
/8

v) exponente ¥ de la longitud de correlacidn

segim la isocora critica
t"Q T — D—‘r

€ v N (1 -24)

(&) t O

vi) exponente "L de la funcidn de correlacidn

En el punto critico:

™ —OL.\.Q__/V(—
RSP (1 = 25)

donde ['(f) es a2lgma de las componentes de la fincidn

de correlacidn definida en (1 - 14).

vii) exponente A

isécora crifica

Foeys 20y s o 7924

-y ouy (1 - 26)

1{nea de transicidn de fases

PO b £ £ O~ (1 - 26b)
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1l - 5 . Relaciones entre exponentes criticos

Existe un conjunto de relaciones entre los exnonentes
criticos (Fisher, 1967) ocue reduce a dos el nimero de expo-
nentes independientes. Podemos adovpntar la siguiente clasifi-
cacidn de estas relaciones segim las condiciones en ocue han

sido definidos los  expowentes (Baker, 1980):

i) relacidn entre expanentes definidos para t ¢ O

X'+ Z (> 4+ %' = 2 (1 - 27a)

ii) relaciones que involucran a exnonentes definidos sobre

la isoterma critica y a exponentes definid:s para

t<0 ' +(>(14+0) =2 (1, - 27p)
'\S
t 50 5=———A—— (1 - 27¢)
A4y

iii) relaciones aque contienen exnonentes criticos de las dos

regiones de temperaturas

& = (' ¥ = %'

AL A (1 - 274)
iv) relaciones entre los exnonentes de las correlaciones

¥ =(2-m )V

%' = (2_.q_3\f (1L - 27e)

o N . N ¥
v) relacidn cuve involucra a la dimensidn espacial o hiper-

escaleo

vy = L - X (1 - 27F)

la cual, combinada con las anteriores relaciones, puede
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tomar las siguientes formas:

S —

- M=k S 0 (1 -28a)
S+ 4

2N = AV 4+ X (1 - 28b)

Existe un conjunto de argumentos de plausibilidad pars
Justificar estas relaciones pero ellos no pueden constituir-
se en una derivecidn rigurosa de las mismas.(Barber, 1977).
Desde el punto de vista numérico existe evidencia acerca de
la validez de dichas relaciones excento sobre la relacidn de
hiperescaleo (Baker, 1982). ILa mayor parte de las relaciones
entre exvonentes criticos han sido probadas' rigurosamente

pero como desigualdades (Stanley, 1971).

La validez de las relacicnes (1 - 27) tiene gran im-~
portancia tedrica porouve, como se veri en la seccidn 2 - &,
dichas relacioens aparecen como consecuencia necesaria de
las hipdtesis que dan lugar al grupo de renormali-acidn ,en

particular de la hipdtesis de "escaleo" (Widom, 1965).-
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Notas al Capitulo 1

1 - MAs formalmente, se puede definir la longitud de corre=-

lacidn como (Wilson y Kogut, 1975)

e _ 5@?- 1 Ty

Sdf Vﬂo?\v

donde se ha adoptado una versidén continuigada del vec-
tor posicidn. Manteniendo la estructura discreta del re-
ticulo, la definicidn eovivalente a la anterior es la si

guiente (Baker, 1982) :

- - 2
£ 61 <<T8&<f°r2&¢-&7.—.<rz-: r‘-\\.o> )

g . K
X,

donde /X, es la susceptibilidad por spin introducida en
la seccidn 1 - 2. En ambas expresiones la integracidn o

la suma se extiende sobre todo el reficulo.

2 - En todo este trabajo distinguiremos el simbolo -~ defi-

nido en el texto, del simbolo:
Fle) o &7
el cval significa:

g’\“c.\>—.:_— A t—x
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Fig. 1l-la Graficas de la energia libre versus la magetiza-

cidén para varios valores de la cte. de interaccidn

indicando wna transicidn de primera especie.

’SIA K<KQ
KSKQ

Yol ke

Pigs 1-1b ¢ Graficas de la energia libre versus la magnetiza-

*
cidn para varios valores de la cte. de interaeccidn
indicando wna transicién de segunda especie. En el

2
punto critico K = K % _ o
c —=
Om
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CAPITULO 2
GRUPO DE RENORMALIZACION

2 -1 . Idea bAsica de la transformacidn GR

La transformacidn gruno de renormalizacidn surge como
respuesta directa a las caracteristicas de los fendmenos criti
cos sefialadas en secc. 1 ~ 1. En sintesis, en dicha seccidn se
habia establecido que los fendmenos criticos estén caracteriza
dos por una longitud de correlacidn infinita la cual indicza la
invariancia de escala de dichos fendmenos. Luego, el punto cri
tico apareceria como wn pwmto invariante o "fijo" en uma trans
formacidn que implique wn cambio de escala. La transformacidn
GR tiene esencialmente esta caracteristica.

l,s
La idea del GR es bidsicamente la de reemplazar, en cada

f
paso de transformacidn, el nimero original de grados de livertad
por wn conjunto menor de grados de libertad efectivos cde tal ma
nera que las propiedades fisicas del sistema vermanezcan inva-
riantes. Esta condicidn, expresada como invariancia de la fim-
cién de varticién, conduce a wna transformacidn de las constan
tes de interaccidn.

Con esta idea se versiguen simultineamente dos objeti-
vos., El primero, mds inmediato, es el de poder hacer manejables
desde el punto de vista del cdlculo a sistemas con un enorme-
nimero de grados de libertad. El segundo objetivo es el de ex-
plicar cédmo surgen los aspectos cualitativos del comportamien-
to cooperativo de dichos grados de libertad.

Considerando la formuwlacidn de los modelos de spin so-
bre reticulos, podemos definir wna transformacidén GR como 21 re

sultado de dos ovperaciones:

i) un cambio de escala: si Lo es la separacidn entre snines
en el reticulo original, en el nuevo sistema tendremos unz
separacidn:

L' = b L (2 - 1)
0



donde b > 1 es el factor de reescaleo.-
ii) un cambio en el hamiltoniano
3 b
(2-2a)
al que alternativamente podemos describir como un cambio

de los pardmetros de interaccidn
—_ — b —
K —» K'= R7[ ] (2-2b)

Esta Qltima relacidén se denomina relacidn de recursidén y en
. br . . .

ellag, la funcidn R [KJ es, a diferencia de las magnitudes

termodindmicas, wna funcidn regular ain en el punto critico

£ O
c

Al nuevo: hamiltoniano 1 le corresponde un nuevo fac-
tor de Boltzmann 13‘[G“1 , segm ec. (1 - 1) donde T, son
las variables de spin del sistema transformado. Luego, habré
wna transformacidén de los valores medios de las magnitudes
calculados con el anterior factor de Boltzmann FﬁSﬁl segun eco.
(1 - 8) a los valores medios de las magnitudes transformadas
A[S') calculados con P'[q] . Se deduce que la relacién lineali-
zada entre dichos valores medios debe reproducir la relacidn de
reescaleo (1 - 23) en sentido inverso de modo que la transforma-
cién resultante ( i )y e ( ii ) deje invariantes a las magnitu-
des termodindmicas.-

Para que la transformacidn (2-2) forme wn gruvo (més
precisamente un subgrupo: ya que .no estd definida la transforma-

cidn inversa) debe verificarse
o ' wo
RERE W, = R=° 4
Como con toda transformacidn es necesario analizar los
puntos que permanecen invariantes ante tal transformacidén. Estos

puntos invariantes son denominados puntos fijos y por lo vrevia-

mente dicho
K* = R[] ( 2-3)
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Supongamos que un sistema tiene un nwunto fijo. Una for-
ma heuristica de mostrar la relacidn entre tal punto fijo y el
ownto critico es la siguiente. Observemos gque ante la transfor-
macidn de escala (2-3) la longitud de correlacidn en unidades

del espaciamiento de la red escalea como:
— _4 —_3
E\EK'] - v ¥ [Kl (2-4)

Ahora, en el punto critico 'Ec ,'EJ]ZCJ es infinita y, por (2-4),
E;(ﬁi‘] , donde X' = Rb[ﬁcl , €s también infinita. Luego, vor
la supuesta regularidad de R° ,lfc debe ser solucidn de (2-3).
Es decir, el pwuwnto critico debe ser wm punto fijo. ILa inversa,
como se verd mis adelante, no es cierta.

En general, debido a la existencia de parametros "irre-
levantes" (ver su definicidn en la seccidn 2 ~ 3), los sistemnas
con B =ow generan una superficie en el esvacio de las interac-
ciones llamada superficie critica o de criticalidad. Por (2-4)
se ve que todo punto perteneciente a la superficie de critica-
l1idad genera por sucesivas aplicaciones de (2-2) un conjunto de
puntos - uwna trayectoria - perteneciente a la superficie de cri

ticalidad de tal modo cue

~ (™) = %

M. — OO
Por el contrario, si el punto donde comienga la trayec-
toria no pertenece a dicha superficie, & serd . finita y vor

‘ » - . -
(2-4) ' <5, es decir oue en wna longitud de correlacidn exis

IV IN

te wn nlmero menor de grados de libertad con lo cuval se estars

f

mds lejos de la sitvacidn critica.

En las secciones 2-3 y 2-4 se brindarin mayores vreci-
siones sobre el comportamiento critico. Previamente, en la sec-
cidn 2-2, se mencionarén las dos posibles formas de realizar la
transformacién GR , con el objeto de concentrar el estudio en

wna de dichas formas, la gue se realiza en el espacio real.-
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2 -2 , Dos formas de realizar el programa GR - Referencias

bAsicas

Como adelantamos en 1la "Introduccidn, la nrimera forma
préctica de realizar la idea del GR , debida a Wilson (1971 a,
b), se formula en el espacio de los momentos. En este esquema,
se parte de un hamiltoniano "de graneado grueso" en el cuzl se
han eliminado los detalles irrelevantes al comportamiento cri-
tico universal. Este hamiltoniano es funcidén de las transfor-
madas de Fourier de las variables de snin.ﬁf(gf). Ia reduccidn
de los grados de libertad se realiza eliminando la varte de //
E(FZ) mds rapidamente fluctuantes. Esto se logra integrando
los momentos [@,\ mayores que algin valor preestablecido [\ .
Ia transformacién G de R se completa con un reescaleo de

ﬁ(ED y wna redefinicidn de las constantes de interaccidn vero
no es nuestro objetivo discutir este formalismo.-

La segunda forma de llevar a cabo la idea de la trans-
formacidn RG consiste en trabajar directamente con el hamilto-
niano microscépico en el espacio de las posiciones de los svoi-
nes en el reticulo. Algunas técnicas dentro de este formalismo
serdn desarrolladas a partir del capitulo siguiente. En esta
seccidn solamente queremos mencionar ciertas ventajas o desven-
tajas relativas entre ambos esquemas las cuales hacen que deba-
mos considerarlos como complementarios, =~

Algunas ventajas de trabajar en el esvacio de los momen-

tos son las siguientes:(Wallace y Zia, 1978):

i ) féhcil identificacidén de la dimensidn critica superior d

es decir, la dimensidn a vartir de la cual la anroximacidn

del campo medio es exacta,

ii) capacidad de continuvacidn analitica en la dimensidn y de
generar exvansiones en £=d.-4, las curles conducen & valo-

res extraordinariamente precisos de los exnonentes criticos
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gracias al aprovechamiento de técnicas desarrolladas en

teoria de campos.

iii) analiticidad en otros pardmetros de la teoria como, por
ejemplo, en el nimero de componentes de la variable de

spin.

Las técnicas del GR en el Espacio Real (GRER) tienen

las siguientes ventajas ( Wallace y Zia, 1978):
i) simplicidad conceptual y técnica.

ii) posibilidad de realizacidn en cvalquier dimensidn espacial
en particuwlar para d = 2 donde se dispone de resulitzados

exactos para establecer comparaciones.

iii) capacidad de calcular cantidades no universales como la
temperatvra critica, o en general diagramas de fases. Es-
tos aspectos son importantes para el estudio de las tran-
siciones de fases orden - desorden (ver Cap. 4) (Schick,

1982 ),

iv) posibilidad de incluir distribuciones aleatorias de las
constantes de interaccidn con el objeto de estudiar siste

mas diluidos o frustrados (ver secc. 3 = 5).

v) capacidad de describir transiciones de fases de primer

orden, lo cual se discutirid en secc. 2 - 5.

El inconveniente princivel de las técnicas GRER es la
carencia de wn vardmetro natu;al que justifique los trunca-
mientos que se deben efectuar necesariamente para imnlemen-—
tar tales técnicas debido a la proliferacidn de interaccio-
nes (ver Cap. 3)(Burkhardt y van Leeuwen, 1982). Consecuven-
temente no estd claro como mejorar sistemdticamente la mayo-
ria de las transformaciones aprg;imadas con el objeto de es~

tudiar su convergencia (ibidem).
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Otra desventaja relativa, esto es, la posible existen-
cia de singularidades en las relaciones de recursidn obtenidas

mediante transformaciones GRER, es mencionada en la Nota 1,

Si bien el formalismo general cue desarvollaremos en
las siguientes secciones de este capitulo tiene casi en su
totalidad validez para ambas formulaciones de la teoria GR
overemos indicar algunas de las mis importantes fuentes bi-
bliogrificas dedicadas a las téenicas en el espacio de los

momentose.

Por orden cronolégico ellas son (las referencias comple

tas se dan al final de esta Tess ):
- Wilson K. G. y J. Kogut (1975)

-~ Domb C. y M. S. Green - editores (1976) ,~ varios articu-
los, entre ellos:

- Brezin E., J. C. Le Guillou y J. Zinn Justin
- Ma S. k. (1976)
-~ Barber M. N. (1977)

- Brezin E. y J, Zinn Justin (1980)
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2 - 3 . Formalismo general

En esta seccidn desarrollaremos el formalismo general
de la transformacidn sugerida en la primera seccidn de este ca-
nitulo.-

Trabajaremos directamente en el esmacio real, en el
cual tenemos definido al sistema mediante su funcidn de narti-

¢ /
cion
Z[Kal =l @XFL_G%—LLKQ;G}) (2 - 5)
185

donde el cambio de notacién resvecto a la usada en (1-6) tieon-
de a2 hacer méds claros los conceptos. Ia transformacion GR con-
duce 2 wmn nuevo sistema de spines %ffzg que poseen la misnza <i-
mensionalidad que los spines originales y estdn ubicz2dos en una
nueva red de N' sitios con la misma dimensidn esnacial zue la
red original de N sitios. Este nuevo sistema de s»

actta con wm hamiltoniano que posee las mismas simetrias sue
el hamiltoniano de vartida vperec con constantes de aconlami-ntio
K' de distint=a magnitud gque las Briginales K. -

En sintesis, luego de la transformacidn GR  tondramos
Z'[xy]=C 2 oo (CeH[nS]) -0
L&

donde C es wvna constante respecto de las configuraciones ae
los snines (pero denende de las Kg) aque mantiene la norma) -

zacién de la funcidén de pazrticién y tal aue:

Z[_\/\a] = Z\[K\“] (2 - 7)

o bien si definimos a las energias libres:
F=— beZ (2 - Ba)
F'-_-_@««&Q%‘_B@K?Q_QMEK\ .,QDS (2 - 8b)
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resulta

PKal =0+ F [xi] (2 - 9)
(2]
donde G= 1ln C .
La relacidén (2 = 9) o la anterior ( 2 - 7) vusce ser
considerada como una transformacién de los pardmetrcs ¥y a

los KXK'y es decir

K'y = Rd({xbg): Ra[K,] (2 - 10)
lo cual se denomina relacidn de recursidn.-—
Antes de continuvar con el andlisis de ( 2 -10) volva-
mos a (2 =8). En el limite termodindmico N, N' 500, con N/N'=

=D donde b es el ya definido factor de reesc2’ec, zg su=-

pone que:

\ \ \ !
FL\<11:M£U<11 & ‘_Kl‘l: N ‘@L\<11 (2 - 111)
donde f es la misma funcidn en ambos casos. Ademds en o) 29xmio

te termodindmico, G también avarsce como:

GY_K’;] = N QLKQI (2 - 11b)

Introduciendo las relaciones (2-11) en ( 2 - 9 ) se cbtiene 12

I 4 - . & ~ £ .
relacion de renormélizacion basicas

Plkal= @(kal 4 o™ 8 [K41] (2 - 12)

En este momento se efectha la sunosicidn esencial de la tzor
K,’

GR de que las funciones g y K's sean funciones regularse

de su argumento ¥, atn en el prunto critico. ITucgy 12 ¢

tegia del método GR consiste en extraer las singularida

n
m

la energia libre por snin £ [-ngl a partir de las fimcione
regulares ¢ |Kaly Ra[ 531._

Un punto fijoo K de la relacion de recursion( 2-10)
es tal que

<% = RZ[R*] (2 - 13)
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Supondremos (y esto se verifica para los modelos trata-
dos en esta Tesis) auve existe un conjunto de puntos fijos aisla-
dos. Estos pwmtos fijos pueden pertenecer a tres clases: a) Ka=0
para todo a , triviales; b) algn K, infinito; ¢c) alghn K, fi-
nito no nulo. Los puwntos a) ¥y b) caracterizan las fases del mo-
delo (ver por ejemplo, secc 4-3). Entre los puntos c) estdn los
pwntos criticos.

Debido a la supuesta analiticidad de Ra[:k:} es posi-
ble linealigzar la relacidn de recursidn alrededor del nunto fi-

jo, resultando:

\ w * %
Ky — W =2 Tas (Kb—\”ﬁ\o> (2 - 14a)
')
donde
>
_ | =W |
Tae = (——i _ (2 - 1av)
,B\’(_b K"‘
es wna matriz real, en general no simétrica. Sea T;; diagona-

lizable y sean ’XL sus autovalores con autovectores izauierdos

L e @
¢, definidos por
3 " )
Z_Lp“T N
~ 3 alo * 1%}
Si se construyen coordenadas "normales” w. como

Mo = ;2;- LP; L‘ﬁq.— HL:?) (2 -

=~

5)

se obtienen las ecuaciones desacopladas

w = L,kil:v\‘a]__. N L\,(ll (2 - 16)

Esta Gltima relacidn sugiere que el conjunto {ui(\ﬁ‘)g puede
ser considerado como las coordenadas curvilineas adaptadas @

la transformacidn. Notar aque estos u;, , & los aue de acul en
adelante denominaremos "campos de escaleo", estin determinados
a menos de un factor multiplicativo, lo cual es caracteristico

de los autovectores.
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En este nvevo conjunto de coordenadas, la relacidn ce re-

normalizacion bdsica nuede ser reescrita como

Q(“\l“i) )::. %Lu‘)uz) )—\—b_*e(%&u‘ /\7‘41, )
(2 -17)

Ta sunposicidon basica es que los cammos de escaleo sear

—

funciones regulares de los nardmetros de interaccién y nuve //
g [ui] sea funcidn regular de los c2mnos de escaleo.-
Observar que la reiteracidén de la transformacidn {2 - 1g)
conduce a
5

w [ Ka | (2 - 18)

.

iy [K;ﬂ:‘ = >\L

vor lo cual es imnortante clasificar a los cammos uj en rele-
vantes o irrelevantes segin escaleen con >n">4o<ﬂ resnoctiva-

mente. Si A. = 1 el camno se denomina marginal, Bajo rene-

A J

tiecidn de la transformacidn (2-16) los cammos relevantzss aunen-

= . — %
tan con lo cual de (2 - 15) se ve que K se aleja de X ,

es decir, indican una direccidn de inestavilidad., Per el cocn-

trario un campo irrelevante disminuye indicando una dirsceidr
de estabilidad segun la cual K se anroxima a 'ﬁ". Iuwers,
los autovectores irrelevantes corresnondientes 2 un punto fijo
determinado generan um subesnacio en el esnacio de los narime-
tros llamado dominio de atraceidén de diche nunto fijo o suner-
ficie de criticzlidad. Estd claro que el dominio de atraccidn

estd definido vor:

uj vy = = UTT) =0

1
donde vy , , Uy son los campos relevantes, S5i el numers
de campos de escaleo es n , la dimensidn de dicho subesvacio

serd (n - m). El punto fijo estd determinado »nor la anulacidn

de todos los campos de escaleo. Tn la figura (2 - 1) se mues-
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tra el espacio de wn modelo de tres ctes. de interaccidén X1

K> » K3 con dos camvos relevantes que generan wna suverficie
de criticalidad corresnondiente a un punto fijo no trivial,
El modelo Z (4) discutido en capitulos 4, 7 y 8 también pre-
senta wna interesante configuracidn de nuntos fijos y flujo
de trayectorias.-

Ia identificacidén de superficie de criticalidad con domi-
nio de atraccion o de estabilidad surge de la identificacisn
del opunto critico con el nuntoc fijo no trivial juntamente con
el significado fisico de la transformacién GR , asvectos ~ue
han sido discutidos en la primera seccidn de este canituvlo.-

Finalmente, es immortante comn se verd en la seccidn si-
guiente, clasificar a los campos de escaleo sobre la base de
la simetria. Como se vid en el capitulo anterior el hamiltoniz-
no (U] consta de wna parte simétrica ($° ),es decir invarian-
te frente a una rotacidén de todos los spines y de una narte
que rompe dicha simetria ( ¢~ ). -

E1 hamiltoniano renormalizado $1[R‘;“”1 también tendri

' S V
una parte H y wma parte G . Supongamos que la tronsiorna-
cién GR es tal que a una rotacién de los spines T, le corres-
ponda wna idéntica rotacidn de los svines T! . Luego frente 2
wma rotacidén, ambos 3&5[\2&'1 y 363 [R‘,G‘l permanecen inva-
riantes y , %R[Q.ql y 3" ['Z',‘\""l varian. -

Luego es evidente que @‘s_-_— R;{_\Zs] y no de \:<-m . Por
supuesto no se puvede afirmar algo semejante resvnecto a ;hleaizﬁl
Si el punto fijo pertenece al subesvacio de 1las interacciones

&; es decir Far = 0 1lo cual se cumple en los modelos aue
son considerados también se debe verificar que en las inﬁedia-
ciones de este punto fijo, \_<:.,_-..-. R“.,_ [_l‘?r,_] . Esto conduce a wna
divisidén de la matriz T;% en una varte "simétrica" Tzﬁz y
una vparte de”"ruotura de simetria" T:'\k1 definidas mediante las

relaciones:
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\ » »

Ke - Ks‘ = Z;: T:\i‘ QK‘-; - K’z > (2 - 19a)
\ » ? * ¥

\<Q\ - ‘<Q = _—\—_R\‘ZI ( \"(Q\"’ KR'L) (2 - lgb)

' p)

con la consecuente divisidn de avtovectores y autovalores, -

- 36 =



2 - 4 + Cilculo de los exponentes criticos y de la energia

libre.

Puesto que g (ul, w2 ,...)es wna funcidn regular, la

parte singular de la relacidén de renormalizacidén bdsica (2 =17)

resulta:

Y, Y. Ay
-eSM'\%<b u\ab lJLz) >: b -(kaz& Qulluz
S (2-20)
donde ciertas consideraciones fisicas (ver por ej. Niemeijer y

van Leeuwen, 1976) determinan que solo los campos relevantes
sean considerados (finitud de la energia libre) y que (Veger !
1972)

i
A= o (2 - 21)

(independencia de los exvonentes criticos del factor de rees-
caleo b).-

Para los sistemas magnéticos en condiciones de maxina

FJ
&)
i

universalidad solo estén implicados dos campos de escaleo re

vantes (relacionado con la temperatura) y u, (relacionade

Up
con el campo magnetico) cuyos autovalores son resvectivamente

>\TL: by"') b >\H(: byH>

Volvamos a considerar un nunto fijo perteneciente 2l
subespacio {KS}. Un cambio de temperatura es un cambio en la
magnitud de todas las constantes de interaccidn Ka’ ™ varti-
cular wna variacidén de temperatura en el opunto fijo mantiene al
hamiltoniano en el subesnacrm{?LSScon lo cual podemos conside-
rar la temperatura acoplada a las interacciones simétricas.-

Luvego el campo debe buscarse como autovector'de

Up
od - Y . . P 4
’I‘5 < e 91 este sector de la matriz de linealizacion posce
A T2

varios autovalores relevantes, es decir:
b3 s
>\‘> XZ >°' >1

l5gicamente se debe identificar A+ con .>; o
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Por el contrario, la introduccidén de un camvo magnético
nroduce wna ruptura de simetria, por lo cual el autovector
Uy debe buscarse en la parte T:‘Rt de la matriz de lin=zlg-—-
zacidn. Agul también vale e1 comentario anterisr reswmecto al
caso de existencia de varios autovalores relevantes.-

En general, la argumentacidn anterior es valida tanto nara
la simetria completa del hamiltoniano como »ara una simetria
residual, es decir la simetria que aim posee el hamiltoniano
después de wna ruptura parcial de simetria ( p. ej. algln XK = 0)
Esto se ve claramente en el andlisis del modelo Z (4), vor ej.
caps. 4 y 8.~

Para estos dos campos relevantes, (2 - 20 ) se nu2de rees-

cribir como ( Widom 1965 a, b)s

a Yy Al
Q&M%(by My, b u'\'\\:b QMG&(MT'MH\/

(2 - 22)
cuyas posibles soluciones sons
SO LR VA (2 - 23a)
f
V) CL/\/H 16 ("
boa (e (R £ (/77 ) (2 - 23b)

Ia relacidén entre los exvonentes . e \,, nor una narte y los
exponentes criticos «, (>, ¥, & por otra se establece a vartir
de (2 - 23 ) y de las definiciones de las magnitudes termodind-
micas involucradas dadas en el capitulo 1l.- Tomemos el calor

esvecifico. De ece (1 - 20 ) y {2 - 23a) resulta:

2
F &
Chx-22 T %
9 &t N
lue go
| al_ \
7T

Analogamente para el coeficiente (b , teniendo en cuenta (1= 11)

(1 -21) y {2 - 23a) se obtienes

®= A - ¥m (2 - 24b)
e
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para el coeficiente ¥ , de (1 -22) y (2 - 23a)

¥ = X' = Gl (S elas (2 = 24c)
Y_‘.
y vara el coeficiente & , de L - 11), (1L -23) y (2 - 23b):
S = TH (2 - 224d)
oL_yH

Observwar que las relaciones (2 - 24a/d4 ) satisfacen 2ut- mati-
camente las relaciones de escaleo e hiperescaleo ( 1 -27e),
(1 - 279). Fn sintesis estas relaciones, en la teoria del GR
se derivan de la relacidén (2 - 22),-

Ia inclusidn de esta derivacidn se justifica mor cuento
en el capnitulo siguiente se mencionari una formulacidn en la
que estdn involucrados sistemas de tamafio finito ( ver secc. 3-
4).-

Finalmente incluimos el cdloulo de la energia libre ~ue
utilizaremos en el capitulo 7. Siguiendo a Niemeijer - van Leeu-
wen (1976) y Wallace - Zia (1978) consideramos un solo c2muo
de escaleo relevante wu perteneciente al subesnacio 0T Ia
generalizacidn a cualquier nimero de campos de escaleo es sumza-

mente directa. Ia ecuacidn (2 - 17) toma la forma

Py = Q) + 57 2 (0w (2 - 25)
la cual iterada n veces conduce a
Ag J -t o M 5z
£(wy = 2;_ L (N )+ b £ (N W) (2 - 26)
\Sso
Consideremos el siguiente comvortamiento
Gs ST E(NW) =0 (2 - 27)

M oo h
Esta condicidn estd basada en la sunosicidn de aque 1la ener—

gla libre se comvorta suficientemente bien para valores grandes
de los camnos de modo no pueda comvensar la potencia U-MOL o=

Entonces (2 - 26 ) se reduce a:
ok
L) = 2—_ \<>es go\ W) (2 - 28)
B-O
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Para un numero arbitrario de campos de escaleo, la condi-

cidn (2 = 27) se generaliza como:

- 4

. D M M. -
Linn o *('(X\L‘L‘)Az L, )—,—_—L] (2 - 29)
M, —> oo
y la ec.(2 -~ 28) como:
= i | ;
ﬁ(bh,uzv.~>= 42__. kbz Eg(?& LM,>$ZKAL) > (2 - 30)
p = O

Esto es todo lo que necesitamos para el canitulo 7. Sim-
vlemente por completitud, y volviendo &l caso de u solo camvo
u ,se indicarid gue tanto la parte regular como la parte singu-
lar de la energla libre £ pueaén ser calculadas a partir de

la fincidn g . En efecto, como g (u) es wma fincidn regular,

D

—

gg(u\) :;C2L_~ N o ( 1

M =O '>M

N
!
L
-~

Luego, la pzrte regular de f se expresa como:

O

oL L™ (2 -32)
g L) = %:e‘; S

donde

A’L -

(P N
Si se divide (2 - 31) como

Mg~ A
bl ML

Al — L AL

= M=O Sm + )

donde n_ es la primera potencia para la cusl )6~> \- , se
vuede demostrar que
* o0
£ (W) = A Q (,\M,Q (2 - 33)
s

Y = -

la cual satisface la ecuacién de homogeneidad (2 - 22).
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Dejamos aqui la teorfa general de la tranaformacidn GR
en el esvacio real. Queda & un lado el andilisis de la magneti-
zacidn y de las funciones de correlacidn dentro del contexto
del GRER, por cuvanto estas magnitudes fisicas no son rslevan-
tes en las técnicas que han sido estudiadas. No obstante, cue-
remos sefialar que el andlisis de las funciones de correlacidn
es formalmente importante debido a ciettos problemas cue z2fec-
tan a las funciones de peso lineales (ver secc. 3 - 2 y Nota
3 - 2).

Para los aspectos arriba sefialados y aue son soslayzdos
en esta Tesis remitimos al lector a los trabajos de Niemeijer

y van Leeuwen (1976) y Mirtin (Tesis, 1980).-
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2 - 5+ Transiciones de fases de primera especie en la

teoria del grupo de renormalizacidn.-

En esta Tesis se estudian modelos que, como se veria en
el canitulo 4, presentan en algunos casos transiciones de fa-
ses de primera especie o discontinuas. En general los métodos
del GRER dan cuenta de estas transiciones vero omitiendo su
cardcter discontinuwo, es decir, describiéndolas como de segun-~
da especie. Asi,esta descripcidn errdnea permite calcular como
de costumbre los "exponentes criticos" aunque éstos vor suvues-
to: tienen un significado puramente formal. Esto sucede vpor ejen-
plo en la aplicacidén al modelo de Potts de la técnica de Migdal-
Kadanoff (Nienhuis et al, 1981) y de la técnica del "puente de
Wheatstone" (Levy y Tsallis, 1981).-

Si bien en esta Tesis en general se pasara pvor alto
el cardcter de las transiciones se voretende a continuacidén men-
cionar algumas discusiones sobre este tema.-

Uno de los primeros intentos de detectar una transi-
cidn de fase de primera especie dentro del contexto de la teo-
ria del grupo de renormalizacidn es el realizado vor Nienhuis
y Nauenberg (1975). En este trabajo se dan condiciones suficien-
tes sobre los puntos fijos y los autovalores de la matriz de li-
nealizacidn para que generen wn vardmetro de orden discontinuo
para temperaturas T por debajo de wna temperatura critica Tc.—

Siguiendo a estos autores, consideremos un hamiltonia-
no» genérico del tivo analizado en secc. 1-2. Por simolicidad,
supondremos que el naridmetro de orden "m" tiene una sola comno-
nente. Frente a una transformdcidon GR se presuvone, en nr%mer
lugar, la existencia de un punto fijo K. , corresvondiente a
H= 0 con n comportamiento critico normal.-

% w

Se supone luego que existe otro punto fijo K_ con

H= 0Opara T (¢ Tc' Este punto fijo es un punto de discontinui-

dad si



e w
i ) Su autovalor A, asociado al campo externo H resulta

L3 ¢ ”
igual a b es decir VR ol
o=

1) Qi A () £ O

W W ¥ Y

“

donde Awm () = w+(k3 — M _ (W)
Wiy () = Lo |
W OF ‘_

C2f G, |

2H

El subsiguiente progreso en esta cuestidn se da en el
contexto de las técnicas Monte Carlo - grupo de renormalizacidn.
Blote y swendsen (1979) han sefialado que para el modelo e Potts
de 3 estados en & =3 o0 4 no se detecta un vunto fijo de
discontinuidad con las caracteristicas arribta sefialadas. Estos
autores encuentran que la transicidn de fases es de primera es-
vecie describiéndola como un cruce de las energias libres de
la fase metaestable y de la fase ordenada a la misma temneratu-
ra como se indicd en secc. 1,-

Por ltimo Nienhuis et al (1979) han reforzado la idea
de que las fallas de las técnicas GR en describir transicio-
nes de fases discontinuas no son inherentes a la concencidn del
GR sino aque surgen de una realizacidn incompleta de dicha con-
cencidn. Consecuentemente han pronuestor una nueva técnica GRER
en la que se introducen vacancias mediante la cual han mostrado
exitosamente la presencia de transiciones de fase de primera es-

pecie en el modelo de Pottse.=
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Notas a8l Capituwlo 2

1 - Se ha seflalado (Griffiths y Pearce, 1979) que para la ma-
yor parte de las técnicas GRER esta suposicidn no es vAli-
da globalmente en todo el espacio de pardmetros en el 1imi
te termodindmico. Esta peculiaridad debe ser considerada
una desventaja de las técnicas en el espacio real ya que
las fluctuvaciones oue dan lugar a las singularidades en las
relaciones de recursién son eliminadas en la formulacidn en
el espacio de los momentos. Ko obstante, para la mayoria de
las técnicas del GRER mis usadas no se han encontrado hasta
ahora singularidades en la regidn critica.{(Burkhardt y van

Leeuwen, 1982).

2 = La constante C, y por lo tanto g, nueden ser consideradsas

como provenientes de una interaccidn constante, es decir

(@]
)
Oa
o3

en la exoresidn del hamiltoniano (1 - 3), la intera

o+
~
v
D
2]
'——.l
4V

correspondiente a r = 0. No obstante, preferimos ex
de la funcidn de particidn verque dicha constante juegza un
papek singular en la teoria como se verd mids adelante. Por
otra parte, su significado fisico es bastante claro. Por

ejemplo, en la transformacidn de bloque de spin renresenta

la energia libre de cada bloque.
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Fige 2 - 1 La superficie 42; indicada es el dominio de atrag
cidon del pwnto fijo P . Con cruces se sefialan tra-
yectorias obtenidas a partir de pumtos prdximos 2
dicha superficie mediante la aplicacidon de sucesi-
vas transformaciones GR., Tales trayectorias se a-
cercan al punto fijo vara luego alejarse de Zz; .'
Con puntos se indican trayectorias oue, comenzan-
do en nuntos pértenecientes a ZE; , s mantienen
,

sobre esta superficie y finalizan en el punto fi-

JOJ”
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CAPITULO 3
TECNICAS FN FL ESPACIO R%AL

. . . Al
3 =1 . Fl esquema de d901m3016nL]

Fn este esquema la transformacidn GR se realisz Ai-
vidiendo el reticulo en un coniunto de svines {/A‘g que corsti-
tuyen un reticulo de la misma forma que el original (mas =2ielan-
te analizaremos la técnica de Tatsumi en la cual cste recunri-
miento no se cumnle sino indirectamente) y el conjunto comrle-
menteario i6‘5°-'

Por suvuesto, el nasaje del reticulo original al reti-
culo de las variables  significa un reescaleo en uvn factor
b , con 1o cual se satisface uvna de las condiciones suz ¢afi-

nen wna transformacidn grupo de renormalirzacidne. Tl rasaie =8
realiza efectuvando laz sumas sobre los spines T Alqouamzn Ta-
sibles elecciones de Uﬁk ¥ {Eﬂb, para wna red cuadrada, se Tuea-
tran en la Fig, 3~ l.-
5
Ias téenicas pertenccientes a este esquema de decint-
cidn nueden ser descrintas genericamente mediante el omneraior

- . .. .. oy
de decimacién T{xc| definido como:

T o] = N S(pi= ) (3 - 1)
donde la productoria se extiende sobre todos 1los sitics o "2
red resultante. Iuepgo, la transformacidn rtuede ser ¢otrblocidn

como

xp(-e®lpl) = 2:—3‘ Thsleplrll) o2
) xZ—s o CCHLRSL) o

]
donde %C[?l es el hamiltoniano renormalizado (efectivo).-

Puesto que:

;%;_ —T-[fxﬁS] = A (3 - 3)
)
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se verifica automaticamente la scyunda condicidn que define

3)

wna trancsformacién GR a saber, 1la conservacidén de la funcidn
de particidén, es decir:
Z = exp (¢ H ] ) = 2 onp (W 1)) (3 - 2)
{95 Ak

Imponiendo que ‘W, vosea las mismas simetrias aue . ,
es decir cque mnosea la misma forma, ec. (3 = 4) nuedc entancace
ser considerada como una transformacidn de las constantes de
interacecidn, es decir, puecde ser reescrita comoc wma relaciin

de recursion:

Uno de los princirales inconvenientes del esquema de dcci-
macion, es que, a partir de un hamiltoniano con un conjunts fini
to de interzcciones, desnués de un naso de trensformacidn 2,
se generan, e€n general, nuevas interacciones no coantienicas €n
el hamiltoniano inicial. Estas interacciones es»iireas, en el
siguiente vaso de transformacidn, generan nuevas intericciosnes
Yy asi sucesivamente. Puesto cue este nroceso debte ser reretiils
infinitas veces, el hamiltoniano efectivo, en general, entzri
constituido nor infinitas interacciones no trivizales indensn-
dientes, Ia necesidad de un hamiltoniano con un nlmero finito
de interacciones, unidos a las dificultades de cAlculo que con-
1leva el método exacto de decimacidn, conduce a la fornul22idn
de alguma anroximacidn. In el canitulo siguiente se estudiari
wna de las anroximaciones mds usadas, la de Migdal - Kadanoff.-

Parz finalizar esta seccidn indicaremos el origen de
anroximaciones usadas en algunos trabajos clésicos come el de
Wilson (1975) y el de Kadanoff - Houghton (1975) para estable-
cer posteriormente la diferencia con la naturaleza de la anro-
ximacidn de Migdal - Kadanoff que puede ser concebida como el
orden cero de la expansidén de Martinelli - Parisi.-

En los trabajos antes mencionados, basicamente se tiene
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en cuenta que en T ,wel hamiltoniano ¥ = 0 es un punto fijo
por lo cual es razonable realizar wma expansidn alrededor de
las constantes de interaccidn iguales a cero, es decir vna ex-
pansidén en alta temmeratura. Mas concretamente, la idea es que
el cortar las relaciones de recursidn en determinado orden de
las constantes de interaccidn implica considerar un esvacio de
interacciones también finito. Por ejemvlo en el trabajo de Wil-
son (1975) donde para el modelo de Ising la renormalizacidn se
realiza segin la fig. 3 - 1b, en el orden mis bajo solamente
deben ser retenidas la cte. K de vecinos ‘prdximos y la cie.
I de vecinos prdximos siguientes.-

Una forma en que se generan estas expansiones en alta tem-
peratura se vnuede ver en el otro trabajo citado ( Kadanoff y
Houghton, 1975). Aqui{ se tienen en cuenta 17 interacciones cue
involucran conjuntos de hasta cinco snines. ILa exvresidén (3 -2)

puede ser reescrita como:

1 ‘ Z_ e~(5“‘%/usx qu _"aﬂ%atql
S ) s G ©

18) ? (270%&0[61
\S)
N
- 0 Ly /\WFL‘G%:Q*Y_(})% (3 - 6)

donde %CQBTl contiene las interacciones que pueden ser exacta-
mente calculables. Para el modelo de Ising decimando segin la

fig. 3-1la estas interacciones son la constante y la de vecinos
proximos. El1 %&Ma&gl contiene todas las restantes interacciones

que se quieran incluir. Lyego (3 - 6 ) conduce a:

¥ [Ml = M‘O (_;«1 AR (3 - 72)

donde

W, [r] = I < Q“E(‘Q%w [“1> % (3 - 7b)

Desarrollando este Gltimo exnonencial alrededor de G>= 0
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y después de efectuar la usual transformacidén de van der Waer-
den resulta para ﬂ&: wn desarrollo en serie de potencias de
tanh K cuyos coeficientes son los cumulantes de (3 - 7b).-

A partir de este punto es necesario pasar a uwn cdlculo dia-
gramdtico para determinar las relaciones de recursién, vero //
esto ya excede los objetivos de esta exposicidén antes plantea-

dos.
5

Dentro de este tipo de técnicas mencionaremos nor Ultimo
la interesante variante debida a Tatsumi (1978), desarrollada
para sistemas tridimensionales, especialmente con interacciones
aleatorias, para las cuales los métodos originales de Miemeijer
- van Leeuwen y de Kadanoff no dan resultados satisfactorics.-

En el método de Tatsumi la transformacién de decimacidn
Rij. conduced@ un sistema i a uvn sistema j, por ejemvlo de
una red cubica simnle a una red cibica centrada en el cuerzo o
a wma red cubica centrada en las caras de tal modo que trds su-
cesivas transformaciones se recobra el sistema original. In
la fige 3 - 2 se indica el proceso que conduce de sc a bee
y viceversa. Para un proceso de dos etapas los parametros renor-

malizados resultan?

K\g = G’;a(K;)':-’Q;%LQg; U’Q\) (3-8)
y para una transformacion de tres pasos J
Wi = Gr\KQK:\=Qn¢ LQKS LQM ) (3-9)

Si el sistema i y j tienen el mismo numero de ountos
fijos y wn punto fijo no trivial, los puntos fijos no triviales

estdn mutuamente relacionados por la ecuacidn:

)

<=3 (<)) (3 -10)
Es ficil verificar que:
Neg= T k0D R‘gl\ak‘:) (3 -11)

donde las primas denotam la derivada parcial con respecto a las

constantes de interacciédn. Ki « Como sabemos, el autovalor
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térmico IX*B estd relacionado con el exponente térmico V

A o o
VR = (3 -12)

donde y, es el indice de escaleo térmico. Ecuacién ( 3 - 11)

nos indica que los exponentes criticos de dos sistemas i Yy
j de la misma dimensionalidad son iguales, lo cual estd de
acuerdo con la hipdtesis de uwniversalidad. Para la transfor-
macidn de tres pasos es necesario: tener un poco de cuidado nues-
to que los puntos fijos no triviales (inestabies), y por 1o
tanto los autovalores térmicos, dependen dél orden en 2ue se
realizan las transformaciones. Lo que se puede afirmar es cue
tres sistemas tienen los mismos exvwonentes criticos nara el mis-
mo proceso ciclico de transformaciones.-

Se puede ver en un trabajo reciente ( Benyousef - Boccara,
1983) una aplicacidn de este método al modelo de Ising con di-
lucidn y frustracidn en las ligaduras, en el cual podria anzre-

cer vna fase de vidrio de s»nin.-
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3 - 2. EI esquema de bloques de spines

En este esquema el reescaleo de la red se realiza reem=
rlazando un conjunto de spines conformando un‘bloque o celda en
la red original por uwn Unico spin en la red transformada. Para
una red dada existe wna gran variedad de blogues o celdas aue
pueden ser elegidos y que tienen la proviedad de conservar las
simetrias de la red original. Ejemnlos vara redes cuadrada y
triangular se ilustran en figs: 3 - 3 y 3 - 4 resnectivamente.-

Por otra parte los nuevos spines toman valores alezto-
riamente sobre el mismo conjuvnto gque los svines originales.

Un cambio en este conjunto de valores conduciria, como discuti-
mos en el capitulo 1 a una modificacién del comportamiento cri-
tico.-

Existen diversas formas de asignar wn valor al nuevo
spin ( o spin - bloque ) a partir de los snines originales gue
constituyen el bloque. Ia mds sencilla adoptada -~riginalmente
por Niemeyer - van Leeuwen (1974) para el modelo de Ising, es

la regla del signo o regla de la mayoria formulada como

42:_. 9, ¢

RS
e

donde fb@”ﬁ es el conjunto de sitios del bloque ik Si el nu-

(3-13 )

mero de sitios del bloque es par se debe tomar wna convencidn
por ejemplo vara un bloaue cuadrado "desempata" el spin del vér-
tice inferior izquierdo.-

El formalismo general de una transformacidn bloaue de
spines puede establecerse mediﬁnte la ecuzcidén ( 3-2a ) de la
seccién anterior donde W-Er"v] conocida como" funcién de veso"

debe satisfacer ( 3-3 ). También se immone:

—
Lp9120 ( 3-14 )
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para asegurar el cardcter real del hamiltoniano efectivo 301}{1.
/
Cada forma de asignar wn bloque - spin a vnartir de los snines

iniciales, se traduce en wma exnresidén particular de la fun-

cién V (_}.A ,Tyl .-

Para wna variable de spin de Ising 1la forma mids sim-

ple que puede tener la funcidn de peso es

TLusl= R 7 Ut (<] ) ( 3-15 )
\
donde A' designa los sitios de la red transformada y-'ti\ in-

dica la forma de vincular el spin - bloque con 1lo0os svines origi-
nales.- h

Tradicionalmente las transformaciones segim ( 3-15 ) '
se dividen en lineales y no lineales.-
a) Transformaciones de bloque lineales, por ejemnlo, para wna

red triangular fig, 3 - A4A:
£, (9] - e (S QL Gf’) (3-26 )

Se ha sefialado (Bukhardt - van Leeuwen, 1982) que to-
da funcidn de peso lineal es inconsistente con las proniedades
esperadas de escaleo de las funciones de correlacién en el nun-
to fijo a menos que vn parametro de acoplamiento p sea incor-
porado a la funcidén de peso y que dicho parametro tome la forma

(A-24+4)/2
p=o> ( 3 -17)
b) Transformaciones de bloque no lineales., Ejemnlo para 1a red
triangular
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Ahora no hay restricciones sobre los posibles valores
de p y Q. Para p = = q = % se recupera la regla del signo
( 3-13 ).-

La regla de la mayoria puede generalizarse por ejem-—
plo para variables de snin vectoriales (Knops 1975) o vertene-
cientes al grupo Z (N) pero es necesario tener ciertas precau-
ciones, Consideremos spines de Potts que pueden ser del gruvno
Z(N). Ia regla de la mayoria aplicada directamente a un blocue
es cuestionable cuando muchos o todos los spines estdn en esta-
dos diferentes, En estas situacioneéuésignar un determinado es-
tado al spin - bloque se sobreestimaria la tendencia al orden
lo cual a su vez implica wna sobreestimacidn de la interaccidn
con los spin - bloques vecinos. Por el contrario un srin - blo-
que altamente desordenado tiene wna muy débil interaccidén con
los vecinos, es decir se comporta como una vacancia.-

Este inconveniente ha sido salvado en una interesante
forma por Nienhuis et al (1979) considerando wna transformacién
que mapea el modelo de Potts usual en un sistema diluido intro-
duciendo otro conjunto: de variables &; que pueden tomar los
valores O (sitio vacante) 6 1 (sitio ocupado).-

Volviendo 2l formalismo general de este tipo de técni-
cas sefialemos que, similarmente a lo que sucede con las técni-
cas de decimacidén, el proceso de spin - bloques generan infini-
tas interaceidnes. Luego nuevamente el espacio de los parame-
tros de interaccidén debe ser truncado mediante alguna técina de

aproximacién. Ias técenicas standard

a) Redes de tamafio finito (nada que ver con el método que 'mis

adelante veremos de reescaleo entre sistemas de tamahfio fini-
K.‘
to).

b) Expansién en cumulantes: la misma idea de la expansidén que

vimos en la seccidén anterior. Hindtesis de pardmetros peque-

fios ( alta temveratura ).-
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¢) Aproximacidn en racimos ("Clusters"): en esta técnica no se

efectha la hipdtesis de pardmetros pequefios,

han sido claramente expuestas en Niemeijer y van Leeuwen (1976)
y exhaustivamente analizadas en Mirtin (1980). De acuerdo con
el espiritu general de esta Tesis, dichas técnicas no serén es-
tudiadas en mis detelle por cuanto a) el autor considera cue

la aplicabilidad de las mismas ha sido suficientemente demos-
trada mediante numerosos trabajos y b) no forman parte de los

clleulos desarrollados en esta Tesisg.-
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3 -3 . Otras técnicas que contienen aspectos de los dos es-

quemas precedentemente estudiados

4

En la literatura sobre este tema de rdpido y sostenido
desarrollo se han sugerido otras técnices que contienen aspec
tos de los dos esquemas analizados en las secciones preceden-
tes o son combinaciones de los mismos o son de dificil clasi-
ficacidn.

En primer lugar, incluiremos en esta categoria interme-
dia wn conjunto de técnicas que desarrollaremos con mayor de-
tenimiento en el capitulo 6. Estas técnicas pueden considerar
se aproximaciones tanto de un esquema de decimacidn como de
un esquema de bloques. En ellas se divide a 1a red en bloques
los cuales son reducidos a bloques mis pequefios decimando al-
gunos de los spines del hlocgue inicial. Los restantes svines
del blogue original pasan intactos a2l blogue final.

El proceso de decimacidn puede ser acompafiado por wna
aproximacidn intermedia de deformacidén del blogue inicial,
Esta deformacidn se realipma de tal modo de preservar determi-
nada propiedad, por ejemplo, para wna red cuadrada, la de au-
todualidad. )

Una técnica similar pero en la que el pasaje del blo-
que inicial al final se realiza con la ayuda de un desplaza-
miento de ligaduras (ver Capitulo 5) ha sido propuesto vor
Kirkpatrick (1977) para el tratamiento de modelos con inter-

acciones aleatorias (ver secc. 3 -~ 5).

Si bien como anticipamos ‘en la Introduccidn nuestro o?-
jetivo es el de ubicar a las técnicas que hemos aplicado den-
tro del contexto del GRER, un pantallazo sobre este temz2 no
seriz minimamente completo si no se mencionara el método de
renormalizacidn Monte Carlo (RMC).

Ias principales caracteristicas de la BRMC son las si-
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guientes( re-vistas con numerosas re ferencias, Swendsen 1980,
1982 ). Se realiza wna simulacidén numérica del modelo considera- -
do en un reticulo finito generando segim el conocido algoritmo:
de Metronolis et al (1953) una secuencia de configuraciones dis-
trituidas segin el factor de Boltzmann, ec ( 1 -1 ), Puesto

que el método MC conserva memoria del estado de cada svnin de
cada wna de las configuraciones seleccionadas se puede utilizar

exactamente una transformacidn de decimacidn o de blogue de //

spin a cada wna de las mismas, Luego, se obtiene una secuencia

de configuraciones corresnondiente al hamiltoniano renormaliza-
do M el cual contiene en principio todas las interacciones
que entran en la red finita:.adoptada.-

Si a cada wma de estas nuevas configuraciones se las
vuelve a someter al mismo proceso de transformacidn se obtiene
una nueva secuencia de configuraciones corresvondiente a w nue-
Vo hamiltoniano'GQSn y asi sucesivamente. Observar que no hayf
cdlculos para 20s que sea necesario exnlicitar los hamiltonia-
nos gﬁﬂ) ’ Bﬁf?”., de modo que estos implicitamente contienen
varios miles de interacciones para los tamarios de red usuvales.-

Teniendo en cuenta las secuencias de configuraciones
antes y desnués de un paso de transformacidén resulta muy direc-
to el cdlculo de los elementos de matrig _ra:; ( ver ec. (2 -
-40)) y por lo tanto de los auto valores y exponentes. Ahora
es necesario wm segundo truncamiento sobre la matriz "YQ:D .
Generalmente se incluyen algunas vocas interacciones en este
cdlculo. -

Si la temperatura del sistema original era muy oréxi-
ma a la critica, después de vnocos pasos de transformacidén, es-
tos exnonentes llegan a wna zona de meseta, en las vproximida-

des de los valores en el punto fijo.-
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Fuera de las dificultades pronias del método MC (ver
re-vistas de Binder (1976) y ( 1979 ) ) que vprovienen de la ex-
trapolacidén de wn sistema finito a un sistema infinito especial-
mente en el nunto critico, el méfodo RUC nosee como princionzl
ventaja respecto de otras técnicas GRER el poder controlar y
estimar el efecto de truncar las interacciones del hamiltonia-
no. En efecto este método tiene la posibilidad de chequearse
internamente modificando una serie de nardmetros como el tzma-
fio del reticulo, el factor de reescaleo, el no. de transforma-
ciones RG, el no. de interacciones incluidas y 1ia temperatura

a la que se realiza la simulacidn.-
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3 - 4 . Reescnleo entre sistemas finitos

Al margen de los esquemas revisados en las secciones
precedentes, es conveniente incluir dentro de este canitulo
consagrado al GRER otro conjunto de técnicas basadas en un
concepto totalmente diferente al de dichos esquemas. -

La idea central de este conjunto de técnicas (Fisher
1971) es establecer una relacidn vara el reescaleo de alguna
magnitud fisica entre dos sistemas de tamafios finitos diferen-
tes. -

Una primera formulacidén de esta idear (en el cav.8 ana-
lizaremos wna alternativa basada en el reescaleo de 12 magne-
tizacidn), en conjuncidn con la técnica de la matriz de trans-
ferencia, fue desarrollada vor Nightingale (1976) para el mo-
delo de Ising en una red cuadrada. En esta formulacidn se par-
te de la relacidn entre las energias libres {2 -9 )} a 1a gue
reescribimos como (tenemos ahora solamente una constante d2 //

interacecidn):

b (€)= iw,b(‘ﬂ o R (K N,b) (3 -19]

donde QN ’<gh%b» y Qw' son las magnitudes por s»in corresnon-
dientes a F, Gy F' Al tomar el limite termodinédmico en
ambos miembros de (3 - 19) se recumera la relacidn de renorma-
lizacidn bdsica (2 - 12 ) a la que transcribimos para mayor co-

modidad:
ﬁ(\<>: Cg(\<>+ b"GLQ(K‘)

La idea del RSF surge des que las funciones &N S 4
?

( 3 - 20)

Ky, p de ec ( 3- 19) son funciones analiticas de su argumen- '
to K ya que las mismas se refieren a sistemas finitos en los
cuales no hay singularidades. Puesto que, ademds, en el capi-
tulo anterior se sunuso ocue g y KXK' son analiticas, todas

sus propiedades relevantes pueden ser anroximadas por las co-
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rrespondientes proniedades de gh’ o Y KN’ b° A partir de

este punto se sigue un procedimiento: que se puede considerar
"fenomenoldgico". Se toman dos sistemas finitos de N y N
sitios y se calcula de alguna manera sus funciones de p2rti-

N

modo que fy ¥ £ estén relacionadas mediante ( 3 - 19 ),-

Es evidente que es necesaria yna segunda relacién de reesca-

¢cidén, y luego, ﬁN y f.,,. Luego gN,b y KN,b se definen de

leo para determinar & o ¥ En el trabajo citado de //

N,b’
?
Nightingale se adopta la relacidn entre las longitudes de co-

rrelacidn de ambos sistemas finitos?

ENM(KMbB::t;AEN(Kv (3 -21)

donde las funciones involucradas conducen a la funcidén & de
eé¢. (L =16) en el limite termodinamico. Esta claro cue ( 3 =21
a diferencia de ( 2 = 4 ) no implica una longitud de correla-
cidén infinita cuando es calculada en el punto fijo.-

Resuelto el sistema ( 3 -19 )}/ ( 3 -21 ) varz cada nar

de valores N y b se determina el runto fijo mediante:

K*= K, (K¥) (3 - 22)

y luego, el exponente térmico . y la amplitud critica del cza-
lor esrecifico se calculan a partir de las exuvresiones lineali-
zadas a partir de K siguiendo el rrocedimiento deserirtto en
el capitulo anterior.-

Si se considera vn modelo con varias constantes de inter-
aceién K, (2a=1, «ee, P) ¥y s6lo interesa calcular el runto
fijo K" y los exponentes criticos basta con calcular la exvre-

)
sidn ( 3 - 21) convenientemente generalizada como

EML (RNL,\ov = b.? gr\)i (\23 (2 - 23)

- 59 -



para p pares distintos de reticulos (N1 ) Ni) . (N2 , N!'),
cony (Np ) Né) (Barber 1983). =~
Volvamos al trabajo de Nightingale (1976). El modelo de

Ising en wma red cuvadrada es uwn ejemplo privilegiado tanto pa-
ra ilustrar el método como para analizar el efecto de finitud
de los sistemas considerados por cuanto se dispone de la solu-
cidn exacta de Onsager para cualquier sistema finito. Esta so-
lucidn exacta se aprovecha expresando la funcidn de particidn
del modelo de Ising, para wn reticulo de m filas de n sitios

cada wna, como:

m
= T
an r(%ﬁ

donde Vn , 1la "matriz de transferencia" (Domb, 1960), es una

. ) ) n n
matriz simétrica de 2 x 2 con auvtovalores:

(M) (M) (™)
o \ > LJL.)q- > > (,UQ‘M.
Luego, ot
(2™
(™M)
£ - Z; (w >
MIM S =A s

MAL

("
lo cual se reduce a ( w, ) ) para ms>>1 . Por tanto, en
este 1imite, es decir considerando uwna tira de longitud infini-

ta de ancho n sitios, se tiene:

wY - 4L 20 (3 - 24)
€. )__M'»QA«.(AJ& (%)
y, utilizando un resultado de Domb (1960),
- SOIave
[ B0 2 g w00
Mo - LM)K
W, ()
Los autovalores w{ y wj,’ , hallados por Onsager pz

ra n genérico, se calcuwlan para n y n' y de este modo se

determinan fn ’ fn' ’ E%M y 'EM\ involucrados en (3 - 17) y
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y ( 3 - 19 ). A partir de aqui se continua con el procedimien=-
to anteriormente prescripto.-

En un trabajo posterior ( Nightingale y Blote, 1980) se
aplicd wna variante de este método 2l modelo de Potts de g5 -
estados. Fn esta variante también se emplea 1a matriz de trens-
ferencia para evaluar la funcidn de particidén de cada wno de
los sistemas finitos sélo que para q > 2 sus antovalores de-
ben ser calculados numéricamente. A partir de la funcidn de //
particidén se calculan el calor esnecifico y 1la suscentibilidag
mediante diferenciacidén numérica, en el nunto critico exacta
(ver secc. 4 -2).-

Supongamos que x sea wna cantidad ( por ejemnlo, lz //

’ . -
energia libre) que escalea con un exponente Y. v €8 decir
>/
x' = \CXX

donde x' es la cantidad reescaleada y b el factor de rees-
caleo como siempre. Sea X, la derivada de orden . de x 7/

respecto a wm nardmetro wu que reescalea como
U..\ = byu\.
luego, X, satisface

£2

X, ao T (3 - 25
.

donde n es la dimensidén lineal del sistema finito y X, es

funcidn de las interacciones fijadas en sus valores criticos

correspondientes al sistema infinito. Suzuki (1976 )} ha obteni-

do ( 3 - 55 ) con argumentos GR considerando a { 1/n) como
un campo de escaleo con un exvnonente ), = 1; los restantes‘cam-
pos de escaleo dependen analiticamente de 1/n.-

Como la energia libre escalea con un exvonente (- ol ),
(ver ecc.(2 = 22)) y teniendo en cuenta las usuales relacicnes
termodindmicas, ( 3 - 25) conduce a:

Qy%..oL

Cy MV M ( 3 -262)
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2w, — o

X u m (3 <26b)

A partir de los exponentes Y. € v, se determinan lcs ex-
nonentes criticos «,(3, 5,S segin las ecuaciones (2 - 24 .-

Luego los valores de CH(n) y X(n) calculados a2 vartir
de la funcidén de particidn mediante la matriz de transferexncia

en funcidn de n se sustituyen en la exvresign:

2Ly . ol
cy=a M T -t b (3 - 27)
Z..y_‘__.OL

obtenido a partir de ( 3-26a) con lz adicidn de una constante

para tener en cuenta la vnarte regular del czlor esnecifico.

Para tres valores sucesivos de n se determinan a, o e Vi e

En forma similar se trata la susceptibilidad.-

Los resultados obtenidos tgnto en este trabajo ccrmo en el
anterior muestran que: '
1) ILos valores criticos de la cte. de interaccidn, exnconentes

y amplitudes se aproximan a lcs valores exactos a medida cue
i)N >0 , ii) b > 1.-

2) Ios valores obtenidos vor extrapolacidn son commaratles o
incluso mejores que los obtenidos con otros métodos (reor ej.
Monte Carlo), aim con N relativamente pecuefio.-

3) Ia precisidn de estos valores puede ser establecida intema-
mente teniendo en cuentz la convergencia hacia los valoras
extrapolados en funcidn del tamafio del reticulo emnleado.-
Esta convergencia ha sido investigada recientemente parz va-
rios modelos por Nightingale y Bléte (1983) y mecdiante técni-
cas de teoria de campos por Luck (1984). Finalmente, debido
a la finitud de los sistemas considerados este formalishmo es
esvecialmente adecuado para ser tratado con técnicas Fonte

Carlo.(ver por ejemplo, Barber et al , 1983).-
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3 =5 . Aplicacidn de las técnicas del GRER a modelos con

interacciones aleatorias.

Debido a que las técnicas del GRER conservan la informa-
cidn de las constantes de interaccidn del reticulo gue ha sido
transformado, dichas técnicas son sumamente adecuadas para el
tratamiento de modelos "templados" ("quenched") con constantes
de interaccion aleatorias. Estos modelos son usados para descri
bir sistemas desordenados, entre los cuales incluimos a los sis
temas diluidos y a los sistemas con interacciones competitivas
ferro- y antiferromagnéticas.

En general, en el contexto de los sistemas magnéticos,
las interacciones aleatorias aparecen como consecuencia de la
introduccidn en materiales magnéticos de impurezas magnéticas
o no magnéticas. Los modelos con interacciones aleatorias han
sido considerados también en el contexto de los sistemas con-
ductores, por ejemplo para describir mezclas .de materiales con-
ductores y superconductores.(Kirkpatrick, 1977). En este caso,
las constantes de interaccidn sobre las ligaduras tienen el

significado fisico de conductancias.

Antes de avanzar en la descripcidn mis detallada de sis-

temas particulares se verd a continuacidn el tratamiento gene-
e

ral de este tipo de modelos dentro del formalismo del GRER. Es-
te tratamiento se basa en el hecho de que en wn sistema temvla-
do las impurezas estén "congeladzs"’en uwna configuracidn alea-
toria y, a diferencia de un sistema "recocido" ("annealed"), '
no alcanzan un equilibrio térmico con el material base. Luego,
el promedio sobre el desorden se realiza sobre promedios termo-
dindmicos (por ejemplo, sobre la energia libre) mds que sobre
la funcidn de partieidn.

Consideremos dos bloques de N y N' ligaduras, relacionz-
dos entre si por uwna transformacién GRER. Sean '{Ki} y {;Ki,g

s " o - . &
dos configuraciones genéricas de las constantes de interaccidn
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\
en dichos blques, Estas Gltimas dependen entre si mediante

las relaciones de recursidn:

K‘;t = Q.. (K;‘,\; ’K|;\M> = Q;\({K S}

donde K

L
i}

que original cuya constante efectiva es Ki,

(3-28)

re-ey K, son las constantes de interaecidn del blo-

Nos estamos re-

firiendo a modelos con c. de i. de wna sola componente pero

todo el formalismo puede generalizarse a c. de i. de cualauier

numero de componentes en forma directa.

Sea ademds P({K.}) la distribucién de probabilidad de

una configuracidn .{Kiﬁ dada. Luego el formalismo del GRER

aplicado a un modelo con constantes de interaccidn aleatorias

templado se establece imponiendo que el efecto

de la trans-

formacidn sobre la distribucidn P({KiS) es una nueva distribu

Y

PLRLY) = S(W m;)(ﬁ.‘ 5K - me

A

Luego, si a2l introducir imvpurezas en un modelo
puro aparecen nuevos comvortamientos criticos,
corresponder a formas invariantes de escala de

cidn P({Kig). Estas son distribuciones '"fijas"

) Pl

(3-29)
inicialmente
éstos deben
la distribu-

que se pueden

determinar siguiendo la evolucidn segin (3-29)tras sucesivas

transformaciones'(Andelman y Berker, 1984).

Hasta el presente todos los trabajos en este tema se

han limitado a considerar que las constantes de interaccidn

son variables aleatorias independientes entre si y que ademés

el proceso de renormalizacidn no genera correlaciones aprecia

bles entre las mismas. Bajo estas hipdtesis, la distribucidn

de probabilidad se factorizZa segin distribuciones por ligadu

ras, por ejemplo:

P(r)= TT pess)
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con lo cual la transformacidn (3-29) se reduce a:

M

Pl S[W K plx )] § (K, - R (A1x})) (3-31)

Como se verd mds abajo, modelos simples para sistemas
diluidos o con interacciones competentes de distinto signo se
obtienen como casos particulares de la distribucidén de proba-

bilidad por ligadura:

F(m.__ P s(Ki- )+ (1-p) & (i -Ke) (3-32)

Se ve fidcilmente que al introducir (3-32) en (3-31), te-
niendo en cuenta (3-28) resulta una exvresidn ague contiene
o1 funciones delta. Al efectuar nuevos pasos de transformacidn
el ntmero de términos de la distribucidn renormalizada crece
de tal modo que los cdlculos se tornan sumamente tediosos si
no imposibles. Por esto es necesario recurrir a una nueva a-
proximacidn. Siguiendo a Youngky Stinchcombe (1976 ) se provo-
ne una distribucidn avroximada de la misma forma que la ori-

ginal, es decir:
P;eLK("7 - F\%<K” )+ (-p) Pl - 1) (3-33)

y se determinan las nuevas constantes p', Ki Yy Ké igualan-
do los primeros momentos de la distribucion (3-33) a los de
la distribucidn completa aue resulta de (3-31). De este modo
se obtienen las relaciones de recursidn que permiten prose-

guir con el formalismo del GRER en la forma usual.

b
Tos sistemas diluidos corresponden a situaciones en las
que Kl>> K2 de modo tal que se puede tomar a esta Wtima co
mo igual a cero. Luego se tiene, como caso particular de (3-

-32) la distribucidn:
Pl Y= p (M=) + (1-p) (K ) (3-34)
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Si el sistema contiene interacciones competitivas,igua-

les en valor absoluto y de signo contrario, la distribucidn

(3-32) pasa a ser:

() = p 8¢ ) (1= P) 506+ 1<)

&4)
La presencia de interacciones negativas en un ferromag-

(3-35)

neto genera "frustraciones" (Xinzel y Domany, 1281 ) las cuales,
para modelos de Ising, reducen la temperatura de transicidn y

conducen al menos para altas dimensiones 2al. surgimiento de wna
fase "vidrio de spin" (ver, por ejemplo, Binder 1982, de Domi-
nicis 1983, con referencias a trabajos anteriores). Para este

problema, la dimensidén critica superior 4, = 6 con lo cual un
tratamiento tipo expansién & para llevarlo a d = 3 es to-
talmente impracticable. Este es un poderoso incentivo que indu

ce a estudiar el problema del vidrio de spin mediante las téc-

nicas del grupo de renormalizacidn en el espdcio real.-
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Notas al Capitulo 3

1l - El1 término "decimacidn”" tiene en esta Tesis el signifi-
cado restringido dado por Kadanoff y Houghton (1975) y
Kadanoff (1976). Otros autores, por ejemplo Wallace y
zia (1978) le otorgan un significado mids general que a-
barca conceptos que en esta Tesis han sido incluidos

dentro del esquema de los blogues de spin.

2 - Para wa variable de Ising,T-=%1 , el operador (3 - 1)

tiene la expresidn:

T ) = T Cap)

con lo cual evidentemente puede ser considerado como wn
caso particular de la funcidn de peso introducida en la
seccidn 3 ~ 2. Observar que por ser lincal estd afectada
por la "s =2-o catdstrofe”" la cual, como se indica en
la secc. 3 - 2, se cura mediante la introduccidn de wn

parémetro adecuado.
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Fig. 3 =1 Dos posibles esquemas de decimacidn:

a) con factor deé reescaleo b =2 ; b) conb =y2 ,
Ios spines sumados se indican con circulos vacios.

En la nomenclatura del texto: & = u. , 0 = . .
L A

b
Fig. 3 - 2 :+ Transformaciones de decimacidn en redes ctbicas:
a) cs — bce: ; b) bee — cs

Se suman los spines indicados con circulos vacios.
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o

Fig. 3 - 3 Transformaciones de bloques de spines:
a) b=2 3 b)b=J2
Los nuevos spines se asocian a los bloques raya-

dose.

WAV-VAVAV-N

Fig. 3 - 4 ¢ Transformacidn de blogues de spines para la red

triangular, b = J_-.
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CAPITULO 4

PRINCIPALES PROPIEDADES DE LOS MODELOS ESTUDIADOS

4 -1 . Generalidades sobre modelos con simetria global Z(a)

Habiendo desarrollado en los capitulos precedentes las
principales caracteristicas de las técnicas GRER creemos ovor-
tuno plantear los modelos sobre los cuales estuciaremos en de-
talle la aplicacidn de algwnos métodos especificos (ver caps.
6, 7 y 8). Estos modelos, el de Potts de q estados y el mode-
lo 2(4), son casos particulares del modelo con simetria global
Z(q) cuya importancia tanto tedrica como experimental fue rese-
fiada en la Introduccidn. ILa forma méds general de este modelo,

considerando solamente vecinos prdéximos,estd dada nor el hamil-

¥ [o] - Q‘LZ. Z

toniano: x
<\'~Q) =

(S 00 ) (4 - 1)

donde G'1h== exp (2 T i ng / a) ns = 0y lyeeey g — 1 y don-

de q es la parte entera de q/ 2 si q > 2, y en el limite

qQ—1I , a =1 . Si el sistema es homogéneo Kﬁﬁ)= Km

to-
i3 para to

dos los pares (i, j) de vecinos préximos.
El hamiltoniano del modelo de Potts de q estados
(Potts, 1952) es:

W (] =- ) K‘,%quﬂ,«) (4 - 2)
i 4>

Teniendo en cuenta la identidad:

Q-1
S =(+Z— e (4 - 3a)
q & =A )
y las relaciones
»* A L C,'-l *
qi.": GL (SL___.(»Q_& l (4 - 3b)
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resulta (4-2) como caso particular de (4-1) cuando

,U)— 2) A = \q(. Lci )
O e :"“ZLQJ“(“) XK ) (aa)

TS tTs

donde se han omitido los subindices i , j .

Otro modelo que se puede obtener como caso particular
de (4-1) es el modelo de Potts vectorial para el cuzl r to-
ma solamente el valor 1 El hamiltoniano de este modelo es

vsualmente expresado como

“yi[cfﬁ— AFf‘ tC cos i; QWL_(W%>1 (4-5)

'y x?

-

donde, como antes, n = 0, 1, evey @ - 1 &
: . + .
Como es bien sabido, mara g = 2, O0; = ~ 1, todos estos
modelos reproducen el modelo de Ising. También para g = 3
’

(q = 1) estos modelos son equivalentes. Para o = 4 la situacidn

es ya diferente y serd analizada en la seccién 4 - 3

Anzlizaremos & continuacidn la autodualidad del mode-
1o Z (gq). Recordemos que una transformacidn de dualidad en un2z
red hiperciibica en 4 - dimensiohes se obtiene desplazando la
red wna longitud igual a la mitad del espaciamiento en caca una
de las direcciones loﬂcual equivale a intercambiar cada sinnlex;
de orden s (Savit 1980) de la red original por wn simnlex de
orden (d-s) de la red transformada. Luego la funcidn de varti-
cién del modelo original se reescribe con nuevas variables édef -
nidas sobre simplexes de la red duzl. Asi se obtiene el modelo
dual al dado. Si el hamiltoniano del modelo dual tiene la misnn
forma cue el original, éste se denomina autodval. )

Para €l estudio de la avtoduzlidad del modelo Z (2) con
viene introducir la variable transmisividad (Tsallis y Levy,

1981 ) definida como (Alcaraz y Koberle, 1981):
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q_—'\
v q 4. _ c e 92 (4-£2)
<

donde s = O, 19 ceey @ "'11 y

T
“w - 2T
= A (2-6p)

(o %) - s (S}*
Observar que L= A y £ o £ = b
K
Consecuentemente con lo afirmado anteriormente, la
transmisividad de un s - simnlex de la red original estd rela-

-D
cionada con la transmisividad ( denotada t ) del ( @ - s) -

simplex de la red dval a través de la ecuacidn:

D o
) — A 2 TS
£ A § )
B a4 r:d & = * (4-7)
2 49
=0

E¢s. (4-6) y (4-7) son ficilmente generalizables vara sistemas
inhomo géneos. -

S1 tenemos en cuenta la autodualidad de la red cuadra-
da (ligaduras son transformadas en ligaduras) generalizando el
argumento de Kramers-Wannier (1941), se tiene cque la frontera
critica autodual en el esvaciio de los pardmetros estd univoca-

mente determinada vnor:

> —>D )

L =% (4-8)
&5

‘Ias implicancias de esta relacidén se veran con mayor

detalle en las secciones siguientes. Podemos adelantar que la
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relacidn particular (4-4) es conservada nor la transformaciédn
de dualidad, es decir, el modelo de Potts es autodual. Por el
contrario, para q >4 el modelo de Potts vectorial no es auto-
duval. -

Para finalizar esta seccidn indicaremos dos propiedades
de las variables t y £P que simnlifican enormemente el cAl-
culo de decimacidn como se mostraria en los canitulos 5 y 6.-

Estas propiedades son las siguientes (Alcaraz - Tsallis,
1982 y Levy = Tsallis, 1981)., Consideremos la fig. 4 - la en
la que se tienen dos ligaduras en serie, cuyas transmisivida-

—

des son %, ¥y Eé. Luego, la transmisividad equivalente fg //

1
obtenida decimando el spin C , como se indica en la fig. 4-l1b,
resulta h
o) SO '
t S g t. A t_ 2

Si en cambio se tiene un conjunto en pa&ralelo, fig. 4-2, la

transmisividad dvual equivalente resulta

S

D v (Y_)D
P A 2
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4 - 2 . Principales caracteristicas del modelo de Potts

El modelo de Potts es wna generalizacidn del modelo de
Ising a mAds de dos componentes. El nitimero de componentes ¢
se transforma en un nuevo grado de libertad lo cual significa
una mayor riqueza en su contenido, particularmente en su com-
portamiento critico, a la vez que su realizacién en una gran
variedad de sistemas fisicos.

Si bien durante muchos aflos el modelo de Potts fue con-
siderado como wm modelo que presenta wna transicidn orden -
desorden de interés fundamentalmente tedrico, se ha reconoci-
do en estos 0ltimos afios que existen numerosos sistemas aue
pueden considerarse como correlatos materiales de dicho modelo
(Wu, 1982). Las realizaciones experimentales del modelo de Potts
se pueden ordenar segin las clases de wniversalidad. Para 4 = 2
y q =2 (Ising) se tienen sustancias magnéticas diversas, y
para q =2, 3y 4, se incluyen sustancias adsorbidas sobre
sustratos cristalinos con distintas simetrias (Schick, 1982).

En 4 = 3 se estudian axperimentalmente, entre otros,
los siguientes sistemas: ferromagnetos cibicos, compuestos de
tierras raras, sustancias con transiciones de fases estructu-
rales y mezclas de fluidos, todos ellos correspondientes a
Q= 3, ¥y ciertos antiferromagnetos, corresvondientes a q = 4.

Teniendo en cuenta la definicidn de este modelo, ec.

(4 - 2), es evidente que la variable U, puede tener muchas o-
tras representaciones como, por ejemvlo: GL =1, 2, y Qe

Con la representacidén adoptada sélo hemos tenido la intenciodn
de establecer su relacién con el modelo de simetriaglobal |
2 (q) més general. Adoptando otra representacidn es vosible

concebir el modelo de Potts como wn caso particular del mode-
lo de spin s = (g =-1) /2

Wile £ T repsrsdstopy e L Lot,en

: 5F %
<<, %v o, (5 9

- 74 =



donde las potencias & y (> toman valores desde O hasta

qg-1,Y Si = ~(gq-1)/2, ‘(Q"3)/29 eee o (g-1)/2.

Volviendo al hamiltoniano (4 - 2 ), para estudiar el pa=
rdmetro de orden de este modelo, es necesario agregarle el tér-

mino de fuente

h
—q_—k )-: (agwg\—I‘) (4 -9)

el cual resulta también independiente de la representacidn. Se

gin el procedimiento prescripto en la secc. 1 - 2 , se obtiene
el parimetro de orden m = <J.> , después de usar (4 - 3a) y
tomar:

-4
Por supuesto, el comportamiento critico se determina estudian-

do la ruptura espontdnea de m .y €8 decir con h = 0.

Las propiedades criticas del modelo de Potts en funcidn

de la dimensidn espacial del reticulo son:

i) d=1 : no hay transicidén de fases para ningim q .

ii) da = 2 se sabe exactamente (Baxter, 1973) aque el modelo

ferromagnético (K >0) presenta transiciones de fases para
g>1 « De i) e ii) se concluye que, por definicidn, la
dimensidén critica inferior d; =1 para todo gq .

Para la estimacidn del punto critico es conveniente obte-
ner la expresion particular de la transmisividad para el
modelo de Potts. Teniendo en cuenta (4 - 6) y (4 - 4) re

sulta: \

- 3_“-
) A - &
£ = t = (4 -J.Oa)

(. (aw\) e O*K

para 8 =1, 2, eeey @ =1 . Ademls (4 = 7) se reduce 2



'.D A
£ — P — -t :e-‘iK (4 - 10b)

Para un sistema no homogéneo se tendrd sobre cada ligadura
"9 " 1la constante de interaccidn K£ y t2 ’ yf dados
por las relacioens anteriores.

En 4 = 2 segim el argumento de dualidad dado anteriormen-
te, el punto eritico estd determinado por la relacidén (4-8)

la cual, después de reemplazar (4 - 10a, b) resulta:

qmc=m(«+\/€> (4 - 11)

Este resultado ha sido confirmado exactamente para las re-
des cuvadrada, triangular y hexagonal (Wu, 1983).

Si bien no existen soluciones exactas en d = 2 excevnto
para q = 2 , si se conoce exactamente la energia libre,
la energla interna y el calor latente en‘el pumto critico
(4 = 11) para todo q . Se encuentra que el calor latente
es nulo para q <4 yno nulo para gq>4 , 1lo cual indica
que la transicidn pasa de continua para q< 4 a primera
especie para q >4 (Baxter, 1973).

La dimensidén critica superior dS es la dimensidén mids ba
ja a partir de la cual el sistema comienza a comportarse
como lo predice la teoria del campo medio. Luego, como la
aproximacidn campo medio predice una transicidn de fases
de primer orden para q>2 , se deduce aue la dimensidn
critica para q = 4 es dS (4) = 2 .

Ios exponentes criticos del modelo de Potts estdn bien de-
finidos cuando la transicidn es continua. Mis aln, para d=2
y a<4 , se conocen exactamente los exvonentes térmico y

magnéticos (den Nijs, 1979, 1983). Ellos estédn dados por:

2 (A - )
(A - )

X =
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_ (A - L&?)
2(2.,JJ\>

donde:

"

O4 = omws_f;—:._s’\

2
w

iji) d = 3 : no existen resultados exactos en esta dimensidn.

Ha habido un gran interés en elucidar la naturaleza de la

transicidn para q = 3 Ia mayor parte de los resultados
obtenidos empleando diversos métodos indican que esaa tran

sicidn es de primera espacie (Wu, 1982, 1983).

4 la teoria del campo medio es cualitativamente co-

a=4

rrecta. Luego d_ (q = 2) = 4., Cdlculos realizados con va-

iv)

rias téenicas para q =3, d=4 ypara q= 4y d= 4

indican ftransiciones de primer orden.

Hemos utilizado el modelo de Potts mayormente para plan
tear y/o ilustrar diversas técnicas que luego generalizamos al
modelo 2Z(4) el que es estudiado en mayor detalle. Por ello no
brindaremos al lector mads informecidn sobre el modelo de Potts

y remitimos al lector a las revistas de Wu (1982 y 1983).
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4 - 3 Principales caracteristicas del modelo Z (4) svin

Como caso particular de ( 4-1 ) cuando q = 4 se obtie-

nes:

W vl = -, J_ w. CAAD IS J T

L84 i,y ( 4-12a)

el cuval puede ser reescrito como:

}

MLQ'__& = — W, L C»O'SI E-?_ U";"""Ol-—- W, 2 p W(M“'MO:&

4“:\,7 = ".’:Q;?
(4-12b)
La transmisividad £ tiene dos componentes
R R R
A= 2 =
\_\.‘Zt?.*-tg \’\'Zt»\o-\r-tf
( 4-13 )
donde
D AP L GRS U4 WK
t _ z A O - A
v = < L, = e ( 4-14 )

o
Para Z W, = W, resulta | = £ y ©,=t, con lo cual

se recupera el modelo de Potts de cuatro estados.-

Se obtiene mayor informacidén sobre el modelo 2 (4)
reescribiendo el hamiltoniano ('4:12& ) en términos de 1las Yaria-
bles Moy % ('/.‘..; ~», = *1) definidas como (Alcaraz y Tsallis, ;
1982 ):

- Y 2 W -
Q-i"""j:'(/"‘,:e' NECENRS ( 4 -15a)



Intonces

_ 24 \ v ‘
'§e [,“'9 . %) "_. Q“/A,) _9‘.\)‘,\)'\) KZ ‘A‘,\Q",/*(g h
] < [ 2 (4-15b)

indica que el modelo 74 puede ser considerado como dos modelos
Ising acoplados. Observar que el modelo de Potts vectorial de
cuatro estados correspondiente a K2 = 0 se reduce a un n»nar

de modelos de Ising idénticos no interactuantes. A su vez el
hamiltoniano (4-15b) es un caso particular del modelo de Asnkinl

Teller (1943).

<
Llpuvl=- 3— L 5 Papyt SRRV Ky pp, % (2-16)
\,5>

Por esto al modelo Z, se lo suele denominar modelo Ashkin -~ Te-

4
ller simétrico, -

Lag distintas fases del modelo Z4 son caracterizaias

por el comnortamiento del parametro de orden de dos commnonentes

( mas mz) definidas como

(W\‘:: <Q,;> = (W(%MA)>

W, = < Gy = < 0% (TR > (2-17)
donde la segunda igualdad se debe a la paridad del hamiltoniano,
evidente bajo la forma (4-12b). Alternativamente, las fases se
pueden describir mediante las variables <fu:.(o <V, > es indis-
tinto) y <pu v > o=

Para estudiar el pardmetro de orden (4-17) se agrega

al hamiltoniano (4-12a) el término de fuente:

_ 2 [H, Re T & W, GF ] (4-18)
de donde se obtiene (4-17) segim ecs. ( 1= 10 ).-

El diagramms de fases en el plano ( t, t, ) oresenta las
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siguientes caracteristicas ( ver fig. 4-1)

i) Las fases son tres (Wu y Lin, 1974)

I - fase varamagnética: m = m, = 0
4 bien: LMmi> = <\P,->:</MA.\),->=O
II - fase intermedia m, = o, m, #0

Kpiv= V> =0 5 V> 0
III -~ fase ferromagnética: my £ 0, m2¥ 0

CH>F O <> %O;</A,~\J;> + O
ii) Las lineas de transicion I - II y II - III se transfor-
man entre si ante el intercambio de & con &° ., Estas 1{-
neas son de tipo Ising en el sentido de que en ellas se
produce la runtura de vna de las comnonentes del nardme -
tro de orden (4-17), esto es, una ruptura parcial del na-

rdmetro de orden. Ia linea de transicidn I-III es autodurl
ya que forma parte de la linea
?_t\-\q (= =A

solucién de la ecuacidén (4-8). EL nunto critico Jdel modelo
de Potts & y el ounto critico de desacoplamiento K, = O,
I3 , estidn ubicados sobre esta linea. Esto indiica gque la
linea I-III es wna linea de puntos crit}cos~(Knops, 1675,
Alcaraz y Koberle 1980). Por consideraciones de simetria
se puede inducir que esta linea critica autodual se bifur-

ca precisamente en el nunto P Se volveri a analizar la

4.
criticalidad de esta linea en el canrnitulo 8.-

iii) Algunos puntos del diagrama de fases nueden ser ubizadss

exactamente ya oue las lineas t, =0 ( K, — +o0 )y t, = 1
( = 0) t, = t2 ( = 0) corresponden a modelos Ade
5 y %27 % Ky '

Ising. Luego
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II = (.O)ﬁ‘4)

12= (Q-",A) %

I, = (-, z_2VZ)

Ademds t, = t, corresnonde al modelo de Potts con a = 4,

1 2

con lo cual

P= (505D

Esta estructura de fases indica que una transformaciin

GR debe poseer siete puntos fijos (con H1 = H2 = 0): el vunto

P totalmente inestable es decir con dos camuos de ezacaleo rele-

vantes, los ountos Il ’ 12 ’ I3 inestables en una sola dirce-

cidn y cuyos dominios de atraccidén son las linegas I - IT,
ITI - IITI y I - III respectivamente y los puntos fijos estables
(triviales) ( 0,0), ( 0,2 ) y ( 1, 1) cuyos dominios de atrac-

cién son las fases I, II y III respectivamente.-

- 8] -



Notas al Capfitulo 4

1l - Por completitud creemos conveniente introducir el concep-
to de simplex (Savit, 1980). Un simplex de dimensidn s
es wn elemento s-dimensional de una red hipercibica. Lue-
g0, wm simplex de dimensidn cero es un vértice del reti-
culo, un simplex de dimensidn uno es wna ligadura gue une
dos vértices vecinos prdéximos de la red, wn simplex de di
mensién 2 es wna malla elemental de la red o "plagueta",
etc.. Obviamente en un reticulo hipercibico d-dimensional

existen simplexes de dimensidn s ¢ de-
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Pig.

4 -3

Diagrama de fases del modelo Z(4) spin en dos
dimensiones. P, es el punto critico del modelo

4
I. son los puntos criticos "ti-

de Potts; Il, 12, 3

po Ieing".
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CAPITULO 5
APROXIVACION DE MIGDAT, - KADANOFF

5 «1 . Descrincidn del método

Como se indicd en la seccidn 3 - 1, la técnicz de deci-
macidén cuando se realiza en forma exacta, ademds de las ¢ifi-
cultades de cdlculo, genera un hamiltoniano efectivo con infi-
nitas interacciones no triviales, con lo cual se hace abscluta-
mente imprescindible efectuar alguna aproximacidn. Entre las
técnicas de aproximacidn, existe una a la _que por diversas pro-
piedades, que sefialaremos mas abajo, y por su relativa senci-
llez, ha gozado de la nredileccidon de los trabajadores de este
campo: la técnica provnuesta por Migdal (1975) y revisada y de-
sarrollada por Kadanoff (1976), y que es conocida como anroxi-
macién de Migdal - Kadanoff (M-K). Esta técnica ha sido desa-
rrollada para el caso de interacciones entre vecinos vréoximos,
En cierto sentido, la expansidén de Martinelli y Parisi (1931)
(ver seccidn 5-3) revresenta una manera de incluir otras inter-
acciones., En el resto de esta seccidn nos limitaremos al caso
de wna Unica interaccidn entre vecinos préximos.-

La técnica M-K tiene dos variantes. En ambas el nroce-
so consiste en un "corrimiento o desplazamiento de ligaduras",
concevto introducido por Kadanoff en el trabajo antes citado,

y luego en la eliminacidn por suma o integracidén de los srines
que han sido parcialmente desconectados. En forma gerérica si

expresamos 1la transformacidén (3-2b) en forma sintética ccmo:

*e e [u]
luego la aproximacidén M-K puede ser establecida como
\ \ ~
e W - R{u 4] \ (5-1)

L4

donde ¥a es el "operador de corrimiento de ligaduras". Iz2s dos'
variantes se originan segin como actua este operador. En la figu-

ra 5-1, se muestra para wna red cuvadrada el corrimiento renliza-
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do simultaneamente en ambas direcciones corresnondiente a wn
factor de reescaleo b = 2. Como resultado se observan swnines
que quedan totalmente desconectados y spines que quedan con so-
lo dos vecinos. El valor de la cte. de interaccion entre estos
Ultimos pasa a ser igual a 2 K. En general, si se desvlazan
(b = 1) ligaduras la cte. de interaccidn sobre las ligaduras
"reforzadas" resulta igual a bK., Esto se suele sintetizar di-
ciendo que el nimero de interacciones de la red se conserva du-
rante el corrimiento.-

La decimacidén de los spines parcialmente desconectados
es decir interactuantes unidimensionalmente, es ahora unza ove-
racién muy sencilla y se realiza simultaneamente en todas las
direcciones. Kadanoff demostrd que con esta operacidn se recu-
pera la técnica propuesta originalmente por Migdal. Esta varian-
te puede ser utilizada también para aproximar decimaciones con
otro tivo de redes, como por ejemplo la red triangular (B=rker,
Ostlund and Putnam, 1978; Caracciolo, 1981 )« Fn este caso, el '/
procedimiento es ilustrado en la fig, 5 - 2

En la segunda variante, propuesta por Kadanoff com2 al-
ternativa superadora de la transformacidon original de VMigdal,
se desconectan (b-1) svines en una cierta direccidn, vor ejem=-
plo 1la x en la figura 5-3, mediante el corrimiento de las 1li-
gaduras en las restantes direcciones en forma paralela a la di-
reccién x .« Nuevamente las interacciones se conservan, es de-
cir, el valor de las ctes. de interaccidén sobre las ligaduras
reforzadas es igual a DbK. A continuacidén se deciman 1los spines
varcialmente desconectados. Lyego se renite toda la overaciédn
sucesivamente nara cada wna de las direcciones restantes ¥, gz,
eee o Esta transformacion introduce una anisotropnia en las cons-
tantes de interaccidén. Sea Ki, P=1, 2, «vey d- , la constan-

te de interaccién de un hamiltoniano, en general anisotrévico, en



la direccidn x, y, eees Como resultado de la transformacidn
en la versidn refinada de Xadanoff corresmondiente a wn factor

de reescaleo b es:

K, = & RT(ETK,) (5 - 2)

En la versidén original de Migdal, la transformacidén da-
ria en todas las direcciones el mismo resultado igual a la ex=-
presion (5 - 2) para 1 = 4.-

Cuando se realizan ambas transformaciones para el mode-
lo de Ising anisotrdpico en dos dimensiones (ver seccidn siguien-
te) resulta que la versidn Kadanoff reproduce exactamente la

curva critica
st 21 sebh 2K, = A (5 - 3)

mientras que, evidentemente, la versidén Migdal conduce a un re-
sultado erroneo. Este es el argumento presentado por el primer
autor para preferir la variante "anisotrdénica" sobre la "isotrd-
vica".-

Al gunas de las proniedades de este método son las si-
guientes:
1l - ILa aproximacidén conserva el numero de ligaduras o aristas,
Esta propiedad, ademds de ser importante en el tratamiento de
modelos con interacciones aleatorias (ver secc. 3-4) conduce

al siguiente resultado: (Kadanoff, 1976):
F' ¢« F'= F (5 - 4)

M
donde F y F' son las energias libres exactas del sistema ori-
ginal y del renormalizado y F!  es la energia libre estimada
con la aproximacidn del corrimiento de ligaduras en la aque estd
basada la técnica M-K. Puesto~que esta propiedad serd usada en
el método estudiado en el capitulo 7 creemos importante esbozar
su demostracidén. Teniendo en cuenta la relacién ( 5-7 )y las de-

finiciones introducidas en la secc. 3-1, resulta:
2—_ oxp (- p ¥, [97) =
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Z_ @( (ML¢]+%[Q])i

21S e (ko)

x
donde se tuvo en cuenta que € = 14 x, La desigualdad anterior

puede ser reescrita como:
A9
L2 2+ < >)
Se puede ver que si .es wm operador que sustrae in-
teracciones en algin lugar de la red para sumarla en otro lu- !
gar de la misma, es decir si se conservan las interacciones de

la red, debido a la invariancia traslacional de la mlsma<ﬁé>-0

luego,z > Z. de donde sigue (5-4).-

2 - La aproximacidén es exacta en ambos limites de altas y bajas
temperaturas, Lo segundo es evidente para wn sistema ferromzag-
nético puesto que en el estado fundamental estdn todos los spi-
nes paralelos de modo gque la energia del mismo permanece inva-

riante frente a uwn corrimiento de ligaduras.-

3 - .la mayor precisidén de las predicciones obtenidas con este
método se alcanza para dimensiones prdximas a la dimensidén cri-
tica inferior es decir a la dimensidén a partir de 1la cual en el
sentido creciente comienza a avarecer un punto critico.-
f

A - Puesto que las diferentes. direcciones de interaccidn son
desacopladas, esta aproximacidn ouede ser considerada como' un
buen punto de partida para el andlisis de problemas altamente

anisotrdvicos, -
5 = En el 1imite b -1, o sea cuando la perturbacidén de la red
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es infinitesimal se conservan las propiedades de la misma, en
particular para wna red cuadrada, su autoduslidad. Como se ve=-
rificard en el ejemplo siguiente, esto conduce a 1la reproduc-

cion exacta del nunto critico, si el modelo es duval.-

Ta sencillez de los cAlculos se examinard en la sigui-
ente seccidn. Pero antes de pasar a ella y para finalizar esta
seccidn creemos importante mencionar que el corrimiento de 1li=-
gaduras ha sido también incorvorado a las.-técnicas de bloaues
de spin dando origen a las llamadas técnicas variacionalzs de
Kadanoff (Kadanoff, Houghton y Yalabik, 1976). Estas técnicas

variacionales son revisadas en Burkhardt(1982),-
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5 = 2 . Aplicacién al modelo de Potts y al modelo Z(4) usan-

do las trensmisividades. Iimite b—> 1 y dualidad.

Vamos a mostrar algunas caracteristicas de la técnica
MK mediante su aplicacidn al modelo de Potts cuyo hamiltonia-
no ha sido definido en la ec. (4-2)

Consideremos en primer lugar la impnlementacidn de la
variante Kadanoff. Resulta luego sencillo estaivlecer el resul-
tado obtenido mediante la variante Migdal. Tomemos para simnli-
ficar el caso de wma red cuadrada y consideremos wn factor de
reescaleo genérico b=|4+ X\ . Ia generalizacidén a wna red hiper-
cubica 4 - dimensional es bastante directa. El sistema es homo-
géneo con uwna magnitud K de la cte. de interaccidn en todas
las ligaduras. -

Después de realizar el corrimiento de ligiduras sezin
la direccién x, las ctes. de interaccidén en .la direccidén y°

tienen el valor

)
K v = oK

y han quedado un conjuwnto de spines parcialmente desconectzdos
tal como se indica en fig, 5-3.-

La decimacidon de estos spines se simplifica enormemen-
te mediante el uso de las transmisividades que se han definicdo
en el cavitulo anteriors Teniendo en cuenta la proniedad de wn
arreglo en serie de un conjunto de transmisividades estableci-
do en la secc. 4-1 podemos escribir directamente el resultado

de 1la decimacidn como:
w o

Q) o Ve
Rl -a- (5-52)
@ e ’

luvego segin las relaciones vistas en secc. 4-2

) N A+ Uﬁ-‘) £ () | c
Q () (5-5b)

K

» —

s -
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A continuacidn se realiza el corrimiento de ligaduras
segin la direccidén "y". las ctes. de interaccidén sobre las li-

gaduras en direccidn "x" toman el valor:

KD Lo K L o g [Araentlo |
< - B ()

i

(5-6)

Para decimar los spines parcialmente desconectados anlic2mos

nuevamente la propiedad de las transmisividades en serie, ob-

teniéndose:
b | ~ba'c b o
tfz) _ Y _ - & _ mi
, =(t2) = o Itcb@j (5-72)
L+ (a1
de donde
y b
2 A -A) b (b
\<‘7°= A %L + (8- = ( q (5-7b)
E - 17 (bw)

Aqui termind el proceso de renorm2lizacidén nara 4@ = 2

de modo que: K;:)z' K.x- ’ K;)= K' . Observar que si el siste-
ma es inicialmente anisotrédvnico, Ké = R, (RX)y K'y_z T27(K7)

sin mezclarse las direcciones. Para q = 2 se obtiene (5-3),
Si el sistema es inicialmente is6tropo, la restitucion de 1=z
isotropia se puede realizar definiendo, i
<) x4y (5-2)
2
A partir de (5-6) y (5-7Tb) es fAcil ver aue la cte.

de interaccidén renormalizada en la direccién 12 (2 =1, 2, ...,

d) para wna red hivercibica d - dimensional resulta:

A LS ) tb(b&”w)] |
2 a_ . t\ocbz-AK) _) (5-G)

lo cual coincicde con la expresidn general (5-2),

La relaciédn de recursidén obtenida en la variante //
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Migdal, es:

K | A L2 (e
pomnd a A t-btbak-\ K)

(5 - 120)

vara todas las direcciones,

Volviendo al caso de la red cuadrada veamos la conexidn
de la transformacidén de Migdal -~ Kadanoff con la autodualidad
del modelo de Potts tomando el limite b — 1 en (5 - 5b) (en
este 1imite todas las direcciones son equivalentes y por lo
tanto equivalentes al resultado de la variante Migdal). Para

ello desarrollando (5 - 6) alrededor de b=1 se obtiene:

K' (be le AYo A Won (1 A
XL + >—K+okb (b—&)K).AA-O(A}(S-ll)

En el punto fijo K'; = K*, por lo tanto
A
ol b

la cual tiene wma dmica solucidn no trivial

"
I S e~ 3F<

Qo:'b \'(..*7.—_'0

R.S

esto es, la solucidn exacta, tal como se vio en el capitulo

anterior.

Para el modelo 2Z(4) el proceso de decimacidn puede
también ser efectuado teniendo en cuente la propiedad de las
transmisividades en serie con las variables definidas en la
seceién 4 - 3 ' Consideraremos solamente wna red cuadrada.
Después del corrimiento de ligeduras, las transmisividades
equivalentes en la variante Migdal resultan: )

-2 b\,
AR NETA L - < (5 - 12a)

l QL—Z\(Z_K‘)\O_F Q—ZE\‘.\

e
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-2, -
(2 oS5 qu‘f o= 2yl

-2, W -
{ L2 elPh 4)\o+i 2%, o

\ © -
1:.7_=tz_go|<>= (5 - 121)

En el ldmite b —»1 , trabajando directamente sobre las
transmisividades, se determinan los puntos fijos imponiendo:

\

oL

{ —
—C—L—Q—Lb=’\,“f}=o (5 - 13a)
oLty .
e (=AY
Ao L ) °© (5 - 13p)

Después de reemplazar (5 = 12) en (5 - 13) resulta:

- K\ -2k _ W
t‘ ﬂ,‘&t‘_’_é_e;__ t1a 2(2_\(2_\.!,(,‘)_‘_(‘\_‘,&_‘)@_ h K( ::O
1_.e'?‘K‘
£ lact 2 e ~24,
2ok, 4 ) TRk ) -
4—C—ZK2—\(1+€—K1

— (=€) e K«J =0

Es fécil verificar oue este sistema posee como solucidn a los
siete puntos fijos del modelo Z(4) analizados en el capitu-
lo anterior. La l1ldinea de transicidn de fases autoduzl de este
modelo no es solucidn de este sistema lo cual era de esperar
ya que ella no es wna linea de puntos fijos. Para obtener las
lineas de transicidn de fases‘se debe tener en cuenta que‘las
expresiones (5 - 10) y (5 - 12) son funciones continuas en
b y conducen mondtonamente a los valores criticos exactos a
medida que b tiende a uno. Basta por lo tanto tomar wnm valor

de b suficientemente prdximo a uno y determinar en la forma
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usual, mediante el flujo de trayectorias, las l{neas de tran-
siciones de fases.

Como wn Ultimo comentario a esta seccidn se debe mencio-
nar que las estimaciones del exponente térmico Yo 8on cada
vez peores & medida que el factor de reescaleo b tiende a

wmo (cédlculos numéricos del autor).-—

- 93 ~



5 « 3 4 Cdlculo directo sobre el modelo de Potts en presencia

de i campo externmo.

Si bien la técnica de las transmisividades desarrollada
en la seccidn precedente facilita enormemente los cdlculos de
las relaciones de recursidn para wn b genérico, la misma no
nos da informacidén sobre la constante C de la ec. (2 - 6)
¥y por lo tanto tampoco sobre la funcidén g (K) de (2 - 12),
la cual se analizd luego en la seccidn 2 - 4 y se usari en
el método desarrollado en el capitulo 7 . Otra limitacidn de
dicha técnica es que, siendo la transmisividad una variable
de ligadura, no puede incorporar la informacidn de wna mag-
nitud acoplada a cada sitio como es el campo magnético o en
general, el campo externo, el cual, como se discutid en 1la
seccidén 2 - 4, es esencial para el cdlculo del exponente mag-
nético Yy *

Por todo esto es interesante mostrar wna aplicacidn més
directa de la aproximacidn M-K ¢n la variante Migddl, con el
objetivo de calcular ademds de las constantes de interaccidn
efectivas la constante que se extrae de la funcidén de parti-
cidn después de cada paso de transformacidn . Consideramos wna
red hiperciibica d-dimensional y efectuamos un reescaleo con
b = 2. Tomamos nuevamente el modelo de Potts con un hamilto-
niano algo més simplificado que el de ec. (4 - 2), con el té;
mino de fuente dado en ec. (4 - 9) también simplificado y con
el agregado de un término de interaccidn generado por la trans

formacidn GR. Por tanto, la funcidn de particidn inicial es:

- N

Z - E %E @xr/\i-; [ b+ S Soe e g
_ A Z_ exo (- ¥ L9]
— (.1” }Lq‘_k E& T > (5 - 14)
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El campo magnético puede ser tratado de dos maneras en
la etapa de corrimiento de ligaduras. En la primera de ellas,
que es la oue adoptaremos, el campo magnético es decimado exac
tamente tanto en los spines parcialmente desconectados como en
los spines totalmente desconectados. La manera alternativa con
siste en mover al campo magnético participando del corrimiento
de las ligaduras (Migdal, 1975b). En algunos casos este segun-
do procedimiento conduce a mejores predicciones del exponente
Yy (Burkhardt, 1982),

Después del corrimiento de ligadvras,; con los consiguien

tes cambios de las constantes de interaccidn sobre las ligadu-

ras reforzadas K-e-Qd-l K, L—Q-Zd‘l L , se tiene:
Zx = __L— / _L ‘___,.___ « z_é_____. e/ \/’-—- {‘JG Q- . A '.—5
c '\‘)Jisc. T 'l ')ou:. N T - Aese / ) -
A L T T AR
" = N'. = - N' < .
donde N' = N/ 2@ y Nggo = N'e@d , ¥y N, . 0. =N-N Nieo
La suma sobre los spines desconectados conduce a:
Md&:«. N L‘ 'L—}((’& d\-;
¢ -— “ ~ - ’ N - /!'-\
—(—\3 T /! e Q\_\ 5 '\__ <e +q-"1 -
disc. A=A dP | -
61' Q—djsc.i JL / a. N /
(5 - 15)

Para obtener las restantes contribuciones al factor ex-
terno y para determinar el hamiltoniano efectivo, es suficien-
te con considerar a cualquiera de los spines decimados T jwun-
to a sus vecinos préximos M, y i, « De este modo se puede

luego evaluar bastante sencillamente la expresién:

2 Z— @”‘Eif-‘k‘(aahﬂ' W/*,,>+Z' L( »E Opa+

Pof. T

+ é@'/«L 6@«)—\— H 35, %E

resul tando
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(.Z?_' = %’L {Q 5"“5"‘z‘ + 5/‘“/‘\- (“5/*\47'*' T (‘5}‘1\"’ 5;4?_«\)"

'Q‘ 8""\/"1.1 + J U"é/*\\\ U o 6/‘«/*7_ _ a""M)S (5 -16)

donde:

P
. = G.ZLK—*L)J‘-H +

o -

A
(- S ) oA\
T:‘_ 8_2 (R+L)+H+ 8_2 K-*-a_—'?—-

U

|

H oA

Después de exponenciar y reagrupar convenientemente se
obtiene:

G S raN . .
L2 F& D— é}“\}*L + b e ez 6 5 -+ G :E; (éh‘k -+ Y

Popa STE A M O}*z‘ /A
por 1lo tanto
K'e 2w S U2 ool R u*
U T?.
S
(5 - 17)

H' 2 B 26l pl T

U Y
Es fdcil verificar que para H= L = 0 se recuperan las expre-
siones previamente halladas correspondientes a b = 2,

Finalmente, el factor total que se extrae de la funcidn

de particidn estd dado por el factor (5 - 15) multiplicado vor:

o -\ NOL/'Z_OL‘
(9-5%&: frzet T g3
< o A

(5 - 18)
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5 — 4 . Correcciones de Martinelli - Parisi

Siguiendo a Martinelli - Parisi(1981) la arroxinaciin

M-X puede ser generalizada introduciendo en (3-1) wn nardmetrs

E ,0¢& ¢A , del siguientd modo:
Woem R, (] = R v-e) %] (5 -19)

donde ﬁz sigue siendo el operador de corrimiento de ligzduras
definido en la secc. 5-1. Obviamente vara & = 0 se recobra la
transformacién M-K mientras que mara & = 1 se obtiene la irans-
formacidn de decimacidn exacta definida ror (2-2). Para todo
£+ O el corrimiento de ligaduras correspondiente 2 bH = 2
efectuado segin fige 5-3 conduce a que las ctes. de interizecidn
de las ligaduras verticales indicadas con doble linea va
(2 - £) mientras que las de las ligaduras indicadass con
lineas de trazos sean iguales a &XK. Observar que sigue na=-
biendo una conservacidn de las interzcciones. Iuvego al dcci-
mar los snines indicados con cruces se generarédn nueves initer-
acciones, IOgicamente tras sucesivas (infinitas) transformo-
ciones se generan infinitas interacciones eﬁ decir, u esmacio
de interacciones de dimensidn infinita.- |

Martinelli y Parisi observarcn gue vnartiendo de un na-
miltoniano con una sola interaccidn entre vecinos wnrdéximos las
interacciones generadas luego de n transformaciones erin ror
lo menos de orden & .-

Esto los condujo a proponer varz el hamiltonizano vt de-
csarrollo en serie de vnotencias de € , Iuego si se cuiers tra-
bajar hasta wn cierto orden en ¢ , digamos e™ , es suficien=-
te con realizar un numero finito de transformaciones CR narz ge-
nerar todas las interacciones hasta dicho orden. Esto sigrifica

un truncamiento del esvnacio de las interacciones, m nueve nacso

de transformacidn generaria solamente interacciones ée orden &
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Por supuesto, todas las interacciones hasta e deben ser in-
cluidas desde el princivio del cidlculo si se nretende odtener
el hamiltoniano del nunto fijo.- |

Por ejemplo, vara el modelo de Ising en ura rsd cu=2-
drada si se trabaja hasta el primer orden en & es suficiente
con tomar de partida ademds de la interaccidn entre vecinos
préximos la interaccidn entre siguientes vecinos nrédximos. Si
se quiere trabajar hasta el orden E£® se debe transforrar w
hamiltoniano que posea ademds de las interacciones mencionzdas
las interacciones entre cuvatro snines y las interacciones de
terceros y cuvartos vecinos, -

A partir de las relaciones de recursidn se obtienen

el punto eritico Kc(<5 ) v el exponente critico V(&) tambidn

en potencias de & .-

Lo interesante de esta expansidn propuesta ner Marti-
nelli y Parisi es que en el truncamiento £ no se sunone Tue
los narédmetros de interaccidn son pequefios, hindtesis en la gue
se basan otros métodos como por ejemplo la exnansidn en cunulan-
tes. -

El inconveniente de este método, hasta tanto se desarﬂg-
lle wna tecnologlia del cdlculo, es que su tedio :idad hace nric-
ticamente imposible llegar a drdenes mayores que & es decir la
primera coneccidn a la aproximacién MK. Esto sucede con los tra-
bajos de Carzcciole y Patanello (1983) con el modelo de Potts,y
de Roberts (1984) para el modelo Z (4). Estas series sumamente
cortas hacen a su vez muy diffcil la extrapolaciin de los resul-
tados ‘@& € = 1 que es el limite en que se recupera la transfor-

\
macidn RG exacta.-
De todos modos la expansidn de M-P da un punto de varti-
da para por lo menos estimar los errores involucrados en la apro-

ximacidn M=K, -
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Fig. 5-1: Transformacién GR en la aproximacidn de Migdal: co-

rrimiento de las ligaduras simulténeamente en todas

las direcciones; b = 2 ,

Fig, 5-2:; Transformacidén GR en la aproximacidn de Migdal para

wna red triangular con b = 2 .

3
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Fig. 5-3: Corrimiento de ligaduras seguido de decimacidn se-

gin el eje x en la versidén de Kadanoff.
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CAPITULO 6
GRAFOS DE DOS TERMINALES

6 =1 . Reduccidn de bloques a grafos de dos terminales.

Grafos autoduales.

En el capitulo 3 se ha caracterigzado al método que de-—
sarrollaremos a continuacidn como un método que combina aspec
tos de las técnicas de decimacidén y de blogues de spines.

Tomemos el caso de dos dimensiones espaciales aunque,
en principio, el método podria formularse para cualquier nume
ro de dimensiones. En un primer paso consideremos a la red
construida mediante bloques como el indicado en la fig. 6 - la.
La transformacidén de renormalizacidn consiste en pasar al blo
que de fig. 6 -~ 1lc con el cual reconstituimos la red corres-
pondiente a i factor de reescaleo b = 2 ,

Ia constante de interaccidn renormalizada se obtiene en
cada dimensidn deformando el blogue inicial segin se indica en
la fig, 6 -~ 1b (Bernasconi, 1978) y decimando los svines inter
nos C y D. Para b = 3 el proceso se ilustra en fig. 6 - 2.

Este método nuede ser también usado para el tratamiento
de sistemas con interacciones entre vecinos prdximos y vecinos
segundos, ya sea sobre redes cuadradas como sobre redes tivo
"4 —~ 8" (e Magalhaes, Tsallis y Schwachheim, 1981).

El proceso de deformacidn del blogque inicial que genera
el grafo de dos terminales se re;iiza fijando dos raices y co-
lapseando las entradas y las salidas segim lo indican las fle-
chas en fig. 6 ~ la. Las ligaduras irrelevantes deben ser eli-
minadas.,

la etapa de decimacidén de grafos de dos terminales se
gimplifica sumamente mediante el uso del método de ruptura (o
apertura) - colapso que desarrollaremos en las secciones si-
guiemtes. Para la implementacién de este método conviene exvlo

tar las propiedades de dualidad y autodualidad de este tipo de
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grafos.

Es importante recordar el concepto de duzlidad de gra-
fos (Essam y Fisher 1971, Tsallis y Levy 1980, MArtin 1980)
"dos grafos planares de dos terminales G vy GD se dicen duva-
les si pueden ser superimpuestos de tal forma que cada ligadurz
de uwno de los grafos cruce uvna y solo una ligadura del otro ¥y
ademés cada vértice interno no terminal de wn grafo resulte
rodeado por una malla elemental del otro".

Un grafo es autodual si G y 6® son idénticos. Es fé
cil verificar que los grafos reﬁ}esentados‘en las figs. 6 = 1b
y 6 - 2b son autoduales. Es decir que esta transformacidn pre
serva la autoduwalidad de la red cuzdrada. Luego es de esverar
que los pumtos criticos de modelos autoduales como por ejemplo
el modelo de Potts y el modelo Z(4) (ver Savit 1980) sean exac-—
tamente obtenidos de las relaciones de recursidn corresvondien-
tes a esta transformacidn.

Esta transformacidn se puede realizar con valores arbi-

trarios de las constantes de interaccidn en cada ligadura. Lue

g, como se indicd en la secc. 3 - 5, es factible el tratamien-

to de modelos con interacciones aleatorias (ver por ejemplo,
Yeomans y Stinchcombe 1979, Costa y Tsallis 1983). También se
han considerado dentro de este formalismo a sistemas anisotrd-
picos (da Silva, Schwachheim y Tsallis, 1983).

En este capitulo, a diferencia de trabajos anteriores
(MArtin 1980) en los gque se deciman directamente los spines
interiores, incluso en la presencia de un campo magnético (MAr
tin y Tsallis 1981), se utiliza la técnica de apertura - colap
80, la cual simplifica dicho procéso. El autor ha considerado
interesante extender dicha técnica a un modelo con dos constan
tes de interaccidn como es el modelo Z(4). Por otra parte este
modelo, en una red cuvadrada posee importantes propiedades de

dualidad, por lo cual por lo dicho més arriba, es de esverar
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que su diagrama de fases sea exactamente reproducido.

Se debe observar ademids que la técnica de apertura - co-
lapso conduce & una répida estimacidn de la funeién g{ K| aque
contribuye a la energia libre segin ec. (2 - 12). Luego, se
puede continuar con el cdlculo usual de otras magnitudes como,
entre otras, la energia interna.

Como desventaja de dicha téenica resvecto del método di-
recto se puede computar la imposibilidad de la inclusidn del
campo magnético en aquel formalismo, al menos, de una manera

simple.~-
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6§ - 2. Relacidn de recursidn de Fortuin - Kasteleyn vara el
modelo de Potts.-

En esta seccidn se expondrd la demostracidén de wn imnor-
tante resultado debido a PFortuin y Kasteleyn (1972) el cuvzal in-
dica la posibilidad de que wm grafo de dos terminales vnara wn
hamiltoniano dado pueda ser resuelto mediante la técnica de //
ruptura - colapso.-

Utilizaremos en gran parte la terminologia de estos auto-
res. Consideremos wn grafo G en un numero arbitrario de dimen-
siones esp.ciales. Sea V (G) el conjunto de vértices v, v',
de G y sea E(G) el conjunto de ligaduras e, €', a v s o-

Definamos como de costumbre la variable de spin en cada
vértice v como N, 1la cual para el modelo de Potts de q - esta-
dos toma q valores diferentes:

2T M,

(6 -1)

En cada ligadura se tiene una constante de interaccidn ~Je
E1l grafo puede ser cualquiera siempre que entre dos vértices
del mismo no haya mds de wnma sola ligadura.-

E1l hamiltoniano del modelo de Potts de'q - estados aue

adoptamos ahora es:(comparar con el de secc. 4-1)

%qu._._ Z__ ) J, (6%%“) (6 -2 )

e'le ELG)
v y v! son los extremos de la ligadura e'. Para simplificar la
notaciém definimos K= B9 Jo oy O, = ngqv‘ de modo \que

la funcidn de particidén resultas

Z - & 2 e l-opwisll=
EEE AN ri-e S

— ‘N (;;vs %?{Z—-

q e'e E(G)

Ke'(qe‘-‘}g (g -3)
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Considdremos una ligadura cualquiera e. ILa suma sobre

todas las configuraciones (YE.QGLS puede ser descompuesta en
la suma de todas las configuraciones en las que O, =1 mis

la suma de todas las configuraciones con Je =0 Es decir:
o= Z[v=1] + Z [T, =0] (6 - 4a)

donde:

donde evidentemente E(G) - e indica el conjunto de ligadu-~

ras de G excluyendo la ligadura e.
El caso U, = 1 aue ocurre cuando U, y U, estdn en

el mismo estado, puede ser interpretado como una contraccidn

o colapso de la ligadura e de modo que como resultado de ,la

misma los dos Vvértices v y v' coinciden. TLuego, definien

do:

£ (B, G)— 7 &xp 2:__ K (T = 1) (6 - 5a)
7"

q' deEU&Q)
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donde 5,C es el "grafo contrafdo" que resulta de contraer la
ligadura e y T indica las configuraciones de las variables
de spin sobre los vértices de & 6 , resulta:

£ (Se=1]= é_r Z(L. ) (6 -5b)

Consideremos ahora el "grafo abierto" #.,5, es decir el
grafo que se obtiene a partir del grafo G eliminando o "rom-
piendo” la ligadura e Es obvio que V(A,G) = V(G) de modo
que las configuraciones o estados de spin 8e # G son los mis-
mos que los de G , por lo cual la suma sobre todas las con-

figuraciones puede ser dividida como antes, es decir:

£ (AG) = 2:_. @r 2;_ W (T, =0 4+

q"wgz& Qté.E(_G)-Q
+ Z—— W\> 2‘——— S (T - *)
§:q,=0 e cE(G)- e (6 - 6a)

donde hemos usado E(#.G) = E(G) -~ e Teniendo en cuenta las
consideraciones anteriormente discutidas podemos reescribir

(6 - 6a) como:

Z(#.G) = .é; Z (e, C-;>+ e-Kc ZIUQ=OJ (6 - 6b)

Finalmente con (6 - 4), (6 -~ 5) y (6 - 6) obtenemos la rela-

cidn de recursidn buscada:

A(G) = U tee) E(8,6) + W, Z(ﬁle_e> (6 - 17)
Q.

donde: u = exp(--Ke) = exp(-(q Je) (6 - 8)
Ia relacidn (6 - 7) conduce a una interpretacidn senci-
11a de z(4,G) y 2(8.G) a las que denotaremos en forma simplifl

cada z* y 2° respectivamente. Esta interpretacidn es:
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ZHE) = L Z(G) Y= £om ELED
Je—bc JC_,.w

( 6 -9)

Por supuesto que la relacidn de recursidn (g=7) nuede ser
aplicada a Z° (G Y y &S tomando otra ligadura
e'' y asi sucesivamente hasta considerar a la totalidad de las
ligaduras. En la siguiente seccidén trasladaremos la relacidn
(6-7) entre las funciones de particidn de los tres grafos a la
relacidén entre las constantes de acoplamiento efectivas de cada

wno & ellos suvoniendo que son grafos de dos terminales.-
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6 - 3 . Tcnica de anertura - colapso. Aplicacidn al bloaue

"puente de Wheatstone".-

Continuamos considerando el modelo de Potts de q - esta-
dos. Supongamos qQque G es wn grafo en el que dos vértices ver-
tenecientes al contormo del mismo han sido destacados como "ter-
minales", LLamemos a estos dos vértices A y B. Los restantes
vértices serdn considerados "internos", vi.-

Cualquiera sea el grafo G es facil ver que la funcidn de
particidn, después de decimar los svpines internos, tiene la éx-
presidn

—

Z(G) = 2—— {‘Q 5

A
S 93, N ( SGAGG }1 (6 - 10)

donde R y S como se vera en el ejemplo tratado al final de
esta seccidn son funciones de las constantes de interaccidn de
todas las ligaduras de E (G) . Ia expresidn (6 =10 ) puede ser

reescrita como

) (6 -11 )

2(63=QZ—- QJXFJL,Q\\_R_ (& _«\”)L
S N S
UT g
de donde la constante de interaccidn efectiva resulta

K, - aJd _ yr
@ = Qe = o ( & -12a)

)

o bien, en términos de la cantidad definida en ( 6 - 8 ):

el >
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Andlogamente, para el grafo obtenido contrayendo wna liga-

dura e , &, & , se obtienes

26) s Z(E)= o= [RI g, + ST - 3,0)]

(6 - 13 )

y para el grafo Ag G, en el cual se ha abierto la misma ligadu-

ras

Z(@)EZ(Ae@3= SRS [Q 0,5, v Do (- e/]

(6- 14)

Sustituyendo ( 6-13) y (6-14) en la relacidén de recursién de //
Fortuin - Kasteleyn y comparando la expresidn resultante con

(6 =10) se obtiene

> = (h*‘ ;:e )Qa + U ey (6 - 152)

bz(k—qf{)g:_kuesz (6- 15Yb)

La técnica de apertura - colapso consiste en la reduccidn
iteractiva de un grafo a subgrafos abiertos y contraidos y en la
utilizacidén de las relaciones ( 6 -15 a y b) para el cadlculo de
la constante de acoplamiento efectiva.-

Si expresamos la transgisividad efectiva del grafo G y de

los subgrafos abierto y contraido como

]

A C
- N tA:EE/ ’ t°=—'§)f—— (6 - 16)
D> a7 : |
De DQ

A :
respectivamente donde N, Nf N© y D, D, DQ son funciones de
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las transmisividades de sus ligaduras y recordando la relacién

adelantada en el cap. 4

A~
€, = ( 6-17 )
“+(q__ ‘) Mi
A c A c .
donde ti = %, te ’ te y ouo= ouwou, o, v, regsulta sencillo
demostrar ques
N A LBy NS
= (- t‘e.) Ne + Fe Me. ( 6-18a)
A C
D=('-t )0 + te B¢ ( 6-18b)
Comparando ( 6-I5 ) con ( 6 -18) se observa que, absorbiendo
la cte. 1/q9 en RZ. y Sg , ambas expresiones tienen la misma

forma excepto que los factores asociados al grafo contraido han
intercambiado sus posiciones con los factores asociados al gra-

fo abierto.-

A continuacidn aplicaremos este método al grafo de dos
terminales "puente de Wheatstone'™ mostrado en fig. 6-1b cuya
autodualidad fue mencionada en la secc. 6-1. Consideraremos
el caso no homogéneo con transmisividades t (i =1I, seey 5)
Los grafos abierto (A) y contraido (C) obtenidos eliminando &
contrayendo la ligadura 5 respectivamente son mostrados en fig,
6~4a, b. Es flcil verificar que estos grafos son duales entre
8ie~-

Utilizando las propiedades de la transmisividad en serie
y en paralelo mencionadas en secc. 4-I es ficil obtener la trans-

misgividad del grafo A c¢omo la transmisividad en paralelo.

= o o)

\

donde bt  =t,t, ¥y &g =t.t,
\

Invirtiendo: t;? se obtiene
ks
LA= NA - Bk, +Esty '\'(Q«-'z)t‘ttt‘!t‘\ (6 193.)'
vl L+ (q-1) Ltk
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La transmisividad del grafo. C
misividad en serie

se obtiene como la trans-

E €4+ tibu +Tataatatur(a-2) t,t, sty +

(& (g-4)(t x>ty T) ( 6~19b)

+(Q.—2—3(t~t1tz.+ C,E3ty+ E1E2ty thatH)

Z
+(q-4)" Bt Tyt

Lue go, utilizando ( 6-18a, b )} se obtiene
N — t{tz4_tstq-+t\tqt5ﬂ-tztzts-+
r(q-2)(a-2) Bt tatyes v (-2)(t ty Ea by +
+.Qtlt3t5+twttht54—t\tbtqts.+t2t5tﬂt§>
( 6-20)
D=1 4 (-0t tgy tltqt5+-t1clt3tq).*

+(q:0(a—f)t\tgtgtqt5

Por supuesto el caso homogéneo se recuvera vara

b, = ees = t5 = t . En este caso Levy y Tsallis (1981) han cal-

culado el exponente critico V (q) utilizando este método para

b=2y b= 3 ,De acuerdo a 1o discutido en secc. 4-2, para

q >4 el exponente v (q) tiene wn significado puramente formal.

- 110 -



Utilizando las expresiones ( 6 - 20 ) Yeomans y Stinch-
combe estudiaron el modelo de Potts diluido, segin el método
adelantado en secc. 3-5. Observar que la distribucidén de vproba-
bilidades en términos de las transmisividades tiene la misma

expresidn que la de ec. ( 3 =

Pl = e D, - t) + (A - P) 6(1:&.3

Una Gltima observacidn, importante para la seccidn

6 - 5. Si se escribe tc en forma factorizada comos

&

£ (e Earia-2) t«tsl[_tw Ly (gq-2) &, t—ql

= < (6-21)
Y_‘-\-(Q\—")t«tsl l:_/\“'(%—qtthl f

se observa que se obtiene tA descartando los productos "cru-

zados™ en el numerador y denominador de (6-21).-
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6 - 4 . Generalizacidn del resultado de Fortuin - Kasteleyn
al modelo 2(4). ..

cl-

En esta seccidn nos proponemos realizar wnm tratamien-
to sobre la funcidn de particidn del modelo Z (4) andlogo al
realizado para el modelo de Potts con el objetivo de facili-
tar la decimacidén de bloques como los de dos terminales ana-
lizados en la seccidn anterior.-

Consideramos wn grafo G y adoptamos la terminologia
de la seccidn 6-2. Para simplificar las éxpresiones denotamos

al hamiltoniano de la siguiente manera (ver secc. 4-3):

%=_Z_(h4\+v\2 )
e < e

con:
., = l<‘Q‘QQA q@\_&)
[
he o= Ka (T =4 )

donde Qs ha sido absorbido: en las constantes de interaccidn
*
y qe = Q-v Q-V \

Repetimos el proceso de seccidén 6-2 en dos etanas. En
la primera de ellas dividimos la funcidn de particidén del mo-
delo respecto de wnma ligadura arbitraria "e"™ de la siguiente

manera.:

Eo= B[S =a | v BT = 4]
(6-22)

donde

o Sy B B

LN ST, e'e B(O)
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LZ—; ot Mo Mo

e'eB() 32' e'eEG) e

En la segunda etapa realizamos wna senaracidn de confi-

guraciones en Z [Q‘; = -M] similar a la anterior:

Z [Q';‘:_M] - Z[Q‘e.:“] v ZlT =]

donde

ba o
____,_\_4]: A Z_—_\_,\@KT{C————— (L\\ -y-l/\?_e.‘ >g (6—243.)

M

ZLUQ=-*1= Sl @xﬂ j (M, 41y )\ (6-24b)

— te ©
= & e’éz

2
Yy 8 su vez reescribimos Z{_@Q= - ﬂ] como s

'Z‘Lqe.-— 1—' & " rem e 7 {Z__ (W, ot ‘\R

L‘N q: WQ:"’A B(6)-2 v

- (Z'K?-e," <,
= < < ZB (6-240)

Debido a que Gq_.-.-\-’\ implica que 9, y UV estén en

el mismo estado es decir v y v'! coinciden resultas
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L =

= L z(g, &)

(6-25a)

Congsiderando nuevamente el grafo.AQC5 en el que la liga-

dura e ha sido eliminada (o sea tomando sobre ella Ki

L=

= Ké = 0) se tiene
(=28

Z(AQG’") = 'Z‘\ -+ rZ“z_ Bl ?"5 (6-25b)

Pero ahora a diferencia del modelo de Potts es necesa-~
rio considerar un tercer grafo ®, & obtenido a partir de G
abriendo "parcialmente™ la ligadura e , tomando Ki =0 vy
-C.
contrayéndola parcialmente tomando XK, =0 . Fn otres pala-

<
bras, esta ligadura solo distingue J, - .4 6-@;___& , con lo

cuval

L Zz(Be)= &, + %
z (6-25¢)
(el factor 1/2 corresvonde a la variable parcialmente elimina-
da );o -

Finalmente, reuniendo ( 6-22/25) resulta la exoresidn

que generaliza la relacidén de recursidn ( 6-=17 )

_2w _ 2k, -
Z =(‘-e— «) Z«G-{—(@:Qk* _ ot K‘) 25, S g
4 g

donde hemos simplificado algo la notacidn. Mis awn, utilizando
las variables definidas en secc. 4-3 a las que transcribimos

para mayor comodidad

I "‘2‘(7_— K’\ _ )
Ey= ¢ =« (6-26a)
o] - 2K4 (e)
= & = W
C, (6-26b)

resulta la expresidn
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A

? < Xy \
R e I e R
“ z | (6-27)

la cual es coherente con la relacién (6-17) con q = 2 vara

los limites Ising del modelo 2(4)s

2 > <
i) K, =0 = w =1 y Z =% en la variable restante

ii) Ky — 400 = wil o v 2%~ Z" en la variable restante
(hay wn factor 1/2 que corresponde al doble recubrimiento)

iii) K2 = 0 = ww)=wm"y Z, = Z.A en la variable restante
(aquf es necesario estudiar el modelo como dos Ising desa-

coplados haciendo K, = O en ec. (4-15b))

)
y con q = 4 para la situacidn en que reproduce el modelo de
Pottse

\ C‘ A .’
iv ) K, =2 K, = W= w® g AT, L tienen la interpretacidn

dada en ecs. (6-9).-
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6 - 5 . Téenica de apertura -~ colavso nara el modelo Z(4)

Observemoss que la funcidén de particidn para cuvalquier
grafo de dos terminales con el modelo Z(4) se vuede expresar

comog

yl S .
201 T [ e« B Uy

+ 12 (1 - 99, ) (1 - Sgrag } (6-2)

Tos coeficientes R (x = 1,2,3) determinan las cons-
tantes de interaccidn de la ligadura simple equivalente entre

las terminales A y B mediante las ecuwaciones:

w(‘) — (\?3
. (6-29a)
W_Lﬂ — Qz 62
—?EJ_P (6-291b)

donde w? y o han sido definidas en (6-26).-

Eligiendo vwna ligadura cualquiera se generan nuevos
grafos AG, DG y %G siguiendo las prescripciones estableci-
das en la seccidn anterior. ILas funciones de particidn Z (4G},
L®6) y Z(6G) también tendrdn la forma de la ec.(6-~28) con coe-
ficientes Ré,RE y Rgrespectivamente. ILas constantes de interac-
cién equivalente o ,‘ﬁB ,'ic , estdn relacionadas con los
respectivos coeficientes mediante expresiones andlogas a (6-29).-

Reemplazando en (6-26) Z(&) ,ZL(A6),2(B&) y Z(28G)

por sus respectivas expresiones y reordenando términos se obtie-

nense

A—(,JO) A ('-7_ (\'3 ® . G
de . e )Qd + Lw—e.?- e Rd 4 w';) ‘_2,,‘ (6-—30)

Esta relacidn permite reemplazar el grafo original por
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gra.fos relativamente méds sencillos, y el proceso puede ser
avlicado iterativamente cuantas veces se desee.-
Ia relacidén (6-30) puede ser transcripta en términos

e Lp] b .
de las transmisividades t’ t'* dadas por las expresiones

X3

£ A~ Lot —
e oy 2w <,

L(") = '1 +w(z)_ zw(‘) - XL_ (6-31)
i —+ P 2ust X1

donde X, son funciones de las transmisividades de las liga-

duras de los grafos resvectivos. Ia relacidn buscada es:
X, — t% xA RO > (o c
X = e w + te—te>><°< ..\.(\_te_BXx (6-32)

la cual comparada con ( 6-30) parece indicar nuevamente wna
inversidn de los significados de los grafos abierto y contrai-
dos -

Pasamos seguidamente a analizar el puente de Wheats-
tone ya considerado em la seccidn anterior. Los grafos abierto
y contraido- pueden ser resueltos sencillamente en términos de
las &, (i designa las ligaduras l,..., 4) 6 de sus duzles

(>, wutilizando las propiedades de arreglos en serie y parale-
lo. No parece existir i algoritmo semejante para tratar el gra-
fo con la ligadura § abierta, contraida, Se ha determinado EQ%G>
mediante la suma explicita sobre las configuraciones.

los resultados obtenidos, en términos de las variables

duales son los siguientess

A £)) Ca
¢ 0)) ) (L) &) -~
Rﬂ -_-(k_\.w‘c)w;t)_\_‘z W, w;)(ﬁ.{.w‘_\ Wy ‘\'2‘*’3 W )
Qk - ('wu') a2 (A D) ) W) -‘Z () )
2 = Vi W LT, ”z)(w's"'wq 4+ Ly,
RA 9 () () ¢V W (v -y o\
2 = w‘.,_ (’\-\-w‘ 7_\_uA U+w7_ Lu‘.,)((-i-(,««‘l,l )+Luq (.H,JZ >l

(6 - 33)
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— W, W v 10 U) W G
_.(&.*.w‘ w_z)(\.\.w W, ) L\ Wo' Wi (,u,_()

in_-_- (w\u)_‘.wszaw_:l) Ln> 4 w()w 9 \.) w:"")
(\+VJ“W(\+ m)wykJ“7 (\+LJGW(‘ kn)gJu' H)
(6 - 34)
R = s 2 )
R:’-: wquw:1)+ w—-m ) + 2 Ly w—“7 w-fﬂ ud‘“)
‘
R;:‘ U + w:uw_sm) Wy W U + Wy Bw“’ 7 M LD
(6 - 35)

Nuevamente se verifica, ahora en términos de las c:i
la eliminacidén de productos cruzados al pasar de (6-33) a (6-34)
y de (6~34) a (6-35). Ignoramos si esta regla tiene caricter
general, pero de ser as{ bastar{a el cdlculo del grafo abierto
para obtener todos los demAs. Observar también lo siguiente.
Ios grafos abierto y contraido son mutuamente duales e inter-
cambian sus roles cuando ‘{E;g —> {FG;S . E1 grafo abierto-
contraido conserva la autoduzlidad por lo cuval R, en térmi-
nos de las CJ, tiene la misma forma que X, en funcidén de

o A

las ti °

Finalmente, las relaciones de recursidn para el siste-

ma homo géneo, en términos de las transmisividades resultan:

L B (2, 5, e

L (6 - 36)

H
_LU-)‘ (tu) “_\_ t_m“ tu-)+ ’C..u): tgﬂz‘ N 4 _.‘_-__L\)’D tt'-)>
D ]

donde:
cl.)"‘ )" (G Y Ok u) () ?
D=4t 2V £ 2N e p e (Mo x >

Como era de esperar, debido a las propiedades de dualidad del
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modelo, estas relaciones de recursidn generan exactamente to-
dos los puntos fijos del mismo descriptos en el Cap{tulo 4. A-
demds es posible calcular, siguiendo la prescripcidén usual, el
exponente critico v=1(/y_. en cada wmo de los puntos fijos no
triviales. E1l resultado es:

i) para los puntos fijos tipo Ising: 1.149Q (exacto: 1)
ii) para el punto triple: O.94% (exadto, conjeturado, 2/3)

Finalmente, puesto que la linea P4 - I3 (ver Cap. 4 )
es reproducida exactamente por las relacioqes de recursidn
(6 - 36), y puesto aque dicha linea aparece como una linea de
puntos criticos, se ha calculado la variacidn continua del ex-
ponente Yp & lo largo de la misma. Se ha encontrado una va-
riacién mondtonamente creciente, similar a la graficada en la
Pig. 8 - 5, entre el valor 0.871 (correspondiente a 13 ) ¥

el valor 1.054 (correspondiente a P )e Una ulterior discusidn

4
de estos resultados se dard en la secc. 8 = 3 .-
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C D
- .
¢ } ®
a ») C

Fig. 6 = 1: Construcciédn del grafo de dos terminales; b = 2

I
U
a o) C

Fig. 6 - 2: Construccidn del grafo de dos terminales; b = 3

a b
Fig. 6 - 3: Grafos abierto (a) y contraido (b) correspondientes

al grafo de fig. 6 - 1lb. Estos grafos son mutuamente

duales.,
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CAPITULO 7
TECNICA MIXTA GRUPO DE RENORMALIZACION - CAMPQ MEDIO

7 -1 . Aproximacidn campo medio - Justificacidn de la técnica

mixta

Una de las vrimeras técnicas desarrolladas vara evzlu-—
ar la suma multiple que contiene la funcidn de particidén (ec.
(1-6)) es la que se conoce como aproximacidén del camwo medio:
(CM) o también, por razones histdéricas, aproximacidn del campo
molecular o teoria de Weiss. la aproximacidn CM posee una gran
sencillez matemdtica y a menudo brinda una informacidn cualita-
tivamente correéta de las principales caracteristicas de wn mo-
delo dado. Bisicamente la idea del CM es la de reemplagar el
hamiltoniano del modelo considerado por el de wm inico svwin in-
teractuardo con un campo medio que representa el efecto de los
restantes spines de la red. Una versidén mejorada consiste en
reemplazar el {mico spin por wm blogue de sbines, el cual se
resuelve exactamente sumergido en un campo medio con el mismo
significado de antes.~-

La formulacidn de la aproximacidn CM se realiza de la
siguiente manera., Sea . o1 namiltoniano del modelo real y EQO
el hamiltoniano del modelo spin (o bloque de spines) - camvo
medio. Ia funcidn de particidn puede ser llevada a la forma

(ver secc.5-1):

Z:Z—— exp (- [0])= &, oM (9] 4 C%,[T1)2
{93 pie ) <6xf(? ‘ )7-1)

donde?

Z__ QM?LQM (_Q]> QJXE( N >

(7—§a)

y:

<O = %,j Q] exp(- %, [51) (7-2b)

9
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Recordando la desigualdad de Peierls

< >
<:<3CQ S 2 e =

se puede, a partir de ( 7-1 ), establecer wna cota inferior a

la funcidn de particidn de la siguiente manera:

1t

Lz Bo - (ROI-%1)5 =2 (g

y por lo tanto: wna cota superior a la energia libre por spin
comos

£ - S Z ¢ b - L -e(RIT-R B 5 = F, (720

Consideremos modelos con simetria global Z (q) (ver
secc. (4-1)) formulados en términos de variables de svin conple-

jos pertenecientes al grupo Z(q). El hamiltoniano ¥, mds sim-

(2]

ple, esto es de un-spin, tiene la formas
3 —
L\—) ¥
_(5'3@0@1:7 2 (et
=1 a‘ (7"5)
e) [
donde > es el campo medio. =
Tuego el primer término de ecm puede ser evaluado

directamente de (7—23) y (7-5)

¢ (o] oL Z, 2

(7-62a)
donde
(8- %{%ZW_ FLZ—&LB@) ﬂg (7-—6b)

De (7-2b) y (7-5) se puede ver que, simplificando un po-

co 1la notacidn

<Q> = Q—E_é*i_j._.

A
Z, LoBY

Q
(_—\
o |
(3
e

orﬂ

I
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donde:

——

w._t\'): ’B\Oo w‘_(ﬂ* — ’Deo
’ > BT RN
puesto que tratamos a todas las notencias <Tf' como variables
independientes. Calculando de este modo el segundo término de
 J ec.(7-4), es fhcil ver que

~ Y

¢ [®]=-t { > (W._ 7 (3 w;v>)J+
C™M - N A x d

= 4 4

‘.-

-p L]

Puesto que el campo magnético en & estd acovlado a

(7-7)

las variables |,  de igual forma que ES?O, el valor medio

?

del spin por sitio 8 pardmetro de orden ess

Pfem DU oD
She T e (7-8)

(q-.'(> = ‘W\‘(Y):-—

Para finalizar esta breve revisidén de la anroximacidn
CM seflalemos que es més conveniente discutir el problema en
términos del pardmetro de orden y de su correswondiente voten-
cial termodindmico 5 (m | proporcional a la energia libre de
Helmholtz obtenida mediante la transformacidn de Legendre dada
por ec.(1-12)..Por supuesto con campo externo nulo ¥ y F //
coinciden después de eliminar en esta Gltima Eb?q invirtiendo
ec.(7-8). Es decir

L ’51.”[_%] = EQM[-B(MA)’ H=O:.l =
N

=—-'i\1- éi w; — g(w;).;;‘.l_ Gﬁﬂ er ,H::Q]g(7"9)

=\

Como se discutid en la sece.(1l-3) para estudiar 1lgs
transiciones de fases es necesario determinar los minimos de
(7-9)11

Ahora bien, la técnica mixta grupo de renormalizacion

(Migdal-Kadanoff)- campo medio (MK - CM) consiste en efectuar

- 123 -



un tratamiento tipo grupo de renormalizacidn a la funcidn de

particién previamente a la aproximacién CM. EL1 hecho que su-
giere wna combinacidn de este tipo es que puesto que la avro-
ximacidn MK proporciona wna cota superior de la energia libre,
ec.(5-4) y la aproximacién CM wna cota inferior, ec.(7-4), es-

to ess

Poo¢ ¥ ¢ ¢

M CM

resulta natural suponer que tal combinacidn representaria wna
superacidn simultanea de ambas aproximaciones. Otra motivacidn
para realizar esta fusidn surge de que la aproximacién MK como
es obvio, es exacta para d.—+4 mientras que por el contrario
la aproximacidn CM es exacta vnara L —sco ., Luego es de esperar
que una técnica mixta conduzeca a buenos resultados para dimen-
siones intermedias, -

La técnica MK - CM se realiza del siguiente modo. Con-
sideremos por simplicidad un moaelo‘con wna sola constante de
interacecidn K , ademds del campo magnético H., En el hamilto-
niano del modelo se incorvora un parametro variacional "v" de
tal modo que pueda ser identificado con el valor CM del parime-
tro de orden. Después de "1'" pasos de transformacidén GR , rea-
lizados con aproximacidn MK se tendri segin ec.(2-26) la si-
guiente expresidn de la energia libre:

2-4A
: V) = 2 8 G (K M ) e B R (K, Hy g
) §=° F )+ (e JL(7-1>o)

donde se ha optado por trabajar con las constantes de interac-

XK, I = 1TL.
o]

Sabemos que con wn adecuado comportamiento  del segundo término

de (7-10) (ver (2-27)) la energia libre resulta

cién en lugar de los campos "u" , ¥y K

Ml

Ble,H. v = Z, SN %(K Hisv) (7-11)
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Debido- a la forma altamente complicada de la funcidn g es
imposible sumar la serie (7—lIi’directamente. Lo que se puede

hacer es estudiar la suma finita
_%ot
:Pﬁ (l’(, H 3\/) - 2 o) %(K-\, H;B .)v> (7-12)

para valores grandes de L2 , comenzando eon Ho = 0 y para
diferentes valores de K@. Por lo sefialado en la secc.(1l=3) pa-
ra detectar wma transicidn de fase es necesario estudiar los
minimos de ¥ [w] 6 lo que es lo mismo, de EL(K,H;vs~u) . Lue-
g0 en esta variante variacional se podria esverar un minimo de
(7-12) para m # O correspondiente a algim K > K_. Baracca

et al (1982). han realizado este cdlculo: para reticulos enorme-

100 ) con condiciones de borde pe-

mente grandes (hasta N = 2
ridédicas y encontraron que en cuvalquier d_. el minimo estaba
siempre en m = O para diferentes K . Luego en esta forma di-
recta esta versidn variacional de 1la técnica MK es ineficaz.-
La técnica mixta MK - CM es uwna forma bastante senci-
1la y razonable propuesta como solucidn de estos problemas., Es-
ta técnica consiste en efectuar 2 pasos de transformacién MK
en su versién variacional y evaluvar la energia libre restante
en la aproximacidn CM con la identificacidén adicional

v =<8 > = M _
M (7-13)

Tuego; en esta técnica, la expresidén (7-10) para la energia li-

bre debe ser reemplazada por

R-4 ) ) _2
PUoHMY = 2 B8 g (imyiv) + 5 B (e, )
V= (7-14)

De esta forma el problema de truncar la serie (7-11)

es eliminado ya que la aproximacidn CM representa el efecto de
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una red infinita.

Es importante destacar que si el pardmetro v =m no
se introdujera desde el principio del célcglo, el primer tér-
mino de (7-14) seria wna constante (independiente de v) total
mente irrelevante para el cdlculo de minimos. El resultado sg
ria el del CM usual con el {mico cambio de K por KQ lo
cual daria una interpolacidn naive entre el valor critico de
K obtenido con CM y el obtenido con MK. Esta intervolacidn
no tiene ningim valor porque, como veremos en la seccidn si-
guiente, ambos valores estén por debajo‘de los valores exac-
tos o mis precisos.

Por el contrario, veremos que la técnica MK - CM tal

como ha sido formuwlada mejora simultdneamente a ambas aproxi

maciones cuando se aplican separadamente.-
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7T - 2 . Aplicacidn de la técnica MK - CM al modelo de Ising

Vamos a analizar mis detalladamente la técenica esboza-
da en la seccidn anterior en su anlicacién al modelo de Ising
ya que este es de lejos el modelo mis conocido en cuanto a sus

Y

» [ 4 . - o -
propiedades criticas se refiere vara diversas dimensiones espasg

ciales.
El hamiltoniano del modelo de Ising con campo magnéti-
co es:
Jil= K U‘.Q'. H Z—" CS:
d[9] ZJ'V § (7-15)

donde la cte. (-(>) ha sido absorbida en Ky H y T, =+{,-

Ia funcidn de particidn 'mormalizada es la usual

Z K, 1] = Z_ exp ¥ [T] (7-16)

2
donde N es como siempre el nimero de sitios del reticulo ori-
ginal, -

Para efectuar la versidn variacional de la transforma-
cidn MK introducimos el pardmetro variacional v reescribien-
do el término de interaccidn en (7-15) en fyncién de las fluc-
tuaciones de NV, alrededor de v de la sigﬁiente forma

W =R [Tv] = K 2 (T (T-v) +
<hY (7-17)
§(2avik 4 H) Zﬁq}. — Nk v®

luego ei |v| ¢ |1 es natural identificar a v con el pardmetro
de orden <G> . Este pardmetro se incorvorard en un modo no
trivial en las constantes de. interaccidn efectivas que resul-
tan de wna transformacidn GR . Dentro de la aproximacidén MK
adoptamos la variante Migdal tal como fué descripta en el cani-
tulo 5, con b = 2, Supongamos que se han realizado n  pasos

de transformacidn a raiz de lo cual se tiene:
ZH]= 7,00 =2, E, [Ke, Heyv] (7-182)
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donde

Z

Yes wzm* éz* eyFPMQ[KM’FhA) ]
2™ Loy

y efectuamos la transformacién (n + 1). Ia suma sobre los spi-

(7-18b)

nes desconectados genera un factor similar a (5 - 15) donde

H debe ser reemplazada por (24 vK4H )/2 es decir:

N[L_T“U+d)]/zﬂi

ZMHW@ o= [:ma\_ (2w KK 4 H)J (7-19)

La suma sobre los spines parcialmente desconectados
se realiza segin el procedimiento indicado en secc.(5-2) solo
que ahora las expresiones son algo méds complicadas. Las constan-~
tes efectivas y el factor que se extrae fuera de la sumatoria

estdn dados por las expresiones:

K = = 4 ae { R{7 R§M g
M4 A 4 Q:M) (7-20a)
Gl
S A K v (2-2% A g {.‘3.!
HH-M \M -+ M Q )+ > S ‘--&L—;—) (7-20Db)
[ gn)(_zu-\) YZLM)} NOL//",{Z.OL(M.H) (7_200)
%
Ld.o.c)
donde
RL‘: — CO’.&D\.[(Z-OL l<~\(°‘-‘2—v3+ ZOLVKM-\- le (7-204)

Resumiendo los factores dados en (7-19) y (7-20c) ¥y
segin la definieidén (2-11Ib} resulta

ok (M)

%LKM,HMS V) = -1 D LZM“QLML) EMHL"U‘)]:

- 128 =~



iLOL u[rz“" R ra“‘j (2% a-t) 6 R,

(7-21)

Después de "1™ pasos de transformacidn GR sélo que=-
da por evaluar mediante la aproximacién CM la funcidn de
particién dada por (7-18b) con n = £ y %K, H, [ en la for-
ma original (7-15). Siguiendo el procedimiento descripto en
la seccidn anterior sélo es necesario introducir un campo me-

dio Bi . La funcidn w5, definida por (7-6b) vales

y reemplazada en (7-7) conduce a:

1

‘N

b [B]=— ‘&T { 2 [ADM el B - (B W)L B

[ =4

+ K, /. Bud By Lok B, (7-23)
<»',\t')*> 6
Por otra parte, teniendo en cuenta (7-8) y ( 7-22) se obtiene
el pardmetro de orden:
<T;> = X pm B,
A D)
Imponiendo invariancia traslacional y rotacional y efectuando
la identificacidn

<G" >Cf‘\=\/

se puede reescribir (7-23) como:

P

ctm = —

%~0LK£ v? H&\/ — 5-2-(\+v)2,.(&+v)+

(7-24)

kS LN
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Finalmente reemplazando (7-21) y (7-24) en (7-14)
se determina totalmente la expresidn de la energia libre en la
aproximacién MK - CM . la transicidn de fase se determina bus-
cando los pwuntos estacionarios de £ (K, H:D;v) es decir im=-
poniendo:
DE (K, H=0, V) _O
v

cuya solucidn es la ecuacidn de estado v = v( K ) (ver Nota ).

(7-25)

Por supuesto hace falta otra ecuzacidn que puede provenir de la
exigencia de que dicha transicidn sea de segunda especie y por
lo tanto

/BZ'Q(K(.,HCO')\/C> :O
v

6 més directamente efectuando un desarrollo de (7-25) hasta

el primer orden no nulo de v. Por supuesto uno puede verifi-
car que la transicidn es efectivamente de segunda esvecie gra-
ficando Q(V$V4=Oi‘ﬂ) en funcidn de v para distintos valo-

res de X .=~

Los resultados obtenidos de los diversos andlisis
efectuados sobre esta técnica son exhibidos en las Tablas al
final de este capitulo.-

En la tabla 7-I se comparan los valores criticos de
la constante de acoplamientor K que resultan del método MKCM
con 2=1, con los obtenidos previamente con CM, GR-Migdal
y GR - Migdal -~ Kadanoff, y a su vez con los resultados exac-
tos o0 mis confiables disponibles para 4 = 2, 3, 4. En pri-
mer lugar se observan los comportamientos conocidos de 1a' //
aproximacién CM: da mejores predicciones a medida que d cre-
ce, ¥ de los métodos GR : solo da resultados aceptables para
d = 2, En segundo lugar, se debe destacar que para 2<d < 4

el método MKCM con 2 = 1 no es wna simple intervolacidn en=-
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tre CM y GR (lo curl s{ seria de no introducir el vparimetro
variacional v desde el inicio, ver table 7-4) sino que los
supera a ambos.!

En la tabla 7 - 2 se comvaran los resultados prove-
nientes del MKCM, 2 = I, con los que se obtienen con el mé-
todo de expansién alrededor del puwnto estacionario (EPE)(Riera,
1983 ), cuyo: orden cero es el CM,

Del andlisis de las tablas 7-3 y 4 surgen ciertos indi-
cios de que la combinacidén de los métodos CM y GR no es del
todo arménica. Por ejemplo en tabla 7-3 se exhiben los resulta-
dos obtenidos con MKCM pero con la transformacidn GR reali-
zada segim la versidn refinada de Kadanoff observAndose que, si
bién esta {1lltima es superior a la versidn de Migdal (columnas
3a, y 2a. de la tabla 7-1 respectivamente), la MKCM con Migdal-
Kadanoff da peores resultados que la MKCM con Migdal. Por com=-
pletitud se han agregado los valores obtenidos con Migdal-Ka-
danoff con factor de reescaleo b— 4 , |

Por otra parte, en la tabla 7-4 se ﬁanifiesta el rdpi-
do desmejoramiento de los resultados obtenidos con MKCM que
aparece al tomar £ > 1 . Bste comportamiento, que relaciona-
mos con el seflalado respecto a la tabla 7-3, puede ser explica-
do recordando que la transformacidn GR extrae de la funcidn
de particidn cierta informacidn referida al comportamiento cri-
tico dejando & dicha fumeidn, y por lo tanto a la energia libre
"empobrecida"..-

Con vistas a la aplicacidn del método MKCM al modelo
2(4) spin concluimos que la transformacidn GR segim Migdal es
la més favorable tratando de perturbar 1a energia libre lo mi-
nimo posible, es decir, limitdndonos a ¢ =1 ,

El compvortamiento de los resultados obtenidos con esta

técnica ha.: sido confirmado mediante su avlicacidn al modelo

de Potts de q - estados (Baracca et al, 1982).
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Para este modelo se encuentra que en d = 2 se obtiene una
transicidén de fases de primera especie para q > 2 1o cual
contradice el resultado exacto de Baxter (1973) comentado en
el Capitulo 4. No obstante, los citados autores han vrificado
que el salto en el paridmetro de orden a través de la transi-
cidn para q = 3 y 4 es menor calculado con MKCM que con la
aproximacidn CM directa. Ia misma correcta tendencia se ob-

serva en el cdlculo del calor latente (Baracca et al, 1982).

Pasemos al andlisis de los exponentes criticos. En lo
sucesivo nos limitaremos al caso n =1 , es decir, efectua-
mos un solo paso de renormalizacidn. En este caso, la condi-

cién (7-25) para H genérico toma la expresidn:
Aw¢wy=%(tﬁt1+2ta>@dmzﬁyw+cf;¢_gtozik_+
- oAl s
42: Q"""(Q\QZQ;‘)V-\— %Qt‘_;.t?__z_t‘.s}(ZaL..?_ YV Hoa

+2¢@_W)xw+%wmuam§y+%(g_t)“a~f‘VV_

__.m~(‘+v> O (7-262)

donde t_ (x= 0, 1, 2, 3) son las tangentes hiperbdlicas de
los argumentos respectivos de las ecs. (7-204) y (7-21). La

condicidn (7-25b), la cual determina el valor de K, pasaa

sers:
, 2
B (e0,0)= &L t|(ea- st s (e el

4+ A b ch(2%Kk) + 2 (2-2) + ZGLWCLOQK>—& =0
(7-26D)
Calculamos en primer lugar la magnetizacidén la cual, a
diferencia de lo oue sucede en la aproximacidn CM, ya no coin=-

cide con el pardmetro v . En efecto, por definicidn



— Q\(,H,VLK,H\
=34 -Gk |

donde se ha impuesto en la segunda igualdad la condicidn (7-25 ).
En las proximidades del punto critico, en el orden mids bajo en

v resulta: (H=0)
m = @U’C> v

donde

O = o_tz(zoa_z'*)[&‘z@wﬁ \XKJ“ (2% A 0) 2 e

I R ol t&{z*m)

A continuvacidn desarrollamos (7-26a) alrededor de v = 0

obteniéndose, después de tomar H = O,

MU{.) VvV o— Aé; D(K) ve = O

de donde, desarrollando a su vez alrededor de K = K

vt — N(Ww) = N(_\«(.,J Le Ve _ \e
DU Do) (_}( ¢ =)

Es ficil verificar que N(Kc) coincide con el primer miembro

de (7-26b) y por lo tanto es nulo. Finalmente se tiene

¥

& @QKcD \/M\QK")' We (Tc_-. T 2.

obteniéndose de este modo la amplitud critica i y el expo-
nente critico > = 1/2 que es el mismo que resulta de la
aproximacidén CM. Esta coincidencia parece estar originada por
la imposicifn en ambas teorias-(CM y MKCM) de la condicidn es-

tacionaria (por ej., ec. (7-25a)).

Un comportamiento andlogo encontramos para la suscepti-

bilidad:
K o= M _ [ Dme LS v
’a\-\ ’3\-\) T\Bv 4y 2w

- 133 -



donde & su vez:

(fBA)
Do 2"
“OH (’EA

- R

Siguiendo en lineas generales el mismo procedimiento an
terior, en las proximidades del pwnto critico ( T ¢ Tc ) desa-

rrollamos las derivadas:
(_afw\. ) “dma . (2/}\.__
? v H ?

S H

primero en v alrededor de cero y luego en K alrededor de Kc .

En el orden no nulo més bajo resulta

(22, 2 (22000 4

pne

)
(=

’_a__*&._> (%.,0,0) = ®(x)
MR

(’lé.) . ”a/&>(»< ,0,0) = B%)
T ow
Similar tratamiento se da a la restante derivada, la

cual resulta:
N‘

’%é LM(KL3+N(K3(K e - .l_

— 2 N (k- W)

Finalmente, reuniendo todas las expresiones se obtiene:

X o Olce) Bl QTC_.-T -1 ,

2 N'(ke) W

a partir de la cual resulta el exponente critico ¥'=1, nue-
vamente coincidente con el valor de la teoria CM.

El cdlculo en la regién T > Tc sigue los mismos pasos
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excepto que cuando se hace H = 0 se debe tomar también v = O.
Esta (mica diferencia se traduce en la obtencidn de wma ampli-
tud critica & igual al doble de la anterior &' . Esta rela
cidn es por supuesto, la misma que aparece en la aproximacidn
CHM.

Como conclusidn de este anfdlisis de exponentes criticos
segim el cual dichos exponentes no se apartan de sus valores
CM, el autor no abordard el calculo de los mismos en la siguien
te aplicacidn del método MKCM. Por otra parte, la intencidn
primordial que motiva dicha aplicacidn es el mejoramiento, tan
to cualitativo como cuvantitativo de los diegramas de fases
gue resultan tanto de la aproximacidén CM como de la técnica
MK. Para la discusidn de los resultados obtenidos se remite

al lector a las Conclusiones al final de esta Tesis.-

- 135 =



7 - 3 .+ Avnlicacidn de la técnica MKCM al modelo Z(4)

Resulta interesante anlicar la técnica desarrollada
en las secciones precedentes al modelo Z(4) spin debido a cue
este modelo, por poseer dos constantes de interacecidén y un na-
rametro de orden de dos componentes, presenta un diagrama de
fases y un comportamiento critico sumamente complejo.-
Recordemos el hamiltoniano de este modelo en presencia
de campos magnéticos tal como fué formulado en las ecs. (4-12a)
y (4-18):
el L [ARER) + I, o |y

<v, iQs

+ éZ;~~.EVN Re O 4 by <B2;1

donde Jo(= e K¢y h= (‘: H, (x=1,2),T, = 1,-1,+i,-i.

(7-27)

El reticulo inicial 4\ es hiperclbico 4 - dimensional con N
sitios., Generalizando ligeramente lo realigzado en la secciodn
anterior, introducimos dos pardmetros variacionales v y u
(Riera, 1984 a), reduciendo el problema al estudio de las fluc-
tuaciones de (; alrededor de v y de T* alrededor de u.
Posteriormente en la etapa CM del cdlculo dichos pardmetros
seran identificados con <T.> y <Qrs respectivamente. Por

lo tanto, suponemos que Vv ¥y wu. son numeros reales y que
Iv|¢4, lw|« A .« Entonces, reescribamos (7-27) de la siguiente
maneras

- (5% [_YY; v,u] = Z_. {%L[GS‘_\D ('G-B-V)-*_ LQ—;'—V\){\TB*V{I‘\!—E-

U,ﬁv

+ Jz QG:-—““)(Q;— “‘>\Af ‘

1 L }-\L\’\,\-\- L dov J\> (2& G;‘ + L\/\L-—\— AR VS JL> G‘,Zi\_-‘.

— AN (v, o ds (7-28)



Basindonos en la discusidn realizada en la secc.ante-
rior, efectuaremos solamente un vaso de renormalizacidén y adop-
taremos la variante Migdal, con b= 2. Después de este paso,

la funcibén de particidén

FAN 73 op (-4 151)

4 e (7-29a)
resul taré:

Zo= = (d J v, ) B (7-290)
donde

L, =L 2 exp (- % LW\JV"'“]) (7-29¢)

4o ey

serd evaluada en la aproximacidén CM . Finalmente tendremos

para la energia libre, en lugar de (7-14)

E _ - o
%+ 2 Fom (7-30)

donde g = -ln zl/N y las tres cantidades f, g y £, de-

I’ Jz! hl’
La transformacidn GR en, 1la versidn Migdal consta como

penden, en Ultima instancia, de J hyy Vy Ue-

siempre en wn proceso de corrimientor de ligaduras el cual se
realiza como en fig. 5 seguido de la suma sobre todos los spi-
nes desconectados, Ia suma sobre los spines totalmente desco-

nectados da lugar a un factor que contribuye a 2, 3

1
N . . Neocese
z‘@usq: {ii va (M) cothh () + @xf(— V\.L)H (7-31)
donde
b= by e 2av d, h, = b, « 2w I,
Yy
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Npoe = N/ [ = 27U ao)]

e e

Estudiemos a continuacidn la suma sobre los spines
rarcialmente desconectados. Observemos previamente que la vre-

sencia de los campos h, y h, destruye la simetria del mode-

lo y por lo tanto al renormalizar se generan nuevas interac-
ciones., Estas nuevas interacciones deberian incluirse al prin-
cipio del cdlculo si interesara el estudio. del punto fijo del
modelo, pero no es este el caso, Partiendo del hamiltoniano
(7-28) se ve que al decimar un spin parcialmente desconectado,
para reconstruir el hamiltoniano efectivo se deben tener en

cuenta los siguientes estados entre los vecinos prdximos

(}*«,}&;\1

1 - (4,0

2 - (4,-\) , (=4, 1)

3 - (-4,-4)

4 - LL), (2,

5 = (4,2, (24,-4)

6 - (’:l‘))@"x'_'{>

7= (-4), (40 4) -~

Luegor 1a suma sobre estos snines contribuye con un
factor
Not /46, 2%

2= [AVAL AL ALA A A

') (7-32)

y genera el siguiente hamiltoniano: efectivo

oW [hv,n] e /, {J Re (T} G"‘)...J i wb+

(4,\(;»
e R [ G+ T (s
v Iy (GTS —+ G"W” S+
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(7-33)
donde:
-2
34=6%[A«AA LAY
3‘2=_L_,(7M.LAA/.\AWA-\1AA1
16 (7-34)

3, = Aoa (A AT AL A [

k \ &

J\q’: —%— LA‘/‘\:— A,’AL A?l

= b, - ot i -A At -
l/\,\ A v(z-2 )J - %—%'A\A;AQAS}

¢ _ \/\ _ %

\/\2 ds.w(z ‘2_0'\)3 ..*_%g__»@v\_\/&\ﬂ /l _& J
y a su vez (3 = ’Z_dJ*)JL_ ?_OL+A 3 )
ZAM..:e’LC'M"\"e{“PZ.Q m=4,2,%
‘Z-AM= S CM+Q:4 pt‘\ Mmo= 4,2
ZAQ—_-_ eof_?__{— e;A ‘?2?_
2 A?: eoc'l_ + e;.\ pzo
€°< — &(F{j’z(a—'\—bh)ﬂ.zt\z-& o(;o)1,2-
C_M_: C,o»s,[),\L‘z_ 3\@,\__2_\,)_\_'2%‘.& M:l,z,'b
Co = coreh {_2 A (9 - ‘ZM_V>+'Z.V\1 m = 4,5
sz‘: W&{/\<d3«> £ =042
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Rewniendo (7-3I) y ( 7-32), y usando la definicidn

de g se obtiene

L d

A PR T

P .

Ao [ AN AL ALAL ALA ls
o [ @73 Tu s e T (7-35)

La energlia libre se obtiene segin (7-30) sumando a
(7-35) 1la cantidad que proviene de estimar en la aproximacidn
CM 1la funcidn de particidén (7-29¢) con el hamiltoniano (7-33)

La aproximacidn CM se genera a partir del hamiltoniano:
>
- o [] = Z‘ l—_Bu T+ B, T EBZAG:'-I
A

donde B,, se supone real, Ia funcidn relativa a 1l-snin, dada
A

en ec. (7-6b) resultas

L, = ﬁM)L_*Z_[e«F 2; Coala (B, 4 By, )+ oxp B, MLBW 36‘))18

Luego la funcidn energia libre resulta de realizar,

en el hamiltonianox[f(%(ﬁﬂ.-‘y&o):( las siguientes sustitucio-

ness
WJ)
N gI=H St s 2
* o EJ
/u;. > qw“-‘
2B,
Nada impide tomar B, = B;f con lo cual resul?a,

A A

teniendo en cuenta (7-8) y efectuando las usuales hindtesis de

invariancia traslacional y rotacional:

.
soah 283
P 0w - =_% '
(—564 ?B: e" MZB ~B7_ (7-373-)
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&, -2,
DU _ ik = e ol 2B, - e
2 B, -3,

z
b TB 4+ (7-37b)

Finalmente, invirtiendo las relaciones (7-37) se pue-

den eliminar del hamiltoniano los campos BI y B2 y como re-

sultado se obtiene la energia libre en términos del pardmetro

de orden (v, u)s

E = OLJ,:\/"_\.OLJ\_LLJ\2+L(GL3;LA_\/+20K;HVZ+

- (=)= )
"{@*%‘“‘;W(‘mﬂ (‘-7-;;32«0—?;,\1 (7-38)

Todo el andlisis del modelo se realiza sobre la ener-—

gla libre obtenida reemplazando x(7--3'5) y (7-38) en (7-30) y
tomando hI = h2 =

En primer lugar se estudia el caso d = 2. Tanto el

_‘..\/\\v_\_\n LA.-(&“‘“)Q/«Q\_\-M) (‘

diagrama obtenido con la aproximacidén CM como el obtenido con
la técnica MKCM indican correctamente la existencia de las

tres fases mencionadas en secc. 4-3¢

- fage T u=v=2~0
-~ fase II v=0, uf£o
- fase III v#F0, u#o

Estos dos diagramas se muestran en la fig. 7-1 junta-
mente con el diagrama tedrico.del modelo Z(4) en d=2, Des-
de el pwnto de vista cuantitativo teniendo en cuenta los r&-
sultados exactos, se deduce que los resultados del MKCM son
sustancialmente mejores que los del CM.-~

Por completitud incluimos los diagramas obtenidos di-

rectamente con los métodos GR -~ Migdal y GR - MK , ambos con
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b = 2, Como era previsible a partir de los andlisis efectuados
para el modelo de Ising, MKCM mejora los resultados de GR-
Migdal pero es inferior a la versidn de Kadanoff (la cual es
exacta para b-»>1 en d = 2 para el modelo de Ising).-

En cuanto al cardcter de las transiciones de fase, el

MKCM reproduce algunos aspectos ya presentados por el CM:

-la t de f . I ~ II es de tipo: Ising, es decir de segunda
especie, ~
- Ja t de f + II - IITI es de 1° especie cerca del pwmto tri-
ple y pasa a continua para valores de
3, —w oo
-la t de f . I - III es de primer orden con los valores
medios'(vc, uc)u4>(b , 0) a medida
que J, tiende a cero. De esta forma
el punto J,_= O coincide con un pwnto
critico (transicidn continua).-
Para el punto critico correspondiente al modelo de //
Potts, obtenido haciendo J,=2J, , MKCM da el valor J =.286
contra el valor exacto ~LC =,275. Ademds, como se noté en la
seccidn anterior la transicidn predicha por MKCM es de lera.
especie en desacuerdo: con el cardcter continuo de la misma que
ha sido rigurosamente establecido. Para este punto son vadlidas
las comparaciones referentes al salto al paridmetro de orden y
al calor latente entre MKCM y CM realizados por Baracca et
al (op. cit)} y mencionados en la seccidén precedente, -
Consideramos a continuacidn el caso d=3. lLa fig. 7-2
muestra el diagrama de fases ‘del modelo Z(4) obtenido con la
técnica MKCM ., Para establecer comparaciones se ha ineluido
en dicha figura el diagrama obtenido con GR-MK con b = 2,.-
Las técnicas CM y RG - M conducen & resultados sumamente po-
bres de modo que no serdn tenidos en cuenta, Ademds hemos in-

dicado tres puntos de referencia para analizar la calidad del
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diagrama MKCM., Estos pwntos son los puntos criticos de los
modelos de Ising limites y el pwto J,= 2 J,.~

Cualitativamente el diagrama de fases MKCM presen-
ta aspectos idénticos a los del obtenido en d =2 . Para el
punto de transicidn del modelo de Potts, MKCM especifica nue-
vamente wn caricter discontinuo: pero en d=3 este es el com=-
vortamiento correcto, -

Por los argumentos sefialados en la primera seccidn
de este cavnitulo la técnica MKCM deberia ser confiable en
d = 3 y podria ser aplicada a otros modelos con parimetros
de orden de varias componentes que tengan un comportamiento:

interesante en esta dimensidn, -
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Notas al Capitulo 7

- Los minimos de (7-9) se obtienen imponiendo la condicidn

de punto estacionario

]
cuya solucidn m§)= mgﬂ(§3 se denomina ecuacidn de estado o,

vor razones que veremos mas abajo, de autoconsistencia. Mis aim,
la ecuacidn (7-39) indica el verdadero significado de la apro-
ximacidn CM, el cual no es evidente en la derivacidn adoptada
en el texto.

Consideremos para simplificar un modelo con un parimetro

de orden de una sola componente. Sea ademis:

SRS
—GKEW)H?‘ 1=JZ__W;NV|,: J/ ~ VA WA .
L5 1) yz= A /~=A A'-\-/;‘ A

Luego, teniendo en cuenta (7-9) y (7-8), resulta:

ok
g )3
Plen _ 1) By I, __m._,}&:o
faMA\b N ’h p =1 TP AQ/M )
0 seas
oA
o) JZ_ : (7-40)
= M e -4 f
)Q p=A ( t"‘_f" k“/"
es decir, Bj representa el "campo medio" que sobre el spin "j"
ejercen sus vecinos "j +A" y "j -A" . Ia generalizacidn de

(7-40) a modelos con parimetros de orden multicomponentes y

otros tipos de interzcciones es inmediata.

- Observando aque (7-40) equivale a hacer <Y »= 2<% > se
puede obtener la ec. de estado CM de una manera mucho mds di-

recta aque la desarrollada en el texto. Para ello basta con
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tomar

z o) exp MJ 2;_(MA6+F+M%‘F3+HIQ6% (7-41a)

aM 3.
d

o bien, imponiendo invariancia traslacional y rotacional (B =
=24dJdm):

ZQH: Zw;@xf KZ“J“M**:)%]S (7-41b)

Las expresiones (7-41) justifican el nombre de "hamil-

toniano de l-spin" dado al . de ec. (7-5). Nétese ademds que

m = - O%er (M=oY = " Fen) (=0

- ~OH

de donde resulta m = m (J), coincide con (7-39) y justifica la
denominacidn de "ecuacidn de autoconsistencia®.

Por otra parte la aproximacidn (7-41) sugiere la posi-
bilidad de mejorar los resultados tomando un hamiltoniano de
n-spines en el cual se consideralr exactamente las interaccio-
nes de "n" spines pertenecientes a un blogque el cual se con-
sidera sumergido en un "campo medio" que simula el efecto de
los spines exteriores 21 mismo. Estas versiones mejoradas de
la aproximacidn CM seridn consideradas en el capitulo siguien-

te.-~
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Abreviaturas utilizadas en las tablas

CHM

GR -

GR -

GR -

MkCM

» M
aproximacion campo medio.

M ¢ transformacidn GR en la aproximacidn original de
Migdal (Fig. 7 - 1) y factor de reescaleo b = 2. ILos

cdlculos fueron realizados usando ec. (5 - 10).

MK la transformacidn GR se aproxima segim la versidn
de Kadanoff (Pig. 7 - 2). Nuevamente ©O = 2, CAlculos
segim (5 - 6), (5 -« 7o) y (5 - 8).

MK, ¢ la misma aproximacidn anterior pero con b - 1.
Datos de Droz y Mlaspinas (1980).

-~ My MKCM -~ MK 1la primera etapa del método MKCM se
realiza segin la versidn de Migdal o la modificada de

Kadanoff respectivamente. Cdlculos del autor .

método de expansidn alrededor del pwunto estacionario.
El orden cero de esta expansidn coincide con la aproxi
macién CM. Hasta el orden ( d—4 ) incluido se tiene

(Riera, 1983) :
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Tabla 7 - 1

CM GR - M GR - MK MKCHM - M exacto
250 « 3046 e 4293 « 3785 « 4407
«167 « 0653 +1162 «2397 2217
125 . 0160 «343 1611 .1499

Tabla 7 = 2
MECM - M EPE - 4~ EPE - a4 exacto
« 3785 «3490 . 3802 « 4407
. 2397 . 2052 .2114 .2217
.1611 «1452 1471 «1499
Tabla 7 ~ 3
MKCM - M MKCM - MK GR - MK
« 3785 « 3450 « 4407
«2397 . 2052 .1398
«1611 «1190 «0501
Tabla 7 - 4
1 MKCM - M
o (cMm) “250
1 « 3785
2 «3518
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Figs. 7 - 1 ¢+ Diagrama de fases del modelo Z(4) svin en d = 2
Obtenido con GR - MK (b-l)a:——--—; CM ¢~ -o H
MEKCM ¢~ —-.—.3 GR~M ¥y GR~-MK § o

- e == an e

-
——
—-—
n—.—.—.—.—--—-.——"—"

b oo s e oceenceceea e oo me o s w - - - -

a ¢ Rujdn et al (1981)
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Fig. 7 - 2 Diagrama de fases del modelo Z(4) spin en d = 3.
Resultado del MKCM : —._._3; resultado de GR - MK
(cdlculo del autor) :
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CAPITULO 8

REESCALEO ENTRE SISTEMAS FINITOS CON CAMPOS MEDIOS

8 «1 . Descrivecidn del método

En este capitulo se analiza una técnica basada en las
ideas del reescaleo entre sistemas de tamafios finitos prooues-
ta por Indekeu, Maritan y Stella (1982) y a la que en lo sub-
siguiente abreviaremos como IMS.-~ |

De igual forma que el conjunto ds técnicas estudiadas
en la secc.(3-4) la téenica IMS estd basada en la comparacidn
de dos sistemas de distintos tamafios pero a diferencia de di-
chas técnicas la magnitud fisica involucrada no es la energia
libre ni la longitud de correlacidn sino que es el vparimetro
de orden (al que también ocasionalmente nos referiremos como
magnetizacidn por spin). Para ambos sistemas comvarados se
computa la magnetizacién vor spin en presencia de condiciones
de borde que rompen la simetria del modelo. Estas condiciones
de borde se establecen mediante un campo medio el cual a su
vez, simula el efecto: de 1a red infinita. La imposicidn de la
relacidn de reescaleo usual entre magnetizaciones conduce des-
pués de ser linealizade a la relacidén entre las ctes. de in-
teraccidn de los dos sistemas la cual segin la concepcidn de
las técnicas de reescaleo entre sistemas de tamafio finito es
tomada como la relacién de recursidén. A partir de este punto
se continua con el procedimiento usual de wna transformacidn
GR. -

Veamos mds detalladdmente esta técnica en su avlica-
cidn a un modelo de wma sola constante de interaccidn K y
un parémetro de orden de wna sola componente como el modelo
de Potts o el de Ising en particular.,, Sean N y N' (N'( N)

el nimero de spines de cada wno de los sistemas considerados.
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Los spines del borde del primero de dichos sistemas interac-
tuan con spines exteriores fijados a un valor v mientras
que los spines del borde del segundo lo hacen con svpines fi-
jados al valor vVv' . Se supone ademds que Vv y V' son nune-
ros reales, Si admitimos la presencia de wn campo magnético
h para el primer sistema y h' para el segundo se dispondra
de la informacidn necesaria pira el cdlculo de todos los exvno-
nentes criticos como se estudid en secc. (2-4).-

La funcidén de particidn, por ejemplo para el sistema

de N spines se puede escribir comos:

ZN[K,V\,.V] = Gy %@SN&F%G 2% {I@bq,\\_ﬁ@,vﬂ g

(8-1)

donde Cp es la constante de normalizacidén, I (T, Q%)~es la

interacecidn, cuya forma no nos interesa exvplicitar, entre ve-
cinos prdéximos y I (T, ,v ) es la interaccidén entre wm spin
del borde del sistema y uwo de los spines externos que actuan
como el campo medio b « A partir de (8-1) se obtiene la ener-
gla libre por spin ‘ﬁN (K, hy v) y la magnetizacidén por svin

mNz

Mg (v = — o%
9 h , (8-2)

La identificacidn de my con v conduce a la aoroxima-
cidén campo medio analizada en el capitulo anterior donde el ha-
miltoniano '&Zo , como se ve en (8~1) contempla la interacci-
én entre N snines. Como se sefiald en las notas al cavnitulo 7

la ecuacidn my (K, h; ) = Vv coincide con la ecuacidn de au-

toconsistencia o ecuacidn de estado obtenida imponiendo la con-
dicidn (7-25).-

Analogamente a (8-1) se puede escribir la funcidn de
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particidn Z¢s X', h', v' para el sistema de N' svines, a
partir de la cual se puede calcular la energia libre por svin

fN,(K', h'; v') y la correspondiente magnetizacién por snin

mN,(K', h's v'). Nuevamente la identificacidn

\ \ N - |
M (v = v (8-3)

es equivalente a wna aproximacién CM con: wn hamiltoniano
que contiene en este caso una interacciébn eﬂtre N' spines,
Sin embargo, optamos por generar una transformacidn
GR del tipo de reescaleo entre sistemas de tamanos finitos im-
poniendo

-a
WN‘(K‘)\’“SV'>= o AMN(.“"“')") (8-4)

donde a es la dimensidn del snin o de la magnetizacidn

7—-—0’\._1\1__
.

donde ™M_ es el exponente critico de la funcidn de correla-

a4 =

cién definido en ec.(1-25). Por supuesto también se debe im-
poner
\
vi=e oV (8-5)
Consideremos ahora transiciones de fases de segunda
especie. En estos casos en las proximidades del pwnto eritico
es vdlido desarrollar ambos miembros de (8-4) alrededor de v'

y v iguales a cero. Es evidents que estos desarrollos tienen

la forma
/BWN\\ \ .
M = — 1 v L O = awu vt
T Pt R S TN T

Por lo tanto en primer orden, reemplazo (8-6) en (8-4) y te-

niendo en cuenta (8-=5) resulta la relacidn de recursidn
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oMM (K L0 veo) = Oy (W, =D, v
% ( \3 v ( ’>
(8-7)

la cual es independiente del fattor de reescaleo b. A partir
de esta relacién se determinan los puntos criticos, el exvonen-'
te » y el flujo de trayectorias tal como se indicd en el //
capitulo 2.-

Alternativamente puesto que v'(v) y h'(h) son varia-
bles independientes podemos fijar v = v' = 0 y desarrollar
(8~4) alrededor de h' y h igual a cero obteniéndose en el

orden més bajo

) N (At ) v \ o
o <K)\A=v_o> W= 2 (1 b v oY) o)

A partir de (8-8) se determina el exvonente ¥, definido: por

\ Y
h=b" h (8-9)

imponiendo la relacidn de hiperescaleo: (1-27 f) la cual es con-

veniente reescribirla como

Yq =24 (8-10)
A partir de \, e y se pueden calcular los exponentes criti-
cos segmi la prescripcién dada en secc.(2-4).-

En la seccidn siguiente se discutirdn las ventajas y
desventajas de este método a través de su aplicacidn a modelos
con wna sola cte. de acoplamiento. En la {iltima seccidn se ex-
tenderd esta técnica al modelo 2(4) el cual tiene un varime-

tro: de orden de dos componentes.-
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8 -« 2 , Algunas aplicaciones de este método. Discusidn y

comentarios. -

En primer lugar siguiendo el trabajo original aplica-
remos la técnica IMS al modelo de Ising. Consideramos el rees-
caleo entre sistemas formulados en cuadrados de L y L' svnines
por lado .

N = 17 Nt = 1 , I' < L

Ta posicidn de cada spin es indicada con un par de subindices
(i , §) segin las dos direcciones de la red.-
Es conveniente expresar el hamiltoniano del sistema

mayor COmo:

_Gﬂ«&f_ﬁl: \»c_z_,\_\_b\ P (8-11)

donde

S 22 (S, T, .7 T ) (8-12a)

' } N ,
(=4 4= VY (S S

w L

Zaz 7 )’ ¢ (8-12b)
=4 §:‘
)

Z-3= i (.q-h '\'q‘u + S, + WA‘-B (8-12¢)

\

Para el sistema menor resultan expresiones similares a (8-11)

y (8-12) con los reemplazos (K — KXK' , T — L' , etc.) Las fun-
ciones de particidn respectivas tendrén 2N N4 2N' términos, ca-
da término: caracterizado por la terna (214,2;,.,2;,) o (EL\,
Zl;,2:3). Evidentemente habréd muchos términos que aparecen repe-
tidos, es decir con una cierta multiplicidad. Por supuesto las
consideraciones de simetria reducen considerablemente el esfuer-
zo de cdlculo., Sin embargo incluso para I relativamente pecue=~

flos es imprescindible recurrir a una computadora, Asi y todo el
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tiempo que demanda un cdlculo de este tipo obliga a efectuar
wna seleccidn en las configuraciones mas probables lo cual de
hecho implica caer en una variedad de la técnica grupo de re-
normalizacién - Monte Carlo. Enn d = 3 la forma del hamiltonia-
no es la misma de (8-1I) solo que ahora es necesario tener en
cuenta otra coordenada en las expresiones (8-12).-

Damos a continuacidén las expresiones de la magnetiza-
cidén para los valores més bajos de L y L' esto es 2 y 1 res-

pectivamente., En el primer caso tenemos f

o= @ Csed [4 (2] o 2 sl (2(2Kkva W] (8-13a)

QaKQﬂL\ LL((ZKv+h71+ 2% MLZQZKV—\-‘A?] 4 e:‘“(_‘_ 2

y rara el segundo

! — \ I \
m' = Ta.b (AW vt
( ) (8-13b)
Lag aproximaciones CM de 4~-spines y de l-svin obte-
nidas imponiendom = v y m' = v' dan como resultado, desnués

de la linealizacidn usual

%

K — 0.250 K ~0O.286

C™M L= “ML=2)

Por el contrario, segim la técnica INS se obtiene
L
K me=0-261 1o cual representa wna drédstica aproximacidn hacia
el valor exacto respecto de los valores anteriores. Algo simi-

lar ocurre en d = 3 donde se obtiene

>
Kem oy = O 46T

y KTMS = 0Q.20%

En las tablas 8-I y 8-2 se muestran los resultados

*
K‘”Luz) = O. 1% 2

obtenidos por IMS para el modelo de Isingen d=2y 3 vy
para distintos valores de L y L'.

- 155 -



En primer lugar tal como sefialan estos autores los mejores re-
sultados se obtienen para L' =L «1 y L -—>» oo , Este com-
portamiento tal como acotamos en el capitulo 3 es caracteristi-
co'de las téecnicas basadas en el reescaleo entre tamafios fini-
tos. En 4 = 2 incluimos los resultados obtenidos por Nightin-
gale (1976) los cuales son superiores a los provenientes del
método: IMS, Pero tengamos presente que el trabajo de Nightin-
gale 1) estid basado en la solucidn exacta de bnsager, 2) no
ofrece informacidn sobre el reescaleo del campo magnético es de-
cir sobre el exponente Y ? 3) no se conoce su performance en
d = 3 donde el método IMS , por incluir una aproximacidn CM,
produce los resultados notablemente buenos acotados en la ta-
bla 8-1.-

Ia segunda aplicacidn que comentaremos la cval también
aparece en el artiiculo original tiene como objetivo: analigzar
el comportamiento del método en funcidn de la dimensidn espa-
cial. Estudiaremos el modelo de Potts de q - estados en pre-
sencia de wn campo magnético.-

Adoptamos los bloques mostrados en fig. 8~1 considera-
blemente mis sencillos que los anteriores pero como es eviden-
te, para d > 1, son anisotrdpicos. La anisotrovia es inconve-
niente para obtener valores confiables de los exvonentes criti-
cos por lo cual se puede obtar por los bloques mostrados en fig,
8-~lec. E1 hamiltoniano de partida estd dado por la suma de las

expresiones de (4 - 2) y (4 - 9). Utilizando el hecho de que

<JI"> =v para r = 1l.., q-1, se puede expresar el hamilto-
niano del bloque de fig. 8-lc¢ ‘como
2 ol LA '
o am e 2 (aBgs, - 1) w2 (=)
2 ol
LA A K v Z;. S —A B8-14
x ( ) o1 (o T A ) ( )
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y se obtiene la siguiente relacidn de recursidn del reescaleo

entre los sistemas defiga(B-1a) y (8-1 c )

< _?:’L_"‘_>\,<_ [(’Zat_q £t L 4K

2o 4 A (8-15)

donde t es la transmisividad definida en ec.{(4-10). En el

punto fijo se tienes 5
f
Kc= K*—_: A QA«_ q"_‘-ZLOL—&\)
Q. 2 (ot — ) (8-16)

esta es exactamente la misma expresién obtenida por IMS median-
te el reescaleo entre los sistemas (8-lb) y (8-la)., Este resul-
tado no debe sorprendernos puesto que el sistema de (8-l¢) no
presenta una cooperacidén entre los spines més intensa que la

de fig.,(8~1b)s En la tabla 8-~3 se comparan los resultados obte-
nidos mediante (8-16) con los resultados tedricos mis confia-
bles disponiblies (Wu, 1982), Se ve que los resultados son muy
buenos pese a la pequefiez de los sistemas considerados. Por //
ejemplo, y para comnletar el comentario iniciado anteriormente

para d =2 y 3, en &= 4 se obtiene para q = 2, K =125

(A V|
4=
KZMLN_5)= .1291 y XT,. = 1438 , Ademds es interesante notar
que para A =2 y q =4 en la ec.(8 - 10) da el valor exacto

de K ® haad
c

En cambioy, los valores del exponente térmico »_. son
muy pobres comparados por ejemplo con los obtenidos mediante
una téenica de reescaleo entre sistemas finitos mds convencio-
nales (Nightingale y Blote, 1980).-

Por otra parte se debe notar que la expresidn (8-16)
es exactamente la misma obtenida mediante la aproximacidn de
Bethe —-Pg¢ierls (ver, por ejemplo, Huang 1963). En esta anroxi-
macidn considerando el blogue de fig. 8-Ic, sumergido en igual

forma que antes en wn campo medio- v, se logra wna ecuacidn de
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autoconsistencia para este pardmetro imponiendo que el valor
medio del spin en la posicidn central "O" sea igual al valor
medio del spin en los sitios de la periferia del blocue. Por
supuesto, la aproximacidén de Bethe -~ Peieris (BP) no provnorcio-
na uwna relacién de recursidén y por lo tanto no se puede conti-
nuar con el formalismo usual de la transformacidn GR. Por otra
parte la expresidn (8-16) resulta también, como se sefiald ante-
riormente, de considerar el bloque (8-~l1b) con wn cédlculo muchi-
simo mads sencillo lo cual revresenta otra .ventaja resvecto a

la aproximacién B-P.-

Finalmente ha sido enfatizado por los autores del ar-
ticulo original (IMS) que la constante de acoplamiento eritica
dada por (8-16) tiene un comwortamiento correcto en d-—>1, es
decir Kc.~+ >0 o« Ademds, para Q=2 y 4 —» oo

Ke = A 4 L L O >

2 ot 4 o2 ol”
lo cual concuerda hasta el segundo orden con la exmansidn en
1/2 4 (Fisher y Gaunt, 1964),

El aspecto més interesante de la técnica IMS, esto es,
la imposicidn de cong?ciones de\borde que rompen la simetria
del modelo, puede se;Faprovechada para describir sistemas di-
luidos o vidrios de spin, los cuales como se vid en secc. 3-5
corresponden a modelos con distribuciones aleatorias de soin.
Estos problemas han sido considerados por Droz Maritan y
Stella (1982) de la siguiente manera, Tomemos el modelo de I-
sing y calculemos nuevamente la magnetizacidén del blogue de
fig. 8-la en las mismas condiciones de antes.

El resultado es
s

(T > = V' Z__ K‘.°+ OLV\'&\) (8-17)

(=1
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donde Kio es- la constante de interacecidn entre el spin cen-

tral y el spin periférico "i", El parimetro de orden para wn

modelo con interacciones aleatorias es

' = M P ) T s
3 <L3i? C ')) (8—18)

donde para un sistema diluido se tiene la ya comentada distri-

bucidén de probabilidad:

Plegy = (1-9) 3050 4 pr 300 -t (8-19)
Reemplazando (8-19) y (8-17) en (8-18) se obtiene

o2l )t e O(v?
M = F + (v ) (8-20)

Considerando ahora el bloque de fig. (8~1b) se obtiene

&}
para el valor medio termodindmico del spin:

~ ~ a~ ~o -
(o) e R By ]

<Q > =
K e
< T4 e F (8-21)
donde 2 2-A
Kn =. Z' K‘..
* =A \

d
y K.,  es la cte. de interaccién entre un spin central (i =1,2)

ij

y wmo de sus spines periféricos. Ki2 es la cte. de interaccidn

entre los dos spines centralgs. El parametro de orden corresvon-
diente se obtiene mediante una expresién similar a (8-18), con

el <S> de (8-21) y una distribucidén de probabilidad P (Kij)

con pardmetros p y K. El resultado es

M=(2d-4>FVK(PMK+*> (8=-22)
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Como siempre en el tratamientoo GRER de wn sistema
con interacciones aleatorias se ha supuestor wna transformacidn
de (K, p) en (X', p'). Una de las dos relaciones de recursidn
necesarias proviene de imponer como en la técnica IMS usual el
reescaleo de la magnetizacidn. los autores arriba citados no
dan una prescripcidén para obtener la restaqte relacidén. De to-
dos modos en el punto fijo es natural suponer que p = p' y la

tnmica relacidén de recursidn

* ¥ %
QCLFK zQ'Zd__4>t:>‘r<. (Fmﬁ,\k _‘_43 (3-23)
nos da los posibles puntos fijos y vor lo tanto eriticos del
sistema.-

Para un sistema que presenta wna fase de vidrio de
spin el problema anterior desaparece ya que el pardametro de

orden necesarior para describir dicha fase tiene dos componen-

tes
{\M1 = <] >

siendo: la segunda componente el pardmetro de orden de Edweards-—
Anderson. En este caso es necesario: considerar constantes de
interaccidn aleatorias con la disttribucién de probabilidad vis-
ta en secc. 3-5

5

PO = p 8=+ (- p) 8 (g <) (8-25)

y ademids es necesario considerar en cada spin periférico en

b}

campo» medio con los siguientes momentos

V.-.:.v v e
4 ! VAVA = V ! \/‘v VK:O

A ) (8=26)
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Luego, el promedio sobre el desorden, simbolizado en (8-24)

con la barra horizontal significa promediar sobre los K,

ij

Segin la distribucidn (8-25) y promediar resvecto los v, se-

gin los momentos (8-26).-

Puesto que el parametro de orden tiene dos comvonen-—
tes, dados por ec.(8-24) la prescripcidén dada en la vrimera
seccidn debe ser levemente generalizada considerando las si-

guientes relaciones de reescaleos

-8
! =
ml b m1
-2
m' _ b-2a (8 _7)
2 = 5

donde las cantidades primadas se refieren como antes al siste-
ma de menor tamafio. ILas relaciones de recursidon buscadas se

obtienen desarrollando las cantidades m, (m! Jen v y ¥°%

i i

(SN :
) hasta el orden no nulo més bajo, vpresuponiendo

(vt y '
transiciones de fase de segunda especie., A partir de las rela-
ciones de recursidén se continua con el formalismo usuval de la
transformacidén GR., Los resultados obtenidos y la relativa sim-
plicidad de los célcg;os son, segin los autores, muy alentado-
res y se comparan ven}ajosamente con otros métodos de similar
complejidad, -

Otra aplicacidn de la técnica IMS a modelos con va-
rdmetros de orden multicomponente fué realizada por Slotte
(1983) al modelo de Ising ant?ferromagnético sobre wna red
triangular. En realidad en el ejemplo visto anteriormente .tam-
bién se debe tener en cuenta la, posibilidad de wna fase anti-
ferromagnética por lo cual es necesario agregar otro componen-
te a (8-24).~

Como es bien sabido el antiferromagnetismo se descri-
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be mediante dos redes interpenetrantes para el caso hipercibi-
co cada wna de las cuvales posee un tipo de variables A o B .
Para el caso de una red triangular existen tres tipos de redes
interpenetrantes caracterizadas respecttivamente por variables
A, B y C. Considerando solo en acoplamiento entre vecinos vré-
ximos todo spin perteneciente a un tipo de red interactia con
sapines de la/s restente/s red/es. Se supone ademds que al ten-
der el campo magnético a cero cada red tiende a magnetizarse
en sentido opuesto para el caso de red hipercubica, y dos re-
des en wn mismo sentido y la tercera en el opuesto para wuna
red triangular, - 5

Esta descomposicidén en redes interpenetrantes debe ser'
respetada en cada uno de los blogues que intervienen en el
reescaleo. La misma estructura debe ser mantenida para los
spines que rodean al bloque y externos a él fijdndolos en va-
lores Vo ¥ Vv

para la red hiperclbica, y Vs Vgy Vo para la

B B
triangular. Alternativamente para este Ultimo caso Slotte

(opscit. )ha propuesto considerar en lugar de las magnetizacio-
nes de las tres subredes un pardmetro de orden cuyas componen=

tes son la magnetizacidn media
1 : .
- - -2
m =3 (m, + mg+mg ) (8-28)

y las dos diferencias linealmente independientes entre dichas
magnetizaciones
! (8-28 )
ez.'-'- 'AC{'QWA‘O‘M"B'\' M:.) X
Como de costumbre estas componentes sobre el manto ex-
terior de los bloques es fijada en Vvalores medios
v ( = % ( vy t vg t+ v, )), W, y W, . El procedimiento de aqui

en mis no difiere mayormente de los anteriormente considerados
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El diagrama de fases en el plano temperatura - campo
magnético, obtenido con la técnica IMS reescaleando siste-
mas de (6-15) spines se aproximan notablemente a primeros re-
sultados obtenidos con MC sobre todo fuera de la regidén de

bajas temperaturas.-
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8 - 3 . Aplicacibén al modelo Z (4) spin

Consideramos a continuacidn el modelo Z (4) svin cu-
yo: hamiltoniano estd dado por la expresidén (4-12a). Para ge-—
nerar el pardmetro de orden a partir de la funcidn de parti-
cidn se debe incluir como es usual el término de fuente (4-18)
Se seguird en lineas generales wn trabajo previo del autor
(Riera, 1984 b).=

Los dos sistemas que son comparados son el bloave de
un spin de fig. 8-la.y el bloque mostrado .en fig. 8-2 el cuzl
en d > 2 es anisotrdpico pero en menor grado que el utiliza-
do por IMS (fige8-2).~

Como se vid en la seccidn 4-3, para describir todas
las fases de este modelo, se debe considerar un parametro de

orden de dos componentes (m, , m, ) donde m, =<0, > y

1
M, = < T2 > o Los correspondientes pardmetros de los

spines que rodean al {mico svpin se fijan en los valores vi y

vé o Andlogamente, cada uno de los cuatro spines del bloaque mds
grande interactta con 2 (4 ) spines exteriores al mismo para
oL = 2(3), los cuales se fijan a otros valores medios Vi Y

Vzo

A continuacidn se calculan los pardmetros de orden pa-
ra ambos sistemas. En el sistema mds vpequefio las constantes de

interaccidn tienen los valores Ki » K} ¥y las dos componentes

del campo magnético Hi ¥ Héj Todas estas cantidades contienen

el factor Qref). El tratamiento de este sistema no posee nin-
guna dificultad y se obtienen las siguientes componentes del

pardmetro de orden (manteniendo h y hjy distintos de cero, )

21\(_‘2_\/;_.4. H\'L °
f\M\‘: _{:\ {-Q S,QM.QACZ OLK\\/!\ A H‘J\)J (8-29a)
-

&
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\ \ \ Lo K‘ \ K
e-QOLKsz +‘—\L w—;,Q,\LZOLK.:V: +\_{‘>—€ A 2V2 ’Z.]

v A
Nuz_- <
(8-29Db)
donde
YOy H . 2o iV H
5\=€_2-AK1 L T CML;(Z.OLK‘V,:_}.H;)_‘_ . 2 A
(8-29¢c)

El sistema mds grande tiene sobre cada ligadura cons-

tantes de interaccidn K, v X, y sobre cada sitio campos magné-

ticos Hi y H, « E1 cdlculo de la funcidén de particidn es con-
siderablemente mds tedioso que antes ya que se tiene que sumar
sobre 44 = 256 configuraciones, Por supuesto debido: a consi-
deraciones de simetria el nimero de configuraciones con distin-

to factor de Boltzmann se reduce a 32, las expresiones resul-

tantes de las magnetizaciones m, y m, Son demasiado: complica-

dag para transcribirlas en este trabajo.-

Las relaciones de reescaleo entre m, ¥y mi y entre m, y

m) son las adelantadas en ecs.(8-27) con b = 2, es decir

-
= (8-30a)

It

M, = L ma (8-30Db)

N
fl
N

las relaciones (8-30a y b) se imponen también entre v,
y vi y ¥ entre vV, ¥ vé resvectivamente, Luego, desarrollando
los pardmetros de orden hasta el primer orden en las ctes.‘vi,

vl ¥ Vo v! resulta

I 2
’—aMo\k . f@ WA,
’bv“\ - D Vv, (8‘-313.)
TImy _ O my (8-31b)

——
S

dv, A%
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las cuales calculadas en Hi = Hi = 0 (4 =1, 2) conducen a

las relaciones de recursidn:

K' _ kW A, Uk 7Ky -TKy
\ _TJ\ [& (ﬁ. +4>+2_ e 7‘ + < A 8 (8-322a)

\ Uik, 1 U 4 RN
K, = &;L{: K( Ky 6—\_&“)_‘_2_(6. + e )1 (8-32p)

donde

4w, [ 4k _An, ~4K
S (@ e M) LR M (e Y
(8=32¢)
y la constante £ +toma los valores 2 en d = 2 y 8/3 en
d=3. Como se ha sefilalado anteriormente la identificacidn direc-

ta del pardmetro de orden ( m1 ,y mJ ) con los valores ( vy

v3)
conduce 2 la aproximacidn CM . Analogamente la identificacidn

(m.y m,) con ( v., v,) conduce 2 wna aproximacién CM mejora-
I" 2 1 "2

da en la que se tienen en cuenta las fluctuaciones dentro de
los bloques de la fig., 8-2,-

Es conveniente estudiar las relaciones de recursiodn
(8-32) en términos de las variables transmisividades duales
definidas en ec.(4-14) y (6-26). Por lo visto en el cap. 4 las
propiedades de dualidad del modelo: 2Z(4) son méds transnarentes
en el espacio (w5 sr®)).-

En este espacioy, y considerando solo la regién J,,3,> 0o
la transformacidn que se esté analizando presenta los siete
puntos fijos mencionados en la secc. 4-3, El dibujo de trayec-
torias generado por las relaciones (8-32) reproduce las caﬁac-
teristicas de estabilidad correctas de dichos puntos fijos y
por lo tanto muestra la presencia de las tres fases del modelo
Z(4) las cuales ya han sido previamente consideradas (ver fig.

8-3 y 8-4)s En 4 = 2, se puede verificar numéricamente que las

propiedades de dualidad de este modelo no son reflejadas median=-
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te la técnica que hemos empleado. La estimacidn de los puntos
criticos mediante la téenica IMS es mucho mejor que las pro-
venientes de otros métodos de similar complejidad, por ejemvlo
la técnica GRER usada por Knops (1975) en d= 2 4 la aproxima-
cién de Mjgdal -~ Kadanoff con b = 2., En particular, en el ca-
so bidimensional, el punto triple, como fué anticipado al tra-
tar el modelo de Potts, toma eiﬁvalor exacto. En 4 = 3, a pe-
sar de la anisotropia y la pequefiez del bloque los puntos cri-
ticos tipo Ising y triple difieren de los valores acentados en
no mis del 5 % (ver tabla 8-4). Esta mejora en la determinacidn
de Jos puntos criticos con la dimensidn es, como era de esperar
debido a la hipdtesis CM subyacente en la técnica IMS,-

Pasamos al cdlculo de los exponentes criticos. Para ello
se determinan los autovalores de la matriz fEWt;/ﬁak;d)(\Qf*)

(

(8-32), Luego se determina el exponente térmico y. a partir

M;..) obtenida mediante linealizacidn de la transformacidn

del mayor autovalor A, tal como se prescribid en secc. 2-4.-

En dos dimensiones, para los puntos fijos tipo Ising,
resulta el valor ). = 0.693 el cual conduce a X =2 -ol/y,
negativo lo cual es caulitativamente incorrecto. Lo mismo ocu-
rre para el punto triple, donde se halla Y+ = 0.836 . El au-
tovector correspondiente 2l mayor autovalor posee como es esve-
rado' la direccidn seglin la linea de Potts (K, =2\,).-

Para calcular el exponente magnético ), basta con de-

sarrollar, por ejemplo, (8-=30a) alrededor de Hi y Hi iguales
a cero y haciendo v, = vi = v, = v) = 0, calcular la expresidn

resultante en el punto trivle 6 en los puntos criticos tipo

Ising O, u O, . Esta operacidn es sencilla porqué las varia-

1 2

bles Vo vi y las variables hi’ hi aparecen siempre jun-

tas en cierto tipo» de expresiones. Es facil convencerse gque en
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todos los casos
(XAn) = %

donde se ha usado la relacidn de hiperescaleo ( , = a + &)

Luego ¥, = 1.5

Una forma altemativa de obtener el diagrama de fases

es (Rujdn et al, 1981) graficando la funcidn

= (L GlY) %
donde ( i = 1, 2)

e’& = K\;LQ’(ML(L) - K,{

La funcidn B es una medida de la proximidad de um

punto fijo y es interesante notar que la linea P —-Ol se com-

porta como una linea de puntos fijos. Esto sugiere 1la posibili-
dad de calcular los exponentes . e ¥, continuamente a lo
largo de esta linea, Los resultados exhibidos en la fig. 8-5
son presumiblemente incorrectos.ya que los modelos gue cortan

la linea P - Ol como se deduce de lo indicado en seccse 4-1

y 4-3 pertenecen a la misma clase de universalidad. Este comvor-
tamiento wniversal es reproducido correctamente mediante la téc-
nica Migdal -~ Kadanoff infinitesimal, es decir en el limite b-}

(Creutz y Roberts, 1982) incluso en la regién K, < O.-

El cdlculo de los exponentes criticos en 4 = 3 no ha si-
do realizado debido a la anisotronia del sistema de mayor tama-
flo, Los cdlculos para un cubo o sistemas de mayor tamafior gue son
en general bastante tediosos, ‘para las variables 2Z(4) se tor-
nan vracticamente prohibitivos. Quizds estas dificultades pue-
dan ser solucionadas con la ayuda de técnicas Monte Carlo como

ha sido sugerido por IMS,=-
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Tabla 8 = 1 3 Resultados para el modelo de Ising en d = 2

1 1, téecnica IMS Nightingale (1975)

e Y YH N Yo
2 1 « 361 .69 1.50 - -
3 2 « 381 .78 1.57 « 4224 1.079
4 3 ¢ 393 «82 1.60 « 4309 1.059
5 4 « 401 .84 | 1.62 e 4360 1.037
exactos . 4407 1.000 1.875
Tabla 8 - 2 Resultados para el modelo de Isingen 4 = 3

téenica IMS
L L
Kc yT yH
2 1 207 32 «e2.00
3 2 «212 95 2.08
22172 1.587° 2. 485

a ; Barber et al (1983)
b Le Guillou y Zinn Justin (1980)

Tabla 8 - 3 : Constante de acoplamiento critica para el modelo

de Potts.Resultados obtenides de la ec.(8 - 16).

q = 2 3 4
a ,
. 3466 +3054 «27465
2 ( .4407 ) (43350 ) ( .2747 )
3 2027 1865 <1733 ’
( .2217 ) ( .1841 ) ( .1604 )
. »1438 .1352 «1277
( 1497 ) ( .1291 ) ( <1191 )

Nota: Los valores entre parémntesis son promedios no pesados de

diversas estimaciones extraidas de Wu (1983).
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Tabla 8 - 4a ¢ Estimaciones numéricas de la coordenada w(2)

de los pwmtos P y 02 en 4= 2,

este Knops Migdal - exactos
trabajo Kadanoff

P 1/3 .207 344 1/3

02 . 486 « 315 424 2 -1

Tabla 8 - 4b : Estimaciones numéricas de la coordenada w(2)

de los puntos P ¥y 02 en 4 = 2.

este Migdal =~ otros
trabajo Kadanoff métodos
P .502 . 718 .523%
0, .664 .793 .6482°
a Kim y Joseph (1975)

Kﬁ
b : Sykes, Gaunt, Roberts y Wyles (1972)
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G

Pig. 8 =1 Bloques de 1, 2 y 5 spines "vivos" (indicados con
circulos vacios) empleados en las relaciones de re-

escaleo.

v
A7

Fig., 8 - 2 Bloque emvleado en el estudio del modelo Z(4).

Es evidente su anisotropia para d > 2. Tanto .en
esta figura como en la anterior los spines fija-

dos a sus valores medios se indican con circulos

llenos.
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(2)




11.55

1(.50

Pig. 8 = 5 3 Exponentes térmico ¥y (1inea 1llena) y mag-

(1inea de trazos) vs. J,. a lo

nético 5

Yy
largo de la curva P ~ O

I
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CONCILUSIONES

A pesar de ciertas dificultades formaies que afectan en
general a la teoria del grupo de renormalizacidn en el espacio
real, sefialadas en el Capitulo 2 (Nota 1), es vdlida la inten-
cién de analizar la calidad de los resultados que arrojan di-
chas técnicas cuando se las avlica a modelos concretos. También
es valido el esfuerzo de construir nuevas técnicas cue conduz-
can a mejores determinaciones de cantidades universales y no
wmiversales de la variedad mds amplia posible de modelos de
Spin.

El autor cree que esta Tesis contribuye a dichos objeti-
vos. En primer lugar, los estudios realizados en el Capitulo 6
indican la vosibilidad de emplear la técnica de apertura-colap-
so para la decimacidn de grafos autoduales para modelos con va-
rias constantes de inte .accidn. En particular es importante a-
plicar dicha técnica a modelos con interesantes propiedades de
duvalidad como los modelos de spin Z(g). Para q 5 esta técni-
ca deberd ser complementada con un modelo con vacancias (HNien-
huis et al, 1979) para poder describir transiciones de fases
de primera especie. Existe también la posibilidad de considerar
a tales modelos diluidos (Alcaraz y Tsallis, 1982). Por otra
parte, los grafos de dos terminales pueden ser empleados vara
generar redes jerdrquicas (Burkhardt, 1982) sobre las cuales
algumnas técnicas del GRER conducen a resultados exactos.

Cdlculos mis concretos e inmediatos se pueden llevar a
cabo con la técnica MK - CM analizada en el Capitulo 7. Como
conclusidn de dicho capitulo y, en particular, de la aplicacidn
al modelo Z(4), sefialamos que la técnica MK - CM conduceia me-
joras de los diagramas de fases obtenidos por las dos técnicas
aue se combinan, la basada en la aproximacidén campo medio y la

basada en el esquema de Migdal-Kadanoff, cuando se las aplica
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por separado. Respecto de la aproximacidn CM las mejoras son
tanto de indole cumlitativa - poroue indica que algumas tren-
siciones detectadas como de primera especie son en realidad
continuas - como cuantitativas porouve conduce a estimaciones
mids precisas de los puntos criticos y de las lineas de tran-
sicidén. Respecto de la técnica MK las mejoras son cuantitati-
vas las cuzles son aln mis importantes en tres dimensiones.
Desde el punto cualitativo el estudio del modelo Z(4) no es
apropiado por cuanto este modelo presenta sdlo transiciones
continuas , de modo que seria conveniente ‘un estudio del mo-
delo Z(5) donde la técnica MK falla en reflejar el caricter
discontinuo de algunas de sus lineas de transicidn de fases.
Desde el punto de vista operacional, puesto aue sdlo se efec-
tian unas pocas transformaciones GR y no es necesario buscar
los puntos fijos, la téenica MK -~ CM puede sér también venta-
josamente aplicada a modelos en los cuales la aoroximacidn de
Mi gdal-Kadano ff conduce a una proliferacidn de nuevas interac-
ciones. Entre estos modelos se encuentra el de Blume-Cavel so-
bre el cual no existen aim resultados exactos.

El método descripto y aplicado en el capitulo 8 es en
opinidn del autor el de mejores persvectivas dentro de los
analigzados en esta @ﬁsis. En primer lugar porque se inscribe
en el marco de las tdcnicas de reescaleo entre sistemas de
tamafio finito las cuales reciben creciente atencidén por rar=-
de los investigadores en este campo. Como se ha serfalado en
la seccidén 3 - 4, las principales ventajas de este conjunto
de técnicas son i) el evitar la proliferacidén de interaccio-
nes, ii) el permitir la evaluacidn de los errores cometidos
debido a'la finitud del sistema considerado.

En particular, la técnica de reescaleo entre sistemas

de tamafio finito con condiciones de borde que rompen la sime-

tria del modelo, como se puede concluir de su aplicacidn al
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modelo de spin Z(4), conduce a diagramas de fases cuantitati-
vamente mejores que los producidos por otras técnicas de simi-
lar dificultad de cdlculo mencionadas en la seccién 8 - 3. Co-
mo se ha sefilalado en la aplicacidn al modelo de Potts, también
los exponentes criticos son mejorados por esta técnica. Por
otra parte el considerar reticulos de mayor tamafio no ofrece
dificultades tebricas y desde el punto de vista numérico sélo
existen limitaciones provenientes de la capacidad de memoria
de la computadora. Al igual que la técnica MK -~ CM, debido al
caricter de campo medio que poseen las condiciones de contor-
no, los resultados son dptimos en dimensiones intermedias, vor
ejemplo, 4 = 3 .

Entre las perspectivas de esta técnica cueremos sefialar
en primer lugar la posibilidad de estudiar el efecto de diver
sas condiciones de borde o de introducir condiciones adecuadas
para el estudio de interfases o paredes de dominio. Su princi-
ral limitacidn hasta el presente , esto es la dificultad inhe-
rente, tal cuzl ha sido formulada, de describir transiciones
de fases de primera especie (dificultad gue poseen todas las
técnicas de reescaleo entre sistemas de tamafio finito) vodria
ser superada considerando el reescaleo de otra magnitud ter-

modinédmica. ~

REVIOR
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