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INTRODUCCION

El tema central de esta Tesis es, tal como lo indica su 

título, el estudio de la aplicación de diversas técnicas basa­

das en la transformación del grupo de renormalización (GR), en 

particular dentro de las realiaadas en el espacio de las posi. 

ciones o "espacio real", a un cierto conjunto de problemas que 

presentan transiciones de fases y fenómenos ‘críticos.

La elección de este tema se basa en las siguientes con­

sideraciones. En primer lugar, para los que como el autor han 

centralizado su interés científico en las transiciones de fa­

ses y en especial en los fenómenos críticos, la transformación 

GR tiene una gran importancia teórica puesto que en su origen 

yace precisamente el aspecto esencial del comportamiento crí­
tico, a saber, la invariancia de escala. En segundo lugar, den 

tro de la enorme variedad de técnicas basadas en dicha trans­

formación, el autor considera que las que se efectúan en el e¿ 

pació real continúan siendo objeto de un intenso trabajo el 

cual ha producido recientemente algunos avances significativos 

(Burkhardt y van Leeuwen, 1982). En tercer término, se ha 

intentado explotar algunas técnicas propuestas en estos últi­

mos años, y que comentaremos luego, aplicándolas a la importan 

te familia de modelos con simetría global Z(N).

Antes de precisar los objetivos de esta Tesis efectue­

mos una rápida revisión del surgimiento y desarrollo de la teo 

ría del grupo de renormalización y, a continuación, una breve 

descripción de los modelos Z(N) • *
A mediados de la década del sesenta la situación en la 

teoría de las transiciones de fases y más precisamente de los 

fenómenos críticos es, a grandes rasgos, la siguiente. Muy po­

cos de los modelos microscópicos propuestos para describir di­
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cha clase de fenómenos, como los modelos de Ising o de Heisen- 

berg, han sido resueltos o al menos entendidos satisfactoria­

mente. Es decir, no se ha logrado extraer de ellos la predic­
ción de propiedades macroscópicas como, por ejemplo, la magne­
tización espontánea o la susceptibilidad, particularmente en 
la zona crítica. Entre los métodos teóricos utilizados cabe 

mencionar en primer lugar la aproximación del campo medio, la 

cual arroja en general resultados correctos desde el punto de 

vista cualitativo sobre todo respecto a los diagramas de fases. 

Desde el punto de vista cuantitativo los exponentes críticos 

calculados en esta aproximación son muy pobres cuando se los 

compara con los provenientes de las soluciones exactas, como 
la del modelo de Ising en dos dimensiones (Onsager, 1944) o f 

con los estimados mediante otros métodos. Entre éstos ocupan 

un lugar destacado los desarrollos en altas temperaturas (ver 

por ejemplo, Domb, 1974) los cuales conducen a valores muy 
precisos de los exponentes críticos pero desafortunadamente 

no ayudan a un entendimiento cualitativo de los fenómenos 

críticos.

En esta situación irrumpe en el terreno teórico la trans -A.
formación del grupo de renormalización (Kadanoff, 1966). La 

idea esencial de la transformación GR consiste en una reduc­

ción sucesiva del enorme número de grados de libertad cuyo 

comportamiento cooperativo da lugar a los fenómenos crítico a-. 

En la formulación inicial de Kadanoff esta reducción se logra 

mediante el pasaje de bloques de spines de la red inicial a 

spines de la red transformada. Esta transformación implica un 

conjunto de relaciones entre los exponentes críticos, las cua- 

les habían sido adelantadas por Widom (1965) • La invariancia 

del sistema frente a esta transformación o invariancia de es­

cala se logra mediante una redefinición de las constantes de 

interacción presentes en el hamiltoniano inicial»



Dada la enorme variedad de técnicas basadas en esta idea 

nos limitaremos en lo subsiguiente a las líneas de trabajo más 

importantes, teniendo como objetivo la ubicación dentro de e- 
llas de las técnicas del grupo de renormalización en el espa­
cio real (GRER) estudiadas en esta Tesis#

Los conceptos subyacentes que generan las técnicas GRER 
se encuentran ya en las primeras publicaciones de Kadanoff 

con las cuales comienza el trabajo en la teoría del GR tal 

como se indicó anteriormente# Sin embargo, como es sabido, 
*

el esfuerzo principal se deriva hacia la utilización de las 

transformadas de Fourier para obtener el hamiltoniano efec­

tivo en el espacio de los momentos lo cual permite a su vez 

la incorporación de técnicas hasta entonces utilizadas en el 

ámbito de la Teoría Cuántica de Campos. Son fundamentalmente 

los trabajos de Wilson (1971) los que marcan el camino en es­
ta dirección. Las técnicas del GR en el espacio de los momen­

tos, y en particular la expansión £ , han proporcionado valo­

res extremadamente precisos de los exponentes críticos de di­

versos sistemas tridimensionales (Le Guillou y Zinn Justin, 

1977, 1980).
La búsqueda de realizaciones de la transformación del 

GR que involucren directamente al hamiltoniano microscópico 

en el espacio de las coordenadas resurge en la segunda mitad 

de los años setenta a partir de los trabajos de Niemeijer y 

van Leeuwen (1974, 1976). Las técnicas propuestas por estos 
autores fueron rápidamente explotadas para analizar un gran 

número de sistemas, particularmente aquellos con variables 

de spin discretas y en bajas dimensiones donde las fluctua­

ciones críticas son muy fuertes y las expansiones £ no son 

muy útiles (ver Cap. 3)*

Paralelamente o a continuación de esta línea de Niemei 
jer y van leeuwen se desarrolla una versión variacional (Ka- 

- 3 -



danoff y Houghton, 1975; Kadanoff, Houghton y Yalabik, 1976). 
y un esquema de aproximación que por su inigualada simplici­
dad matemática ha resultado de una mayor permanencia en el 

tiempo, sugerido pro Migdal (1975) y generalizado y corregi­

do por Kadanoff (1976, 1977). Ambos métodos están basados en 

el corrimiento de ligaduras (ver Cap. 5) y por lo tanto con­

ducen a cotas inferiores de la energía libre exacta.

Por esta época también renacen un conjunto de técnicas 

cuya idea central es el "reescaleo" entre sistemas finitos f % 
y son a veces considerados bajo el título de "renormaliza­
ción fenomenológica". También en este caso la concepción tem 

pranamente adelantada por Fisher (1971) se había retirado de 
la escena para retomar recién tras las contribuciones de 

Barber y Fisher (1974) y fundamentalmente de Nightingale 
(1976). Este conjunto de técnicas representa un poderoso ins­

trumento de cálculo a la vez que proporciona la posibilidad 

de estimar los errores del método.

Para cerrar este breve recuento histórico, sin pretender 

que el mismo sea exhaustivo ni mucho menos, y para ubicar el 

restante método abordado en el presente trabajo, mencionemos 

como caso particular de la técnica de bloques de Niemeijer y 

van Leeuwen, la utilización de bloques que respeten las pro­

piedades de dualidad de los retículos y por lo tanto resultan 

especialmente aptos para el tratamiento de modelos autoduales. 

Surge así la técnica del "puente de Wheatstone" iniciada por 

Bemasconi (1978) y desarrollada por Stinchcombe y colabora­

dores (1979)-

Los modelos con simetría Z(N) aparecen como una rup­

tura de simetría parcial del modelo 0(2) planar (el modelo 

XY clásico). Este tipo de modelos, de los cuales estudiaremos 

dos casos particulares: el modelo de Potts y el modelo Z(4) 

(o modelo Ashkin-Teller simétrico), han sido objeto de un in­

- 4 -



tenso estudio motivado por un interés principalmente teórico. 

En primer lugar, en dos dimensiones, estos modelos presentan 
importantes propiedades de dualidad (Alcaraz y Kbberle, 1930). 
En segundo lugar, siempre en el caso bidimensional, el compor 
tamiento crítico de los mismos cambia dramáticamente para N £ 5* 

En efecto, el carácter continuo de las transiciones de fases 

para N < 4 pasa a discontinuo para N > 4 (Baxter, 1973) a lo 

largo de la línea de Potts (ver Cap. 4) . Además, para N >5 

aparece una nueva transición de fases a lo largo de la línea 

de Villain lo cual indica la presencia de una nueva fase (E- 

litzur et al, 1979)* Esto coincide con la suposición de que 

para N ¿5 los modelos Z(N) pertenecen a la misma clase de 
universalidad que el modelo 0(2) (Cardy, 1980).

Desde el punto de vista experimental se está producien­

do un creciente interés en este tipo de modelos en el contex­

to de la física de la materia condénsala. Numerosos sistemas 

físicos que presentan transiciones orden-desorden, como fluí, 

dos adsorbidos sobre sustratos cristalinos, son descriptos 

por estos modelos como se indicará en el Cap. 4*

Podemos ahora completar y precisar los objetivos de es­

ta Tesis esbozados al comienzo de esta Introducción. En pri­

mer lugar se pretende revisar y extender una técnica de deci- 

mación de bloques autoduales, la técnica de apertura-colapso 

desarrollada en estos últimos años (Tsallis y Levy, 1981) 

aplicándola al modelo Z(4)*
En segundo lugar se explorará la posibilidad de combi­

nar la transformación del grupo de renormalización con la a- 

proximación campo medio* La intención es lograr técnicas 'mix 

tas que mejoren los diagramas de fases obtenidos con tales 

esquemas por separado. Los diagramas de fases son particular 

mente interesantes cuando se trata de transiciones de fases 

orden-desorden a las que, como mencionamos anteriormente, se 
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refieren particularmente los modelos Z(N) ♦ Mediante estas 
técnicas también se han obtenido algunos resultados origina­

les sobre el modelo Z(4)* Como un comentario final digamos 
que la mayor parte de las técnicas que se han considerado en 
este trabajo, están hoy en el centro de la atención en este 

campo siendo la fuente de nuevas técnicas similares así como 

de generalizaciones destinadas a ampliar el rango de su apli 

cación al estudio de modelos más realistas como, por ejemplo, 

aquellos con interacciones aleatorias.

En base a estos objetivos se desarrollado el siguiente 

contenido. En el Capítulo 1 , a modo de introducción compl£ 

mentaria, se describe la formulación mecanoestadística de 

las transiciones de fases y los fenómenos críticos mediante 

modelos microscópicos en retículos regulares. En el Cap. 2 
se efectúa una revista de los fundamentos de la teoría del 

grupo de renormalización. El autor de esta Tesis considera 

que sobre los aspectos generales de dicha teoría existe su­

ficiente material bibliográfico como para realizar un examen 

demasiado exhaustivo de la misma. Consecuentemente, el desa­

rrollo de dichos aspectos, el cual ocupa los dos primeros ca 

pítulos y parte del tercero, se ha reducido al mínimo indis­

pensable para poder discutir posteriornente los temas rela­

cionados con los objetivos propuestos. En el Cap. 3 se sepa­

ran las técnicas de bloques de spines reteniendo principal­

mente las técnicas de decimación y mixtas. En el capítulo 

siguiente se establecen los modelos estudiados y se descri­

ben las propiedades más importantes de los mismos. El Cap. 5 

está consagrado a la formulación y discusión de una de las> 

técnicas usadas en esta Tesis: la aproximación de Migdal-Ka- 

danoff. Hasta aquí el trabajo es esencialmente monográfico. 

En el próximo capítulo de desarrolla la técnica de apertura- 

colapso, y el autor considera un aporte original la extensión 
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de dicha técnica al modelo Z(4)* En el Cap, 7 se plantea la 

aproximación campo medio y la combinación de la misma con la 
aproximación Migdal-Kadanoff propuesta por Baracoa et al 
(1982). En el último capítulo se formula y se aplica una téc 
nica basada en el reescaleo entre sistemas finitos con cond¿ f 

ciones de borde que rompen la simetría del modelo (indekeu, 

Maritan y Stella, 1982). También aquí aparecen relaciones con 

la aproximación del campo medio•-
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CAPITULO 1

TRANSICIONES PE FASES Y FENOMENOS CRITICOS

1 — 1 • Aspectos básicos de los fenómenos críticos» Longitud 

de correlación» Universalidad»

En Mecánica Estadística se estudian fenómenos relati­
vos a cuerpos macroscópicos los cuales son sistemas caracteri- 

z 23zados por un numero del orden 10 de grados de libertad.
F

En determinadas circunstancias tales fenómenos pueden 

ser explicados o determinados por un número muchísimo menor 

de grados de libertad. Por ejemplo, debido al carácter exten­

sivo o intensivo de cantidades físicas como la energía intema 
y la densidad, se pueden reconstruir las propiedades macroscó­

picas de un sistema a partir de una muestra relativamente mi­

croscópica del mismo.

En general, el comportamiento macroscópico de un siste­

ma dado en un estado termodinámico puede ser explicado estudian 
do un subsistema cuya longitud característica debe ser, cor de­

finición, mayor que la "longitud de correlación". Un subsistema 

cuya longitud fuese menor que la longitud de correlación sería 

incapaz de reproducir las propiedades esperadas. La longitud 

de correlación depende en consecuencia del estado del siste- 

ma. Bajo circunstancias extremadamente favorables § se reduce 

a unos pocos espaciamientos atómicos. Esto es equivalente a con 

siderar pocos grados de libertad. Por ejemplo, un cristal ferro 

magnético o un gas pueden estudiarse en ciertas condiciones con 

siderando unos pocos spines o moléculas respectivamente.

Por el contrario, existen situaciones para las cuales 

la longitud de correlación es muchísimo mayor que el espacia- 

miento de la red si no prácticamente infinita. Tal es el caso 

de los fenómenos críticos. Para los ejemplos considerados ante­

riormente, la transición ferromagneto - paramagneto o la gas-lí 
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quido respectivamente tiene un comportamiento crítico caracte­

rizado por la aparición de singularidades en las magnitudes 

termodinámicas* Precisamente en la transición, es decir en el 
punto critico, la longitud de correlación es infinita.

La longitud de correlación infinita que caracteriza a 

los fenómenos críticos tiene varios significados. En primer lu 

gar, si una § finita indica una escala privilegiada caraote 

ristica de un fenómeno, una § infinita indica, por el contra 

rio, que todas las escalas son igualmente importantes* Es decir 

que el fenómeno crítico es un fenómeno independiente de escala* 

La independencia o invariancia de escala es un concepto esen­

cial incorporado en la teoría del grupo de renormalización en 
general y en el concepto del punto fijo en particular*

En segundo lugar, infinita indica una participación 

esencial de infinitos grados de libertad actuando en forma coo-' 

perativa. Este comportamiento cooperativo implica que la mayo­

ría de los detalles microscópicos del sistema, por ejemplo la 

forma de la interacción entre spines o moléculas, son irrele­

vantes en lo que respecta a la determinación de los exponentos 

críticos correspondientes a las singularidades de las cantida­

des termodinámicas* Esta característica de los fenómenos críti. 

eos conduce a la hipótesis de universalidad* De acuerdo con 

ta hipótesis solamente dos cantidades determinan las propieda­

des críticas de la mayoría de los sistemas: el numero ”d” de 

dimensiones espaciales y la dimensión ”n" del parámetro de or­
den, el cual refleja la simetría del sistema (ver seco. 1-3)»

El conjunto de sistemas caracterizados por un dado par 

de valores (d, n) se dice que constituyen una clase de univer­

salidad* Las clases de universalidad han sido extensivamente es¡ 
tudiadas en el contexto del modelo n-vectorial (Stanley,1976). 

Desde el punto de vista experimental se ha verificado la univer 

salidad para un gran número de sistemas tales como líquidos bi­

- 9 -



narios, magnetos uniaxiales, fluidos en la transición gas - lí 

cuido, etc. (ver, por ejemplo, Stanley, 1971; Sengers, 1980).
En la sección siguiente se revisará en forma bastante 

sucinta la formulación mecano-estadística de modelos clásicos 
sobre redes que describen el comportamiento ‘termodinámico de 

sistemas y en particular sus transiciones de fases. En las dos 

últimas secciones de este capítulo se definirán los principa­

les exponentes críticos y las relaciones entre los mismos.

Algunos aspectos discutidos en esta sección constitu­

yen el punto de partida para la formulación de la transforma­

ción del grupo de renormalización que se efectuara en el capí 

tulo siguiente.-

- 10 -



1 - 2 • Modelos de spin en el retículo

En Mecánica Estadística los efectos colectivos, entre los 

cuales incluimos a las transiciones de fases, se describen me­

diante un conjunto de magnitudes físicas que pueden ser deriva­

das de la función de partición a la que denominaremos Z •

Para definir esta función se considera un retículo regu­

lar - aquí sólo tendremos en cuenta retículos hipercubicos d- 

dimensionales - y en cada vértice del mismo se coloca una varia 

ble aleatoria real o compleja de n componentes, la variable 

de spin:

donde n y r^ es la posición de cualquier vértice

del retículo. A su vez, cada componente puede tomar un

conjunto discreto de valores o variar continuamente en cierto 

dominio.
La función de partición se define como la suma sobre to­

das las configuraciones de los factores de Boltzmann asociados 

a cada configuración los cuáles están relacionados a las proba 

bilidades de las mismas:

(1 - 1)

donde (3 = l/k$. T ; (5 ) es el hamiltoniano de

interacción ( k_ es la constante de Boltzmann)»

Los modelos analizados en este trabajo corresponden al 

caso particular de una variable de spin compleja de una sola 
componente que toma un conjunto de valores discretos (ver 

Capítulo 4)*
Resulta útil introducir las cantidades:

(1 - 2)
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donde m es un cierto subconjunto de sitios del retículo y

r = 1, £,••• ♦ Luego, una forma de hamiltoniano suficientemen- r 
te general para nuestros propósitos se puede expresar como:

(1 - 3)

donde o< indica la clase geométrica a la que pertenecen los 

subconjuntos m• Excepto en el capítulo 3 en el que mencio­

namos a los modelos con interacciones aleatorias, nuestro estu 

dio se centrará en modelos homogéneos para los cuales el hamil 

toniano (1 - 3) puede ser reescrito como:

Para una red cuadrada las primeras clases geométricas 

se pueden ver por ejemplo en Kadanoff y Houghton (1975)* Dichas 
clases pueden involucrar a un número par de spines o a un nú­

mero impar de spines. Para una variable de Ising, ^ = 1.1 , y 

tomando únicamente r = 1 , se cumple que las interacciones 

con un número par de spines permanecen invariantes frente a 

un cambio de signo de todos los spines de la red.

Por el contrario, las interacciones con un número impar 

de spines cambian de signo. Esto conduce a que, para una sime­

tría Z(2),las interacciones pares y las impares tengan un rol 

muy diferente (ver secc. 2 - 4)* En general, para otras sime­

trías (por ejemplo la Z(q), q>2), las interacciones se clasi­

fican según conserven o rompan dichas simetrías.

Es conveniente explicitar el primer término en ex de 

la siguiente forma:

(1 - 5)

- 12 -



puesto que estará relacionado con el parámetro de orden
y con su conjugado termodinámico o "campo externo".

El primer término de (1 - 5) al que llamaremos término 
de fuente, para valores adecuados de r , es un típico térmi­
no de ruptura de simetría. Para el modelo de Ising (r = 1), 

usado para describir la transición ferromagneto - paramagneto, 

h puede ser identificado con un campo magnético externo.

Con todos estos elementos definidos se puede expresar 

la función de partición como:

donde K = (b n j y c es una constante de

normalización. Alternativamente se usará el subíndice a (b, 

c,... ), en lugar del par (, r) ( ( (b, s ),... ) y también con­

viene introducir el vector K de comnonentes K a
La energía libre se define como:

donde se ha simplificado un tanto la dependencia respecto de 

Ka • Observar que F G , donde G es la energía libre de 

Helmholtz tal como se la define usualmente (ver,por ejemolo, 

Stanley, 1971 )•
En Mecánica Estadística las funciones termodinámicas 

están dadas por los valores medios de funciones A defi­

nidos como: 

se traducen a su vez en relaciones operatorialeslos cuales 
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y por lo tanto se puede expresar el calor específico de la 
siguiente maneras

(1-9)

Con vistas a los análisis que se efectuarán en las si­

guientes secciones se darán las definiciones termodinámicas 

de otras magnitudes físicas. En primer lugar, la magnetización 

está dada por:

(1 - 10)

y su expresión mecanoestadística se verá en la sección siguien

te. Por ultimo, definimos la susceptibilidad como:

En la formulación de la función de partición sobre el retícu­

lo y teniendo en cuenta el hamiltoniano (1-5) resulta:

donde ambas sumatorias se extienden sobre todo el retículo•-
i
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1 - 3 • Orden y simetría

Para generalizar el estudio del comportamiento que he­

mos ilustrado mediante los ejemplos de un gas - líquido y de 

un ferromagneto es conveniente introducir el concepto de pará­
metro de orden. El parámetro de orden es una medida de la can­

tidad y el tipo de ordenamiento que aparece en una transición 
de fases.

Para el caso del ferromagneto el parámetro de orden es 

la magnetización con campo magnético externo nulo, es decir:

Mo(t) = mCh=o,t)

mientras que la transición gas - líquido se describe mediante 

el parámetro de orden (y - ) donde jo es la densidad y

es la densidad crítica. Las respectivas magnitudes conjugadas 

o campos aplicados son el campo magnético y la presión.

El elemento esencial de una transición orden - desorden 

es la ruptura o reducción de una simetría al pasar de la fase 

desordenada a la ordenada. En la formulación de modelos sobre 

una red dicha simetría debe estar contenida en el hamiltonia- 

no del modelo considerado y, en particular, en los posibles 

valores que puede tomar la variable de spin • Luego, el 

surgimiento de un cierto tipo de ordenamiento consiste en que 

dicha ruptura de simetría se revele a escala macroscópica. Es­

to sugiere que tal ordenamiento, o la ausencia del mismo, es­

tará descripto por la cantidad, en general, vectorial: 

(1 - lia)

donde F y H han sido definidos en la sección anterior.

Esta magnitud es usualmente llamada magnetización espontánea.
Para pasar al límite termodinámico N —es necesario consi-
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derar la magnitud correspondiente por spin:

donde f es la energía libre por spin y se ha tenido en cuen­

ta la invariancia traslacional de lá red# Por debajo de la tem 
, (r)peratura critica, en la fase ordenada, alguna componente m 

o una combinación de dichas componentes será no nula. Al pasar
z (r)a la fase desordenada dicha cantidad se anulara. Luego, m 

puede ser considerado el parámetro de orden del modelo*

Sin embargo, dicho parámetro de orden no necesariamente 

está describiendo un comportamiento crítico. Para que esto su­

ceda, la transición de fases debe ser de segunda especie, es 

decir, el parámetro de orden se debe acercar a cero continua­

mente a medida que T —> T por debajo.c
Si por el contrario en este límite aparece un salto o 

discontinuidad en el parámetro de orden la transición de fases 

es de primera especie. Este tipo de transiciones no presenta 

fenómenos críticos, concretamente, una longitud de correlación 

infinita. Una forma de visualizar las diferencias entre las 

transiciones de primera y de segunda especie es estudiando, en 

las proximidades de la temperatura de transición, la energía 

libre de Helmholtz proporcional a la función:

(1 - 12)

donde HL’' = ^ } y se ha obviado en T y F la dependen­

cia respecto de las constantes de interacción K . Los combor- a*
tamientos correspondientes a los dos tipos de transición se in­

dican en la fig. 1 - 1 . Por ende, también las funciones de res 

puesta, como el calor específico y la susceptibilidad, tienen 

distintos tipos de comportamiento en ambas transiciones según

- 16 -

(1 - 11b)



se puede ver por ejemplo en Stanley (1971)* 

Para detectar una transición de fase 

se suele calcular el calor latente definido 
de primera especie 

por:

(1-13)

para una sola cte» de acoplamiento y TL es la temperatura de 

transición» AQ es ügual a cero- ( / 0 ) para una transición 

contimja ( discontinua ).-

Volvamos a la cuestión de un ordenamiento de largo ran­

go» Una forma alternativa de describirlo es mediante la función 

de correlación

donde la segunda igualdad es válida para un- sistema infinito’ 

(invariancia traslacional)o En una fase ordenada

(1-15)

debe existir y ser distinta de cero> al menos para algún valor 
de 'V" e Es particularmente importante el comportamiento de la 

función de correlación en la región crítica ( T próximo a T^). 

Usualmente se define la longitud de correlación como

para y T > T • La longitud de correlación mide la dis-c '
tancia sobre la ctal los spines están significativamente corre­

lacionados. Como se verá en la siguiente secpión tiene un 

comportamiento crítico en T • c
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1 - 4 • Exponentes críticos

En primer lugar, siendo Tc la temperatura crítica, de- 
fihamos la temperatura reducida

(1 - 17)

de tal modo que T > Tc. (< Tc) ^.t >0 (< 0).-
Luego se define el exponente crítico de una magnitud

termodinámica f comot

(1 - 18)
r

Como una abreviatura de (1 - 1 8 ) se suele escribir

f (t) t (1 - 19a)

la cual no necesariamente supone f(t) = A t sino

f(t) = A U + & + ) (1 - 19b)
Recordemos que 
x < 0 divergencia infinita en el cunto crítico,

x > 0 f (t) —> 0 en el punto critico. Si f ( | t | ) co­

mo veremos más abajo, aparece un punto cuspidal;

x = 0 i) Divergencia logarítmica 

ii) punto cuspidal

iii) función perfectamente analítica, a lof sumo con una

discontinuidad de salto• -
Para decidir en este último caso, se define otro nará-

metro

donde "j" es el menor entero tal que

diverge para t 0

- 18 -



Los exponentes críticos de las principales magnitudes 
termodinámicas ( las cuales serán ocasionalmente designadas 
con términos propios de los sistemas magnéticos) se definen 
del siguiente modo:

i) exponente ex del calor específico

Sobre la isocora crítica: H = 0 ; m =0

donde el calor específico 0 ha sido definido en ec. (1 - 

- 10) .

ii) exponente (5 del parámetro de orden

A lo largo de la curva de coexistencia o de transición 

de fases

(r) *donde m es alguna de las m definidas en la sección 

anterior o una combinación de las mismas como se verá en 

el capítulo siguiente ( ver también el Cap. 4).

iii) exponente ~6 de la susceptibilidad o función de respues­

ta

A lo largo de la isocora crítica

(1 - 22a)

según la línea de transición de fases

(1 - 22b)

donde; si tu, es una combinación de las componentes 
L'*') H

H como se indicara en la secc. 2-5» resulta:

- 19 -
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(M - N.m)

iv) expórtente o de la ecuación de estado 
z (r)sobre la isoterma critica: T = T , H = 0 , c

ÍWL (1-23)

v) exponente de la longitud de correlación 

según la isocora crítica

vi) exponente de la función de correlación 

En el punto crítico:

donde ’ CO es alguna de las componentes de la función 

de correlación definida en (1 - 14)*

vii) exponente △

isócora créica

línea de transición de fases

(1 - ?6b)

20 -
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1 - 5 • Relaciones entre exponentes críticos

Existe un conjunto de relaciones entre los exponentes 
críticos (Fisher, 1967) Que reduce a dos el número de expo­
nentes independientes* Podemos adoptar la siguiente clasifi­
cación de estas relaciones según las condiciones en ove han 

sido definidos los expoftentes (Baker, 198o):

i) relación entre exponentos definidos para t <0

ii) relaciones que involucran a exponentes definidos sobre 

la isoterma crítica y a exponentes definidas para

t < 0

t > 0

(1, - 27b)

(1 - 27c)

iii) relaciones que contienen exponentes críticos de las dos

regiones de temperaturas

(1 - 27d)

iv) relaciones entre los exponentes de las correlaciones

(1 - 27e)

v) relación oue involucra a la dimensión espacial o hiper-

escaleo

(1 - 27f)
la cual, combinada con las anteriores relaciones, puede

= 2___ <X
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tomar las siguientes formas:

(1 -28a)

(1 - 28b)

Existe un conjunto de argumentos de plausibilidad para 

justificar estas relaciones pero ellos no pueden constituir­

se en una derivación rigurosa de las mismas.(Barber, 1977)* 

Desde el punto de vista numérico existe evidencia acerca de 

la validez de dichas relaciones excento sobre la relación de 

hiperescaleo (Baker, 1982). La mayor parte de las relaciones 

entre exponentes críticos han sido probadas' rigurosamente 

pero como desigualdades (Stanley, 1971)*

La validez de las relaciones (1 - 27) tiene gran im­
portancia teórica poroue, como se verá en la sección 2-4, 

dichas relacioens aparecen como consecuencia necesaria de 

las hipótesis que dan lugar al grupo de renormali7ación ,en 
particular de la hipótesis de "escaleo” (Widom, 1965).-
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Notas al Capítulo 1

1 - Más formalmente, se puede definir la longitud de corre­

lación como (Wilson y Kogut, 1975)

donde se ha adoptado una versión continuigada del vec­

tor posición. Manteniendo la estructura discreta del re­

tículo, la definición eauivalente a la anterior es la si, 

guíente (Baker, 1982) :

donde X es la susceptibilidad por spin introducida en 

la sección 1 - 2. En ambas expresiones la integración o

la suma se extiende sobre todo el reíículo.

2 - En todo este trabajo distinguiremos el símbolo ry defi­

nido en el texto, del símbolo:
r

el cual significa:

- 23 -



Fig. 1-la Gráficas de la energía libre versus la magnetiza­

ción para varios valores de la cte. de interacción 

indicando una transición de primera especie.

Fig. 1-lb Gráficas de la energía libre versus la magnetiza­

ción para varios valores de la cte. de interacción 

indicando una transición de segunda especie. En el 
2

punto critico K = K y q
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CAPITULO 2

GRUPO DE RENORMALIZACION

2 — 1 • Idea básica de la transformación GR

La transformación grupo de renormalización surge como 
respuesta directa a las características de los fenómenos críti, 

eos señaladas en secc. 1 - 1* En síntesis, en dicha sección se 

había establecido que los fenómenos críticos están caracteriza 

dos por una longitud de correlación infinita la cual indica la 

invariancia de escala de dichos fenómenos.'Luego, el punto crí 

tico aparecería como un punto invariante o "fijo" en una trans 

formación que implique un cambio de escala. La transformación 

GR tiene esencialmente esta característica.

La idea del GR es básicamente la de reemplazar, en cada f 

paso de transformación, el número original de grados de libertad 

por un conjunto menor de grados de libertad efectivos de tal ma 
ñera que las propiedades físicas del sistema permanezcan inva­

riantes. Esta condición, expresada como invariancia de la fun­

ción de partición, conduce a una transformación de las constan 

tes de interacción.

Con esta idea se persiguen simultáneamente dos objeti­

vos. El primero, más inmediato, es el de poder hacer manejables 

desde el punto de vista del cálculo a sistemas con un enorme- 

número de grados de libertad. El segundo objetivo es el de ex­

plicar cómo surgen los aspectos cualitativos del comportamien­

to cooperativo de dichos grados de libertad.
Considerando la formulación de los modelos de spin so- 

bre retículos, podemos definir una transformación GR como el re, 

sultado de dos operaciones:

i) un cambio de escala: si L es la separación entre saines o
en el retículo original, en el nuevo sistema tendremos una 

separación:

L* = b L (2-1)o o
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donde b > 1 es el factor de reescaleo.-
ii) un cambio en el hamiltoniano

X = K
(2-2a)

al que alternativamente podemos describir como un cambio 

de los parámetros de interacción

2 —’ *' = (2-2b)

Esta última relación se denomina relación de recursión y en 
ellg,, la función R.bCRJ es, a diferencia de las magnitudes 

termodinámicas, una función regular aún en el punto crítico'

Al nuevo' hamiltoniano le corresponde un nuevo fac­

tor de Boltzmann , según ec:. (1 - 1 ) donde son

las variables de spin del sistema transformado. Luego, habrá 
una transformación de los valores medios de las magnitudes 

calculados con el anterior factor'de Boltzmann según eco

(1 - 8 ) a los valores medios de las magnitudes transformadas 
^£5^ calculados con * Se deduce que la relación lineali-

zada entre dichos valores medios debe reproducir la relación de 

reescaleo (1 - 28 ) en sentido inverso de modo que la transforma­

ción resultante ( i ) e ( ii ) deje invariantes a las magnitu­

des termodinámicas.-

Para que la transformación (2-2) forme un grupo (más 

precisamente un subgrupo- ya que ,no está definida la transforma­

ción inversa) debe verificarse

Como con toda transformación es necesario analizar los 

puntos que permanecen invariantes ante tal transformación. Estos 

puntos invariantes son denominados puntos fijos y por lo previa­

mente dicho

- 26 -
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Supongamos que un sistema tiene un nunto fijo* Una for­
ma heurística de mostrar la relación entre tal punto fijo y el 

punto crítico es la siguiente. Observemos que ante la transfor­
mación de escala (2-3) la longitud de correlación en unidades 
del espaciamiento de la red escalea como:

Ahora, en el punto crítico K , es infinita y, por (2-4),c —
Ql<‘ J , donde K* = R^K ] , es también infinita. Luego, por

c *
la supuesta regularidad de R , K debe ser solución de (2-3). c
Es decir, el punto crítico debe ser un punto fijo. La inversa, 
como se verá más adelante, no es cierta.

En general, debido a la existencia de parámetros "irre­

levantes" (ver su-definición en la sección 2 - 3), los sistemas 

con generan una superficie en el espacio de las interac­

ciones llamada superficie crítica o de criticalidad. Por (2-4) 

se ve que todo punto perteneciente a la superficie de critica- 

lidad genera por sucesivas aplicaciones de (2-2) un conjunto de 

puntos - una trayectoria - perteneciente a la superficie de cri. 

ticalidad de tal modo que

Por el contrario, si el punto donde comienza la trayec­
toria no pertenece a dicha superficie, Ü> será finita y por 

(2-4) , es decir oue en una longitud de correlación exi£

te un número menor de grados de libertad con lo cual se estará 

más lejos de la situación crítica.

En las secciones 2-3 y 2^-4 se brindarán mayores preci- 
, i

siones sobre el comportamiento critico. Previamente, en la sec­

ción 2-2, se mencionarán las dos posibles formas de realizar la 

transformación GR , con el objeto de concentrar el estudio en 

una de dichas formas, la que se realiza en el espacio real.-

- 27 -
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2 — 2 . Dos formas de realizar el programa GR - Referencias 
básicas

Como adelantamos en la ’ Introducción, la nrimera forma 
práctica de realizar la idea del GR , debida a V/ilson (1971 a/ 

b), se formula en el espacio de los momentos. En este esquema, 

se parte de un hamiltoniano "de graneado grueso" en el cual se 

han eliminado los detalles irrelevantes al comportamiento crí­

tico universal. Este hamiltoniano es función de las transfor­

madas de Fourier de las variables de snin 'QT(t • La reducción 

de los grados de libertad1 se realiza eliminando la parte de // 
(A") más rápidamente fluctuantes. Esto se logra integrando 

los momentos | fe | mayores que algún valor preestablecido A • 
La transformación G de R se completa con un reescaleo de 

y un3- redefinición de las constantes de interacción pero 
no es nuestro objetivo discutir este formalismo. -

La segunda forma de llevar a cabo la idea de la trans­

formación RG consiste en trabajar directamente con el hamilto­

niano microscópico en el espacio de las posiciones de los soi- 

nes en el retículo. Algunas técnicas dentro de este formalismo 

serán desarrolladas a partir del capítulo siguiente. En esta 

sección solamente queremos mencionar ciertas- ventajas o desven­

tajas relativas entre ambos esquemas las cuales hacen que deba­

mos considerarlos como complementarios.-
Algunas ventajas de trabajar en el espacio de los momen­

tos son las siguientes: (Wallace y Zia, 1978):

i ) fácil identificación de ¡La dimensión crítica superior d , 3
i 

es decir, la dimensión a partir de la cual la aproximación 

del campo medio es exacta.

ii) capacidad de continuación analítica en la dimensión y de 

generar expansiones en las cuales conducen a valo­

res extraordinariamente precisos de los exponentes críticos 
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gracias al aprovechamiento de técnicas desarrolladas en 
teoría de campos.

iii) analiticidad en otros parámetros de la teoría como, por 

ejemplo, en el número de componentes de la variable de 
spin.

Las técnicas del GR en el Espacio Real (GRER) tienen 

las siguientes ventajas ( Wallace y Zia, 1978):

i) simplicidad conceptual y técnica.

ii) posibilidad de realización en cualquier dimensión espacial 

en particular para d » 2 donde se dispone de resultados 

exactos para establecer comparaciones.

iii) capacidad de calcular cantidades no universales como la 

temperatura crítica, o en general diagramas de fases. Es­

tos aspectos son importantes para el estudio de las tran­

siciones de fases orden - desorden (ver Cap. 4) (Schick, 

1982)o

iv) posibilidad de incluir distribuciones aleatorias de las 

constantes de interacción con el objeto de estudiar siste 

mas diluidos o frustrados (ver secc. 3-5).

v) capacidad de describir transiciones de fases de primer 

orden, lo cual se discutirá en secc. 2-5.

El inconveniente principal de las técnicas GRER es la 

carencia de un parámetro natural que justifique los trunca- 

mientos que se deben efectuar necesariamente para implemen- 

tar tales técnicas debido a la proliferación de interaccio­

nes (ver Cap. 3)(Burkhardt y van Leeuwen, 1982). Consecuen­

temente no está claro como mejorar sistemáticamente la mayo­

ría de las transformaciones aproximadas con el objeto de es- 

tudiar su convergencia (ibídem).
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Otra desventaja relativa, esto es, la posible existen­
cia de singularidades en las relaciones de recursión obtenidas 

mediante transformaciones GRER, es mencionada en la Nota 1.

Si bien el formalismo general que desarrollaremos en 

las siguientes secciones de este capítulo tiene1 casi en su 

totalidad validez para ambas formulaciones de la teoría GR' 

queremos indicar algunas de las más importantes fuentes bi­

bliográficas dedicadas a las técnicas en el espacio de los 

momentos.
Por orden cronológico ellas son (las referencias comple 

tas se dan al final de esta Tesé ):

« ?«a, S. K. (1973)

- Wilson K. G. y J. Kogut (1975)

— Domb C. y M. S. Green — editores (1976),- varios artícu­

los, entre ellos:

- Brezin E. , J. C. Ee Guillou y J. Zinn Justin

- Ma S. k. (1976)

- Barber M. N. (1977)

- Brezin E. y J. Zinn Justin (1980)

- 30 -



2 - 3 • Formalismo general

En esta sección desarrollaremos el formalismo general 

de la transformación sugerida en la primera sección de este ca­
pítulo. -

Trabajaremos directamente en el espacio real, en el 

cual tenemos definido al sistema mediante su función de parti­

ción

(2 - 5)

donde el cambio de notación respecto a la usada en (1—6) tien­

de a hacer más claros los conceptos. La transformación IR con­

duce a m nuevo sistema de spines que poseen la misma ü-

mensionalidad que los spines originales y están ubicados en una 

nueva red de N’ sitios con la misma dimensión espacial que la 

red original de N sitios. Este nuevo sistema de spines in^er- 

actúa con un hamiltoniano^ que posee las mismas simetrías cu? 

el hamiltoniano de partida pero con constantes de acoplamiento 

K de distinta magnitud que las originales K. -

En síntesis, luego de la transformación GR tendremos

donde C es una constante respecto de las configuraciones de 

los saines (pero depende de las Ka) que mantiene la norra1 -

zación de la función de partición y tal nue:

- 31 -
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resulta

P'Ok] <2 ~9)
03 

donde G = ln C .

La relación (2 - 9) o la anterior ( 2 - 7 ) cuede ser

considerada como una transformación de los parámetros Ka a 
los K’a es decir

K’a = ( { Kb = Ra [ K, ] (2 - 10)

lo cual se denomina relación de recursión*-

Antes de continuar con el análisis de (2 -10) ve2.va­
mos a ( 2 -9 ). En el límite termodinámico N, N1 —> oo , con N/N’ = 

_ - d
~ o donde b es el ya definido factor- de reescaleo, se su­

pone que:

U* $ [K’-j] (2-111)

donde f es la misma función en ambos casos. Además en el lími­

te termodinámico, £ también aparece como:

Introduciendo las relaciones (2-11 ) en ( 2 - 9 ) se obtiene la 

relación de renormalización básica?

£ lo'* £ [Ki ] (2-12)

En este momento se efectúa la suposición esencial de la teoría 

GR de que las funciones g y K’a sean funciones recularas r 
de su argumento Ka aún en el cunto crítico* Luego la estra- 
tegia del método GR consiste en extraer las singularidades de 

la energía libre por snin f a Par^ir de las funciones
regulares g[Ka^y

Un punto fijo' Ka de la relación de recursión( 2-10 )

es tal que
(2 - 13)
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Supondremos (y esto se verifica para los modelos trata­
dos en esta Tesis) que existe un conjunto de puntos fijos aisla­

dos. Estos puntos fijos pueden pertenecer a tres clases: a) K = 0 a
para todo a , triviales; b) algún K infinito; c) algún K fi- a a
nito no nulo. Los puntos a) y b) caracterizan las fases del mo­

delo (ver por ejemplo, secc 4-3)» Entre los puntos c) están los 

puntos críticos.
Debido a la supuesta analiticidad de R^K } es posi­

ble linealizar la relación de recursión alrededor del cunto fi­

jo, resultando:

es una matriz real, en

(2 - 14a)

(2 - 14b)

general no simétrica. Sea diagona-ab
lizable y sean sus autovalores con autovectores iznuierdos

definidos por

Si se construyen coordenadas "normales” como

(2 - 15)

se obtienen las ecuaciones desacopladas

Esta última relación sugiere que el conjunto ) u^(^K puede 

ser considerado como las coordenadas curvilíneas adaptadas a 
x s z

la transformación. Notar que estos u^ , a los que de aquí en 

adelante denominaremos "campos de escaleo", están determinados 

a menos de un factor multiplicativo, lo cual es característico 

de los autovectores.
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En este nuevo conjunto de coordenadas, la relación ¿s re- 
normalización básica puede ser reescrita como

(2 - 17)
La suposición básica es que los caninos de escaleo sean 

funciones regulares de los parámetros de interacción y nue // 
g [uí] sea función regular de los camnos de escaleo.-

Observar que la reiteración de la transformación (2 - lg) 
conduce a

por lo cual es importante clasificar a los camnos u¿ en rele­

vantes o irrelevantes según escaleen con X;>1o<^ respectiva­

mente. Si X. = 1 el canino se denomina marginal. Bajo repe­

tición de la transformación (2-16) los camnos relevantes aumen­

tan con lo cual de (2 - 15) so ve que K se aleja de K t 

es decir, indican una dirección de inestabilidad. Por el con­

trario un campo irrelevante disminuye indicando una dirección 
— — M-de estabilidad según la cual K se aproxima a K . Luego, 

los autovectores irrelevantes correspondientes a un punto fijo 

determinado generan un subespacio en el espacio de los paráme­

tros llamado dominio de atracción de dicho nunto fijo o super­

ficie de criticalidad. Está claro que el dominio de atracción 

está definido por:

donde u-^ , , u^ son los campos relevantes. Si el número

de campos de escaleo es n , la dimensión de dicho subespacio 

será - m). El punto fijo está determinado ñor la anulación 

de todos los camnos de escaleo. En la figura (2 — 1) se mués— 
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tra el espacio de un modelo de tres ctes* de interacción Kn 

K2 > ^3 con dos cárneos relevantes que generan una superficie 

de criticalidad correspondiente a un punto fijo no trivial. 

El modelo Z (4) discutido en capítulos 4, 7 y 8 también pre­
senta una interesante configuración de puntos fijos y flujo 

de trayectorias*-

La identificación de superficie de criticalidad con domi­

nio de atracción o de estabilidad surge de la identificación 

del cunto crítico con el cunto fijo no trivial juntamente con 

el significado físico de la transformación GR , asnectos cue 
r 

han sido discutidos en la primera sección de este capítulo*- 

Finalmente, es importante como- se verá en la sección si­

guiente, clasificar a los campos de escaleo sobre la base de 

la simetría. Como se vio en el capítulo anterior el hamiltonia- 

no consta de una parte simétrica ( ),es decir invarian­

te frente a una rotación de todos los spines y de una parte 

que rompe dicha simetría ( )o-
E1 hamiltoniano renormalizado 3C j^'2 también tendrá 

una parte y una parte • Supongamos que la transforma­

ción GR es tal que a una rotación de los spines <31 le corres­

ponda una idéntica rotación de los spines • Luego frente a 

una rotación, ambos y permanecen inva­

riantes y , varían* -

Luego es evidente que y n° * ?or
supuesto no se puede afirmar algo semejante respecto a 

Si el punto fijo pertenece al subespacio de las interacciones 
— — 

es decir = 0 lo cual se cumple en los modelos cue 

son considerados también se debe verificar que en las inmedia­

ciones de este punto fijo, con^uce a
división de la matriz- en una parte "simétrica” T.$ y

una parte de”ruptura de simetría” T* definidas mediante las 

relaciones:
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con la consecuente división de avtovectores y autovalores. -
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2 — 4 • Cálenlo' de los exponentes críticos y de la energía
libre.

Puesto que g (ul, U2 M..)es una función regular, la 

parte singular de la relación de renormalización básica ( 2 -17) 
resulta:

(2-20) 
donde ciertas consideraciones físicas (ver por ej. Niemeijer y %
van Leeuwen, 1976) determinan que solo los campos relevantes■> 
sean considerados (finitud de la energía libre) y que ('íegier ’ 

1972)

\ (2 - 21)

(independencia de los exponentes críticos del factor de rees- 

calece b).- 
Para loo sistemas magnéticos en condiciones de máxima 

universalidad solo están implicados dos campos de escaleo rele­

vantes um (relacionado' con la temperatura) y urT (relacionada i * H
con el campo magnético) cuyos autovalores son respectivamente

Volvamos a considerar un punto fijo perteneciente al 
subes pac ia cambio de temperatura es un cambio en la

magnitud de todas las constantes de interacción K • En parti- a
cular una variación de temperatura en el nunto fijo mantiene al 

hamiltoniano en el subespacio>con lo cual podemos conside­

rar la temperatura acoplada a. las interacciones simétricas.-

Luego el campo^ u^ debe buscarse como autovector'de 

T .Si este sector de la matriz de linealizacion posee

varios autovalores relevantes, es decir:

lógicamente se debe identificar con
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Por el contrario', la introducción de un campo magnético 
produce una ruptura de simetría, por lo cual el autovector 

debe buscarse en la parte T de la matriz de linealj-
zación. Aquí también vale ei comentario anterior respecto al 
caso de existencia de varios autovalores relevantes.-

En general, la argumentación anterior es válida tanto rara 

la simetría completa del hamiltoniano como para una simetría 

residual, es decir la simetría que aun posee el hamiltoniano 

después de una ruptura parcial de simetría ( p. ej. algún K = 0) 

Esto se ve claramente en el análisis del modelo Z (4), por ej. 

caps. 4 y 8«-
Para estos dos campos relevantes, (2-20 ) se puede rees­

cribir como ( Widom 1965 a, b)x

cuyas posibles soluciones son?

La relación entre los exponentos y^ e yH por una parte y los 

exponentes críticos 6 por otra se establece a partir

de (2 - 23 ) y de las definiciones de las magnitudes termodiná­
micas involucradas dadas en el capítulo 1.- Tomemos el calor 

específico. Pe ec. ( 1 - 20 ) y (2 - 23a) resulta:

luego'

Análogamente para el coeficiente , teniendo en cuenta (1- 11) 

( 1 -21) y (2 - 23a) se obtiene:
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para el coeficiente , de ( 1 - 22 ) y ( 2 - 23a ) 

c 1 (2 — 2 4c )

y para el coeficiente S , de (1 - 11), (1 - 23 ) y ( 2 - 23b ):

5 y" <2 " 24á)

Observar que las relaciones ( 2 - 24a/d ) satisfacen automáti­

camente las relaciones de escaleo e hiperescaleo ( 1 -27e), 

( 1 - 27^. En síntesis estas relaciones, en la teoría del GR 
se derivan de la relación (2 - 22 )e_

La inclusión de esta derivación se justifica ñor cuento 

en el capítulo siguiente se mencionará una formulación en la 

que están involucrados sistemas de tamaño» finito ( ver secc. 3- 

4).-
Finalmente incluimos el cálaulo de la energía libre "ue 

utilizaremos en el capítulo 7. Siguiendo a Niemeijer - van Leeu* 

wen (1976) y Wallace - Zia (1978) consideramos un solo campo 
de escaleo relevante u perteneciente al subespacio oC 9 La 

generalización a cualquier número de campos de escaleo es suma­

mente directa* La ecuación (2 -17) toma la forma

m 2 <2 - ?5>

la cual iterada n veces conduce a ÍVx — A Z; el ¿ _ m oL « m
_ + i IX uA (2 - 26)

Consideremos el siguiente comportamiento'
# [XM(>A ~ o (2-27)

ÍV\ ->oo 
z , f

Esta condición está basada en la sunosicion de que la ener- * 
gía libre se comporta suficientemente bien para valores grandes 

de los campos de modo no* pueda compensar la potencia b • - 

Entonces (2 - 26 ) se reduce ar
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Para un número arbitrario de campos de escaleo, la condi­
ción (2 -27) se generaliza como:

y la ec.(2 - 28) como:

Esto es todo lo que necesitamos para el capítulo ?• Sim­

plemente por completitud, y volviendo al caso de un solo campo 

u ,se indicará que tanto la parte regular como la parte singu­

lar de la energía libre f pueden ser calculadas a partir de 

la función g • En efecto, como g (u) es una función regular,

Luego, la paerte regular de f se expresa como:

donde

Si se divide (2-31) como

donde n es la primera poteAcia para la cual o
puede demostrar que

(2 - 33)

la cual satisface la ecuación de homogeneidad (2 - 22).
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Dejamos aquí la teoría general de la transformación GR 

en el espacio real. Queda a un lado el análisis de la magneti­

zación y de las funciones de correlación dentro del contexto- 
del GRER, por cuanto estas magnitudes físicas no son relevan­

tes en las técnicas que han sido estudiadas. No obstante, que­

remos señalar que el análisis de las funciones de correlación 

es formalmente importante debido a ciettos problemas que afec­

tan a las funciones de peso lineales (ver secc. 3 - 2 y 'iota 

3-2).

Para los aspectos arriba señalados y nue son soslayados 

en esta Tesis remitimos al lector a los trabajos de Niemeijer 

y van Leeuwen (1976) y Mártin (Tesis, 1980).-
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2 - 5 • Transiciones de fases de -primera especie en la 

teoría del grupo de renórmalización. - f 
En esta Tesis se estudian modelos que, como se verá en 

el capítulo 4» presentan en algunos casos transiciones de fa­
ses de primera especie o discontinuas. En general los métodos 

del GRER dan cuenta de estas transiciones pero omitiendo su 

carácter discontinuo-, es decir, describiéndolas como de segun­

da especie. Así, esta descripción errónea permite calcular como 

de costumbre los "exponentes críticos" aunque éstos por supues­

to tienen un significado puramente formal. Esto sucede por ejem­
plo en la aplicación al modelo de Potts de la técnica de Migdal- 
Kadanoff (Nienhuis et al, 1981) y de la técnica del "puente de 

Wheatstone"' (Levy y Tsallis, 1981).-

Si bien en esta Tesis en general se pasará por alte 

el carácter de las transiciones se pretende a continuación men­
cionar algunas discusiones sobre este tema.- 

üno de los primeros intentos de detectar una transi­

ción de fase de primera especie dentro del contexto de la teo­

ría del grupo de renormalización es el realizado por Nienhuis 

y Nauenberg (1975)* En este trabaje se dan condiciones suficien­

tes sobre los puntos fijos y los autovalores de la matriz; de li- 

nealización para que generen un parámetro- de orden discontinuo 
para temperaturas T por debajo de una temperatura crítica T • - c 

Siguiendo a estos autores, consideremos un hamiltonia­

no) genérico del tipo analizado en seco. 1-2. Por simplicidad, 

supondremos que el parámetro de orden ”m”’ tiene una sola compo­

nente. Frente a una transformación GR se presupone, en primer 

lugar, la existencia de un punto fijo K^, correspondiente a 

H = 0 con un comportamiento crítico normal.- 
* *- 

Se supone luego que existe otro punto fijo con

H = 0 para T < T . Este punto fijo- es un punto- de discontinui­

dad si
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i ) Su autovalor XK asociado al canino externo H resulta
igual a b es decir

El subsiguiente progreso en esta cuestión se da en el 

contexto de las técnicas Monte Cario — grupo^ de renormalización 

Blota y Swendsen (1979) han señalado que para el modelo de Potti 

de 3 estados en d; = 3 o 4 no se detecta un cunto fijo de 

discontinuidad con las características arriba señaladas. Estos 

autores encuentran que la transición de fases es de primera es­

pecie describiéndola como un cruce de las energías libres de 

la fase metaestable y de la fase ordenada a la misma temperatu­

ra como se indicó en secc. 1.-

Por último-’ Nienhuis et al (1979) han reforzado la idea 

de que las fallas de las técnicas GR en describir transicio­

nes de fases discontinuas no son inherentes a la concepción del 

GR sino que surgen de una realización incompleta de dicha con­

cepción. Consecuentemente han propuesto^ una nueva técnica GRER 

en la que se introducen vacancias mediante la cual han mostrado 

exitosamente la presencia de transiciones de fase de primera es 

pecie en el modelo de Potts.-i
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Notas al Capítulo 2

1 - Se ha señalado (Griffiths y Pearce, 1979 ) que para la ma­
yor parte de las técnicas GRER esta suposición no es váli­
da globalmente en todo el espacio de parámetros en el lírni 
te termodinámico• Esta peculiaridad debe ser considerada 

tina desventaja de las técnicas en el espacio real ya que 

las fluctuaciones que dan lugar a las singularidades en las 

relaciones de recursión son eliminadas en la formulación en 

el espacio de los momentos. íío obstante, para la mayoría de 

las técnicas del GRER más usadas no se han encontrado hasta 

ahora singularidades en la región crítica.(Burkhardt y van 
Leeuwen, 1982).

2 - La constante 0, y por lo tanto g, pueden ser consideradas 

como provenientes de una interacción constante, es decir 

en la expresión del hamiltoniano (1 - 3)> la interacción 

correspondiente a r = 0. No obstante, preferimos extraerla 

de la función de partición porrque dicha constante juega un 

papel singular en la teoría como se verá más adelante. Por 

otra parte, su significado físico es bastante claro. Por 

ejemplo, en la transformación de bloque de snin representa 

la energía libre de cada bloque.
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Figo 2-1 La superficie Z_ indicada es el dominio de atrae, 

ción del punto fijo P • Con cruces se señalan tra­

yectorias obtenidas a partir de puntos próximos a 

dicha superficie mediante la aplicación de sucesi­

vas transformaciones Tales trayectorias se a- 
cercan al punto fijo para luego alejarse de Z— . 

Con puntos se indican trayectorias que, comenzan­
do en nuntos pertenecientes a ZZ. , se mantienen 

sobre esta superficie y finalizan en el punto fi­

jo.’-
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CAPITULO 3

TECNICAS EN EL ESPACIO REAL 
3 - 1 • El esquema de decimación^

En. este esquema la transformación GR se realiza di­
vidiendo el retículo en un conjunto de suines que consti­
tuyen un retículo de la misma forma que el original (más adelan­
te analizaremos la técnica de Tatsvmi en la cual este re overi- 

miento no se cumule* sino indirectamente) y el conjunto comple­

mentario • -

Por supuesto, el pasaje del retículo original al retí­

culo de las variables yx. significa un reescaleo en un factor 

b , con lo cual se satisface una de las condiciones que defi­

nen una transformación grupo' de renormalización. El pasaje se 

realiza efectuando las sumas sobre los spines ET Algunas po­

sibles elecciones de y > nana una red cuadrada, se mues­

tran en la Fig. 3- lo-

Las técnicas pertenecientes a este esquema de decima- r 

ción nueden ser descriutas genéricamente mediante el oneralor 
z r i C*zJde decimacion T^.^j definido corno:

(3-1) 

donde la productoria se extiende sobre todos los sities do a 

red resultante. Luego, la transformación puede ser establecida 

como
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Ü - ’b)

donde es el hamiltoniano renormalizado (efectivo).-

Puesto que:

(3 - 3)



se verifica automáticamente la so^nda condición que define a 
una transformación GR a saber, la conservación de la función
de partición, es decir:

Imponiendo que 'W. posea las mismas simetrías que
es decir que posea la misma forma, ec. (3 - 4) ruedo entonces

ser considerada como una transformación de las constantes de 

interacción, es decir, puede ser reescrita como una relación 

de recursion:

Ka = U - 5)

Uno de los principales inconvenientes del esquema ¿o cc-ci- 

macibn, es que, a partir de un hamiltoniano con un conjunto fini 
to de interacciones, desnués de un naso de transformación GR , 
se generan, en general, nuevas interacciones no contenidas en 
el hamiltoniano inicial» Estas interacciones espúreas, en el 

siguiente paso de transformación, generan nuevas interacciones

y asi sucesivamente. Puesto que este proceso debe ser reretido

infinitas veces, el hamiltoniano efectivo, en general, estará 

constituido ñor infinitas interacciones no triviales indepen­

dientes* la necesidad de un hamiltoniano con un número finito 

de interacciones, unidos a las dificultades de cálculo que con­

lleva el método exacto de decimación, conduce a la formulación 

de alguna aproximación. En el capítulo siguiente se estudiará 

una de las aproximaciones más usadas, la de Migdal - Kadanoff.-

Para finalizar esta sección indicaremos el origen de las 

aproximaciones usadas en algunos trabajos clásicos como el de 

Wilson (1975) y el de Kadanoff - Houghton (19750 para estable­
cer posteriormente la diferencia con la naturaleza de la apro­

ximación de Migdal - Kadanoff que puede ser concebida como el 

orden cero' de la expansión de Martinelli - Parisi.-

En los trabajos antes mencionados, básicamente se tiene 
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en cuenta que en T^^>el hamiltoniano % = O es nn punto fijo 

por lo cual es razonable realizar una expansión alrededor de 
las constantes de interacción iguales a cero, es decir una ex­

pansión en alta temperatura* Mas concretamente, la idea es que 

el cortar las relaciones de recursión en determinado orden de 

las constantes de interacción implica considerar un espacio de 

interacciones también finito* Por ejemplo en el trabajo de ?7il- 

son (1975) donde para el modelo de Ising la renormalización se 

realiza según la fig. 3 - Ib, en el orden más bajo solamente 

deben ser retenidas la cte* K de vecinos 'próximos y la ote* 

L de vecinos próximos siguientes.-

Una forma en que se generan estas expansiones en alta tem­

peratura se puede ver en el otro trabajo citado ( Kadanoff y 

Houghton, 1975 )• Aquí se tienen en cuenta 17 interacciones que 

involucran conjuntos de hasta cinco spines. Lá expresión (3 -2o) 

puede ser reescrita como:

donde contiene las interacciones que pueden ser exacta-

mente calculables* Para el modelo de Ising decimando según la 
fig* 3-la estas interacciones son la constante y la de vecinos 

próximos. El contiene todas las restantes interacciones

que se quieran incluir. Lu^go (3 - 6 ) conduce a:

donde

Desarrollando este último exponencial alrededor de = O
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y después de efectuar la usual transformación de van der Waer- 

den resulta para un desarrollo en serie de potencias de 

tanh K cuyos coeficientes son los cumulantes de (3 - 7b).- a
A partir de este punto es necesario pasar a un cálculo dia- 

gramático para determinar las relaciones de recursión, pero // 

esto ya excede los objetivos de esta exposición antes plantea­
dos.

Dentro de este tipo de técnicas mencionaremos por último f 

la interesante variante debida a Tatsumi (1978), desarrollada 

para sistemas tridimensionales, especialmente con interacciones 

aleatorias, para las cuales los métodos originales de Miemeijer 

- van Leeuwen y de Kadanoff no dan resultados satisfactorios. - 

En el método de Tatsumi la transformación de decimación 

Rij. conduce de un sistema i a un sistema j, por ejemplo de 

una red cúbica simóle a una red cúbica centrada en el cuerpo o 

a una red cúbica centrada en las caras de tal modo que tras su­

cesivas transformaciones se recobra el sistema original. En 

la fig. 3-2 se indica el proceso- que conduce de se a bcc 

y viceversa. Para un proceso- de dos etapas los parametros renor­

mal i zado s resul t an:

(3-8) 
y para una transformación de tres pasos ,

«i- ( 3 - 9 )

Si el sistema i y j tienen el mismo número de puntos 

fijos y un punto fijo no^ trivial, los puntos fijos no triviales 

están mutuamente relacionados por la ecuación: i 
K* = ( 3 - 10)

Es fácil verificar que:

(3-11) 
donde las primas denotan la derivada parcial con respecto a las 
constantes de interacción- K. • Gomo sabemos, el autovalor
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térmico X.. está relacionado con el exponente térmico 

donde y^, es el índice de escaleo térmico. Ecuación ( 3 - u) 

nos indica que los exponentes críticos de dos sistemas i y 
j de la misma dimensionalidad son iguales, lo cual está de 
acuerdo con la hipótesis de universalidad. Para la transfor­

mación de tres pasos es necesario tener un poco de cuidado pues- 
।

to que los puntos fijos no triviales (inestables), y por lo 
*

tanto los autovalores térmicos, dependen del orden en que se 

realizan las transformaciones. Lo que se puede afirmar es que 

tres sistemas tienen los mismos exponentes críticos para el mis­

mo proceso cíclico de transformaciones.-

Se puede ver en un trabajo reciente ( Benyousef - Boceara, 

1983) una aplicación de este método al modelo de Ising con di­

lución y frustración en las ligaduras, en el cual podría apare­

cer una fase de vidrio de snino-

- 50 -

( 3-12)



3-2. El esquema de bloques de spines

En este esquema el reescaleo de la red se realiza reem- 

plazando un conjunto de spines conformando un bloque o celda en 

la red original por un único spin en la red transformada. Para 

una red dada existe una gran variedad de bloques o celdas que 

pueden ser elegidos y que tienen la propiedad de conservar las 

simetrías de la red original. Ejemplos para redes cuadrada y 

triangular se ilustran en figs. 3 - 3 y 3 - 4 respectivamente.- 

Por otra parte los nuevos spines toman valores aleato­
riamente sobre el mismo conjunto que los spines originales. 

Un cambio en este conjunto de valores conduciría, como discuti­

mos en el capitulo 1 a una modificación del comportamiento crí­

tico.-

Existen diversas formas de asignar un- valor al nuevo 

spin ( o- spin - bloque ) a partir de los spines originales que 

constituyen el bloque. la más sencilla adoptada originalmente 

por Niemeyer - van Leeuwen (1974) para, el modelo de Ising, es 
la regla del signo o regla de la mayoría formulada como

donde es el conjunto de sitios del bloque yu. . Si el nú­

mero de sitios del bloque es par se debe tomar una convención 

por ejemplo para un bloque cuadrado "desempata" el spin del vér­

tice inferior izquierdo.-
E1 formalismo general de una transformación bloque de 

spines puede establecerse mediante la ecuación ( 3-2a ) de ^la 

sección anterior donde conocida como” función de peso"

debe satisfacer ( 3-3 )• También se impone:
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para asegurar el carácter real del hamiltoniano efectivo & L>
/

Cada forma de asignar un bloque - spin a partir de los snines 

iniciales, se traduce en una expresión particular de la fvn- 
ción T

Para una variable de spin de Ising la forma más sim­

ple que puede tener la función de peso es

donde designa los sitios de la red transformada y in­

dica la forma de vincular el spin - bloque con los spines origi 

nales.- s

Tradicionalmente las transformaciones según ( 3-15 ) 

se dividen en lineales y no lineales.- 

a) Transformaciones de bloque lineales, por ejemplo, para una 

red triangular fig. 3 - 4:

( 3-16 )

Se ha señalado (Bukhardt - van leeuwen, 1982) que to­

da función de peso lineal es inconsistente con las propiedades 

esperadas de escaleo de las funciones de correlación en el pun­

to fijo a menos que un parámetro de acoplamiento p sea incor­

porado a la función de peso y que dicho parámetro tome la forma

p = b (3-17)

b) Transformaciones de bloque no lineales. Ejemplo para lá red 

triangular
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Ahora no hay restricciones sobre los posibles valores 
1 

de p y q. Para p= - q = - se recupera la regla del siglo 

( 3-13 ).-
La regla de la mayoría puede generalizarse por ejem­

plo para variables de snin vectoriales (Knops 1975) o pertene­

cientes al grupo Z (N) pero es necesario tener ciertas precau­

ciones. Consideremos spines de Potts que pueden ser del grupo- 

Z(N). La regla de la mayoría aplicada directamente a un bloque 

es cuestionable cuando muchos o todos los snines están en esta- 

dos diferentes. En estas situaciones asignar un determinado es­
tado al spin - bloque se sobreestimaría la tendencia al orden 

lo cual a su vez implica una sobreestimación de la interacción 

con los spin - bloques vecinos. Por el contrario un spin - blo­

que altamente desordenado tiene una muy débil interacción con 

los vecinos, es decir se comporta como una vacancia.-

Este inconveniente ha sido salvado en una interesante 

forma por Nienhuis et al (1979) considerando una transformación 

que inapea el modelo de Potts* usual en un sistema diluido- intro­

duciendo otro conjunto' de variables que pueden tomar los 

valores d (sitió vacante) ó 1 (sitio ocupado).-

Volviendo^ al formalismo general de este tipo de técni­

cas señalemos que, similarmente a lo que sucede con las técni­

cas de decimación, el proceso de spin - bloques generan infini­

tas interacciones. Luego nuevamente el espacio de los paráme­

tros de interacción debe ser truncado mediante alguna tecina de 

aproximación. Las técnicas standard

a) Redes de tamaño finito' (nada que ver con el método que más 

adelante veremos de reescaleo entre sistemas de tamaño fini- 
to). s f

b) Expansión en cumulantes: la misma idea de la expansión que 

vimos en la sección anterior» Hipótesis de parámetros peque­

ños ( alta temperatura ).-
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c) Aproximación en racimos ("Clusters"): en esta técnica no se 

efectúa la hipótesis de parámetros pequeños,

han sido claramente expuestas en Niemeijer y van Leeuwen (1976) 

y exhaustivamente analizadas en Mártin (1980). De acuerdo con 

el espíritu general de esta Tesis, dichas técnicas no serán es­

tudiadas en más detelle por cuanto a) el autor considera que 

la aplicabilidad de las mismas ha sido suficientemente demos­

trada mediante numerosos trabajos y b) no forman parte de los 

cálculos desarrollados en esta Tesis.-
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3 - 3 • Otras técnicas que contienen aspectos de loa dos es­

quemas precedentemente estudiados
,1

En la literatura sobre este tema de rápido y sostenido 

desarrollo se han sugerido otras técnicas que contienen aspee 
tos de los dos esquemas analizados en las secciones preceden­

tes o son combinaciones de los mismos o son de difícil clasi­

ficación.

En primer lugar, incluiremos en esta categoría interme- %
dia un conjunto de técnicas que desarrollaremos con mayor de­

tenimiento en el capítulo 6. Estas técnicas pueden considerar 

se aproximaciones tanto de un esquema de decimación como de 

un esquema de bloques. En ellas se divide a la red en bloques 

los cuales son reducidos a bloques más pequeños decimando al­

gunos de los spines del bloque inicial. Los restantes spines 

del bloque original pasan intactos al bloque final.

El proceso de decimación puede ser acompañado por una 
aproximación intermedia de deformación del bloque inicial. 

Esta deformación se realiza de tal modo de preservar determi­

nada propiedad, por ejemplo, para una red cuadrada, la de au­

to dualidad.

Una técnica similar pero en la que el pasaje del blo­

que inicial al final se realiza con la ayuda de un desplaza­

miento de ligaduras (ver Capítulo 5) ha sido propuesto por 

Kirkpatrick (1977) para el tratamiento de modelos con inter­

acciones aleatorias (ver seco. 3 - 5)«

Si bien como anticipamos ‘en la Introducción nuestro ob- 

jetivo es el de ubicar a las técnicas que hemos aplicado den­

tro del contexto del GRER, un pantallazo sobre este tema no 

sería mínimamente completo si no se mencionara el método de 

renormalización Monte Garlo (RMC).

las principales características de la RMC son las si-
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guientes( re-vistas con numerosas referencias, Swendsen 1930, 
1982)» Se realiza una simulación numérica del modelo considera-- 

do en un retículo finito generando según el conocido algoritmo’ 

de Metrópolis et al (1953) una secuencia de configuraciones dis- 
triltouidas según el factor de Boltzmann, ec ( 1 - 1 )• Puesto 
que el método MC conserva memoria del estado de cada spin de 

cada una de las configuraciones seleccionadas se puede utilizar 

exactamente una transformación de decimación o de bloque de // 

snin a cada una de las mismas. Luego, se obtiene una secuencia 

de configuraciones correspondiente al hamiltoniano renormaliza­
do el cual contiene en principio todas las interacciones
que entran en la red finita .adoptada.-

Si a cada una de estas nuevas configuraciones se las 

vuelve a someter al mismo proceso de transformación se obtiene 

una nueva secuencia de configuraciones correspondiente a un nue- 

vo hamiltoniano’ y asi sucesivamente. Observar que no hay

cálculos para los que sea necesario exnlicitar los hamiltonia- 

nos de modo que estos implícitamente contienen

varios miles de interacciones para los tamaños de red usuales.- 

Teniendo en cuenta las secuencias de configuraciones 

antes y después de un paso de transformación resulta muy direc- 

to el cálculo de los elementos de matriz ' ( ver ec. ( 2.-

-40)) y por lo tanto de los auto valores y exponentes. Ahora 
„ * 

es necesario un segundo truncamiento sobre la matriz •

Generalmente se incluyen algunas pocas interacciones en este 

cálculo.-
Si la temperatura del sistema original era muy próxi­

ma a la crítica, después de pocos pasos de transformación', es­

tos exponentos llegan a una zona de meseta, en las proximida­

des de los valores en el punto fijo.-
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Fuera de las dificultades pronias del método MC (ver 

re-vistas de Binder (1976) y ( 1979 ) ) que provienen de la ex­
trapolación de un sistema finito a un sistema infinito especial­
mente en el punto crítico, el método RMC posee como principal 
ventaja respecto de otras técnicas GRER el poder controlar y 
estimar el efecto de truncar las interacciones del hamiltonia- 

no>. En efecto este método tiene la posibilidad de chequearse 

internamente modificando una serie de parámetros como el tama­

ño del retículo, el factor de reescaleo, el no. de transforma­

ciones RG, el no. de interacciones incluidas y la temperatura 

a la que se realiza la simulación.-
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3 — 4 • Reescaleo entre sistemas finitos

Al margen de los esquemas revisados en las secciones 

precedentes, es conveniente incluir dentro de este capítulo 
consagrado al GRER otro conjunto de técnicas basadas en un 
concepto totalmente diferente al de dichos esquemas.-

La idea central de este conjunto de técnicas (Fisher 

1971) es establecer una relación para el reescaleo de alguna 

magnitud física entre dos sistemas de tamaños finitos diferen­

tes. -

Una primera formulación de esta idea* (en el cap.8 ana­
lizaremos una alternativa basada en el reescaleo de la magne­

tización), en conjunción con la técnica de la matriz de trans­

ferencia, fue desarrollada por Nightingale (1976) para el mo­

delo de Ising en una red cuadrada. En esta formulación se par­

te de la relación entre las energías libres (2 -9 ) ala que 

reescribimos como (tenemos ahora solamente una constante de // 

interacción):

( 3 -19)

donde y son las magnitudes por snin correspon­

dientes a F , G y F1 Al tomar el límite termodinámico en 

ambos miembros de (3 - 19) se recupera la relación de renorma­
lización básica (2 -12 ) ala que transcribimos para mayor co­

modidad:

La idea del RSF surge de*» que las funciones b ' y 

b de ec. ( 3- 19) son funciones analíticas de su argumen­

to K ya que las mismas se refieren a sistemas finitos en los 

cuales no hay singularidades. Puesto que, además, en el capí­

tulo anterior se sunuso oue g y K* son analíticas, todas 

sus propiedades relevantes pueden ser aproximadas por las co-
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«respondientes propiedades de y A partir de

este punto se sigue un procedimiento que se puede considerar

MfenomenológicoM. Se toman dos sistemas finitos de N y N’ 
sitios y se calcula de alguna manera sus funciones de parti-

ción, y luego, fN y fN,. Luego- gN,b y se definen de

modo que f^ y f, estén relacionadas mediante ( 3 - 19 )•-

Es evidente que es necesaria una segunda relación de reesca­

leo para determinar g^ , y . En el trabajo citado de // 

Nightingale se adopta la relación entre las longitudes de co­
i

rrelación de ambos sistemas finitos:

( 3 - 21 ) 

donde las funciones involucradas conducen a la función de 

ec. (1 - 16 ) en el limite termodinámico. Está claro que (3-21 

a diferencia de ( 2 - 4 ) no implica una longitud de correla­

ción infinita cuando es calculada en el punto fijo.-

Resuelto el sistema (3-19 ) / ( 3 - 21 ) para cada par 
de valores N y b se determina el cunto fijo mediante:

K* = QK*) (3 _ 22)

y luego,el exponente térmico y la amplitud crítica del ca­

lor específico se calculan a partir de las expresiones lineali- 

zadas a partir de K siguiendo el procedimiento descripto en 

el capítulo anterior. -
Si se considera un modelo con varias constantes de inter­

acción K ( a = 1, p) y sólo interesa calcular el cunto a
fijo K* y los exponentes críticos basta con calcular la exrre- 

sión ( 3-21)convenientemente generalizada como

(3 - 23)
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para p parea distintos de retículos (N , N’) , (N_ , N’), 

...» (N , N’) (Barber 1983). s 
p p

Volvamos al trabajo de Nightingale (1976). El modelo de 
Ising en una red cuadrada es un ejemplo privilegiado tanto pa­

ra ilustrar el método como para analizar el efecto de finitud 
de los sistemas considerados por cuanto se dispone de la solu­
ción exacta de Onsager para cualquier sistema finito. Esta so­

lución exacta se aprovecha expresando la función de partición 

del modelo de Ising, para un retículo de m filas de n sitios * 
cada una, como:

donde V , la "matriz de transferencia" (Domb, 1960), es una n
matriz simétrica de 2n x 2n con autovalores:

lo cual se reduce a ( co ) para m >> 1 . Por tanto, en 

este límite, es decir considerando una tira de longitud infini­

ta de ancho n sitios, se tiene:

y, utilizando un resultado de Domb (1960),

Los autovalores ' y 1 , hallados por Onsager pa

ra n genérico, se calculan para n y n* y de este modo se 

determinan f , f , , S y involucrados en (3 - 17) y n n* M
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y ( 3 - 19 )• A partir de aquí se continua con el procedimien­
to anteriormente prescripto.-

En un trabajo posterior ( Nightingale y Blote, 1980) se 
aplicó una variante de este método al modelo de Potts de q - 
estados. En esta variante también se emplea la matriz de trans­

ferencia para evaluar la función de partición de cada uno de 

los sistemas finitos sólo que para q > 2 sus antovalores de­

ben ser calculados numéricamente. A partir de la función de // 

partición se calculan el calor específico y la susceptibilidad 

mediante diferenciación numérica, en el punto crítico exacto ( 
(ver secc. 4 - 2). _

Supongamos que x sea una cantidad ( por ejemplo, la // 

energía libre) que escalea con un exponente y* , es decir

donde x’ es la cantidad reescaleada y b el factor de rees­

caleo como siempre. Sea X^ la derivada de orden de x // 

respecto a un parámetro u que reescalea como

luego, satisface

donde n es la dimensión lineal del sistema finito y x^ es 

función de las interacciones fijadas en sus valores críticos 

correspondientes al sistema infinito. Suzuki (1976 ) ha obteni­

do ( 3 - 25 ) con argumentos GR considerando a ( 1/n) como 

un campo de escaleo con un exnbnente = 1; los restantes cam- 

pos de escaleo dependen analíticamente de 1/n*-
Como la energía libre escalea con un exnonente (- cL )t 

(ver ecc.(2 -22)) y teniendo en cuenta las usuales relaciones 

termodinámicas, ( 3 - 25) conduce a:
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(3 -26b)

A partir de los exponentes yr e y^ se determinan les ex­
ponentes críticos según las ecuaciones (2-24 \ -

Luego los valores de C^(n) y X(n) calculados a partir 
de la función de partición mediante la matriz de transferencia 

en función de n se sustituyen en la expresión:

obtenidb a partir de ( 3-26a) con la adición de una constante 

para tener en cuenta la parte regular del calor específico. 

Para tres valores sucesivos de n se determinan a, b e y • 

En forma similar se trata la susceptibilidad.-

Los resultados obtenidos tanto en este trabajo como en el 

anterior muestran que: r

1) Los valores críticos de la cte.. de interacción, exronentes 

y amplitudes se aproximan a los valores exactos a medida que 
i) N —> oo , ii) b ->1.-

2) Los valores obtenidos por extrapolación son comparables o 

incluso mejores que los obtenidos con otros métodos (por ej. 

Monte Cario), aún con N relativamente pequeño•-

3) La precisión de estos valores puede ser establecida interna­

mente teniendo en cuenta la convergencia hacia los valores 

extrapolados en función del tamaño del retículo empleado• 

Esta convergencia ha sido investigada recientemente rara va­

rios modelos por Nightingale y Blbte (1983) y mediante técni­

cas de teoría de campos por Luck (1984)» Finalmente, debido 

á la finitud de los sistemas considerados este formalismo es 

especialmente adecuado para ser tratado con técnicas Monte 
Cario.,(ver por ejemplo, Barber et al , 1903 )•-
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3 - 5 • Aplicación de lag técnicas del GRER a modelos con 
interacciones aleatorias»

Debido a que las técnicas del GRER conservan la informa­
ción de las constantes de interacción del retículo que ha sido 
transformado, dichas técnicas son sumamente adecuadas para el 

tratamiento de modelos "templados” (”quenched”) con constantes 

de interacción aleatorias. Estos modelos son usados para descr¿ 

bir sistemas desordenados, entre los cuales incluimos a, los si¿ 

temas diluidos y a los sistemas con interacciones competitivas 

ferro- y antiferromagnéticas.

En general, en el contexto de los sistemas magnéticos, 

las interacciones aleatorias aparecen como consecuencia de la 

introducción en materiales magnéticos de impurezas magnéticas 

o no magnéticas. Los modelos con interacciones, aleatorias han 

sido considerados también en el contexto de los sistemas con­

ductores, por ejemplo para describir mezclas de materiales con­

ductores y superconductores.(Kirkpatrick, 1977)* En este caso, 

las constantes de interacción sobre las ligaduras tienen el 

significado físico de conductancias.

Antes de avanzar en la descripción más detallada de sis­

temas particulares se verá a continuación el tratamiento gene- 

ral de este tipo de modelos dentro del formalismo del GRER. Es­

te tratamiento se basa en el hecho de que en un sistema tembla­

do las impurezas están "congeladas”’en una configuración alea­

toria y, a diferencia de un sistema "recocido” ("annealed"), /

no alcanzan un equilibrio térmico con el material base. Luego, 

el promedio sobre el desorden se realiza sobre promedios termo- 

dinámicos (por ejemplo, sobre la energía libre) más que sobre 

la función de partición.
Consideremos dos bloques de N y N’ ligaduras, relaciona­

dos entre sí por una transformación GRER. Sean | | y f

dos configuraciones genéricas de las constantes de interacción
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en dichos blques. Estas últimas dependen entre sí mediante
las relaciones de recursión:

donde K.( ,K.» son las constantes de interacción del blo- 
que original cuya constante efectiva es K! , Nos estamos re- i
firiendo a modelos con c. de i. de una sola componente pero 

todo el formalismo puede generalizarse a c. de i. de cualquier 

número de componentes en forma directa*

Sea además P({K^) la distribución de probabilidad de 

una configuración IC dada. Luego el formalismo del GRER 

aplicado a un modelo con constantes de interacción aleatorias 

templado se establece imponiendo que el efecto de la trans­
formación sobre la distribución P(^K^^) es una nueva distribu 

ción:

(3-29) 
Luego, si al introducir impurezas en un modelo inicialmente 

puro aparecen nuevos comportamientos críticos, éstos deben 

corresponder a formas invariantes de escala de la distribu­

ción PQK^). Estas son distribuciones 11 fijas” que se pueden 

determinar siguiendo la evolución según (3-2g)tras sucesivas 

transformaciones*.^Andelman y Berker, 1984).
Hasta el presente todos los trabajos en este tema se 

han limitado a considerar que las constantes de interacción 

son variables aleatorias independientes entre sí y que además 

el proceso de renormalización no genera correlaciones aprecia 

bles entre las mismas. Bajo estas hipótesis, la distribución 

de probabilidad se factori'za según distribuciones por ligadu 

ras, por ejemplo:

(3-3^)
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con lo oval la transformación (3-29) se reduce a:

Como se verá más abajo, modelos simples para sistemas 

diluidos o con interacciones competentes de distinto signo se 

obtienen como casos particulares de la distribución de proba­
bilidad por ligadura:

Se ve fácilmente que al introducir (3-32) en (3-31), te­
niendo en cuenta (3-28) resulta una expresión que contiene 
2n funciones delta. Al efectuar nuevos pasos de transformación 

el número de términos de la distribución renormal izada crece 

de tal modo que los cálculos se tornan sumamente tediosos si 
no imposibles. Por esto es necesario recurrir a una nueva a- 

proximación. Siguiendo a Young y Stinchcombe(1976) se prono- 

ne una distribución aproximada de la misma forma que la ori­

ginal, es decir:

y se determinan las nuevas constantes p’ , K£ y KJ igualan­

do los primeros momentos de la distribución (3-33) a los de 

la distribución completa Que resulta de (3-31)« De este modo 

se obtienen las relaciones de recursión que permiten prose­
guir con el formalismo del GRER en la forma usual.

Los sistemas diluidos corresponden a situaciones en las 

que K_ » de modo tal que se puede tomar a esta última co 

mo igual a cero. Luego se tiene, como caso particular de (3- 

-32) la distribución:

(3-34)
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Si el sistema contiene interacciones competitivas,igua­

les en valor absoluto y de signo contrario, la distribución 
(3-32) pasa a ser:

(3-35)

La presencia de interacciones negativas en un ferromag- f 
neto genera ”frustraciones” (Kinzel y Domany, 1991) las cuales, 

para modelos de Ising, reducen la temperatura de transición y 

conducen al menos para altas dimensiones al* surgimiento de una 

fase "vidrio de spin" (ver, por ejemplo, Binder 1982, de Bomi- 

nicis 1983, con referencias a trabajos anteriores). Para este 
problema, la dimensión crítica superior d^ = 6 con lo cual un 

tratamiento tipo expansión £ para llevarlo a d = 3 es to­

talmente impracticable. Este es un poderoso incentivo que indu 

ce a estudiar el problema del vidrio de spin mediante las téc­

nicas del grupo de renormalización en el espacio real.-
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Notas al Capítulo 3

1 - El término ndecimación” tiene en esta íesis el signifi­

cado restringido dado por Kadanoff y Houghton (1975) y 
Kadanoff (1976). Otros autores, por- ejemplo Wallace y 

Zia (1978) le otorgan un significado más general que a- 

barca conceptos que en esta Tesis han sido incluidos 

dentro del esquema de los bloques de spin.

2 - Para una variable de Ising, 0/ = i1 , el operador (3-1) 

tiene la expresión:

con lo cual evidentemente puede ser considerado como un 

caso particular de la función de peso introducida en la 
sección 3-2. Observar que por ser lineal está afectada 

por la ” catástrofe” la cual, como se indica en

la secc. 3 se cura mediante la introducción de un 

parámetro adecuado.
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Fig. 3-1 Dos posibles esquemas de decimación:
a) con factor dé reescaleo b = 2 ; b) con b = ^2 

Los crines sumados se indican con círculos vacíos.

En la nomenclatura del texto: • = , o = cr.
/ L <

a b

1

Fig. 3 - 2 : Transformaciones de decimación en redes cúbicas:

a) es ----- >- bcc' ; b) bcc ----- > es
Se suman los spines indicados con círculos vacíos.
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Fig. 3-3 Transformaciones de bloques de spines: 
a) b = 2 ; b) b = ¿2

Los nuevos spines se asocian a los bloques raya­

dos.

Fig. 3 - 4 : Transformación de bloques de spines para la red 

triangular, b = V3 •
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CAPITULO 4

PRINCIPALES PROPIEDADES PE LOS MODELOS ESTUDIADOS

4 - 1 • Generalidades sobre modelos con simetría global Z(q)

Habiendo desarrollado en los capítulos precedentes las 

principales características de las técnicas GRER creemos opor­

tuno plantear los modelos sobre los cuales estuciaremos en de­

talle la aplicación de algunos métodos específicos (ver caps. 

6, 7 y 8). Estos modelos, el de Potts de q estados y el mode 

lo Z(4)t son casos particulares del modelo con simetría global 
Z(q) cuya importancia tanto teórica como experimental fue rese 
nada en la Introducción. La forma más general de este modelo, 

considerando solamente vecinos próximos,está dada por el hamil 

toniano: _ s

i 

(4 - 1)

donde e*P U TT ! n,. / q) , - 0, 1.......... q - 1 y don-

de q es la parte entera de q / 2 si q 2, y en el limite

q—»1 , q = 1 . Si el sistema es homogéneo K = K para to­

dos los pares (i, j) de vecinos próximos.
El hamiltoniano del modelo de Potts de q estados 

(Potts, 1952) es:

(4 - 2)

Teniendo en cuenta la identidad:

(4 - 3a)

i
y las relaciones

(4 - 3b)
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resulta (4-2) como caso particular de (4-1) cuando

donde se han omitido los subíndices i , j .

Otro modelo que se puede obtener como caso particular 

de (4-1) es el modelo de Potts vectorial para el cual r to­

ma solamente el valor 1 El hamiltoniano de este modelo es 

usualmente expresado como

donde, como antes, n = 0, 1, ..., q - 1 •

Como es bien sabido, nara q = 2, = - 1, todos estos

modelos reproducen el modelo de Ising. También para q = 3 

(q = 1) estos modelos son equivalentes. Para, o = 4 la situación 
es ya diferente y sera analizada en la sección 4 - 3 •

Analizaremos a continuación la autodualidad del mode­

lo Z (q). Recordemos que una transformación de dualidad en una 

red hipercúbica en d - dimensiones se obtiene desplazando la F 
red una longitud igual a la mitad del espaciamiento en cada una 

de las direcciones lo'-cual equivale a intercambiar cada simrlex"’ 

de orden s (Savit 1980) de la red original por un simplex de 

orden (d-s) de la red transformada. Luego la función de parti­

ción del modelo original se reescribe con nuevas variables def - 

nidas sobre simplexes de la red dual. Así se obtiene el modelo 
dual al dado. Si el hamiltoniaYio del modelo dual tiene la misma 

forma que el original, éste se denomina autodval.

Para él estudio de la autodualidad del modelo Z (o) pon 
viene introducir la variable transmisividad (Tsallis y Levy, 
1981) definida como (Alcaraz y Kbberle, 1981):
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Observar1 que

donde s = O, 1, •••• q - 1, y

Consecuentemente con lo afirmado anteriormente, la 

transmisividad de un s - simnlex de la red original está rela­

cionada con la transmisividad ( denotada t ) del ( d - s) - 

simplex de la red dual a través de la ecuación:

Ecs. (4-6) y (4—7) son fácilmente generalizables para sistemas 

inhomo géneo s.-

Si tenemos en cuenta la autodualidad de la red cuadra­

da (ligaduras son transformadas en ligaduras) generalizando el 

argumento' de Kramers-Wannier (1941), se tiene que la frontera 
crítica autodual en el espacio de los parámetros está unívoca­

mente determinada ñor:

•Las implicancias de esta relación se verán con mayor 

detalle en las secciones siguientes. Podemos adelantar que la
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relación particular (4-4) es conservada ñor la transformación 
de dualidad, es decir, el modelo de Potts es autodual. Por el 

contrario, para q>4 ©1 modelo de Potts vectorial no es auto- 
dual • -

Para finalizar esta sección indicaremos dos propiedades 
de las variables t y t^ que simplifican enormemente el cál­

culo de decimación como se mostrará en los canitulos 5 y 6.-

Estas propiedades son las siguientes (Alcaraz - Tsallis, 
1982 y Levy - Tsallis, 1981 )• Consideremos la fig. 4 - la en 

la que se tienen dos ligaduras en serie, cuyas transmisivida- 
des son tí y Luego, la transmisividad equivalente t // 

obtenida decimando' el spin C , como se indica en la fig. 4-lb 

resulta 5

Si en cambio se tiene un conjunto^ en paralelo, fig. 4-2, 1 

transmisividad dual equivalente resulta
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4 - 2 • Principales características del modelo de Potts

El modelo de Potts es una generalización del modelo de 
Ising a más de dos componentes. El número de componentes q 
se transforma en un nuevo grado de libertad lo cual significa 
una mayor riqueza en su contenido, particularmente en su com­

portamiento crítico, a la vez que su realización en una gran 

variedad de sistemas físicos.

Si bien durante muchos años el modelo de Potts fue con­

siderado como un modelo que presenta una transición orden - 

desorden de interés fundamentalmente teórico, se ha reconoci­

do en estos últimos años que existen numerosos sistemas aue 

pueden considerarse como correlatos materiales de dicho modelo 

(Wu, 1982). Las realizaciones experimentales del modelo de Potts 

se pueden ordenar según las clases de universalidad. Para d = 2 

y q = 2 (Ising) se tienen sustancias magnéticas diversas, y 

para q = 2, 3 y 4, se incluyen sustancias adsorbidas sobre 

sustratos cristalinos con distintas simetrías (Schick, 1982).

En d = 3 se estudian axperimentalmente, entre otros, 

los siguientes sistemas: ferromagnetos cúbicos, compuestos de 

tierras raras, sustancias con transiciones de fases estructu­
rales y mezclas de fluidos, todos ellos correspondientes a 

q = 3r y ciertos antiferromagnetos, correspondientes a q = 4.

Teniendo en cuenta la definición de este modelo, ec. 

(4-2), es evidente que la variable CT puede tener muchas 0- 

tras representaciones como, por ejemplo: = 1, 2, , q.

Con la representación adoptada sólo hemos tenido la intención 
•

de establecer su relación con el modelo de simetríagLobal ( 
Z (q) más general. Adoptando otra representación es posible 

concebir el modelo de Potts como un caso particular del mode­

lo de spin s = (q - 1) / 2
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donde las potencias y toman valores desde 0 hasta 
q - 1 , y si = -(q-l)/2, -(q-3)/2, ... , (q-l)/2.

Volviendo al hamiltoniano (4-2 ), para estudiar el pa= 
rámetro de orden de este modelo, es necesario agregarle el tér­
mino de fuente

el cual resulta también independiente de la representación. Se. 

gún el procedimiento prescripto en la secc. 1-2 , se obtiene 

el parámetro de orden m = <^> $ después de usar (4 - 3a) y 
tomar:

Por supuesto, el comportamiento crítico se determina estudian­

do la ruptura espontánea de m es decir con h = 0 •

Las propiedades críticas del modelo de Potts en función 

de la dimensión espacial del retículo son:

i) d = 1 : no hay transición de fases para ningún q •

ii) d = 2 se sabe exactamente (Baxter, 1973) que el modelo

ferro magnético (K>0) presenta transiciones de fases para 
q > 1 • De i) e ii) se concluye que, por definición, la 

dimensión crítica inferior d^ » 1 para todo q • 

Para la estimación del punto crítico es conveniente obte­

ner la expresión particular de la transmisividad para el 

modelo de Potts. Teniendo en cuenta (4 - 6) y (4- 4) re 

sulta: .

para s=l, 2, ...,q-l. Además (4 - 7) se reduce a
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(4 - 10b)

Para un sistema no homogéneo se tendrá sobre cada ligadura 
” i H la constante de interacción K y t. , t^ dados 

por las relacioens anteriores.
En d = 2 según el argumento de dualidad dado anteriormen­

te, el punto crítico está determinado por la relación (4-8) 

la cual, después de reemplazar (4 - 10a, b) resulta:

(4 - 11),

Este resultado ha sido confirmado exactamente para las re­

des cuadrada, triangular y hexagonal (Wu, 1983).

Si bien no existen soluciones exactas en d = 2 excepto 

para q = 2 , sí se conoce exactamente la energía libre, 

la energía interna y el calor latente en el punto crítico 

(4-11) para todo q . Se encuentra que el calor latente 

es nulo para q 4 y no nulo para q > 4 * lo cual indica 

que la transición pasa de continua para q < 4 a primera 

especie para q>4 (Baxter, 1973)°

La dimensión crítica superior d es la dimensión más ba s —
ja a partir de la cual el sistema comienza a comportarse 

como lo predice la teoría del campo medio. Luego, como la 

aproximación campo medio predice una transición de fases 

de primer orden para q>2 , se deduce que la dimensión

crítica para q = 4 es d (4) = 2 . s
Los exponentes críticos del modelo de Potts están bien de­

finidos cuando la transición es continua. Más aún, para d=2 

y q 4 , se conocen exactamente los exponentes térmico y 

magnéticos (den Nijs, 1979» 1983). Ellos están dados por:
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donde:

iii) d = 3 : no existen resultados exactos en esta dimensión.

Ha habido un gran interés en elucidar la naturaleza de la 

transición para q = 3 La mayor parte de los resultados 

obtenidos empleando diversos métodos indican que es’aa tran 

sición es de primera espacie (Wu, 1982, 1983)»

iv) d = 4 la teoría del campo medio es cualitativamente co­

rrecta. Luego d (q = 2) = 4* Cálculos realizados con va- s
rías técnicas para q = 3, d = 4 y para q = 4 y d = 4 

indican transiciones de primer orden.

Hemos utilizado el modelo de Potts mayormente para plan 

tear y/o ilustrar diversas técnicas que luego generalizamos al 

modelo Z(4) el que es estudiado en mayor detalle. Por ello no 

brindaremos al lector más información sobre el modelo de Potts 

y remitimos al lector a las revistas de Wu (1982 y 1983).
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4-3 Principales características del modelo Z (4) spin

Como caso particular de ( 4-1 ) cuando q = 4 obtie­
ne:

el cual puede ser reescrito como:

(4-12b)

La transmisividad t tiene dos componentes

( 4-13 )

donde

Para £ resulta y ~ t¿ con lo cual

se recupera el modelo de Potts de cuatro estados.-

Se obtiene mayor información sobre el modelo Z (4) 

reescribiendo el hamiltoniano ( 4—12a ) en términos de las varia- 

bles ju,. y O definidas como (Alcaraz y Tsallis, f

1982):
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(4-15b)

indica que el modelo Z4 puede ser considerado1 como dos modelos 

Ising acoplados. Observar que el modelo de Potts vectorial de 

cuatro estados correspondiente a = 0 se reduce a un car 

de modelos de Ising idénticos no interactuantes. A su vez el 

hamiltoniano (4-15b) es un caso particular del modelo de Ashkin^ 

Teller (1943 )•

Por esto> al modelo Z. se lo suele denominar modelo Ashkin - Te- 4
11er simétrico. -

Las distintas fases del modelo Z, son caracterizadas4
por el comportamiento del parámetro de orden de dos componentes

donde la segunda igualdad se debe a la paridad del hamiltoniano, 
evidente bajo la forma (4-12b). Alternativamente, las fases se 

pueden describir mediante las variables (o es indis­

tinto) y </^^> • -
Para estudiar el parámetro de orden (4-17) se agrega 

al hamiltoniano^ (4-12a) el término de fuente:
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(4-18)

de donde se obtiene (4-17) según ecs. ( 1- 10 ).-

El diagrama de fases en el plano ( ) presenta las



siguientes características ( ver fig. 4-1)

i) Las fases son tres (Wu y Lin, 1974)
I - fase paramagnéticar = O

ó bien: O

II - fase intermedia mn = 0 , m9 / 0J*
< 4 > — O ; < ¡^- o

III - fase ferromagnética: / 0 , m^/ 0

O;

ii) Las líneas de transición I - II y II - III se transfor­

man entre sí ante el intercambio de t con . Estas lí­

neas son de tino- Ising en el sentido de que en ellas se 

produce la ruptura de una de las componentes del naráme - 

tro de orden (4-17), esto es, una ruptura parcial del pa­

rámetro de orden. La línea de^ transición I-III es autodual 
ya que forma parte de la línea

2-^ -v — A

solución de la ecuación (4—8). El punto crítico del modelo 

de Potts y el punto crítico de desacoplamiento = 0, 

, están ubicados sobre esta línea. Esto indica que la

línea I-III es una linea de puntos críticos (Knops, 1975, 

Alcaraz* y Koberle 1980). Por consideraciones de simetría 

se puede inducir que esta linea crítica autodual se bifur­

ca precisamente en el punto P_ • Se volverá a analizar la 
4 

criticalidad de esta línea en el capítulo 8*-

iii) Algunos puntos del diagrama de fases nueden ser ubicados 

exactamente ya nue las líneas t^ = 0 ( K?—>4-00 ), t? = 1 
2

( = 0) y t¿ = = 0) corresponden a modelos de

Ising. Luego

- 80 -



t2 = (S¿-1 ,A ■-

I3 = («-1, ’>.««)

Además t = t? corresponde al modelo de Potts con <1=4, -L
con lo cual

Esta estructura de fases indica que una transformación

GR debe poseer siete puntos fijos (con ~ 0):

P totalmente inestable es decir con dos campos de escaleo rele­
vantes, los ountos 1,1?, I inestables en una sola ¿irec-

-L 3
ción y cuyos dominios de atracción son las lineas I - II, 

II - III y I - III respectivamente y los puntos fijos establos 

(triviales) ( 0,0), ( 0,1 ) y ( 1, 1) cuyos dominios de atrac­

ción son las fases I, II y III respectivamente.-
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Notas al Capítulo 4

1 - Por completitud creemos conveniente introducir el concep­

to de simplex (Savit, 1980). Un simplex de dimensión s 

es un elemento s-dimensional de una red hipercúbica. Lue­
go , un simplex de dimensión cero es un’vértice del retí­

culo, un simplex de dimensión uno es una ligadura que une 

dos vértices vecinos próximos de la red, un simplex de di. 

mensión 2 es una malla elemental de la red o "plaqueta" 

etc.* Obviamente en un retículo hipercúbico d-dimensional 

existen simplexes de dimensión s < d*-
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Fig. 4-1

Fig. 4-2

Fig. 4-3 Diagrama de fases del modelo Z(4) spin en dos 
dimensiones. P. es el nunto critico del modelo

4 ,
de Potts; I , I , I. son los puntos críticos "ti wL J
po Ising".
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CAPITULO 5 
APROXIMACION LE MIGLAL - KAPANOFP 

5 - 1 • Lescrinción del método

Como se indicó en la sección 3 - 1, la técnica de decl­

inación cuando se realiza en forma exacta, además de las difi­

cultades de cálculo, genera un hamiltoniano efectivo con infi­

nitas interacciones no triviales, con lo cual se hace absoluta­

mente imprescindible efectuar alguna aproximación. Entre las 

técnicas de aproximación, existe una a lasque por diversas pro­

piedades, que señalaremos más abajo, y por su relativa senci­

llez, ha gozado de la predilección de los trabajadores de este 
campos la técnica propuesta por Migdal (197^) y revisada y de­

sarrollada por Kadanoff (1976), y que es conocida como aproxi­

mación de Migdal - Kadanoff (M-K). Esta técnica ha sido desa­

rrollada para el caso de interacciones entre vecinos próximos. 

En cierto sentido, la expansión de Martinelli y Parisi (1931) 

(ver sección 5-3) representa una manera de incluir otras inter­

acciones. En el resto de esta sección nos limitaremos al caso 

de una única interacción entre vecinos próximos. -

La técnica M-K tiene dos variantes^ En amb.ps el proce­

so consiste en un "corrimiento o desplazamiento de ligaduras", 

concepto introducido por Kadanoff en el trabajo antes citado, 

y luego en la eliminación por suma o integración de los saines 

que han sido parcialmente desconectados. En forma genérica si 

expresamos la transformación (3-2b) en forma sintética como: 

luego la aproximación M-K puede ser establecida como i 

x's + (5-1)

Ka 
donde Xn es el "operador de corrimiento de ligaduras". Ies dos' 

variantes se originan según como actúa este operador. En la figu­

ra 5-1, se muestra para una red cuadrada el corrimiento realiza­
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do^ simultáneamente en ambas direcciones correspondiente a un 

factor de reescaleo b = 2. Como resultado se observan soines 

que quedan totalmente desconectados y spines que quedan con so­
lo dos vecinos. El valor de la cte. de interacción entre estos 
últimos pasa a ser igual a 2 K. En general, si se desplazan 

(b - 1) ligaduras la cte. de interacción sobre las ligaduras 
"reforzadas" resulta igual a bK. Esto se suele sintetizar di­

ciendo que el número de interacciones de la red se conserva du­

rante el corrimiento. -

La decimación de los spines parcialmente desconectados 

es decir interactuantes unidimensionalmente, es ahora una ope­
ración muy sencilla y se realiza simultáneamente en todas las 

direcciones. Kadanoff demostró que con esta operación se recu­

pera la técnica propuesta originalmente por Migdal. Esta varian­

te puede ser utilizada también para aproximar decimaciones con 

otro tino de redes, como por ejemplo la red triangular (Berker, 

Ostlund and Putnam, 1978; Caracciolo, 1981 )• En este caso, el f 

procedimiento es ilustrado en la fig. 5 - 2
En la segunda variante, propuesta por Kadanoff como al­

ternativa superadora de la transformación original de Migdal, 

se desconectan (b-1) spines en una cierta dirección, por ejem­

plo la x en la figura 5~3j mediante el corrimiento de las li­
gaduras en las restantes direcciones en forma paralela a la di­

rección x • Nuevamente las interacciones se conservan, es de­

cir, el valor de las ctes. de interacción sobre las ligaduras 

reforzadas es igual a bK. A continuación se deciman los spines 

parcialmente desconectados. Luego se repite toda la operación 

sucesivamente para cada una de las direcciones restantes y, z, 

... • Esta transformación introduce una anisotropia en las cons­

tantes de interacción. Sea Kj, 1=1, 2, ...,oL ,1a constan­

te de interacción de un hamiltoniano, en general anisotrónico, en 
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la dirección x, y, •••• Como resultado de la transformación 
en la versión refinada de Kadanoff correspondiente a un factor 
de reescaleo b esr

*4 = (5 - 2)

En la versión original de Migdal, la transformación da­

ría en todas las direcciones el mismo resultado- igual a la ex­
presión (5-2) para 1= d.-

Cuando se realizan ambas transformaciones para el mode­

lo de Ising anisotrópico en dos dimensiones (ver sección siguien­

te) resulta que la versión Kadanoff reproduce exactamente la 

curva crítica

sU 2 Kx = 4 (5-3)
c

mientras que, evidentemente, la versión Migdal conduce a un re­

sultado erróneo» Este es el argumento presentado por el primer 
autor para preferir la variante ’,anisotrónica,, sobre la "isotró- 
■Dica”. -

Algunas de las propiedades de este método son las si­

guientes:

1 - La aproximación conserva el número de ligaduras o aristas. 

Esta propiedad, además de ser importante en el tratamiento de 

modelos con interacciones aleatorias (ver secc. 3-4) conduce 

al siguiente resultado- (Kadanoff, 1976):

¿ F' = r (5-4)M K
donde F y F’ son las energías libres exactas del sistema ori­
ginal y del renormalizado y F’ es la energía libre estimada 

con la aproximación del corrimiento de ligaduras en la o_ue está 

basada la técnica M-K. Puesto sque esta propiedad será usada en 

el método estudiado en el capítulo 7 creemos importante esbozar 

su demostración. Teniendo en cuenta la relación ( 5- i )y las de­

finiciones introducidas en la secc. 3-1, resulta:
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X 
donde se tuvo en cuenta que C í'+x. La desigualdad anterior

puede ser reescrita como:

Se puede ver que si ses un operador que sustrae in­

teracciones en algún lugar de la red para sumarla en otro lu- f 

gar de la misma, es decir si se conservan las interacciones de 

la red, debido a la invariancia traslacional de la misma <%> = 0 
luego,2-' £ 2L de donde sigue (5-4)*~

2 - La aproximación es exacta en ambos límites de altas y bajas 

temperaturas© Lo segundo es evidente para un sistema ferro mag­

nético puesto que en el estado fundamental están todos los spi­

nes paralelos de modo que la energía del mismo permanece inva­

riante frente a un corrimiento de ligaduras.-

3 - ,La mayor precisión de las predicciones obtenidas con este 
método se alcanza para dimensiones próximas a la dimensión crí­
tica inferior es decir a la dimensión a partir de la cual en el 

sentido creciente comienza a aparecer un punto crítico.-
.1

4 - Puesto que las diferentes.direcciones de interacción son 

desacopladas, esta aproximación ouede ser considerada como’ un 

buen punto de partida para el análisis de problemas altamente 

anisotrópicos.-

5 - En el límite b ->1, o sea cuando la perturbación de la red 
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es infinitesimal se conservan las propiedades de la misma, en 

particular para una red cuadrada, su auto dualidad. Como se ve­

rificará en el ejemplo siguiente, esto conduce a la reproduc­

ción exacta del punto crítico, si el modelo es dual.-

La sencillez de los cálculos se examinará en la sigui­

ente secciona Pero antes de pasar a ella y para finalizar esta 
sección creemos importante mencionar que el corrimiento de li­

gaduras ha sido también incorporado a las'técnicas de bloques 

de spiñ dando origen a las llamadas técnicas variacionales de 

Kadanoff (Kadanoff, Houghton y Yalabik, 197'6). Estas técnicas 

variacionales son revisadas en Burkhar dt (1982) ♦-
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5 - 2 • Aplicación al modelo de Potts y al modelo 2(4) usan­
do las transmisividades. Límite b —» 1 y dualidad*

Vamos a mostrar algunas características de la técnica 
MK mediante su aplicación al modelo de Potts cuyo hamiltonia­

no ha sido^ definido en la ec. (4-2)

Consideremos en primer lugar la imnlementación de la 
variante Kadanoff. Resulta luego sencillo establecer el resul­
tado obtenido mediante la variante Migdal. Tomemos para simnli 

ficar el caso de una red cuadrada y consideremos un factor de 

reescaleo genérico brUA . La generalización a una red hiper 

cúbica d' - dimensional es bastante directa. El sistema es homo 

geneo con una magnitud K de la cte. de interacción en todas 

las ligaduras.-

Después de realizar el corrimiento de ligaduras según 

la dirección x, las otes* de interacción en.la dirección y" 

tienen el valor*

y han quedado un conjunto de spines parcialmente desconectados 

tal como se indica en fig. 5-3.-

La decimación de estos spines se simplifica enormemen­

te mediante el uso de las transmisividades que se han definido 

en el capítulo anteriora Teniendo en cuenta la propiedad de un 

arreglo en serie de un conjunto de transmisividades estableci­
do en la seco. 4-1 podemos escribir directamente el resultado 

de la decimación como:

luego según las relaciones vistas en secc. 4-2

(5-5a)

(5-5b)
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A continuación se realiza el corrimiento de ligaduras 

según la dirección "y". Las etes. de interacción sobre las li­

gaduras en dirección Y toman el valor:

Para decimar los spines parcialmente desconectados aplicamos 

nuevamente la propiedad de las transmisividades en serie, ob­

teniéndose:

de donde

Aquí terminó^ el proceso de renormalización para d = 2 
de modo oue: K* , K^= K’ • Observar oue si el siste-

x x y y
ma es inicialmente anisotrópico, K’ = K’ -

sin mezclarse' las direcciones. Para q = 2 se obtiene (5-3).

Si el sistema es inicialmente isótropo, la restitución de la s
isotropía se puede realizar definiendo. f

K ' - (5-8) 
Z

A partir de- (5-6) y (5-7b) es fácil ver que la cte.
de interacción renormalizada en la dirección 1 (1 = 1, 2, ..., 

d) para una red hipercúbica d - dimensional resulta:

lo cual coincide con la expresión general (5-2), 
4

La relación de recursíón obtenida en la variante //
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Migdal, es:

para todas las direcciones.

Volviendo al caso dé la red cuadrada veamos la conexión 
de la transformación de Migdal - Kadanoff con la autodualidad 
del modelo de Potts tomando el Limite b -> 1 en (5 - 5b) (en 
este Límite todas las direcciones son equivalentes y por lo 
tanto equivalentes al resultado de la variante Migdal). Para 
ello* desarrollando (5 - 6) alrededor de b=l se obtiene:

o - ’ * △) = K (5 _ lx)

y. 
En el punto fijo' K* = K , por lo tanto

□lio 7

la cual tiene una -única solución no trivial

t- = t. e. At­

esto es, la solución exacta, tal como se vio en el capítulo 
anterior.

Para el modelo Z(4) el proceso de decimación puede 
también ser efectuado teniendo en cuenta la propiedad de las 
transmisividades en serie con las variables definidas en la 
sección 4 - 3 • Consideraremos solamente una red cuadrada. 
Después del corrimiento de ligaduras, las transmisividades 
equivalentes en la variante Migdal resultan: '

(5 - 10)

(5 - 12a)
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(5 - 12b)

En el lamí te b —1 , trabajando directamente sobre las 
transmisividades, se determinan los puntos fijos imponiendo:

(5 - 13a)

(5 - 13b)

Después de reemplazar (5 -12) en (5 -13) resulta:

Es fácil verificar que este sistema posee como solución a los 
siete puntos fijos del modelo Z(4) analizados en el capítu- 
lo anterior. La línea de transición de fases autodual de este 
modelo no es solución de este sistema lo cual era de esperar 
ya que ella no es una línea de puntos fijos. Para obtener las 
líneas de transición de fases se debe tener en cuenta aue las * 
expresiones (5-10) y (5-12) son funciones continuas en 
b y conducen monótonamente a los valores críticos exactos a 
medida que b tiende a uno. Basta por lo tanto tomar un valor 
de b suficientemente próximo a uno y determinar en la forma 
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usual, mediante el flujo de trayectorias, las líneas de trán- 
siciones de fases.

Como un último comentario a esta sección se debe mencio­
nar que las estimaciones del exponente térmico y^ son cada 
vez peores a medida que el factor de reescaleo b tiende a 
uno (cálculos numéricos del autor). -
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5 - 3 •' Cálculo directo sobre el modelo de Potts en presencia 
de un campo externo»

Si bien la técnica de las transmisividades desarrollada 

en la sección precedente facilita enormemente los cálculos de 

las relaciones de recursión para un b genérico, la misma no 

nos da información sobre la constante C de la ec. (2-6) 

y por lo tanto tampoco sobre la función g (K) de (2 - 12), 

la cual se analizó luegp en la sección 2-4 y se usará en 

el método desarrollado en el capítulo 7 • Otra limitación de * 
dicha técnica es que, siendo la transmisividad una variable 

de ligadura, no puede incorporar la información de una mag­

nitud acoplada a cada sitio como es el campo magnético o en 
general, el campo externo, el cual, como se discutió en la 

sección 2 - 4, es esencial para el cálculo del exponente mag­

nético y„ . n
Por todo esto es interesante mostrar una aplicación más 

directa de la aproximación M-K én la variante Migdál, con el 

objetivo de calcular además de las constantes de interacción 

efectivas la constante que se extrae de la función de parti­

ción después de cada paso de transformación • Consideramos una 

red hipercúbica d-dimensional y efectuamos un reescaleo con 

b - 2. Tomamos nuevamente el modelo de Potts con un hamilto- 

niano algo más simplificado que el de ec» (4-2), con el tér 

mino de fuente dado en ec. (4-9) también simplificado y con 

el agregado de un término de interacción generado por la trans 

formación GR. Por tanto, la función de partición inicial es:

(5 - 14)
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El campo magnético puede ser tratado de dos maneras en 
la etapa de corrimiento de ligaduras. En la primera de ellas, 
que es la que adoptaremos, el campo magnético es decimado exac 
tamente tanto en los spines parcialmente desconectados como en 

los spines totalmente desconectados. La manera alternativa con 

siste en mover al campo magnético participando del corrimiento f 

de las ligaduras (Migdal, 1975b). En algunos casos este segun­

do procedimiento conduce a mejores predicciones del exponente 

y„ XBurkhardt, 1982)» n
Después del corrimiento de ligaduras; con los consiguien 

tes cambios de las constantes de interacción sobre las ligadu- 
d—1 d 1ras reforzadas K-> 2 K , L—>2 L,se tiene:

donde N' = N / 2$ , N = N'.d , y N, = N - N' - N, 
1 dec ’ dése dec

La suma sobre los spines desconectados conduce as

(5 - 15)
Para obtener las restantes contribuciones al factor ex­

terno y para determinar el hamiltoniano efectivo, es suficien­

te con considerar a cualquiera de los spines decimados jun­

to a sus vecinos próximos y . De este modo se puede 

luego evaluar bastante sencillamente la expresión:

resultando:
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Después de exponenciar y reagrupar convenientemente se

obtiene:

por lo tanto

Es fácil verificar que para H = L « 0 se recuperan las expre- f 

siones previamente halladas correspondientes a b = 2, 

Finalmente, el factor total que se extrae de la función 

de partición está dado por el factor (5-15) multiplicado por:

(5-18)
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5 - 4 • Correcciones de Martinelli - Parisi

Siguiendo a Martinelli - Parisi(1981,) la aproximación 

M-K puede ser generalizada introduciendo en (3-1) un parámetro 

£ , O $ £ ^ A ,. del siguiente modo:
F 

(5 -19)

donde sigue siendo el operador de corrimiento de ligaduras 

definido en la secc. 5-1* Obviamente para = 0 se recobra la 
transformación M-K mientras que para ¿ = 1 se obtiene la trans­
formación de decimación exacta definida ror (3-2). Para todo

£ £ O el corrimiento de ligaduras correspondiente a b = 2 

efectuado según fig. 5-3 conduce a que las ctes. de interacción 

de las ligaduras verticales indicadas con doble línea valgan 

( 2 - £)k mientras que las de las ligaduras indicadas con 

líneas de trazos sean iguales a ¿_K. Observar que sigue ha­

biendo una conservación de las interacciones. Luego al deci- 

mar los snines indicados con cruces se generarán nuevas inter- 

accioneso Lógicamente tras sucesivas (infinitas) transforma­

ciones se generan infinitas interacciones es decir, un espacio 

de interacciones de dimensión infinita.-

Martinelli y Parisi observaren que partiendo de un ha- 

miltoniano con una sola interacción entre vecinos próximos las 

interacciones generadas luego de n transformaciones eran ror 

lo menos de orden <£ • -
Esto los condujo a proponer para el hamiltoniano un de­

sarrollo en serie de potencias de ¿ • Luego si se cuiere tra- 

bajar hasta un cierto orden en ¿ , digamos c , es Eficien­

te con realizar un número finito de transformaciones GR para ge­

nerar todas las interacciones hasta dicho orden. Esto significa 

un truncamiento del espacio de las interacciones» Un nuevo naso 

de transformación generaría solamente interacciones ce orc en c .
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Por supuesto, todas las interacciones hasta £ deben ser in­

cluidas desde el principio del cálculo si se pretende obtener 
el hamiltoniano del punto fijo.-

Por ejemplo, rara el modelo de Ising en una red cua­
drada si se trabaja hasta el primer orden en es suficiente 
con tomar de partida además de la interacción entre vecinos 

próximos la interacción entre siguientes vecinos próximos. Si 

se quiere trabajar hasta el orden se debe transformar un 

hamiltoniano que posea además de las interacciones mencionadas % 
las interacciones entre cuatro spines y las interacciones de 

terceros y cuartos vecinos. -

A partir de las relaciones de recursión se obtienen 
el punto crítico K ( ¿- ) y el exponente crítico (O también c 
en potencias de ¿ . -

Lo interesante de esta expansión propuesta por Marti- 

nelli y Parisi es que en el truncamiento & no se supone que 
los parámetros de interacción son pequeños, hipótesis en la que 

se basan otros métodos como por ejemplo la expansión en cumulan­

tes. -

El inconveniente de este método, hasta tanto se desarro- 
r 

lie una tecnología del cálculo, es que su tedio údad hace prác­

ticamente imposible llegar a órdenes mayores que £ es decir la 

primera conección a la aproximación MK. Esto sucede con los tra­

bajos de Caracciolo y Patanello (1983) con el modelo de Potts^ 

de Roberts (1984) para el modelo Z (4)» Estas series sumamente 
cortas hacen a su vez muy difícil la extrapolación de los resul­

tados a £ = 1 que es el limite en que se recupera la transfor- *
mación RG exacta.-

De todos modos la expansión de M—P da un punto de narti— 

da para por lo menos estimar los errores involucrados en la apro­

ximación M-K. -
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Fig. 5-1: Transformación GR en la aproximación de Migdal: co­

rrimiento de las ligaduras simultáneamente en todas 
las direcciones; b = 2 .

Fig. 5-2: Transformación GR en la aproximación de Migdal para

una red triangular con b = 2 .

Fig. 5-3: Corrimiento de ligaduras seguido de decimación se­

gún el eje x en la versión de Kadanoff.
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CAPITULO 6

GRAFOS LE LOS TERMINALES

6 — 1 • Reducción de bloques a grafos de dos terminales, 
Grafos autoduales.

En el capítulo 3 se ha caracterizado al método que de­

sarrollaremos a continuación como un método que combina aspee 

tos de las técnicas de decimación y de bloques de spines. 

Tomemos el caso de dos dimensiones espaciales aunque, 

en principio, el método podría formularse para cualquier núme, 

ro de dimensiones. En un primer paso consideremos a la red 

construida mediante bloques como el indicado en la fig. 6 - la. 
La transformación de renormalización consiste en pasar al blo 

que de fig. 6 - 1c con el cual reconstituimos la red corres­

pondiente a un factor de reescaleo b = 2 •

La constante de interacción renormalizada se obtiene en 

cada dimensión deformando el bloque inicial s.egún se indica en 

la fig. 6 - Ib (Bernasconi, 1978) y decimando los spines Ínter 

nos 0 y L. Para b = 3 el proceso se ilustra en fig, 6-2, 

Este método puede ser también usado para el tratamiento 

de sistemas con interacciones entre vecinos próximos y vecinos 

segundos, ya sea sobre redes cuadradas como sobre redes tipo 

”4 - 8” (de Magalhaes, Tsallis y Schwachheim, 1981),
El proceso de deformación del bloque inicial que genera 

K<> , 
el grafo de dos terminales se realiza fijando dos raíces y co- 

lapseando las entradas y las salidas según lo indican las fle­

chas en fig, 6 - la. Las ligaduras irrelevantes deben ser eli­

minadas.

La etapa de decimación de grafos de dos terminales s'e 

simplifica sumamente mediante el uso del método de ruptura (o 

apertura) - colapso que desarrollaremos en las secciones si- 

guiemtes. Para la implementación de este método conviene expío, 

tar las propiedades de dualidad y autodualidad de este tipo de
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grafos.

Es importante recordar el concepto de dualidad de gra- 
fos (Essam y Fisher 1971, Tsallis y Levy 1980, Mártin 1980) 
”dos grafos planares de dos terminales G y G$ se dicen dua­

les si pueden ser superimpuestos de tal forma que cada ligadura 
de uno de los grafos cruce vina y solo una ligadura del otro y 

además cada vértice interno no terminal de un grafo resulte 

rodeado por una malla elemental del otro".
Un grafo es autodual si G y G$ son idénticos. Es fá 

*
cil verificar que los grafos representados en las figs. 6 - Ib 
y 6 - 2b son autoduales. Es decir que esta transformación pr£ 

serva la autodualidad de la red cuadrada. Luego es de esperar 

que los puntos críticos de modelos autoduales como por ejemplo 

el modelo de Potts y el modelo Z(4) (ver Savit 1980) sean exac­

tamente obtenidos de las relaciones de recursión correspondien­
tes a esta transformación.

Esta transformación se puede realizar con valores arbi­

trarios de las constantes de interacción en cada ligadura. Lúe 

go , como se indicó en la secc. 3 - 5, es factible el tratamien­

to de modelos con interacciones aleatorias (ver por ejemplo, 

Yeomans y Stinchcombe 1979» Costa y Tsallis 1983). También se 
han considerado dentro de este formalismo a sistemas anisotró- 

picos (da Silva, Schwachheim y Tsallis, 1983)*
En este capítulo, a diferencia de trabajos anteriores 

(Mártin 1980) en los que se deciman directamente los spines 

interiores, incluso en la presencia de un campo magnético (Már 

tin y Tsallis 1981), se utiliza la técnica de apertura - colan 

so, la cual simplifica dicho procéso. El autor ha considerado 

interesante extender dicha técnica a un modelo con dos constan 

tes de interacción como es el modelo Z(4)« Por otra parte este 

modelo, en una red cuadrada posee importantes propiedades de 

dualidad, por lo cual por lo dicho más arriba, es de esperar
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que su diagrama de fases sea exactamente reproducido#

Se debe observar además que la técnica de apertura - co­
lapso conduce a una rápida estimación de la función que

contribuye a la energía libre según ec# (2 - 12). Luego, se 

puede continuar con el cálculo usual de otras magnitudes como, 

entre otras, la energía interna.

Como desventaja de dicha técnica respecto del método di­

recto se puede computar la imposibilidad de la inclusión del 

campo magnético en aquel formalismo, al menos, de una manera 

simple•-
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6-2. Relación de recursión de Fortuin - Kasteleyn para el
modelo de Potts.-

En esta sección se expondrá la demostración de un impor­

tante resultado debido a Fortuin y Kasteleyn (1972) el cual in­

dica la posibilidad de que un grafo de dos terminales para un 

hamiltoniano dado pueda ser resuelto mediante la técnica de // 
r 

ruptura - colapso.-

Utilizaremos en gran parte la terminología de estos auto­

res. Consideremos un grafo G en un número arbitrario de dimen­

siones espaciales. Sea V (G) el conjunto de vértices v, v’, 

de G y sea E( G) el conjunto de ligaduras e, e’, . < . .- 

Definamos como de costumbre la variable de spin en cada 

vértice v como M*v la cual para el modelo de Potts de q - esta­

dos toma q valores diferentes:

(6-1)

En cada ligadura se tiene una constante de interacción 

El grafo puede ser cualquiera siempre que entre dos vértices 

del mismo no haya más de una sola ligadura.-

E1 hamiltoniano del modelo de Potts de1q - estados que 

adoptamos ahora es:(comparar con el de secc. 4-1)

v y v* son los extremos de la ligadura e*. Para simplificar la 

notación' definimos y - 3^ * mo$° $ue
la función^ de partición resulta?
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Consideremos una ligadura cualquiera e. La suma sobre 

todas las configuraciones h puede ser descompuesta en
la suma de todas las configuraciones en las que C" = 1 más 
la suma de todas las configurac iones con =0 Es decir:

(6 - 4a)

donde:

(6 - 4c)

donde evidentemente E(G) - e indica el conjunto de ligadu­

ras de G excluyendo la ligadura e*

El caso = 1 que ocurre cuando ^Tv y están en 

el mismo estado, puede ser interpretado como una contracción 

o colapso de la ligadura e de modo que como resultado de la 

misma los dos vértices v y v’ coinciden. Luego, definien 

do:
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donde es el "grafo contraído" que resulta de contraer la 

ligadura e y C' indica las configuraciones de las variables 
de spin sobre los vértices de , resulta:

(6 -5b)

Consideremos ahora el "grafo abierto" » es decir el 

grafo que se obtiene a partir del grafo G eliminando o "rom­

piendo" la ligadura e Es obvio que VÍ^Jl) = V(G) de modo 

que las configuraciones o estados de spin de G son los mis­

mos que los de G , por lo cual la suma sobre todas las con­

figuraciones puede ser dividida como antes, es decir:

2— 2— +

donde hemos usado E^^G) = E( G) — e Teniendo en cuenta las 

consideraciones anteriormente discutidas podemos reescribir 

(6 - 6a) como:

(6 - 6b)

Finalmente con (6-4), (6 - 5) y (6 - 6) obtenemos la reía 

ción de recursión buscada:

donde: u = exp(- K ) = exp(-(* q J ) e e ■ e (6 - 8)

La relación (6-7) conduce a una interpretación senci­

lla de Z(4CG) y Z(í»eG) a las que denotaremos en forma simpliñ_ 

cada Z y Z respectivamente. Esta interpretación es:
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( 6 - 9 )

Por supuesto que la relación de recursión (6—7) nuede ser 
aplicada a y tomando otra ligadura

e’’ y asi sucesivamente hasta considerar a la totalidad de las 

ligaduras. En la siguiente sección trasladaremos la relación 

(6-7) entre las funciones de partición de los tres grafos a la 

relación entre las constantes de acoplamiento efectivas de cada 

uno de ellos suponiendo que son grafos de dos terminales. -
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6 - 3 • Técnica de apertura - colapso» Aplicación al bloque 

"puente de Wheatstone"»-

Continuamos considerando el modelo de Potts de q - esta­

dos» Supongamos que G es un grafo en el que dos vértices per­

tenecientes al contorno del mismo han sido destacados como "ter­
minales"» Llamemos a estos dos vértices A y B» Los restantes 

vértices serán considerados "internos", v-[.-.

Cualquiera sea el grafo G es fácil ver que la función de 

partición, después de decimar los spines internos, tiene la ex­

presión

(6 - 10)

donde R y S como se verá en el ejemplo tratado al final de 

esta sección son funciones de las constantes de interacción de 

todas las ligaduras de E (G) » La expresión (6 >«10 ) puede ser 

reescrita como

de donde la constante de interacción efectiva resulta

( 6 -12a)

o bien, en términos de la cantidad definida en ( 6 - 8 ):
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Análogamente, para el grafo obtenido contrayendo una liga­
dura e , , se obtiene?

y para el grafo Ae- G, en el cual se ha abierto la misma ligadu

Sustituyendo ( 6-13) y (6-14) en la relación de recursión de // 

Fortuin - Kasteleyn y comparando la expresión resultante con 
(6 -10) se obtiene

La técnica de apertura - colapso consiste en la reducción 

iteractiva de un grafo- a subgrafos abiertos y contraídos y en la 

utilización de las relaciones ( 6-15 a y b) para el cálculo de 

la constante de acoplamiento efectiva.-

Si expresamos la transmisividad efectiva del grafo G y de 

los subgrafos abierto y contraído como ,

resnectivamente donde
A C. A C

N, N, N y D, D, D son funciones de
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las transmisividades de sus ligaduras y recordando la relación 
adelantada en el cap. 4:

( 6-17 ) 

A C' A C-donde t. = t, t , t y u. = uf u , u , resulta sencillo i e e * i e e
demostrar que:

( 6-18a)

( 6-18b)

Comparando ( 6-15 ) con ( 6 -18) se observa que, absorbiendo- 
c cla cte. 1/a en R y S , ambas expresiones tienen la misma e e

forma excepto que los factores asociados al grafo contraido han 

intercambiado sus posiciones con los factores asociados al gra­

fo abierto.-

A continuación aplicaremos este método al grafo de dos 

terminales Mtpuente de Wheatstone"’ mostrado- en fig. 6-lb cuya 

autodualidad fue mencionada en la seco. 6-1. Consideraremos 

el caso no homogéneo con transmisividades t^ ( i = I, • ••, 5). 

Los grafos abierto’ (A) y contraido-? (C) obtenidos eliminando ó 

contrayendo la ligadura 5 respectivamente son mostrados en fig< 

6-4a, b. Es fácil verificar que estos grafos son duales entre 

si» —
Utilizando las propiedades de la transmisividad en serie 

y en paralelo mencionadas en seco. 4-1 es fácil obtener la trans­

misividad del grafo1 A como la transmisividad en paralelo.

donde t-g, y

Ihvirtiendo- t se obtiene 
P
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La transmisividad del grafo C se obtiene como la trans- 
misividad en serie

donde y tp se obtienen invirtiendo

El resultado es

Por supuesto* el caso homogéneo se recupera para
t-=...=tc«t.En este caso* Levy y Tsallis (1981) han cal- 1 5
culado el exponente crítico (q) utilizando este método para 
b = 2 y b = 3 «x'De acuerdo a lo discutido en secc. 4-2, para 
q >4 el exponente V (q) tiene un significado puramente formal.
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Luego?, utilizando- ( 6-18a, b ) se obtiene



Utilizando las expresiones ( 6 - 20 ) Yeomans y Stinch- 
combe estudiaron el modelo de Potts diluido', según el método 
adelantado en seco* 3-5* Observar que la distribución de proba­
bilidades en términos de las transmisividades tiene la misma 
expresión que la de ec. (3-

Una última observación, importante para la sección
Q

6 - 5» Si se escribe t en forma factorizada como:

A
se observa que se obtiene t descartando^ los productos "cru­
zados”1 en el numerador y denominador de (6-21).-
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6 - 4 • Generaligaoión del resultado de Fortuin - Kasteleyn 

al modelo Z(4)».-

En esta sección nos proponemos realizar un tratamien­

to sobre la función de partición del modelo Z (4) análogo al 
realizado para el modelo de Potts con el objetivo de facili­

tar la decimación de bloques como los de dos terminales ana­

lizados en la sección anterior* -

Consideramos un grafo G y adoptamos la terminología 

de la sección 6-2. Para simplificar las expresiones denotamos 

al hamiltoniano de la siguiente manera (ver seco* 4-3): 

con: 

donde ha sido absorbido en las constantes de interacción

y

Repetimos el proceso de sección 6-2 en dos etapas. En

la primera de ellas dividimos la función de partición del mo 

délo respecto de una ligadura arbitraria 11 e" de la siguiente 

manera:

(6-22)

donde
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guraciones en

En la segunda etapa realizamos una separación de confi-

similar a la anterior:

donde

Debido a que + A implica que ^"v y están, en
el mismo estado es decir v y v* coinciden resulta:
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y

(6-2 3b)

( 6-2 4h

(6-2 4a)

y a su vez reescribimos H cornos

(6-2 4c)



(6-25a)

Considerando nuevamente el grafo en el que la liga­
dura e ha sido eliminada (o sea tomando sobre ella = 

= = 0) se tiena
i

(6-2 5b)

Pero ahora a diferencia del modelo' de Potts es necesa­

rio considerar un tercer grafo¡ & obtenido a partir de G 

abriendo "parcialmente"' la ligadura e , tomando* = 0 y 

contrayéndola parcialmente tomando .En otras pala­

bras, esta ligadura solo distingue' ó 9 con
cual

(6-25c)

(el factor 1/2 corresponde a la variable parcialmente elimina­

da )»-

Finalmente, reuniendo ( 6-22/25) resulta la expresión 

que generaliza la relación de recursión ( 6-17 )

dond”e hemos simplificado algo la notación. Más aun, utilizando 

las variables definidas en seco. 4—3 a las que transcribimos 

para mayor comodidad

(6-26a)

(6—26b)

resulta la expresión
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(6-27)

la cual es coherente con la relación (6-17) con q = 2 para 
los límites Ising del modelo Z(4)*

i ) = 0 =t> w =• I y en la variable restante

ii) —>4-00 =£> o y Z = Z en la variable restante

(hay un factor 1/2 que corresponde al doble recubrimiento)

\ r/iii) = O y en la variable restante

(aquí es necesario estudiar el modelo* como dos Ising desa­

coplados haciendo = O en ec. (4-15b))
s

y con q = 4 para la situación en que reproduce el modelo de 

Pottsr
-v C A

iv ) Kj = 2 Kg , £ tienen la interpretación

dada en ecs. (6-9)•-
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6 - 5 • Técnica de apertura - colapso para el modelo Z(4)

Observemos que la función de partición para cualquier 
grafo de dos terminales con el modelo Z(4) se puede expresar 
como t

(6-2)

Eos coeficientes Rc/(o< = 1,2,3) determinan las cons­

tantes de interacción de la ligadura simple equivalente entre 

las terminales A y B mediante las ecuaciones:

(6-29a)

(6-29b)

donde y han sido definidas en (6-26).-

Eligiendo una ligadura cualquiera se generan nuevos 

grafos áGt T>6 y ^>G siguiendo las prescripciones estableci­

das en la sección anterior» Las funciones de partición Z (¿G), 

y también tendrán la forma de la ec»(6-28) con coe-
A B 0 ficientes R^jR^ y R* respectivamente» Las constantes, de interac­

ción equivalente , K3 , K® , están relacionadas con los 

respectivos coeficientes mediante expresiones análogas a (6-29).

Reemplazando' en (6-26) y

por sus respectivas expresiones y reordenando términos se obtie- 

nens

Esta relación permite reemplazar el grafo original por 
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grafos relativamente más sencillos, y el proceso puede ser 
aplicado iterativamente cuantas veces se desee.-

La relación (6-30) puede ser transcripta en términos 
de las transmisividades dadas por las expresiones

(6-31)

donde X son funciones de las transmisividades de las liga­
duras de los grafos respectivos. La relación buscada es:

(6-32)

la cual comparada con ( 6-30) parece indicar nuevamente una 
inversión de los simplificados de los grafos abierto y contrai- ' 
do'. -

Pasamos seguidamente a analizar el puente de Wheats- 
tona ya considerado en la sección anterior. Los grafos abierto 
y contraído- pueden ser resueltos sencillamente en términos de 
las (i designa las ligaduras 1,..., 4) ó de sus duales 

utilizando las propiedades de arreglos en serie- y parale­
lo. No parece existir un algoritmo semejante para tratar el gra­
fo con la ligadura 5 abierta, contraída. Se ha determinado 
mediante la suma explícita sobre las configuraciones.

Los resultados obtenidos, en términos de las variables 
duales son los siguientes?

(6 - 33)
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(6 - 34)

(6 - 35) 

Nuevamente se verifica, ahora en términos de las

la eliminación de productos cruzados al pasar de (6-33) a (6-34) 

y de (6-34) a (6-35 )♦ Ignoramos si esta regla tiene carácter 
general, pero de ser así bastaría el cálculo del grafo abierto 

para obtener todos los demás. Observar también lo siguiente. 
Los grafos abierto y contraído son mutuamente duales e inter­

cambian sus roles cuando ±* El &ra^° acierto- 
contraído conserva la autodualidad por lo cual en térmi­
nos de las Ctr tiene la misma forma que X^ en función de 

las o

Finalmente, las relaciones de recursión para el siste­

ma homogéneo, en términos de las transmisividades resultan:

donde:

Como era de esperar> debido a las propiedades de dualidad del 
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modelo, estas relaciones de recursion generan exactamente to­
dos los puntos fijos del mismo descriptos en el Capítulo 4. A- 
demas es posible calcular, siguiendo la prescripción usual, el 

exponente crítico ^=t/yT en cada uno de los puntos fijos no 
triviales. El resultado es:

i) para los puntos fijos tipo Ising: 4 J 4 A (exacto: 1) 

ii) para el punto triple: O. A A 8 (exadto, conjeturado, 2/3)

Finalmente, puesto que la línea P^ - 1^ (ver Cap. 4 ) 

es reproducida exactamente por las relaciones de recursion *
(6 - 36), y puesto que dicha línea aparece como una línea de 

puntos críticos, se ha calculado la variación continua del ex­

ponente y_ a lo largo de la misma. Se ha encontrado una va- 

riación monótonamente creciente, similar a la graficada en la 

Fig. 8-5» entre el valor 0.871 (correspondiente a I^ ) y 

el valor 1.054 (correspondiente a P^)* Una ulterior discusión 

de estos resultados se dará en la secc. 8 - 3
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Fig. 6 - 1: Construcción del grafo de dos terminales; b = 2

Fig. 6-2: Construcción, del grafo de dos terminales; b = 3

Fig. 6 - 3: Grafos abierto (a) y contraído (b) correspondientes 
al grafo de fig. 6 - Ib. Estos grafos son mutuamente 
duales.
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CAPITULO- 7
TECNICA MIXTA GRUPO1 BE RENO RMALIZ ACION - CAMPO MEDIO

7 - 1 • Aproximación campo medio - Justificación de la técnica 
mixta

Una de las urimeras técnicas desarrolladas para evalu­

ar la suma múltiple que contiene la función de partición (ec. 

(1-6)) es la que se conoce como aproximación del canino medio» 

(CM) o también, por razones históricas, aproximación del campo 

molecular o teoría de Weiss-. La aproximación CM posee una gran 
sencillez matemática y a menudo brinda una información cualita­

tivamente correcta de las principales características de un mo­
delo dado. Básicamente la idea del CM es la de reemplazar el 

hamiltoniano del modelo considerado por el de un único spin in­
teractuando con un campo medio que representa el efecto de los 

restantes spines de la red. Una versión mejorada consiste en 

reemplazar el único spin por un bloque de spines, el cual se 

resuelve exactamente sumergido en un campo medio con el mismo 

significado de antes*-

La formulación de la aproximación CM se realiza de la 

siguiente manera. Sea íK* el hamiltoniano del modelo real y 

el hamiltoniano del modelo spin (o bloque de spines) - canino 

medio-. La función de partición puede ser llevada a la forma 

(ver secc.5-l)s

donde:
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Recordando la desigualdad de Peierls

se puede, a partir de ( 7-1 )> establecer una cota inferior a 
la función de partición de la siguiente manera:

>o = (7.3)

y por lo tanto una cota superior a la energía libre por spin 

como:

(7-4)

Consideremos modelos con simetría global Z (q) (ver 

secc# (4-1)) formulados en términos de variables de snin conple- 

jos pertenecientes al grupos Z(q). El hamiltoniano más sim- 
[21 

pie, esto es de un-spin, tiene la forma:

_ (*■) h7
donde \i>. es el campo medio.- A 

luego el primer término de puede ser evaluado

directamente de (7-2a) y (7-5)

donde

De (7-2b) y (7-5) se puede ver que,simplificando un po­

co la notación
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donde:

puesto que tratamos a todas las potencias como variables 
independientes» Calculando de este modo el segundo término de

fCM ’ ec.(7-4), es fácil ver que

Puesta que el campo magnético en 24. está acollado' a 

las variables de igual forma que , el valor medio

del spin por sitio ó parámetro de orden es:

(7-8)

Para finalizar esta breve revisión de la aproximación

CM señalemos que es más conveniente discutir el problema en 

términos del parámetro de orden y de su correspondiente poten* 

cial termodinámico proporcional a la energía libre de

Helmholtz' obtenida mediante la transformación de Legendre dada 

por ec» (1-12 Por supuesto: con campo externo nulo y // 
coinciden después de eliminar en esta última E>^ invirtiendo 

ec.(7-8)» Es decir 

Como se discutió en la seco.(1-3) para estudiar las

transiciones de fases es necesario determinar los mínimos de 

(7-9

Ahora bien, la técnica mixta grupo de renormalización 

(Migdal-Kadanoff)- campo medio (MK - CM) consiste en efectuar 
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un. tratamiento tipo grupo de renormalización a la función de 
partición previamente a la aproximación CM. El hecho que su­
giere una combinación de este tipo es que puesto que la apro­

ximación MK proporciona una cota superior de la energía libre. 

ec.(5-4) y la aproximación CM una cota inferior, ec.(7-4), es­
to esr

i

resulta natural suponer que tal combinación representaría una 

superación simultanea de ambas aproximaciones. Otra motivación 

para realizar esta fusión surge de que la aproximación MK como 

es obvio, es exacta para d-*4 mientras que por el contrario 

la aproximación CM es exacta para cL —>oo • Luego es de esperar 

que una técnica mixta conduzca a buenos resultados para dimen­

siones intermedias. -

La técnica MK - CM se realiza del siguiente modo.. Con- 

sideremos por simplicidad un modelo- con una sola constante de 
interacción K , además del campo magnético H. En el hamilto­

niano del modelo se incorpora un parámetro variacional V de 

tal modo que pueda ser identificado con el valor CM del paráme­

tro de orden# Después de "l"' pasos de transformación GR , rea­

lizados con aproximación MK se tendrá según ec.(2-26) la si­

guiente expresión de la energía libre:

donde se ha optado por trabajar con las constantes de interac­

ción en lugar de los campos V , y = K , E.
Sabemos que con un adecuado comportamiento- del segundo término 

de (7-10) (ver (2-27)) la energía libre resulta
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Debido^ a la forma altamente complicada de la función g es 
imposible sumar la serie (7-11) directamente. Lo que se puede 
hacer es estudiar la suma finita

(7-12)

para valores grandes de , comenzando $on = 0 y para 
diferentes valores de K . Por lo señalado en la secc.(l-3) pa- 0' x
ra detectar una transición de fase es necesario estudiar los 
mínimos de ó lo que es lo mismo, dé ^^,^1 = . Lue­
go en esta variante variacional se podría esperar un mínimo de 
(7-12) para m / O correspondiente a algún K > K » Baracoa c 
et al (1982 )\ han realizado^ este cálculo^ para retículos enorme­
mente grandes (hasta N - 2^^^ ) con condiciones de borde pe­

riódicas y encontraron que en cualquier úL el mínimo estaba 
siempre en m = O para diferentes K • Luego en esta forma di­
recta esta versión variacional de la técnica MK es ineficaz. -

La técnica mixta MK - CM es una forma bastante senci­
lla y razonable propuesta como solución de estos problemas» Es­
ta técnica consiste en efectuar 1 pasos de transformación MK 
en su versión variacional y evaluar la energía libre restante 
en la aproximación CM con la identificación adicional

(7-13)

LuegO) en esta técnica, la expresión (7-10) para la energía li­
bre debe ser reemplazada por

De esta forma el problema de truncar la serie (7-11) 
es eliminado ya que la aproximación CM representa el efecto de
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una red infinita#
Es importante destacar que si el parámetro v = m no 

se introdujera desde el principio del cálculo, el primer tér­
mino de (7-14) sería una constante (independiente de v) total 
mente irrelevante para el cálculo de mínimos# El resultado se 
ría el del CM usual con el único cambio de K por lo
cual daría una interpolación naive entre el valor crítico de 
K obtenido con CM y el obtenido con MK. Esta interpolación 
no tiene ningún valor porque, como veremos en la sección si­
guiente, ambos valores están por debajo de los valores exac­
tos o más precisos.

Por el contrario, veremos que la técnica MK - CM tal 
como ha sido formulada mejora simultáneamente a ambas aproxi. 
maciones cuando se aplican separadamente.-
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7 - 2 . Aplicación de la técnica MK - CM al modelo de Ising 
Vamos a analizar más detalladamente la técnica esboza­

da en la sección anterior en su aplicación al modelo de Ising 
ya que este es de lejos el modelo más conocido en cuanto a sus 
propiedades críticas se refiere para diversas dimensiones espa-j 
ciales.

El’ hamiltoniano del modelo de Ising con campo magnéti­
co es:

(7-15)

donde la cte. (Q ha sido absorbida en K y H y —“Li.- 
La función de partición '/normalizada es la usual

(7-16)

donde N es como siempre el número de sitios del retículo ori­
ginal . -

Para efectuar la versión variacional de la transforma­
ción MK introducimos el parámetro variacional v reescribien­
do el término de interacción en (7-15) en función de las fluc- 
tuaciones de alrededor de v de la siguiente forma

(7-17)

luego si (v[ £ 4 bb natural identificar a v con el parámetro 
de orden < > • Este parámetro; se incorporará en un modo no
trivial en las constantes de. interacción efectivas que resul­
tan de una transformación GR • Dentro de la aproximación MK 
adoptamos la variante Migdal tal como fué descripta en el caní- 
tulo 5> con b - 2. Supongamos que se han realizado n- pasos 
de transformación a raiz de lo cual se tiene:

(7-18a)
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donde

y efectuamos la transformación (n + 1)» La suma sobre los spi- 

nes desconectados genera un factor 'Similar a (5 - 15) donde 

H debe ser reemplazada por ( )/2 es decir:

La suma sobre los spines parcialmente desconectados 
se realiza según el procedimiento indicado en secc.(5-2) solo 

que ahora las expresiones son algo más complicadas. Las constan­

tes efectivas y el factor que se extrae fuera de la sumatoria

están dados por las expresiones:

(7-2Oa)

(7-2 Ob)

(7-20c)

donde

(7-20d)
*

Resumiendo los factores dados en (7-19) y (7-20c) y

según la definición (2-lIb) resulta
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(7-21)

Después de ”1"' pasos de transformación GR sólo que­

da por evaluar mediante la aproximación CM la función de 

partición dada por (7-18b) con n = i y en la for

ma original (7-15)* Siguiendo el procedimiento descripto en 

la sección anterior sólo es necesario introducir un campo me­
dio B._ • La función definida por (7-6b) valer

(7-22)

y reemplazada en (7-7) conduce a:

Por otra parte, teniendo en cuenta (7-8) y ( 7-22) se obtiene 

el parámetro de orden:

Imponiendo invariancia traslacional y rotacional y efectuando 

la identificación

se puede reescribir (7-23) como?

(7-24)
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Finalmente reemplazando (7-21) y (7-24) en (7-14) 
se determina totalmente la expresión de la energía libre en la 
aproximación MK - CM . La transición de fase se determina bus­
cando los puntos estacionarios de £(,^2 es decir im­
poniendo:

(7-25)

cuya solución es la ecuación de estado v - v ( K ) (ver Nota ). 
Por supuesto hace falta otra ecuación que puede provenir de la 
exigencia de que* dicha transición sea de segunda especie y por 
lo tanto 

ó más directamente efectuando un desarrollo de (7-25) hasta 
el primer orden no nulo de v» Por supuesto uno puede verifi­
car que la transición es efectivamente de segunda especie gra- 
ficando en función de v para distintos valo­
res de K

Los resultados obtenidos de los diversos análisis 
efectuados sobre esta técnica son exhibidos en las Tablas al 
final de este capítulo.-

En la tabla 7-1 se comparan los valores críticos de 
la constante de acoplamiento^ K que resultan del método MKCM 
con P = 1 , con los obtenidos previamente con CM, GR-Migdal 
y GR - Migdal - Kadanoff, y a su vez con los resultados exac­
tos o más confiables disponibles para d = 2, 3, 4» En pri­
mer lugar se observan los comportamientos conocidos de la'// 
aproximación CM: da mejores predicciones a medida que d cre­
ce, y de los métodos GR : solo da resultados aceptables para 
d = 2» En segundo lugar, se debe destacar que para 2^ d é 4 
el método MKCM con í = 1 no es una simule interpolación en-
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tre CM y GR (lo cual sí sería de no introducir el parame tro- 

variacional v desde el inicio, ver tabla 7-4) sino' que los 
supera a ambos» - ।

En la tabla 7 - 2 se comparan los resultados prove­
nientes del MKCM, 1 = T, con los que se obtienen con el mé­
todo de expansión alrededor del punto estacionario (EPE)( Riera, 

1983), cuyo: orden cero* es el CM»

Del análisis de las tablas 7-3 y 4 surgen ciertos indi­

cios de que la combinación de los métodos CM y GR no es del 

todo armónica» Por ejemplo en tabla 7-3 se exhiben los resulta­

dos obtenidos con MKCM pero con la transformación GR reali­

zada según la versión refinada de Kadanoff observándose que, si 

bién esta última es superior a la versión de Migdal (columnas 

3a» y 2a, de la tabla 7-1 respectivamente), la MKCM con Migdal- 

Kadanoff da peores resultados que la MKCM con Migdal» Por com- 

pletitud se han agregado los valores obtenidos con Migdal-Ka­
danoff con factor de reescaleo: 4 »

Por otra parte, en la tabla 7-4 se manifiesta el rápi­

do desmejoramiento de los resultados obtenidos con MKCM que- 

aparece al tomar JL > 1 • Este comportamiento, que relaciona­

mos con el señalado respecto a la tabla 7-3, puede ser explica­

do recordando que la transformación GR extrae de la función 

de partición cierta información referida al comportamiento crí­

tico dejando a dicha función, y por lo tanto a la energía libre 
” empobrecida” -

Con vistas a la aplicación del método MKCM al modelo^ 

Z(4) spin concluimos que la transformación GR según Migdal es 

la más favorable tratando de perturbar la energía libre lo mí­

nimo posible, es decir, limitándonos a £= i .

El comportamiento' de los resultados obtenidos con esta 

técnica ha* sido confirmado mediante su aplicación al modelo 

de Potts de q - estados (Baracoa et al, 1982)»'
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Para este modelo se encuentra que en d « 2 se obtiene una 
transición de fases de primera especie para q > 2 lo cual 
contradice el resultado exacto de Baxter (1973) comentado en 
el Capítulo 4* No obstante, los citados autores han vrificado 
que el salto en el parámetro de orden a través de la transi­
ción para q = 3 y 4 es menor calculado con MKCM que con la 
aproximación CM directa. La misma correcta tendencia se ob­
serva en el cálculo del calor latente (Baracoa et al, 1982).

Pasemos al análisis de los exponentes críticos. En lo 
sucesivo nos limitaremos al caso n = 1 , es decir, efectua­
mos un solo paso de renormalización. En este caso, la condi­
ción (7-25) para H genérico toma la expresión:

donde t^ (<x = 0, 1, 2,' 3) sonólas tangentes hiperbólicas de 
los argumentos respectivos de las ecs. (7-20d) y (7-21). La 
condición (7-25b), la cual determina el valor'‘de K pasa a c
ser:

(7-26b)
Calculamos en primer lugar la magnetización la cual, a 

diferencia de lo que sucede en la aproximación CM, ya no coin­
cide con el parámetro v • En efecto, por definición
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donde se ha impuesto en la segunda igualdad la condición (7-25 ).
En las proximidades del punto crítico, en el orden más bajo en 
v resulta: Qh = o)

A continuación, desarrollamos (7~26a) alrededor de v = 0 
obteniéndose, después de tomar H = 0,

MOQ v _ 1- = o
G

de donde, desarrollando a su vez alrededor de K = Kc

obteniéndose de este modo la amplitud crítica y el expo­
nente crítico (G = 1/2 que es el mismo que resulta de la 
aproximación CM. Esta coincidencia parece estar originada por 
la imposición en ambas teorías*(CM y MKCM) de la condición es­
tacionaria (por ej., ec. (7-25a))«

Un comportamiento análogo encontramos para la suscepti­
bilidad:

- 133 -

donde
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donde a su vez:

Siguiendo en líneas generales el mismo procedimiento an 
terior, en las proximidades del punto crítico ( T < ) desa­
rrollamos las derivadas:

primero en v alrededor de cero y luego en ¿ alrededor de • 
En el orden no nulo más bajo resulta

Similar tratamiento se da a la restante derivada, la
cual resulta:

Finalmente, reuniendo todas las expresiones se obtiene:

a partir de la cual resulta el exponente crítico 1 = 1 , nue­
vamente coincidente con el valor de la teoría CM<

El cálculo en la región T > T sigue los mismos pasos c
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excepto que cuando se hace H = 0 se debe tomar también v = 0. 
Esta única diferencia se traduce en la obtención de una ampli­
tud crítica C igual al doble de la anterior C* • Esta reía 
ción es por supuesto, la misma que aparece en la aproximación 
CM.

Como conclusión de este análisis de exponentes críticos 

según el cual dichos exponentes no se apartan de sus valores 

CM, el autor no abordará el cálculo de los mismos en la siguien 

te aplicación del método MKCM. Por otra parte, la intención 

primordial que motiva dicha aplicación es el mejoramiento, tan 

to cualitativo como cuantitativo de los diagramas de fases 
que resultan tanto de la aproximación CM como de la técnica 

MK. Para la discusión de los resultados obtenidos se remite 

al lector a las Conclusiones al final de esta Tesis.-
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7 - 3 • Aplicación de la técnica MKCM al modelo Z(4)

Resulta interesante aplicar la técnica desarrollada 

en las secciones precedentes al modelo Z(4) spin debido a cue 
este modelo, por poseer dos constantes de interacción y un pa­

rámetro de orden de dos componentes, presenta un diagrama de 

fases y un comportamiento crítico sumamente complejos-

Recordemos el hamiltoniano de este modelo en presencia 

de campos magnéticos tal como fue formulado en las ecs. (4-12a) 

y (4-18):

donde J^= (b , h^ (<x = 1, 2), = l,-l,+i,-i.

El retículo inicial A es hipercúbico d - dimensional con N 

sitios* Generalizando ligeramente lo realizado en la sección 

anterior, introducimos dos parámetros variacionales v y u 

(Riera, 1984 a), reduciendo el problema al estudio de las fluc­

tuaciones de alrededor de v y de alrededor de u*

Posteriormente en la etapa CM del cálculo dichos parámetros 

serán identificados con y < > respectivamente. Por

lo tanto, suponemos que v y w. son números reales y que

t |u.l & A • Entonces, reescribamos (7-27) de la siguiente
manera:

(7-28)
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Basándonos en la discusión realizada en la secc.ante­
rior» efectuaremos solamente un paso de renormalización y adop­
taremos la variante Migdal, con b= 2. Después de este paso.
la función de partición

(7-29 a)

resultará:

(7-29b)

donde

será evaluada en la aproximación CM . Finalmente tendremos 
para la energía libre, en lugar de (7-14)

donde g= -ln z^/N y las tres cantidades f, g y fnM de- JL üIYl
penden, en última instancia, de , v, u*-

La transformación GR en, la versión Migdal consta como' 
siempre en un proceso de corrimiento^ de ligaduras el cual se 
realiza como en fig» 5 seguido de la suma sobre todos los spi­
nes desconectados» La suma sobre los spines totalmente desco­
nectados da lugar a un factor que contribuye a Z^ :

donde

y
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Estudiemos a continuación la suma sobre los spines 
parcialmente desconectados» Observemos previamente que la pre­

sencia de los campos hn y ho destruye la simetría del mode-

lo y por lo tanto al renormalizar se generan nuevas interac­

ciones». Estas nuevas interacciones deberían incluirse al prin­

cipio del cálculo si interesara el estudio, del nunto fijo» del 

modelo, pero no es este el caso» Partiendo del hamiltoniano 

(7-28) se ve que al decimar un spin parcialmente desconectado, 

para reconstruir el hamiltoniano efectivo se deben tener en 

cuenta los siguientes estados entre los vecinos próximos

(a > *

1 -
2 _ 0,-9 , (-íj)

3 - C-b-4)
4 - 
5 -
6 - CAO ,
7 - (A -O> C~a - O

Luego’ la suma sobre estos spines contribuye con un 

factor

y genera el siguiente hamiltoniano: efectivo
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(7-34)

(7-33)

donde:



Remiendo (7-31) y ( 7-32), y usando la definición
de g se obtiene

La energía libre se obtiene según (7-30) sumando a 

(7-35) la cantidad que proviene de estimar en la aproximación

CM la función de partición (7-29c) con el hamiltoniano (7-33)
La aproximación CM se genera a partir del hamiltoniano:

donde B^, se supone real*  La función relativa a 1-snin, dada 

en eco (7-6b) resultar

Nada impide tomar BA - B¿

teniendo en cuenta (7-8) y efectuando

Luego la función energía libre resulta de realizar,

en el hamiltoniano las siguientes sustitucio­

nes:

con lo cual resulta, *
las usuales hipótesis de

invariancia traslacional y rotacional:

(7-37a)
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(7-37b)

Finalmente, invirtiendo las relaciones (7-37) se pue­
den eliminar del hamiltoniano los campos B. y B. y como re-

sultado» se obtiene la energía libre en términos del parámetro 
de orden (v, u)s

Todo el análisis del modelo se realiza sobre la ener­
gía libre obtenida reemplazando (7-35) y (7-38) en (7-30) y 
tomando K = h2 = 0

En primer lugar se estudia el caso d = 2. Tanto el 
diagrama obtenido con la aproximación CM como el obtenido con 
la técnica MKCM indican correctamente la existencia de las 
tres fases mencionadas en seco. 4-3: 
— fase I u = v = 0
- fase II v = 0 , u / 0
- fase III v / 0 , u / O

Estos dos diagramas se muestran en la fig. 7-1 junta­
mente con el diagrama teórico».del modelo Z(4) en d=2. Des­
de el punto de vista cuantitativo teniendo en cuenta los re­
sultados exactos, se deduce que los resultados del MKCM son 
sustancialmente'mejores que los del CM.-

Por completitud incluimos los diagramas obtenidos di­
rectamente con los métodos GR - Migdal y GR - MK , ambos con
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b » 2. Como era previsible a partir de los análisis efectuados 
para el modelo de Ising, MKCM mejora los resultados de GR— 
Migdal pero es inferior a la versión de Kadanoff (la cual es 

exacta para b—>1 en d = 2 para el modelo de Ising). -

En cuanto^ al carácter de las transiciones de fase, el 
MKCM reproduce algunos aspectos ya presentados por el CM:

- la t de f • I •• II es de tipo= Ising, es decir de segunda 

especie'. -
- la t de f • II - III es de Io especie cerca del punto tri­

ple y pasa a continua para valores de

- la t de f . I - III es de primer orden con los valores 
। 

medios (v , u ) —>(0 , 0) a medida c c
que tiende a cero. De esta forma 

el punto *3^= 0 coincide con un punto 

crítico' (transición continua). -

Para el punto crítico correspondiente al modelo de // 

Potts, obtenido haciendo =• 2 , MKCM da el valor Jtj=.2B6

contra el valor exacto =*275. Además, como se notó en la 

sección anterior la transición predicha por MKCM es de lera* 

especie en desacuerdo^ con el carácter continuo de la misma que 

ha sido rigurosamente establecido. Para este punto son válidas 

las comparaciones referentes al salto al parámetro de orden y 
al calor latente entre MKCM y CM realizados por Baracoa et 

al (op. cit) y mencionados en la sección precedente.-

Consideramos a continuación el caso d=3. La fig. 7-2 
muestra el diagrama de fases ‘del modelo Z(4) obtenido con la 

i 
técnica MKCM . Para establecer comparaciones se ha incluida 

en dicha figura el diagrama obtenido con GR-MK con b = 2.- 

Las técnicas CM y RG - M conducen a resultados sumamente po­

bres de modo que no serán tenidos en cuenta. Además hemos in­

dicado- tres puntos de referencia para analizar la calidad del 
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diagrama MKCM* Estos puntos son los puntos críticos de los 
modelos de Ising límites y el punto* 2 -

Cualitativamente el diagrama de fases MKCM presen­
ta aspectos idénticos a los del obtenido en d = 2 • Para el 
punto* de transición del modelo de Potts, MKCM especifica nue­
vamente un carácter discontinuo; pero en d=3 este es el com- 
po rtamiento co rrecto*-

Por los argumentos señalados en la primera sección 
de este capítulo la técnica MKCM debería ser* confiable en 
d = 3 y podría ser aplicada a otros modelos con parámetros 
de orden de varias componentes1 que tengan un comportamiento; 
interesante en esta dimensión*-
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Notas al Capítulo 7 

1 — Los mínimos de (7-9) se obtienen imponiendo la condición
de punto estacionario

(7-39)

cuya solución ngT - se denomina ecuación de estado o,

dof razones que veremos más abajo', de autoconsistencia. Mas aún, 

la ecuación (7-39) indica el verdadero significado de la apro­

ximación CM, el cual no es evidente en la derivación adoptada 

en el texto.
Consideremos para simplificar un modelo con un parámetro 

de orden de una sola componente. Sea además:

Luego, teniendo en cuenta (7-9) y (7-8), resulta:

es decir, B representa el "campo medio" que sobre el spin "j" 
J

ejercen sus vecinos "j + a " y "j &enerali2acion de

(7-40) a modelos con parámetros de orden multicomponentes y 

otros tipoe de interacciones es inmediata.

2 - Observando que (7-40) equivale a hacer <^o>= 2. < ^ > se

puede obtener la ec. de estado CM de una manera mucho más di­

recta aue la desarrollada en el texto. Para ello basta con
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o sea:



tomar

o bien, imponiendo invariancia traslacional y rotacional (3 =

= 2 d J m):

(7-41b)

Las expresiones (7-41) justifican el nombre de "hamil­

toniano de 1-spin" dado al de ec. (7-5). Nótese además que 

de donde resulta m - m (J), coincide con (7-39) y justifica la 

denominación de "ecuación de autoconsistencia".

Por otra parte la aproximación (7-41) sugiere la posi­

bilidad de mejorar los resultados tomando un hamiltoniano de 

n-spines en el cual se consideran exactamente las interaccio­

nes de "n" spines pertenecientes a un bloque el cual se con­

sidera sumergido en un "campo medio" que simula el efecto de 

los spines exteriores al mismo. Estas versiones mejoradas de 

la aproximación CM serán consideradas en el capítulo siguien- 

te. -
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Abreviaturas utilizadas en las tablas

CM : aproximación campo medio*

GR - M : transformación GR en la aproximación original de 
Migdal (Fig. 7 - 1) y factor de reescaleo b = 2. Los 
cálculos fueron realizados usando ec. (5 - 10).

GR-MK la transformación GR se aproxima según la versión 
de Kadanoff (Fig. 7 - 2). Nuevamente b = 2. Cálculos 
según (5 - 6), (5 -7b) y (5 - 8).

GR - MK^ : la misma aproximación anterior pero con b 1. 
Datos de Droz y MLaspinas (1980).

MkCM - M y MKCM - MK la primera etapa del método MKCM se 
realiza según la versión de Migdal o la modificada de 
Kadanoff respectivamente. Cálculos del autor •

EPE método de expansión alrededor del punto estacionario. 
El orden cero de esta expansión coincide con la aproxi 
mación ÓM. Hasta el orden ( d * ) incluido se tiene 

(Riera, 1983) :
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Tabla 7-1

d CM GR - M GR - MK MKCM - M exacto

2 .250 .3046 .4293 .3785 .4407
3 .167 .0653 .1162 .2397 .2217
4 .125 .0160 .343 .1611 .1499

Tabla 7-2

d MKCM - M EPE - d”3 EPE - d“4 exacto

2 .3785 .3490 .3802 . 4407
3 .2397 .2052 .2114 .2217
4 .1611 .1452 .1471 .1499

Tabla 7-3

d MKCM - M MKCM - MK GR - MIL

2 .3785 .3450 .4407

3 .2397 .2052 .1398

4 .1611 .1190 .o5ol

Tabla 7-4

1 MKCM - M

0 (CM) *.250
1 .3785
2 .3518
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Fig. 7 - 1 x Diagrama de fases del modelo Z( 4) spin en d = 2 
Obtenido con GR - MK (b-*l)aj----------- ; CM s--------- ; 
MKCM :----------- ? GR - M y GR - MK :------------ -

a s Ruján et al (1981)
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Fig« 7-2 Diagrama de fases del modelo Z(4) spin en d = 3» 
Resultado del MKCM :------ ----; resultado de GR - MK
(cálculo del autor) :_
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CAPITULO 8

REESCALEO ENTRE SISTEMAS FINITOS CON CAMPOS MEDIOS

8 - 1 . Descripción del método

En este capítulo se analiza una técnica basada en las 

ideas del reescaleo entre sistemas de tamaños finitos propues­

ta por Indekeu, Maritan y Stella (1982) y a la que en lo sub- ,1 
siguiente abreviaremos como IMS.-

Be igual forma que el conjunto de técnicas estudiadas 

en la secc.(3-4) la técnica IMS está basada en la comparación 

de dos sistemas de distintos tamaños pero a diferencia de di­

chas técnicas la magnitud física involucrada no es la energía 
libre ni la longitud de correlación sino que es el parámetro 

de orden (al que también ocasionalmente nos referiremos como 
magnetización por spin)o Para ambos sistemas comparados se 
computa la magnetización por spin en presencia de condiciones 

de borde que rompen la simetría del modelo. Estas condiciones 

de borde se establecen mediante un campo medio el cual a su 

vez, simula el efecto: de la red infinita» La imposición de la 

relación de reescaleo usual entre magnetizaciones conduce des­

pués de ser linealizada a la relación entre las ates. de in­

teracción de los dos sistemas la cual según la concepción de 
las técnicas de reescaleo; entre sistemas de tamaño finito es 

tomada como la relación de recursión# A partir de este punta 

se continua con el procedimiento usual de una transformación 

GR.-
Veamos más detalladamente esta técnica en su anlica- 

ción a un modelo de una sola constante de interacción K y 

un parámetro de orden de una sola componente como el modelo 

de Potts o el de Ising en particular»1. Sean N y N’ (N • < N) 

el número de spines de cada uno de los sistemas considerados.
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Los spines del borde del primero de dichos sistemas interac- 
tuan con spines exteriores fijados a un valor v mientras 
que los spines del borde del segundo lo hacen con spines fi­
jados al valor v1 • Se supone además que v y v* son núme­
ros reales© Si admitimos la presencia de un campo magnético 
h para el primer sistema y h1 para el segundo se dispondrá 
de la información necesaria para el cálculo de todos los expo- 
nentes críticos como se estudió en seco© (2-4).-

La función de partición, por ejeftiplo para el sistema 
de N spines se puede escribir como?

donde 0^ es la constante de normalización., I C ) es la 

interacción, cuya forma no nos interesa explicitar, entre ve­
cinos próximos y I ( O-; , v ) es la interacción entre un spin 
del borde del sistema y uno de los spines externos que^ actúan 
como el campo medio b • A partir de (8-1) se obtiene la ener­
gía libre por spin (K, h? v) y la magnetización por snin 

mN*

(8-2)

La identificación de m„ con v conduce a la aoroxima- N
ción campo medio analizada en el capítulo anterior donde el ha- 
miltoniano , como se ve en (8-1) contempla la interacci­
ón entre N suines. Como se señaló en las notas al canítulo 7 
la ecuación m^ (X, h» v>) =* v coincide con la ecuación de au— 

toconsistencia o ecuación de estado obtenida imponiendo la con­
dición (7-25).-

Analogamente a (8-1) se puede escribir la función de
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partición Z„, K’, h‘, v’ para el sistema de N* spines, a 
partir de la cual se puede calcular la energía libre por snin 

h’í v’) y la correspondiente magnetización por snin

m„,(K’, h* j v’). Nuevamente la identificación

es equivalente a una aproximación CM con* un hamiltoniano 
que contiene en este caso una interacción entre Nf spines.

Sin embargo*, optamos por generar úna transformación 
GR del tipo de reescaleo entre sistemas de tamaños finitos im­
poniendo

donde a es la dimensión del snin o de la magnetización

donde es el exponente crítico' de la función de correla­
ción definido en ec.(l-25). Por supuesto también se debe im­
poner

Consideremos ahora transiciones de fases de segunda 
especie. En estos casos en las proximidades deL punto crítico 
es válido desarrollar ambos miembros de (8-4) alrededor de v* 
y v iguales a cero. Es evidente que estos desarrollos tienen 
la fo rma

Por lo tanto en primer orden, reemplazo (8-6) en (8-4) y te 
niendo en cuenta (8-5) resulta la relación de recursión
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(8-7)

la cual es independiente del factor de reescaleo b» A partir 
de esta relación se determinan los puntos críticos, el exnonen- 
te y el flujo de trayectorias tal como se indicó en el //
capítulo 2.-

A1tentativamente puesto que v*(v) y hf(h) son varia­
bles independientes podemos fijar v = v* = 0 y desarrollar 
(8-4) alrededor de h* y h igual a cero obteniéndose en el 
orden más bajo

A partir de (8-8) se determina el exoonente y. definido^ por n

(8-9)

imponiendo la relación de hiperescaleo; (1-27 f) la cual es con- 
I

veniente re escribirla como>

A partir de y e yH se pueden calcular los exponentes críti­
cos según la prescripción dada en secc.(2-4)»-

En la sección siguiente se discutirán las ventajas y
desventajas de este método a travéá de su aplicación a modelos 
con una sola cte. de acoplamientos En la ultima sección se ex- 
tenderá esta técnica al modelo Z(4) el cual tiene un paráme­
tro* de orden de dos componentes.-
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8 — 2 • Algunas aplicaciones de este método. Discusión y 
comentarios.-

En primer lugar siguiendo el trabajo original aplica­
remos la técnica IMS al modelo de Ising. Consideramos el rees­
caleo entre sistemas formulados en cuadrados- de L y L* snines 
por lado> ,

N = L2 , N* = L’2 , L* < L

La posición de cada spin es indicada con un par de subíndices 
(i , j) según las dos direcciones de la red. -

Es conveniente expresar el hamiltoniano- del sistema 
mayor como*

donde

(8-12a)

(8-12b)

(8-12c)

Para el sistema menor resultan expresiones similares a (8-11)
y (8-12) con los reemplazos (K —> K* ,1 —> L’ , etc.) Las fun- 

N N1ciones de partición respectivas tendrán 2 y 2 términos, ca­
da término^ caracterizado» por la terna ( 21,, , Z_, ) ó (’Xly 
2-i , 21’3). Evidentemente habrá muchos términos que aparecen repe­
tidos, es decir con una cierta multiplicidad. Por supuesto las 
consideraciones de simetría reducen considerablemente el esfuer­
zo de cálculo. Sin embargo incluso' para I relativamente peque­
ños es imprescindible recurrir' a una computadora. Asi y todo- el
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tiempo que demanda un cálculo de este tipo obliga a efectuar 
una selección en las configuraciones más probables lo cual de 
hecho implica caer en una variedad de la técnica grupo de re­
normalización - Monte Cario. En d = 3 la forma del hamiltonia­
no es la misma de (8-11) solo que ahora es necesario*- tener en 
cuenta otra coordenada en las expresiones (8-12).-

Bamos a continuación las expresiones de la magnetiza­
ción para los valores más bajos, de 1 y L* esto es 2 y 1 res­
pectivamente.' En el primer caso tenemos F

y para el segundo

Las aproximaciones CM de 4-spines y de 1-snin obte­
nidas imponiendo- m = v y m* = v* dan como resultada, después 
de la linealrzación usual

Por el contrario), según la técnica IMS se obtiene 
lo cual representa una drástica aproximación hacia 

el valor exactoi respecto de los valores anteriores. Algo simi­
lar ocurre en d = 3 donde se obtiene
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En las tablas 8—1 y 8-2 se muestran los resultados 
obtenidos por IMS para el modelo de Ising en d = 2 y 3 y 
para distintos valores de L y I'.



En primer lugar tal como señalan estos autores los mejores re­
sultados se obtienen para L’ = L - 1 y I —> * Este com­
portamiento tal como acotamos en el capítulo 3 es característi­
ca de las técnicas basadas en el reescaleo’ entre tamaños fini­
tos. En d = 2 incluimos los resultados obtenidos por Nightin- 
gala (1976) los cuales son superiores a los provenientes del 
método; IMS. Pero tengamos presente que el trabajo^ de Nightin- 
gale 1) está basado en la solución1 exacta de Onsager, 2) no 
ofrece información sobre el reescaleo* del campo magnético es de­
cir sobre el exponente y^ , 3) no se conoce su performance en 
d = 3 donde el método IMS' , por incluir una aproximación CM, 
produce los resultados notablemente buenos acotados en la ta­
bla 8-1.-

La segunda aplicación que comentaremos la cual también 
aparece en el artículo original tiene como objetivo* analizar 
el comportamiento del método en función de la dimensión espa­
cial* Estudiaremos el modelo de Potts de q - estados en pre­
sencia de un campo magnético.-

Adoptamos los bloques mostrados en fig. 8-1 considera­
blemente más sencillos que los anteriores pero como es eviden­
te, para d > 1, son anisotrópicos. La anisotropía es inconve­
niente para obtener valores confiables de los exioonentes críti­
cos por lo cual se puede obtar por los bloques mostrados en figo 
8-lCo El hamiltoniano^ de partida está dado por la suma de las 
expresiones de (4 - 2) y (4 • )• Utilizando el hecho de que

= v para r = 1.., q-1, se puede expresar el hamilto­
niano del bloque de fig. 8-lc *como'
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y se obtiene la siguiente relación de recursión del reescaleo» 
entre los sistemas deriga(8-1a) y (8-1 c )

(8-15)

donde t es la transmisividad definida en ec.(4-10). En el 
punto fijo se tiene: 

esta es exactamente la misma expresión obtenida por IMS median­
te el reescaleo* entre los sistemas (8-lb) y (8-la). Este resul­
tado no debe sorprendernos puesto que el sistema de (8-lc) na 
presenta una cooperación entre los spines más intensa que la 
de fig. (8-lb). En la tabla 8-3 se comparan los resultados obte­
nidos mediante (8—16) con los resultados teóricos más confia­
bles disponibles (Wu, 1982). Se ve que los resultados son muy 
buenos pese a la pequenez de los sistemas considerados. Por // 
ejempla, y para completar el comentario iniciado anteriormente 
para d = 2 y 3, en d = 4 se obtiene para q = 2, K*m =2.2 5 
Kcm = .1291 y s #143a. e Además es interesante notar= s)
que para d = 2 y q=4 en la ec. (8 - 10) da el valor exacto 
de K .- c

En cambio^, los valores del exponente térmico) y^ son 
muy pobres comparados por ejemplo' con los obtenidos mediante 
■una técnica de reescaleo; entre sistemas finitos más convencio­
nales (Nightingale y Blote, 1980).-

Por otra parte se debe notar que la expresión (8-16) 
es exactamente la misma obtenida mediante la aproximación de 
Bethe -Ptóerls (ver, por ejemplo, Huang 1963). En esta aproxi­
mación considerando el bloque de fig. 8-lc, sumergido en igual 
forma que antes en un campo medio v, se logra una ecuación de 
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autoconsistencia para este parámetro imponiendo que el valor 
medio del spin en la posición central "O” sea igual al valor 

medio del spin en los sitios de la periferia del bloaue. Por 

supuesto, la aproximación de Bethe - Peierls (BP) no proporcio­

na una relación de recursión y por lo tanto no se puede conti­

nuar con el formalismo usual de la transformación GR. Por otra 

parte la expresión (8-16) resulta también, como se señaló ante­

riormente, de considerar el bloque (8-lb) con un cálculo muchí­
simo más sencillo lo cual representa otra .ventaja respecto a 

la aproximación B-P.-

Finalmente ha sido enfatizado por los autores del ar­
tículo original (IMS') que la constante de acoplamiento crítica 

dada por (8-16) tiene un comportamiento correcto en d—>1, es 

decir K —> • Además, para q = 2 y d —>c

lo cual concuerda hasta el segundo orden con la expansión en 

1/2 d (Pisher y Gaunt, 1964),

El aspecto: más interesante de la técnica IMS, esto es, 

la imposición de condiciones de borde que rompen la simetría 

del modelo, puede ser" aprovechada para describir sistemas di­

luidos o vidrios de spin, los cuales como se vió en secc. 3-5 
corresponden a modelos con distribuciones aleatorias de snin. 
Estos problemas han sido considerados por1 Droz, Maritan y 
Stella (1982) de la siguiente manera. Tomemos el modelo de I- 

sing y calculemos nuevamente la magnetización del bloque dp 

fig. 8-la en las mismas condiciones de antes. 

El resultado es
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donde K.. es- la constante de interacción entre el enin cen­ia
tral y el spin periférico "í"» El parámetro de orden para un
modelo con interacciones aleatorias es

(8-18)

donde para un sistema diluid©' se tiene la ya comentada distri­
bución de probabilidad:

Reemplazando (8-19) y (8—17) en (8-18) se obtiene

(8-20)

Considerando ahora el bloque de fig# (8-lb) 
para el valor media* termo dinámico^ del spin:

se obtiene

t

(8-21)

donde

y K es la cte. de interacción entre un spin central (± =1,2) 

y uno^ de sus spines periféricos. es la cte. de interacción 

entre los dos spines centrales. El parámetro de orden correspon- 
diente se obtiene mediante una expresión similar a (8-18h con 
el <^> de (8-21) y una distribución de probabilidad P (K ) u
con parámetros p y K. ’ El resultado* es

(8-22)

- 159 -

(8-19)



Gomo siempre en el tratamiento) GRER de un sistema 
con interacciones aleatorias se ha supuesto* una transformación 
de (K, p) en (Kf, p1)» Una de las dos relaciones de recursion 
necesarias proviene de imponer como en la técnica IMS usual el 
reescaleo- de la magnetización. Los autores arriba citados no 
dan una prescripción para obtener la restante relación. Be to- 
dos modos en el punto fijo, es natural suponer que p = p* y la 
única relación de recursion

(8-23)

nos da los posibles puntos fijos y por lo tanto? críticos del 
sistema.—

Para un sistema que presenta una fase de vidrio de 
spin el problema anterior desaparece ya que el parámetro* de 
orden necesario, para describir dicha fase tiene dos componen­
tes

(8-24)

siendo, la segunda componente el parámetro de orden de Edw.rds- 
Anderson. En este caso^ es necesario, considerar constantes de 
interacción aleatorias con la distribución de probabilidad vis­
ta en secc. 3-5

y además es necesario considerar en cada spin periférico en i
campo medio con los siguientes momentos

(8-26)
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Luego, el promedio sobre el desorden, simbolizado en (8-24) 
con la barra horizontal significa promediar sobre los 

según la distribución (8-25) y promediar respecto los v^ se­

gún los momentos (8-26).-

Puesto que el parámetro de orden tiene dos componen­

tes, dados por ec.(8-24) la prescripción dada en la primera 

sección debe ser levemente generalizada considerando las si­

guientes relaciones de reescaleo':

m^ = b~a m^

• , -2am2 = b m2 
(8-27)

donde las cantidades primadas se refieren como antes al siste­

ma de menor tamaño. Las relaciones de recursión buscadas se
obtienen desarrollando las cantidades m. (m| ) en v y v

(v* y v* ) hasta el orden no nulo más bajo, presuponiendo' 

transiciones de fase de segunda especie. A partir de las rela­

ciones de recursión se continua con el formalismo- usual de la 

transformación GR. Los resultados obtenidos y la relativa sim­

plicidad de los cálcyj.os son, según los autores, muy alentado­

res y se comparan ventajosamente con otros métodos de similar 

complejidad.-
Otra aplicación de la técnica IMS a modelos con pa­

rámetros de orden multicomponente fue realizada por Slotte 

(1983) al modelo de Ising antiferromagiético sobre una red 

triangular. En realidad en el ejemplo visto anteriormente tam­

bién se debe tener en cuenta la posibilidad de una fase anti-V 
ferromagnética por lo cual es necesario agregar otro componen- ’ 

te a (8-24).-
Como es bien sabido el antiferromagnetismo se descri­
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be mediante dos redes interpenetrantes para el caso hipe re ubi­
co cada una de las cuales posee un tipo de variables A o B • 
Para el caso de una red triangular existen tres tipos de redes 
interpenetrantes caracterizadas respectivamente por variables 
A, B y C. Considerando solo en acoplamiento entre vecinos pró­
ximos todo spin perteneciente a un tipo de red interactúa con 
spines de la/s restante/s red/es. Se supone además que al ten­
der el campo magnético a cero cada red tiende a magnetizarse 
en sentido opuesto para el caso de red hipercúbica, y dos re­
des en un mismo sentido y la tercera en el opuesto para una 
red triangular*- s

Esta descomposición en redes interpenetrantes debe ser1 
respetada en cada uno de los bloques que intervienen en el 
reescaleo* La misma estructura debe ser mantenida para los 
spines que rodean al bloque y externos a él fijándolos en va­
lores vA y v_ para la red hiperoúbica, y v., vn, v_ para la A 15 A 15 U
triangular. Alternativamente para este último caso Slotte 
(op.cit.)ha propuesto considerar en lugar de las magnetizacio­
nes de las tres sübredes un parámetro de orden cuyas componen­
tes son la magnetización media

m = 7 (m. + m„ + mp ) (8-28)J a n u

y las dos diferencias linealmente independientes entre dichas 
magnetizaciones

(8-28 )

Como de costumbre estas componentes sobre el manto ex­
terior de los bloques es fijada en Valores medios

Ti r 
v ( • y ( vA + v« + )), y CaJL . El procedimiento de aquí 

en más no difiere mayormente de los anteriormente considerados

- 162 -



El diagrama de fases en el plano' temperatura - campa 
magnético:, obtenido con la técnica IMS reescaleando siste­
mas de (6-15) spines se aproximan notablemente a primeros re­
sultados obtenidos con MC sobré todo fuera de la reglón de 
bajas temperaturas. -
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8 - 3 • Aplicación al modelo Z (4) spin

Consideramos a continuación el modelo Z (4) spin cu­
yo hamiltoniano está dado por la expresión (4-12a). Para ge­
nerar el parámetro de orden a partir de la función de parti­
ción se debe incluir como es usual el término de fuente (4-18) 
Se seguirá en lineas generales un trabajo previo del autor 
(Riera, 1984 b).- 

Los dos sistemas que son comparados son el bloque de 
un spin de fig» 8-la.y el bloque mostrado ^en fig» 8-2 el cual 
en d > 2 es anisotrópico pero en menor grado que el utiliza­
do por IMS (fig» 8-2).-

Como se vio en la sección 4-3, para describir todas 
las fases de este modelo, se debe considerar un parámetro de 
orden de dos componentes ( m^ , m^ ) donde m ~ > y

> o Los correspondientes parámetros de los 
spines que rodean al único spin se fijan en los valores v^ y 

v^ • Análogamente, cada uno de los cuatro spines del bloque más 
grande interactúa con 2 (4 ) spines exteriores al mismo para 

oC = 2(3), los cuales se fijan a otros valores medios v^ y 

v2*“
A continuación se calculan los parámetros de orden pa­

ra ambos sistemas» En el sistema más pequeño las constantes de 
interacción tienen los valores KJ , y las dos componentes

del campo magnético H1 y Todas estas cantidades contienen

el factor j • El tratamiento de este sistema no posee nin­
guna dificultad y se obtienen las siguientes componentes 4el 
parámetro de orden (manteniendo h¿ y h^ distintos de cero»)

(8-29a)
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(8-29b)

donde

(8-29o)

El sistema más grande tiene sobre cada ligadura cons­
tantes de interacción y y sobre cada sitio campos magné­

ticos y • El cálculo de la función de partición es con­

siderablemente más tedioso que antes ya que se tiene que sumar 
4 sobre 4 = 256 configuraciones. Por supuesto debido a consi­

deraciones de simetría el número de configuraciones con distin­
to factor de Boltzmann se reduce a 32. Las expresiones resul­
tantes de las magnetizaciones Y m2 son demasiado- complica­

das para transcribirlas en este trabajo.-
Las relaciones de re escapeo*’ entre m^ y m£ y entre m^ y 

m^ son las adelantadas en ecs.(8-27) con b = 2, es decir

(8-30b)

Las relaciones (8-30a y b) se imponen también entre v^ 

y v£ , y entre v^ y v^ respectivamente. Luego, desarrollando 

los parámetros de orden hasta el primer orden en las ctes.^v^»

(8-31a)

(8-31b)
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las cuales calculadas en H ■ H’ » O' ( i » 1, 2) conducen a 

las relaciones de recursión:

(8-32a)

donde

= e G e, U e. e * ]
7 (8-32c)

y la constante toma los valores 2 en d = 2 y 8/3 en 
d=3* Como se ha señalado anteriormente la identificación direc­
ta del parámetro de orden ( m^ , m¿ ) con los valores ( v^ ,v^) 

conduce a la aproximación CM • Análogamente la identificación 
( m^, m2) con ( v^, v^) conduce a una aproximación CM mejora­

da en la que se tienen en cuenta las fluctuaciones dentro de 
los bloques de la fig. 8-2.-

Es conveniente estudiar las relaciones de recursión 
(8-32) en términos de las variables transmisividades duales 
definidas en ec.(4-14) y (6-26Por lo vistor en el cape 4 las 
propiedades de dualidad del modelo Z(4) son más transparentes 
en el espacio ( ;

En este espacio'», y considerando solo la región 
la transformación que se esté analizando presenta los siete 
puntos fijos mencionados en la secc. 4-3« El dibujo de trayeo- 
torias generado por las relaciones (8-32) reproduce las carac- * 
terísticas de estabilidad correctas de dichos puntos fijos y 
por lo tanto muestra la presencia de las tres fases del modelo 
Z(4) las cuales ya han sido previamente consideradas (ver fig. 
8-3 y 8-4). En d= 2, se puede verificar numéricamente que las 
propiedades de dualidad de este modelo- no son reflejadas median­

- 166 -

(8-32b)



te la técnica que hemos empleado# La estimación de los puntos 
críticos mediante la técnica IMS es mucho mejor que las pro­
venientes de otros métodos de similar complejidad, por ejemplo 
la técnica GRER usada por Khops (1975) en d= 2 ó la aproxima­
ción de Migdal - Kadanoff con b - 2. En particular, en el ca­
so bidimensional, el punto triple, como fué anticipado al tra­
tar el modelo de Potts, toma el valor exacto. En d = 3, a pe­
sar de la anisotropía y la pequeñez’ del bloque los puntos crí­
ticos tipo Ising y triple' difieren de los /valores aceptados en 
no más del 5 % (ver tabla 8-4)> Esta mejora en la determinación 
de Jos puntos críticos con la dimensión es, como era de esperar 
debido a la hipótesis CM subyacente en la técnica IMS.-

Pasamos al cálculo de los exponentes críticos* Para ello 
se determinan los autovalores de la matriz Cc^a) Q X * ) 
(= obtenida mediante linealización de la transformación 
(8-32). Luego se determina el exponente térmico yT a partir 
del mayor autovalor tal como se prescribió' en secc. 2-4.-

En dos dimensiones, para los puntos fijos tipo* Ising, 
resulta el valor = 0.693 el cual conduce a 
negativo lo cual es caulitativamente incorrecto. Lo mismo ocu­
rre para el punto triple, donde se halla = 0.836 . El au- 
tovector correspondiente al mayor autovalor posee como es espe­
rado* la dirección según la línea de Potts (

Para calcular el exponento magnético yu basta con de- 
sarrollar, por ejemplo, (8-30a) alrededor de y iguales 

a cero? y haciendo? v_ = v* = v? = v? = 0, calcular la expresión 

resultante en el punto triple ó en los nuntos críticos tipoi 
Ising 0. u Og • Esta operación es sencilla porqué las varia­

bles v.., v’ y las variables h., h! aparecen siempre jun- 1 1 Ja
tas en cierto tipo? de expresiones. Es fácil convencerse que en

- 167 -



todos los casos 

donde se ha usado la relación de hiperescaleo C Xn = a + d)
Luego = 1.5

Una forma alternativa de obtener el diagrama de fases 
es (Rujan et al, 1981) graficando- la función

donde ( i = 1, 2)

La función B es una medida de la proximidad de un 
punto fijo y es interesante notar que la línea P — 0^ se com­

porta como una linea de puntos fijos. Esto sugiere la posibili­
dad de calcular los exponentes e yu continuamente a lo 
largo de esta línea* Los resultados exhibidos en la fig. 8-5 
son presumiblemente incorrectos .ya que los modelos que cortan 
la línea P - 0^ como se deduce de lo indicado' en seccs. 4-1

y 4-3 pertenecen a la misma clase de universalidad. Este compor­
tamiento universal es reproducido correctamente mediante la téc­
nica Migdal - Kadanoff infinitesimal, es decir en el limite b->A 
('Creutz’ y Roberts-, 1982) incluso en la región K, < O.-

E1 cálculo de los exponentes críticos en d = 3 no ha si­
do realizado debido a la anisotropía del sistema de mayor tama­
ño'. Los cálculos para un cubo o sistemas de mayor tamaño' que son 
en genera! bastante tediosos, -para las variables Z(4) se tor*- 
nan prácticamente prohibitivos. Quizas estas dificultades pue­
dan ser solucionadas con la ayuda de técnicas Monte Cario come 
ha sido sugerido por IMS.'-
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Tabla 8-1 : Resultados para el modelo de Ising en d = 2

L L’
K C

técnica IMS 
yT yH

Nightingale (1975 )
K c yT

2 1 .361 .69 1.50 — —
3 2 .381 .78 1.57 .42 2 4 1.079
4 3 .393 .82 1.60 .4309 1.059
5 4 .401 .84 1.62 .4360 1.037
exactos .4407 1.000 1.875

Resultados para el modelo de Ising en d = 3Tabla 8-2

X L’
técnica

K c

IMS

yT yH
2 1 .207 .82 .2.00
3 2 .212 .95 2.08

.2217a 1..587b 2.485

a ; Barber et al (1983)
b Le Guillou y Zinn Justin (1980)

Tabla 8 — 3 : Constante de acoplamiento crítica para el modelo
de Potts.Resultados obtenidos de ¡La ec.(8 - 16).

d7
q = 2 3 4

2 (
.3466
. 4407 ) •(

.3054

.3350 )
.27465

( .2 7 47 )

3
(

.2027
♦ 2217 ) (

.1865

.1841
.1733

( .1604 )

4
(

.1438

.1497 ) (
.1352
.1291 )

.1277
( ..'1191 )

Nota: Los valores entre paréntesis son promedios no pesados de 
diversas estimaciones extraídas de Wu (1983).
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Tabla 8 - 4a : Estimaciones numéricas de la coordenada w 
de los puntos P y 0_ en d = 2.

este _Knops Migdal - exactos
trabajo Kadano ff ।

p 1/5 .207 .344 1/3

°2 .486 .315 .42 4 2-1

Tabla 8 - 4b : Estimaciones (2 ) numéricas de la coordenada w

de los puntos P y 0„ en d = 2.

este Migdal - otros
trabajo Kadanoff métodos

p .502 .718 .523a

°2 .664 .793 .6 482b

a Kim y Joseph (1975)

b : Sykes, Gaunt, Roberts y Wyles (1972)
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Fig. 8-1 Bloques de 1, 2 y 5 spines "vivos” (indicados con
círculos vacíos) empleados en las relaciones de re­
escaleo •

Fig. 8-2 Bloque empleado en el estudio del modelo Z(4)*
Es evidente su anisotropía para d > 2. Tanto >en 
esta figura como en la anterior los spines fija­
dos a sus valores medios se indican con círculos 
llenos.
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Fig. 8-4

Fig. 8-3
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Fig. 8 - 5 : Exponente3 térmico y^ (línea llena) y mag­
nético y„ (línea de trazos) vs. J_ a lo n ¿
largo de la curva P - 0 .
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CONCLUSIONES

A pesar de ciertas dificultades formales que afectan en 

general a la teoría del grupo de renormalización en el espacio 

real, señaladas en el Capítulo 2 (Nota 1), es válida la inten­

ción de analizar la calidad de los resultados que arrojan di­

chas técnicas cuando se las aplica a modelos concretos* También 

es válido el esfuerzo de construir nuevas técnicas oue conduz­
can a mejores determinaciones de cantidades universales y no 
universales de la variedad más amplia posible de modelos de 
spin*

El autor cree que esta Tesis contribuye a dichos objeti­

vos. En primer lugar, los estudios realizados en el Capítulo 6 

indican la posibilidad de emplear la técnica de apertura-colap­

so para la decimación de grafos autoduales para modelos con va­

rias constantes de inte acción. En particular es importante a- 

plicar dicha técnica a modelos con interesantes propiedades de 

dualidad como los modelos de spin Z(q). Para q 5 esta técni­

ca deberá ser complementada con un modelo con vacancias (Nien- 

huis et al, 1979) para poder describir transiciones de fases 

de primera especie. Existe también la posibilidad de considerar 

a tales modelos diluidos (Alcaraz y Tsallis, 1982). Por otra 

parte, los grafos de dos terminales pueden ser empleados para 

generar redes jerárquicas (Burkhardt, 1982) sobre las cuales 

algunas técnicas del GRER conducen a resultados exactos.

Cálculos más concretos e inmediatos se pueden llevar a 

cabo con la técnica MK - CM analizada en el Capítulo 7- Como 

conclusión de dicho capítulo y, en particular, de la aplicación 
i 

al modelo Z(4)» señalamos que la técnica MK - CM conduce a me­

joras de los diagramas de fases obtenidos por las dos técnicas 

que se combinan, la basada en la aproximación campo medio y la 

basada en el esquema de Migdal-Kadanoff, cuando se las aplica 
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por separado. Respecto de la aproximación CM las mejoras son 

tanto de índole cualitativa - poroue indica que algunas tran­

siciones detectadas como de primera especie son en realidad 
continuas - como cuantitativas porque conduce a estimaciones 
más precisas de los puntos críticos y de las líneas de tran­
sición. Respecto de la técnica MK las mejoras son cuantitati­

vas las cuales son aun más importantes en tres dimensiones. 

Desde el punto cualitativo el estudio del modelo Z(4) no es 

apropiado por cuanto este modelo presenta sólo transiciones 

continuas , de modo que seria conveniente 'un estudio del mo­

delo Z( 5) donde la técnica I/FK falla en reflejar el carácter 

discontinuo de algunas de sus líneas de transición de fases. 

Desde el punto de vista operacional, puesto que sólo se efec­

túan unas pocas transformaciones GR y no es necesario buscar 

los puntos fijos, la técnica MK - CM puede ser también venta­

josamente aplicada a modelos en los cuales la aproximación de 

Migdal-Kadanoff conduce a una proliferación de nuevas interac­

ciones. Entre estos modelos se encuentra el de Blume-Capel so­

bre el cual no existen aun resultados exactos.

El método descripto y aplicado en el capítulo 8 es en 

opinión del autor el de mejores perspectivas dentro de los 

analizados en esta Tesis. En primer lugar porque se inscribe 

en el marco de las técnicas de reescaleo entre sistemas de 

tamaño finito las cuales reciben creciente atención por par- 

de los investigadores en este campo. Como se ha señalado en 
la sección 3-4, las principales ventajas de este conjunto 

de técnicas son i) el evitar la proliferación de interaccio­

nes, ii) el permitir la evaluación de los errores cometidos 

debido a. la finitud del sistema considerado.
En particular, la técnica de reescaleo entre sistemas 

de tamaño finito con condiciones de borde que rompen la sime­

tría del modelo, como se puede concluir de su aplicación al
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modelo de spin Z(4)> conduce a diagramas de fases cuantitati­
vamente mejores que los producidos por otras técnicas de simi­
lar dificultad de cálculo mencionadas en la sección 8-3. Co­
mo se ha señalado en la aplicación al modelo de Potts, también 
los exponentes críticos son mejorados por esta técnica. Por 

otra parte el considerar retículos de mayor tamaño no ofrece 

dificultades teóricas y desde el punto de vista numérico sólo 

existen limitaciones provenientes de la capacidad de memoria 

de la computadora. Al igual que la técnica MK - CM, debido al 

carácter de campo medio que poseen las condiciones de contor­

no , los resultados son óptimos en dimensiones intermedias, por 

e j emplo, d = 3 •
Entre las perspectivas de esta técnica queremos señalar 

en primer lugar la posibilidad de estudiar el efecto de diver 

sas condiciones de borde o de introducir condiciones adecuadas f 

para el estudio de interfases o paredes de dominio. Su princi­

pal limitación hasta el presente , esto es la dificultad inhe­

rente, tal cual ha sido formulada, de describir transiciones 

de fases de primera especie (dificultad que poseen todas las 

técnicas de reescaleo entre sistemas de tamaño finito) oodría 

ser superada considerando el reescaleo de otra magnitud ter­

modinámica. -
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