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INTRODUCCION

Una deformación en la dirección longitudinal de una

probeta es acompañada por una deformación de signo 

la dirección perpendicular• La razón entre las dos
opuesto <£ en 

deformaciones

es el llamado módulo o razón de Poisson.

Esta cantidad es característica de los materiales elásticos i- 

sotropos y esta relacionada en forma sencilla con los módulos clá

sicos de corte G, de Young E y volumétrico K. Por esta razón, qui

zas, ha sido tomada como de interés secundario en la investigación 

y estudio de los materiales, a pesar de su importancia tecnológica. 

Por otro lado, ha resultado una magnitud de difícil medición direc

ta y aprehensión teórica. Generalmente aparece en todos los traba

jos como un resultado residual del que difícilmente pueda sacarse 

información microscópica acerca de mecanismos anelásticos o propie

dades elásticas y anisotropía del material. Tan es así que se ha 

optado por adjudicar las diferencias entre valores de distintos in

vestigadores a las propias, y por lo demás ciertas, dificultades 

experimentales . Además se comete frecuentemente el error de consi

derarlo un módulo más, conjuntamente con los clasicos E, G y K, 

sin tener en cuenta sus características particulares. Habitualmente 

el módulo de Poisson es considerado una magnitud obscura, de difí

cil evaluación experimental y cuyas variaciones y anomalías no re

sultan fácilmente explicables en términos de la teoría de la elas

ticidad lineal.

Pocos trabajos de revisión han sido dedicados a este problema. 

El último C1D » según nuestro conocimiento, efectúa una revisión ge

neral de resultados pero deja intacto, a nuestro juicio, el proble

ma de la alta dispersión de resultados y baja densidad de informa

ción obtenida de los mismos.

Nuestro trabajo contribuye a la clarificación de estos aspectos. 

En el Capítulo I se analizan las cosecuencias teóricas de la aniso

tropía sobre el comportamiento del modulo de Poisson. En primer lu

gar se hace un estudio sobre los métodos de promedio en poücrista— 

les, efectuándose aportes originales sobre estos métodos y sus fun- 

camentos básicos.



En el Capitulo II se hace una extensión de los fenómenos ane

lásticos al módulo de Poisson, basándose en el concepto de tensio

nes y deformaciones simetrizadas [Apéndice B).

En el Capitulo III se efectúa una revisión sobre métodos de me

dición de constantes elásticas y del módulo de Poisson en particu

lar. Se describe el método y equipamiento utilizado conjuntamente 

con una justificación de la elección del mismo y una discusión de 

los errores cometidos.

El Capítulo IV muestra los aspectos experimentales del trabajo 

desarrollados en zircaloy-4. Los resultados obtenidos son explica

dos en términos de la teoría desarrollada en el Capítulo I y4 de la 

teoría de propagación de ondas en materiales hexagonales.

El Capítulo V muestra una aplicación al problema de transfor

maciones orden-desorden en acero AISI-1O0O. Al respecto se propone 

un modelo original que describe el fenómeno en términos de la teo

ría de Landau de transfórenseiones de fase de segundo orden.

Las conclusiones particulares se hallan al final de cada capí

tulo en tanto que las conclusiones generales, proyectos y trabajo 

futuro se encuentran en el Capítulo VI.

El uso de zircaloy-4 y acero AISI-1080 como materiales de tra

bajo tiene una justificación tecnológica mas que teórica. Las medi

ciones en zircaloy-4 se efectuaron directamente sobre vainas de e- 

lementos combustibles de reactores nucleares en un trabajo conjun

to con la Comisión Nacional de Energía Atómica.

Los trabajos sobre acero se efectuaron a pedido de la empresa 

siderúrgica Acindar S .A. sobre un material de su fabricación y de 

uso frecuente en aplicaciones industriales.

Los aspectos teóricos quedarían, quizás, mas claros trabajando 

en un material más limpio, con fenómenos elásticos y anelasticos 

más estudiados . De todos modos el desafío de entender materiales 

más complejos y de uso habitual en tecnología fue afrontado con 

éxito y eso abre el camino para estudios mas restringidos y puntua

les .

1. Koster, W. and Franz, H., ketellurgical Reviews, Vol. 6, 

21 [1S61j 1.



CAPITULO I TEORIA ELASTICA DEL

K'OOULO DE FDISSCN

El modulo de Poisson es una cantidad característica de mate

riales elásticos isótropos definida por la relación 1.1. Está 

relacionada con los módulos clásicos de corte G, de Young E y 

volumétrico K por

0 - E _ 1 1 • 1

2 G

- 3 K ~ E 1 • 2 

6 K

1-------------------------------------). 3 K ~ 5 G------- 1 . 3

2 (3 K + G]

De 1 . 2 y 1 . 3 puede verse que -1 1/2 pero en materiales

isótropos, aceptando que no puede haber dilatación transversal 

para una elongación longitudinal, es siempre 0

Esto no ocurre en materiales anisótropos donde el módulo de 

Poisson pasa a ser una magnitud dependiente de la orientación en 

el cristal • Definimos

1 . 4

como el módulo de Poisson que mide la contracción en la dirección

1 para una tensión aplicada en la dirección k. (No debe sumarse 

sobre los índices repetidos].

Para un sistema de ejes cualesquiera

1 . 5

1 . 6



donde las deformaciones y coeficientes primados se obtienen con 

las leyes clásicas de transformación tensorial [Apéndice B).

Cuando se intenta calcular tanto este módulo como los de 

corte y de Young para un agregado policristalino suelen utili

zarse varios métodos. Algunos de ellos parten del supuesto de 

encontrarse con un material en el que la distribución de los gra

nos dentro del policristal es tan azarosa como para producir una 

muestra isótropa. Dos de los mas conocidos son los modelos de 

promedio de Voigt [1] y de Reuss [2j. El primero supone igual 

deformación en todos los granos en tanto que el segundo conside

ra que la tensión aplicada en cada uno es la misma. Hill [3] de

muestra que estos dos promedios constituyen los límites superior 

e inferior para un policristal y sugiere el uso de algún valor 

medio como el promedio aritmético o geométrico entre ambos. En 

el estudio de estos promedios, y otros del mismo tipo, para el 

caso del módulo de Poisson se centra el trabajo del punto 1.1.. 

Se efectúa una generalización de los odelos de Voigt y de Reuss 

basada en primeros principios y postulados más rigurosos.

Otros modelos más realistas internan tener en cuenta las a- 

nisotropías reales de los policristales y obtener información 

sobre su textura. Los promedios se calculan teniendo en cuenta 

los "pesos” de las distintas orientaciones, información que se 

saca a partir de las figuras de densidad de polos obtenidas por 

difracción de rayos X. Una discusión de este tipo de promedios 

y sugerencias sobre su uso se incluyen en el punto 1.2,.También 

se incluyen cálculos de en función de la dirección para di

versos materiales cúbicos y para Zry—d que muestran la alta ani— 

sotropía elástica de este módulo . [4,bj.



1.1. PROMEDIO EN POLICRISTALES ISOTROPOS

Una descripción,alternativa a la de matrices 6x6 desa

rrollada en el Apéndice B, es obtenida reduciendo los tensores 

de cuarto orden de las constantes elásticas a una matriz 9x9 con 

las siguientes correspondencias entre subíndices [6]

ij ó kl 11 22 33 23 31 12 32 13 21

1 . 7 
hóg 1 2 3 45 6789

Lie este modo la ecuación B . 2 queda reducida a

1 . 8

Esta matriz 9x9 de las constantes elásticas sufre una trans

formación ortogonal cuando el sistema de coordenadas de

referencia es rotado un ángulo arbitrario, Para hacer consisten-

te todo el tratamiento debe definirse la matriz unidad como

1 . 9

I
con la cual resulta {c} a {s} y { £ } = <5 }

y y
La cuestión principal es saber si conviene promediar sobre

las constantes elásticas C. , o sobre los coeficientes elasti— 
X J K X

eos £1 primero es apropiado para policristales donde los

granos tienen todos el mismo estado de deformaciones como mues

tra la Figura 1,1 • • Este promedio, debido a Voigt C1928j t hace 

uso de la invariancia de la traza de la matriz 9x9 de las cons

tantes elásticas c, 
hg

I s c. .. . = constante 
1 1J1J

1 .10



El segundo invariante proviene de la invariancia de la ener
gía de deformación. Para el caso especial de una expansión homo-
génea A 

11 22 33 ii
deducirse

<5. . = □ para 
1J

Luego puedey

I.= c.. . .= constante
1 J J 1 .11

isotrópico la correspondiente matriz 3x9 esPara un sólido

donde X y son los coeficientes de Lame. De esta matriz se 

deduce

I* = 3 ( X ♦ 4Á< 3 1 .13
1 7

I ., = 3 [ 3 X ♦ 2^ ] 1 .14

Igualando de a pares se llega a las expresiones

A= 1/30 C 3 c - c ] = 1/30 C3 it-I^ 1 .14 
X J X J X X J J

X= 1/15 c 2 c - cí ¡i = l^5 [2 IrI1J 1 ’15

que representan los valores promedio para las constantes elásti

cas del policristal en Función de las constantes elásticas de un 

cristal simple.

El segundo promedio debido a ñeuss [19293 es apropiado cuan

do todos los granos están sometidos a la misma tensión como mu

estra la Figura 1.2. .be hace uso de la invariancia de la traza



de la matriz 9x9 ¿s} obtenida 

riancia de la energía bajo una 

resulta

a partir de 1.9. y de la inva- 

presión hidrostática. La primera

s . .. . 
1 J1 J constante 1 .16J*

1 =

y la segunda

teniendo en cuenta que para una presión hidrostática =
11 22

^33= y ; = 0 Para i¿ j

Por el mismo procedimiento puede calcularse el valor de los 

invariantes para un sólido isótropo.

J* = 3 C 3 1.13

= 3/[2 /*.♦ 3 X j 1 .19

Igualando de a pares se obtiene

1 .20

1 .21

Podemos aún efectuar una comparación entre ambos tipos de 

promedio. Notemos con ¿c} el promedio isótropo de ¿cj y con 
¿ ¿ cj la medida de la anisotropia de <c}. Tenemos entonces

1 .22

La inversa de esta ecuación es

Desarrollando en potencias de c] llegamos a

1 .23

1 .17= s. . . .= constante
1 11J J



que combinado con la ecuación 1,23 nos da

1 .25

Promediando 1 .25 sobre todas las orientaciones y recordando que
<j c}=0 y <c> 1 son invariantes ante rotaciones, se halla

1. 1. 1. INVARIANTES TENSORIALES Y PROMEDIO DE CONSTANTES 

ELASTICAS

En los modelos de Voigt y de Reuss la invariancia 

de la traza de la matriz 9x9 es usada para obtener dos de las 

ecuaciones. Las otras dos ecuaciones son obtenidas a partir de 

consideraciones acerca de la invariancia de la energía de defor

mación. En nuestra opinión la invariancia ante rotaciones orto

gonales de los promedios de constantes elásticas y coeficientes

= (c)”1 ♦ Cc^^íJc} Ce}-1)2 1.26

El segundo termino del segundo miembro es de segundo orden en la 

anisotropía• Luego

<s}= {c}-1 - £c}-1 1.27

en el primer orden de anisotropía.

Hill [3j ha mostrado que estos promedios proveen límites su

periores e inferiores para el módulo de corte /U.=G y para el 

modulo volumétrico K• Su propuesta de utilización de un valor 

promedio, aritmético o geométrico, entre ambos, tiene sólo una 

validez empírica. Habitualmente los valores experimentales de 

materiales no texturados se encuentran entre estos dos límites. 

Cuando esto no ocurre se supone la existencia de alguna orienta

ción preferencial o la acumulación de errores experimentales. 0- 

tra fuente de error es el hecho de que ambos promedios involucran 

9 de las 21 constantes elásticas. Esto puede no ser importante 

para cristales de alta simetría pero no ocurre lo mismo para los 

cristales de menor simetría. En el siguiente punto se efectuará 

un estudio de este tipo de promedios ante la posibilidad de que 

permitan una explicación de la alta dispersión de los valores 

del módulo de Poisson.



elásticos es suficientemente fuerte como para limitar su número 

y expresión. Cualquier policristal, macroscópicamente isótropo, 

debe manifestarse elásticamente por medio de constantes elásticas 

que sean función de las constantes elásticas del monocristal. Es

tas funciones deben ser independientes de la orientación del a- 

gregado policristalino y por lo tanto deben ser invariantes ante 

rotaciones .

Por medio de la simple operación de contracción de índices 

(7,Sj pueden obtenerse seis tensores de segundo orden a partir 

de c. .. , Por condiciones de simetría estos seis tensores son 1 jkl 
reducidles a dos: c. , ye...,. Además estos dos tensores son iikl ijjl 
simétricos y producen cada uno tres invariantes escalares: la 

traza o invariante lineal, el invariante cuadrático y el determi

nante o invariante cúbico. Sus expresiones son las siguientes:

I .= c. . . . 1 11JJ

I2= Ccii11 chh22”cii12* Ccii11 chh33’ Cii13^ *

Ccii22 chh33“cii23^ = Tr Cadj ciikP

X3= °iikl

para el primero y

T*I4= c. . . . 1 1J1J

30c 2 2
X2= C°1j1j C2p2p”C1j2j] + C°1j1j C3p3p" C1p3p} *

2
Ce- . c_ _ -c_ . = Tr Cadj c . .. ]

2j2j 3p3p 2j3jJ ijjl

T*
X3= pijjl

1 .30

1 .31

3 ( X ♦

1 .34

1 .35

1 .36

1 .37

- o -

1 .20

1 .29

1 .33

Los mismos invariantes para un solido isotropo son

1^ 3 C 3X*2/<] 

i2= 3 c

I = C3 X ♦2/A.]3



w -

1 .30

1 .33

El promedio conocido de Voigt
* $Ademas, a partir Ig e Ig

es obtenido a partir de Ie

1 .40

1 .41

. ¥y a partir de I e I

1 .42

1 .43

Un procedimiento similar es aplic ido al tensor s^^^, lo 

que permite obtener los siguientes tres invariantes, con sus co

rrespondientes valores para el sólido isótropo, para cada uno de 

los tensores:

1 .44

1 .45

1 .46

1 .47

1 .46

1 .49

La combinación de y provee

Reuss. Además, a partir de Jg y Jg se

el conocido promedio de 

obtiene

1 .50

1 .51

$
y a partir de y J3



/<= 5/2 C 37 3 J 1 .52

X- 2yU/5 ^J*/J3]1/3- 1 .53

Ademas, otros escalares o invariantes ante rotaciones pueden

ser obtenidos por saturación de índices. Serán invariantes de
orden superior al tercero y para c. , ijkl toman la Forma:

m = c . . c . .. c , c1 ijkl ijkp omnl omnp 1.54

N.. - c . ., , c . . c , , o1 ijkl ijmn opkl opmn 1.55

M C . O c C2 iijk hhim oolk pplm 1.56

M s c C C C
2 ijjk imml hppk hssl 1.57

M —• C C C C3 ijkl inkp mnop mjol 1.56

^2.= c. . .. C c c .
□ 11jk hhjk oomn pp un 1.59

Para s^ los invariantes de cuarto grado toman la Forma

L — s s s s 1 ijkl ijkp omnl omnp 1.60

। $1 — c g S S
1” “ijkl ijmn opkl opmn 1.61

^2” “i i jkShh jmSoolkSpplm 1.62

। *L._s s . . .. s . , s . s. . . __2 ijjk imnl hppk hssl 1.63

3 ijkl inkp mnop mjol 1.64

■ *
L_= S. . .. S,, S S 4 ee3 iijk hhjk oomn ppmn 1.65

Cada invariante representa una situación Física donde los 

cristalitos están orientados según una cierta distribución en el 

agregado. Además, como cada invariante resulta igualado a una 

Función de las dos constantes de Lame, o alguna Función de dos 

cualesquiera de las constantes elásticas de materiales isótro

pos, debemos seleccionar dos invariantes para calcular los prome

dios. De allí que las situaciones Físicas representadas por cada 

invariante deben ser equivalentes o, al menos,no contradictorias 

La selección de pares implícita en las ecuaciones 1.54 a 1.65 es 



sólo tentativa. Una evaluación de la compatibilidad de las situa

ciones Físicas involucradas y del significado de las mismas de

biera ser hecha cuidadosamente.
A *•*

A titulo de ejemplo podemos hacer la evaluación de y 

para sólidos isotrópicos:

fox 3 C3^+2/a}4
1 .66

kg» 3 >4^] 4 1.67

Tales ecuaciones, resueltas para y A,nos llevan a:

= ^3CMg/3 j ^4-[Mg/3] ^4 J /10 1.68

= O^/S]1/4- 4^ 1.69

Si en cambio trabajamos a partir de Lg y Lg obtenemos:

/<= 5/2 Í3(Lp/3]1/4- [L /3j1/4) "1 1.70
✓ i C» I

\ =C27 Lg]”^4- 2^73 1.71

1 .1.1.1. INVARIANTES TENSORIALES PARA DIVERSAS SIMETRIAS

Calcularemos los invariantes tensoriales para diversas 

simetrías con el objeto de utilizarlos en el párrafo siguiente 

en la evaluación numérica de promedios.

Para cristales cúbicos los invariantes están dados por

1,= 3C c^+2 1.72

I2= 3C c^ + 2 c1232 1.73

I3= cii+2 1 ’74

I*= 3[ c^+2 c44] 1.75

I*= 3C c^+2 c44J2 1.76

* 3= C C11*2 C44^3 1’77

□ .,= 3[ e1l+2 s12J 1.78

J 2= 3C s1 ^2 s1232 1 '7a

.3 1.80
J3= s11+2 s12^



& 
3C 1 .81

* 2
sj^S44/^3 1.82

& 3
J3= C s-| 1.03

M2= 3C c^+2 c^]4 1.84

& 4
k2s 3C c^^ + 2 c44J 1.85

l~2=9^s1l+2s123 1.86

L-2= 3C 1.87

Para cristales de simetría hexagonal los invariantes pueden 

escribirse:

X1= 2 C11+2 C12*4 c13+ C33 1,88

J2= C C11* C12* C133 C C11* C12*5 C13*2 C33 3 1-89

I3= C C11* °12* C133 C 2 C13* C333 1,90

*1= 2 C11*2 c66*4 c44* c33 1.91

I2= C c11+ c44* C663 C C11 + S C44*2 c33+ C663 1’92

T3= C C11* C44+ C663 C 2 C44+ C333 1,93

J1S 2 s11*2 s12*4 S13* ®33 1-94

J2= C S11* S12* S133 C S11* S12*5 S13*2 S333 1’95

J3= C S11* S12* S133 C 2 S13* S333 1,96

2 s11* s44* S66'2 * S33 1.97

J*= 1/16 C 4 Sl1* s44+ s66J C 4 s1l + 5 b44*8 b^}

1 .98
J*= 1/16 C 4 e1i+ e44+ se6] C s44/2 ♦ s33] 1.99

k2= 2 C c11* c12* c133 * C c33*2 c133 1.100

2 C c1l+ c44+ c6S]4 + C c33+2 c44}4 1.101

- 12 -



L2® 2 C ®11* ®12* S13^ * C s33*2 s13^4
1 .102

L2= 2 C ®11* s44^^ * s66/4 J4 * C s33* S44/2^4 1.103

Los invariantes para simetrías más bajas pueden ser obteni

dos de la misma manera. Debemos puntualizar que para clases de 

menor simetría los promedios incluirán elementos del tensor de 

constantes o coeficientes elásticos no incluidos en los prome

dios de Voigt o de Reuss. Por ejemplo, I e I' toman la Forma:

1 .104

1.105

Si e Ig son combinados para obtener las constantes e- 

lasticas del agregado todas las constantes del monocristal esta
rán incluidas en el promedio.

1.1.1.2. DETERMINACION DE PROMEDIOS PARA DIVERSOS MATERIALES

Las constantes elásticas para agregados de cristales 

de simetría cúbica como el níquel se presentan en la Tabla 1.1. 

El tipo de combinación de invariantes utilizado para el promedio 

está indicado en la primera columna. La Fila indicada por VRH 

CVoigt -Reuss-Hill] representa el promedio aritmético sugerido 

por Hill. La fila indicada con Pr da el valor obtenido por el 

procedimiento propuesto por Peresada [9] el cual supone la vali

dez de las siguientes relaciones

K = CKvKñ]1/2 1.106

C= □ 1.107cr

donde K es el módulo volumétrico del policristal, K y K_



son los valores del mismo módulo calculados mediante los métodos 

de Voigt y Reuss respectivamente. 0 y 0 son los determinantes 
cr

rnatniz 6x6 jj formada por los módulos elásticos del po— 

licristal y del monocristal. Este promedio será analizado en el 
parágrafo siguiente.

Finalmentej la Fila indicada con Exp. muestra los valores ex

perimentales informados para policristales del mismo metal.

Oebido a que solamente dos de las constantes elásticas son 

promediadas en Forma directa el resto debe ser calculado por me

dio de las relaciones clásicas de la elasticidad de los medios 

isótropos

ademas de las ya consignadas 1,1 a 1 y la ecuación 8.15.

Las Tablas 1.2, 1.3 y 1.4 dan los promedios obtenidos para 

tres metales hexagonales: cinc, circonio y berilio. Las ecuacio

nes 1.88 a 1.103 Fueron utilizadas para calcular los diFerentes 

promedios para el policristal y se informan también valores ex

perimentales previos a los Fines de comparación. La relación 

c/a para una estructura hexagonal perfecta tiene un valor de 

1.666 en tanto que las de los tres metales calculados es 1.86, 

1.59 y 1.57 respectivamente. Siendo e~ ta razón una medida de la 

diferencia entre el modelo de esferas rígidas y las estructuras 

reales, puede verse que se ha procurado examinar valores extremos 

del mismo. El circonio se ha incluido por ser objeto de estudio 

de este trabajo a través de una de sus aleaciones.

La Tabla 1.5 muestra los promedios calculados para policris- 

tales de nitrato de sodio, material de simetría trigonal. Las 

constantes elásticas monocristalinas informadas por Bhimasenachar 

C10? fueron utilizadas para calcular los invariantes.

La Tabla 1 ,6 muestra los valores promedios para un policris

tal de simetría monoclínica. Las constantes elásticas de mono- 

cristal corresponden al ácido tartárico y fueron informadas por 

hason C11J •

1 .108

1 .109

1 .110



1.1.2. DISCUSION

De acuerdo a los ejemplos calculados por Peresada y 

a los que pueden verse en las Tablas de este trabajo los prome

dios calculados con las ecuaciones 1.106 y 1.107 son bastante 

próximos a los obtenidos mediante los promedios sugeridos por 

Hill. Vamos a hacer un análisis de este método de promediar y 

una comparación más extensa con el promedio de Hill. Para cris

tales cúbicos la matriz 6x6 de las constantes elásticas tiene 

la Forma

y el determinante Formado por esta matriz está dado por

%r= c44 C Cir ^E^ C 1-112

Si el sistema de coordenadas ortogonales es rotado, y la transFor- 

mación se da en términos de los parámetros independientes de Eu— 

ler, el determinante se transForma a

ocr = 0cr + H lc12-cn) c^4c1E

+ ”2 Cc11+2c123 c44 [ C44 '’s18^'03

c44 íc12-c1l’ * c44c12 V8’^’03 * C11CC12-C113

f6Ce,y,0]j ♦ H3 (cn»ecie]|c^ f7CO,V,0) ♦ c44Cci2-cn] 

faC0,y,0] * V0,^] + Cci2’cii3 FioC0>V>0^*

H4 p44 ♦ [c12-cn] f12C0,y,0]J *

h5 f13co,y,0) 1-113

donde Hs 2c . .-c, .+c es el llamado Factor de anisotropia 
44 11 1c

de los materiales cúbicos CIE] y las f.[0,^,0) son,funciones com- 



piejas de los ángulos de Euler. El primer termino de la ecuación 

1.113 es el determinante original y los términos siguientes son 

potencias crecientes de H. Para un cristal con H=0 el determinan

te constituye un invariante. Esto era de esperar dado que si H=0 

el cristal es isotropo y cualquier combinación de sus constantes 

elásticas sera un invariante. Por ejemplo para una rotación de 
45° alrededor del eje x obtenemos

* 2 2 2 p
°cr = °cr + c44 H c4411-2c 12+c 11C12 ^2 11"C 12

1/2 c44 hE Ccii-2oi2+ciicia] 1'114

lo cual muestra claramente que el determinante de la matriz no 

es un invariante a menos que H=0. De todas maneras tiene
, 1/2 7 Pr

valores muy cercanos a [ A /á ] . Si escribimos el prome-
ri ' V' n

dio de Peresada de la siguiente Forma

y el de Hill

Ah = c44 (c£-H/c44J C5-H/c44)/CW-3H/c44)J 1/S=

= c44 [3A+2]/ A£2A+3] 1/2 1.116

donde A= 2c_ [c . .-c ._J es la llamada razón de anisotropía; po- 

demos hacer un análisis de la similitud de los valores. La Figu

ra 1.3 muestra la diferencia relativa entre los promedios de Pe

resada y de Hill en función de la razón de anisotropía. Podemos 

ver que aún para altos valores de la razón de anisotropía la di

ferencia entre ambos promedios es del orden del 6%. En la mayor 

parte de los casos, como puede verse en las Tablas presentadas, 

los diferentes promedios no muestran valores substancialmente 

diferentes. Esto podría sugerir que las situaciones físicas in

volucradas son, esencialmente, las mismas. En los siguientes pá

rrafos analizaremos esa posibilidad.

La energía elástica acumulada en un volumen elemental de un 

cuerpo deformado está dada por

1.117

La función densidad de energía se obtiene por integración de 1 .117



1 .118

E.sta función es un escalar y, por lo tanto, invariante ante 

rotaciones, y es la base de la interpretación física de los pro

medios de Voigt y de Reuss.

Habitualemente se reconoce que en materiales isótropos, para 

cualquier tipo de proceso termodinámico que involucre deformacio

nes, la energía acumulada puede escribirse como una función de 

los tres invariantes clasicos del tensor de deformaciones [12]

1 .119 

donde

1 .120

dado que los productos de tres deformaciones, representados por 

el determinante, se desprecian al desarrollar la energía solo 

hasta potencias de segundo grado en la deformación. Ademas debe 

tenerse en cuenta que existen diversas relaciones entre conjuntos 

de invariantes independientes tales como

1 .123

Para simetrías más bajas el número de invariantes, ante las 

operaciones de simetría del grupo, crece y la energía tiene una 

expresión más compleja. Por ejemplo, para materiales con isotro- 

pfa transversal, esto es para materiales que son completamente 

isótropos alrededor de un eje de simetría, los invariantes a consi- 

derar, para deformaciones finitas, son C^^,14, 15j

En particular, para pequeñas deformaciones elásticas

1 .122



^1’ ^2’ ^3’ ^33» ^13 * ^23 1 .124

Supongamos tener un conjunto Finito de tensores simétricos de 

segundo orden en tres dimensiones <A>, <B>, <C),.... y un conjun

to de vectores tridimensionales a, b, c,........... también Finito, 

b i

(A}' = ClXAj.Q*

a * = Q .a

donde Q es una transFormación ortogonal,y F |CA],[B],(C],... 

a, b, c, • • .} es una Función polinomial de las componentes de los 

tensores y los vectores que cumple

F {CAjJ CBjJ [C]^...aJ bj c J . . .j = F | [A ] , [B], [C ] , . .a , b, c , .

1 .125

para cada Q perteneciente a un grupo c simetría G, se dice que 

F es un invariante ante este grupo de transFormaciones. El proble

ma consiste en encontrar el conjunto de invariantes ’ ^3’’’

de modo que cualquier invariante F pueda ser desarrollado en una 

Forma polinómica de tales invariantesf18,17,18j. Este conjunto de 

invariantes se denomina base integral para un conjunto de tenso

res y de vectores ante las operaciones ie simetría de un grupo 

dado. Se dice que es irreducible cuando ninguno de sus elementos 

puede ser expresado como una Forma polinomial en los restantes. 

Los vectores a, b, c,... son característicos de las simetrías del 

grupo. Por ejemplo, un material reforzado con Fibras con direc

ción privilegiada dada por el vector a tendrá una Función densi

dad de energía Función de la deFormacicn { £ ) y el vector a

W = W | { £ }, a j 1.126

Para este material, de isotropía transversal, tendremos invarian

tes ante las operaciones del grupo, que pueden escribirse como

Tr <£ ), Tr }£, Tr { <f >3, a .< £ ) .a , a 1 .127 

que son reducibles a los dados por 1,124.

Para estos invariantes la energía puede escribirse en Forma 

polinomial como



Como podemos ver el numero de constantes involucradas es 

cinco. Esto no debe extrañar ya que es una situación análoga a 

los cristales de simetría hexagonal debido a que todo tensor de 

orden n resulta isótropo ante rotaciones alrededor de un eje de 

simetría de orden m > n. (Isotropía transversal respecto del eje 

senario <c} ].

Como vemos, en esta teoría la energía es desarrollada en Fun

ción de los invariantes del tensor de deformaciones y de los vec

tores que caracterizan la simetría. Esto es entendible cuando se 

trata de hallar la Función densidad de energía para deFormaciones 

Finitas y hasta de carácter plástico, donde las ecuaciones cons

titutivas no están bien deFinidas y por' lo tanto los coeFicientes 

que afectan a los invariantes no puecfen determinarse Fácilmente. 

Para deFormaciones elásticas inFinites imales, en cambio, el ten

sor de proporcionalidad está bien determinado. Nuestra propuesta 

consiste en desarrollar la energía en Función de los invariantes 

de {} y {£} o, lo que es lo mismo, de {c} y No efectuare

mos aquí el desarrollo, por lo demás muy arduo, sino que daremos 

únicamente la Fundamentación Física de modo de justiFicar la uti

lización de los invariantes de {c} y {s} para promediar las cons

tantes elásticas •

Si W es un invariante ante las operaciones de simetría, como 

surge de 1.118, debe poderse escribir como Función de los inva

riantes de <C>, { £ }, a, b, c,... donde los vectores caracteri

zan los ejes de simetría del grupo. Una Forma alternativa consis

te en escribirla como Función de los invariantes de £c}, a,

b, c,... .Esta Forma es más clara debido a que evita tener que in

troducir ”a priori” las constantes elásticas como en el caso de 

1 .128. En suma, la energía para una dada simetría esta dada por 

una Función de invariantes de {c} y }. En el caso de los mate

riales isótropos el número de invariantes de £c} debe ser necesa

riamente dos y la ecuación 1.121 puede escribirse

1 .129

son constantesdonde



donde el primer término de la derecha representa una compresión 

hidrostatica y el segundo un corte puro,

Pera la simetría cubica puede escribirse la energía como

H - 1/2 + 33^ + C112£C ^11 $22* ^£2 ^33*

+ 2 C2323

que puede llevarse a la forma

" = VE C C1111+ 2 C1122] (Tr <£ >)E - C°1111+ 2 c23c3^

Tr <Adj £. .} + e1141 Tr <Adj £..} - (ir { O)E

* C 2 C2323* C1122" C111p Jc^^ ~

= 1/2 1^ ¿Tr < £ })2 - I^'.Tr { dj j > ♦ Tr { Adj <£. }

- c12 (Tr < ¿ })2 + H Ic<¿> 1.131.

donde H= 2 c.. + c._ - c.. es el factor de anisotropía y 44 12 11 r- J

I ¿ £ } = £ (S + £ <f ♦ £ £ ctC 3 e11 c22 C33 C11 G 33

es un invariante ante las operaciones de simetría del sistema 

cubico.

Los dos primeros términos son invariantes ante cualquier ro

tación infinitesimal,en tanto que los restantes lo son sólo an

te las operaciones de simetría del sistema cubico. Tenemos así 

dividida la energía total en una parte correspondiente al mate

rial tomado como isótropo y otra parte a la asimetría propia de 

cada celda.

Como vemos la parte de la energía que resulta invariante an

te rotaciones continuas necesita para ser escrita únicamente de 

dos invariantes en {c}. Es de esperar entonces que no pueda ha

llarse otro invariante esencialmente diferente a los dos encon

trados. Es posible también que de hallarse otro se encuentre com

binado con un invariante del tensor de deformaciones ante las 

operaciones de simetría del sistema cúbico de modq que el termi- 
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mino resulte invariante solamente ante estas últimas operaciones 

y no ante cualquier rotación.

Como las simetrías más bajas tienen más términos en el desa

rrollo de su función densidad de energía la igualación de los co

eficientes de cada invariante de { <f }, los que son a su vez inva

riantes de {c}, equivale a despreciar otros términos de energía. 

En el caso de los promedios de Voigt y Reuss se toman los térmi

nos que representan las mayores energía de deformación, o sea las 

que provienen de considerar el cuerpo como isótropo. Esto repre

senta una aproximación tanto más burda cuanto menor es la simetría 

del material. Podemos ver, por ejemplo, que en el caso de la si

metría cubica los invariantes calculados son todos iguales a dos 

diferentes de ellos Ie 1^. Es de esperar que alguno de los in

variantes de orden superior refleje la existencia de tres constan

tes elásticas independientes. Entre tanto los promedios calcula

dos son representativos de la misma aproximación física, aquella 

que resulta de despreciar los términos que tengan como coeficien

te a ese invariante diferente.

La obtención de todos los invariantes de un tensor de 4to.or

den es un trabajo que ha sido encarado por G .Verchery [19] e in

formado, aparentemente, en una publicación interna de la Ecole Na- 

tionale Supérieure de Techniques Avancées,Palaiseau, Francia. La

mentablemente el mismo no ha podido ser conseguido. De todos mo

dos debiera probarse si ello es equivalente a la obtención de los 

invariantes de £c}, {£ } o de {s}, [Ü“] en forma conjunta.

Como puede verse en la Tablas presentadas los promedios obte

nidos a partir de Ig, I3, J2 y J3 parecen obedecer, en la mayor 

parte de los casos, la proposición de hill en el sentido de que 

los promedios de Voigt y Reuss son límites superiores e inferio

res para K, G y E en policristales isótropos. Esto no ocurre para 

los invariantes L y M , de los que se han obtenido valores supe

riores e inferiores pero aún dentro de los límites de los resulta

dos experimentales. La constante de Lame no muestra una tenden

cia particular marcada mientras que el modulo de Poisson muestra 

una alta dispersión en el caso del cinc y el berilio y una unifor

midad muy grande en el caso del circonio. El berilio fue seleccio

nado por tener los valores medidos de - , K y G fuera de los limi

tes de Voigt y Reuss. Ademas es uno de los pocos materiales de 

estructura simple que tiene una de sus constantes elásticas nega

tiva. Esto podría haber alterado los promedios en forma substan-



Otra fundamentacion ha sido sugerida durante el desarrollo 

del trabajo. Las constantes elásticas de un policristal isótropo 

han de ser invariantes ante rotaciones y por lo tanto serán com

binaciones de invariantes de las constantes elásticas del mono- 

cristal • Cuando se calculan las constantes elásticas de un mono- 

cristal en función de la dirección se obtienen expresiones que 

son combinaciones lineales de las constantes elásticas referidas 

al sistema de ejes principales. Una combinación de todas las o- 

rientaciones presentes en el policristal, con sus respectivos pe

sos, produciría también una combinación lineal de esas constantes 

elásticas, bi el policristal posee una distribución de orientacio

nes tal que le otorga isotropía esa combinación debiera ser redu- 

cible a una función lineal de los invariantes de las constantes 

del monocristal . Generalmente los materiales policristalinos son 

anisotrópicos debido a los procesos, de fabricación intervinientes. 

Los materiales reales, especialmente si su anisotropía es baja, 

pueden ser representados apropiadamente por combinaciones lineales 

de invariantes más un termino de segundo orden representante de 

la anisotropía.

1. 1. 3. CONCLUSIONES

be ha mostrado como pueden ser utilizados los invarian

tes de los tensores de constantes y coeficientes elásticos para 

calcular promedios de materiales policristalinos. Los promedios 

de Voigt y Reuss son casos particulares de esos promedios. El 

promedio de Feresada, a pesar del acuerdo mostrado con el prome

dio de Hill, no surge del uso de invariantes y no representa por 

lo tanto a los agregados isótropos.
Se ha efectuado un análisis del significado físico de los 

promedios propuestos y, aunque un trabajo mas detallado seria de 

utilidad, se ha interpretado con claridad el significado de los 

invariantes de Voigt y Reuss.
Una comparación de los valores experimentales con los diver

sos modos de promedio muestra que,en algunos casos, los primeros 

no se hallan entre los límites esperados. En el punto 1.2 se ana

lizará la influencia de la textura del material en la anisotro

pía de las propiedades elásticas. El módulo de Foisson presenta 

un comportamiento imprevisible y en algunos casos caótico. Esto 

indicaría que debe descartarse la posibilidad de que en un mate- 

— —



riel isótropo, cualquiera sea la distribución de orientaciones 

que le de origen, podamos encontrar diferencias significativas 

en el módulo de Poisson, al menos en cuanto a las aleaciones de 

circonio se refiere. Volveremos sobre este punto en el futuro, 

cuando analicemos los datos experimentales obtenidos.
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1.2. PROMEDIO EN POLICRISTALES ANISOTROPOS

Cuando los agregados policristalinos poseen alguna o- 
rientación preferencial de los cristalitos se apela a diversos 

métodos para la descripción de sus propiedades elásticas ó Físi

cas en general (29-34] . Las propiedades macroscópicas medidas en 

un policristal son un cierto valor promedio de las correspondien

tes a un monocristal . Este debe tener en cuenta la distribución 

de las orientaciones de los granos dentro del agregado. Si la dis

tribución no es totalmente aleatoria resultará* una anisotropía en 

la propiedad de que se trata. Además de la textura (distribución 

de orientaciones] algunos otros parámetros estructurales pueden 

influir en la anisotropía de las propiedades. Estas pueden ser, 

por ejemplo, la distribución de fases en un material polifásico, 

la presencia de poros o huecos y fisuras, la forma de los crista- 

Utos y la microestructura interna de los mismos. Debido a que las 

aleaciones consideradas en esta tesis on de las denominadas mi- 

croaleaciones, consideraremos la presencia de una sola fase con 

ausencia de estructura interna de importancia. 

Las propiedades que dependen únicamente de una dirección 

cristalina se denominan propiedades uniaxiales. Un ejemplo impor

tante de propiedad uniaxial es el módulo de Young medido en la di

rección cristalina h=(h^,hgjh^] . Estas propiedades quedan descrip

tas en función de dos parámetros de orientación independientes. 

Uno de ellos resulta ser el ángulo 0 de rotación alrededor del e- 

je cristalográfico principal x^ . El otro es el ángulo Q entre el 

eje cristalográf ico principal x^ y la c. irección x* a lo largo de 

la cual se calcula la propiedad ( Figura n 1.4]. Estos dos án

gulos identifican únicamente la dirección del eje h coincidente 

con la dirección x*. Por comparación con la descripción clasica 

de rotaciones dada por los parámetros de Euler, podemos ver que se 

halla ausente el ángulo IfJ de rotación alrededor de la dirección x*, 

esto es, no depende de la orientación del plano perpendicular a la 

dirección de medición.

Como las propiedades físicas se encuentran, en general, des

criptas por tensores no isótropos éstas pueden depender no solo 

de una dirección cristalina sino de tcdos los parámetros de orien

tación del sistema primado respecto del sistema de ejes principal; 

ésto es, incluirá también, en la descripción de Euler, el tercer 

ángulo • Esta propiedades se denominan triaxiales.



Una propiedad Física uniaxial E puede ser descripta en Función 

de la dirección cristalográFica x* como una Función de los ángulos 

0 y Q

E *= E *( 0 , 6 ] 1 .132

La propiedad macroscópica correspondiente dependerá de la direc

ción r que tomemos en la muestra

E = E ( r .] 1 .133

¡□e supone que el valor E [r] de la propiedad en la dirección r es 

el valor medio de las propiedades del monocristal en la dirección 

cristalina x^ con una Función peso 1(0,8] que indica la Fracción 

de cristales que tienen su dirección xf en la dirección r de la 

muestra. La propiedad del policristal puede entonces expresarse 

como

ECrj« ----- ----- / E*(0,8] 1(0 ;©J sen 8 d0 dS
4 ir /

> 1 .134

En ciertos casos la textura puede ser determinada por mediciones 

individuales de la orientación. En otros casos la Función de dis

tribución de orientaciones 1(0,0] puede ser idealizada con un nú

mero reducido de orientaciones. En ambos casos la discretización 

se eFectúa mediante 
N

22 E'CCJ.GJ I 1.135
j n nn=1

donde I es la Fracción de volumen de cristales que tienen la n— 
n _

ésima dirección elegida [0,6] paralela al eje r.

Para un caso general la Fracción de volumen que, dentro de una 

muestra, tiene una orientación entre g y g+dg esta dada por

— = FCg] dg 1.136
V

con una condición evidente de normalización

^F(g] dg = 1 1.137

En el supuesto de la utilización de los ángulos de Euler el dg 

del”espacio” de fas orientaciones toma la Forma



dg a ----- ------
8 7T2

Cuando estas orientaciones

sen Q d0 d0 dl|J 1 .138

de polos por difracción 

tales con orientación h

de

en

se determinan a partir de las figuras 

rayos X la fracción de volumen de cris- 

la dirección r de la muestra queda da-

da por

= —------- P [r] dr
V 4T h

1 .139

Las densidades de polos determinadas por difracción de rayos X no 

discriminan entre todas las posibles posiciones del plano perpen

dicular a la dirección r. La densidad de polos es entonces la in

tegral de la función de distribución f[g] efectuada sobre un án

gulo 'j* alrededor de la dirección r.

PhCrJ= ----- ----- / fíg] d% 1.140
h Z1T ]

ñesulta evidente que f[gj no queda determinada por una única figu

ra de polos sino que la información perdida puede ser recuperada 

por un conjunto infinito de figuras de polos.

Para propiedades dependientes de una única dirección o uni

axiales las figuras de polos únicas representan suficiente infor

mación y resulta

PhCr]= I C0,S] 1 .141

de donde

Para propiedades triaxiales han sido desarrollados métodos que 

permiten calcular las funciones de distribución fCgJ combinando 

varias figuras de polos diferentes. En estos métodos la función 

distribución es desarrollada en serie de armónicos esféricos ge

neralizados y la figura de polos en serie de armónicos esféricos 

de superficie. La ecuación 1.140 tiene soluciones conocidas para



este tipo particular de funciones

1 .145

donde los T^n(g] y [0,0] son 1os armónicos esféricos generali

zados y de superficie respectivamente. Puede demostrarse que f(g] 

puede desarrollarse en una serie de armónicos esféricos generali

zados

reduciéndose el problema al , 1 11 « mncalculo de los •

Este método no será utilizado aquí sino que nos limitaremos

a cálculos teóricos que no necesitan de la utilización de las fi

guras de polos experimentales.

La ecuación 1.134 supone que las propiedades son simplemente 

un cierto promedio pesado de las propiedades del monocristal. A- 

nalizando las propiedades elásticas podremos ver que ésto no es 

estrictamente así. En cada borde de grono deben ser satisfechas 

condiciones de equilibrio mecánico. Determinadas componentes de 

la tensión, entonces, deben igualarse. Simultáneamente no pueden 

existir solapamientos ni grietas entre los mismos, lo que indica 

que deben igualarse las componentes de la deformación. Como las 

c . , y s. , no se mantienen constantes en todo el volumen de laijkl J ijkl
muestra,sino que cambian abruptamente en el borde de grano, tam

poco se mantienen constantes las tensiones y las deformaciones. 

En un policristal lo que podemos medir son las tensiones y defor

maciones promedio sobre todo el volumen

1 .147

1 .148

Estos promedios están relacionados unos con otros mediante 

las constantes elásticas macroscópicas del policristal

1 .149

1 .150

1 .146



For otro lado dado que [Apéndice B]

podemos tomar los promedios volumétricos

1 .151

1.152

1 .153

1 .154

Como generalmente el promedio del producto no es equivalente al 

producto de los promedios

1 .155

1 .156

Con las suposiciones de Voigt y Reuss ce deformación y tensión 

constante, respectivamente, podemos escribir

^¿kl ^Cijkl^9y9Z^ dV Voigt 1.157

¿.r dV Reuss 1.158

de donde

c. .. .= c. .. . s / c. .. . dV 1.159ijkl ijkl y ijkl

sf ...s s. .¡\ = / s. . . dV 1.160
ijkl ijkl J ijkl

Estos valores promedio son generalizaciones de los promedios isó

tropos definidos en el punto 1.1. Describen la situación de gra

nos con una disposición geométrica dada también por las figuras 

1.1. y 1.2. pero con una distribución de orientaciones tal que 

no produce anisotropía, Los valores de estos promedios difieren 

en general siendo la diferencia tanto mayor cuanto mayor es la a- 

nisotropía del material. Un promedio del tipo de Hill suele repre 

sentar bastante bien las propiedades del material•
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donde

1.161

1 .162

1 .163

1.164

Ambos valores medios difieren generalmente muy' poco, por lo que se 

suele hablar de un único promedio de Hill. No obstante las dife

rencias hacen pensar que no han podido eliminarse totalmente las 

dificultades de cálculo que proceden de la anisotropía. Cálculos 

utilizando modelos teóricos más satisfactorios pueden ser utili

zados [35J pero esto complica e incrementa considerablemente el 

tiempo de computaciónC36] .

En el punto 1.2.1 efectuaremos un málisis de las caracterís

ticas del promedio a efectuar para el aso del módulo de Poisson. 

Además se calculan algunos valores del nismo módulo, para diferen

tes materiales de simetría cúbica, par- diversas orientaciones.

En el punto 1 .2.2 se calcula el módulo de Poisson en función 

de la dirección y de la temperatura para monocristales de circo

nio. Se efectúa, además, el promedio para una distribución aleato

ria y se compara con resultados experimentales previos.



1. 2. 1. EL MODULO DE POISSON EN MATERIALES DE SIMETRIA CUBICA

Siendo el módulo de Poisson una medida de la relación 

entre dos deformaciones, una longitudinal en la dirección de a- 

plicación de la tensión y otra transversal a ella, debe pertene

cer sin duda a la categoría de propiedades triaxiales. Se necesi

taran por lo tanto mas de una Figura de polos, dependiendo su nú

mero de las simetrías del material.

De la ecuación 1.6. y teniendo en cuenta la ecuación de trans

formación B.6 para tensores de cuarto rango

. * a. . a, .a. a. s . .P 11 Ij kp kq ijpq
kl" a . a, .a a. s. . ki kj kp kq ijpq

1 .165

donde la ley de suma de índices se aplica sólo sobre los términos 

del numerador y denominador por separado.

Para el caso de materiales cúbicos los coeficientes elásticos 

en función de la dirección toman la for^a

1 .166

1.167

1 .163

1 .169

1 .170

1 .171

1 .172

1 .173

1 .174

donde J = s 1 ^s 12-s44/2

Además pasan a ser diferentes de cero Las componentes s^j con 

i 3, j^3 y las s. . con i,j 3 e i^j. Estas componentes son 

características de direcciones no principales y su significado 

físico puede buscarse en el Apéndice B.



Los factores de orientación pueden escribirse en términos de las 

componentes de la matriz de rotación

1 .175

1 .176

1 .177

1 .173

1 .179

1.130

Fara una orientación x* podemos calcular el módulo de Young 

promedio con una función distribución I [0,Q]

donde, en Función de los ángulos de Euler, 

2 2 2 2
s*_ = s..~ 2 [s . .-s ._-s ../2] [sen G sen 0 eos 0 + sen Q eos G] 

33 11 11 12 44
1 .182

lo que muestra la dependencia de una úrica dirección (0,Gj y no 

del ángulo •
Para el módulo de Poisson, para una deformación transversal 

paralela al eje x^ , la expresión a intejrsr es

En función de los ángulos de Euler tenemos

s23= S12* 11~S12~S44Z2CS sen20 sen20 cos20 sen2l|J ♦

Esen^S cos2G [1—sen20 eos 0j ♦ ¿ sen 6 £sen 0—eos 0j

eos 0 sen 0 eos 0 sen (p eos j

1 .182

1.183

lo que muestra el carácter de propiedad triaxial del módulo de

Poisson,

- 32 -
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del promedio esLa expresión general

sen 6 d0 d6 dl^J 1.184

Fara el caso típico de una textura de alambre, o sea con isotro- 

pía de revolución alrededor de un eje, la distribución es aleato 

ria para el ángulo . este puede ser integrado en Forma indepen

diente y el modulo de Foisson pierde su característica de propie 

dad triaxial

liado que puede demostrarse que

1 .186

la expresión para el promedio del módulo de Poisson, en el caso 

de isotropía transversal, queda reducida a

Para el caso de un monocristal solicitado según la dirección 

C0,G] la deformación transversal ocurre según direcciones carac

terizadas por todos los valores de comprendidos entre 0 y 27" 

Si consideramos que lo que se mide es un promedio sobre todas 

estas deformaciones el módulo de Poisson resultaría de un prome

dio simple sobre (|J.

1 .188

Esta expresión resulta también dependiente,únicamente, del eje 

longitudinal x * .

- 33 -
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Cebido a que el modulo de Poisson es un cociente entre defor

maciones, el tensor de segundo rango que las representa será isó

tropo ante rotaciones alrededor de ejes de simetría de orden 3 y 

4, Podemos escribir los factores de orientación en función de los 

índices de Miller para el caso de orientaciones discretas;

/I = 1.1S9
J «33 J J ^3

222222 222 222/< = [h h k +i i^j/ [hSkSi;j 1.190

donde [h^k-l^j son los índices de la orientación del eje x* y 

Ch^k^l^J son los de la dirección transversal x * , No debe esperar

se, por lo tanto, variación alguna para el módulo de Poisson cu

ando las solicitaciones se ejercen según los ejes <100,> y <111)

No efectuaremos aquí promedio alguno para materiales cúbicos, 

pero resulta interesante calcular el módulo de Poisson para algu

nas direcciones particulares . Este constituye el paso previo a la 

integración numérica de 1.184. Por lo demás, una integración ana

lítica de la misma resulta prácticamente imposible, salvo alguna 

función distribución muy particular que la simplifique.

La tabla 1 .7 muestra valores calculados para el módulo de Poi

sson de Ag, Nb y Na. Estos materiales presentan razones A de ani

sotropía muy diferentes. La dirección ce aplicación de la tensión 

es la <110>y la dirección transversal ha sido variada en forma 

arbitraria. Pueden verse valores muy diferentes para un mismo ma

terial , incluso negativos en algunos casos • Esto es particularmen

te crítico para el Na con un factor de anisotropía muy alto.

Queda claro hasta aquí la imposibilidad de hacer uso de la 

ecuación 1.1 para materiales isótropos en el caso de encontrarse 

presente alguna textura en el material• Veremos mas adelante que 

en algunos casos ni siquiera el calculo del promedio adecuado pue

de preveer los valores a medir.



1. 2. 2. EL kCüULG DE FCIS2CN EN MTERIALEJ DE ¿INETRIA 

HEXAGCNAL .

Fara el caso de materiales hexagonales algunos de los 

coeficientes elásticos en función de la dirección son

S33= a33 “33 * ^”a333 a33 s13* £443 * Cl"a33^ “11

1.191

S23= a23 Ca2 1a32“a22a31 12*

r 2 2 ~ 2 2 .
Ca33*a23'¿ a23a333 S13

S13= a13 ^G^l 1*S33~S443* Ca11a32”a12a313 S12* 

r 2 2 _ 2 2 ,
Ca33*a13“2 a33a133 £13

donde les a^j son las componentes de 1 matriz de rotación.

Análogamente al caso de los materi les cúbicos podemos calcu— 

ian el modulo de Young promedio con ur función distribución de 

orientaciones lC0,Gj

E£r) =   ------- /I C0xej Een a d8¡ dg 1.194

/ s33

donde s* puede escribirse,en función ce los ángulos de Euler de- 

finidos en la Figura n 1.5, como

* 2,. 2 r_ n 4„s__= eos 6 s__ ♦ sen 6 eos & [c = . _ + s . . J ♦ sen 6 s.4 33 33 13 44 11

1 .195

que muestra nuevamente la dependencia ce E solamente de la direc

ción del eje x* y no de la orientación de la base perpendicular 

al mismo. Se agrega además el hecho de la isotropía de la celda 

hexagonal alrededor de su eje senario, lo que elimina la dependen

cia con el ángulo 0. Esto simplificará los cálculos tanto de los 

promedios macroscópicos de constantes elásticas como del modulo 

de Poisson en función de la dirección.

Para el cálculo del módulo de Poisson en función de la direc

ción debe apelarse a las expresiones de s^ Y escritas en tér

minos de los ángulos de Euler.



Los valores de los coeficientes elásticos del monocristal de 

circonio fueron extraídos del trabajo de Fisher y ñenken [37j 

quienes han informado los valores de c^ . para ¿r-¿X para un rango 

de temperaturas comprendido entre 4 K y 1073 Y . Los coeficientes 

s^j. son obtenidos por inversión por ñosenbaum and Lewis [38]. 

Las Figuras 1.6 a y b muestran y ^32 como función de 6 para

diferentes . Las mismas cantidades se grafican en las Figuras 

1,7 a y b como Función de lp y G como parámetro, Estos valores 

fueron calculados a 4 K. Valores similares poseen las curvas a 

temperatura ambiente . Puede observarse que el módulo de Poisson 

es fuertemente dependiente de la orientación con un mínimo del 

orden de 0.25 y un máximo del orden de 0.41. Extremos similares 

pueden encontrarse a temperatura ambiente como puede verse en la 

Figura n° 1.8 que muestra la variación con la temperatura para 

ciertas orientaciones particulares. Puede también observarse una 

mayor dispersión de los valores a medica que crece la temperatura

El promedio del módulo de Poisson se obtendrá con una ecua

ción análoga a 1.184. En este caso no xistira la dependencia con 

0 y la integral sobre G, por simetría ca la red hexagonal, podre

mos reducirla a calcularla entre 0 y JT• De esta Forma se ob

tiene:

Como únicamente el numerador de 1.13¿ es Función de puede 

procederse a su integración independiente, sin Función peso en 

esta variable, en los siguientes casos ^distribución aleatoria 

de todas las variables. 2]Textura característica de alambre, con 
isotropía transversal.3] Fonocristal con dirección de solicitación 

mecánica dada por G, si consideramos que la deformación transver-

1 .198



sal medida es un promedio de todas las posibles. En estos tres 

casos podemos promediar previamente la variable U en Forma análo
ga a la situación presentada en la simetría cúbica.

Aun con estas simplificaciones la integración de 1.184 es di

ficultosa. bolo es posible efectuarla analíticamente para los 

casos mas simples de función distribución 1(03* Suponiendo distri

bución aleatoria puede calcularse el módulo de Poisson correspon

diente a un material isótropo. Los valores obtenidos son los que 
se muestran en la figura n° 1.8 para seis temperaturas diferentes 

[cuadrados negros]. Un camino alternativo consiste en promediar 

los s.. con la función distribución adecuada mediante 
i j

Obtenidos estos valores puede utilizárselos para calcular el módu

lo de Poisson adecuado. Este es el camino seguido por Rosembaum 

and Lewis [38] para la textura característica de vainas combusti

bles de Zry-4. Los valores obtenidos para distintas temperaturas 

se muestran en la Tabla 1.8 y las texturas informadas para esas 
vainas en la Figura n° 1.9. Para una tensión aplicada según la di

rección coincidente con el eje de la vaina y una deformación nor
mal a la pared de la misma [radial] se obtiene ^n * Para Xa mis~ 

ma tensión y contracción según una dirección tangente a la pared 
de la vaina se obtiene JA . Ambos cálculos Fueron efectuados y 

se muestran en la Figura n° 1.8 con triángulos y circunFerencias 

respectivamente. La línea llena indicada con que yace por de

bajo de los cuadrados llenos es la resultante de eFectuar el mis

mo cálculo para una distribución totalmente aleatoria. Podemos 

observar una diFerencia sistemática que debe adjudicarse al cono

cido hecho de que no resulta lo mismo efectuar el promedio de los 

cocientes -sí_/s*_ que el cociente de los promedios de s^^ V s33* 

Debiera esperarse que la diFerencia Fuera mas acentuada para el 

caso de materiales texturados•
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1. 2. 3. DISCUSION y CCNCLUbIONES

Hemos analizado las características de los promedios 

a efectuar en materiales de simetría cúbica y hexagonal para ob

tener el modulo de Poisson de un policristal anisótropo. Además 

de la conclusión general de que se trata de una propiedad esen

cialmente triaxial hemos podido observar la mayor simpleza del 

calculo de este modulo para el caso de la celda hexagonal. Esto 

ocurre, a pesar de la menor simetría de la celda, debido a la 

existencia del eje senario lo que le confiere simetría elástica 

de orden oO alrededor del mismo.

Northwood et al.[39] han calculado el modulo de Young y de 

corto como función de la temperatura y del ángulo 6 para circo— 

ni° q( monocristiino utilizando los coeficientes elásticos de 

Fisher y Renken[24] . En la dirección [0002] estos módulos, en 

Función de la temperatura, tienen una expresión dada por

2[0002]= 162-3 " 0-0398 [7-273] GFa 1.201

G[0002]= 34’15 - 0.0232 tt-273] GFa 1.202

donde la temperatura está dada en grados Kelvin . Oe acuerdo 

con estos autores y debido a la isotropía basal de la celda 

hexagonal el módulo de Poisson debiera poder ser calculado para 

esta dirección a partir de la ecuación para medios isótropos 1.1 

Haciéndolo así,el módulo de Poisson decrece linealmente desde 

.436 a 298 K hasta .138 a 773 K. De la gráfica de la Figura n° 

1.8 podemos ver que el mismo crece desde .29 a 4K hasta .344 a 

1130 K para B=0. Queda claro que ni aún en estos casos aparente

mente tan simples puede obviarse el uso de la ecuación correcta 

de los medios anisótropos.

Üchwenk et al.[40] midieron el módulo de Poisson en Zry-4 

recocido por medio del método clásico de deformación en tensión 

con strain gages y extensómetros adheridos a la probeta. Sus 

medidas, efectuadas entre temperatura ambiente y 589 K, arrojan 

valores prácticamente independientes de la temperatura con un 

valor a temperatura ambiente de .406. Este valor es difícil de 

cbmpatibi1izar con los obtenidos para un monocristal ya que co

rresponde prácticamente al valor máximo para 8» 7/4 y ^*/2 • 

Si, como puede deducirse de los resultados de Northwood et al•



C39] y ñosinger et al.C41], las constantes elásticas no cambian 

substancialmente por la presencia de aleantes en baja concentra

ción, los valores reportados por ¿chwenk et al. podrían estar 

influenciados por deformaciones plásticas o anelásticas.
La ricura n° 1.3. muestra también el aumento de la anisotro- 

pia con el incremento de temperatura. Uno podría esperar oue es

ta diferencia entre los valores del módulo de Poisson,para las 

distintas direcciones,se manifestara en una importante disper

sión de los valores calculados para policristales isótropos. 
Como puede verse en la Tabla n° 1.9. ésto no ocurre así. Los va

lores del módulo de Poisson calculados por los diferentes modos 

de promedio no presentan a 1073 K mayor dispersión qué los cal

culados a temperatura ambiente. Esto indicaría que la diferencia 

observada en otros materiales no es indicativa de su anisotropía 

sino, tal vez, de la exactitud de los datos experimentales. Sola

mente un aumento del promedio, por influencia de la orientación 

l|. = 0 , #72, es observable.



Tabla 1.1

Constantes elásticas de níquel policristalino calculadas a 

partir de constantes de monocristal a temperatura ambiente. Va

lores expresados en GPa, [22] , Simetría cúbica.

Promedio E K

1 1 117,26 94,66 241,70 180,37 0,2767

I2’I2 117,26 94,66 241,70 180,37 0,2767

117,26 94,66 241,70 180,37 0,2767

❖
3 ’ 3 127,44 77,66 203,58 179,21 0,3107

sjc
J2’J2 127,44 77,66 203,58 179,21 0,3107

J< >^41 ’ 1 127,44 77,66 203,58 179,21 0,3107

VRH 120,97 86,16 222,64 179,79 0,2920

Pr 122,32 86,24 223,06 179,79 0,2932

$ 
»S,M 1 1 115,70 99,96 253,55 182,34 0,2683

í}t m£,m2 117,26 94,66 241,70 180,37 0,2767

aje
L2’L2 127,44 77,66 203,58 179,21 0,3107

Exp • 212,9 ( 3]

205,3



Tabla 1.2

Constantes elásticas de cinc policristalino calculadas a 

partir de constantes elásticas de monocristal a temperatura 

ambiente.Valores expresados en GFa. [23] . simetría hexagonal.

Promedio X E K l)

40,393 46,060 113,640 71,100 0,2336

40,345 45,183 111,680 70,467 0,2359

40,533 43,751 108,543 69,700 0,2405

j . jn' 
3’ 3 65,119 36,860 97,258 89,692 0,3193

, JÍ 
<í ’ e 52,202 36,009 93,328 76,208 0,2959

J . J¥ 
1’ 1 32,440 35,186 87,250 55,897 0,2399

VRH 36,404 40,623 100,445 63,498 0,2363

Fr 35,215 41,743 102,587 63,042 0,2288

M,,K?
1 ’ 1 39,860 52,299 127,217 74,726 0,2162

M2,N* 40,300 51,074 124,674 74,350 0,2205

L2>L2 11,138 30,053 68,233 31,174 0,1352

Exp. [23] 47,0 97,5 60,2 0,262



Tabla 1 ,3

Constantes elásticas de circonio policristalino calculadas 

a partir de constantes de monocristal a temperatura ambiente. 

Valores expresados en GPa. [24]» ¿Simetría hexagonal.

Promedio X E K l)

I,»!, 1 1 71,106 36,407 86,826 85,378 0,3311

71,108 36,385 86,838 85,365 0,3308

I3’I3 71,110 35,365 86,781 84,687 0,3308

* J . J 3’3 71,682 35,683 85,180 85,471 0,3338
***

J2’J2 71,565 35,678 85,165 85,354 0,3337

$J . J 1 ’ 1 71,456 35,673 85,140 85 ,238 0,3335

VRH 70,718 36,071 86,028 85,308 0,3311

Pr 71,281 36,001 85,822 85,308 0,3322

70,888 36,820 88,123 85,505 0,3288

M2>M2 71,085 36,540 87,208 85,454 0,3302

$
L2»L2_________ 70,833 35,640 85,001 85,586 0,3326

Exp. [25] 33,7 85,8 0,406 (26;



Tabla 1.4

Constantes elásticas para berilio policristalino calculadas 

a partir de constantes de monocristal a temperatura ambiente. 

Valores expresados en GFa. (27,28] , simetría hexagonal.

Promedio X /< E K J
42,070 137,773 307,68 133,89 0,117

39,980 138,24 307,39 131,98 0,112

I I*** 51,650 118,60 273,17 130,72 0,152

J3’J3 57,500 122,98 285,14 139,49 0,159

J2’J2 35,000 125 ,50 278,37 118,69 0,109

J . Jr
1 * 1 36,840 125,25 278,97 120,34 0,114

VRH 39,441 131,49 293,32 127,11 0,115

Pr 39,370 131,34 292,97 126,93 0,115

HvMí 71 ,020 133,24 312 , jO 159,84 0,174

*Me,M2 54,470 134,71 308,21 144,28 0,144

L2»L2 14,325 128,38 270,74 101,26 0,050

Exp. [22] 147 309 115



Tabla 1 .5

Constantes elásticas de nitrato de sodio policristalino cal

culadas a partir de constantes de monocristal a temperatura am

biente, Valores expresados en GFa, CIO] Simetría trigonal.

Promedio X /< E K

*
1 ’ 1 165,600 263,933 629,620 341,555 0,1928

I2’I2 163,891 259,784 620,060 337,080 0,1934

I3’I3 161,811 254,395 607,690 331,408 0,1944

J3’J3 199,900 224,238 555,340 349,392 0,2340

❖
^2,J2 178,485 222 ,312 543,630 326,693 0,2227

1 ’ 1
147,102 220,524 529,290 294,118 0,2001

VRH 156,285 242,230 579,455 317,772 0,1961

Pr 156,079 241,308 577,233 316,950 0,1964

174,317 283,779 675, 43 363,503 0,1903

*
L2’L2 67,763 207,473 466,027 206,079 0,1231



Tabla 1.6

Constantes elásticas de ácido tartárico policristalino cal

culadas a partir de constantes de monocristal a temperatura am

biente. Valores expresados en 8Fa. £11) • simetría monoclínica.

Promedios X E K 2^)

1 1 259,87 112,87 304,42 335,11 0,3468

&
I2’I2 249,68 106,19 286,88 320,47 0,3508

I3’I3 237,20 103,31 278,58 306,08 0,3483

J3’J3 104,23 79,50 204,11 157,24 0,2837

*
J2’J2 441,29 75,54 215,58 491,65 0,4269

J1’J1 117,77 78,01 202,84 169,78 0,3004

VRH 183,43 95,44 253,65 252,44 0,3289 i 
i

Fr 176,37 93,24 247, 7 238,53 0,3271

h2 ’ M2 308,54 145,35 389, 0 405,44 0,3399

L2’L2 29,22 80,20 181,33 82,69 0,1335



Tabla 1 .7

Nodulo de Poisson para tensiones aplicadas según la direc

ción. <110 > . Coeficientes elásticos de Ag, Nb y Na monocrista-

lino tomados de [22].

Wa rZ3 Ag Nb Na

( 1^03 1/2 - 9.3x10*° 0.606 -0 .732

Mu J 1/3 0.212 0 .476 -4 ,9x10“2

üai 3 1/6 0 .517 0.345 0 .634

Ü133 1/11 0.655 0 .286 0.945

CÉ213 4/9
_3

8.8x10 0 .562 -0.504

(3313 9/19 - 4.5x10“2 0 .585 -0 .62

Razón de anisotropía A 3.01 0.51 8.15

Tabla 1.8

Coeficientes elásticos computados por Rosenbaum and Lewis [38] 

para textura característica de vainas combustibles• Valores en 
<lo-12 2/men 10 m /N.

Temp. C°C3 S11 S22 S33 S44 c:
~55 S66 "S12 "s13 “S23

25 9.66 10.48 10.68 28.46 29.15 27.86 3.244 3.153 3.681

100 10.01 11.10 11.33 30.59 31 .33 29.17 3.399 3.334 4.118

200 10.45 11.96 12 .27 33.68 34 .48 30.80 3.571 3.560 4.770

300 10.95 12 .97 13.37 37.30 38.19 32 .70 3.777 3.830 5.539

400 11.46 14.07 14.57 41 .25 42 .22 34.65 3.977 4.107 6.381



Tabla 1 .9

N'ódulos de Poisson del circonio, calculados mediante diferen

tes modos de promedio, a 1073 K.

f-'romed i os

I . ,1 *
1 ’ 1 □3 .293 18.31 0 .4099

83 .335 18.156 0 .4106

^3’^3 83 .369 18 .020 0.4111

j3>4 75 .289 13 .324
I

0.4021

J~, J,‘ d ’ d 75 .308 18 .045 0.4034

xC
J1’J1 75 .299 17 .827 0.4043

zr
 

m 83 .033 19 .2^5 0 .4059

L2,L2 75.108 16.8 9 0.4085
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LEYENDAS DE FIGURAS

1. 1. Policristal bajo tensión simple. Bordes de grano paralelos 

al eje de tensión. Deformación uniforme,

1. 2. Policristal bajo tensión simple. Bordes de grano perpen

diculares al eje de tensión. Tensión uniforme.

1. 3. Diferencia relativa entre los promedios de Peresada y Hill, 

para cristales cúbicos, en función de la razón de anisotro

pía •

1 . 4. Sistema de ejes principales y rotados en una celda crista

lina de simetría cúbica. Detalle de los ángulos de Euler 

utilizados .

1. 5. Sistema de ejes principales y rotados en una celda crista

lina de simetría hexagonal. Detalle de los ángulos de Eu

ler utilizados.

1 . 6. a] 1)*^ y b] para 

y diferentes valores

Zr-o( monocristalino en función de 6

de I^J , a 4 K •

1.7. ajt)*yb]lJ*para Zr- o( monocristal i no en función de Ijl 
«D I

y diferentes valores de Q , a 4 K.

1.8, kódulo de Poisson V* para Zr-d monocristalino en algunas 
31 . . i

direcciones particulares. VD, y son los valores cal- 

calados a partir de los coeficientes elásticos informados 

en [38] para una distribución aleatoria y una textura carac

terística de vainas combustibles de Zry-4 [ n: contracción 

radial o normal; t: contracción tangencial o transversal]. 

Los cuadrados llenos indican los valores de material isótro

pos calculados mediante 1.184.

1. 9. Figuras de polos de vainas de Zry-4. Informadas por Rosen— 
baum and Lewis [38] para sus propios cálculos, x*: n , 

x * : t , x * : 1 a] Polos [0002]; b] Polos {lolo} . 
o



Fig.n° 1.1

Fig. n° 1.2





Fig. n° 1.4



Fig. n° 1 5.



Fig. n° 1. 6. a.



Fig.n° 1 6. b



F¡g.n° 1 7 a



Fig.n° 1.7 b
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CAPITULO II TEORIA ANELASTICA DEL 

MODULO DE POISSON

comportamiento anelastico de los ma"teníales es usualmente 

bien descripto mediante el modelo del sólido anelástico lineal 

estándar £13 £ Apéndice A j . Aun cuando el ajuste con la experien

cia se ha mostrado particularmente bueno en el caso de Fenómenos 

que involucran relajaciones de defectos puntuales, otros fenóme

nos de relajación pueden interpretarse como superposiciones, dis- 

o continuas, de solidos lineales estándar. Además este mo

delo se muestra particularmente adecuado para interpretar los pará 

metros mas importantes del fenómeno de relajación en estudio.

Las relaciones clásicas de este modelo son generalmente usadas 

para representar el comportamiento anelástico de muestras excita

das en forma simple: vibraciones longitudinales, torsión y relaja

ción volumétrica. En estas situaciones experimentales se obtienen 

las relajaciones de los modules de Young, de corte o volumétrico. 

Ademas, para cristales simples, solamente la dependencia con la 

orientación de la intensidad de relajación de los dos primeros 

modules es obtenida. Los casos más complicados de tensiones multi— 

axiales han sido considerados, desde un punto de vista más bien 

ingenieril, por Lazan £2} y Alfrey y Gurnee £3j. Por otro lado 

algunas consideraciones introductorias fueron hechas por C• Wert 

£4] para el caso de deformaciones multiaxiales.

En este capitulo extenderemos el formalismo dej. sólido lineal 

estándar a todas las constantes elásticas para materiales de sime

tría cúbica y hexagonal. La obtención de expresiones de intensidad 

de relajación en Función de la dirección y de la Frecuencia permi

te estudiar el comportamiento en direcciones perpendiculares a 

aquella correspondiente a una excitación longitudinal. Se obtienen 

las expresiones para el módulo de Poisson relajado y no relajado 

y se eFectúa una interpretación energética de las diFerencias de 

Fase obtenidas .

Las expresiones obtenidas para las intensidades de relajación 

en corte y en deFormación longitudinal son generalización de las 

informadas por Ino et al.£5j y D.Polder £6j, respectivamente.

Finalmente se consideran algunas simetrías de defectos y al

gunas orientaciones como caso particular del Formalismo general



La generalización dependíante del tiempo de estas ecuaciones

donde los subíndices denotan la constante simetrizada correspon
diente a y &

Para una tensión sinusoidal y una respuesta análoga en defor 

macion, esto es para

- 63 -

2. 3.

es

2. 4.

2. 5.



y teniendo en cuenta que + es una deformación de Tipo
I . por lo que MTr i = 0 y £r - , = □ , después de

C°11*2b12’

un largo pero simple tratamiento analítico y algebraico, puede mos

trarse que

Son de nuestro interés las deformaciones £ . que pueden obte 
J

nerse a partir de

2. 7.



Luego, combinando las ecuaciones 2.6 y 2.7 podemos obtener 

les expresiones:

donde /Z . y /Z_ son los factores de orientación característi- 
11 12

eos de la estructura cubica definidos por 1.175 y 1.178.

Las ecuaciones 2. 8. pueden escribirse también de la forma:



donde 5*a y y u tiene el mismo

significado que en la ecuación A.9., esto es se •trata del coefi

ciente elástico no relajado. Estas ecuaciones son formalmente

idénticas a A ,28 y A.29, o sea que su comportamiento es el mismo 

que el del modelo de cinco parámetros descripto en el apéndice 

A y en C 1 3 •

y el módulo de Poisson dinámico puede escribirse como

2.11

donde

y

Para estas expresiones es muy simple mostrar que

si
2.14

2.15

2.12.

2.13 .



Las curvas de relajación descriptas por las ecuaciones 2.12 

y 2.13 son similares a aquellas que describen el módulo de Young 

y el modulo de corte en función de la frecuencia, para materiales 

isótropos. Por lo demas

2)
lo que muestra que tiene un máximo en CO = 1 como en una

curva de Debye. Además, teniendo en cuenta que

puede verse que la curva que describe el módulo de Poisson en fun

ción de la frecuencia tiene un punto de inflexión en 1/ |/~3\

valor este levemente desplazado respecto de los valores clásicos 

en el módulo de Young y de corte. El comportamiento descripto pue

de observarse en la gráfica de la Figura n° 2,1.

Desde otro punto de vista, de acuerdo a la teoría elástica cíe 

medios anisótropos [7j [Apéndice Bj, para simetría cúbica tenemos

y usando el mismo procedimiento que en el caso de teoría de erro
res , para S> puede mostrarse que

Además, si _s Cs11-sl2), la ecuaci°n 2’15 no® lleva aí

2.19.

la ecuación 2.19 se redu—

2 .20.

Si

ce a :



2 .21 .

2 .22 .

coincidente con la ecuación 2.20 y que constituye la intensidad 

de relajación del módulo de Poisson.

2.2. SIMETRIA CUBICA. TORSION

Si una tensión ^23 es aplicada en una celda cúbica.

un procedimiento similar al utilizado en el parágrafo precedente,

nos permite obtener la expresión

Para una probeta con simetría cilindrica debe efectuarse una inte

gración sobre entre 0, y 2 7T . Luego, si ^”g3= (7^ , obtenemos:

y si

Ademas, como el módulo de corte esta dado por

y

2 .23

2 .25.

2.26.

2.27.



obtenemos

2 .28.

que es la expresión comunmente encontrada en la literatura para 

la intensidad de relajación del módulo de corte.

2.3. SIMETRIA HEXAGONAL. TENSION LONGITUDINAL

El tratamiento para cristales hexagonales bajo tensio

nes longitudinales sinusoidales puede efectuarse del mismo modo, 

partiendo de las relaciones elásticas de las Tablas I y II del 

Apéndice B. Las relaciones elásticas, en términos de las tensio

nes y deformaciones simetrizadas, son

2 .29.

Si la tensión es aplicada a lo largo del eje x^ [Ver Figura 

n° 1. 5.3 las relaciones anelásticas asociadas con las ecuaciones 

2.29 están dadas por



No existen términos derivados en las dos primeras ecuaciones de 

2.30 debido a que involucran solamente deformaciones del Tipo I. 

A partir de estas ecuaciones podemos obtener, después de un trata

miento arduo pero simple,



Partiendo de estas expresiones y utilizando 2.7 obtenemos

donde

Si escribimos en función de los ángulos de Euler y to-

manos l^J s Q = 0 obtenemos

2.33

2 .34
y



üe estas expresiones puede obtenerse

2 .35

2 .36

Esta última expresión resulta invariante ante cambios de fre

cuencia •

2. 4. SIMETRIA HEXAGONAL. TORSION

Supondremos que v es la tensión de corte impuesta 

sobre una probeta cilindrica. Del mismo modo que en la sección 

2.2 debemos efectuar una integración sobre l|J, de manera de obte

ner el módulo de corte promedio sobre la muestra. Además supondre

mos la presencia de defectos simples. Sajo estas condiciones

donde

2 .38.

Estas ecuaciones resultan solamente función de Q y constitu

yen una generalización de las ecuaciones de la elasticidad y de 

la expresión que da la intensidad de relajación en una deforma

ción de corte.

y



2.5. DISIFASION ANELASTICA

La energía elástica de un medio anisótropo está dada por

de donde

Cuando la deformación está en un máximo,la energía total en-

tregada en un cuarto de ciclo es

y la energía disipada por ciclo está dada por

Bajo tensiones uniaxiales periódicas

y en términos del tensor de tensiones obtenemos

Cuando las expresiones 2.44 y 2,45 son desarrolladas cuidadosa

mente se obtiene

2.39.

2 .40.

2 .41 .

2 .42 .

2.43.

2.44.

2.45.



2 .46.

2 .47 .

Cada termino de estas ecuaciones describe la pérdida y almace

namiento de energía,respectivamente, para cada modo particular de 

deformación. En una notación de dos índices, que no indica carác

ter tensorial, ambas ecuaciones pueden ser escritas

2 .49

Los siguientes cocientes indican la Fricción interna debida a

cada modo particular de deFormación

2 .50.

donde los son los ángulos de desFasaje entre la tensión lon

gitudinal y la correspondiente deFormación. Por ejemplo, es 

el ángulo deFinido por la ecuación A .23 del problema unidimensio

nal más restringido.

Los resultados de las ecuaciones 2.10 a 2.13 pueden ser utili

zados como ejemplo de esta interpretación• Las medidas de las di

sipaciones de energía correspondientes a la deFormación longitu

dinal y a la contracción lateral pueden calcularse como

2 .48



y las ecuaciones 2,10, pueden escribirse en forma alternativa 

de la siguiente forma:

El diagrama de módulos y fases correspondiente se muestra en la 
Figura n° 2.2. Puede, ademas,verse fácilmente que

2.55. 
es el ángulo de desfasaje entre la deformación longitudinal y la 

transversal.

Esta curva posee un máximo en

2 .57.

2 .51 .

2 .52.

2 .53.

2 .54 .

2 .56.

y, además, si



Este comportamiento se muestra cualitativamente en la Figura n° 

2y algunos valores característicos, indicados con los núme

ros 1 a 6 en la gráfica, se listan en la tabla 2.1,

2, 6. MATERIALES ISOTROPOS

Para el caso de materiales isótropos las constantes e- 

lásticas se reducen a

s. - s = s „ . = 1/2G 2.58.11 12 44

s^ + 2 s„_ = 1/3K 2.59.11 12

A demás

Por lo tanto de las ecuaciones 2.12. y 2.13. puede obtenerse

2 .60 .

2 .61 .

2 .62 .

2 .63 .

donde R y u tienen el significado de módulo relajado y no relaja

do, como en los casos anteriores, y el tiempo de relajación a de

formación constante está definido por [1]

2 .64.



A partir de estas expresiones si

2 .65 .

2 .66 .

En consecuencia, al igual que en la simetría cúbica, tiene un 

punto de inflexión levemente desplazado respecto del correspondien
te al módulo de Young y tiene un máximo en = 1 Las curvas 

son, ademas, similares a las curvas clásicas obtenidas para el mó

dulo de Young o el modulo de corte de materiales isótropos.

2.7. CONCLUSIONES

El aspecto más interesante de la teoría desarrollada es 

el que concierne a la interpretación energética dada en el párra

fo 2.5.. Es usual encontrar en la literatura valores experimenta

les de fricción interna en vibraciones longitudinales no acompa

ñados por la correspondiente relajación del módulo de Young. Esto 

es atribuidle, sin duda, a las pérdidas de energía ocasionadas por 

la relajación de otros modos de deformación distintos del longitu

dinal • La medición cuidadosa del módulo de Poisson en función de 

la frecuencia y/o temperatura puede aportar mayor información so

bre el fenómeno microscópico que produce la relajación.

Además, el comportamiento anelástico del modulo de Poisson po

dría ser una de las causas de la alta dispersión de los valores 

experimentales del mismo. Aún cuando el módulo de Young o de cor

te no presenten una relajación apreciable el módulo de Poisson po

dría ser afectado por la temperatura o la frecuencia debido a e- 

fectos anelásticos. Para obtener un mejor conocimiento del mate

rial en estudio se procura obtener valores del módulo y la disi-

2 .67 .

2 .60.

y
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pación de todas las constantes dinámicas del mismo [8]•

Por último, un conjunto de ecuaciones que permiten calcular 

la relajación y la Fricción interna como Función de la dirección 

son mostradas como resultado adicional. Funciones distribución a- 

decuadas podrían ser usadas para el cálculo de los promedios en 

policristales •
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Tabla 2,1,

Valores característicos del comportamiento del módulo de

Poisson. Puntos indicados con los números 1 a 6 en la Figura 2.1.



LEYENDAS DE FIGURAS

2. 1. Modulo de Poisson complejo y tg CQ g“ 0 vs. ln¿V^r. Al

gunos valores característicos, indicados con los números 

de 1 a 6, se dan en la Tabla 2.1.

2. 2. Diagrama de fases para la deformación longitudinal, tensión 

y deformación transversal en la simetría cúbica. xT coinci- 

dente con x..1







CAPITULO III REVISION OE NETODOS OE NEOICION.

FRCCEÜIMENTC EXPERIMENTAL UTILIZADO

ü-h el punto 3.1. se efectuará una revisión general ce los 

métodos experimentales,que pueden encontrarse en la literatura, 

usualmente utilizados para la medición del módulo de Young, la 

razón de Poisson y el modulo de corte, ^e hará especial mención 

de los procedimientos aptos para la medición del módulo de Foi- 

sson pero debe entenderse que la mayor parte de ellos no son 

mas que una disposición experimental modificada de los utiliza

dos para la medición de los otros dos. Tan es así que la aran 

mayoría de los perfeccionamientos ideados en época reciente pue

den ser inmediatamente trasladados, prácticamente sin modifica

ción, a la medición del modulo de Poisson. Tales modificaciones 

se refieren, principalmente, a los dispositivos de captación y 

procesamiento de los datos y rara vez implican un cambio en los 

fenómenos físicos involucrados. Si be hacerse esta salvedad es 

debido a que no podrá encontrarse irformación reciente muy abun

dante sobre mediciones de este módul Ce hecho el último traba

jo de revisión sobre el tema, repetidamente citado, data del 

año 1961 [13 • Posteriormente ha primado la opinión, discutida a 

lo largo de toda esta tesis, de que se trata de una variable de 

difícil evaluación experimental. En la mayor parte de los casos 

se informa sólo como dato accesorio se soslayan explicaciones 

sobre las anomalías que puedan obser arse.

En el punto 3.2. se efectuará una descripción más detallada 

de variantes de uno de los métodos a los fines de fundamentar la 

elección del dispositivo utilizado.

En el punto 3.3. se describe el equipamiento experimental y 

se hace una evaluación de las caracteresticas electromecánicas 

del mismo así como de las prestaciones esperadas•

3. 1. METODOS EXPERIMENTALES

En la determinación experimental de las constantes e— 

Issticas debe hacerse una primera di tinción entre métodos di

rectos e indirectos y dentro de cada uno de ellos entre métodos 

estáticos y dinámicos • un el caso del modulo de Foisson se ha

bla de métodos directos no sólo cuando este es medido directa

mente a partir de la deformación longitudinal y la contracción
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transversal sino cuando se mide cualquier otro efecto que depen

de directamente del valor de Los métodos indirectos son a-

quellos en los cuales alguna de las constantes, particularmente 

,es obtenida a partir de la medición de las restantes.

en los métodos estáticos las constantes son determinadas a 

partir de las deformaciones producidas por fuerzas independien

tes del tiempo. Pequeñas velocidades de deformación permiten 

intercambios de calor de deformación con el medio ambiente, por 

lo que las constantes obtenidas son las denominadas isotérmicas. 

Por les métodos dinámicos, los cuales implican estudios bajo vi

bración, se obtienen las denominadas constantes adiabáticas.

Si ocurren movimientos dentro de un cuerpo deformado la tem

peratura no sera, en general, constante ni uniforme simo que va

riara tanto en el tiempo como en el espacio.Esto complica consi

derablemente la solución exacta de las ecuaciones en el caso de 

movimientos arbitrarios. Usualmente el problema se puede simpli

ficar considerando que la transmisión de calor dentro del cuer

po [por simple conducción térmica] ocurre muy lentamente y es 

despreciable para intervalos de tie~ o del orden del período de 

los movimientos oscilatorios, Puede .onsiderarse entonces cual

quier parte del cuerpo como térmicamente aislada, o sea que el 

movimiento puede considerarse un proceso adiabático. En las de

formaciones adiabáticas . se obtiene a partir de <£ . . median- 

te las fórmulas usuales con la única diferencia de que hay que 

reemplazar los valores de las constantes elásticas isotérmicas 

por sus correspondientes valores adié játicos. Para el caso del 

módulo de Young y del módulo dePoiss n ambos tipos de módulo es

tán relacionados por [2]

3.1 .

donde L es la capacidad calorífica por unidad de volumen a pre- 
P

3 .2 .
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£Íon constante y es el coeficiente de dilatación volumétrica, 

la practica el termino dependiente de T es pequeño y bas

ta con aproximar con

3 .3 .

3 .4 .

Ecuaciones similares pueden ser obtenidas para las constan

tes elásticas de materiales anisótropos con el cuidado de hacer 

uso de los coeficientes de dilatación anisotrópiccs.

3. 1. 1. METCÜÜo 0IRECTC3

3. 1. 1. 1. NETCüCS ESTATICüb

3. 1. 1. 1. 1. DEFORMACION LGNGITUC \L Y TRANSVERSAL

En este método varillas o alambres de una longi

tud del orden de los 100 mm son sometidos a tensiones o, menos 

frecuentemente, compresiones longitu inales. La medición de la 

deformación longitudinal permite el slculo inmediato del módu

lo de Young. Mientras esta medida pu de hacerse con suficiente 

exactitud la medición de la contracc Sn lateral no es simple. 

Las dificultades provienen no sólo o 1 orden de magnitud menor 

de esta deformación sino de la inhorr jeneidad de la misma. Los 

métodos de medición apelan a mecanis os que amplifican esta de

formación hasta hacerla perceptible orno en el caso del uso de 

espejos que amplifican angularmente o misma.[3]

Ctros métodos utilizan el fenómeno de interferencia median

te el cual se mide el cambio de la distancia de la superficie 

lateral a placas fijas [4].

El perfeccionamiento ce los ‘quipos de extensometria 

comerciales ha hecho usual, reciente > ente, la rredicicn di

recta de la deformación transversal. La presicion obtenida es 

extremadamente alta, del orden de 1 A en la deformación trans

versal [5] •



Ctros métodos incorporan el uso de ”strain gages” a resis

tencia [6] o el mas clásico método de medir les desplazamientos 

laterales de marcas con un catetómetro [7j.

3. 1. 1. 1.5. FLEXICN CN FLACAd Y EíaRRAó

tete método ha sido usada Frecuentemente en el 

pasado para medir el modulo de Poisson en vidrios. :;i un mate

rial es flexicnadOy en un lado de su plano neutro la contracción 

transversal ocurre como resultado de una elongación en tanto 

que del otro lado la expansión transversal es el resultado de 

la compresión longitudinal. Lstas distorsiones perpendicula

res a la dirección de la tensión y al eje longitudinal de la 

probeta producen una segunda curvatura perpendicular a aquella 

en el plano de Flexión. Como resultado la superficie de la pla

ca toma la Forma de una ensilladura o, en el caso de barras de 

rectangular, las caras laterales se curvan hacia aden

tro. bi r^ es el radio de curvatura n el plano de Flexión y 

r^ el del plano perpendicular puede atenerse

Las dificultades que se presenten son las mismas que para 

el método anterior, ésto es, la medición de longitudes con una 

precisión muy alta.

3. 1. 1. 2. FETGGÜo DINAMICOS

En los métodos dinámicos se mide la velocidad o la 

Frecuencia de resonancia de distinto^ tipos de ondas. En el ca

so de materiales isótropos las ecusc enes de propagación contie

nen el modulo de Poisson como una ccmección de segundo orden. 

En el caso de materiales anisótropos se miden las constantes 

c^j^ a partir de las cuales se puede calcular el módulo de 

Poisson en Función de la dirección. ..orno hemos visto en los ca

pítulos anteriores, el uso de las constantes elásticas para cal

cular E y G y un posterior cálculo c mediante la ecuación 

que conecta estas constantes en materiales isótropos no es co

rrecto. A pesar de ello sigue siendo común entre diversos inves

tigadores hacerlo así. El cálculo de para materiales anisó

3 .5 .



tropos es de todas maneras indirecto puesto que implica el cál

culo previo de las c, .. , .i jkl

3. 1. 1. 2. 1. VIBRACIONES TRANSVERBALES EN FLACAS

A partir de su teoría de vibraciones transvsrsa- 

les libres de una placa cuadrada, Ritz [3] mostró la posibili

dad de determinar el módulo de Foisson a partir de este tipo de 

vibraciones. Similar posibilidad puede mostrarse para el caso 

de placas circulares. Con el objeto de evaluar experimentalmen— 

te esta posibilidad se han llevado a cabo diversos trabajos (Sj. 

Infortunadamente las ecuaciones de evaluación contienen una se

rie que converge muy lentamente y que hace poco práctico este 

método.

3. 1. 1. 2. 2. VIBRACIONES LCNGITLÜINALES ÜE BARRAS

Las vibraciones lonci jdinales en barras o vari- 

lias están acompañadas por vibrador' = transversales acopladas 

que producen una modificación en la elocidad o Frecuencia de 

resonancia . En las ecuaciones de evacuación aparece entonces 

una serie de términos que contienen el módulo de Poisson y que 

permiten su evaluación. La medición c los diferentes armónicos 

de una barra es el método más común. _sto requiere una gran pre

cisión en la determinación de las Fr ouencias naturales, ésto 

es del orden 10 si se quiere una pr- cisión en del orden 

del 1 % Como este será Finalmente método elegido en este 

trabajo mayor detalle puede encontrarse en al Apéndice C y en la 

discusión del resto del capítulo y les capítulos subsiguientes.

3. 1. 1. 2. 3. VÍ8RACIONES OE BARRAS ..N FLEXION

La ecuación de vibraciones en el modo de Flexión 

de barras cilindricas también tiene un Factor de corrección de

pendiente de U . A partir de las frecuencias naturales de vi

bración en Flexión puede también determinarse este modulo£10j.

3. 1. 1. 2. 4. VELOCIDAD OE FRCFAGA LCN DE LNÜAu JE ALTA FRÚ- 

ú Le. KLIA

tediante pulsos de ondas impuestos en una proba-



ta,con la geometría adecuada para poder considerarlos como pro

pagándose en un medio infinito, podemos medir las principales 

constantes elásticas de un medio isótropo calculándolas a partir 

ce las velocidades de propagación[11] . Las Frecuencias de traba

jo se hallan entre ICO KFz y 1 Ghz y las ecuaciones que relacio

nan las velocidades con las constantes elásticas son

¿7 2
ci = J cl

G = e2 
t

K = f C - 4/3 c|]

L = 333/ C 2 - G ]

= 1/2 CC* -2 G]/ [C^ - 3]

3 .8.

3 .7 .

3 .3.

3.9.

3.10.

donde es el llamado módulo longit .dinal en ausencia de con

tracciones laterales, c^ es la veloc dad de propagación longi

tudinal y c es la velocidad de propagación de ondas transver- 

sales, bebido al acentuado desarrollo en equipamiento electrón! 

co este método ha tomado creciente importancia. Ademas de su 

precisión permite mediciones en probetas de reducido tamaño. La 

medición de puede considerarse directa dado que en la ecua

ción 3.10. el módulo de corte G puede substituirse por la velo

cidad transversal y el módulo longitudinal Cj por la velocidad 

longitudinal.[12-16].

3 . 1. 2. NETLLCS INOIRECTCS

Como puede encontrarse en .a literatura y surge de las 

ecuaciones 3.6.-3.10. el módulo de Foisson está relacionado con 

el resto de las constantes elásticas mediante ecuaciones senci

llas. puede obtenerse entonces a partir de dos cualesquiera 

de ellas. ün embargo este método debe utilizarse solo bajo los 

siguientes recaudos i a] Las dos constantes elásticas deben ser 

medidas en probetas ce la misma composición e historia termome- 

cánica. La mejor solución es, por supuesto, el uso de la misma 

pieza de material•
b] For el hecho de que las mediciones esta-
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ticas llevan a las constantes isotérmicas y los métodos dinámi- 

cos a las constantes adiabáticas, el método de medición debe ser 

el mismo para ambas constantes elásticas.

c) E1 material a estudiar debe ser isótropo, 

de modo de permitir la aplicación de las ecuaciones apropiadas.

dn el caso de materiales anisótropos, la determinación da los 

Cijkl para calcular a posterior! el módulo debe considerarse 
también un método indirecto. En este caso la condició-t c] de iso- 

tropia debe ser cambiada por la condición de homogeneidad de 

todas les probetas utilizadas.

í—esc r i b i re mos aquí solamente aquellos métodos que permiten 

el uso de la misma probeta para la determinación de las dos 

constantes elásticas de los materiales isótropos y el método de 

medición de las c. . de los materiales anisótropos.1 J K X

3. 1. 3. 1. MTOuLo EÉTATICCu

3. 1. 2. 1. 1. CAMBIO CE VCLUNEN Y L NGITUO

Este método está basr o en la relación existente 

entre el módulo de Foisson y los mócalos de Young y volumétrico. 

La probeta es traccionada en un medio líquido de modo de obser

var los cambios de volumen como cambios en el nivel del mismo. 

Este método no es muy preciso obteni ndose valores con un error 

del orden del 5 % [17].

Un modo alternativo de llevar a r'abo estas mediciones es la 

medida de la variación de la resiste sia eléctrica de la probe

ta. Fara ello se debe suponer que le propiedades eléctricas no 

son Función del estado de tensiones .^ino sólo de la geometría 

modificada. Esto en general no es ci*rto y se obtienen valores 

que difieren hasta en un 20 % de los obtenidos por otros méto

dos C 18] .

3. 1. 2. 1. 2. üETEHMNACICN COMBINABA DEL NCDULC DE YCUNG Y 

CE CORTE A FARTIH CE XFEHIÉNCIA3 DE FLEXION Y 

TCRoIGN

oca una barra fija en un extremo que soporta una carga 

en el otro. Ln este último extremo se fija un espejo que regis

tra , simultáneamente, la flexión y la torsión de la barra por 

medio de un haz de luz. Este método se ha utilizado generalmen—
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te para la medición de la variación con la temperatura del mó
dulo LJ C 19] .

3 .-1. 2. 1. 3. HEoCHTEo HdLICGIiMLEb

Ln este caso se presentan deformaciones simul
taneas por Flexión y torsión. Usando la teoría de deformacio

nes de resortes de Thomson y Tait, Ayrton Ferry [20j midieron 

-1-® razón entre el modulo de Young y de corte a carpir del movi

miento de un marcador en un resorte.

3. 1. 2. 2. DINAMCCi

3. 1. 2. 2. 1. LLTRA-CNI^C

En este método se 

longitudinal y transversal de un 

son eses longitudes el módulo de

miden las longitudes de onda 

tren de ondas . Li / y /• 

Fo son puede obtenerse como

donde

3.11.

Esta técnica requiere una probeta de ■’ateriel transparente pero 

con una modificación adecuada puede r aplicada a metales, En 

este caso se mide la velocidad de pr pagación del tren de ondas 

tal como se ha descripto en el punte .1.1.2.4.. Esta técnica

aplicada a monocristales de cualquie naturaleza permite la me

dición de las constantes c. .. . a par-ir de las cuales pueden ijkl 
calcularse todas las constantes elás icas de mono- y policristales

...incluido La determinación de la c. .. . exige mediciones en
1 J<1

tantas más direcciones cuanto menor -a la simetría cel cristal• 

Las ecuaciones necesarias pueden encontrarse en la literatura, 

así como descripciones detalladas de los dispositivos experimen

tales [21]. Un detalle de las ecuaciones intervinientes puede 

derivarse, para materiales hexagonal s, del tratamiento del apén

dice ü .

3. 1. 2. 2. 2. FHcCUENCIAu NATUHALEo 02 VIBHAC1CN



£1 modulo de Young y el modulo de corte pueden 

ser determinados mediante las frecuencias naturales de vibración 
longitudinales [Fp y de torsión [F^] de barras y alambres. Las 

técnicas experimentales son variadas [21] pero todas apelan a la 

ecuación

3.12 .

que resulta, en primera aproximación, independiente de las dimen

siones de la probeta.

3. 1. 2. 2. 3. VIbRACICN DE RE,jCRFE3

Lorrespondiendo al método estático en resortes 

puede medirse el modulo de f'oisson mediante la determinación de 

las Frecuencias longitudinales y torsionales. Este método es de 

interes industrial dado que las vari .síes que entran en el cál

culo son generalmente de diFícil de- rminación. Además los ma

teriales de los que se construyen 1 resortes, por el trabaja

do mecánico y tratamiento térmico, difícilmente resulten isótro

pos .

3. 1. 2, 2. 4. FRECUENCIAS DE RESCNA .IA EN FLEXICN

El modulo de Young pu-de ser determinado no só

lo a partir de las frecuencias longi udinales sino también de 

las de flexión. Un conjunto de siste js utilizan péndulos 

de Flexión acoplados . La diFicultad ayor surge de la determi

nación de la longitud eFectiva de vi-ración de la pieza.

En Flexión también pueden excitarse vibraciones de alta Fre

cuencia, En las ecuaciones intermedi--rías las dimensiones de la 

probeta juega un papel Fundamental y generalmente los errores 

cometidos no pueden ser despreciados.

3. 1. 3. COMPARACION CE LC3 DIVERoC NETC0C3

En contraste con los métodos dinámicos, los métodos 

estáticos tienen la desventaja de tener que ser extrapolados a 

tensiones nulas. No siempre puede garantizarse que la deforma

ción impuesta no se encuentra en el comienzo del rango plástico.

For otro lado constituye la única Forma de medición del modulo 



de Foisson a partir de las deformaciones transversales y longi

tudinales, Además es indescartable en la medición de este módu

lo en el rango de deformación plástica.

Los métodos dinámicos tienen la ventaja de eliminar laborio

sos ajustes de instrumentos por lo que las probetas pueden ser 

ensayadas en rapida sucesión. Además pueden efectuarse medicio

nes a alta temperatura sin mayor conplicacicn. For otrc lado, 

en algunos modos de vibración, particularmente en vibraciones 

longitudinales, la orientación superficial de los granos de un 

policristal no influye mayormente, ¿,ólo un promedio sobre tedo 

el volumen es detectado,

Lna desventaja seria de los métodos dinámicos es si hecho 

ce que se encuentran basadas en efectos de segundo orden y como 
además en las ecuaciones el módulo de Foisson aparece, general

mente, a la segunda potencia o superiores, esto introduce consi

derables fuentes de error.

Las mayores dificultades en los átodos indirectos provienen 

de la necesidad de satisfacer las condiciones de isotropía u 

homogeneidad de las probetas. Aun ho7, para materiales isótropos, 

pueden hallarse valores de .5 lo que es una muestra de la 

anisotropía del material pero no de una efectiva medición de .

En cuanto a los métodos indirectos de medición, puede de

mostrarse que el calculo que adolece de menores errores es el 

que surge de la medición del módulo e Young y del módulo volu

métrico. Las dificultades inherentes * este método, sin embargo, 

hacen aconsejable el uso de otra metodología [1].

3. 2. ELECCION DEL METODO EXFERI .NTAL

La elección del método experimental estuvo condiciona

da principalmente por los siguientes Factores:

a] Las mediciones debían realizarse dentro cel límite 

de deformaciones elásticas [Pequeñas amplitudes de deformación].

b] El sistema debía poder ¿captarse fácilmente a medi

ciones con variación de temperatura, vacío o atmósfera controlada

c] Las probetas ce uno de os materiales estudiases 

debían ser cortadas de tubos, conservando su simetría cilindri

ca,

d] El método debía ser,en lo posible, no destructivo, 

de modo de permitir mediciones sucesivas.

- 93 -



Con estas consideraciones se hace indiscutible la elección 
de un método dinámico. Centro de ellos el método de propagación 

de ondas ultrasónicas presentaba dos inconvenientes. Uno de e- 

llos esta relacionado con la geometría de las probetas que no 

permiten la propagación de ondas que puedan considerarse propa

gándose en un medio infinito. La otra razón era de orden técni
co y económico. La electrónica necesaria para el montaje de un 

método de resonancia en barras estaba accesible con Facilidad. 

Lste Fue el dispositivo que Finalmente se adoptó, quedando redu

cido el problema a la determinación del método de excitación y 

detección a utilizar. Los posibles métodos se detallan en los 

parraFos sicuientes.

3. 2. 1. EXCITACION Y DETECCION FCR ACOPLAMIENTO MECANICO

este sistema utiliza dos Finos alambres que sirven de 

soporte a la muestra al mismo tiempo que como excitadores y de

tectores de la señal • El excitador vibra a consecuencia de una 

señal impuesta por un dispositivo el otromagnetico en tanto que 

la vibración mecánica del detector e- observada a través de la 

corriente inducida en una bobina sobre la que actúa un campo 

magnético permanente. En general, el método de excitación y 

detección de la vibración mecánica del alambre puede cambiarse 

por alguno de los que se describen en los puntos siguientes.

Este sistema es Fácilmente adaptable a mediciones con varia

ción de temperatura debido a que las oobinas pueden ubicarse le

jos de la zona del horno. 3i simultáneamente se desea hacer va

cío, la disposición experimental se h ce más compleja. El método 

es Frecuentemente usado en equipos d : Flexión en barras pero no 

en vibraciones longitudinales.[22) . Lna adaptación de este méto

do para excitación pero con captación óptica ha sido desarrolla

da por Ritchie et al.[23,24). Los detalles del equipo original 
pueden observarse en la Figura n° 3.1.

3. 2. 2. EXCITACION Y OETECCION PCH CORRIENTES INDUCIDAS

En estos dispositivos la excitación y detección de las 

vibraciones es eFectuada por medio c¡3 la acción de corrientes 

inducidas en especímenes metálicos. La excitación es obtenida 

por la aplicación simultánea de un campo magnético alterno y o—



•tro estático en las vecindades del punto de máximo desplazamien

to Cantinodo) • El campo magnético alterno, el cual debe ser sin

tonizado a la Frecuencia de resonancia de la muestra, induce co

rrientes locales que interactúan con el campo de polarización 

generando una Fuerza alterna que produce la vibración. Ln proce

so similar tiene lugar en el dispositivo detector. ¡_ste sistema 

es Fácilmente adaptado a cualquier modo de vibración y a opera

ciones en vacio pero la presencia de bobinas y campos magnéticos 

permanentes lo desaconseja para altas temperaturas. Detalles al

ternativos de la disposición experimental pueden observarse en 
la Figura n° 3,2.[25j.

3. 2. 3 o EXCITACION Y DETECCION ELECTRCNAGNETICA

Para materiales de muy alta Fricción interna se nece

sita producir una alta transferencia de energía con el objeto 

de obtener una razonable amplitud de vibración. Este sistema u- 

tiliza campos magnéticos constantes alternos con el objeto de 

producir polarización y Fuerzas alte, 'mas sobre el espécimen 

Ferromagnetico o sobre armaduras auv liares pegadas a las probe

tas. Haciendo uso de distintos arreglos experimentales puede lo

grarse excitación longitudinal, torsional o de Flexión. Nueva

mente la presencia de bobinas e imanas permanentes diFiculta la 

utilización del sistema en experiencias que exijan variación de 

temperatura en un rango muy amplio. Igunos arreglos experimen

tales pueden observarse en la Figure 3.3.£26],

3. 2. 4. EXCITACION Y DETECCION FCF .RISTAL PIEZCELECTHICD

En este dispositivo un cri tal piezoelectrico de di

mensiones adecuadas es pegado a la r ..estra de modo de producir 

una vibración mecánica al ser excitsmo eléctricamente. La lon

gitud del cristal es adaptada de manera de que tenga la misma 

Frecuencia de resonancia de la muestra. Como detector puede u— 
tilizarse el mismo £ Figura n° 3.4., u otro cristal piezoelec

trico [F i gura n° 3.5. j • ¿i se hace u? o de la segunda a 1 ter na

tiva, el cristal detector va udheride conjuntamente con el cris

tal de excitación, aún cuando exisV-n trabajos donde los cris

tales son adheridos en extremos opuestos.

La adaptación del método a mediciones a alta temperatura



se efectúa mediante el fijado de una barra cerámica entre 

la probeta y el cristal emisor-detector. La principal dificul

tad de este método reside en la obtención de cristales de dimen

siones y forma adecuadas a los tubos utilizados como probetas 

Cc7,23,2S], Además resulta dificultoso el ajuste de las dimen

siones de las probetas y cristales para una resonancia conjunta.

3. 2. 5. EXCITACION Y DETLCCICN ELECTFICETATICA

Las principales ventajas del método electrostático 

son su posibilidad de ser usado a bajas y altas temperaturas, 

ancho rango de frecuencias, bajo nivel de ruidos y alta sensi

bilidad. La principal desventaja es la dificultad para excitar 

materiales de alta fricción interna.

El sistema de micrófono electrostático utiliza el acoplami

ento capacitivo entre la muestra y sendos electrodos fijos en

frentados a las caras para el caso de excitación longitudinal. 

Diferentes arreglos adaptan el método a la excitación y capta

ción de vibraciones de flexión y tor-ión.

El método de excitación electrostático más potente y de uso 

más común es el que emplea un dispositivo excitador polarizado 

con una fuente de corriente continua de potencial Vq aplicado 

entre el espécimen y el electrodo excitador. Este potencial es 

modulado con una señal v= v^senA/t proviniente de un generador 

de frecuencias [v*<V ] , La probeta exoerimenta una fuerza varia- o
ble de frecuencia OÜ y magnitud proporcional a v*xVq, Un esque
ma de esta disposición se muestra en la Figura n° 3.6, (30,31],

Otro método de excitación, no polarizado, provoca en el es

pécimen fuerzas de atracción máxima dos veces por ciclo de la 

señal de entrada•Luego, la resonancia se obtiene sintonizando 

el oscilador a la mitad de la frecuencia de resonancia de la mu

estra, La eficiencia de este método es baja pero permite el fil

trado de la onda de salida en el circuito de detección y la eli

minación de cualquier señal introducida directamente por el e— 

lectrodo emisor,
Sin cambiar el método de excitación y detección, sistemas 

más elaborados hacen uso de la variación de capacidad para modu

lar la salida de un oscilador de alta frecuencia [^60 KHz] . La 

señal modulada es llevada a un receptor de FM, amplificada y 

conducida a un circuito discriminador que convierte la señal de



FM en una señal AN,. Es necesario un solo electrodo como emisor 

y captor de la señal, 8u alta sensibilidad permite detectar des» 

plazamientos de ,5 a 1 A y amplitudes de deformación de 1o” . 

C 32 , 33].

3. 3. DEoCRIPCICN DEL EQUIPO Y DIdFCJICIGN EXPERIMENTAL

3. 3. 1. EQUIPO ELECTRONICO

El diagrama de bloques de la electrónica utilizada en 
esta tesis se muestra en la Figura n° 3, 7,, Los instrumentos 

responden a las siguientes características:

-ointetizador de frecuencias: General Radio Company 

mod. 116c:-A , O-1NH¿_. Variable 0-9 dígito por dígito con .OI Hz 

de paso mínimo.

-Amplificador: Krohn Hite mod. DCA-10, 0-1 kHz, 10 w.

-Adaptador de Impedancias: rohn Hite mod. kT 56, 

30 Hz-500 KHz, 50 w.

- Nilivoltímetros: Hewlett-Fackard mod, 400 FL, 20 Hz- 

4 kHz .

-Osciloscopio: Hewlett-Packard mod. 120 8, 5 seg/cm. 

-Frecuencímetro:Hewlett-Packard mod. 5345A, 500 MHz .
-Fuente Folarizadora: Fuente 300 V c.c. [Fisura n° 3,8.] 

-Filtro: Pasa bajo a condensador y resistencias. Fre

cuencia de corte aproximada 1KHz.

-Regulador de temperatura: Proporcional con circuito 

de potencia y compensador automático de cero desrrollado en el 

laboratorio. 0-1200*C,

-Registrador: x-t TDK,Rikadenki.

-Microvoltímetro: 4 1/2 dígitos . [Desarrollo U.N.R.], 

-Seguidor de Tensiones: Dispositivo captor desarrolla

do en la Facultad de Ciencias Exactas e Ingeniería de la U.N.ñ, 

[34], El circuito se muestra en la Figura n° 3.9.. Su impedan- 

cia de entrada es del orden de 1Q0 G yi . Esta es la principal 

característica dado que fue desarrollado originalmente para el 

seguimiento de potenciales biológicos. La adaptación armada en 

este caso permite la detección de las bajas señales esperadas. 

Las capacidades parasitas han tenido que ser reducidas a nive

les muy bajos para hacerlas compatibles con las bajas capacida

des puestas en juego en los electrodos. Esto se logro con un do—
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ble blindaje de todo el circuito. Dado que la probeta es someti

da a altas temperaturas el doble mallado debió extenderse hasta 

una distancia de 70 cm. Je construyó con dos tubos de latón y 

un. alambre concéntricos aislados entre sí con cuentas de vidrio 

para evitar fugas. El detalle del blindaje se muestra en la Figu
ra n° 3.10o

3. 3. 2. BmNCC ül NEJICICN

Un esquema simplificado del banco se muestra en la 
Figura n° 3,11. en tanto que las fotografías de las Figuras n° 

3,12,,3,13. y 3.14. son una vista general y dos detalles de los 

electrodos y cuchillas respectivamente.

El banco fue integramente construido en Zircaloy-4 dado que 

el mayor interes se centraba en las propiedades de las vainas de 

este material. De este modo la dilatación producida en la pro

beta seria automáticamente compensada por la dilatación del ban

co. Para otros materiales se previo poder mover los electrodos 

mediante dos tornillos micrometricos. Los electrodos son mante

nidos fijos por la acción conjunta de los tornillos y dos resor- 
»» * 

tes sostenidos con seguros seager a los pasantes de emisor y 

captor. Los bloque que sirven de soporte a los electrodos y a 

los tornillos de aproximación se encuentran separados y aislados 

de la base por mica y cuentas refractarias. De la misma forma 

han sido aisladas las cuchillas que, con un tornillo pasante, 

se conectan a la fuente de 300 V c .c. ,

Los caños que llevan la señal de entrada y salida se encuen

tran conectados por uniones muy flexibles dado que actuaban co

mo antenas captando las ondas mecánicas del medio ambiente. Asi

mismo se hizo necesario blindar el electrodo receptor y utilizar 

cables blindados yconectores BNC para evitar la introducción de 

ruidos y señal directa. La eliminación de señales espúreas, del 

medio y por filtrado directo, fue uno de los principales proble

mas, especialmente a altas frecuencias. El electrodo captor fue 

también blindar con una lámina de cobre y el bobinado del horno 

funcionó, accidentalmente, como buen aislante de las señales del 

medio.

3. 3. 3. HORNO ELECTRICO
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El horno se construyó con bobinado de alambre de Kan- 

thall tipo A-1 de 1.3 mm de diámetro sobre un tubo de cemento 

refractario de alumina. El tubo fue construido en el laboratorio 

sobre un núcleo de parafina que se fundió luego mediante el pa

so de corriente. Qe esta forma se consiguió el diámetro adecuado 

a las dimensiones del banco de medición. Tubos de silimanite de 

diámetro similar no se hallaban en el mercado.

¿1 bobinado fue calculado para 1200 *C aún cuando las necesi

dades inmediatas no iban mas alia de los 450-500 cC . Las dimen

siones finales del horno fueron: 60 cm de longitud, 7 cm de diá

metro interior y 29 cm de diámetro exterior. La potencia disipa

da se calcula, a 1200 °C , en 2 Kw a 210 V y 9 A. Regulando a 450 

*0 el gradiente longitudinal presentó una zona plana de 20 cm 

de longitud ubicada a 19 cm de uno de sus extremos. El A. T en 

esa zona fue de + 1 °C .

Para la aislación del horno se utilizó perlita y como cubier 

ta exterior un caño de fibrocemento con el objeto de disminuir 

al máximo las grandes superficies metálicas cercanas. Se temía 

por la generación de capacidades parásitas pero,a la luz del 

filtrado extra que proveyó el bobinado del horno, es posible 

que una carcasa metálica conectada a tierra hubiera permitido 

una mejor aislación de los ruidos.

3. 3. 4. EVALUACION DE LAS CARACTERISTICAS ELECTROMECANICAS

En los siguientes puntos se evaluarán las caracterís

ticas electromecánicas del equipo construido a los fines de in

terpretar los principios de funcionamiento, determinar ajustes 

de parámetros experimentales y predecir rango de medición del 

equipo. En la mayoría de los casos tales evaluaciones son solo 

aproximadas pero suficientes para los fines perseguidos.

3. 3. 4. 1. FUERZA ENTRE ELECTRODOS Y FROBETA

Si es F la fuerza entre las placas de un condensador 

será -F la fuerza necesaria para separarlas cuasiestaticamente 

una distancia dx . El trabajo hecho para separar las placas una 

distancia dx será dU= —F. dx con dU= variación de la energía 

almacenada. Aplicado a un condensador de placas paralelas de 

área A y distancia entre placas x, resulta



C = -------— = ■ A • ¿° 3.13.

V x

donde C: capacidad, Q: carga sobre las placas, V: diferencia de 

potencial y constante dieléctrica del vacío.

Suponiendo el condensador parcialmente cargado con una carga 

Q al potencial V, una carga dQ produce una variación de la ener

gía almacenada dada por

dU = V dQ 

como ademas

dQ = C dV 

obtenemos

/v 2 2
U= / C V *dV *= 1/2 C.V = 1/2 Q.V = 1/2 Q /V 3.14. 

'0

□ = ---- 9^------- _ Q • *------- 3.15.

2 C 2 .A

Para un desplazamiento dx tenemos 

n2 ' 
dU = ---- —-----— .dx = - F. dx 3.16.

2 . 4 .A 

_2 
F _ Q 3.17.

2 . ¿o .A

Si Q= ^’A con y : densidad superficial de cargas 

p _ A 3.18.

2 ¿a

Por la conocida relación:

v____ y • x— 3.19.

í.



se deduce finalmente:

3.20.

En nuestro caso la d.d.p. aplicada se compone de una polari

zación continua Vq y una señal que varía senoidalmente con el 

tiempo de la forma:

V = V ♦ V 'sen GU t o 3.21 .

de donde la fuerza resulta

F = —- --------- [V2 ♦ V'2sen2Cü t ♦ 2 V .V^sen^t] 3.22.
-o o

2 x

Tal como se observa en las Figuras n° 3.15. y 3.16., la dis

torsión en la Fuerza aplicada respecto de una senoide desplaza

da es tanto mas pequeña cuanto menor sea la relación V'/Vq.

Valores de V= 150 V y V = 300 V como los utilizados nos in- 

dican una distorsión del orden del 25 %.
— 6 2Para los valores de V y V* mencionados, A = 19,5.10 m y 

una distancia entre electrodo y probeta del orden de 3.10 m 

resulta

I

F = 3,9. ID'2 N
max ’

F = 4,3. 10’3 N
min ’

ÓF = F * — F < = 3,5. 10-2 N 3.23.
max min ’

_= 1>8. 103 N/m2

A

3.24.

3. 3. 4. 2.AMPLITUD DE DEFORMACION

Suponiendo deformaciones homogéneas en el extremo de 

la probeta, supuesta yaciendo a lo largo del eje x^,tenemos



3.25.

3.26.

donde el valor del modulo de Young corresponde aproximadamente 

al del Zny-4 a temperatura ambiente.

En nuestro caso, para una longitud de la probeta de L=15 cm, 

resulta un desplazamiento máximo en el extremo de la misma que 

puede aproximadamente calcularse así:

3.27.

3.29.

Este valor resulta similar a los obtenidos para equipos del 

mismo tipo por otros investigadores.

3. 3. 4. 3. CAPACIDAD

La capacidad entre electrodo y probeta puede calcu

larse suponiendo que la distancia entre ambos es lo suficiente

mente pequeña como para poder suponer que se trata de un capaci

tor de caras planas, paralelas e infinitas.

C = - A * - = 5,8 pF 3.29.

x

Del mismo modo puede calcularse la variación de capacidades 

ocasionada por la modificación de distancia entre placas

Zl C= Cf- C* = 2,6. 10~4 pF 3.30.

Como -puede verse las variaciones esperadas en la capacidad son 

tres órdenes de magnitud menores que la capacidad media. Esta 

pequeña variación es lo que exige un detector de alta sensibili

dad •



3. 3. 4. 4. AMPLITUD DE SEÑAL A DETECTAR

La determinación de la señal esperada a la salida del 

seguidor de tensiones se hará en forma aproximada debido a que la 

resolución exacta del circuito no ofrece mayor interes a los Fines 

de una predición que permita modificar por anticipado los paráme

tros del equipo.

3.31 .

El circuito equivalente resuelto puede observarse en la Figu- 
o 

ra n 3.17.. R se encuentra determinada principalmente por la re- 

sistencia de los aisladores de mica y cerámica que se hallan entre 

el. banco de medición y los soportes de los electrodos. Esta resis- 

tencia es del orden 10 -Í4 disminuyendo con la aplicación de calor, 

debido quizás a la disminución de la humedad en la aislación. De

ben también incluirse las resistencias internas de los equipos de 

medición, tanto en serie como en paralelo con C. Estas resisten

cias son de una gran variación con la Frecuencia y resultan diFi- 

ciles de evaluar.

3. 3. 4. 5. MODIFICACION DE LA FRECUENCIA POR EL MODO DE SUJECION

El punto de suspensión de la probeta, por medio de cu
chillas a 120 ° cuyo detalle se puede ver en la Figura n° 3.18., 

no coincidirá generalmente con el nodo creado en el centro de la 

misma. Si bien la masa M del banco es grande la distancia x a que 

puede considerarse del centro es seguramente pequeña. Las longitL 

des de las probetas Fueron medidas con un error relativo de 1.10



y se le efectuó una marca en el punto medio con un error de 2. lo”4 

m. Esto garantiza que no se altera el modo de vibración de la pro

beta y puede tomarse como valida la expresión de Lord RayleighC35j

donde F es la frecuencia Fundamental' en ausencia de masas adicio

nales, F^ la Frecuencia modiFicada por efecto de la masa M y m 

la masa de la probeta.

En nuestro caso evaluamos M= 10 Kg y m = 0,1 Kg. Con estos 

valores la repetibilidad de las mediciones debe estar dada por:

3.33 .

Una mejora del sistema de sujeción incluyó la utilización de 

laminas delgadas de acero como cuchillas. Con su Flexibilidad dis

minuían el amortiguamiento externo y la modiFicación de la Fre-

cuencia. Los valores de repetibilidad acuerdan bastante bien con

las previsiones.

3. 3. 4. 6. CORRECCIONES POR VARIACION DE TEMPERATURA

Las variaciones de temperatura producen en la probeta 

modiFicaciones de longitud dadas por

L, = L. c 1 ♦oMU 
2 1

3.34.

donde los subíndices 1 y 2 indican los valores de L a la tempera—

tura ambiente T^ y la temperatura Tg, respectivamente. A su vez 

la densidad resulta aFectada, a partir de la modiFicacion del vo

lumen, por

3.35.

Si utilizamos, para la evaluación del módulo de Young E a la tem—

peratura Tg la ecuación C.6. del Apéndice C obtenemos

3 .32 .



3.36.

Con esta expresión es posible evaluar dos aspectos del problema 

de la corrección por variación de temperatura. En primer lugar, 

si consideramos que las máximas variaciones por gradiente de tem

peratura son del orden de ♦ 1 °C y un corrimiento térmi

co de 2 durante el proceso de medición de cada punto,podemos 

considerar el máximo error posible en la medición de temperatura 

en el orden de 4-5 °C. En el caso del circonio, con un C/= 5.5 
- 6 ’

.10 , el error cometido por variación incontrolable de temperatu

ra es

1 - C 1 ♦ C 1 + = 0,00003 3.37.

que resulta un orden de magnitud menor a la repetibi1idad de las 

medidas de frecuencia.

For otro lado, para el caso de meciCiones a altas temperatu

ras , debemos corregir los valores que obtengamos disminuyéndolos 

en un factor dado,para una temperatura de trabajo de 500 °C , por

C 1 +OÍ Z1T]2/ C 1 ♦ = 0,9973 3.38.

Late factor de error es controlable y todas las curvas que se 

muestran son corregidas por temperatura.

Si para la evaluación del módulo de Young se hace uso de la 

ecuación corregida C.10., que tiene en cuenta el primer orden de 

corrección introducido por la contracción lateral, los errores in

troducidos por variación de temperatura serán un orden de magnitud 

menor, comparable a la modificación introducida sobre el valor de 

E, Es decir que si el valor de E es corregido en .3 % por la in

troducción de este factor, la corrección por variación en tempe

ratura serán modificadas en un .3 %. Si se hace uso de las ecua

ciones resueltas en forma numérica las correcciones a introducir 

en el factor de temperatura serán aún menores.

Para el módulo de Poisson, si se h^.ce uso de la ecuación C .53. 

del Apéndice C , se simplifican las modificaciones introducidas 

por la variación de temperatura en la longitud y el radio. Como 

se trata de una ecuación que contempla el segundo orden de co-



erección en las dimensiones, cualquier otra ecuación o método nu

mérico introducirá errores por variación de temperatura de, al me- 

nos, un orden menor.

3. 3. 4. 7. EVALUACION CE LññüñE_

La medición de l¿.s longitudes de las probetas se lie- 

vo a cabo con un microscopio U.M.M. Aue Jena mod. HJ-5267-4777. 
Los diámetros interiores de las vainas y exteriores de vainas y 

barras Fueron medidos con un metroscopio Jena mod. Fü-5367/52. 

Todas las mediciones Fueron efectuadas a temperatura ambiente de 

¿5 + 1 . Los errores relativos cometidos son

La ^edición ce densidades se efectuó por el método clásico de 

picncmetrc utilizando una balanza electrónica Nettler tipo F5 de 

160 g de carga máxima. ¿1 error cometí □ en las mediciones hechas 
- -4

a temperatura ambiente de 25 ♦ 1 C Fue de 5. 10 .

El mayor error lo introduce la reo :tibilidad de las Frecuen

cias de resonancia que, tal como habíamos evaluado por efecto de 

la variación del punto de sujeción, se encontró que se distribuyen 
-4 alrededor del valor medio con un error relativo de 5.10 • Cuando

el punto de sujeción no queda ubicado en el punto medio, el amorti

guamiento resulta tan grande que no pu- de detectarse ninguna señal 

Los errores se evaluarán sólo con jas ecuaciones aproximadas, 

dado que cualquier corrección de segumeo orden introducirá también 

modiFicaciones ce segundo orden en el mor cometido.

A partir de la ecuación C.6. el error cometido en la evalua

ción- del módulo de Young puede calcularse como

3.39.

Fara el módulo de Foisson la ecuac ón utilizada es la C .53. , 

ce donde la expresión para la propagación de errores resulta algo 

más complicada y depende Fuertemente C‘ los armónicos que se uti

lizan para calcular el módulo de Foisson. La expresión obtenida 

es la siguiente



Fara los valores de frecuencia de resonancia obtenidos, los errores
por propagación son

n1= 1 n„ = 3 cí 17%

n1= 3 n2~ 5 97.

5 7 a c%

ni = 7 n„= 9 d 37.

ni = g n2= 1 77.

Estos valores propagados no son totalmente representativos de 

las dispersiones por repetibí 1idad efe divamente encontradas. En 

la mayor parte de los casos la repetid :.idad estuvo en el orden 

del 5 %. A esta disminución en la dispersión contribuye seguramen

te la simplificación de los errores pe temperatura en la longitud 

y el radio.

De todos modos se debe tener en cu ota que, para poder aplicar 

este método de medición del módulo de oisson, deben ser simplifi

cadles los módulos de Young de les des Frecuencias de resonancia. 

Si el módulo de Young no depende de la Frecuencia entonces el mis

mo no aparece como calculo intermedie. n todos los casos se ha 

tenido especial cuidado de que esta ccndicion se cumpla. Te todos 

modos cuando no es así los valores resultentes son absurdos y se 

pone en evidencia la imposibilidad de utilizar esta metodología.

Otra fuente de error importante aparece cuando se elige la e- 

cuación que relaciona le frecuencia me ida con el modulo de Young» 

En este caso se trata de un error sistemático que es corregible 

con el uso de ecuaciones tan aproximadas como exacta necesitamos 

que sea la evaluación oel módulo de Young. En el Apéndice C se e— 

3.43.



fectua una discusión de los errores introducidos por el uso de 

cada una de las aproximaciones. El uso y las correcciones resultan

tes de la resolución numérica de la ecuación de propagación ce 

ondas están discutidos en los capítulos de resultados experimenta

les que siguen.
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LEYENDAS DE FIGURAS

. 1 Equipo excitador y detoctor por acoplamiento mecánico. Ex

traído de referencia [3E],

.c ¡_quipo excitador y detector por corrientes inducidas . Icen 

Figura 3.1..

.3 equipo excitador y detector cor campos eleetrnmacnáticcs 

inducidos. Idem Figura 3.1..

.4 equipo de excitación y detectión per cristal ciezceléctrico. 

extraído de referencia [37].

.5 equipo de excitación y detección por cristal piezes lee trie o 

de p.arx, extraído de referencia [3Gj .

.6 Equipo de excitación y detección electrostática. xtraído 

de referencia [36] .

.7 diagrama de bloques de la elsctr nica principal.

.8 Fuente polarizadora de 300 V.

.9. Circuito del amplificador secuic r de tensiones utilizado 

como captor.

.10 . Blindaje de amplificador y elect ido captor.

.11 . Esquema del banco de medición.

.12 . Vista general del equipo de medi ión.

.13 . Detalle de cuchillas de sujeción y electrodos.

.14 , üetalle de electrodos captor y r-ceptor.

.15 . Diferencias de potencial aplicac\s Vq y V.

.13 . Intensidad de la fuerza aplicada. Distorsión.

.17 , Circuito equivalente del sistern de excitación y detección.

•13 . Detalle de las cuchillas de sujeción.
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Fig. n° 3.5

Fig. n° 3.6.
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Fig. n° 3.8.
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Fig. n° 3.10.

Fig. n° 3.11.



Fig. n° 3.12.

Fig. n° 3.13.
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Fig. n° 3.15.

Fig. n° 3.16.
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Fig. n° 3.18.
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□E ZI-iCAL^Y-4

Les aleaciones de circonio han sido de eso muy extendido 

en los últimos años debido a cu utilización en la fabricación ¿a 

componentes en la industria nuclear. sus propiedades físicas han 

sido, asimismo, ampliamente estudiadas. Entre ellas,las propieda

des elásticas han sido objeto de diverses estudios. No obstante 

esto y ha pesar de tratares de materiales incorporados definitiva

mente al conocimiento tecnológico, algunos de sus comoortamientce 

son todavía mal comprendidos . En el caso del módulo de Foisson 

debe agregarse el hecho oe una ausencia casi total de mediciones 

directas no obstante la importancia de este módulo en el proceso 

de diseño de componentes. La utilización de márgenes de seguridad 

amplios ha enmascarado, probablemente, esta deficiencia. No obstan

te una utilización más racional de esv material exigiría un mejor 

conocimiento de sus propiedades elásti . Por otra parte, como ya 

hemos mencionado, esta deficiencia no -e limita a las aleaciones 

de circonio sino que es común a la mayor parte de los metales. En 

aquellos casos en que las exigencias de diseño son mayores, como 

por ejemplo en la industria aeronáutica, el conocimiento de la va

riación del módulo de Foisson con le temperatura y orientación ad

quiere singular importancia.

En este capítulo presentaremos dat experimentales del modulo 

de Foisson en vainas y barras de zirca y—4 así como ,coplementaria— 

mente, curvas representa ti vas del come atamiento del modulo c'e 

Young en función de la temperatura.

En el punto 4.1• se efectúa una revisión de los trabajos previos 

en el tema. Podrá observarse la casi t tal ausencia de datos con— 

f iables .
En el párrafo 4.2. se efectúa un cálculo numérico tendiente a 

establecer la validez y alcance de las ecuaciones ce propagación de 

ondas habitualmente utilizadas como intermediarias entre las fre

cuencias medicas y los módulos elastic.-s calculados.

Los resultados experimentales son presentados en el punto 4. 

y un análisis y discusión de los mismos,en términos de la teori- 

elástica y anelástica desarrollada en los capitules anteriores, =e 

efectúa en el punto 4.4.. Las conclusiones sobre el tema se preci

san en el punto 4.5..



4. 1. REBULTADOS EXPERIMENTALES PREVIOS

Todas las predicciones y mediciones efectuadas para el 

modulo de Young y el modulo de corte en aleaciones ricas en circo

nio, como función de la temperatura, yacen en una tanda cuyos valo

res extremos no difieren en más del 25 %. Lna revisión bastante com

pleta es efectuada por U .0 . Northwood et al.[1] conjuntan-ente con 

un calculo cel modulo c'e Young y el modulo de corte como Fumciór de 

la orientación en un monocristal de circonio. Calcula también valo

res del modulo de Young y del módulo de corte a partir de las figu

ras de pelos inversas de barras de Zr-2 .5% Nb. Los valores obteni

dos acuerdan con los valores experimentales con un error no mayor 

del 5 %. No obstante, cálculos efectuados con los promedios más 

simples de Voigt y Heuss proveen valores que no difieren en más. 

del 10 % . Su conclusión más importante es la de que el módulo de 

Young y el módulo de corte no son influenciados en forma aprecieble 

por los aleantes . Los valores obtenidos no difieren substancialmen

te de los que se obtienen para circonio puro. Por otra parte predi

ce una diferencia del orden del 40 % e-tre el módulo de Young tan

gencial a la probeta y el normal. El modulo de Young para la di

rección longitudinal se encuentra entre los otros dos y es confir

mado experimentalmente. Los valores predichos para el módulo de 

corte en las tres direcciones de la probeta no difieren en mas del 

15-20 %.

Posteriormente 0.0. Northwood efectúa [2] una predicción de va

lores del módulo de Young, del módulo ds corte y la razón de Foisson 

de diferentes aleaciones de circonio c^m diversos tratamientos ter- 

momecánicos• Los cálculos son efectuado- a partir de las figuras 

de polos inversas de los distintos materiales utilizando las cons

tantes elásticas de monocristal de E .S. Fisher and C.J. Renken [3]• 

Este método había sido aplicado ya por H.5. Rosenbaum and J. Lewis 

£4j mostrando el meted o de cálculo de Iss constantes elásticas de 

un material con simetría transversal ■ -.1 resultado mas importante 

es la predicción de diferencias del orden del 40—50 % para el mo

dulo de Young y del 20 % para el módulo de corte, según se mida 

los valores correspondientes a las direcciones longitudinal, tangen

cial o normal •
Posteriormente H .E • Rosinger et al [5] miden los módulos ce 

Young y de corte pera diferentes microaleaciones ce circonio. La 

medición se efectúa por métodos dinámicos y se especifican los tra— 



tamientos termomecanicos a que Fueron sometidas las probetas. ¿U 

conclusión es que no debe esperarse una variación tan grande como 

la predicha por O.Ü. Northwood dado que sus valores experimentales 

no difieren entre sí en más del 10 %, A nuestro juicio esta suposi

ción es errónea puesto que les diferencias predichas por O.C. North

wood corresponden a los valores de las direcciones longitudinal, 

tangencial y normal de una misma probeta y no a los valores de una 

misma dirección de diferentes aleaciones . C omo F.csincer et al. sólo 

miden el módulo de Young y el módulo de corte en la dirección lon

gitudinal no pueden detectar estas diferencias. Siendo las diferen

cias producto de la textura del material y no de los aleantes es 

dable suponer que todos los materiales presentarán textura similar. 

Esto es cierto en cuanto a la orientación respecto del eje longitu

dinal se refiere, dado que es conocido que las aleaciones de circo

nio presentan una textura predominante con su eje <c/ en la direc

ción normal a la dirección de laminación.

A, Fadel et A .CiroFf presentan [6J '/alores experimentales del 
módulo de Young en función de la temperatura hasta 1200 °C. Esta 

extensión hasta la fase del circonio muestra una caída del modu

lo a la temperatura de transición de f se. En el rango correspon

diente a la fase los valores no difieren mayormente de los re

sultados previos.
F. Fovolo et al [7] miden, por el rótodo clásico de tracción, 

el módulo de Young longitudinal de ainas de Zry-4 del tipo 

MZFR. Sus valores no difieren mayormen'e de los resultados previos.

Una última revisión de las propied des elásticas de las alea

ciones circonio-oxígeno es efectuada p L.R. Rurnell et al [0]. 

Se observan modificaciones importantes ron el contenido de oxigeno. 

Aunque esta variable no es generalmente controlada,valores de 

1000 p.p.m. son comunes cuando no se induce voluntariamente la pre

sencia de oxígeno en las aleaciones de circonio. Aun para conteni

dos muy altos de oxígeno puede observarse un comportamiento similar 

en todas las curvas de módulos en función de la temperatura, con 

una pendiente prácticamente constante. Los incrementos en la orde

nada al origen son del orden del 50 %, tanto para el modulo de 

Young como para el de corte, para contenidos de oxígeno de 13,6 %. 

bolamente en dos casos, de los informados por L.R. EJurnell, se ob

serva claramente la transición de fase >

La conclusión más importante de todos estos trabajes es que no 

debe esperarse grandes variaciones en el valor del modulo de •oung 



longitudinal o en el módulo de corte. Lato es debido por un lado 

a la poca influencia que los aleantes tienen sobre las propiedades 

elásticas. Las microaleaciones de circonio son, fundamentalemnte, 

una matriz de circonio donde los aleantes pueden considerarse dis

tribuidos como impurezas. Por otro lado,no obstante la anisotropía 

del modulo de Young y el de corte en un monocristal, las texturas 

de fabricación presentan eran similitud debido a la fuerte tenden

cia que presentan los ejes <^c^> de los microcristales a ubicarse 

en forma perpendicular a la dirección de laminado. Aun en los ca

sos en que se presenta alguna diferencia importante siempre es po

sible encontrar explicación en la textura particular de la muestra 

de que se trata. En ese caso es posible aplicar con éxito el cálcu

lo de las constantes elásticas a partir de la distribución experi

mental de orientaciones cristalinas, en las Figuras n° 4.1. y 4.2. 

pueden observarse valores del módulo de Young y el de corte, res

pectivamente, tanto experimentales como predicciones teóricas.

Para el caso del módulo de Foisson La situación es cualitativa

mente distinta. En primer lugar no exi ten valores experimentales 

confiables . Esto es debido a que la me or parte de los datos son 

obtenidos en forma indirecta utilizando la ecuación 1.1. a partir 

de la medición previa de los módulos de Young y de corte. Además 

la mayor anisotropía de este módulo,debido a su dependencia de dos 

direcciones en la muestra,podría poner de manifiesto la textura de 

un material con mayor detalle. De cualcuier forma el módulo de Foi

sson es una variable que, en la mayorí de los casos, se considera 

de importancia secundaria y se informa orno dato residual.

En el trabajo de C.G. Northwood et 1 (1] no se informa,para 

los distintos casos, el método exacto ~ medición y de calculo. 

Aun en los casos en que se informa que ce lo calcula a partir de 

la ecuación 1.1. pueden hallarse error^--; numéricos. For otro lado 

su suposición de que, debido a la isotropia basal de la celda hexa

gonal, puede utilizarse esta ecuación para deformaciones longitudi

nales según el eje ^c^ I”13 sido refutada en el capitulo I de esta 

tesis .
Las predicciones hechas por L .C .Northwood C2j para el modulo de 

Poisson adolecen del mismo defecto de cer calculadas en el supuesto 

de isotropía de la muestra. En este coco resultan absurdos los va

lores .5 obtenidos para algunas texturas y temperaturas. Las di

ferencias informadas son, en algunos casos, superiores al 1C0 

Ningún trabaje posterior se ocupa de comprobar experimentalmentc



estas diferencies•

Hasta donde nosotros conocemos un único trabajo, el de E .B . 

Schwenk et al, se ocupa de medir específicamente el módulo de Foi- 

sson [9je El proceso de medida es estático con "strain gages” lon

gitudinales y transversales a una probeta deformada por tracción. 

Como ya hemos visto los valores obtenidos son incompatibles con los 

calculados en el Capitulo I para monocristales de circonio.

La Figura 4.3. muestra valores experimentales y prodiciones 

teóricas de este módulo. Puede observarse una alta dispersión en 

el comportamiento de la variación con la temperatura. Los valores 

extremos encontrados en la literatura difieren hasta en un 100 %. 

Generalmente ninguna conexión con la textura o microestructura del 

material se ha intentado.

4.2. ONDAS LONGITUDINALES EN BARRAS Y TUBOS

Debido a que uno de los objetivos fue caracterizar elás

ticamente vainas de Zry-4 sin modificar substancialmente su geome

tría ni su textura se hizo necesario calcular las frecuencias de 

resonancia longitudinal para cáscaras de simetría cilindrica, a 

partir de la ecuación general de movimiento.

En nuestro caso consideraremos vibraciones longitudinales in

dependientes de la coordenada angular. La ecuación C.52 del Apén

dice C nos provee el determinante □ _ para la evaluación de las 

frecuencias de resonancia. El tipo de ecuaciones de Bessel a ser 
usadas depende de los parámetros X^ y X^ Tomando valores a- 

proximados para las constantes elásticas puede verse fácilmente 

que debe adoptarse

Fn estas condiciones los elementos del detarminante característico 

pueden ser escritos

4.1 .

4.2.

4.3.



4.4.

4.5 .

4.6.

4 .7.

4.8.

d onde

y son funciones de Bessel de primera y segunda especie,

4.9.

4.10.

4.11 .

respectivamente, y I y K son Funciones de Bessel modificadas de n n
primera y segunda especie. Las restantes dos filas del determinante,

I

es decir d^^ Y obtienen por substitución de a por b.

Con estas expresiones para las componentes el determinante nos 

provee una función implícita trascendental 

4.12 .

de donde f no puede ser resuelta algebraicamente. En esta función 

implícita E, y caracterizan el material y L, a y b la pro

beta a través de sus dimensiones. Cualquiera de estas variables pu

ede ser utilizada como parámetro para el cálculo de f. dejando el 

resto fijas. En particular, fijando E, , J5 , L y b, para el

radio interno a variable puede determinarse la frecuencia de reso

nancia f . La resolución numérica fue efectuada por computación 

para dimensiones características de las probetas utilizadas y cons

tantes elásticas de aleaciones de circonio aproximadas. La Figura 



n 4.4. muestra la variación de. la Frecuencia de resonancia en fun

ción de la razón a/b, para valores corrientes de les dimensiones ce 

las probetas. El módulo de Young y la razón de Foisson utilizados 

son valores comunes en las aleaciones de circonio a temperatura am

biente. Para a = 0 obtenemos los valores de resonancia de barras ma

cizas del mismo material. La Figura n° 4.5. muestra la variación 

de la Frecuencia de resonancia, para una probeta cortada de vainas 

de elementos combustibles, como Función de la variación del módulo 

de Foisson. Puede observarse la baja incidencia de la variación ce 

este modulo en el modo de resonancia Fundamental.
La Figura n° 4.6. muestra la variación de la Frecuencia de re

sonancia Fundamental en Función del radio interior con el módulo 

de Young como parametro. Todos los cálculos muestran que la Frecuen

cia de resonancia Fundamental depende principalmente del módulo ce 

Young y es inFluenciada en muy pequeña medida por la variación del 

modulo de Foisson. Estos resultados ya son conocidos a partir de 

la ecuación de Lord Fieyleigh C.9.. Tampoco resultan importantes las 

correcciones a introducir debido a la xistencia del agujero central 

en la vaina.
Las Figuras n° 4,7. y 4.3. muestra la variación de las Frecuen

cias de resonancia para diferentes armónicos, en Función del módulo 

de Foisson, para barras macizas y vainas, respectivamente. Las lí

neas llenas muestran los valores calculados mediante la ecuación 

aproximada C.12, y las curvas segmentacas la resolución numérica. 

Los valores de ambas son prácticamente indiscernibles hasta el ar

mónico de orden 7 para las barras maci -s pero sólo hasta el orden 

3 para las vainas. Puede observarse ur: mayor inFluencia del módulo 

de Foisson en ambos casos y, en el cas de las vainas, un desacuer

do muy importante para los armónicos d~ orden 9 y 11.

Puede concluirse que no se cometerán errores substanciales en 

el cálculo del módulo de Young si se utilizan las ecuaciones aproxi 

madas en los armónicos inFeriores. Los valeres del modulo obtenidos 

a partir de los armónicos de orden superior deberán ser corregidos. 

Para ello puede hacerse uso de curvas del tipo de las mostradas en 

las Figuras n° 4.7. y 4.8. construidas en cada caso con las dimen

siones adecuadas. El cálculo del modulo de Foisson exigirá cuidado 

especial aún en los armónicos inFerior~s. El efecto de la geome

tría de la sección transversal podrá ser corregido mediante la cons

trucción de curvas vs . . para cada par de ernonicoa•
ap real

’) es el módulo de Foisson calculado mediante la ecuación apro— 
ap



ximada C.54.. es el modulo de Foisson calculado numéricamer- rea ±
te con las mismas longitudes, radios y frecuencias. Las Finuras n° 

4,0. y 4.10. muestran estas curves de corrección para barras maci

zas y vainas de dimensiones comunes en las probetas utilizadas.

4. 3. R^SLLTAOCu t.XFE3P EMTALES

La Tabla n 4.1 • indica las dimsnsior.es y densidades de 

las probetas utilizadas. La discusión de los errores ccmetidcs en 

la medición de estas magnitudes Fue hecha en el capítulo anterior.
Los círculos llenos en las Figuras n° 4.7, y 4.8. indican los 

valores experimentales,a temperatura ambiente, de las Frecuencias 

de resonancia de barras y vainas respectivamente. Los valores del 

modulo de Foisson para cada caso Fueron elegidos de modo de obtener 

una mejor coincidencia simultanea de todas las Frecuencias pero de

ben ser tomados con cuidado. Es evidente la coincidencia de estos 

valores con las curvas numéricas así c^mo la poca diFerencia que 

presentan, en las barras macizas, con ..os valores calculados me

diante las ecuaciones aproximadas.
En la Figura n° 4.11. se muestran os Frecuencias de resonan

cia diferentes para la probeta F-1-V, normalizadas a la Frecuencia 

de temperatura ambiente. De los nueve armónicos medidos éstas son 
las que presentan mayor diFerencia. La igura n° 4.12. muestra el 

módulo de Young como Función de la temperatura obtenidos a partir 

del modo Fundamental y el primer y tercer armónico impar. Los vale

res Fueron corregidos por temperatura a partir del cálculo numé

rico en las Frecuencias superiores. Ne( ‘ante regresión lineal pue

den obtenerse expresiones para todas 1 Frecuencias de resonancia 

medidas. Las expresiones obtenidas est n en buen acuerdo con resul

tados previos y las diFerencias entre filos podrían deberse, ade

más de los errores experimentales, a eF-ctos de Forma remanentes. 

Fara la probeta P-1-V obtenemos

E.= 101,485 - 0,07085 C T r ¿73 K ]
1 9 9

E_= 101,682 - 0,07309 C T - ¿73 K ]
O

E_= 101,554 - 0,07536 C T - ¿73 K )

E7= 101,077 - 0,07724 C T 273 K ]

E = 101,083 - 0,07488 C T - 273 K ]
O

dimsnsior.es


Nediante la ecuación 0.54. y con expresiones lineales,obtenidas 

por mínimos cuadrados, para cada una de las frecuencias de resonan
cia podemos obtener I*) para cada par de frecuencias. La raíz 

ap
cuadrada es aproximada por polinomios de secundo grado y las expre

siones obtenidas son corregidas mediante el cálculo numérico,hacien- 

do uso de gráficas del tipo de la Figura n° 4.1C.. La Figuré n° ¿ 

muestra los valores obtenidos para la probeta F-1-V, representati- 

vos del comportamiento general del módulo de Foisson en vainas. Po

demos observar un crecimiento con la temperatura para frecuencias 

bajes y un decrecimiento para altas frecuencias. A tempere-tur© am

biente los valores son prácticamente independientes de la Frecuen

cia de cálculo.

Fon otro lado una observación más cuidadosa de los resultados 

experimentales muestra un ligero desacuerdo con la suposición de 

comportamiento lineal con la temperatura. En todas las frecuencias 

y en todas las probetas ensayadas aparece una leve caída del módu

lo en temperaturas cercanas a 400 K. aplicamos regresión lineal 

en dos secciones, con un intervalo entre 400 K y 460 K, el coefi

ciente de correlación se aproxima más uno. Aun cuando esto pudie

ra deberse al menor numero de puntos involucrados resulta evidente 

a simple vista la modificación del comportamiento de las frecuen
cias entre esas dos temperaturas. La Figura n° 4.14. muestra el 

comportamiento de dos armónicos normalizados vs. temperatura. Las 
Figuras n° 4.15. aj y 4.15. bj muestran algunos de los comportamien 

tos del módulo de Foisson a diferentes secuencias. La línea seg

mentada indica que ningún cálculo se F hecho para esas temperatu

ras, en el supuesto de que existe algúr fenómeno de relajación ane

lástica entre las mismas.

El fenómeno más importante observacó es la caída del modulo de 

Foisson para altas frecuencias y temperaturas• Ademas resulta lla

mativo la alta sensibilidad de este modulo a pequeñas modificacio

nes en las frecuencias de partida. Aun cuando estas no modifican 

substancialmente los valores del modulo de Young la influencia so

bre el módulo de Poisson es muy grande.

Fara barras macizas obtenemos el mcdulo de Young, mostrado en 

la Figura n° 4.16., promedio de todas los frecuencias de resonan

cia y con una expresión dada per

E = 29,366 - 0,0642 [ T - 273 K] 4.14.



Se observa una ordenada al origen y pendiente similar a las obte

nidas en vainas y a las dadas en trabajos previos.
La Figura n° 4.17. muestra el módulo de Poisson para distintas 

combinaciones de frecuencias, Puede observarse la ausencia de caída 

con el aumento de Frecuencia de calculo y la similitud de los valo

res obtenidos para los.distintos pares de calculo. Todos los valo

res han sido corregidos numéricamente aún cuando las correcciones 

son mínimas y prácticamente inexistentes en el módulo de Young.

La barra Fue perForada posteriormente con diferentes diámetros 

interiores y , en cada oportunidad, se midieron las Frecuencias de 

resonancia. Como era de esperar las Frecuencias, especialmente los 

armónicos superiores, comenzaron a decrecer a medida que aumentaba 

el diámetro de la perForación. Fueron perforados siete diámetros 

diFerentes hasta llegar a un espesor de tubo similar a las vainas 

de elementos combustibles. Para dos de esos diámetros se muestra 

el módulo de Poisson en Función de la temperatura para diFerentes 
combinaciones de Frecuencias de resonancia. De las Figuras n° 4.18. 

y 4.19. puede verse que la dispersión aumenta a medida que el diá

metro interior crece y que los armónicos superiores proveen un mó

dulo de Poisson que decae a altas 'temperaturas.

4. 4. DISCUSION

Partiendo de las ecuaciones 2.32.y para Q = IT/2 obtene-

4.16.

Estas ecuaciones suponen una tensión aplicada en Forma perpendicu

lar al eje ^c^ y una contracción • Para IfJ — 0 es una

contracción a lo largo del eje ^c> y para = ^/2 la contrac

ción se produce sobre un eje contenido en el plano basal.

mos

4.15.



S¿ y . O

4.17.

de donde si

4.19.

Para valores clasicas de las constantes elásticas puede observarse 
, >){L)

que, en general, decrece cuando aumenta.

de donde si

4.20.

En este caso debe esperarse un aumento de cuando lü aumenta

Por otro lado podemos calcular las pendientes de lás relaciones 

de dispersión en función de k en la zona lineal ,para crista

les de simetría hexagonal MOj. Estas velocidades pueden ser calcu

ladas mediante la teoría elástica de materiales anisótropos por la 

ecuación:



4.21 .

donde u son las componentes del vector desplazamiento, c., , son m ’ iklm
las constantes elásticas y k. las componentes del vector de onda.

Con la ecuación secular

4.22 .

y k = [ k , k , k J formando un ángulo G con el eje <c^ P° 
y

demos calcular los tres modos y direcciones normales para algunas 

direcciones características del cristal.

Si y los tres modos normales son-

G = [1, 0, 03

u = CO, 1, 03

Ü = [o, o, 13

donde los subíndices í y t significan longitudinal y transversal, 

respectivamente. j

Si 0 = 0 , k = [0, 0, k] y los tres modos normales son

G = C1, 0, 03

G = co, 1, 03 4.24.

G = co, 0, 13

Para estas direcciones los modos normales resultan perpendicu

lares. La Figura 4.20. muestra las velocidades en Función de la 

temperatura(calculadas con las constantes elásticas de monocristal 

de circonio,C33 • Las velocidades son obtenidas como



y fueron calculadas entre temperatura ambiente y 723 k.

Cuando se fuerzan vibraciones longitudinales la longitud de 

onda es determinada por la longitud de la probeta y las frecuencias 

son impuestas por el dispositivo excitador. La dirección del vector 

de onda se halla a lo largo del eje longitudinal de la probeta y 

podemos calcular las "relaciones de dispersión” longitudinales, 

para cada uno de los armónicos, mediante

4.26.

La Figura n° 4.20. muestra los resultados experimentales obtenidos. 

Estas "velocidades" resultan ser promedios no sólo sobre la aniso

tropía longitudinal sino también sobre la transversal,debido al a- 

coplamiento de las vibraciones longitudinales con las transversales 

El mayor acoplamiento entre las vibraciones longitudinales y 

transversales que presentan las vainas ha sido mostrado en las Fi- 
O Xguras n 4.7. y 4.8., Los armónicos de orden superior decrecen 

respecto de los correspondientes a barra maciza. Por otro lado en 
la Figura n° 1.8. del Capítulo I mostrados la variación del módulo 

de Foisson en Función de la temperatura para varias direcciones 

características, Ce aquí puede verse qu el acoplamiento, a bajas 

frecuencias se establece con una direc< ón transversal a lo largo 

del eje de la celda. For el contr .rio, a altas Frecuencias,

el acoplamiento se establece con una deformación transversal per

pendicular al eje c^ Estas dos orientaciones particulares están 
presentes en la vaina como casos extremos. La Figura n° 4.21. mu

estra la distribución de polos C0002} n una vaina, obtenida por 

diFracción de rayos X. El modo normal transversal perpendicular al 

eje tiene una pendiente <^(k]/k enor que las otras. El aco

plamiento con él ocurre solamente a altas Frecuencias, cuando la 
velocidad promedio ^Ckj/k del policristal es Favorable. El modulo 

de Foisson muestra, entonces, ambos ve ■ ores extremos, uno pare vi

braciones transversales del tipo mostredo en la Figura n 4,22 ,a3 

C = 0 J y otro para vibraciones del tipo mostrado en la Figura 
n° 4.22 ,bj CV s7T/2], La Figura n° 4.23. muestra la orientación re- 

4.55.



latíva de las celdas hexagonales en cada caso. El acoplamiento en

tre la vibración longitudinal y ambas transversales se produce a 

diferentes frecuencias, la primera a bajas frecuencias y la secun

da a altas frecuencias. A temperatura ambiente este fenómeno re es 

obvio debido a la cercanía de los valores cel módulo ce Foisson pa

ra topas la orientacienes.

Las carras cilindricas macizas presentan un acoplo-miento muy 

pobre con la deformación transversal. Solamente el modo transver

sal paralelo al eje C,c y' activado. La ~igura n° 4.24. mués tra 

la distribución de los polos [OOOEj, obtenida por difracción de neu

trones por S.Fh. t^ac t wen C11 3 , pera barras de ¿ry-4. uestra la 

distribución aleatoria de ejes <cy sobre un plano perpendicular al 

eje longitudinal de la probeta, común a todas les barras de circo

nio similarmente tratadas. Como puede verse el módulo de Poisson 

no detecta deFormaciom^s trensversales distintas a aquellas sobre 

el eje /c > 
Q

Las Figuras n 4.25 y 4.26. muestr ~ los polos [C0C2] da casca

ras cilindricas cortadas de la misma 1 ^ra que fue perforada y me

dida. Los diámetros medios son de 3.7 y 5 mm, respectivamente, 

valores muy cercanos a los que se pres ritan en las Figuras n° 4.13. 

y 4.19.. Podemos observar que la textura se acerca a la textura co

mún de vainas cuando el diámetro crece, uos polos [0002j se aproxi

man a la dirección radial partiendo de ,na distribución uniforme de 

los mismos entre la dirección radial y a tangencial. El módulo de 

Foisscn en barras se presenta como uni^ dedo que no tiene posibi

lidad de establecerse otro modo de def -nación transversal que el 

radial. El módulo de Foisson medido en •arras macizas sería un pro

medio de les orientaciones existentes l eje <jc 7

Los efectos anelásticos en el módu1 de Foisson podrían estar 
representados por las curvas mostradas las Figuras n° 4.15. a] 

y bj, Los aumentos y disminuciones del módulo de Poisson, debidos 

a efectos anelásticos, estarían bien dencriptos por las ecuaciones 

4.13. y 4.20..Sin embarco, debido a las dificultades matemáticas y 

experimentales de evaluación de este modulo, debemos tomar con cui

dado estos resultados. Solamente algún"1 información cualitativa a— 

cerca de los mecanismos microscópicos -cdria ser obtenida.

r ~L - 7 ? -C V i-res r '~r-'t~nt--S “ rc-

nocris- es de circonio r- core s <~r ~r nH r-nker» r' ?

EF fári1 c Icjlsr:



[4.27

Ademas, si la dependencia de 2 con la temperatura es tomada, 

cono se hace c-ualmente (183, cómo

4 .28

donde es el factor pre-cxponencial y ¿4 H le energía de acti

vación, obtenemos

4 .29

mostrando que In ((JjZ.'j cambia linealmente con T-^. Esto significa 

que si aumenta T aumenta [ T decrece J . Los datos de la
Fig. n° 4.15 aj son graficados en la Fie. n° 4.27 como Función de 

— 1 o
T . La_Fig. n 4.28 muestra las curvas obtenidas extrapolando 

el suave decrecimiento de alta temperatura, considerándolo como un 

Fondo a partir del cual se establece el nuevo Fondo de baja tempe

ratura, después del cambio anelástico. Este procedimiento muestra 
que O decrece desde aproximadamente 0,374 a 0,354 para los ar

mónicos 3-5 Para los armónicos 1-3, en cambio, aumenta des

de aproximadamente 0,34 a 0,356. Debe puntual izarse que los valo

res de las ecuaciones 4.27 corresponden a monocristales en tanto 

que las curvas obtenidas corresponden e policristales texturades .
La curva 1-3 de la Fie. n° 4.28 muestra el comportamiento tí — 

pico esperado para y la curva 3—5 el comportamiento
. \(0

caracteristico de Aderas,teniendo en cuenta les ecuaciones
4.18 y 4.20 es cosible calcular &r -,/[s. „-s._ j a partir

CS11-3!? J 11 12
de los valores asintoticos medidos para cada curva. Se obtienen 

los valores aproximades siguientes:

,/[s..-s.-) = 1x10~^ para la curva 1-3
Csn-s12J 11 12



- i3a -

para la curva 3-5

Estos? velones, además de ser similares entre sí,son del orden 

de magnitud de los obtenidos a partir del comportamiento de rela

jación de los módulos de Young y de corte [18],

Esto confirmaría le hipótesis dada al cambio abrupto observado 

E-ntre 4C0 K y 450 K pama si nodulo de Foisson, esto es, que se 

produce por una relajación anelástica. Es interesante coro ko pe

queñas perturbacienes presentes en las frocuonciso de resonancia 

C Fio, n 4.14J se ven magnificadas cuando el módulo de Fciescn es 

considerado. Esto podría indicar que el defecto responsable del e- 

Fecto anelastico produce una distorsión que es máxima en una direc

ción perpendicular a la tensión aplicada. Es claro que se necesita 

mayor información experimental para caracterizar el defecto involu

crado en el proceso de relajación.

4. 5. CONCLUSIONES

La anisotropía elástica y enelástica de la deformación 

transversal, cuando una tensión longitudinal es aplicada, es la ra

zón de la dispersión de los valores experimentales del módulo de 

Foisson. Puede decirse que los valores que influencian el valor de 

este módulo son tantos que no existe un valor real independiente de 

las características del método de medición. Quizás todos los valo

res previos podrían tomarse como válidos bajo el estado particular 

de tensiones y deFormaciones que implica el método experimental. 

Mas aún, las propiedades elásticas y anelásticas mostradas por el 

módulo de Poisson no son sólo dependientes de la textura. Los modos 

como se acoplan las diFerentes deFormaciones son también importan

tes y los valores obtenidos son verdaderos dentro de las limitacio

nes particulares del método. De todos modos es necesario estar se

guro de la corrección del tratamiento matemático proporcionado a 

loe datos experimentales. En conclusión, deberos tener en cuenta 

que el módulo de Foisson obtenido por métodos dinámicos no consti

tuye una medida de una eFectiva contracción transversal sino un a- 

coplamiento con diFerentes modos de vibración transversal.En nues

tro caso un modo es el radial mostrado en la.Fig. n 4.22 aj y el 
otro el que se muestra en la Fig. n° 4.22 bj.



Acerca de los mecanismos que ocasionan el comportamiento ane- 

lástico no podemos sugerir ninguno en particular debido a la ausen

cia de mediciones simultáneas de fricción interna. La literatura 

especializada en fricción interna en circonio C1Ó-15] describe va

rios mecanismos que, n xa suposición de un comportamiento del 

tipo Arrhenius, llevarían a relajaciones en el módulo de Young en 

las temperaturas consideradas. Todos ellos son debidos a H o inte

racciones H-dislocaciones o H-maclas. El bajo valor de la relaja

ción podría deberse a la relativamente alta temperatura a que es

tos mecanismos están actuando. El hidrógeno a estas temperaturas di

fundiría muy rápidamente y su interacción con otros defectos y con 

la red sería muy pequeña.



TABLA 4. 1

Dimensiones y densidades de las vainas y barras utilizadas

Probeta a

[mm j

b

( mm)

L

C mm)

**
P-1-V 149,941

F-2-V 150,017

P-3-V > 5,39 5,95 149,958

P-4-V 149,982

>
1 iniÍL 149,745

P-1-M 149,833
> 6,185

"0 1 ru i X 149,959
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LEYENDAS DE FIGURAS

4.1. Modulo de Young para aleaciones ricas en circonio. Valores ex

perimentales previos y previsiones teóricas. 

— — — — Zr-Cr-Fe [experim.] [1] 

— —• — Zr policristalino [experim.] C 16] 

--------- --------------- Zry-4 [experim.] [5] 

• Zry-2 [Experim.] [5] 

A--------------- é Promedio de Voigt

•---------------------------- 9 Promedio de Reuss

4----------------------------- fTubo de presión Zr-2,5Nb« E normal [ calculo a

partir de la Función distribución de orientacio

nes cristalinas] [2],

4.2, Modulo de corte para aleaciones ricas en circonio. Valores ex

perimentales previos y previsiones teóricas. 

-------- -------  — — — Zry-4 Vainas recocidas a 1073 K. [experim.][0] 

—------------— •— -Zr-Cr-Fe [experim.] [1].

---------------------------- Zry-2 [experim.] [1], 

------------------------------- Zr-2,5 Nb [experim.] [17] 

>--------------------------- Promedio dé Voigt

-------------------------- • Promedio de Reuss 

f------------------------------ + Tubo de presión Zr-2,5 Nb. G normal [ cálculo a

partir de la Función distribución de orientacio

nes cristalinas] [2].

4'13. Modulo de Poisson para aleaciones ricas en circonio. Valores 

experimentales previos y previsiones teóricas. 

__________..Zr-Cr-Fe [experim.] [1] 

___ ___—____ _______Zry-2 [experim.] [1] 

____________Zr- 2,5 Nb [experim.] [1] 

___  --- --- -- Zry-4. Vainas recocidas a 1073 K. [experim.] [S] 

¿ _a Promedio de Voigt

•_________________• Promedio de Reuss

-j- Tubo de presión Zr—2,5 Nb. normal [ calculo 
. o

a partir de E normal y G normal de Figuras n 

4.1. y 4.2.]

4.4. Frecuencia de resonancia en Función de la razón radio interior- 

radio exterior de una barra maciza perForada• Probeta P-2-M. 

0,33.



4. 5

4.6

4. 7.

4. 8.

4. 9.

4.10.

4.11 .

4.1¿.

4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

Frecuencia de resonancia fundamental en función del módulo 

de Foisson para vainas de Zry-4. Probeta F-1-V. Es 99,8 GPa.

Frecuencia de resonancia fundamental en función del radio in

terior, para diferentes valores del módulo de Young. Probeta 
P-1-V . l) = 0,33

Frecuencias de resonancia en Función del módulo de Poisson 

para barras macizas. Probeta P-1-M; Es 98.0 GPa.

Frecuencias de resonancia en función del módulo de Poisson 

para vainas. Probeta F-1-V; E= 99,8 GPa.

Curvas de corrección
ap vs . real para barras macizas

Curvas de corrección ^ap vs . ^real para vainas .

Frecuencias de resonancia normalizadas en función de la tem

peratura. Armónicos 1ro. y 7mo, probeta P-1-V.

Modulo de Young de probeta P-1-V. Frecuencia fundamental y 

1er. y 3er. armónicos impares.

Modulo._de Foisson en función de la temperatura para probeta

P-1-V .

Frecuencias de resonancia normalizadas en función de la tem- 
i

peratura. Probeta P-1-V. Aproximación lineal en dos secciones 

para el armónico fundamental y el armónico de orden siete.

Modulo de Poisson de probeta F-1-V suponiendo relajación 

entre 400 K y 460 K. aj Combinación de 1er. y 3er.armónicos 

y 3er, y 5to. armónicos.

bj Combinación de 7mo.-9no. armónicos.

Modulo de Younq para barras macizas. Promedio de todas las 

frecuencias de resonancia medidas.

Modulo de Foisson de barras macizas en función de la tempera— 

tura. Combinación de diferentes frecuencias- de resonancia.

Modulo de Foisson de barra maciza perforada en función de la 

temperatura. Combinación de diferentes frecuencias de reso

nancia. as 3,5 mm b = 6,184 mm.



4.19. Modulo de Poisson de barra maciza perforada en Función de la 

temperatura. Combinación de diFerentes Frecuencias de reso

nancia. a = 4,5 mm b= 6,104 mm.

4.20. Velocidad de ondas elásticas en Función de la temperatura, 

para circonio . ”Velocidades promedio”en vibra

ción longitudinal marcadas con números de 1 a 11 indicativos 

del armónico.

monocristali.no

4.21. Distribución de polos [0002] en vainas de Zry-4 obtenida por 

diFracción de rayos X .

4.22. Modos de acoplamiento vibratorio transversal en una vaina,

a] Modo radial. b] Modo anular.

4.23. Orientación de las celdas hexagonales respecto de la sección 

transversal de la vaina.

4.24. Distribución de polos [0002] para barras macizas de Zry-4 

obtenida por diFracción de neutrones por S.R. Mac Ewen [11).

4.25. Distribución de polos [0002] de barra maciza perforada con 

un diámetro medio de cáscara de 3,7 mm . Obtenida por diFrac

ción de rayos X.

4.26. Distribución de polos [0002] para barras macizas de Zry-4 

obtenida por diFracción de rayos X. Diámetro medio de cáscara: 

5 mm.

x -1 . . .4.27. Modulo de Poisson en Función de T para diversas combinacio

nes de armónicos.

4.28. Reíajación del módulo de Poisson,para dos combinaciones diFe

rentes de Frecuencias de resonancia, en Función de la inversa 

de la temperatura absoluta.

monocristali.no
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Fig. n° 4.10.







Fig. n' 4.13.
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Fig. n“ 4.21.



Fig. n° 4.22. b.
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Fig. n° 4.25



Fig. n° 4.26.







CAPITULE V THAN^ICICN CREEN-CEpCnOEN Y kCCULC CE

FLISSCN EN ACi FIC *131-1080

Les alecciones con bese F e-C son habitualemente terreno 

ce estudio no muy frecuentado por la Física básica y quizás ni aun 

por la aplicada. esto debe adjudicarsa por un lacio a la tempreñe 

plicacion tecnológica d^ estas aleaciones y por otro a la ccmpicji- 

c&d vS leu. ferúntreí: ^ísicci- quínic s irhervirle ít prez*: 

reriento ce las misivas. Esta complejidad surca a su vez de las oa- 

rocterísticas de los fenómenos de pr^cipitación y transformaden 

oue sufren estas aleaciones en les concentraciones de carbono habi- 

tuslec en las apiicncienes tecnológicas. ^ebe acrecerse además la 

alta sensibilidad a la introducción de impurezas o micros leentes 

así como la introducción,relatívamente reciente, de los aceros inc- 

xi dables .

Es decido a este complejidad que no es posible efectuar una re

visión oreve de los fenómenos físicos y químicos involucrados, l'na 

descripción de los aspectos experimen les y teóricos previos mee 

relevantes pera este capítulo intenta -r efectuada en les puntos 

5.1. y 5 .L . , Una revisión más acabada jede hallarse en la litera

tura especializada citada sn 1 ~s refer ocias y bibliografía de final 

del capítulo.

En el punto 5.3. se efectúa un detalle de los datos experimenta

les mostrados en forma de gráficas y f.njrss.

En el punto 5.4. se desarrolla un odelo, basado en la teoría 

de Landau de transiciones de fase de s-~undo orden, que intenta car 

cuenta de las variaciones observadas er el módulo de Young y de 

Poisson del material estudiado.

La discusión, efectuada en el punt E .5 . , se hace sobre la base 

del modelo desarrollado y de la teoría ce fenómenos anelásticos ba

jo deformad ones muíbiaxiales del Capí ilo II.

Las conclusiones particulares del pitulo se encuentran en el 

punte 5.6. .



5. 1. ASPECTOS EXFEr'UNENTALCd FREVIOS

Un estudio completo de Ies constantes elásticas de mcno- 

cristales de hierro y su variación con la temperatura Fue efectuado 

por ñen iti rimura and raichi Chno (1], kiyosi Nakamura (2] y r 

imura (3j . Hasta donde nosotros conocemos estos son los últimos de- 

tos confiables sobre estes variables. 1 método utilizado es diná

mico. ,-ueron medidos el módulo de Young y de corte para diferente; 

orientaciones de monocristal mediante la determinad ón de las fro- 

cuencias de resonancia longitudinales y torsionales ce diferentes 

probetas .

bebido a la gran variedad de aleaciones cesarrolledas con el 

hierro como aleante principal y a la gran variación que sobre las 

propiedades producen pequeñas variaciones del contenido ce carbono 

y otros aleantes, no existe quizás otro conjunto de substancias so

bre las cuales se halla obtenido mayor diversidad en las propiedades 

elásticas, anelásticas y plásticas. ésto debe agregarse la gr-n 

variación que confieren los tratamiert-, termomecánicos efectuados 

sobre cada aleación. f_n algunos casos <eaciones idénticas son irre

conocibles en sus propiedades físicas ?r haber sido sometidas a 

tratamientos levemente diferentes. Que de este Fárrago de datos ex

perimentales surjan modelos teóricos coherentes no deja de ser un 

alarde de ingeniosidad así como una muestra de los ingentes esFuer- 

zos volcados en este tarea a lo largo b centurias.

^uizás uno de los Fenómenos físico más importantes y conocidos 

observados en aleaciones de Fe-C sea lo tipo particular de Fricción 

interna Fuertemente dependiente de la :mpsratura conocido como e — 

Fecto Snoek. Este Fenómeno,observado p ^chicamente durante los últi

mos cien años [4,5], recibió un princi .o de explicación con el mo

delo propuesto por J. hoek (6,7j . Est modelo propone que la Fric

ción interna se origina debido a la di tribución preferencia!,indu

cida por tensión, de átomos de carbono □ nitrógeno en solución so

lida intersticial en una matriz de Fe- .(Ver apéndice Aj. Las 

posiciones intersticiales ocupadas son los sitios octahédricos de 

la red 3 ,C .C . del Fe-q di los áte-os de carbono o nitrógeno 

ven a esas posiciones se produce una deformación tetrágono! en la 

red con los tres ejes tetrsgonales en es direcciones /lOOyde xa 

red original. Cuando una tensión longimudina! es aplicada a lo lur- 

c o q r uno de estos ejes sa grccucira un aumento de la prcb«uoi lid— d 

ce que los átomos dé carbono ocupen posiciones intersticiales con



su eje tetragonal paralelo al eje de tensión. Si la tensión aplica

da es periódica, el tiempo de establecimiento de esta orientación 

P fe rene x a 1 de atomos soluto.^ produce un Fenómeno de relajación 

que se manifiesta mediante efectos de fricción interna y relajación 
da módulos .

Los aceros de bajo contenido de carbono [ crecen

tan también un comportamiento pcstmacnético anómalo que no pu^ce 

ser explicado mediante consideraciones magnetices solamente, tal 

como fue mostrado por primera vez por J. Ewing [8], n base a cui

dadosas ooservaciones sobre ambos efectos, el postmagnético y el 

pos telastico, 8. bichter [9] mostró la muy cercana- relación exis

tente entre amoos efectos. Ambos afectes poseen el mismo calor de 

activación del orden de 19,6 Kcal/mcl y el mismo coeficiente de tem

peratura de-0,0036C 'cerca de temperatura ambiente, be oran signifi

cación fue la observación efectuada por 3. Hichter de que un campo 

magnético intenso suprime el efecto postmagnético pero no el efecto 

póstelastico. Esto pone en evidencia que el origen común de ambos 

efectos es mas bien de naturaleza meco*ica y no magnética. En alea

ciones ferromagnéticas cuasi-isótropas o al menos sólo parcialmente 

desordenadas, existe una amplia evidenr a de la existencia de un 

acoplamiento entre la magnetización y el estado de equilibrio del 

orden de corto alcance. Como la magnetización es una magnitud direc- 

cional,el acoplamiento es tal que el arreglo atómico de equilibrio 

en cada dominio exibe un grado de order direccional. En general, se 

espera que tal orden sea acompañado per urna deformación, lo que ha 

sido demostrado pare el carbono o el r urógeno en Fe— por 8. Ce 

Vries et al [10] • Es interesante hacer lotar que en este caso el 

orden es de signo opuesto a la deforma ,ón magmetostrictiva, indi

cando una despoblación de aquellos siti'is con su eje tetragonal en 

la dirección magnetostrictivamente ala-'2ac'a» Vries et al han su

gerido de que ésto puede ser el result 30 de un "alargamiento” de 

los átomos de hierro en la dirección c-e magnetización, con una con

secuente reducción del espaciamiento entre ellos.

Además de las grandes variaciones reservadas en las constantes 

elásticas como consecuencia de la compisicion y sensitividad a los 

tratamientos termomecánicos y ademas c los efectos anelasticos men

cionados, son clásicos un conjunto de f nemsnes anelasticos conecta

dos con movimiento de dislocaciones e ¿.nteracciores entre disloca

ciones y defectos puntuales [11] f on otra parte Hen'iti !< imura 

[ 3] muestra un efecto de relajación de módulo y un pico de fric- 



cion interna en Elecciones Fe-C que él atribuye al compuesto ferro- 

magnetico Ccementitaj. Lste carburo tiene un punto de Curie

de 215 C , temperatura muy cercana a la de ocurrencia del fenómeno.

c.n cuanto al modulo de Poisson un solo antecedente, hasta donde 

nosotros conocemos, puede encontrarse sobre la medición de esta va

riable en función de la temperatura C123 . La medición, efectuada 

por métodos estáticos, se extiende n? cinco tipos de aceros y tra

tamientos diferentes entre temperatura ambiente y 1'300 C. Por ser 

obtenidos a partir de la ecuación que relaciona el módulo de Young 

y de corte para materiales isótropos merece las mismas observacio

nes que las efectuadas en el caso de las aleaciones de circonio. 

For otra parte no se observa ningún efecto sorprendente m irregu

lar en las aleaciones medidas.

ÁbrbCTüa T_CHICC_-

_n el análisis teórico de los fenómenos de relajación es 

conveniente describir la magnitud de 1 relajación en termines de 

una cantidad denominada intensidad de relajación [Apéndice *3(13' 

teta magnitud está definida por

= f M - M 3 / MM L u fíJ H 5 . 1 .

donde M y son los módulos no reís Jado y relajado, respectiva

mente, Cuando la relajación proviene c. una distribución preferen

cia! de átomos solutos inducida por te -ion, puede demostrarse que 

la dependencia con la temperatura de j intensidad de relajación 

está dada por [14]

5. 2.

En esta relación T es la temperatura soluta, A es un coeficien

te numérico que toma en cuenta la interacción entre los atomos so

lutos y que juega el papal del factor ca 'isiss en la teoría del fe- 

rromacnetismo y T es ur termino indep nc'iente de la temperatura 

que? crece con la concentración de ato s solutos y la distorsión 

tetragonal introducida en la red. Esb ecuación es inaplicable a 
temperaturas por debajo ¿e X Tq . je tejos modos, antes de que esta 

temperatura sea alcanzada por encima, existe una temperatura criti-

r— ^5
O • c_ •
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ca por debajo de la cual existe un orden espontáneo de los átomos 

solutos bajo tensión nula. A esta temperatura la interacción entre 

los atomos reduce la energía si cada uno de los átomos solutos se 

ubica con su eje tetraconal paralelo a los de los demás. Resulta 

analoga a la temperatura de Curie por debajo de la cual los momen

tos magnéticos de los átomos o los espines de los electrones en un 

dominio ferromagnético están orientados en la misma dirección bajo 

campo magnético nulo. La temperatura crítica T para tal distribu- 
c

ción preferencial autoinducida de átomos solutos en redes B .C ,C . 

ha sido calculada por C. Zener [14}. Podemos calcular la energía 

libre F por unidad de volumen para el Fe-^ libre de tensiones en 

Función del número de defectos en posición preferencial n , Si m 
P

es el número total de posiciones intersticiales octahédricas, n el 

número de átomos solutos y Zi n el exceso de n sobre n/3 obtene- 
P P

mos

donde 9U/ On es el cambio de energía potencial por la reorienta- 
P A

ción de cada defecto. El valor de equilibrio de 41 n^ es determi

nado con la condición de equilibrio M

5. 4.

Como ocurre en la mayor parte de los casos puede considerarse que 

se cumple n/m « 1 , de donde se deduce que la condición de equi

librio se reduce a

5. 5.

con n / n .
P . x .

Cuando T es suficientemente grande la ecuación 5.5. no tiene 
otra solución más que x= 0. Cuando T decrece esta ecuación trascen 

dental puede ser resuelta numéricamente y se obtiene

5. 3.



T = 1 ,05 Xt 
c □ 5. 6.

La existencia de esta interacción entre defectos debiera poner

se en evidencia, en una experiencia de fricción interna, por el 
desvío de los valores experimentales de los previstos por el mode

lo del solido lineal estándar. Los picos obtenidos no son cosibles 

de explicar en términos de un solo tiempo de relajación sino que 

deben incluirse tiempos de relajación ce reorientadón de parea, ter- 

nes, etc. de atomos, dependiendo del alcance de la interacción v de 

la concentración da defectos, k pesar de un intento fallido hecho 

por T.o . Ke [15] de confirmar esto en tantalio con oxígeno en solu

ción, puede decirse que a posteriori diversos investigadores [16,17' 

confirmaron la existencia de esta interacción en tentslic y niobio. 

1 parametro de interacción para oxígeno en tantalio fue determina- 

co en 77 K y pudieron ser identificados picos de interacción C-C, 

N-N y aun L-N en solución sólida en niobio. No obstante,el ancho 

medio de los picos de u en Fe— no difiere de los teóricos en 

mas del 5 a 10 % pareciendo confirmar existencia de un único 

tiempo de relajación. El modelo de 3n < parece tener una confirma

ción ecepcional en el carbono en fe-c Esto sin duda se ve acen

tuado por la imposibilidad de tener altas ccncentraciones de carbo

no en solución sólida en Fe- El vs-1 ir de equilibrio del carbo
no en solución sólida en Fe- // es de sc’o 2,3 . 10”? % en peso a tem

peratura ambiente y de 0,02 % a la tem- ratura de transición a la 

f ase F .0 ,C . de 723 C. El valor a T=15C de 2,67.10 % es inferior

al 0,013 % de oxígeno en tantalio uti izado ccmo concentración mí

nima en las experiencias mencionadas a dificultad persiste para 

las soluciones de carbono en vanadio, -.odio y tantalio donde la 

baja solubilidad no permite discernir *s de un tiempo de relajación 

Además las experiencias muestran un pie;., decreciente con el tiempo 

a raiz de la precipitación del carbono.

Recientemente M. Weller et al (13,03] obtuvieron datos experi- 

mental-s nuevos que son modelizados mediante una distribución con

tinua ce tiempos de relajación. Kuestr n una simetría de pico no 

compatible con el modelo de pares o ternas de intersticiales en in

teracción y proponen una interacción largo alcance repulsiva 

entre loe atemos solutos ce ha de? "•rollado todavía un mece la 

que explique cuantitativamente estos reoulcodos. 0e todos modee se 

coincide en adjudicar el Fenómeno a la interacción mutua.



La discusión precedente tiene origen en una sugerencia efectuada 

por L • ¿.ener C¿Oj en el sentido de que la transformación martensí— 

tica en hierro podría ser consecuencia de un ordenamiento de los á- 

tomos de carbono en Fe- producto de su mutua interacción. La 

transfcrmacicn martensítica en los aceros al carbono procede por en

friamiento rápido desde la fase austenítira F .0 .0 . del hierro Fasta 

temperaturas inferiores a 723 C donde el hierro toma la estructura 

3 .u, . . For debajo de cierta temperatura, característica de cada a-

leacion, denominada la estructuro que resulta es una tetragonal 

centrada en el cuerpo, For debajo de esa temperatura los átomos de 

carbono que se hallan en solución sólida en la fase sustenítica no 

pueden difundir para precipitar como Fe^C sino que quedan atrapares 

en los sitios octahedricos. La difusión debiera darse co-c conse

cuencia de la mucho mayor solubilidad del carbono en la fase euste- 

nitica. Como la solubilidad en e-c/ disminuye bruscamente, el car

bono debiera precipitar después de difundir, Fara una distorsión 

ce la red F .G .u . del tipo de la mostrada en la Figura n° 5.1,, que 

genera una red B .C .C . , los sitios octar-ádricos de la red original 

se encuentran ocupados con igualdad d- población de átomos de car

bono para las orientaciones x, y o z c 1 eje tetragonal. Estos si

tios,al transformarse en intersticios de la red B,C.5.,resultan 

todos orientados con su eje tetragonal según la dirección z de la 

nueva red. Esta distribución preferencial de los sitios octahédri- 

cos ocupados produce un alargamiento de la red B.C,C• en la direc

ción z que la lleva a B.C.T.. A la Ínter cción entre los átomos de 

carbono arijudica C. Zener esta distribución preferencial y por lo 

tanto la considera la causa de la tran. 'ormación martensítica. Ga

do que la constante A es del orden de a unidad, la temperatura 

crítica se encontraría, de acuerdo con .ener, por encima de la tem

peratura ambiente para contenidos de carbono de 0,14 %. Como estas 

concentraciones de carbono son imposibles de obtener en solución 
I 

sólida en Fe- c¿ sin provocar precipit- ción, la suposición de Zener 

no tiene confirmación en el marco de las técnicas de fricción in

terna .



5. 3. RESULTADOS E X FE RI h E N TA LE S

Las frecuencias de resonancia longitudinales Fueron medi

das en probetas de 150 mm de longitud y 7,03 mm de diámetro. La 

densidad promedio medida por el método del picnómetro es de 7 3116 
/ 3 .

g/cm . Los errores cometidos en la medición de cada magnitud son 

los descriptos en el Capítulo III, Las frecuencias de resonancia 

Fueron corregidas numéricamente, especialmente para las Frecuencias 

® croen mayor, Los valores del modulo de Young calculados Fueron 

también corregidos por temperatura. Las curvas obtenidas pera el 

modulo de Foisson Fueron corregidas numéricamente a partir de grá- 

F icas U v= . ,
ap real

La '-igura n 5.2. muestra el módulo de Young obtenido a 

psrtir de las Frecuencias oe resonancia de orden impar de 1 a 11. 

hedemos observar una drástica variación de este módulo para la Fre

cuencia de resonancia Fundamental que desaparece gradualmente para 

los armónicos superiores. La Frecuencia de resonancia Fundamental 

se encuentra en el orden de 17 KHz y las dos temperaturas caracterís 

ticas de la curva se hallan aproximada ente en 85 r y 210 C.
La Figura n° 5.3, muestra la estad lización del comienzo de 

variación brusca del módulo de Young ocasionado por mantenimiento 

de la probeta a una temperatura de 60 C durante 12 y 24 hs para la 

primera y segunda corrida respectivamente. En los armónicos supe

riores este comportamiento no se observa.
La Figura n° 5,4. muestra el módulo de Foisson calculado con 

los armónicos 3-9, 5-7, 7-9 y 5-9. Par? estas cuatro combinaciones 

el módulo de Young no presenta grandes /criaciones y puede ser 

simpliFicado para permitir el cálculo J1 módulo de Foisson. Pode

mos ver que el máximo de la curva se corre hacia altas temperaturas 

a medida que la Frecuencia de cálculo incrementa.
Las Figures n° 5.5., 5.5. y 5.7. m¡ estran micrograFías ópticas 

del material ensayado. Puede observare una estructura perlítica 

con alta deFormación mecánica y zonas artensíticas parcialmente 

recuperadas por revenido térmico. Los tests de microdureza muestran 

valores de 473-476 hV3Ó0, consistentes con une tetragonalidad par

cial de la estructura.



5. 4. TEORIA
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Les -transiciones de Fase intentaron ser entendidas en un 

principio mediante teorías Fenomenológicas que describen el Fenó

meno solamente en una escala macroscópica en un conjunto grande de 

atomos. En 1937 L.O.Landau estableció su teoría de transiciones de 

Fase de segundo orden • Con el objeto de extenderla a transi

ciones de Fase con límites entre diferentes Fases^la teoría Fue oe— 

neralizada a las conocidas como teorías de Landau-Ginzburg. .Mas 

tarde, con el desarrollo de las teorías microscópicas de la mecáni

ca estadística, estas teorías Fueron relegadas. No obstante sus li

mitaciones, sin embargo, las teorías Fenomenológicas han sido exi

tosas en la descripción de diversos Fenómenos de transición de Fase 

A pesar de ello no han sido aplicadas a transFormaciones martensí- 

cas hasta tiempos relativamente recientes. En particular las trans

formaciones martensíticas en aceros, con ser las primeras conoci

das y unas de las mas importantes desde el punto de vista tecnológi

co, han sido consideradas muy sucias y poco prometedoras para el 

entendimiento de las transiciones de Fase sin diFusión. Algunas 

aleaciones no Ferrosas muestran los principios básicos de un modo 

más claro, 

Landau, en su teoría de transiciones de Fase de segundo orden, 

supone que la energía libre es una Función analítica de la tempera

tura y de un parámetro de orden • Desarrollando la energía li

bre F en serie de potencias de se obtiene

5. 7.

donde los coeFicientes son Funciones analíticas de la temperatura 

T. Si es elegido de tal manera que toma valor nulo en ausencia

de campo aplicado y a alta temperatura, debiéramos tener un mínimo 

de la energía libre en = 0 para T • For lo tanto A debe ser 

nulo. For otro lado para tener una transición de Fase de segundo 

orden debe cambiar-su signo en Tc con 0 para T Tc. La

posibilidad más simple para obtener este comportamiento es hacer

0 a = const.

5. 8.



Ademes debemos tener C= 0 y 0 Landeu supone = constante 

y por lo tanto la Función de energía libre mas simple que muestra 

transiciones de Fase de segundo orden puede escribirse de la Forma:

con a, y □ y constantes.

Si hay un campo externo aplicado la situación cambia considera

blemente. Fara comenzar puede considerarse el caso en que el campo 

externo es constante mientras la temperatura es variada. Dos térmi

nos de interacción pueden ser agregados como contribución a la ex

presión de la energía libre. El término f con C7~ campo ex

terno y constante positiva, describe una interacción elástica 

volumétrica clasica en la Fundamentad ón del comportamiento del mo

delo del sólido lineal estándar [Apéndice A]. Constituye una buena 

descripción de todos los Fenómenos de relajación que involucran 
defectos puntuales. El otro término,^ ^^^con (V constante po

sitiva, representa una interacción magnetostrictiva que ha sido u- 

sada con éxito en transiciones de Fase controladas por reorientadór 

de espines sin cambio volumétrico importante [22,23]. Además debe

mos agregar un término de contribución de energía elástica pura, 

con lo que la expresión de la energía libre está dada por:

donde es el módulo de Young y P la densidad.

Además, se sigue de la termodinámica de los procesos de no-equi

librio, el establecimiento del equilibrio es determinado por la 

condición cinética [24]

5.11 .

¿i 0 se obtienen los parámetros de orden bajo campo nulo

5.12 .

5. 9.



Con la aplicación de una tensión C* variable de frecuencia CO a- 

perece una componente alterna del parámetro de orden , Si
fp ¿Xp ¿üJ í^de las ecuaciones 5.10. y 5.11. obtenemos

5.14.

For separación de las partes real e imaginaria llegamos a ex

presiones para el módulo elástico dinámico y el decremento logarít

mico que caracteriza la fricción interna. Fara T obtenemos

5.15.

5.16.

c on

5.17.

5.18.

A temperaturas bajas comparadas con la temperatura de transición de 

5.19.

y la ecuación 5.15. es semejante a la de un sólido lineal estándar 

con E creciente cuando CáJ crece.

5.13.

Fase T ,obtenemos c
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A altas temperaturas, cuando T —» T obtenemos

5 .20.

y la ecuación 5.15. se transforma en

5 .21 .

que es semejante a la ecuación de disipación del modelo del sólido 
lineal estándar. En la Figura n° 5.8. se muestran curvas cualitati

vas de las expresiones 5.19. y 5.21. y se gráfica el módulo 

dinámico en unidades arbitrarias. La Forma real depende de la rela

ción entre los tres términos de la expresión 

5 .22 .

siendo el termino 6 &/dominante a bajas temperaturas y el 
término /X dominante en temperaturas cercanas a la de tran

sición de Fase,

El parametro de orden □ para T=Tc pero / O.

La transformación de Fase de segundo orden esta ausente bajo la ac

ción de un campo elástico externo pero el parámetro de orden se a— 

próxima a cero tanto- como la tensión externa se aproxima a cero tam-

bién [25] .



5.5. DI3CUÚI0N

La discusión supone, básicamente, que el Fenómeno de re

lajación observado se debe el desordenamiento de los átomos de car

bono existentes en la red de martensita. El desorden es producido 

por la vibración impuesta en la Frecuencia de resonancia Fundamental 

Le pendiente creciente del módulo de Young se halla entre los 360 K 

y los 475 K con un punto medio ubicado en el orden de los 420 K. 

£i suponemos un comportamiento tipoArrhenius para la variación de 

1= Frecuencia de salto de los átomos de carbono, el tiempo de re

lajación esta dado por 

a h/ 

/<TC £ 5.23.

con k*: constante de Boltzman,

Si % = 1,8,10 sec y la energía de activación es Z1h= 0,835 eV 

el máximo del pico de Snoek debiera haberse encontrado en 440 K. 

En las Frecuencias de resonancia superiores el Fenómeno no se mani- 

Festaría debido a la no coincidencia de las mismas con la Frecuen

cia de salto de los átomos de carbono a esa temperatura. Además el 

desorden de los átomos de carbono se produce entre dos temperaturas 

características de las transFormaciones martensíticas en aceros al 

carbono AISI-1080. La temperatura Mg de comienzo de la transForma- 

ción martensítica ha sido determinada en gran cantidad de aceros 

por medición directa. Existen diversas Fórmulas empíricas que dan 

esta temperatura en Función de la concentración de los aleantes. 

Una de las usuales es la de Grange and Stewart C26j dada por

M C°Cj= 538 °C- 361 %C- 39 %Mn- 19 %Ni- 39 %Cr- 28 %Mo 5.24.

Esta Fórmula es aplicable cuando todos los aleantes se hallan disu

eltos en la austenita, el contenido de carbono se encuentra entre 

0,2 y 0,85 %, el contenido de molibdeno es menor que 1 % y el con

tenido de cromo se halla por debajo del 1,5 %. La importancia de la 

completa disolución de los carburos se debe a que una precipitación 

de los mismos resultaría en una mayor temperatura M debido al me— 

ñor contenido de carbono en la matriz de austenita.

Fara una composición, como la determinada en nuestras probetas, 

de 0,82 % de carbono y 0,7 % de manganeso obtenemos



Mc= 215 °C = 488 K 5.25.

El dato de la temperatura , a la cual la martensita cesa de for

marse, no es fácil de encontrar debido a la dificultad de medición 

de pequeños porcentajes de austenita retenida[del orden del 5 % o 

menos]• La influencia del contenido de carbono en la proporción de 

martensita formada a una dada temperatura por debajo de M ha sido 

estudiada por Grange and Stewart (26]. Fara un acero con 0,82 % de 
carbono la temperatura se halla 260 °F [127 °C] por debajo de la 

temperatura , es decir aproximadamente a 83 °C.

La Figura n° 5.9. muestra la variación del módulo de Youna en 

función del Log (c/ÍT-T^]] con C constante arbitraria que sólo pro

duce un corrimiento en el eje de las abcisas . Puede observarse un 

comportamiento similar al de la curva teórica de la Figura n° 5,8. 

para T = 488 K = M . De todas maneras, al ser la curva teórica de- c s
pendiente de tantos parámetros, no puede tomarse esta coincidencia 

como absolutamente determinante,

A pesar de que la trénsformación que intentamos describir no 

constituye, estrictamente hablando, la inversa de la transformación 
martensítica ,el comportamiento que se observa en la Figura n° 5.3. 

es característico de gran parte de_las transformaciones martensíti

cas reversibles durante la transformación inversa [27]. En nuestro 

caso este comportamiento podría deberse a la difusión y precipita

ción de parte del carbono disueito, lo que reduciría la interacción 

entre los defectos, aun cuando esta temperatura suele considerarse 

demasiado baja para inducir difusión y precipitación apreciable.

El estudio de las curvas obtenidas para el módulo de Poisson 

requiere del uso de la teoría desarrollada en el Capítulo II. En 

esta teoría anelástica bajo deformaciones multiaxiales pudimos ver 

que el punto de inflexión en las curvas del módulo de Poisson se en

cuentra en = 1/|^3 para tracciones a lo largo del eje ^100^ y 

contracciones a lo lergo de los ejes ^010^ o <ÍJ01^ Para una tex

tura de alambre clásica, en materiales de simetría cubica, la trac

ción longitudinal quedaría aplicada a lo largo del eje ^110> , pre- 

ferencialmente, y las contracciones ocurrirían en ejes ubicados en 

el plano (lio) • Para un defecto de simetría tetragonal y después 

de una integración sobre todas las posibles direcciones de este pla

no, obtenemos:
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como parte real del modulo de Poisson, Esta expresión, como Función 

de CO , tiene un punto de inflexión en

Este valor resulta prácticamente idéntico al obtenido para el caso 

mas simple de tracción y contracción a lo largo de ejes principales, 

A partir del desarrollo efectuado en el parágrafo 5.4, podemos 

considerar válido,para el comportamiento del módulo de Young, un 

modelo similar al sólido lineal estándar. Las diferencias principa

les radican en la variación de /A E y en el crecimiento del módulo 

de Young con la temperatura. Este último efecto es producto de la 
dependencia de 2 con la temperatura cerca del punto crítico y no 

de la expresión de E en función de La ecuación 5.15. es for

malmente idéntica a la de un sólido lineal estándar en cuanto a la 

dependencia de se refiere. Lejos del punto crítico, es decir
unos 40 ó 50 K en menos, podemos considerar que 2 sigue todavía 

una variación según la ley de Arrhénius 5.23,,Para el módulo de 

Young el modelo del sólido lineal estancar predice un punto de in

flexión en

5 .28.

en tanto que para el ‘módulo de Foisson hemos calculado un punto de

inflexión en 

5.29.

5.27.

5.26.



donde / y P indican las Frecuencias y tiempos de relajación 

del módulo de Young y de Poisson en el punto de inflexión, respecti

vamente .

De estas ecuaciones y la ecuación 5.23. obtenemos

El corrimiento del punto de inflexión de la curva representativa 

del módulo de Foisson respecto de la del módulo de Young representa 

un corrimiento conjunto de la curva. Por ésto es de esperar que, 

ante la dificultad de determinar con precisión el punto de inflexión 

de la curva, podamos utilizar como punto característico de cada 

curva los máximos de E y en función de la temperatura. Además

este máximo se produce como consecuencia de la superposición de la 

relajación con la caída normal del módulo de Young por el aumento 

de temperatura. Por otro lado existe una indeterminación en el va

lor de CÜf> producto de la utilización de dos frecuencias de reso

nancia para determinar cada valor de La utilización de una u

otra de las Frecuencias no altera substancialmente los resultados 

y convendremos por lo tanto en usar un promedio aritmético de ambas. 

Con estas consideraciones y utilizando Ty= 473 K calculamos los 

valores de la temperatura de máximo de algunas de las curvas del 
módulo de Poisson. En la Tabla n° 5.1. se muestran estos valores 

conjuntamente con los valores experimentales.

5.30.



5. 6. CLNCLUL ICNEu
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Los puntos experimentales obedecen una ley aproximada al 
mocelo del sólido lineal estándar. Las curvas correspondientes al 

modulo de Foisson están en buen acuerdo con las previsiones de la 

teoría desarrollada para deformaciones multiaxiales. La relación 

sugerida entre la temperatura crítica de un Fenómeno de desorden 

y las temperaturas y de una transForjadón martensítica no 

puede considerarse suFicientemente probada sino que deoe secuir 

siendo analizada teórica y experimenta1mente, La Forma y oosicicn 

de la curva E vs. Loo JC/ CT-tiene poca sensibilidad a variacio

nes de T y su dependencia de varios parámetros podría ocasionar un 

buen ajuste aun cuando el modelo no Fuese correcto. No obstante se 

considera que la evidencia experimental acumulada, en el campo de 

la Fricción interna y de este trabajo, es suficiente como para su

poner valido =1 modelo propuesto. Las previsiones acerca del comoor- 

temiento del módulo de Foisson, confirmadas experimentalmente, cons

tituyen un dato más a tener en cuenta n su apoyo. ¡_as curvas del 

modulo de Young medidas por Hen^iti x^ura presentan un crecimiento 

rápido entre 140 C y E50 C para cor tenidos de carbono del 1 ,4 % 

pero nada se informa sobre el erado de solución del mismo en la ma

triz de hierro. Fara hierro con un alto grado de pureza [no infor

mada cuantitativamente] no se observa dnguna modificación en el 

comportamiento monótono decreciente de módulo de Young. H. Kimura 

adjudica este comportamiento a la pres^-cis de cementita precipita

da, la cual tiene un punto de Curie en 15 C . La cementita tiene una 

estructura trigonal con los átomos de rbono en el centro de pris

mas triangulares con un tota l de seis ' "omos de hierro en los vér

tices al igual que en el sitio octahec^íco del Fe-o/ . Le necesita 

un análisis más detallado y un trabajo xperimental más extenso pa

ra definir cuál es el mecanismo y loca ización real del Fenómeno.Un 

comportamiento similar ha sido reportado en aleaciones Nb-H [2S]. 

G. Alefeld et al [c2] mostraron que la interacciones atractivas 

entre los átomos de hidrógeno son de carácter elástico y son las 

responsables de la transición.

El modelo propuesto es compatible -on las observaciones que 

pueden rácense sobre las curvas experi enteles. La transformación 

es reversible por temperatura pero des parece por interrupción del 

campo vibratorio externo. La evolución orden-desorden es edjudicable 

a saltos de átomos de carbono y por lo tanto solo puede ser induci— 



da por la Frecuencia dada por la ley deArrhénius entre las tempera

turas de inestabilidad y . Esta transformación debería proce

der a mayor temperatura en ausencia de vibración,pero el Fenómeno 

de precipitación impide el establecimento de desorden en el Fe-V 

¿sto confirmaría la hipótesis de que teda transformación martensí- 

tica ts reversible a menos que un fenómeno de cif'-sión y precipita

ción destruya la revercibi1idod [30j.

Los incrementos en el módulo de Young que pueden observarse er 

les armónicos superiores, especialmente los de orden tres y circo, 

pueden cernerse a un desordenar-i er to parcial provocado per las fre- 

cuerciar 'triple, quíntupla, etc,, de las que corres penden cora, el 

salto ce les atemos de carbono, Ctra posibilided es que .a trate 

oe un remanente del desorden producido en la Frecuencia furcam&ntsl 

que leerá ser detectado cuando se miden, con posterioridad a Is 

misma, los armónicos superiores, Este comportamiento es una con

firmación de cue no se trataría ce una transformación de Fase in

ducida por tem^orstura como la sugerida -cr ñ. Kimuro en la cenen- 

tita, Teniendo en cuenta cus su frece- ia de .medición es E1 KHz, 

se confirmaría nuestra hioctesis , bien □ esta frecuencia levemente 

superior a nuestra frecuencia fundamer 'al, era de esperar, por la 

lev de Arrhénius,un pequeño incremento de la temperatura de comien

zo de la transformación.
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TABLA 5 » 1 .

Valores teóricos y experimentales de la temperatura de máximos del

modulo de Foisson para diversas Frecuencias de resonancia.

n1 ru c.

T CKj 

teórico

T [K]

experi mental

9 534 513- 553

e 7 534 523

5 9 539 523

7 9 543 550



CAPITULO VI CONCLUSIONES GENERALES Y PRCYECCIONES

6.1. RESUNEN Y CONCLUSIONES

En un primer intento ce cor une explicscicn a la alta 

dispersión de valores experimentales que puede hallarse en la li

teratura para el modulo de Foisson, se cFetuó un estudio de los 

diversos métodos ce promedio en policristales ecos i-isótropos. 

Puede esperarse un corjunto de modos diferentes do efectuar una 

distribución de orientaciones en el policristal para obtener un 

material isotropo. uin embarco, se concluye que la dispersión de 

valores no puede ser resultado de la existencia de esa diversidad 

de orientaciones. Los valores que se obtienen como promedio depen

den mas bien del grado de anisotropía del cristel original. Esto 

encuentra sustento en la interpretación física dada a los diversos 

modos de promedio. El calculo de los promedios mediante los inva

riantes tensoriales de las constantes coeficientes elásticos 

constituye una Fundamentación mas firme de los aspectos físicos 

de los promedios conocidos de Voigt y Heuss, Los aspectos funda

mentales de esta parte del trabajo fueron dados a conocer en una 

publicación científica C13 y en la 69a. Reunión de la Asociación 

Física Argentina (2J.

En el análisis de las consecuencias de la anisotropía sobre el 

valor de las constantes elásticas de un policristal se sugirió un 

modo de promedio del módulo de Poisson que resultó posteriormente 

confirmado por la experiencia [33 ■ Se cebe tener especial cuidado 

en promediar el módulo de Poisson sobre todas las orientaciones 

y no efectuar el promedio para las constantes E y G y utilizar lue

go estas en la ecuación de materiales isótropos. Asimismo se mos

tró la alta sensibilidad de este módulo a la anisotropía del mate

rial debido a su dependencia triaxial. Se puso en evidencia la 

necesidad de más de una figura de polos para el cálculo por medio 

de la FDOC y se fundamentó la mayor simplicidad de calculo para 

el caso de simetría hexagonal . Los aspectos básicos de los cálcu

los efectuados dieron origen a una publicación internacional [4] 

y a dos comunicaciones a congresos científicos (5,63

Los Fenómenos anelásticos que inFluencian el comportamiento 

del módulo de Foisson Fueron considerados en la teoría desarrolla- 



de en el Capítulo II. La extensión del modelo del sólido lineal 

estándar a les dos din-eneiones de probetas policristalinas permi

tió posteriormente la explicación de diversos comportamientos a— 

parentemente inconexos. La interpretación energética del fenómeno 

de relajación muí tirria! resulta igualmente interesente. Estos tra

bajos cieron origen a una publicación C3 y una comunicación a un 

congreso científico [8j .

El equipamiento utilizado fue integramente desarrollado en el 

laboratorio y , aunque su principio de funcionamiento no es orici— 

nal, tiene una sensibilidad superior a la hallada normalmente en 

este tipo de instrumentos, bus características principales fueron 

expuestas en un informe científico interno del instituto IFIR [9j.

El basamento experimental, como origen de la investigación y 

como confirmación de las propuestas teóricas, es expuesto en el 

capitulo IV para el caso de vainas combustibles y barras de zir- 

caloy-4. Los resultados obtenidos son tratados numéricamente de 

modo de extraer una información coherente a partir de los mismos. 

Las anomalías encontradas son explicadas con éxito en términos de 

la teoría desarrollada en la tesis y sen a su vez basamento para 

interpretaciones de fenómenos similares observables en otros mate

riales. El módulo de Foisson, dado lo complicado de su medición y 

procesamiento, merece una atención especial para extraer conclusio

nes claras. No existe un módulo de Foisson único independiente de 

las condiciones de medición, frecuencia y textura y geometría del 

material. Simultáneamente puede obtenerse información sobre los 

modos de vibración en el caso de probetas de geometría compleja 

y se concluye que no debe confiarse en ningún modulo que no haya 

sido medido en las mismas condiciones a las que el material va a 

prestar servicio. Este trabajo originó des publicaciones 

y cuatro comunicaciones a congresos [12 ,15 J >

En el Capítulo V se efectuó una aplicación al problema de la 

medición de constante elásticas en varillas de acero AISI-1080. 

Dado que, a todas luces, no se trataba ce un fenómeno anelástico 

simple de reíajación, hubo que modelizar el comportamiento del mo

dulo de Young previamente. Este modelo,de desorden inducido por 

vibración sobre los atomos de carbono en la red de martensita, re

sultó ser un buen ajuste para el comportamiento del modulo de Young 

en la frecuencia fundamental. Se pudo comprobar que podía asimilar

se al comportamiento característico de un solido lineal estándar. 

Las diferencias más importantes, como por ejemplo el incremento 



con la temperatura y la rapidez de variación del módulo, son con

secuencia de la dependencia del tiempo de relajación con la tempe

ratura critica del fenómeno involucrado. La transformación orden- 

desorden inducida por tensiones cíclicas propuesta constituye un 

fenómeno físico interesante en sí mismo. Sus conexiones con las 

transformaciones martensíticas en aceros al carbono pueden resultar 

de eran importancia teórica y práctica. Un principio de confirma

ción del modelo propuesto surge del comportamiento previsto para 

el moculo ce Foisson cue se ve reafirmado por la experiencia. 

Los datos experimentales, el modelo desarrollado y las connotacio

nes resultantes son expuestas en un trabajo a publicar (16j y una 

comunicación a concreso científico (17 j.

Las conclusiones mas importantes del trabajo de tesis se refie

ren a cuatro temas principales;

aj Desarrollo de una teoría general de promedio do constantes 

elásticas a partir de los invariantes de tensores de cuarto orden. 

Esta teoría incluye como caso particular a los conocidos promedios 

de Vclgt y Resuss .

bj Desarrollo de una teoría de relajaciones anelásticas bajo 

deformaciones multiaxiales e interpretación de los resultados des

de el punto de vista de la disipación de energía.

cj Puesta en evidencia experimental de las grandes dispersio

nes que pueden obtenerse en los valores medidos en una misma pro

beta y explicación de este comportamiento a partir de la teoría 

desarrollada y diversos fenómenos concurrentes.

dj Puesta en evidencia del fenómeno de transición orden-desor

den en acero AISI-10S0 y su posible conexión con las transforma

ciones martensíticas. Aplicación a este “enomeno de la teoría de 

relajaciones multiaxiales y desarrollo de un modelo basado en la 

teoría de Landau de transiciones de fase de segundo orden.



6.2. PROYECCIONES Y TRABAJO FUTURO

Existen algunos puntos de la tesis que merecen, a nuestro 

juicio, un tratamiento mas detallado. Entre ellos se encuentra el 

desarrollo de una teoría completa sobre la base de invariantes nece

saria para escribir cualquier Función escalar de un conjunto de 

tensores de cuarto y segundo rango del tipo de los utilizados en 

le teoría c!e le elasticidad. Esto permitiría escribir las energías 

de deformación en bese a invariantes tensoriales para cualquier si- 

metriE y completar el tema de los promedios de constantes elásti

cas basados en estos invariantes.

For otro lado sería interesante estudiar el caso de un Fenóme

no anelastico del tipo Nb-0. Este Fenómeno de relajación ha resul

tado muy estudiado y permitiría aplicar tanto las ecuaciones de 

relajaciones multiaxiales como las correspondientes a torsión en 

un ensayo de este tipo. A tales Fines se hallan ya preparados mono- 

cristales de niobio por el método de Fusión zonal con diversas orien

taciones .

Pero donde sin duda deben seguirse las investigaciones es en 

el area de la transFormación orden-desorden informada en aceros. 

Esta transFormación tiene una gran importancia teórica por un lado, 

y merece ser estudiada con las herramientas de trabajo propias de 

la mecánica estadística y la teoría de Fenómenos críticos. Por otro 

lado, dada la importancia tecnológica de las aleaciones de hierro 
£ 

al carbono, debe proFundizarse el trabajo experimental en aceros 

con diFerentes contenidos de carbono. Sería interesante seguir el 

pico de Snoek desde temperatura ambiente hasta altas temperaturas, 

mediante la modiFicación de la Frecuencia de resonancia. Esto per

mitiría ver la paulatina transFormación del Fenómeno a medida que 

nos acercamos a la temperatura crítica. En un terreno más especu

lativo debiera intentarse la posibilidad de "congelar” la estruc

tura conseguida bajo vibración a alta temperatura. Esto permiti

ría su estudio mediante las técnicas de microscopía electrónica y 

diFracción de rayos X, Además puede esperarse una serie de propie

dades interesantes para una aleación que presenta un incremento 

en su módulo de Young de hasta un 15 % por encima del normal.



REFERENCIAS

1. F.Povolo ond R.E.Bolmaro, "Average Elastic Constante and Tensor 

Invariante", aceptado para su publicación en Fhys. Stat. Sol..

2. F.Povolo y R.E.Bolmaro, Invariantes Tensoriales y Promedio de 

Constantes Elásticas en Materiales Isótropos, Congreso Anual 

de la Asociación Física Argentina, Buenos Aires, [1984].

3, A. Pochettino, comunicación privada.

4. F.Povolo and R.E.Bolmaro, "Poieson'e Ratio in Zirconium Single 

Crystals”, J.oF Nucí. Kater, ,118 [1983] 78-82,

5. F.Povolo and R .E . Bolmaro, "Poiseon's Ratio oF Metals and 

Alloys”, Froceedings of the 7th. International Conference on 

the Strength oF Metals and Alloys. August 12-16, 1985, Montreal, 

Quebec, Canadá.

6, F.Povolo y R.E.Bolmaro, CoeFiciente de Poisson en monocrista- 

les de circonio, Congreso Anual de la Asociación Física Argen

tina, Tucumán, [1983].

7. R.E.Bolmaro and F.Povolo, ”Anelastic Behaviour oF Materials 

under Multiaxial Strains", aceptado para su publicación en J, 

oF Mat• Sci. .

i *
8. R.E.Bolmaro y F.Povolo, Fenómenos Anelasticos en el Modulo de 

Poisson de Metales y Aleaciones, IX Simposio Latinoamericano 

de Física del Estado Solido, Mar del Plata, Argentina, 19-24 

de agosto de 1985.

9. R.E.Bolmaro, A. Olivero y A. de la Torre, Equipo de Medición 

de Módulos por Propagación de Ondas, InForme Técnico IFIR MF/ 

82, Rosario, [1982].

10. F.Povolo and R.E.Bolmaro, ”0n the Measurements oF Young*s Mo- 

dulus oF Tubes by Fropagation oF Longitudinal Waves”, J, oF 

Nucí. Mater., 116 [1983] 166-171.

11. R.E.Bolmaro and F.Povolo, "Anelastic Behaviour oF Materials 

Under Multiaxial Strains, II:Poisson*s Ratio, Coupling oF 

Strains and Anelastic Relaxation in Zircaloy-4”,aceptado para 

su publicación en J. oF Mat. Sci . .Internal Report ICTP/86/343.



F.Povolo y R ,E, Bolmaro, Medición de Módulos Elásticos en Tu

bos de Zry-4, Congreso Anual de la Asociación Física Argentina, 

San Luis, 1931.

13. F.Fovolo y R.E.Bolmaro, Variación con la Temperatura de las 

Constantes Elásticas de Vainas de Elementos Combustibles de 

Zry-4, Congreso Anual de la Asociación Física Argentina, La 

Fleta, 1932.

14. F.Fovolo y R ,E . Bolmaro, Relación de Foisson en Vainas de 

Zry-4, Actas del VIII Simposio Latinoamericano de Física del 

Estado Solido, México, 18-22 de Julio de 1983.

15. F.Fovolo y R ,E . Bolmaro, Relación de Poisson en Aleaciones de 

Circonio, VIII Jornadas Nacionales y II Latinoamericanas de la 

Sociedad Argentina de Metales, Buenos Aires, Mayo de 1984,

16. R.E. Bolmaro and F.Fovolo, ”Anelastic Behaviour of Materials 

Under Multiaxial Strains, III: Order-Disorder Transition, 

Snoek eFFect and Poisson*s Ratio in AISI-1080 Steel”, enviado 

para su publicación al J. oF Mat, Sci..

17. R.E.Bolmaro and F,Fovolo, EFecto Snoek en el Modulo de Poisson 

del Acero AISI-1080, Congreso Anual de la Asociación Física 

Argentina, Rosario, 1985.



APENDICE A COMPORTAMIENTO ANELASTICO DE LOS

MATERIALES

Para describir formalmente 

conveniente considerar primero 

el cual la ley de Hooke define 

deformación

el comportamiento anelástico es 

un material elástico ideal, para 

la relación entre la tensión y la

A .1

A .2

con A .3

La constante M es llamada módulo elástico mientras que su 
recíproco J se denomina coeficiente elástico, flexibilidad o 

”compliance"•

Para una deformación arbitraria, an especial para materia

les anisotrópicos, las relaciones A.1 y A.2 deben ser expresadas 

como relaciones entre tensores de 2do. orden y M y7 son tenso

res de 4to• orden [Apéndice B].

En nuestro caso nos referiremos a rodos de deformación sim

ples donde M puede ser el módulo de corte G, el de Young E o el 
-1 

de compresibilidad K.

Hay tres condiciones que definen el comportamiento elástico 

ideal que están implícitas en las ecuaciones A.1, A.2 y A .3. 

Estas son:

a} Cada nivel de tensión tiera como respuesta un único 

nivel de deformación y viceversa.

b] El equilibrio es alcanzado instantáneamente.

c] La respuesta es lineal [corlando la tensión se do

bla la deformación] •

Como corolario de a] surge la completa recuperabilidad de la 

deformación cuendo se suspende la tensión externa.

Con el fin de generalizar el comportamiento elástico ideal 

se pueden agrupar las tres condiciones en diversos conjuntos de 

posibilidades. Las mismas se listan en la Tabla A.1 conjuntamen

te con el nombre de la rama o disciplina que estudia cada compor 



tamiento. Para resumir las condiciones que debe cumplir el com

portamiento anelástico podemos utilizar los siguientes tres pos

tulados :

ajPara cada tensión existe una única deformación de e- 

quilibrio y viceversa.

b]El equilibrio en la respuesta se alcanza sólo des

pués del paso de "suficiente" tiempo,
c)La relación tensión-deformación es lineal.

El primero y tercer postulado son sólo repetición de los co

rrespondientes a la elasticidad lineal. Como la recuperabilidad 

es solo consecuencia del postulado a] lo único a tener en cuenta 

es que ahora la recuperabilidad será dependiente del tiempo. For 

otro lado, levantar la restricción de instantaneidad no significa 

que toda la respuesta del material sea dependiente del tiempo, 

sino que ademas de la respuesta elástica instantánea existe una 

respuesta anelástica dependiente del tiempo.

punto que merece clarificación es el que se refiere a 

la linealidad de la relación tensión-ceformación• Esta debe to

marse no solo en el sentido de que una duplicación de la tensión 

ocasiona una duplicación de la deformación y viceversa sino que, 

dada una (T| [ t] que produce una y una ^gCt) con una res

puesta íSgCt], la tensión ^Z>[t] producirá un efecto

dado por <£ cígCtj. Felizmente, además, el postulado

de linealidad, que produce una gran simplificación en los trata

mientos, es aplicable en la mayor parte de los casos y en espe

cial en los metales.

Respecto del primer postulado deberos notar que se trata na

da mas que de la aseveración de que nos encontramos en presencia 

de un material definido como "termodinúmico" en el sentido de
* ’ *

que un proceso se lleva a cabo a través de una serie continua de 

estados de equilibrio únicos ante cambias infinitesimales de la 

variable externa. Notemos además que materiales viscoelásticos o 

plásticos no cumplen con esta condición.

El segundo postulado significa que ante un cambio de la va

riable externa se requiere cierto tiempo para llegar a un nuevo 

estado de equilibrio. Este comportamiento temporal de un sistema 

termodinámico suele denominarse relajación. En nuestro caso pro

vendrá de un acoplamiento entre tensión y deformación vía una 

variable interna que debe cambiar a nuevos estados de equilibrio 

a través de un proceso cinético como por ejemplo la difusión. La 

manifestación macroscópica de este proceso de relajación interna 



es la dependencia temporal de la relación tensión-deformación, 

toas adelante volveremos sobre este punto limitándonos por el mo

mento al tratamiento del problema sobre la base de los tres pos

tulados mencionados.

Las llamadas "funciones respuesta” consideradas en la litera

tura CU, constituyen una aproximación al comportamiento anelás

tico. Nosotros trabajaremos con una descripción alternativa en 

términos de un conjunto de parámetros que pueden ser tomados co

mo atributos intrínsecos del material. El punto de partida de 

esta interpretación es una relación tensión-deformación en forma 

de ecuación diferencial lineal que involucra las derivadas tempo

rales de estas variables. El hecho de que la respuesta de un só

lido anelástico puede ser descripta por tal ecuación se deduce 

de la definición de anelasticidad que presupone linealidad en la 

respuesta y comportamiento dependiente del tiempo. Además, la 

visualización del comportamiento de un sólido regido por tal e- 

cuación es mejorada por el estudio de un modelo mecánico adecua

do •

La ecuación diferencial lineal a coeficientes constantes más 

general es del tipo:

A . 4

Para el caso en que únicamente ao y bo son diferentes de 0 

tenemos el caso del sólido elástico ideal o de Hooke.

El modelo del sólido anelástico estandard fue introducido por 

primera vez por C.Zener en 1948. Su equivalente mecánico consiste 

en un resorte de constante elástica en serie con una combi

nación en paralelo de un resorte de constante elásticaun 

amortiguador de coeficiente viscoso^2 CVer Fig. A.1j 

Tenemos que:

Multiplicando A .7 por y sumando miembro a miembro con

A. 6 obtenemos

A. 5

A . 6

A . 7



Definiendo el tiempo de relajación por

A . 8

y las flexibilidades o coeficientes elásticos por

obtenemos en forma condensaba

A . 8

que resulta ser un caso particular de la ecuación A. 4. Para 

precisar el significado físico de esta ecuación y de algunos de 

los parametros utilizados podemos analizar los siguientes casos 

simples:

a] Relajación de deformaciones a tensión constante (Creepj

Para una tensión aplicada constante la ecuación A. 9 se re

duce a

A .10

con Esta ecuación tiene como solución

La cantidad es Formalmente la relajación del co

eficiente elástico y una medida del relajamiento anelástico9

ya que para tiempo infinito

K .12

El coeficiente es el tiempo necesario para que el sistema lle

gue a un 63% de su valor de equilibrio. Se lo llama el tiempo de 

relajamiento a tensión constante. El comportamiento del sólido 

anelástico estandard Cs«a .e . ],ante un escalón de tensión, puede 

observarse en la Fig.n° A. 2

bj Relajación de tensión a deformación constante.

Para [tj = o = cte • la ecuación A . 9 se reduce a:

=■ A .13

con los módulos elásticos definidos por

= '/j !/, A.14

y el tiempo de relajación a deformación constante definido por

A .15

A .11



La solución de la ecuación A.13 puede escribirse como

y su comportamiento puede observarse en la Fig.n° A. 3.

c] Fricción interna o caso de la aplicación de una tensión 

periódica.

Cuando aplicamos al s.a.e. una tensión periódica

la respuesta en deformación del sólido es

que reemplazadas en la ecuación diferencial nos permite definir. 

el coeficiente elástico complejo

A .19

obtenemosLlamando, como antes

A .20

A .21

A .22

ángulo dado por

La deformación resulta desfas^ja respecto de un

A .23

Las ecuaciones A.21 y A.22 constituyen las llamadas ecuaciones 

de Debye mostrando la segunda un pico centrado en 1 •

De la ecuación A.23 y definiendo

A .16

A .17

A .18

con



obtenemos a
ta fa») = 

Z / -FUJZ'¿Z A .23

que exhibe también un pico de Debye centrado en CU si. 

El significado del coeficiente elástico complejo queda más 

claro si calculamos la capacidad específica de disipación de e- 

nergía • La energía entregada en un ciclo es

A .24

mientras que la energía disipada en igual período es

A .25

por las expresiones halladas encontramos

A .26

|_as Figs. n° 4 y 5 dan una descripción cualitativa del s .a .e . 

ante tensiones cíclicas.

Otro modelo mecánico,del que resulta una ecuación asimilable 

a la A. 4,consiste en dos paralelos de amortiguador y resorte en 

serie con otro resorte tal como se muestra en la Fig. n° A.6. .La 

ecuación diferencial que se obtiene está dada por

la que ante tensiones periódicas describe una respuesta definida 

por el coeficiente elástico complejo

Una generalización al caso de n paralelos de resorte y amor 

tiguador nos provee el coeficiente elástico complejo dado por

Reemplazando

A .27

A .28

A .29

A .3C



A .31

Tal generalización constituye una relajación de espectro dis

creto donde cada linea del espectro está caracterizada por un 

de relajación y una relajación

Los aspectos microscópicos del s .a .e . se ponen de manifiesto 

considerando una variable interna acoplada con las variables 
mecánicas. Tal variable interna puede ser, por ejemplo, un pará

metro de orden de corto o largo alcance. Definiremos =0 para 

= 0 y, como estamos desarrollando una teoría lineal, (T y 

aparecerán solo a la primera potencia.

Si

A .32

con constante de acoplamiento, : deformación elástica

y C _• deformación anelástica, an _
Para cada valor de C7- habrá un valor de equilibrio que, 

debido a los requerimientos de linealidad, cumple una proporcio

nalidad simple dada por

condependiente del tipo de tensión y de la temperatura.

Requeriremos también el cumplimiento de una ecuación cinética 

de primer orden para la aproximación al equilibrio de la variable

A .34

con parámetro con dimensiones de tiempo.

Con estas tres ecuaciones y teniendo en cuenta que

la ecuación que se obtiene es la del s.a.e. C ec.A.Sj. En suma, 

un material descripto mediante una única variable interna es 

completamente equivalente al modelo del sólido anelástico estan- 

dard• Uno puede inferir que este modelo representa, entonces, 

una situación física de mucha importancia, aunque más no sea en 

forma simplificada.

A .33

A .34



TABLA A- I 

DIFERENTES TIPOS DE COMPORTAMIENTO MECANICO, CLASIFICADOS 

DE ACUERDO CON LAS CONDICIONES OBEDECIDAS POR LAS RELACIO

NES TENSION-DEFORMACION

COMPORTAMIENTO RECUPERABILIDAD
TOTAL

INSTANTANEIDAD LINEALIDAD

Elasticidad ideal SI *SI sí

Elástico no lineal *SI SI no

Plástico instantáneo no *SI no

Anelástico si no sí

Viscoelástico lineal no no sí

LEYENDAS DE FIGURAS

A, 1 Modelo mecánico del sólido anelástico estandard.

A . 2 Relajación de deformaciones a tensión constante en un 

s .a .e .

A. 3 Relajación de tensiones a deformación constante.

A. 4 Coeficiente elástico complejo para el modelo s.a.e.

A. 5 Diagrama fasorial de la deformación compleja.

A. 6 Modelo reológico de cinco elementos. Espectro discreto.
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1. A ,S .Nowick and B.S.Berry. Anelastic Relaxation in Crystalli- 

ne Solide. Academic Press. New York [1972],
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APENDICE B ELASTICIDAD Y ANELASTICIDAD EN PEDIOS

ANISOTRCFICDS

a] Elasticidad
En el Apéndice A expresamos las relaciones entre tensiones y 

deformaciones, para el caso de modos de deformación simples, me

diante módulos escalares. Para el caso de deformaciones comple

jas y ,particularmente, para materiales no isótropos, debe gene

ralizarse la Ley de Hooke a una relación tensorial dada por

B . 1

donde las s 

go denominado

£ son las componentes de un tensor de cuarto ran- 

módulo elástico o módulo de Flexibilidad o ”compli- 

ance". Una descripción alternativa a la ecuación B. 1 se da cuan

do se expresan las tensiones en términos de las deformaciones me

diante

B. 2

donde las c. , son las 81 constantes de rigidez o constantes 1 jkl
elásticas del cristal. En ambos casos, y en lo sucesivo a menos

que se indique lo contrario, se entiende válida la convención de

Einstein de suma sobre los 
4

Las 3 componentes del 

todas diFerentes sino que,

índices repetidos.

tensor de cuarto rango s i jkl no son

por consideraciones acerca de la au

sencia de tonques y simetría de la expresión de la energía inter

na, puede disminuirse el número de componentes independientes a 

21, haciendo de <s} un tensor totalmente simétrico con

Sijkl“ Sijlk“’ Sjikl“ Sklij

Iguales relaciones pueden hallarse para c 

B. 3

Ademas

componentes de ís} pueden invertirse, teniendo en cuenta el 

las

ca-

racter tensorial de ambas cantidades, de modo de obtener las com

ponentes de £cj y viceversa. Detalle de estas expresiones, para 
cada simetría cristalina, pueden encontrarse en la literatura Cl}«

Un modo alternativo, y operacionalmente más simple, de ex-



presar las relaciones B.l y B .2 proviene del uso de las propieda

des de simetría de {s} y {c}. Se comienza por escribir las compo

nentes del tensor de tensiones y del tensor de deformaciones con 
un Único subíndice variando de 1 a 6 según la siguiente correspon 

dencia

notación tensorial 11 22 33 23,32 31,13 12,21

notación matricial 1234 5 6

introduciendo además factores 2 y 4 según el siguiente esquema:

Fara los tensores {s} 

te :

2

y {c} la correspondencia es la siguien-

Sijkl= c 
“mn para m y n ambos iguales a 1, 2 ó 3

®ijkl= s _ para m ó n iguales a 4. 5 ó 6 mn 0 ’

sijkl= s para m y n ambos iguales 4, 5 ó 6 mn o >

Ci jkl" c _ para todo m,n mn 9

De este modo las relaciones se reducen a

i , j = 1 , . . .6 B . 4

i , j = 1 , • • • 6 B . 5

con (5 

y y

y

c. . 
1J

vectores en el espacio de seis dimensiones

matrices cuadradas 6x6 simétricas.

Las constantes 

interpretación más

s. . con 
1 J 

simple.

i = j Celementos diagonales] tienen la

De la ecuación B.4 queda claro, por 
ejemplo, que s^s ^1/cuando ^5= ^3= • • • •= 0. La cantidad 

ses igual,por lo tanto, a 1/E^, el recíproco del módulo de 

Young en la dirección x.. Las cantidades s... s__ y s__ son los ® 1 44’ 55 66 
recíprocos de los módulos de corte, dado que representan la ra

zón de la deformación de corte a la tensión de corte correspon

diente cuando todas las demás tensiones son nulas • Las componen

- 221 -

4



tes Fuera de la diagonal C i^ j] para ambos menores que 3, tienen 

una interpretación simple en términos del módulo de Poisson, Por 
ejemplo s21« Óg/ <T cuando todas las tensiones son nulas, está 

relacionado con la contracción de Poisson en la dirección Xg 

cuando una tensión longitudinal es aplicada a lo largo de x^ . Si 

es Ia razón de Poisson para este efecto tenemos S-, . = -¿Z,/E, 
’ ¿1 21 1

Las constantes s. . con i 3 y j 4 representan la razón en- 

tre una deformación longitudinal y una tensión de corte. Son nu

las para materiales isotrópicos y para cristales de baja simetría 

o cuando los ejes coordenados no coinciden con los ejes principa

les. Finalmente, las constantes s. . con i y j % 4 representan 
«J

deformaciones de corte producidas por tensiones de corte actuando 

sobre planos perpendiculares al de deformación. Tienen también un 

valor no nulo para cristales de baja simetría o para orientacio-- 

nes arbitrarias.

Las constantes c^j tienen análoga interpretación. Por ejemplo 

°11= ^1 es raz°n en-tre una tensión longitudinal a la co

rrespondiente deformación cuando todas las otras deformaciones 

son nulas. Esto significa que la contracción de Poisson no está 

permitida y queda claro que c../ E. y c..^ 1/s... Las constantes 

c^j aparecen naturalmente, por otra parte, en la interpretación 

de la propagación de ondas de ultrasonido en cristales.

La presencia de simetrías en los cristales reduce aún más el 

número de constantes independientes. Desde el principio debe no

tarse que la elasticidad es una propiedad centrosimétrica. Ade

más otros elementos de simetría propios de cada cristal llevan 

el número de constantes independientes hasta un mínimo de 3 para 

los cristales cúbicos, 5 para los hexagonales, etc • • Este es el 

número de constantes independientes cuando el sistema de ejes 

coordenados coincide con el sistema de ejes principales del cris

tal • Cuando se quieren calcular las constantes elásticas en fun

ción de la orientación debe apelarse al carácter tensorial de las 

mismas y hacerse uso de

sklmn ” aki alj amp anq Sijpq B. 6

donde el primado se reFiere al nuevo sistema de ejes y las a^ 

son las componentes de la matriz de rotación del viejo sistema 

de ejes al nuevo. Dé esta Forma obtenemos para los cristales de 

mayor simetría las siguientes expresiones:



cúbico
G‘ " s44= s44 * 4 Csirsl2- B. 7

E'1 = - 2 %4 B. B

i1 2 2 2 2 22
// ~ ®11 ®12 * a11 a13 * ai2 ai3 

hexagonal G-1 = s44 + Cs^- s12- S44] U-a^j

* 2 s33-2 S13" S44^ ^”a33^ a33

B . 9
P-1 ca 2 i2 4S11 C ”a33^ * s33 a33 * C2 s13* s44)

^-a33^ a33 B.10

Un material isotropico puede considerarse como un caso par

ticular de cristal cubico en el cual E y G son independientes de 

la orientación. Bajo estas condiciones

s44 = 2 C - s12} B.11

c44 = t C11 ” C12^ / ° B,í2

G = 1/s44 B.13

3 [s^ * 2 s12j

3= 1* 1

E G 3K

CK= módulo volumétrico}
B .14

B .15

Una mayor simplificación de la Ley Je Hooke para cristales 

se obtiene si, en lugar de las componentes usuales de tensión y 

deformación, elegimos seis combinaciones lineales independientes 

que poseen ciertas propiedades fundamentales de simetría asocia

das con las del cristal en cuestión. Estas combinaciones lineales 

conocidas como coordenadas simetrizadas de tensión y deformación, 

o tensiones y deformaciones simetrizadas, son obtenidas por medio 

de la teoría de grupos (1}. No derivaremos aquí estas combinacio

nes lineales pero haremos un análisis de modo de aclarar el sig

nificado físico de las mismas. Además xas Tablas B.1 y B.II mu

estran las coordenadas y módulos elásticos simetrizados para 

los cristales de mayor simetría. Para cada sistema cristalino po
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demos ver un total de seis tensiones simetrizadas conjuntamente 

con seis deformaciones conectadas mediante una combinación de 

módulos elásticos adecuada» Como cada operación de simetría pro

duce una transformación lineal de coordenadas, producirá a su 

vez una transFormación de las tensiones o deformaciones en una 

combinación lineal de las otras seis» Las cantidades simetriza

das mostrarán un comportamiento más simple ante tales transfor

maciones . Las coordenadas simetrizadas designadas con A serán 

invariantes ante cualquier transformación compatible con las si

metrías del cristal y están clasificadas como tipo I• La princi

pal característica de las tensiones de tipo I es que un cristal 

sometido a tales tensiones no ve disminuida su simetría por la 

deformación. Las restantes coordenadas simetrizadas son clasifi

cadas como tipo II y un cristal sujeto a una deformación de este 

tipo ve disminuida su simetría. Por ejemplo una deformación 

aplicada en un cristal hexagonal no disminuye su simetría aún 

cuando la relación c/a se vea cambiada. En cambio una deformación 

de corte como producirá una modificación del ángulo que for

ma el eje (c)con la base disminuyendo ^u simetría. Las coordena

das designadas con B no son invariantes ante las operaciones de 

simetría•pero se transforman sólo en ellas mismas. Las denomina

das con la letra E se dicen doblemente degeneradas. Esto signifi

ca que ante una operación de simetría una cualquiera de las coor

denadas se transforma en una combinación lineal de los dos miem

bros del per. Finalmente la letra T designa coordenadas triple

mente degeneradas•

En algunos casos uno o más pares do coordenadas quedan aco

pladas no pudiéndose simplificar la expresión de la Ley de Hooke 

para ellas. Esto ocurre para la designación A de la simetría 

hexagonal y la E de la trigonal. A medida que la simetría dismi

nuye este acoplamiento se hace más y mes frecuente, hasta que 

para la ausencia total de simetrías del caso triclinico (excepto 

por la inversión] no pueden desacoplarse las deformaciones. La 

Ley de Hooke puede expresarse sólo de la forma original B. 1.

Los dos teoremas de la teoría de grupos que sirven de base 

para la simplificación de la Ley de Hccke pueden expresarse sim

plemente en la siguiente forma: 1] Tensiones y deformaciones si- 

metrizadas que corresponden a distintas designaciones no se en

cuentran acopladas unas con otras. 2] Para las designaciones E o

- ¿24 -
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T [ degeneradas] les correspondientes tensiones y deformaciones 

están relacionadas por el mismo módulo elástico. 

Una consecuencia del primer teorema es que una tensión del 

tipo I no puede dar lugar a una deformacióndel tipo II. Por ejem

plo una compresión hidrostática puede dar lugar sólo a deforma

ciones volumétricas pero no a deformaciones de corte.

Cuando una tensión simetrizada es desacoplada de todas las 

deformaciones excepto la propia,la Ley de Hooke revierte en una 
forma simple dada por A. 2. El coeficiente -7 es una función ade

cuada de los s.. tal como se muestra en las tablas. Otra ventaja 

de la simetrización de coordenadas se refiere a la diferencia en

tre constantes isotérmicas y adiabáticas• Como la expansión tér

mica no puede cambiar la simetría del cristal no puede contribu

ir a deformaciones del tipo II. Para el caso cúbico la única

constante simetrizada que se modifica es la compresibilidad Ss^

b] Anelasticidad

Para pasar de las ecuaciones de la elasticidad anisotrópica 

a las correspondientes a la anelasticidad cada cantidad s..Ce..] 
1J ij 

debe ser transformada en una Función del tiempo para los procesos 

cuasi-estáticos y en una cantidad compleja dependiente del tiem

po y la Frecuencia para procesos dinámicos. Luego, cada "compli- 

ance" compleja variará entre valores extremos s y s_. donde s u n ’ u
es el valor de sC^O ] para cü oc y • Además

las relaciones de la anelasticidad serán equivalentes a las de 

la elasticidad anisotrópica cuando el cristal esté completamente 
relajado o no relajado. Luego,si á s= s^ , la magnitud de la 

relajación de cualquier módulo elástico podra ser obtenida de las 

ecuaciones de la elasticidad tomando, simplemente, la diFerencia 

entre las cantidades relajadas y no relajadas. Para cristales cú

bicos por ejemplo

Estas ecuaciones muestran una dependencia lineal en 

para y Las ecuaciones equivalentes para la resisten

cia a la relajación no son, en general,Funciones li

neales de la orientación dado que se trata del cociente entre dos

* 6 s12

B.16

B .17



funciones lineales de la orientación.

La anisotropía anelástica para cristales cúbicos es definida 

por 2 s44 * 9enerai» esta relación será diferen

te de la razón de anisotropía elástica 2[s. .-s^l/s „ . , 
11 12 44

Ja i notamos las cantidades simetrizadas mediante un único subíndi

ce en letra griega y en el caso de un desacoplamiento total ten

dremos

B .10

El hecho de que tal desacoplamiento ocurre frecuentemente para 

cristales de alta simetría permite una transición hacia la ane

lasticidad regida por casi las mismas leyes que en el caso iso- 

trópico. Cuando el desacoplamiento completo no ocurre la situa

ción es más compleja y habrá tantos espectros de relajación a 

tensión constante como constantes simetrizadas independientes.
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1. J.F.Nye Fhyisical Froperties of Crystals. Clarendon Press. 

Oxford.[19723.

BIBLIOGRAFIA
- A .S .Nowick and B.S.Berry. Anelastic Relaxation in Crystalline 

Solids. Academic Press. New York [1972] .

— A,S.Nowick and W.R.Heller. Advan.Phys. 14 £1965] 101.

- B .5 .Berry and A.S.Nowick. Anelasticity and Internal Friction 

due to Point Defects in Crystals. Fhys .Acoustics. W .P .Masón 

ed. .Vol 3A Chap. 1. Academic Press. N.Y. [19703-

- 2c6 -



TABLA B I

Tensiones, deformaciones y módulos simetrizados de Tipo I

Sistema Designación Tensión Módulo Deformación
Cristalino

TABLA B II

Tensiones, deformaciones y módulos simetrizados de Tipo II

b istema 
Cristalino

Designación Tensión vódulo Deformación

Cubico

Hexagonal

Tetragonal

E 2

T

E1

E2

B1

B2

E

Cúbico A

hexagonal 
Tetragonal A



APENDICE C PROPAGACION OE ONDAS ELASTICAS EN

MATERIALES ISOTROPOS

La ecuación de equilibrio para materiales elásticos isótropos 

puede escribirse, en función del módulo de Young E y la razón de 
Poisson l) , de la siguiente forma

C . 1 

donde u es el vector desplazamiento que describe la posición de 

cada punto del cuerpo deFomado, g es el vector aceleración de la 

gravedad o cualquier otra fuerza de volumen y es la densidad 

del material. Si el cuerpo no se halla en equilibrio sino que se 

mueve bajo la acción de fuerzas exteriores y las tensiones inte

riores generadas, las ecuaciones de me imiento del medio elástico 

isótropo £en ausencia de fuerzas de volumen] pueden obtenerse i- 

gualando las fuerzas provocadas por la^ tensiones internas al 

producto de la aceleración por la masa por unidad de volumen

donde las fuerzas exteriores no aparecen sino en las condiciones 

de contorno.

La resolución, en primera aproximar ón,de esta ecuación para 

una barra de sección uniforme de longi~-jd L, excitada longitudi

nalmente, nos da la conocida ecuación CIJ 

donde v es la velocidad longitudinal•

Si la barra tiene un nodo en su punto medio la condición de 

resonancia es

n= 1, 2 , 3, . . C . 4

donde n es un entero que vale 1 para la Frecuencia Fundamental y 

crece para los armónicos superiores•

- 223 -
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Si edemas v® X • f Ccon f : frecuencia de resonancia] 
n n

C . 5

Esta ecuación puede, de hecho, obtenerse medíante simplificaciones 

y aproximaciones más drásticas sobre las ecuaciones de movimiento

sin necesidad de resolver estrictamente C. 2. [2,3]

Üe la ecuación C.5 se obtiene

C . 6

de donde se deduce que puede medirse el módulo de Young a partir 

de la medición de las frecuencias de resonancia, la longitud de 

la probeta y su densidad. Esta ecuación es válida, en primera a- 

proximación, para cualquier sección, a condición de que sea uni

forme y la longitud de onda sea mucho mayor que

la dimensión transversal de la probeta.

Fara el caso de una barra excitada en torsión, y únicamente 

para simetría cilindrica, se tiene

□ e C .6 y C .7 y sabiendo que

c. a

puede calcularse el modulo de Foisson.

La resolución de la ecuación C.2 p -'a barras macizas de sec

ción cilindrica produce, en segunda aproximación, la conocida ex

presión dada por Lord Rayleigh 

fecto de inercia lateral en la 

les [4,5,6]

siendo r el radio de la barra. De esta expresión puede obtenerse 

el módulo E

[2] cuardo tiene en cuenta el e- 

velocidsd de las ondas longitud!—

— EE £ —

C . 9

C .10

C . 7



El termino dependiente de ¿¿representa una corrección del orden 
* 3

de 1.10 para relaciones r/La .04.

Pueden hacerse generalizaciones para diversas geometrías de

la sección transversal (7] haciendo uso de

C .11

donde es el momento de inercia respecto de un eje longitudi

nal y M es la masa de la muestra•

Oe esta expresión, para el caso de un cilindro hueco , se ob

tiene, con r y r*radio exterior e interior respectivamente,

C .12

de donde resulta para el módulo E

Esta corrección, para el caso de tubos de paredes delgadas, re- 
* -3presenta una nueva corrección del oden de 1.10 .

Por otro lado Lord Rayleigh, en un desarrollo concluido por 

A .E .Love [ 8J , haciendo uso de su. teoría de placas Finas curvadas 

con simetría cilindrica, determina, en primera aproximación, una 

ecuación idéntica a la C .5 • Lamentablemente el segundo orden de 

la ecuación no acuerda para nada con teorías mas elaboradas.

Por la complejidad de las expresión as a que da lugar, la e- 

cuación C .2 debe resolverse, salvo en los casos más sencillos, 

por métodos numéricos. El problema consiste, básicamente, en la 

determinación de las Frecuencias que hacen nulo el determinante, 

de dimensión 6x6, que se deduce de C .2 siguiendo los pasos dados 

por L.Pochhammer C4], C.Chree [5] y D.C.Gazis (9] • La resolución 

numérica de estas ecuaciones tiene antecedentes en el mismo 0 «C• 

□azis C9] y en trabajos debidos a O.DancroFt [10^ El primero re

suelve las ecuaciones hallando Frecuencias de resonancia en Fle

xión para tubos de distintos radios inferiores y el segundo ana

liza las velocidades de ondas longitudinales en cilindros maci

zos para distintos valores del radio, la longitud y el modulo de 

Poisson•



La ecuación C.1. puede escribirse en Función de los coeficien
tes de Lame X y de i® siguiente Forma

z44- ü ♦ [ X ♦/< ) 7¡ = P —2—y_ c .14.
a t2

Como todo campo de vectores U puede ser expresado como la su

ma de un campo irrotacional y otro solenoidal:

u = V ♦ í/x // = V + 14/ C . 15 .

En esta expresión (5 se denomina potencial escalar y cumple 

con las condiciones

V = \Z - 0 C.16.

y se denomina potencial vectorial y satisface las condiciones:

pudiendo elegirse

Con esta Forma de u obtenemos

C .10.

C .19.

C .20.

C .17 .

Las ecuaciones C.19. y C.20. pueden también escribirse:



donde están dadas por

C .21

C .22

C .23

C .24

Para las condiciones de simetría cilindrica de nuestro problema 

la ecuación C.15. puede escribirese de la siguiente Forma:

Esta ecu ción puede ser resuelta por separación de variables 

con

La solución general puede escribiree

número de onda longitudinal

numero de onda rotacional

frecuencia de vibración

coeficientes indeterminados

C .25.

C .26.

con



y donde y

son funciones de Eessel de prime-

y segunda especie y funciones de Bessel modificadas de primera

y segunda especie, respectivamente, según sea el valor

o

La ecuación vectorial C .20, tiene una solución con tres compo

nentes

C .29.

con coeficientes indeterminados

y donde son funciones dey
Bessel de primera y segunda especie o funciones de Bessel modifi

cadas de primera y segunda especie, res usetivamente, según sea

o

Mediante la transíormación C.15. quedan Fijos

condición que se mantiene eligiendo

Con estas expresiones para y
nes que vinculan el tensor de tensiones y el vector desplazamiento

C .27 .

C .28 .

y

y a

menos de la divergencia

, a partir de las ecuacio-



Las condiciones de contorno para vibraciones libres están da

das en las superficies interior y exterior del cilindro por:

donde ay b son los radios interior y exterior respectivamente. 

Con tales condiciones de contorno, y a través de C,30., C.31.

y C .32,, se obtiene la ecuación característica formada por el de

terminante de los coeficientes de las amplitudes indeterminadas

A, B, A., B.. A_ y B_. Tal ecuación proviene de hacer nulo el de- 
’ ’ 1 ' 1 ’ 3 3

terminante, único caso en que la solución es distinta de la trivial

I d i j I = O i , j= , 3,4,5, B

» C.33.

Los elementos del determinante están dados por

C .34.

C .35 .

C .36.

C .37.

en coordenadas cilindricas, podemos obtener

C .30. 
*

C .31 .

C .32 .



C .30.

C .39.

C .40.

C .41 .

C .42 .

C .43 .

C .44.

C .45 .

C .46.

C .47.

C .48.

C .49.

C .50.

C .51 .



Las tres Filas Faltantes se obtienen sustituyendo a por b en 
las expresiones anteriores. Los parámetros X. y toman el va- 

1 2
lor 1 cuando son usadas las Funciones J e Y y -1 cuando se usan 

las Funciones I y K

DiFerentes simpliFicaciones pueden obtenerse en condiciones 

Físicas adecuadas. En el caso que nos ocupa podemos considerar el 

movimiento como independiente de la variable 0 , lo cual se cum

ple para n=0. En ese caso el determinante puede calcularse como

producto de dos subdeterminantes:

°3 o4 = o C .52 .

donde

En estos determinantes cada elemento se obtiene de los deta

llados haciendo n=0.

La ecuación de Frecuencias dada por

ciones longitudinales^independientes de
I

□ =0 corresponde a vibra-

0 Tal ecuación debe

construirse teniendo en cuenta que:

Valores aproximados de las constantes elásticas y de la densi

dad pueden usarse para eFectuar una evaluación previa que permita 

elegir entre estos valores y las diFerentes clases de Funciones de 

Eessel posibles. La evaluación de las constantes elásticas del ma

terial a partir de estas ecuaciones se diFiculta por la imposibi

lidad de expresarlas en Función del resto de las variables. Sola

mente una evaluación numérica iterativa es posible en la mayor par

te de los casos •



El módulo de Foisson puede ser evaluado, además de por medio 

de la ecuación C,8., a partir de las Frecuencias de resonancia y 

utilizando expresiones derivadas de C.9. para barras macizas y de 

C.12, para vainas. Se debe suponer que el módulo de Young es inde

pendiente de la Frecuencia, en cuyo caso es simpliFicable en el 

cociente que puede hacerse entre las expresiones de dos armónicos 

cualesquiera, Fara barras macizas la expresión que se obtiene es

la siguiente [11]:

C .53.

y para vainas obtenemos:

C .54.

donde a y b son el radio interior y exterior respectivamente.

El cálculo del módulo de Poisson a partir de C.53. y C.54. es 

tanto más bueno como correcta sea la suposición de que E es inde

pendiente de la Frecuencia, Además debe tenerse en cuenta la exac

titud de las ecuaciones C.8, y C.13, como representativas de las 

vibraciones de la probeta. Para evaluarlo deben compararse los 

valores obtenidos por resolución numérica del determinante C.52.

con los obtenidos con las ecuaciones aproximadas.
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