CAPITULO 2

EL PROCEDIMIENTO DE BOSONIZACION

MEDIANTE EL METODO OPERACIONAL
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2.1. Introducciébn

Uno de los resultados més interesantes hallados en
el estudio de teorias cuénticas de campos bidimensionales
es. la posibilidad de establecer una identidad entre las
funciones de Green de un modelo fermidénico de partida y
las correspondientes a una teoria que describe el comporta
miento de campos bosbénicos. Se denomina bosonizacibén al
procedimiento por el cual se pone de manifiesto tal equiva
lencia.

En este capitulo se presentan los principales resul
tados que dieron lugar al procedimiento de bosonizacibn,
obtenidos mediante el método operacional. En la seccién
2.2. se muestra la equivalencia entre el modelo de Thirring
masivo ( fermibénico ) y el modelo Seno-Gordon ( bosénico ).
En la identificacién de las funciones de Green de estos mo
delos, realizada por Coleman (1), cumple un rol central el
carficter super~renormalizable (2) de estas teorfas bidimen
sionales. En efecto, la implementacién de un orden normal
adecuado permite eliminar las divergencias ultravioletas
que se deben a la contraccién de dos campos en un mismo
punto, dando como resultado un hamiltoniano finito para el
modelo Seno-Gordon. El tratamiento correspondiente al model
lo de Thirring se efect@ia de acuerdo al método desarrolla-
do por Klaibar (3). Una de las consecuencias méAs destaca-
bles de la identidad obtenida entre ambos modelos esté con

tenida en la ecuacién (2.56), segfin la cual el limite de
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acoplamiento fuerte para el modelo fermibnico (g —>» o0 )i
coincide con el de acoplamiento débil para el bosbnico

(? — 0). Este hecho proporciona una forma de estudiar per
turbativamente el modelo de Thirring, en su régimen de aco
plamiento fuerte, en términos de campos bosénicos.

En la seccibn 2.3%. se describen los aspectos funda-
mentales del trabajo de Lowenstein y Swieca (4) sobre la
Electrodinfmica Cuéntica bidimensional ( modelo de Schwinger)
Se hace manifiesta la relacibén entre la solucidén original
de Schwinger y el marco de métrica indefinida ( versién bi-
dimensional de la métrica de Gupta-Bleuler (2) ). La res-
triccién a un "subespacio fisico" del espacio de Hilbert
completo, en el cual se satisfacen las ecuaciones de Maxwell,
permite remover la contribucibén de las excitaciones "elec-
trénicas" y obtener una expresién para la corriente de fer-
miones en término de campos bosénicos. A partir de este re-
sultado y usando también la regla de bosonizacibén para el
término cinético de los fermiones -obtenida en la seccidn
anterior- se identifica la densidad lagrangiana del modelo
de Schwinger con la correspondiente a una teoria de campos
escalares libres y masivos. La aparicién de una masa para
los campos escalares es una manifestacién de la rotura espon
ténea de la simetria bajo transformaciones quirales globa=
les. La discusién de este fenémeno y su relacién con el 1lla
mado vacfo 8 permite concluir la seccibén con una introduc-
cién al tratamiento del modelo de Schwinger masivo (5).

Finalmente, en la seccién 2.4., se estudia el esque-
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ma de bosonizacién no abeliana propuesto por Witten (6).
Analizando las ecuaciones de movimiento que satisfacen las
corrientes fermidnicas asociadas a un modelo de fermiones
libres -tomados en la representacibén fundamental del grupo
O(N)- se obtiene una expresién local para dichas corrientes,
en términos de campos bosénicos. Luego se construye la ac~
cibén bosbébnica equivalente, que resulta ser la correspondien
te a un modelo sigma no lineal, en el cual se destaca la
presencia de un término de Wess-Zumino, propuesto original-

mente como una accibén efectiva para las anomalias quirales.
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2.2. Bosonizacibn abeliana. Equivalencia entre el

modelo de Thirring masivo y el modelo Seno-

Gordon.

Las raices histéricas del procedimiento de bosoniza-
cién se encuentran en el trabajo de B. Klaiber (1) acerca
del modelo de Thirring (2-5) sin masa y en las investigacio
nes de J.H.Lowenstein y J.A.Swieca (6) sobre el modelo de
Schwinger (7). La primera aplicacibén importante de este mé-
todo se debe a S.Coleman (8), quien establecié la equivalen
cia entre el modelo de Thirring masivo y el modelo Seno-
Gordon (9). En esta seccidén presentaremos estos resultados.

La dinémica del modelo Seno-Gordon esti determinada

por la densidad lagrangiana

I = L(é Y\G’t‘(’l + 0’(_9 m(bke + éo (2.1)
2 [

S6 %2.

donde ¥7 es un campo escalar sin masa, en una dimensibn ese
pacial y otra temporal (F = 0,1) con la métrica definida

POr 84y = = 844 = 1. Las cantidades «,, g,y éo son paréame
tros reales. Es claro que (2.1) no cambia si se sustituye

Y por - ? s por lo tanto siempre es:iposible tomar a @ po
sitivo. Ademfs, sin pérdida de generalidad se puede tomar
¢ > 0 (5i se parte del caso %,< 0, realizando el cambio de
variable Y —3 ¥ +'U% , Se pasa al caso & > 0). La constan

te é; se puede fijar considerando el desarrollo de la ener-
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gia potencial, en la teoria clésica, alrededor de la confi

guracibén de energia minima:

l‘
TotonpR = Lo - e W h oo BT L. (202)
2

o ¢ y!

Si deseamos que esa densidad de energia miq}ma sea

cero, debemos elegir

éo = - c_’f_g (2.3)

¢

Vy
En el segundo término de (2.2) vemos que o, es la

masa de las excitaciones elementales, 6 con mayor propie-
dad, la inversa de la longitud de onda de las pequefias osci
laciones alrededor del minimo. Por otro lado, el parfmetro
@ da cuenta de las autointeracciones entre estas oscilaa
ciones. No haremos més consideraciones sobre el modelo cli
sico ya que investigando directamente las propiedades cuén
ticas del modelo es posible establecer su equivalencia con
la teoria fermidénica de Thirring. Esta correspondencia se
pondri de manifiesto comparando término a término las series
perturbativas de cada modelo, por lo tanto es necesario te-
ner en cuenta las divergencias ultravioletas que aparecen
en los diagramas de Feynman a calcular en el anflisis per-
turbativo.

No es diffcil verificar que en toda teoria de campos
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escalares en dos dimensiones, sin términos de interaccién
que involucren derivadas de los campos, las Gnicas diver-
gencias ultravioletas que se encuentran a todo orden en
teoria de perturbaciones, son aquellas que provienen de
diagramas con un lazo cerrado ("loop") compuesto de una so.
la linea interna, formada por la contraccién de dos campos
en un mismo punto o vértice. Este tipo de contribuciones
se denomina usualmente "renacuajo" ("tadpole"). Algunos e-

jemplos de estos casos se encuentran en la figuba 1.

Figura 1

a) "globo" b) "renacuajo ¢c) "pulpo"
tipico"

En una teoria bidimensional de campos escalares de
masa.r., la contribucién del lazo asociado a estos diagra-

mas es:

2
L = “f . (2.4)
k. +/L

Esta integral presenta una divergencia logaritmica
para grandes valores del impulso. Toda otra contribucién
que no contenga este tipo de lazos resulta ser convergente

en la regién ultravioleta. Para eliminar divergencias que
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surgen de la contraccién de campos en un mismo punto basta
con implementar un orden normal sobre el hamiltoniano de
interaccién. Los operadores de campo pueden representarse
como integrales de Fourier en funcidén de operadores de crea
cidén (2" (k)) y aniquilacién (a(k)). A este procedimiento se
le llama también descomposicién del operador ¥’ en sus par-
tes de frecuencia positiva,Yﬁ)( asociada a los operadores
de creacién ) y negativa,?b)( asociada a los operadores de
aniquilacién ) (10). Asi, el producto de dos operadores to-
mard la forma:
h <) -
\e(x)\f(‘“ = % (x;‘e(%) +\€(x)‘€(~a\ +
(2.5)

=) Sl

+‘€(x)‘€(~&) + ' )‘ét'k)

En general, llevar a su orden normal el producto de
un nimero cualquiera de operadores de campo es escribirlo
de forma tal que en cada término todos los operadores de -
creacibén, en la representacibén de impulsos, se encuentren
a la izquierda de todos los operadores de aniquilacién. Es
claro que esto se consigue haciendo uso de las reglas de
conmutacién (o anticonmutacidn en el caso de fermiones )
que obedecen estos operadores. Estas reglas deben ser tales
que los operadores de campo, a su vez, verifiquen las re-
glas candnicas de conmutacién.

En el ejemplo anterior ( ecuacién (2.5) ), tenemos
el producto de dos campos, por lo que es suficiente con ha

cer un solo "desplazamiento'" para obtener el producto defi
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nido normalmente, asi se obtiene:

Ty = N (i) + Yo ey (2:6)

mn

donde m es una masa asociada al proceso de orden normal,
Nm(A) representa al operador A ordenado normalmente, y
‘€(x)‘€(y)| es la contribucibén que proviene del conmutador
| m

de los operadores a(k) y a'(k) y que no contiene ningtn ope
rador. Este Gltimo término se denomina contraccién de los
campos % (x) v € (y).

Con el objeto de relacionar el producto de dos opera
dores de campo con el propagador causal de la teoria, apli-
camos a la identidad (2.6) el operador de ordenamiento tem-

poral T, cuya accién se define por:

T(\e(x\\e(‘@) = B (X ‘ao)\e(x)\e%) + e(.&o__xo) \f(‘&l\((x) (2.7)

donde O6(x) es la distribuciébn de Heaviside. Tomando luego

el valor medio de vacio resulta:

(olT(‘e(xN(‘a))\@ = TN ltweyllo) + MGATY (2.8)
m

——
donde \e(x)‘?(y) es la contraccién cronolégica de los cam-

pos. El miembro izquierdo de esta igualdad es el propagador

causal, que para una teorfia de campos escalares libres de
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masa l& es de la forma:

Lk (x-1)
<olT(‘?(x)‘f(\l3\°> = L e A’k (2.9)

(2:“- )‘1 kZ + Fl

Ahora bien, la convencién usual para definir el or-
den normal es fijar m igual a la masa de la teorfa: m = r R
en cuyo caso el primer término en el miembro derecho de
(2.8) se anula y se tiene la identidad entre la contraccién
cronolégica y el propagador de la teoria. Nétese que la ex-
presibén (2.4) para la contribucibén del lazo se obtiene de
(2.9) -para dos dimensiones- tomando el 1limite y —» x. Es
inmediato comprobar que, de esta manera, el orden normal ha
eliminado por completo el problema de las contracciones en

un mismo punto, ya que:

ﬁ«'m <0,rlTNM(‘*€(x\\ﬁtx]Ho,/&) -
‘W\-—»/(
(2.10)
=L 4’k S L | A _ 5
@) la"+r2 (e )? o R+ om*

Sin embargo, no siempre es la eleccién m =}{ s, la

més conveniente. En particulgyr’' en la teorfa Seno-Gordon,

no es evidente la mejor manera de dividir el hamiltoniano
en partes libre y de interaccibén, porque el candidato "na-

tural" para este Gltimo papel, fﬂ& cgyLLffe), contiene en
2

¢
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su desarrollo en serie un término de masa que podria inclu
irse en la parte libre. Veremos gque se puede sacar prove-
cho de esta ambiguedaed, para lo cual, lo mis acertado es
definir el orden normal sin especificar a priori el valor
de m. En este caso la operacién de orden normal es equiva-

lente a reemplazar L en (2.4) por

L'_ _ Ak _ 1tk (2.11)
2 +)A'L k2 ¥ ond

Este procedimiento controla el problema de las divergencias
ultravioletas causadas por el producto de dos operadores en
un mismo punto, sin cancelar completamente los diagramas.

Esta manera de implementar el orden normal es la piedra an-
gular en la demostracién que Coleman dio de la equivalencia
entre los modelos Seno-Gordon y Thirring masivo y mostraré
su utilidad cuando comparemos orden a orden los términos de
las series perturbativas de ambas teorias, la bosbnica y la

fermibnica.

Comencemos ahora el estudio del hamiltoniano del mo-
delo Seno-Gordon, al que escribiremos en su forma normal.
Por simplicidad trabajaremos en la representacién de
Schrodinger, en la cual los operadores son funciones del
campo \Q(Xﬁ) y de la densidad de impulso can6nico'Tr(x1).

Definiendo operadores de creacién y destruccidn a+(k,m) ¥y
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a(k,m) que satisfacen

[a(h.,m),a(k;.m\] = [af(k.,m\,ofue:‘m)} =0 (2.12)

{Mk‘.m) | OLJ'(k',,M\]: uré(k,-k',) (2.13)

se puede verificar que los operadores de campo dados por:

..L k|x| 'k )(.
+ ]

\JZ()\J(‘(“M\)

R T kx4 !
W(Xﬂ = EA., 4'21&0_(%.2) {(k(ku,w)e.L " - & (Rym]e J (2.15)
S

1/2

2 , satisfacen la relacién ca

donde u)(k1,m) = ( kf +m

nénica

[T\’(x,),k?("a.)] =4 J(x,—«a,) (2.16)

Como antes, ordenar normalmente los operadores de

Schrodinger significa reacomodarlos de forma tal que todos
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los operadores de creacidn (a’) queden a la izquierda y los
de aniquilacién (a) a la derecha. Como ya lo advertimos,
por el momento mantendremos a m sin especificacién alguna.

Consideremos ahora la densidad hamiltoniana de 1la
teoria Seno-Gordon:

K < W, -

Lo Ccr:»‘b‘{’ - go (2.17)
G}

donde

o = T (&ﬁ)z (2.18)
2

\
o 2 X,

Utilizando (2.12)-(2.16) para llevar los operadores a su

orden normal se obtiene:

v = NM(.L'ITI):.-‘_ dk 0 (k,m) (2.19)

L
2

(AY‘I) 2 \de k7 (2.20)
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Sumando las dos Gltimas expresiones resulta:
(2.21)
ﬁHL - h{w(fybo) + E:o(wn)

o

con

E ) = 1 |(de _2ki+m® (2.22)

Definiendo

() (2.23)

se tiene que

"W, -go - N (‘}{oo) -cf (2.24)

como era de esperar, ya que siendo jéo una forma cuadrética
en los campos fundamentales, el efecto del orden normal se
reduce a la suma de una constante.

Para concluir con el procedimiento de orden normal

nos falta tener en cuenta el término de interaccién



-29-

W,

int

- *o C)en_ibke (2.25)
?'l

Haciendo uso del teorema de Wick, para un campo es-
calar libre de masa m, se puede establecer la siguiente i-

dentidad:

L&Im‘e(x\o&
e = bJ e €

A

(s [oomaaies

z (2.26)

donde J{x) es una funcibén cualquiera del espacio y el tiem-
po ¥ As(x,y,m) es la funcibén de wightman de dos puntos pa-
ra el campo libre. Cuando se consideran las exponenciales

ordenadas temporalmente se tiene, en lugar de A, el propaga
dor de Feynman para el campo libre. TAN es proporcional a la
funcién KO de Bessel y tiene el siguiente comportamiento pa

ra pequefias separaciones de tipo espacial:

Bixim) = =L Aniemtt)

(2.27)
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donde K es la constante de Euler. Como (2.27) diverge en
el 1limite ultravioleta (x2—4>0) introducimos en la teoria

una gran massa A y sustituimos:

Abcim) — 5 A(xym ALY = A (em) - A(x4) (2.28)

Asi nos queda un propagador que no es singular en

el origen:

A (0, m, ) =~'_WQM(§3) (2.29)

Utilizando (2.26) con

Joy = p ey (2.30)

resulta:

c =

~m™

N WOQ . X _ j’A(OﬂmnjL)

ﬁl/ Lig\([x)) (2.31)
€

Ahora es evidente que definiendo el parfmetro renor-

malizado
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(2.32)

se tiene

oL, c,quske - X NM(c,n ib\e) (2.33)

En este punto es importante hacer notar que m es un
parfmetro de masa arbitrario y podriamos elegir otro cualg
quiera sin afectar el procedimiento. Los 6érdenes normales

definidos para dos masas diferentes m y,4 se relacionan tri

vialmente a través de (2.31):

%

ke

NM(CD’LQ\Q) _ (%)g N/*(Gn‘ble) (2.34)

Estas distintas elecciones sblo llevan a redefinir « por
medio de un factor finito.
Consideraciones similares pueden hacerse para la par

te "libre" de Hs . En efecto, de (2.21) y (2.22) se obtie-

ne:

{)

N,., (%) N/\(‘%oj t Eolp) - £ lm) -

I

N (M) + 4 (1= (2.35)
b (Yoe) # L (=)
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Ahora si, usando (2.24) y (2.33), estamos en condi~
ciones de escribir la densidad hamiltoniana ordenada normal

mente:

(‘m?‘e -4 ) (2.36)

donde o, @> y<§ son parémetros finitos. Comprobamos asi,
que para la teoria Seno-Gordon fijar el orden normal es e-
quivalente a realizar una renormalizacién multiplicativa
de X, y una renormalizacibén aditiva de éo, mientras que P
no requiere renormalizacién alguna.

El paso siguiente es estudiar la serie perturbativa
en potencias de X correspondiente al modelo bosénico bajo
consideracién. El orden normal, cuya implementacidén acaba-
mos de discutir, da cuenta de todas las divergencias ultra
violetas de la teoria. Subsisten, sin embargo, serias diver
gencias infrarrojas, propias de toda teorfa de campos sin
masa. La forma mas sencilla de controlar este problema con
siste en dar una masa p al campo escalar, y hacer r.= o}
al final de los cllculos. Consideramos entonces la densidad

hamiltoniena:

H, = N (%°+L 203 o (oaple - & (2.37)
e e - )

Para obtener las funciones de Green deseadas es Util



-3%-

calcular un objeto de naturaleza un poco mis general que

el requerido en nuestro caso inmediato:

- LSS
6 = QTN o)y o

donde T es el operador de ordenamiento temporal y ("uﬂ“%}t)
representa el valor medio de vacio del operador A en una
teorfa de campos escalares 1ibres,k€(x), con masa r . Si

nos restringimos a una regidén finita

X << l/[x (2.39)

el propagador de Feynman coincide con la expresién (2.27),
salvo por factores de i€ que no escribiremos para no recar

gar la notacibén. Usando el resultado (2.34):

% \Q(K&]

6 = Qg,) o.HTTYN 10,r> (2.40)

Ahora se puede aplicar el teorema de Wick, descartan
do todas las contribuciones que involucran contracciones de
campos en un mismo punto, puesto que han sido removidas por

el orden normal. Es flcil ver que el resultado es:



-34-

L>k (2.41)

Este resultado es importante porque, ademéds de ser consis-
tente con la invarianza de la teoria libre ( en el 1limite
rL —> 0) frente al cambio \C -> % + cte. (8), simplifica
notablemente el andlisis de las series perturbativas. En e
fecto, todas aquellas contribuciones que corresponden al

caso

Z e Fo

se anulan en el limite rk-» 0. En consecuencia, sé6lo debe-
mos conservar aquellas que son independientes de ﬂ" es de

cir las correspondientes a
. - O
Z ?‘ (2.42)
r

En el caso del Seno-Gordon, el objeto de interés es:

N (Cen%\e) = &£ Nm(e\t\a\i éi?\e) (2.43)

2P

o<
V,l
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A la luz de la discusidn previa se puede verificar
que los Gnicos términos de la expansién que subsisten al
tomar el limite rv—4>0 son aquellos que contienen igual ni-
mero de factores Nm(eivf) y Nm(éﬁ??). Utilizando (2.41) y

(2.42) se encuentra que estos términos son:

<O ‘T\F\\‘ [\l ?Y(X)) N -(‘5\6 })) o > )

L=\

2

(2.44)
B

IT;{R ~xﬁlb¥-ﬁéfcﬁmﬂ
TC [emt (-]

Con el objeto de establecer la equivalencia entre
el modelo Seno-Gordon y el modelo de Thirring masivo, estu
diaremos las funciones de Green correspondientes a este 1Gl-
timo. El modelo masivo de Thirring describe el comportamien
to de campos fermibénicos que autointeracttan a través de la

siguiente densidad lagrangiana:

Y - %(f{a\/ - Y-y P

(2.45)

donde z es una constante ( dependiente de un "cutoff" ) cu-
ya presencia en el término de masa es necesaria para defi-
nir adecuadamente la teoria (ver més adelante). En este ca-

so es conveniente elegir las matrices de Dirac de la forma
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. o -1
K, = L0y = (4 o) (2.46)

<
(@]
1"
t
H-’q
1"
/\'
o —
-~ O
N

donde G'X, G'y, N CYZ son las matrices de Pauli.
Nos interesa estudiar el desarrollo en potencias de.
la masa fermibénica m; es decir que haremos teoria de pertur
baciones alrededor del mode}o no masivo. Una propiedad im-
portante de esta teoria libre ( m°= 0) es su invarianza
frente a transformaciones quirales, es decir frente a cam-
bios en los campos fermibnicos del tipo:
Y 5 Vo = e‘kxsd“ﬂx]

— - — { fgee
Yy —> ¥'x) = YWx) e

Veremos que esto se traduce en una simplificacidn anéloga
a la que encontramos al analizar el modelo bosbnico. Para
poner de manifiesto esta caracteristica es conveniente es-
cribir el término de masa en la forma:

Ze' YV 2 z“\/lil{g"l’+7_“\” (2.47)
- w2 (ﬂﬂkﬁa + Y
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donde se ha usado la siguiente notacidn:
Y2

— + +
Y-+ E = (v, )

(2.48)

B.Klaiber (1) ha obtenido férmulas cerradas para va-
lores medio de vacfio de productos arbitrarios de campos fer
midnicos. Haciendo uso de sus resultados se encuentra que a
una funcibén de Green arbitraria de la teoria sblo contribu-
yen aquellos términos que poseen igual nimero de operadores
ﬂ’t“kz y ﬂﬁé‘k1 . Esto se puede mostrar siguiendo los pasos
del trabajo de Klaiber. Para evitar las divergencias que o-
curren en toda funcibén de Green cuando 4;: y ﬂ;z se contraen

en un mismo punto, se define

l 21K

g, x) = Q:v; (x-'&) ~\J\+(x;+1(*g,)
L (2.49)
, 2K

Q. (x) = Lo X-9) “\':(x)“v,l"c})

X
donde K es uno de los parémetros de Klaiber, dado por:

- ¥ 27 4%
A W 4-%,

(2.50)

y g es la constante de acoplamiento de la teoria. Con estas

definiciones (Y+ y O _ tienen elementos de matriz finitos
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y los términos que contribuyen son:

(o T :‘I:\\j‘ Q)T () 1oy =

(2.51)
(1+b4)

R I

LA
U

2 L2 ”l%r\
I\; [M LXR”'B&) T

En esta expresién M es una masa arbitraria asociada a una

renormalizacién finita en la definicién de (Y+ yaJ ., 75

b _ _ %_ (2.52)
1+fa,/_“_

es otro de los parémetros introducidos por Klaiber.

Es inmediato ahora verificar que los términos de los
desarrollos perturbativos, dados por (2.51) para el modelo
fermiénico y (2.44) para el bosbnico, coinciden si se hacen

las siguientes identificaciones:

I

(Pl
O e NM(Q? ) (2.53)

-iple
G-.. = ‘-‘/2 NM(C P ) (2.54)
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=
o

v (2.55)

1

_1__ _l%_z_ (2.56)
| + 0&/“_ Yrr

Por lo tanto, ambas series perturbativas coinciden

término a término si se toma

_\;z

quedando asi establecida la bosonizacién del modelo de
Thirring masivo. Este resultado depende crucialmente de las
caracteristicas particulares del espacio-tiempo bidimensio-
nal, ya que en una dimensién espacial no existen las rota~
ciones y, por lo tanto, tampoco el spin en su sentido usual.
Por esta razbén no hay un teorema de spin-estadistica que
prohiba la construccién de un campo fermidnico a partir de
estados bosbnicos (9).

Uno de los aspectos més interesantes de la equivalen
cia obtenida consiste en que abre un nuevo camino para el

estudio de teorfas fermibnicas en términos de modelos bosd-

¥
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nicos cuyo tratamiento resulta, en muchos casos, més senci-
1lo. Ademéds, como lo muestra la férmula (2.56), el 1limite
para acoplamiento fuerte del modelo fermibnico ( g — oo )
corresponde al régimen de acoplamiento débil en la teoria
bosbnica (V>-> 0 ). Este fenbémeno se ha encontrado también
en la bosonizacién de otros modelos fermiénicos como, por

e jemplo, en el modelo de Schwinger masivo (11) y en la Cro-
modinémica Cuéntica bidimensional con un sabor (12). Otra
consecuencia interesante que se extrae de la ec. (2.56) es
que para €'= 4T se tiene g = 0, luego haciendo en (2.57)

m’ = o« = 0, se establece una correspondencia entre la teoria
de fermiones libres sin masa y un modelo de campos escalares

libres no masivos.
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2.%. DBosonizacidn abeliana. El modelo de Schwinger.

El modelo de Schwinger es la Electrodinémica Cuinti-
ca en dos dimensiones ( 1 espacio, 1 tiempo ) con electrones

sin masa:

. r ¢ P /(v (2058)
= G e -
L v i BF‘Y 4 (\'/(A F/«vi

i
Ll

donde e es la carga del fermidn, AfL es el campo de gauge ¥

" R (2459)
bis

-

‘7‘\; - 3 A, A (2,60)

Una de las propiedades importantes de esta teoria
es su invarianza de gauge local. En efecto, es fécil compro
bar que la densidad lagrangiana (2.58) permanece invariante
frente al cambio "(x) — é“mﬂ/[x) (¥ (x) —» q’(x] é(x(x; N
Artxl — A/A(xl - é éroz(x).

Desde que Schwinger mostrd que esta teoria es resolu
ble exactamente (1), ha sido objeto de numerosas investiga-
ciones (2-4). El anflisis mis completo de sus soluciones se

encuentra en el trabajo de Lowenstein y Swieca (5), quienes

dieron soluciones explicitas para diferentes fijados de



-4%-

gauge. En particular, estos autores mostraron que la solu-
cibn original de Schwinger corresponde al marco que en 4
dimensiones se conoce como de métrica indefinida de Gupta-
Bleuler, en el sentido de que las ecuaciones de Maxwell se
satisfacen solamente para un "subespacio fisico" del espa-
cio de Hilbert completo (11). Construyendo el espacio de .
Hilbert con métrica positiva en el gauge §%%f = 0, ¥y ha-
ciendo uso de los métodos introducidos por Klaiber (6) en
su anflisis del modelo de Thirring, pudieron demostrar la
completa desaparicibén de las excitaciones electrdénicas, de
acuerdo a la conjetura de Schwinger (1) acerca del apanta-
llamiento total de la carga eléctrica.( Esto condujo a prow
poner esta teorfia como modelo prototipo para el confina-
miento de quarks (7) ). MAs aln, encontraron que el 4lgebra
de observables es isomorfa a la de un campo escalar libre y
masivo, y establecieron la bosonizacién de la corriente fer
midénica. Estos resultados constituyen una de las primeras
evidencias de la existencia de un vinculo estrecho entre
fermiones y bosoned en una teoria cuéntica de campos en dos
dimensiones ( Fenémenos similares se conocian con anteriori
dad en la Mecénica Estadistica (8) ).

Las ecuaciones de movimiento de la teoria definida
por (2.58) pueden resolverse representando el campo fermiéb-

nico Y (x) en término de operadores de campo libres:

5 M &) - _
‘LX [Vlm + ¢(xl] ixs[ﬂ(xw cf%:)] (2.61)
Te) =e X e
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donde (b(x) = %“ﬁ + ‘b(ﬂ es un campo escalar libre de masa
%4ﬁf , ;i"= ;i T4 Vk— es un campo escalar sin masa, cuan
tificado con métrica indefinida, y’)ﬁ (x) es el espinor co-
rrespondiente a un campo fermidnico libre. (‘Con los super-
indices + y - se indican las componentes de creacibén y ani-
quilacién de los campos, respectivamente ).

Insertando (2.59) en la ecuacién de Dirac derivada

de (2.58), se obtiene:

Ar(x\ = -1 (Efw Bv 4>(x) + é%w) (2.62)
e

donde hemos definido:

érv\m = é‘,rv

39716") (2.63)

Considerando ahora la corriente fermidnica correspon
diente a un limite invariante de gauge (1),(9-10) se obtie-

ne:

J N f r“
?f(x) = I;L(,:e) - Qlw—:ré (x) - \)"_:.YE S $) (2.64)

El primer término en el miembro derecho de esta expresién

es la corriente de fermiones libres:
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[ )"( XF% (2.65)
}\}\ore = o (Y)

E1 término

.

I‘ { ér = I‘ (2.66)
xy — L Skl = (x] :
\ AN V\ Qﬁ.

ore

es una contribucidén puramente longitudinal que proviene de
la excitacién de masa nula.
En estas condiciones puede mostrarse que las ecuacio

nes de Maxwell:

év F,w — e g_r (2.67)

no se satisfacen. En su lugar se tiene

SVT:IW — e (l{_ g}‘) (2.68)

Siguiendo un procedimiento anflogo al que se emplea
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en el formalismo de Gupta-Bleuler (11), podemos restringir-

nos a un subespacio fisico ﬁ*; del espacio de

fisico ’
Hilbert completo, definido por:

=1

(g‘ ji -0 | V «_t c % (2.69)
L

{SiCo

De esta forma, cuando se toman en cuenta los estados con

sentido fisico, (2.68) se reduce a (2.67), ya que

<“-\i\g:(x\\§>:o}- Vi"ﬁe%; (2.70)

.
VS1co .

En efecto, actuando sobre todos los vectores del "espacio
N .

fisico", %l_ da cero, de lo cual se desprende que 4{ se

anula idénticamente en ese espacio. Luego, por (2.66) el

campo Y\(x) ge identificari con f(x) dada por

~ K
é{r x) = L éwccx) (2.71)

libre Ve

Como consecuencia de la construccién de EH& . ’
fisico

el campo "electrdnico" apropiado es el que se relaciona con

“f (x) mediante la siguiente transformacién de gauge:
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+
L ) o (X
VYix)] — > e Yx] e |

(2.72)

;
Ar(x\ — A(XI + L §r‘f1(><\ = —ic Elwhy P9

Aplicando ashora el método desarrollado por Klaiber
(5-6) pueden calcularse objetos de interés como las funcio
nes de Green de la teoria, el &lgebra de los observables y
la corriente fermibénica. Puede asi mostrarse, por ejemplo,
que las soluciones del modelo de Schwinger corresponden a
una subclase de soluciones del modelo de Thirring. En par-

ticular, para la corriente fermibnica resulta:

1%
}(x‘) = - \li—;'v gf‘ 3, & (x) (2.73)

es decir, que se ha removido la contribucién longitudinal
relacionada a la excitacién de masa nula, en completo acuer
do con (2.64) y (2.71). Por otra parte, (2.73) establece la
proporcionalidad entre zﬁ(x) ( objeto asociado a la dinémi-
ca de particulas fermidnicas ) y el campo bosdnico Ar(x).
Volveremos méAs adelante sobre esta relacién (ver capitulo 3%)

Ahora vamos a mostrar que la identidad (2.73) junto
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a la identificacién

LY ¥y

il

'z@/&)(érd’) (2.74)

son suficientes para escribir la densidad lagrangiana origi
nal (2.58) exclusivamente en términos del campo bosédnico
¢)(x) (12). ( Nétese que (2.74) puede obtenerse como caso
particular de la equivalencia descubierta por Coleman, es-
tablecida en la seccibén anterior).
Por simplicidad adoptamos el gauge de Coulomb, que

en dos dimensiones toma la forma:

A, =0 (2.75)

Tomando la componente }u = 0 de (2.67) se obtiene:
éél-\ = \ '\\’+ (2.76)
O Ao -e& = e WY .

Como es bien sabido, la solucidén de esta ecuaciédn se puede
obtener convolucionando la funcién de Green G(x1,x;) que

satisface

3,8, G = Sx-x!) (2,77)

+
con la inhomogeneidad (e Y %Y ). En este caso unidimensional
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es particularmente simple integrar (2.77). El resultado es:
G =x)) = L 1x-x] (2.78)
2

Esta es la versién unidimensional del potencial coulombiano.

De esta forma se tiene:

| +
Aole) = & \dx! D -x ¥ 1Y) (2.79)

2

Ahora, haciendo uso de la bosonizacién de la corriente, ecua

cién (2.73), se encuentra que:

© +

é, S S AN S, P (2.80)

|
v

por lo que el segundo término de (2.58) puede escribirse en

la forma

&gr/\ = ¢ \dx (&mx\))lx‘-xﬂ(A:cb(xt)) (2.81)

I v

El término restante es:
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—

£oF" iz(é‘l\")% _

o o lx.-X.‘l)%{l‘xn-X:'g@'@(x{))y@(x‘.‘)l -

I

!
|
P
.—x-
S
=

1) [2 806 -1Q0) s
0-x1) 281 I

donde O(x1 - x;’) es la distribucién de Heaviside. Suponien
do que los campos se anulan en Xg—» £ 02 , ¥ consideran=

do la contribucién al lagrangiano total, se tiene:

y
'L%XAX'@FI‘ =-c gi"l Ay, @l\d’) %-x) (§,¢)  (2.83)

HIr

Asi, teniendo en cuenta (2.74), (2.81) y (2.83), el

lagrangiano ‘bosonizado es:

2

X&x\i = L S(b‘; @r‘“ly‘d’) +

(2.84)

vl || d (b)) Il (3,400)) dx,

T

L



-51-

Esta expresién puede escribirse de un modo méds simple inte-

grando por partes el término de energia potencial:

e Ax.o\X‘.(é;dJ(x\))\x\—x‘,\ Xﬁhx}) -

4y

- e Ax.o\x‘.¢(x.)(é.§‘\\x.—x:l)¢(’<'.) = (2.8)
yv

- & &obq (b))

2T

Esto da lugar a un término de masa para el bosbén libre. Si
bien este resultado es satisfactorio en cuanto a que nos
permite establecer la equivalencia entre el lagrangiano fer
miénico de partida y un modelo de bosones libres de masa
q4§ﬁ s por otra parte nos enfrenta a nuevo problema, porque
(2.85) no respeta la invarianza quiral de la teoria fermib-

nica. La densidad de carga quiral es:

CQS = dx, %5 = \dx, eéi}l

(2.86)

&o\x, Vb =

L
T

donde TF es el impulso canbénico conjugado al campo ¢ o Usan

do la relacidn candnica (2.16), se obtiene:

(Qs . &] - L (2.57
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Con esta identidad se puede verificar que

-L\Fr"o(Qs (o Qs (2.88)
e ¢ e = ¢ + <

con K constante. Esto quiere decir que el efecto de las
transformaciones quirales sobre el campo bosénico equivalen
te es el de trasladarlo en una constante. Es evidente que
(2.85) no es invariante frente al cambio Cb —_— d) + ol .
Esto indica que hay rotura espontfénea de la simetria bajo
transformaciones quirales globales. A pesar de este fenbme-
no, no aparecen bosones de Goldstone debido a la existencia
de la anomalia quiral (13-17)s, ( En el Capfitulo 3 tratare-
mos con mayor profundidad el papel de la anomalia quiral en
la bosonizacién).

Si la bosonizacibén ha de ser considerada seriamente
como técnica para estudiar una teoria de fermiones a través
de una accidn bosbnica de més fécil manejo matemético, lo
deseable es que en el pasaje de un modelo al otro no haya
pérdida de informacién relevante sobre el modelo de parti-
da. En otras palabras, el campo equivalente debe ser tal
que la teoria bosbdnica refleje la simetria original. Esto

se consigue escribiendo:

q) = ke + B (2.89)
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donde ¢ es un nuevo campo escalar masivo y © es un campo
constante de naturaleza angular. La accibén de la transfor-

macidn quiral sobre estos campos es:

Rels waQs

e \Q c (2.90)

"

LT« Qs Qs (2.91)
c 9 e - B + £

de modo que se reconstruye (2.88), pero la transformacién
afecta solamente al campo 8. Ahora si podemos escribir el
lagrangiano bosbnico adecuado para representar (2.58) en

términos del campo ‘€ :

i a2
L = {Z (Ar\eéke ¥ %‘-% )Ax‘ (2.92)

La carga quiral Q5 juega el rol de momento canénico

conjugado al campo 8; por (2.77):

(T, 6] = & (2253
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con TTé = §E\Q5 . Nétese que tanto 8 como iy g Son comple-
tamente independientes del campo de Klein-Gordon %’. No par
ticipan en la dinémica de la nueva teoria bosénica, su :-
accibn se limita a especificar las condiciones de contorno
en el infinito.

De acuerdo a esta formulacibén, el espacio de estados
seréd el producto tensorial del espacio de Fock convencional
asociado a Ke y un espacio asociado a ©, generado por una
base de vectores identificados por los autovalores enteros
de % Q5. En efecto, es fAcil verificar que el operador
exp(inTTQs) coincide con la identidad para todo n entero,
siempre que se consideren estados para los cuales Q5 es un
entero par. ( La simetria bosénica equivalente es frente al
cambio 43 B Q) + n\ﬁ\:\). Luego, los vectores del espa-

cio de Fock completo serén:

| ¥ > 1) Tm} (2.94)

I

Los operadores \6 yTr\(, actllian sobre los vectores \\(’> R

del modo usual, mientras que

T Im} = I7 Qs 1m} = 20% m Im}

(2.95)

Por otra parte se puede probar que
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+2.%0 +20VwO

de donde surge la accibén de los operadores exp(i ZiJTT o)

sobre los vectores \n} :

¥209w o
e Im} = (m F 4} (2.97)

El espacio discreto de los vectores |n} estéd asociado a la
rotura esponténea de la simetrfa. Como el hamiltoniano no
contiene a los operadores © y\n'g, el estado de vacio de la
teoria es completamente ambiguo frente a la eleccién del
factor L } . La solucibn original de Schwinger corresponde
an =0, el Gnico vacio simétrico frente a transformaciones
quirales. Con esta eleccibn, sin embargo, los elementos de
matriz de operadores locales violan la propiedad de factori
zacidén ( "cluster property" ). Como ejemplo de este proble-

ma consideremos el siguiente valor medio:

2VTRR) L Wed(o)
(o]l T:ie + e :

0>

(2.98)

donde : : simboliza el orden normal usual ( es decir, ha-
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ciendo uso de la masa de la teoria). De acuerdo a (2.89) y

(2.94) la expresidén anterior es igual a

11\&?\6(’4 _200w ¥ (o) WO e
(O\T‘.e : e lo) {O‘e_ éltﬁ lo} (2.99)

Aplicando el teorema de Wick se encuentra que el primer fac
tor es la exponencial del propagador de Feynman, que tiende
a cero para z —v O ., El segundo factor es evidentemente

igual a uno, luego

2 wbRl _ 20T (o)
Wn (ol T2e = te t I0)y = A (2.100)

4 = oo

La propiedad de factorizacibén (11) requiere

.ZLJ_T?¢L§:) - ‘\E\ o
Lm {0\ T: e Vee ¢:“lo>:

2 - oo
(2.101)

- ¢ol e2;ﬁ¢(°]l0><<>] 6_1(ﬁ<\>(°)\0>

pero

oL IR ¢ 20 40w
olie  iloy =(elie :edfole o}

(2.102)
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y como, por (2.97),

20070
e Lo} = \-T-i} (2.103)

se tiene que el miembro derecho de (2.101) se anula y por
lo tanto se viola la propiedad de factorizacién.
Lowenstein y Swieca (5) mostraron que esta propiedad

se restaura tomando un vacfio asimétrico de la forma

[0,> = 10)10,} (2.104)

donde | 90}- es un autovector de 6. Los estados de vacio que
corresponden a diferentes valores de 90 se relacionan unos

con otros mediante transformaciones quirales.

En el mundo hadrénico real la simetria quiral esté
rota debido a las pequetfias masas de los quarks. Es importan
te, por lo tanto, el estudio del modelo de Schwinger cuando
se le agrega un término de masa fermibnica (14-15),(18-19):

:Z. = m : T

™™ (2.105)

Utilizando las ecuaciones (2.53) y (2.54), de la
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-

seccidén anterior y la discusién precedente sobre el vacio
6, se encuentra el equivalente bosénico del término de ma-

sa:

Z — com -.Cn[zﬁr“(kueo)] (2.106)

(144

donde 8, es un autovalor de © y ¢ es una constante cuyo va

0
lor exacto no nos interesa aqui (ver ec. (2.27)).

Este modelo masivo deja de ser exactamente resolue
ble, sin embargo es posible desarrollar la teoria de pertur
baciones, tomando a la masa como parimetro perturbativo.
Por otra parte, es claro que el término de masa (2.105) rom
pe la simetria quiral del modelo de partida, de modo que ya
no se puede esperar que exista rotura esponténea de la sime
tria frente a transformaciones quirales globales. Otra dife
rencia importante entre el modelo sin masa y la teoria masi
va se pone de manifiesto analizando los diagramas de

Feynman correspondientes a la interaccidén entre distribu-

ciones clésicas de corrientes externas.

a)
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b)
X
+
+ e o0 e o 0
Figura 2. X : distribucibn de corriente externa
~~ - : propagador electromagnético
~>— : propagador fermidénico

La figura 2 a) representa el intercambio de un pro-
pagador electromagnético, que da lugar a una fuerza de lar
go alcance, en ambos casos. Cuando los fermiones no tienen
masa, esta fuerza se cancela con el primer diagrama de 2 b).
La funcién de polarizacibén del vacio presenta un polo, pa-
ra impulso nulo, que cancela el polo del diagrama 2 a) (20-
21). Todos los diagramas restantes de 2 b) se anulan idén-
ticamente.

Cuando los electrones tienen masa la situacién cam-
bia radicalmente. En este caso los diagramas de la figura
2 b) no se anulan. Sin embargo, la suma de todos ellos pue-
de cancelar la contribucidn del propagador libre para valo-
res particulares de las cargas externas ( En el casom = 0
el apantallamiento se produce para todos los valores de las

cargas externas ).
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Consideremos el modelo masivo de Schwinger en presen

cia de una distribucidn externa de corriente Kr H

_ ) r v —
L = ‘\h}/“}/ t egrt\ 'T:'F}:“’Fr— WY (2.107)
+ Lr*sr
v

donde D describe la distribucibén de carga. Estudiaremos el
caso sencillo de dos cargas estlticas opuestasd de magnitud
Q separadas por una distancia L. La forma correspondiente

de la funcidén D estéd representada en la figura 3:

D
I

x Vv

Figura 3.

La contribucibén a la energia de vacio debida a la co
rriente externa estd dada por los diagramas de la figura 2.
Con el objeto de describir el problema en término de campos
bosbnicos es Gtil observar que la figura 2 a) proviene de

un término en la accibén de la forma
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= T3 A (2.108)

-S&b”

mientras que todos los gréificos de la figura 2 b) surgen

de una interaccidén entre la corriente externa Kr y la co-

rriente fermibénica ﬁ* , dada por

2 -2
]:L = = C Sc* X k EI K}\ =
(2.109)

=."§%; 4% §I><P

e

donde hemos usado la relacién (2.73). Agregando estos térmi
nos a (2.107), junto a la identidad dada por las ecuaciones
(2.105) y (2.106), es fécil verificar que para la densidad

hamiltoniana del sistema se obtiene:

W = L). : T\"1+(3;¢)1+_<‘._\_1(¢+%‘?D)2 +

(2.110)

+ m, ec C,eo,(2\71'-\:€l> +9°)‘.

expresién que involucra solamente interacciones locales en-

tre 49 y D. De acuerdo a la figura 3, cuando crece L, tam-

-
¢
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bién crece la regidén en la cual D = Q, de manera que la enex
gia de interaccién es simplemente la energia de vacio por
unidad de longitud, para un campo D constante, multiplica-
da por L.

Haciendo

(2.111)

+ wmeoce c.n(zﬁ‘eabwe -ZJ_TQ)f
(=4

Si 1llamamos @(e) a la energia de vacio por unidad de longi
tud en ausencia de cargas externas, la energia de interac-
cidén entre dos cargas separadas por una gran distancia L

es

(2.112)
E = [@ (9 - Z%TQ) - é(e) L &+ Terminos  couilantes

?61"3 L—’oao

Como el hamiltoniano (2.111) es una funcidn peribdica de Q
con periodo e, también lo es la energia de vacio, de modo

que cuando Q es un miltiplo entero de e, la fuerza de largo
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alcance desaparece. Este resultado, independiente de la teo
ria de perturbaciones, se interpreta fisicamente como un
apantallamiento de las cargas de los fermiones ( "quarks")
debido a la presencia de cargas externas que son m3ltiplos
enteros de las cargas elementales. Como ya se indicd anterio:
mente, en el caso en que los fermiones no tienen masa, el
apantallamiento se produce para cualquier valor de las car-

gas externas.
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2.4. DBosonizacién no abeliana: el método operacional

Una vez establecida la bosonizacién en modelos abelig
nos (1-3), el paso siguiente es el de la extensidén del proce
dimiento para teorfias en las que los campos fermiénicos per-
tenecen a un multiplete que se transforma bajo un grupo no
abeliano. Esta cuestidén reviste un interés especial porgue
en el mundo real de cuatro dimensiones son teorias de gauge
no abelianas las que han mostrado ser més apropiadas para
describir las interacciones fundamentales de la materia. Los
primeros trabajos en este sentido pusieron de manifiesto se-
rias complicaciones, al tratar de aplicar el esquema previo
-degcripto en las secciones anteriores-, en forma directa
(4-7). Estas dificultades se deben fundamentalmente a que
el procedimiento usual no preserva la simetrias originales
de la teoria. Un reflejo claro de esta situacibédn aparece al
considerar la bosonizacidédn de productos bilineales de cam-
pos fermibénicos. En particular, las corrientes fermidbnicas
diagonales pueden expresarse adecuadamente en término de
campos bosbénicos, como en el caso abeliano, ec.(2.73), mien
tras que las componentes no diagonales de estas corrientes

resultan ser no locales en la versidén bosonizada.

Este tipo de problemas fue atacado por Witten,(8),
quien desarrolldé un método alternativo que permitié genera-
lizar convenientemente la técnica de bosonizacién operacio-
nal, de manera local y respetando las simetrias originales.

Para estudiar este método es Gitil considerar el caso simple
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de fermiones libres sin masa y reescribir la ecuacidén (2.73),
para el caso abeliano, pero de una forma tal que facilite

su generalizacibén no abeliana. Sea 5LL = exp(iJZR? ¢
elemento del grupo abeliano U(1). La corriente fermidbnica

bosonizada (2.73) puede escribirse en la forma

. Y -1
%l‘ = L /w \,L 3y U =Z%rr€/w®lk)w (2.113)

donde hemos escrito ambos ordenamientos posibles, resaltans
do el carécter abeliano del grupo U(1). Obviamente, al exten
der esta fbérmula al caso no abeliano tendremos que ser cui-
dadosos con el orden de los factores.

Es conveniente trabajar en el sistema de coordenadas

del cono de luz:

X = )( t X ' (2.114)
NPX

En este sistema las expresiones de las corrientes toman una

forma més compacta y como veremos més adelante, se hace ma-

nifiesta la simetria del modelo en estudio.
Normalizando el tensor de Levi-Civita tal que & 01 =

==& - 1 , las correspondientes componentes de la co-

rriente son:
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(2.115)

donde é =
X V2
En el caso de fermiones libres sin masa que estamos

considerando, la simetria frente a transformaciones globa=

les de gauge y quiral da lugar a la conservacidén de ambas
y la axial jg

corrientes, la vectorial jrL =:¥ ‘rﬂ’
= ﬂ"rxsﬂ' . En (1+1) dimensiones las matrices de Dirac

( seguiremos usando la representacidn definida por (2.46))

satisfacen la relacién

K ¥
{1 = - el X, (2.116)

5

que permite vincular ambas corrientes

(2.117)

Haciendo uso de esta propiedad y de las ecuaciones de conti

nuidad



-69-

p) ‘Br - 'ﬁ,; - 0 (2.118)

se obtiene

(2.119)

Liv o= %

La prescripcién (2.115) es compatible con (2.119)
ya que el campo escalar libre 4> satisface la ecuacibén de

movimiento

ér§”¢ =293 %= o0 (2.120)

Ahora si, consideremos el caso no abeliano

Y - l"—t’(‘,b"‘l” (2.121)

2

con los campos fermibénicos tomados en la representacién fun

damental del grupo O(N).
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Las corrientes conservadas son

_ oYYt Y
J}‘ _ Xrt
(2.122)
Jr5 - wrxst v

donde las matrices t? son los generadores del grupo O(N).
Expresando los campos fermibénicos en términos de sus compo-

nentes en el cono de 1luz,

Y.

Yoy

la densidad lagrangiana (2.121) puede reescribirse como
‘ k k k k .
I = % . (éo—é,]“\jr F YOy, +3)Y | 2er23)

donde k = 1,2,..-- Nc
Tal como en el caso abeliano, resulta conveniente
expresar las corrientes en sus componentes quirales. Para

esto definimos:
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J“.(’(.‘t) = -1 L’\\/* Y_‘,})(x,t)
(2.124)

[}

J_ (k) = =i H’f ~\*_3\(x,+)

Si consideramos fermiones de Majorana ( un fermibn de
Ma jorana satisface Y =-cV, donde C es 1a operacidén de
conjugacibén de carga ) los campos ~ y Y~ son reales.

Ademés

L) L L
J_)_a' = —Ji (2.125)

-—

como reflejo de la estadistica de Fermi, de modo que las co
rrientes son hermiticas. En analogia con el caso abeliano

se verifican las leyes de conservacidbn:

3_ J_‘,La = 5+ J_L& - 0 (2.126)

es decir que J+ es sblo funcién de x"' y J_ depende solamen-
te de x ( de aqui en més suprimimos los fndices ij por co-
modidad ). Ahora deseamos encontrar una expresién para J+

y J_ en término de campos bosénicos, la extensién no abelia
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na de (2.115). En aquel caso simple se buscd una corriente
que pudiera generar la simetria U(1). Teniendo esto en cuen
ta definimos un elemento W\ de U(1) y obtuvimos (2.115). En
el caso presente J+ y J_ son, por construccién, elementos
del &lgebra de Lie del grupo O(N). Mis especificamente, es

tas corrientes generan O(N)iz X O(N)

q ger., * ©S decir el

producto de las transformaciones O(N) que operan sobre las
componentes quirales de los fermiones. ( Seglin nuestras con
venciones 4’+ es la componente "derecha'" ('"right") y’*’_ es
la "izquierda" ("left") ). El paso siguiente es, por lo tan
to, el de escribir J_y J_ en funcién de un campo bosébnico
g que tome valores en el grupo O(N). El ansatz méds inmedig

to corresponde a tomar

~ -

‘Jt =< % At(& (2.127)

Sin embargo es flcil probar que esta eleccibén es incorrecta.

En efecto, reemplazando (2.127) en (2.126) se obtiene :
| _\
té_% 11349 +a é_a,,od =0 (2.128) a

(3+‘§\)(3_‘?‘) + %l éﬁ-‘a = 0 (2.128) b

Restando ambas ecuaciones y teniendo en cuenta que



~T3=

(5+ —‘) = -6l(éiob)j‘ (2.129)

resulta:

o bien

j+j_ - j j+ (2.130)

que es claramente incompatible con la naturaleza no abelia-
na de las corrientes. Después de este "intento fallido" pa-
rece razonable respetar el ordenamiento de operadores dado

en (2.115) y escribir:

.=
Jes kv

(2.131)

CI- = L (é- ) !
L og

Insertando estas expresiones en (2.126) encontramos:
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n
o

(2.132) a

(é_o;l (3,9) + ﬁ\é_hvb

(2.132) b

l
O

Adg) g+ (9)04)

Es fécil mostrar, usando nuevamente (2.129), que estas dos
ecuaciones son equivalentes, y por lo tanto compatibles.

El programa de bosonizaciédn no abeliana que hemos em
prendido quedaré establecido formalmente cuando podamos pre
sentar una accién bosbdnica equivalente a (2.121), que de 1lu
gar a una teorfa renormalizable y que preserve la invarian-
za quiral del modelo fermibénico de partida. Ademéds, como
prueba de consistencia esta accidén debe permitirnos obtener
las ecuaciones (2.126). Una candidata, en principio atracti

va, es la densidad lagrangiana dada por:

N

Z, = _‘;\.2 be[(éj«o&)(ér‘i\)l (2.133)
8\

Cualidades bienvenidas de esta expresidén son su carfcter re
normalizable y su invarianza quiral manifiesta. Sin embargo,
varios motivos fisicos la invalidan (8-9). Sus estados asin
téticos no corresponden a la invarianza conforme que posee

la teoria de fermiones libres sin masa ( Las transformacio-
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nes conformes incluyen a las transformaciones de escala.
Puede demostrarse que la invarianza de escala se mantiene
cuando la funcidn €> de Callan-Symanzik se anula. En gene-
ral la cuantificacidn implica renormalizaciones que intro-
ducen una escala con dimensiones de masa. Es por ello que,
en general, se rompe Ya invarianza de escala (y luego la
conforme). S6lo si €3= 0 se recupera dicha invarianza ).
Ademés, (2.133) da lugar a una ecuacidén de movimiento que
no coincide con la correcta, (2.126). Para comprobarlo con-
sideremos la ecuacién de Euler-Lagrange correspondiente a

la accibn

S = & 4’x'rubr@‘](afaé]+oa3'3-4) (2.134)

donde of es un multiplicador de Lagrange asociado a la con-

dicibn trivial: g-1 g = 1. Las ecuaciones de movimiento

son:

]
R

(2.135)

Sdp g ) g
.|

(3}*3/\ ‘} ) % = (2.135)

Usando una relacién anfloga a la (2.129), es evidente que
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§[\ ((3,“?]’3) +é}‘((§w}*%) =90 (2.136)

Insertando (2.13%5) a) en (2.1%6), se obtiene:

Slia) = -« - (3139 e

Finalmente, eliminando & mediante (2.135) b), se tiene:

/A%) (2.138)

que difiere de la (2.126):

-(”;3#’6) = B\L(@—‘})‘g‘) =0 (2.139)

Si bien se ha dicho que (2.133) es la finica accidn

con invarianza quiral manifiesta ( la comprobacidén es simple

teniendo en cuenta que O(N), X O(N) actlia sobre g en

izq. der.
la forma g — B g A_1, con A, B € O(N) ), existe un tér
mino no local que respeta la simetria quiral, aunque no de
manera manifiesta. Nos referimos a la versién bidimensional

del término de Wess-Zumino (10):
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- ik =1 _\ -\
r‘;’t_ 3 £ T,\%c}_‘g;gé_ﬁ‘}é_%_ (2.140)

247 3 ¢ axh Y ok

donde la integral se extiende a una bola con frontera 82
( por ejemplo, el casquete 83+ ) ¥ Xgs X5 ¥ x3 son las va-

riables en esta bola. Este término, propuesto originalmente
como una accidén efectiva para las anomalias quirales, posee
importantes propiedades asociadas a la topologia de la teo-
ria (8-9). En particular, puede demostrarse que existe una
ambigiledad en la definicidn de F‘ s frente a rotaciones M
no permanece invariante. La condicibn des que exp(i I ) sea
uniforme impone una condicidén sobre el coeficiente numéri-
co en |' de manera que 0 27W . Resulta asi
que estd bien definido "m$dulo" 27T .

En este punto es de notar que la contribucién (2.140)
a la accibén efectiva de teorias fermibnicas en (1+1) dimen-
siones fue obtenida ( en la formulacién de la integral fun-
cional ) por Gamboa Saravi, Schaposnik y Solomin (11). La
aplicacibén sistemitica del método originado en la referen-
cia (11), al problema de la bosonizacibén no abeliana cons-
tituye uno de los puntos fundamentales de esta tesis ( El
desarrollo detallado de esta técnica se encuentra en el cap

pitulo siguiente ).
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Ahora bien, ya que contamos con f‘, podemos construir
una accidén para el campo g , y luego comprobar si es posible
establecer su equivalencia con el modelo de fermiones libres

sin masa. Consideramos la siguiente accidn:

N q-‘;’“ d’ T"(@I‘%‘(é}‘?}} + (2.141)

donde n es un ntmero entero. Puede probarse que la teoria
descripta por la ecuacibdn (2.141) es renormalizable ( Esto
se basa en el cardcter adimensional de n ). Otra propiedad
interesante de esta teorfia es que no posee la simetrfa dis
creta frente a la transformacién x - -x ( paridad naive).
Se cumple, en cambio, la invarianza frénte al cambio conjun
to: X — =xy g —> g-1. Estas caracteristicas son, en prin
cipio, bienvenidas, ya que, como es sabido, la teoria de
fermiones libres sin masa no preserva la paridad. La prue-
ba crucial, sin embargo, debe buscarse en las ecuaciones de
movimiento de la teorfia. A pesar del carficter no local de
n » su variacién es una funcional local (9),(12). Se trata
de calcular la variacidén de S frente al cambio g —~ g +ét§.
Para esto consideramos por separado la variacién de cada

término:

gs = gg-%mgr (2.142)



~79-

El primer término ya fue calculado, haciendo uso de un mul-
tiplicador de Lagrange. Es instructivo ealcularlo nuevamen

te de una manera diferente:

$T, S(groé‘\\sr%\azx ;

= Th Xoux [ é/‘(ﬁ‘éﬁg\')é% 06 @ ‘;M J 53]

Derivando en cada término, integrando por partes y usando

la propiedad eiclica de la traza, se obtiene:
c \
35 = T>2T1Lg {%‘{3 (a %] +

+ ‘3 &}\%)(B %)éf& =t ‘a)@@)”&éa]

Usando repetidamente la propiedad (2.129) se ve que los dos

Gltimos términos se cancelan y se obtiene:

S A TR YR o
L o
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En cuanto al término tipo Wess-Zumino, se tiene:

ST - —z—:ﬁr%ABXC Tkiéﬁk (3 Jheq
X (g' o %GH—‘)%% + ‘ébi‘é)(%gg')m '

+ ﬁ'@;%\)@gﬁ') RSN }

Integrando por partes y considerando cuidadosamente los tér

minos de superficie se encuentra:

M‘ = -8/'_-“, gazx—rn[grv"&‘&} kr(fév%ﬂi-
* S %Asﬁ{ 06&33‘ (LA*W 4% +
~Beq) (43) 39 - G ) (36 ) %9 - 9) 3 333)]

Usando las propiedades de simetria del tensor § 1k es fa-
cil verificar que la contribucién de "volumen" se cancela.

Asi, obtenemos:
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PPN R

AU TR

v la ecuacibn de movimiento correspondiente es

(2.144)

() o)« (-5E Jlarg)z 0 e

Vemos que para A2 =(4W)/n , se obtiene la ecuacibén de con

servacién correcta, (2.126):

B_J_\_ = O

Es fécil mostrar que esta ecuacibdn conduce automlticamente

a

LI -0

En efecto, de acuerdo a (2.131):
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I dhg
S_ o< f}g-“g‘

donde el factor de proporcionalidad es el mismo para ambas
corrientes (lo omitimos aqui por comodidad). Entonces se

verifica:

I N N R N RENLY
= - (sg,céyo;[‘ - 2-41(34")

(2.146)

-3 (43 dg)a - 241043 < - 05(%-1»)?}'

Luego,

é‘\_S_:O &=> 3_§+:o

Queda asi demostrado que la accién bosbénica del mode
lo sigma no lineal, ecuacibén (2.141), con )\2 = (47 )/n ,
reproduce exactamente las ecuaciones de movimiento que se
derivan del modelo de fermiones libres sin masa, dado por !

la ecuacidén (2.121). Notemos que, siendo A\2‘> 0, necesa-
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riamente n es un entero positivo. ( En el caso en que n < O
se encuentra la ecuacibn "conjugada por paridad" :

é+(g-1 d _ g) = 0, que tiene lugar para 22 o= -(4T)/n ).
En el caso considerado, A 2 = (4T)/n, las ecuaciones de mo
vimiento de la teoria se pueden resolver en forma cerrada.

La solucidbn general para g es:
40X ) = FIX) G (") (2.147)

donde F(x ) ¥ G(x%) son funciones arbitrarias de una varia-
ble que toman valores sobre O(N). Se puede verificar que en
(2.147) el ordenamiento, en cuanto a la dependencia funcio-
nal con x' ¥y X no es arbitrario. ( La factorizacién
g(x+,x-) = G(x") m(x7) corresponde al caso Xz = -(4T)/n).
La ecuacibn (2.147) tiene una interpretacién fisica simple:
los componentes quirales de la teoria conservan su indepen-
dencia reciproca, ambos pagquetes de ondas ( "left-moving"

y "right moving" ) se propagan, pasando uno a través del o
otro sin que se produzca ninguna interferencia. Esta propig
dad, deducida directamente del modelo sigma no lineal ( pa-
ra Xg = (47T )/n ), termina por confirmar el procedimiento
de bosonizacidn no abeliana -al menos para fermiones libres
no masivos- al reproducir de manera consistente el comporta
.miento de las particulas fermibnicas, cuyas componentes
"left" y "right" son los autoestados de quiralidad. Es im-
portante notar que E.Witten (8) mostrdé al orden de un lazo

y conjeturd a todo orden de la teoria de perturbaciones que
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la funcién @> de Callan-Symanzik tiene un cero para
)F = (47W)/n de manera que para este valor particular de
X se recupera la invarianza conforme de la teoria libre
de fermiones sin masa. MAs recientemente, de Alvis dio una
prueba a todos los drdenes (13%).
En principio, el método descripto podria extenderse
a teorias en interaccidén por medio de un desarrollo pertur

bativo.
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