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Capítulo !: Conclusiones 

En este trabajo de tesis se ha estudiado la equivalen 

cia entre modelos fermi6nicos y bos6nicos en dos dimensiones 

del espacio-tiempo. El procedimiento por el cual se pone de 

manifiesto esta identidad - conocida usualmente con el nombre 

de bosonizaci6n - fue desarrollado,en un principio, mediante 

el método operacional (1-4). El capítulo 2 es una revisi6n de 

los resultados fundamentales obtenidos en ese contexto. Como 

primer ejemplo acabado de bosonizaci6n de una teoría fermi6ni 

ca abeliana, en la secci6n 2.2. se analiza la equivalencia eg 

tre las funciones de Green del modelo de Thirring para fermio 

nes masivos y las correspondientes al modelo bosónico Seno­

Gordon, haciendo hincapié en la implementación de un proceso 

de orden normal en el que se explota la ambigüedad existente 

con respecto a la masa de la teoría bos6nica (3). Una de las 

consecuencias sobresalientes de la identificación entre estos 

dos modelos reside en que el límite de acoplamiento fuerte de 

la teoría fermiónica corresponde al régimen de acoplamiento 

débil para el modelo bos6nico. Este resultado, obtenido tam~ 

bién en la bosonizaci6n de otros modelos bidimensionales, pe~ 

mite tratar perturbativamente el modelo fermi6nico para gran­

des valores de la constante de acoplamiento. 

En la secci6n siguiente se describe la bósonizaci6n o­

peracional del modelo de Schwinger ( Electrodinámica Cuántica 

bidimensional con fermiones sin masa ), mostrándose su equiv~ 

lencia con un modelo de campos escalares libres y masivos. En 
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este caso se observa que el lagrangiano bos6nico equivalen­

te no preserva la simetría frente a transformaciones quira­

les globales, propia del modelo fermi6nico de partida. La 

introducción de un nuevo campo de naturaleza angular, deno­

minado vacío Q, asociado a la rotura espontánea de aquella 

simetría, permite definir un nuevo campo escalar en térmi­

nos del cual el método recupera su consistencia (2). A par­

tir de la discusi6n previa se muestra la extensión de la 

técnica al modelo de Schwinger masivo y se estudia este mo­

delo en interacción con una distribuci6n clásica de corriea 

te externa. Se encuentra que para algunos valores particul~ 

res de las cargas externas { múltiplos enteros de la carga 

elemental ) la fuerza de largo alcance desaparece, las car­

gas de los fermiones son apantalladas. ( Cuando los fermio­

nes no tienen masa este fen6meno se produce para cualquier 

valor de las cargas externas) (4). 

En la secci6n 2.4. se repasan los aspectos más impo~ 

tantes relacionados a la extensi6n del procedimiento de bo­

sonizaci6n al caso de teorías bidimensionales con simetrías 

no abelianas (5). ~n particular, se muestra la equivalencia 

entre el modelo de fermiones libres sin masa con simetría 

O(N) y un modelo sigma no lineal. Estudiando las ecuaciones 

de conservaci6n que obedecen las corrientes fermi6nicas, de 

bido a la simetría global del modelo frente a transformaci2 

nes quirales y de gauge, se obtienen expresiones locales p~ 

ra dichas corrientes en términos de campos bos6nicos. Luego 

se muestra que la dinámica de estos campos bos6nicos está 

gobernada por una acci6n efectiva que corresponde a un mode 
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lo sigma no lineal cuyos parámetros son tales que se prese!:, 

va la invarianza conforme del modelo fermiónico de partida. 

En el capítulo 3 se presenta un método alternativo 

para el tratamiento de la bosonizaci6n de teorías cuáhticas 

de campos bidimensionales, basada en la formulaci6n de la 

integral funcional. Los resultados que allí se describen, 

desde la sección 3.3. en adelante, constituyen los aportes 

originales de esta tesis. 

Con el objeto de facilitar la comprensi6n del método 

funcional, en la sección 3.2. se hace una reseña de aspec­

tos básicos concernientes a la técnica de integrales funcio 

na1es aplicadas al estudio de teorías de campos. 

En las secciones 3.3. y 3.4. se aplicó el método de 

bosonización funcional a modelos abe1ianos (6-8'). La imple­

mentación de un cambio quira1 de variables en la medida de 

integraci6n fermi6nica permiti6 reobtener resultados alcan­

zados con anterioridad en el marco operacional (3-4), pero 

de un modo más simple y que pone de manifiesto la aparici6n 

de anomalías (9) en las teorías bajo consideraci6n, y por 

lo tanto el papel que éstas desempeñan en el procedimiento 

de bosonización, un punto que no queda explícito en el tra­

tamiento operacional. En la formulaci6n funcional, la pre­

sencia de la anomalía quiral se manifiesta através de la 

falta de invarianza de la medida fermi6nica de integraci6n 

funcional (9), lo que da lugar a un jacobiano no trivial a­

sociado al cambio de dicha medida. La evaluación de este j~ 

cobiano: ,~- ligado directamente a un determinante funcional 
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• 

fermi6nico - da como resultado una contribución a la acción 

efectiva bosónica, equivalente al modelo fermi6nico origi­

nal. De esta manera, en la secci6n 3.3. se estableci6 una 

equivalencia entre las integrales funcionales correspondiea 

tes a los modelos de Thirring masivo y Seno-Gordon, mien­

tras que en la sección 3.4. se obtuvo la correspondencia ea 

tre el modelo de Schwinger con masa fermiónica y un modelo 

Seno-Gordon masivo, en completo acuerdo con los resultados 

del capítulo 2. También se mostró la forma de incorporar el 

vacío Q en este contexto de bosonización funcional. 

Los resultados obtenidos en las secciones anteriores 

confirman la eficacia del método desarrollado, dentro del 

marco funcional, para poner en evidencia la correspondencia 

fermión-bos6n en teorías abelianas, uno de los fen6menos 

destacables de la fisico-matemática bidimensional. 

La continuaci6n natural de este trabajo consiste, 

luego, en la generalización del procedimiento al caso de mo 

delos fermi6nicos en los cuales los campos se transforman 

de acuerdo a un grupo de simetría no abeliano. Esta situa­

ción es de interés porque las teorías realistas - por supue~ 

to, en cuatro dimensiones - postuladas con mayor éxito para 

describir las interacciones fundamentales de la materia, son 

teorías no abelianas con simetría de gauge local. 

En la sección 3.5. se desarrolla el método de bosoni 

zación funcional aplicable a modelos no abelianos (8,10,11). 

Utilizando las técnicas originadas en la referencia (10), 

en el caso particular de la Cromodinámica Cuántica bidimen­

sional (con fermiones no masivos), mediante la extensión 
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no abeliana del cambio quiral de variables fermi6nicas in­

troducido en las secciones anteriores, se obtuvo una acci6n 

efectiva puramente bos6nica. Nuevamente, en analogía con el 

caso abeliano, la transformaci6n de variables desacopla a 

los fermiones del campo vectorial de gauge y su jacobiano 

asociado - relacionado, como antes, a la anomalía quiral -

contribuye al lagrangiano bos6nico. En el caso presente, 

esta contribuci6n incluye un término tipo Wess-Zumino, aná­

logo al hallado en la bosonizacián operacional de la teoría 

de fermiones libres sin masa (5) ( considerada en el capítu 

lo 2 ) Y que permite también hacer contacto con tratamien­

tos recientes del modelo sigma no lineal (12). A pesar de 

estas similitudes se encuentran importantes diferencias: en 

nuestro caso, por tratarse de una teoría de fermiones en ig 

teracci6n con un campo vectorial de gauge, se debe tener en 

cuenta el aporte de su término cinético, F F , al lagran­

giano bosonizado, el cual involucra términos con derivadas 

de orden superior aplicadas al campo bos6nico equivalente. 

Al final de la secci6n 3.5. se indica la forma de a­

plicar este método a la bosonización de otros modelos bidi­

mensionales. 

En la sección 3.6. se emplean las técnicas anterio­

res al cálculo de corrientes fermiónicas. En particular se 

obtuvieron expresiones locales para las corrientes de la 

Cromodinámica Cuántica bidimensional, en términos de ca~pos 

bosónicos (13). Los resultados obtenidos son la extensi6n 

natural, para una teoría que describe fermiones en interac­

ción con un campo de gauge, de las reglas de bosonizaci6n 
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ya conocidas para las corrientes asociadas al modelo de fer 

miones libres (5). Por otro lado, a partir de éste cálculo 

se confirma la estrecha relaci6n existente entre la corrien 

te bosonizada y el campo de gauge ( un aspecto cuya impor­

tancia fue enfatizada con anterioridad por Swieca (14) ), 

que en el caso abeliano se reduce a una relaci6n de propor­

cionalidad. 

Por último, se utiliz6 un procedimiento que combina 

el método funcional con el formalismo de operadores, permi­

tiendo inferir las reglas de conmutación que satisfacen las 

corrientes fermiónicas (15). Nuevamente, el álgebra de con­

mutadores obtenida puede interpretarse como la extensi6n na 

tural de las relaciones conocidas con anterioridad para la 

teoría de fermiones libres ( y para el modelo sigma no li­

neal ) (5), al caso en que los campos fermi6nicos están a­

coplados a un campo de gauge. Estas expresiones son formal­

mente semejantes a las que se encuentran en el caso libre, 

salvo por el hecho notorio de que las derivadas que apare­

cen en el término de Schwinger son reemplazadas por deriva­

das covariantes, fen6meno similar al encontrado previamente 

en otros modelos ( ver secci6n 3.6. ). Además, a diferencia 

de lo que ocurre en el modelo de fermiones libres sin masa, 

las distintas componentes de las corrientes ( en el cono de 

luz ) no se conservan en forma independiente, como consecue! 

cia de la anomalía quiral. Por encima de estas discrepan­

cias, la estructura obtenida sugiere posibles conexiones 

con un álgebra de Kac-Moody. 



-171-

A partir de los resultados alcanzados en este traba­

jo se concluye que el método funcional de bosonización es 

una herramienta útil para encarar el estudio no perturba ti­

vo de teorías cuánticas de campos con simetrías abelianas 

y no abelianas. En el caso abeliano ha permitido reobtener, 

mediante un procedimiento sencillo, las equivalencias entre 

modelos bidimensionales fermiónicos y bosónicos, estableci­

das con anterioridad en el marco operacional. En el caso no 

abeliano posibilitó el tratamiento de teorías en interacción 

cuyo análisis operacional había resultado poco práctico, de­

jando en evidencia estrechos vínculos entre diversos mode­

los bidimensionales que mantienen su interés como medio pa­

ra lograr una mayor y más profunda comprensión de las teo­

rías realistas que se proponen dar un marco unificado a to­

das las interacciones conocidas en la naturaleza. 
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