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CAPITULO 1 

INTRODUCCION 



Capítulo 1 

Introducción 

-1-

Uno de l~problemas más importantes de la Física, 

cuyo interés se ha ido afirmando con el tiempo, es el de 

llegar a formular una teoría única que incorpore a todas 

las fuerzas conocidas, revelando sus conexiones profundas 

y a la vez, dando cuenta de su aparente diversidad. 

hn la actualidad se conocen cuatro interacciones b! 

sicas, que hasta hace pocas décadas requerían, cada una de 

ellas, una teoría diferente. Estas interacciones son la gr~ 

vitatoria, la electromagnética, la interacción débil y la 

interacci6n fuerte. Las dos primeras poseen un alcance ili 

mitado, pueden percibirse en forma directa como causantes 

de atracciones y repulsiones entre diversos sistemas; las 

restantes, en cambio, escapan a la percepción directa por­

que su influencia se extiende solamente a distancias cortas, 

no mayores que el radio del núcleo atómico. La fuerza débil 

es responsable, en gran parte, de la desintegración de cier 

tas partículas, mientras que la interacción fuerte es la 

que mantiene unidos a protones y neutrones en el núcleo, y. 

liga a otras partículas, llamadas quarks, que hoy se consi 

deran los constituyentes de protones y neutrones. 

En las últimas décadas, importantes avances en el 

terreno de la Teoría Cuántica de Campos y Partículas, die­

ron un nuevo impulso al proyecto de unificación. La clave 

de estos avances fue el reconocimiento de la simetría freg 
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te a transformaciones de gauge locales como principio bási 

sico, subyacente a todas las interacciones de la materia. 

La primera teoría con simetr:f.a de gauge local fue 

la que introdujo Maxwell, en 1868, para describir los cam­

pos eléctricos y magnéticos. Esta teoría es clásica ( no 

cuántica ), pero se ha probado que la simetría de gauge e­

xiste también en la teoría cuántica de las interacciones 

electromagnéticas, que hoy conocemos como Electrodinámica 

Cuántica. La formulaci6n de esta teoría y la demostraci6n 

de su coherencia interna fue una labor que llev6 cerca de 

veinte años, iniciada por Dirac en la década de 1920 y com 

pletada en lo esencial alrededor de 1948, por Feynman, 

Schwinger, Tomonaga y otros (1). 

Por otro lado, el tratamiento de las interacciones 

débiles y fuertes seguía presentando serias dificultades. 

Desde los años treinta se contaba con una teoría formulada 

por Fermi que explicaba algunos de los hechos básicos de 

las interacciones débiles, pero estaba plagada de divergeg 

cias. Con respecto a las interacciones fuertes, la prolif~ 

ración de nuevas partículas cuya existencia no encajaba en 

ningún marco teórico apropiado, hacía más confusa la situa 

ci6n. Hoy se entiende que el principal motivo que impedía 

develar el sentido de estas fuerzas es que no se comprendía 

cuál debía ser el modelo con simetría de gauge local, nece 

sario para ello. El primer paso teórico en esta direcci6n 

10 dieron Yang y MilIs (2) en 1954, quienes consideraron 

una simetría de spin isot6pico con carácter local. A dife~ 
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rencia de aquellos modelos ( como la Electrodinámica Cuánti 

ca ) en los cuales las transformaciones de simetría de los 

campos forman un grupo abeliano \ conmutativo ), en las teo 

rías de Yang y Mills el grupo de simetría es no abeliano. 

Esto da como resultado nuevas complicaciones matemáticas, 

pero a la vez da ~,estos modelos una estructura cuya rique 

za permite englobar en un mismo marco nuevos y variados f~ 

nómenos. Basándose en esta formulación, Salam y Weinberg 

(3) lograron construir, alrededor de 1968, un modelo que u 

nifica satisfactoriamente las interacciones débiles con las 

electromagnéticas. El éxito obtenido. por este modelo cons2 

lidó la idea de que mediante teorías de gauge no abelianas 

podría también explicarse la naturaleza de las demás fuer­

zas, en el marco de una teoría unificada. 

La elaboración de un modelo coherente de las intera~ 

ciones fuertes sólo pudo enfrentarse cuando se comprendi6 

que los hadrones ( así se llama a las partículas que interac 

túan a través de la fuerza fuerte ) no constituyen partícu­

las elementales. En 1963, Gell-Mann, Ne'eman y Zweig (4) 

propusieron un modelo en el que los hadrones se considera­

ban objetos matemáticos compuestos. Se dio el nombre de 

quarks a las nuevas partículas que en la actualidad se cog 

sideran los constituyentes básicos de la materia hadrónica. 

Por combinaci6n de tres quarks se forman los bariones ( h~ 

drones de naturaleza fermi6nica ), mientras que el estado 

ligado de un quark y un antiquark da lugar a los mesones 

( los piones son miembros típicos de esta clase de partíc~ 
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las ). 

La teoría que se ha desarrollado para explicar de 

qué manera interactúan los quarks es una teoría no abeliana 

con simetría de gauge local SU(3) exacta, que se denomina 

Cromodinámica Cuántica. 

Los quarks son partículas fermi6nicas que poseen car 

ga eléctrica fraccionaria y a las cuales se les atribuye 

nuevas propiedades llamadas arbitrariamente, sabor y color. 

Cada sabor de los quarks ( hasta el momento se conocen cin 

co y se presume la existencia de un sexto ) aparece en tres 

colores, de manera que la introducci6n de la carga de color 

triplica el número de quarks distintos. El término color 

fue elegido porque las reglas de formacian de hadrones pu~ 

den expresarse sucintamente exigiendo que todas las combina 

ciones permitidas de tres quarks den como resultado el co~ 

10r 'blanco" o carezcan de color. En este contexto, la sim~ 

tría de gauge es una invarianza con respecto a las transfo~ 

maciones locales del color de los quarks. Como ocurre en 2 

tras teorías de gauge, la preservaci6n de una simetría lo­

cal requiere la introducci6n de nuevos campos que son los 

intermediarios de la interacci6n. Los cuantos del campo de 

color se denominan gluones, porque "pegan" los quarks entre 

sí ( del inglés, glue ). Estas nuevas partículas son boso­

nes vectoriales de masa nula y con spin igual a 1. Los glu2 

nes no son neutros respecto a la carga de color. Aquí radi 

ca la diferencia crucial de esta teoría frente a la Electr2 

dinámica Cuántica, hecho directamente ligado a su carácter 
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no abe1iano. Cada uno de los 8 bosones vectoriales de la 

Cromodinámica Cuántica ( hay uno de ellos por cada genera~ 

dor del grupo y el número de generadores del grupo SU(N) es 

N2 _ 1 ), además de transmitir la interacción de color en~ 

tre quarks, transporta una carga de color, por 10 que puede 

interactuar él mismo con los quarks y con otros gluones. E~ 

ta propiedad ha permitido contar con una explicación cuali 

tativa del singular comportamiento de los quarks,que, por 

un lado, no han sido observados en estado libre en ningún 

experimento y por otro, actúan como partículas libres en el 

interior de los hadrones. La coexistencia de estos fen6me­

nos, llamados "confinamiento" y '!libertad asintótica", res­

pectivamente, puede entenderse como consecuencia de un efe~ 

to de "antiapanta11amiento" debido a la presencia de gluo­

nes con carga de color que hace que la fuerza efectiva de 

color entre quarks sea una función creciente de la distan-

cia. 

No siempre allí donde las teorías de gauge son corree 

tas resultan de fácil manejo. Por el contrario, los cálcu­

los necesarios para predecir el resultado de un experimento 

son, en general, tediosos, y, salvo en el caso de la ElectD2 

dinámica Cuántica, pocas veces se ha obtenido una gran preci 

sión. Por ejemplo, las ecuaciones que describen un protón 

en términos de quarks y gluones, son ecuaciones altamente 

no lineales, de un orden de complicación comparable a las 

que describen un núcleo de tamaño intermedio en términos de 
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protones y neutrones. Ninguno de estos conjuntos de ecuaci2 

nes puede resolverse con exactitud. 

Es debido a este tipo de razones que, si bien conta­

mos con un esquema teórico sólido que nos permitiría inclu­

so tener una visión intuitiva de fenómenos básicos como el 

del confinamiento de los quarks, todavía no podemos decir 

que éste, y otros varios problemas, hayan sido resueltos. 

Esta situación ha originado, hace ya algunos años, un vivo 

interés por el estudio de modelos simplificados que compa~ 

tan algunos de los rasgos más relevantes con las teorías 

realistas de las interacciones fundamentales. En este sen­

tido, uno de los terrenos más fertiles ha sido y continúa 

siendo el de los modelos en dos dimensiones ( 1 espacio y 

1 tiempo ), que han permitido obtener una comprensión más 

profunda de fenómenos tales como la generación dinámica de 

masa; el confinamiento y la libertad asintótica de los fer­

miones fundamentales; la forma en que pueden obtenerse la­

grangianos efectivos ( tipo modelo sigma no lineal ) para 

describir el comportamiento de hadrones a bajas energías, 

a partir de la Cromodinámica Cuántica (5). 

A estas razones se debe que teorías cuánticas bidi­

mensionales como los modelos de Schwinger ( Electrodinámica 

Cuántica en dos dimensiones ), Thirring ( fermiones en auto 

interacción cuártica ), y más recientemente el modelo Gross­

Neveu quiral y la cromodinámica Cuántica bidimensional 

(QCD2 ), se hayan convertido en verdaderos "laboratorios 

teóricos" donde ensayar nuevas técnicas y métodos de cálcu-
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10, capaces de ayudar a resolver los problemas que se pre­

sentan en las teorías más realistas (6-13). 

Uno de los fenómenos más interesantes descubiertos 

en modelos cuánticos bidimensionales es la existencia de 

na equivalencia entre teorías fermiónicas y bosónicas. Se 

ha dado el nombre de bosonización al procedimiento mediante 

el cual se pone de manifiesto tal equivalencia. Su orígen 

puede hallarse en el trabajo de Klaiber (8) sobre el modelo 

de Thirring y en las investigaciones de Lowenstein y Swieca 

(9) sobre el modelo de Schwinger. La primera aplicación di­

recta de este procedimiento fue llevada a cabo por Coleman, 

quien identificó las funciones de Green del modelo de _ .... 

Thirring masivo ( fermiónico ) con las correspondientes al 

modelo Seno-Gordon (bosónico ) (10). Este sorprendente r~ 

sultado profundizó la comprensión de los modelos bidimensio 

nales y aportó, a su vez, nuevas posibilidades de cálculo. 

En efecto, una de las conclusiones del trabajo de Coleman 

es que el límite de acoplamiento fuerte correspondiente al 

modelo de Thirring masivo equivale a la aproximación para 

acoplamiento débil en el modelo Seno-Gordon. 

La clave de la bosonización radica en la no existeg 

cia, en un mundo de dos dimensiones, de un teorema de spin­

estadística que prohíba la construcción de un fermión a pa~ 

tir del estado coherente de un campo de Bose. Esto se debe 

al simple hecho de que en una dimensión espacial no existen 

las rotaciones, y por 10 tanto, no hay spin, en el sentido 

físico usual (14). De hecho, la aparición de fermiones en 
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una teoría puramente bosónica se ha demostrado en un modelo 

mucho más sencillo que el Seno-Gordon: la teoría de un cam-

po escalar libre sin masa. En este modelo el subespacio del 

espacio de Fock que corresponde a dos partículas, contiene 

estados en los que cada partícula se encuentra en un estado 

normalizable, con el soporte de su impulso espacial restrig 

gido al semieje positivo. Estos estados son autovectores de 

~pr , con autovalor igual a cero; todos los bi-impulsos en 

las funciones de onda individuales son vectores nulos. Si 

se adopta la definición usual de una partícula, como estado 

2 normalizable de P , se encuentra que el sector de dos parti 

culas del espacio de Fock contiene partículas individuales 

de masa nula. Lo mismo ocurre en el sector que corresponde 

a un estado coherente. Streater y Wilde (15) demostraron 

que algunos de estos estados coherentes son fermiones, po~ 

que pueden crearse a partir del vacío por medio de campos 

que anticonmutan entre sí, para separaciones de tipo espa-

cial. 

A partir del trabajo de Coleman (10) y el de otros 

autores (16), se llegó a establecer sobre una base sólida 

el método de bosonización, cuando las teorías consideradas 

son abelianas. La manera de generalizar estos resultados al 

caso en que los campos de la teoría se transforman de acue~ 

do a un grupo no abeliano permaneció sin solución por cier-

to tiempo. Los primeros intentos en este sentido se encon-

traron con la seria dificultad de que las corrientes fermió 

nicas resultaban ser cantidades no locales, cuando se las 
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expresaba en términos de campos bosónicos (17). S610 muy 

recientemente empez6 a entenderse la forma correcta de en­

carar este problema. Estudiando el modelo de fermiones li­

bres con una simetría no abeliana, luego de un análisis cui 

dadoso de las ecuaciones de conservaci6n que obedecen las 

corrientes fermiónicas, Witten pudo dar una prescripci6n a­

decuada para llevar adelante el procedimiento de bosoniza­

ción en el caso no abeliano (18). Todos estos trabajos, pi2 

neros en la elucidaci6n de la equivalencia entre fermiones 

y bosones en dos dimensiones, fueron realizados siguiendo 

el método operacional. 

En el marco de la integral funcional, las investiga 

ciones de Fujikawa (19) acerca del tratamiento de las anoma 

lías quirales (20), di6 lugar a progresos significativos 

en el estudio de modelos bidimensionales con simetrías ab~ 

lianas y no abelianas (11-13). En paidmboa Sara­

ví, Schaposnik y Solomin (12) desarrollaron una técnica ba 

sada en un cambio quiral de variables en la medida de int~ 

gración fermi6nica, que ha mostrado ser especialmente útil 

en la resolución de modelos no abelianos. El cálculo del 

jacobiano asociado resulta ser no trivial debido a la exis 

tencia de la anomalía quiral. Su evaluación, directamente 

relacionada con la de un determinante fermi6nico, da como 

resultado una acci6n efectiva que contiene un término de 

Wess-Zumino. Esto sugiere una relación profunda con el re­

sul tado obtenido por 1'Ji tten (18) en su análi si s de la teo!"­

ría de fermiones libres y permite establecer un contacto 
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directo con los trabajos de Polyakov y vviegmann (21) sobre 

el modelo sigma no lineal. Esta técnica ha permitido resol 

ver modelos de fermiones en interacción cuyo estudio en el 

marco operacional había resultado poco práctico. Tales son 

los casos, por ejemplo, del modelo Gross-Neveu quiral y el 

de la Cromodinámica Cuántica bidimensional (12-13),(22). 

El objetivo de esta tesis es el de aplicar el méto­

do funcional que acabamos de describir superficialmente, 

al estudio sistemático de la equivalencia entre modelos 

fermi6nicos y bosónicos en dos dimensiones del espacio-tiem 

po. 

En el Capítulo 2 se presentan los resultados ya con2 

cidos sobre el procedimiento de bosonizaci6n mediante el mé 

todo operacional. La sección 2.1. es la introducci6n a este 

capítulo. La sección 2.2. contiene una discusi6n detallada 

de la equivalencia entre el modelo de Thirring masivo y el 

Seno-Gordon, obtenida originalmente por Coleman (10). En la 

sección 2.3. se reseñan los resultados fundamentales de 

Lowenstein y Swieca (9) sobre el modelo de Schwinger ( sin 

masa ); se estudia el problema de la rotura espontánea de 

la simetría quiral global, para concluir la sección con una 

breve síntesis del resultado de Coleman, Jackiw y Susskind 

(23) acerca del modelo de Schwinger masivo. La secci6n 2.4. 

contiene los rasgos fundamentales del esquema de bosoniza­

ción no abeliana propuesto por Witten (18). 

El Capítulo 3 reúne las contribuciones originales de 
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esta tesis. La secci6n 3.1. es su introducci6n. La secci6n 

3.2. sirve como una introducción elemental a los métodos de 

integración funcional. En las secciones 3.3. y 3.4. se apli 

can estas técnicas a modelos abelianos (24). En la primera 

se reobtiene el resultado de Coleman para los modelos Seno­

Gordon y Tbirring masivo, mientras que en la otra se anali­

za el modelo de Scbwinger masivo y se establece su equiva­

lencia con un modelo Seno-Gordon masivo. Finalmente, en las 

últimas dos secciones, se extienden los resultados anterio­

res al estudio de teorías con simetrías no abelianas (12-

13),(24-25). En la sección 3.5. se introduce el gauge desa 

copIante (12) y se utiliza la generalizaci6n no abeliana 

del cambio quiral de variables fermi6nicas aplicado en el 

caso del modelo de Scbwinger, para mostrar, como ejemplo, 

la equivalencia entre la Cromodinámica Cuántica bidimensio­

nal y un cierto modelo bosónico. La última sección contiene 

los resultados alcanzados al aplicar el método funcional al 

estudio de las corrientes fermi6nicas de la Cromodinámica 

Cuántica en dos dimensiones (25). En particular se obtie-­

nen sus reglas de bosonización y el álgebra de conmutadores 

que satisfacen. En un Apéndice, al final del capítulo, se 

calcula el jacobiano asociado al cambio quiral de variables 

antes mencionado. 

Por último, en el Capítulo 4 se da un resúmen de los 

resultados alcanzados y se presentan las conclusiones de e~ 

te trabajo. 
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EL PROCEDIMIENTO DE BOSONIZACION 

MEDIANTE EL HETODO OPERACIONAL 
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2.1. Introducción 

Uno de los resultados más interesantes hallados en 

el estudio de teorías cuánticas de campos bidimensionales 

es. la posibilidad de establecer una identidad entre las 

funciones de Green de un modelo fermiónico de partida y 

las correspondientes a una teoría que describe el comport~ 

miento de campos bosónicos. Se denomina bosonización al 

procedimiento por el cual se pone de manifiesto tal equiva 

lencia. 

En este capítulo se presentan los principales resul 

tados que dieron lugar al procedimiento de bosonización, 

obtenidos mediante el método operacional. En la sección 

2.2. se muestra la equivalencia entre el modelo de Thirring 

masivo ( fermiónico ) y el modelo Seno-Gordon ( bosónico ). 

En la identificación de las funciones de Green de estos mo 

delos, realizada por Coleman (1), cumple un rol central el 

carácter super-renormalizable (2) de estas teorías bidimen 

sionales. En efecto, la implementación de un orden normal 

adecuado permite eliminar las divergencias ultravioletas 

que se deben a la contracción de dos campos en un mismo 

punto, dando como resultado un hamiltoniano finito para el 

modelo Seno-Gordon. El tratamiento correspondiente al modei 

lo de Thirring se efectúa de acuerdo al método desarrolla­

do por Klaibar (3). Una de las consecuencias más destaca­

bles de la identidad obtenida entre ambos modelos está coa 

tenida en la ecuación (2.56), según la cual el límite de 
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acoplamiento fuerte para el modelo fermi6nico (g ---l)I c;:>C ):' 

coincide con el de acoplamiento débil para el bos6nico 

(~~O). Este hecho proporciona una forma de estudiar per 

turbativamente el modelo de Thirring, en su régimen de aco 

plamiento fuerte, en términos de campos bos6nicos. 

En la secci6n 2.3. se describen los aspectos funda­

mentales del trabajo de Lowenstein y Swieca (4) sobre la 

Electrodinámica Cuántica bidimensional ( modelo de Schwinger) 

Se hace manifiesta la relaci6n entre la soluci6n original 

de Schwinger y el marco de métrica indefinida ( versi6n bi­

dimensional de la métrica de Gupta-Bleuler (2) ). La res­

tricci6n a un "subespacio físico" del espacio de Hilbert 

completo, en el cual se satisfacen las ecuaciones de Maxwell, 

permite remover la contribución de las excitaciones "elec­

trónicas" y obtener una expresi6n para la corriente de fer­

miones en término de campos bos6nicos. A partir de este re­

sultado y usando también la regla de bosonizaci6n para el 

término cinético de los fermiones -obtenida en la secci6n 

anterior- se identifica la densidad lagrangiana del modelo 

de Schwinger con la correspondiente a una teoría de campos 

escalares libres y masivos. La aparici6n de una masa para 

los campos escalares es una manifestaci6n de la rotura espoa 

tánea de la simetría bajo transformaciones quirales globa~ 

les. La discusi6n de este fenómeno y su relaci6n con el ll~ 

mado vacío 9 permite concluir la secci6n con una introduc­

ción al tratamiento del modelo de Schwinger masivo (5). 

Finalmente, en la secci6n 2.4., se estudia el esque-
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ma de bosonización no abeliana propuesto por Witten (6). 

Analizando las ecuaciones de movimiento que satisfacen las 

corrientes fermiónicas asociadas a un modelo de fermiones 

libres -tomados en la representación fundamental del grupo 

O(N)- se obtiene una expresión local para dichas corrientes. 

en términos de campos bosónicos. Luego se construye la ac~ 

ción bosónica equivalente, que resulta ser la correspondieu 

te a un modelo sigma no lineal, en el cual se destaca la 

presencia de un término de Wess-Zumino, propuesto original­

mente como una acción efectiva para las anomalías quirales. 
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2.2. Bosonizaci6n abeliana. Equivalencia entre el 

modelo de Thirring masivo y el modelo Seno-

Gordon. 

Las raíces históricas del procedimiento de bosoniza­

ción se encuentran en el trabajo de B. Klaiber (1) acerca 

del modelo de Thirring (2-5) sin masa y en las investigaci2 

nes de J.H.Lowenstein y J.A.Swieca (6) sobre el modelo de 

Schwinger (7). La primera aplicaci6n importante de este mé­

todo se debe a S.Coleman (8), quien estableci6 la equivaleg 

cia entre el modelo de Thirring masivo y el modelo Seno-

Gordon (9). En esta secci6n presentaremos estos resultados. 

La dinámica del modelo Seno-Gordon está determinada 

por la densidad lagrangiana 

+ ~o (2.1 ) 

donde ~ es un campo escalar sin masa, en una dimensi6n es~ 

pacial y otra temporal (r = 0,1) con la métrica definida 

por goo = - g11 = 1. Las cantidades ~o, ~ , y Jo son paráme 

tros reales. Es claro que (2.1) no cambia si se sustituye 

~ por - ~ , por lo tanto siempre e~lposible tomar a ~ P2 

sitivo. Además, sin pérdida de generalidad se puede tomar 

~o > O (Si se parte del caso ~e< O, realizando el cambio de 

variable 'e --7 'e +, ' se pasa al caso a(f) > O). La consta!! 

te Jo se puede fijar considerando el desarrollo de la ener-
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gía potencial, en la teoría clásica, alrededor de la confi 

guraci6n de energía mínima: 

- 0(0 

.2. 

(2.2) 

Si deseamos que esa densidad de energía mí~ma sea 

cero, debemos elegir 

'12. 
En el segundo término de (2.2) vemos que o¿o es la 

masa de las excitaciones elementales, 6 con mayor propie-

dad, la inversa de la longitud de onda de las pequeñas osci 

laciones alrededor del mínimo. Por otro lado, el parámetro 

~ da cuenta de las autointeracciones entre estas oscilae 

ciones. No haremos más consideraciones sobre el modelo clá 

sico ya que investigando directamente las propiedades cuág 

ticas del modelo es posible establecer su equivalencia con 

1"8. ,teoría fermi6nica de Thirring. Esta correspondencia se 

pondrá de manifiesto comparando término a término las series 

perturbativas de cada modelo, por lo tanto es necesario te-

ner en cuenta las divergencias ultravioletas que aparecen 

en los diagramas de Feynman a calcular en el análisis per-

turbativo. 

No es dificil verificar que en toda teoría de campos 



-21-

escalares en dos dimensiones, sin términos de interacci6n 

que involucren derivadas de los campos, las únicas diver­

gencias ultravioletas que se encuentran a todo orden en 

teoría de perturbaciones, son aquellas que provienen de 

diagramas con un lazo cerrado ("loop") compuesto de una so 

la línea interna, formada por la contracci6n de dos campos 

en un mismo punto o vértice. Este tipo de contribuciones 

se denomina usualmente "renacuajo" ("tadpo1e"). Algunos e-

jemp10s de estos casos se encuentran en la figuba 1. 

a) "globo" b) "renacuajo 
típico" 

Figura 1 

c) "pulpo" 

En una teoría bidimensional de campos escalares de 

masa f ' la contribuci6n del lazo asociado a estos diagra­

mas es: 

L 

Esta integral presenta una divergencia logarítmica 

para grandes valores del impulso. Toda otra contribuci6n 

que no contenga este tipo de lazos resulta ser convergente 

en la regi6n ultravioleta. Para eliminar divergencias que 



-22-

surgen de la contracci6n de campos en un mismo punto basta 

con implementar un orden normal sobre el hamiltoniano de 

interacci6n. Los operadores de campo pueden representarse 

como integrales de Fourier en funci6n de operadores de cre~ 

ci6n (a+(k») y aniquilaci6n (a(k». A este procedimiento se 

le llama también descomposici6n del operador ~ en sus par-
t+1 

tes de frecuencia positiva,~ ( asociada a los operadores 

de creaci6n ) y negativa, ~l-I ( asociada a los operadores de 

aniquilación) (10). As!, el producto de dos operadores to­

mará la forma: 

l+ I l-I 

+ ~()()~(~) + 
(2.5) 

En general, llevar a su orden normal el producto de 

un número cualquiera de operadores de campo es escribirlo 

de forma tal que en cada término todos los operadores de,> 

creaci6n, en la representaci6n de impulsos, se encuentren 

a la izquierda de todos los operadores de aniquilación. Es 

claro que esto se consigue haciendo uso de las reglas de 

conmutaci6n (o anticonmutaci6n en el caso de fermiones ) 

que obedecen estos operadores. Estas reglas deben ser tales 

que los operadores de campo, a su vez, verifiquen las re-

glas can6nicas de conmutación. 

En el ejemplo anterior ( ecuaci6n (2.5) ), tenemos 

el producto de dos campos, por lo que es suficiente con ha 

cer un solo "desplazamiento" para obtener el producto defi 
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nido normalmente, así se obtiene: 

(2.6) 

donde m es una masa asociada al proceso de orden normal, 

N (A) representa al operador A ordenado normalmente, y 
m 

'e (x) 'i' (y) I es la contribuci6n que proviene del conmutador \ , m 

de los operadores a(k) y a+(k) y que no contiene ningún op~ 

rador. Este último término se denomina contracci6n de los 

campos 'f (x) y '(J (y). 

Con el objeto de relacionar el producto de dos oper~ 

dores de campo con el propagador causal de la teoría, apli-

camos a la identidad (2.6) el operador de ordenamiento tem-

poral T, cuya acci6n se define por: 

donde Q(x) es la distribuci6n de Heaviside. Tomando luego 

el valor medio de vacío resulta: 

(o I T(~ll(l 'e (~)) \0) :: (o I T ~ (\fllC)lt'(~\) le) + ~~~~J~) I 
(2.8) 

"M 

I I 

donde 'f (x) ~ (y) es la contracci6n crono16gica de los cam-

pos. El miembro izquierdo de esta igualdad es el propagador 

causal, que para una teoría de campos escalares libres de 
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masa r es de la forma: 

i. k.(X-1) 't 
e. ol~ (2.9) 

tz2 + rl. 

Ahora bien, la convenci6n usual para definir el or-

den normal es fijar m igual a la masa de la teoria: m = r ' 
en cuyo caso el primer término en el miembro derecho de 

(2.8) se anula y se tiene la identidad entre la contracci6n 

crono16gica y el propagador de la teoria. N6tese que la ex­

presi6n (2.4) para la contribuci6n del lazo se obtiene de 

(2.9) -para dos dimensiones- tomando el limite y ~x. Es 

inmediato comprobar que, de esta manera, el orden normal ha 

eliminado por completo el problema de las contracciones en 

un mismo punto, ya que: 

(2.10) 

o 

Sin embargo, no siempre es la elecci6n m = r ' la 

más conveniente. En particulai'l en la teoria Seno-Gordon, 

no es evidente la mejor manera de dividir el hamiltoniano 

en partes libre y de interacci6n, porque el candidato "na-

tural" para este último papel, cL o ~ l(O~ ), contiene en 
-2. \ 
~ 
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su desarrollo en serie un término de masa que podría incl~ 

irse en la parte libre. Veremos que se puede sacar prove­

cho de esta ambigüedad, para lo cual, lo más acertado es 

definir el orden normal sin especificar a priori el valor 

de m. En este caso la operaci6n de orden normal es equiva-

lente a reemplazar L en (2.4) por 

(2.11) 

It¿ + r'l. 

Este procedimiento controla el problema de las divergencias 

ultravioletas causadas por el producto de dos operadores en 

un mismo punto, sin cancelar completamente los diagramas. 

Esta manera de implementar el orden normal es la piedra an­

gular en la demostraci6n que Coleman dio de la equivalencia 

entre los modelos Seno-Gordon y Thirring masivo y mostrará 

su utilidad cuando comparemos orden a orden los términos de 

las series perturbativas de ambas teorías, la bosónica y la 

fermi6nica. 

Comencemos ahora el estudio del hamiltoniano del mo-

delo Seno-Gordon, al que escribiremos en su forma normal. 

Por simplicidad trabaj .. remos en la representación de 

Schrodinger, en la cual los operadores son funciones del 

campo 'f (x1 ) y de la densidad de impulso canónico 1T lx1 ). 

Definiendo operadores de creaci6n y destrucci6n a+{k,m) y 
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a(k,m) que satisfacen 

(2.12) 

(2.13) 

se ~uede verificar que los operadores de campo dados por: 

donde W (k1 ,m) 

n6nica 

(2.14) 

(2.15) 

2 1/2 
= ( k 2 + m) , satisfacen la relaci6n ca 1 

(2.16) 

Como antes, ordenar normalmente los operadores de 

Schrodinger significa reacomodarlos de forma tal que todos 
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los operadores de creaci6n (a+) queden a la izquierda y los 

de aniquilaci6n (a) a la derecha. Como ya lo advertimos, 

por el momento mantendremos a m sin especificaci6n alguna. 

Consideremos ahora la densidad hamiltoniana de la 

teoría Seno-Gordon: 

(2.17) 

donde 

"-\ , 1\" l + 
d-'\O e - \ 1\ 

2. 

(2.18) 

Utilizando (2.12)-(2.16) para llevar los operadores a su 

orden normal se obtiene: 

(2.19) 

y 

(2.20) 
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Sumando las dos últimas expresiones resulta: 

con 

Definiendo 

se tiene que 

1{o - ~O 

I 

~l\ 

(2.21 ) 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 

como era de esperar, ya que siendo deo una forma cuadrática 

en los campos fundamentales, el efecto del orden normal se 

reduce a la suma de una constante. 

Para concluir con el procedimiento de orden normal 

nos falta tener en cuenta el término de interacci6n 
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1{,. 
Int 

(2.25) 

Haciendo uso del teorema de Wick, para un campo es-

calar libre de masa m, se puede establecer la siguiente i-

dentidad: 

donde J'{:x) es una funci6n cualquiera del espacio y el tiem­

po y ~ (x, y,m) es la funci6n de 'wightman de dos puntos pa-

ra el campo libre. Cuando se consideran las exponenciales 

ordenadas temporalmente se tiene, en lugar de A, el propag~ 

dor de Feynman para el campo libre. ~ es proporcional a la 

funci6n KO de Bessel y tiene el siguiente comportamiento p~ 

ra pequeñas separaciones de tipo espacial: 

l1 (>< I (YV\ ) - -1- ~ l c. rwt1 )( 2 ) 

~lf (2.27) 

" c.. :: \ e. -
.2.. 



-30-

donde ~ es la constante de Euler. Como (2.27) diverge en 

el límite ultravioleta (x2-40) introducimos en la teoría 

una gran masa ..A.. y susti tuim.os: 

(2.28) 

Así nos queda un propagador que no es singular en 

el origen: 

(2.29) 

Utilizando (2.26) con 

(2.30) 

resulta: 
:1-
~ b. (o t'N\ lL) 

( ~\->te("J) -\~ I I 

N e.. e. -
IW\ -

(2.31) 

Ahora es evidente que definiendo el parámetro renor-

malizado 
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se tiene 

(2.33) 

En este punto es importante hacer notar que m es un 

parámetro de masa arbitrario y podríamos elegir otro cual~ 

qufera sin afectar el procedimiento. Los 6rdenes normales 

definidos para dos masas diferentes m y r se relacionan tri 

vialmente a través de (2.31): 

Estas distintas elecciones s610 llevan a redefinir o( por 

medio de un factor finito. 

Consideraciones similares pueden hacerse para la pa~ 

te .ulibre" de ~ • En efecto, de (2.21) y (2.22) se obtie-

ne: 

N.J %0 \ - Nl~.) + ro(r \ - C,,{-) = 

Nf (%o)'¡' ~ (f -..... 2.) 
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Ahora sí, usando (2.24) y (2.33), estamos en condi~ 

ciones de escribir la densidad hamiltoniana ordenada normal 

mente: 

-- (2.36) 

donde eX., ~ y J son parámetros finitos. Comprobamos así, 

que para la teoría Seno-Gordon fijar el orden normal es e-

quivalente a realizar una renormalizaci6n multiplicativa 

de 0(0 y una renormalizaci6n adi ti va de Jo, mientras que r­
no requiere renormalizaci6n alguna. 

El paso siguiente es estudiar la serie perturbativa 

en potencias de o( correspondiente al modelo bos6nico bajo 

consideraci6n. El orden normal, cuya implementaci6n acaba-

mos de di scutir, da cuenta de todas las di v'ergencias ul tr~ 

violetas de la teoría. Subsisten, sin embargo, serias diver 

gencias infrarrojas, propias de toda teoría de campos sin 

masa. La forma mas sencilla de controlar este problema con 

siste en dar una masa r- al campo escalar, y hacer r- = O 

al final de los cálculos. Consideramos entonces la densidad 

hamil toniana: 

Para obtener las funciones de Green deseadas es útil 
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calcular un objeto de naturaleza un poco más general que 

el requerido en nuestro caso inmediato: 

(2.38) 

donde T es el operador de ordenamiento temporal y (o'rlA \o,r > 
representa el valor medio de vacío del operador A en una 

teoría de campos escalares libres, 'e (x), con masa r . Si 

nos restringimos a una regi6n finita 

(2.39) 

el propagador de Feynman coincide con la expresi6n (2.27), 

salvo por factores de iE que no escribiremos para no recar 

gar la notaci6n. Usando el resultado (2.34): 

(2.40) 

Ahora se puede aplicar el teorema de Wick, descart~ 

do todas las contribuciones que involucran contracciones de 

campos en un mismo punto, puesto que han sido removidas por 

el orden normal. Es fácil ver que el resultado es: 
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(2.41) 

Este resultado es importante porque, además de ser consis-

tente con la invarianza de la teoría libre ( en el límite 

r- ---+ O) frente al cambio 'e ~ ~ + cte. (8), simplifica 

notablemente el análisis de las series perturbativas. En e 

fecto, todas aquellas contribuciones que corresponden al 

caso 

se anulan en el límite f ~ o. En consecuencia, s610 debe­

mos conservar aquellas que son independientes de f ' es de 

cir las correspondientes a 

En el caso del Seno-Gordon, el objeto de interés es: 
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A la luz de la discusi6n previa se puede verificar 

que los únicos términos de la expansi6n que subsisten al 

tomar el límite f ~o son aquellos que contienen igual nú­

mero de factores Nm(eL~~) y Nm(e~~~). Utilizando (2.41) y 

(2.42) se encuentra que estos términos son: 

Con el objeto de establecer la equivalencia entre 

el modelo Seno-Gordon y el modelo de Thirring masivo, estu 

diaremos las funciones de Green correspondientes a este ú1-

timo. El modelo masivo de Thirring describe el comportamien 

to de campos fermiónicos que autointeractúan a través de la 

siguiente densidad lagrangiana: 

donde z es una constante ( dependiente de un "cutoff" ) cu-

ya presencia en el término de masa es necesaria para defi-

nir adecuadamente la teoría (ver más adelante). En este ca-

so es conveniente elegir las matrices de Dirac de la forma 
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~o ': Cfl( -:: (: ~ l 
~\ ::: \, cr~ = (~ -o') (2.46) 

t5 ::: - cr. !: ::: (- ~ O) 

donde cr x.' cr y' y cr z son las matrices de Pauli. 

Nos interesa estudi.r el desarrollo en potencias de. 

la masa fermi6nica m; es decir que haremos teoría de pertu~ 

baciones alrededor del modelo no masivo. Una propiedad im­

portante de esta teoría libre ( m'= O) es su invarianza 

frente a transformaciones quirales, es decir frente a cam-

bios en los campos fermi6nicos del tipo: 

"-Y(x) 
I \. '6s o< 

--+~ "1--{X) '::: e "+(x) 

"t' (x ) 

Veremos que esto se traduce en una simplificaci6n análoga 

a la que encontramos al analizar el modelo bos6nico. Para 

poner de manifiesto esta característica es conveniente es­

cribir el término de masa en la forma: 

1- '"'Y I + ts t"' +- 1.. ~ '1- ts + 
2. 'l. 

=. rM'"Z. ("'Yt 't 2. + 'Y'l+ "t'\ ) 
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donde se ha usado la siguiente notaci6n: 

(2.48) 
- t'{ 
~ = --t 00 

B.Klaiber (1) ha obtenido f6rmulas cerradas para va-

lores medio de vacío de productos arbitrarios de campos fer 

mi6nicos. Haciendo uso de sus resultados se encuentra que a 

una funci6n de Green arbitraria de la teoría s610 contribu-

yen aquellos términos que poseen igual número de operadores 

+ t 1" 1 't 2 Y "'Y 2"t' 1 • Esto se puede mostrar siguiendo los pasos 

del trabajo de Klaiber. Para evitar las divergencias que 0-
-1J+ ~ curren en toda funci6n de Green cuando 'T 1 Y \2 se contraen 

en un mismo punto, se define 

CJ+ Lx.) :::. 

donde K es uno de los parámetros de Klaiber, dado por: 

+t 

y g es la constante de acoplamiento de la teoría. Con estas 

definiciones cr + y c:r tienen elementos de matriz finitos 
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y los términos que contribuyen son: 

1"\ < o I T IT CJ+ lx l.) cr_ (d~ \ I O ) 
~ =\ 

(2.51 ) 

2M 

(t) 
(~+ b/"Jt) 

~ [ lX l - )(4 ) '- [~ - G~ ) 2 1'\ ~ ] 

En esta expresi6n M es una masa arbitraria asociada a una 

renormalizaci6n finita en la definici6n de cr + y cr _' y 

b -
1 + 

es otro de los parámetros introducidos por Klaiber. 

Es inmediato ahora verificar que los términos de los 

desarrollos perturbativos, dados por (2.51) para el modelo 

fermi6nico y (2.44) para el bos6nico, coinciden si se hacen 

las siguientes identificaciones: 

(2.53) 
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(2.55) 

(2.56) 

Por lo tanto, ambas series perturbativas coinciden 

término a término si se toma 

(2.57) 

quedando así establecida la bosonizaci6n del modelo de 

Thirring masivo. Este resultado depende crucialmente de las 

características particulares del espacio-tiempo bidimensio­

nal, ya que en Una dimensi6n espacial no existen las rota~ 

ciones y, por lo tanto, tampoco el spin en su sentido usual. 

Por esta raz6n no hay un teorema de spin-estadística que 

prohíba la construcci6n de un campo fermi6nico a partir de 

estados bos6nicos (9). 

Uno de los aspectos más interesantes de la equivaleg 

cia obtenida consiste ~:p. q:¡l~ abre un nuevo camino para el 
.....~ :'~ ... ' 

estudio de teorías fermi6nicas en términos de modelos bos6-

" :..' .~: ' 
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nicos cuyo tratamiento resulta, en muchos casos, más senci-

110. Además, como lo muestra la fórmula (2.56), el límite 

para acoplamiento fuerte del modelo fermi6nico ( g ~ ca ) 

corresponde al régimen de acoplamiento débil en la teoría 

bosónica (~ ~ O ). Este fenómeno se ha encontrado también 

en la bosonizaci6n de otros modelos fermi6nicos como, por 

ejemplo, en el modelo de Schwinger masivo (11) y en la Cro­

modinámica Cuántica bidimensional con un sabor (12). Otra 

consecuencia interesante que se extrae de la ec. (2.56) es 
2. 

que para ~ = 41\ se tiene g = O, luego haciendo en (2.57) 

m' = ~ = O, se establece una correspondencia entre la teoría 

de fermiones libres sin masa y un modelo de campos escalares 

libres no masivos. 
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2.3. Bosonizaci6n abeliana. El modelo de Schwinger. 

El modelo de Schwinger es la Electrodinámica Cuánti-

ca en dos dimensiones ( 1 espacio, 1 tiempo ) con electrones 

sin masa: 

(2.58) 

donde e es la carga del fermi6n, es el campo de gauge y 

== 
(2.,59 ) 

(2,60) 

Una de las propiedades importantes de esta teoría 

es su invarianza de gauge local. En efecto, es fácil comprQ 

bar que la densidad lagrangiana (2.58) permanece invariante 
le.< (l( 1 - - -l ~ lJ< ) 

frente al cambio ,,\-,(1() ~ e. 't' lx) ("Y (x) -1> "Y{~l ~ ) y 

Arl'i.l ~ Ar('J.) - ~ d.rcX('A). 

Desde que Schwinger mostr6 que esta teoría es resol~ 

ble exactamente (1), ha sido objeto de numerosas investiga­

ciones (2-4). El análisis más completo de sus soluciones se 

encuentra en el trabajo de Lowenstein y Swieca (5), quienes 

dieron soluciones explicitas para diferentes fijados de 
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gauge. En particular, estos autores mostraron que la solu­

ci6n original de Schwinger corresponde al marco que en 4 

dimensiones se conoce como de métrica indefinida de Gupta-

Bleuler, en el sentido de que las ecuaciones de Maxwell se 

satisfacen solamente para un "subespacio físico" del espa-

cio de Hilbert completo (11). Construyendo el espacio de . 

Hilbert con métrica positiva en el gauge ~Ar = O, Y ha­

ciendo uso de los métodos introducidos por Klaiber (6) en 

su análisis del modelo de Thirring, pudieron demostrar la 

completa desaparici6n de las excitaciones electr6nicas, de 

acuerdo a la conjetura de Schwinger (1) acerca del apanta­

llamiento total de la carga eléctrica.( Esto condujo a pro~ 

poner esta teoría como modelo prototipo para el confina-

miento de quarks (7) ). Más aún, encontraron que el álgebra 

de observables es isomorfa a la de un campo escalar libre y 

masivo, y establecieron la bosonizaci6n de la corriente fe~ 

mi6nica. Estos resultados constituyen una de las primeras 

evidencias de la existencia de un vínculo estrecho entre 

fermiones y bosones en una teoría cuántica de campos en dos 

dimensiones ( Fen6menos similares se conocían con anteriori 

dad en la Mecánica Estadística (8) ). 

Las ecuaciones de movimiento de la teoría definida 

por (2.58) pueden resolverse representando el campo fermi6-

nico~ (x) en término de operadores de campo libres: 

(2.61 ) 
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donde ~ (x) = ~ll(1 + ~()(\ es un campo escalar libre de masa 

- - + e~ , ~ = ~ + \ - es un campo escalar sin masa, cuan 

tificado ~on métrica indefinida, y)( (x) es el espinor co­

rrespondiente a un campo fermiónico libre. ( Con los super-

índices + y - se indican las componentes de creación y ani-

quilación de los campos, respectivamente ). 

Insertando (2.59) en la ecuación de Dirac derivada 

de (2.58), se obtiene: 

(2.62) 

donde hemos definido: 

(2.63) 

Considerando ahora la corriente fermiónica correspog 

diente a un límite invariante de gauge (1),(9-10) se obtie-

ne: 

(2.64) 

El primer término en el miembro derecho de esta expresi6n 

es la corriente de fermiones libres: 



El término 

~~ tx\ 
Ólibre 

·r 
~\í\'re 
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(2.65) 

- (2.66) -

es una contribución puramente longitudinal que proviene de 

la excitación de masa nula. 

En estas condiciones puede mostrarse que las ecuacio 

nes de Maxwell: 

(2.67) 

no se satisfacen. En su lugar se tiene 

(2.68) 

Siguiendo un procedimiento análogo al que se emplea 
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en el formalismo de Gupta-Bleuler (11), podemos restringir-

nos a un subespacio físico ~p del espacio de 
<\!) físico ' 

Hilbert completo, definido por: 

o 
(2.69) 

De esta forma, cuando se toman en cuenta los estados con 

sentido físico, (2.68) se reduce a (2.67), ya que 

(2.70) 

En efecto, actuando sobre todos los vectores del "espacio 

físico", {L da cero, de lo cual se desprende que JI: se 

anula idénticamente en ese espacio. Luego, por (2.66) el 

campo ~ (x) se identificará con f(x.} dada por 

\r l)() 

ct \i "re. 

(2.71) 

Como consecuencia de la construcción de ~fí. , 
SlCO 

el campo "electr6nico" apropiado es el que se relaciona con 

"t (x.) mediante la siguiente transformación de gauge: 
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+-

~ LX) 
L Y) (Xl 

--~) e. "r Lx.) 

(2.72) 

Aplicando ahora el método desarrollado por Klaiber 

(5-6) pueden calcularse objetos de interés como las funciQ 

nes de Green de la teoría, el álgebra de los observables y 

la corriente fermiónica. Puede así mostrarse, por ejemplo, 

que las soluciones del modelo de Schwinger corresponden a 

una subclase de soluciones del modelo de Thirring. En par-

ticular, para la corriente fermiónica resulta: 

es decir, que se ha removido la contribuci6n longitudinal 

relacionada a la excitaci6n de masa nula, en completo acue!: 

do con (2.64) y (2.71). Por otra parte, (2.73) establece la 
.~ 

proporcionalidad entre a (x) 

ca de partículas fermi6nicas 

( objeto asociado a la dinámi­

y el campo bos6nico ~(x). 
Volveremos más adelante sobre esta relaci6n (ver capítulo 3) 

Ahora vamos a mostrar que la identidad (2.73) junto 
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a la identificación 

son suficientes para escribir la densidad lagrangiana origi 

nal (2.58) exclusivamente en términos del campo bosónico 

~ (x) (12). ( Nótese que (2.74) puede obtenerse como caso 

particular de la equivalencia descubierta por Coleman, es-

tablecida en la secci6n anterior). 

Por simplicidad adoptamos el gauge de Coulomb, que 

en dos dimensiones toma la forma: 

Tomando la componente r = O de (2.67) se obtiene: 

+ 
e"t'i' (2.76) 

Como es bien sabido, la solución de esta ecuación se puede 

obtener convolucionando la funci6n de Green G(x1,x1) que 

satisface 

+ 
con la inhomogeneidad (e ~ 1r ). En este caso unidimensional 
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es particularmente simple integrar (2.77). El resultado es: 

, 1~\-x'\1 
.2.. 

(2.78) 

Esta es la versi6n unidimensional del potencial coulombiano. 

De esta forma se tiene: 

e (2.79) -
'2. 

Ahora, haciendo uso de la bosonizaci6n de la corriente, ecu~ 

ci6n (2.73), se encuentra que: 

(2.80) 

por lo que el segundo término de (2.58) puede escribirse en 

la forma 

(2.81) 

El término restante es: 
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donde 9'(x1 - x~/) es la distribuci6n de Heaviside. Suponie!! 

do que los camJWs se anulan en x1 ---i> .±. OC' , Y consideran;;;. 

do la contribuci6n al lagrangiano total, se tiene: 

(2.83) 

Así, teniendo en cuenta (2.74), (2.81) y (2.83), el 

lagrangiano'bosonizado es: 

(2.84) 
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Esta expresi6n puede escribirse de un modo más simple inte­

grando por partes el término de energía potencial: 

~ ~ J. X, J.)('.(~,<\>(í,)) \ X, - x; \ J\ ~ l)(:¡ 

- ~ \<kX,cl,X\ ~[(,l(d,~~ 11<,-)(:\ )<l>(><:) 

e' \ d)(1 (4)6<,))'-
2"Tí J 

(2.85) 

Esto da lugar a un término de masa para el bosón libre. Si 

bien este resultado es satisfactorio en cuanto a que nos 

permite establecer la equivalencia entre el lagrangiano fe~ 

mi6nico de partida y un modelo de bosones libres de masa 

e~~ , por otra parte nos enfrenta a nuevo problema, porque 

(2.85) no respeta la invarianza quiral de la teoría fermi6-

nica. La densidad de carga quiral es: 

Qs \ J.X, 
o 

\J.x, ti h - ~~ -
(2.86) 

I VX. ~.q:, .L \ J.X, IT - -- Ví1 V1f 

donde 1f es el impulso canónico conjugado al campo ~ • Us~ 

do la relación canónica (2.16), se obtiene: 

. 
"-- (2.87) 
rn 
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Con esta identidad se puede verificar que 

(2.88) 

con ~ constante. Esto quiere decir que el efecto de las 

transformaciones quirales sobre el campo bosónico equivaleg 

te es el de trasladarlo en una constante. Es evidente que 

(2.85) no es invariante frente al cambio <P ~ 4> + rK • 

Esto indica que hay rotura espontánea de la simetría bajo 

transformaciones quirales globales. A pesar de este fenóme-

no, no aparecen bosones de Goldstone debido a la existencia 

de la anomalía quiral (13-17)~ ( En el Capítulo 3 tratare-

mos con mayor profundidad el papel de la anomalía quiral en 

la bosonización). 

Si la bosonización ha de ser considerada seriamente 

como técnica para estudiar una teoría de fermiones a través 

de una acción bosónica de más fácil manejo matemático, lo 

deseable es que en el pasaje de un modelo al otro no haya 

pérdida de información relevante sobre el modelo de parti­

da. En otras palabras, el campo equivalente debe ser tal 

que la teoría bosónica refleje la simetría original. Esto 

se consigue escribiendo: 

(2.89) 
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donde ~ es un nuevo campo escalar masivo y Q es un campo 

constante de naturaleza angular. La acci6n de la transfor-

maci6n quiral sobre estos campos es: 

- L ~\¿ Q., l \ltr'tx: Q 'i 
e. ~ e 

(2.90) 

(2.91 ) 
e + ol... 

de modo que se reconstruye (2.88), pero la transformaci6n 

afecta solamente al campo Q. Ahora sí podemos escribir el 

lagrangiano bos6nico adecuado para representar (2.58) en 

términos del campo ~ : 

1. (2.92) 

La carga quiral Q5 juega el rol de momento can6nico 

conjugado al campo Q; por (2.77): 

.. 
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con Tía = ~ Q5 • Nótese que tanto Q como 1\ Q son comple­

tamente independientes del campo de Klein-Gordon ~ • No pa!: 

ticipan en la dinámica de la nueva teoría bosónica, su ;'~' 

acción se limita a especificar las condiciones de contorno 

en el infinito. 

De acuerdo a esta formulación, el espacio de estados 

serA el producto tensorial del espacio de Fock convencional 

asociado a ~ y un espacio asociado a Q, generado por una 

base de vectores identificados por los autovalores enteros 

de i Q5. En efecto, es fácil verificar que el operador 

exp(inWQ5) coincide con la identidad para todo n entero, 

siempre que se consideren estados para los cuales Q5 es un 

entero par. ( La simetría bosónica equivalente es frente al 

cambio <p ---t> ~ + n J1f' ). Luego, los vectores del espa-

cio de Fock completo serAn: 

\:t> l 'e) 1M} 

Los operadores ~ y -n;, actúan sobre los vectores \ 'f > , 
del modo usual, mientras que 

Por otra parte se puede probar que 
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(2.96) 

de donde surge la acci6n de los operadores exp(± 2iJrr' 9) 

sobre los vectores \nJ : 

El espacio discreto de los vectores In} está asociado a la 

rotura espontánea de la simetría. Como el hamiltoniano no 

contiene a los operadores e y 1\ e' el estado de vacío de la 

teoría es completamente ambigüo frente a la elecci6n del 

factor I,} . La soluci6n original de Schwinger corresponde 

a n = 0, el único yacío simétrico frente a transformaciones 

quirales. Con esta elecci6n, sin embargo, los elementos de 

matriz de operadores locales violan la propiedad de factori 

zación ( "cluster property" ). Como ejemplo de este proble-

ma consideremos el siguiente valor medio: 

<01 T 
(2.98) 

donde simboliza el orden normal usual ( es decir, ha-
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ciendo uso de la masa de la teoría). De acuerdo a (2.89) y 

(2.94) la expresi6n anterior es igual a 

Aplicando el teorema de Wick se encuentra que el primer fac 

tor es la exponencial del propagador de Feynman, que tiende 

a cero para z ---Q ~ • El segundo factor es evidentemente 

igual a uno, luego 

r 2\R~tt) _zi.\lt?~lo) 
~<o\'-:e : :e. : lo) (2.100) 

.:t. ~ Oc> 

La propiedad de factorizaci6n (11) requiere 

(2.101 ) 

pero 

(2.102) 
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y como, por (2.97), 

±2i,V1f\e 
e \ 0]- (2.103) 

se tiene que el miembro derecho de (2.101) se anula y por 

lo tanto se viola la propiedad de factorizaci6n. 

Lowenstein y Swieca (5) mostraron que esta propiedad 

se restaura tomando un vacío asimétrico de la forma 

t2.104) 

donde I 90 } es un autovector de 9. Los estados de vacío que 

corresponden a diferentes valores de 90 se relacionan unos 

con otros mediante transformaciones quirales. 

En el mundo hadr6nico real la simetría quiral está 

rota debido a las pequeñas masas de los quarks. Es importag 

te, por lo tanto, el estudio del modelo de Schwinger cuando 

se le agrega un término de masa fermiónica (14-15),(18-19): 

(2.105) 

Utilizando las ecuaciones (2.53) y (2.54')., de la 
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sección anterior y la discusión precedente sobre el vacío' 

9, sa encuentra el equivalente bos6nico del término de ma-

sa: 

(2.106) 

donde 90 es un autovalor de 9 y c es una constante cuyo va 

lor exacto no nos interesa aquí (ver ec. (2.27»). 

Este modelo masivo deja de ser exactamente resolu ... 

ble, sin embargo es posible desarrollar la teoría de pertu!, 

baciones, tomando a la masa como parámetro perturbativo. 

Por otra parte, es claro que el término de masa (2.105) rom 

pe la simetría quiral del modelo de partida, de modo que ya 

no se puede esperar que exista rotura espontánea de la sime 

tría frente a transformaciones quirales globales. Otra dife 

rencia importante entre el modelo sin masa y la teoría masi 

va se pone de manifiesto analizando los diagramas de 

Feynman correspondientes a la interacci6n entre distribu-

ciones clásicas de corrientes externas. 

a) 

~x 
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b) 

+ 

+ ••• • •• 

Figura 2. X : distribuci6n de corriente externa 
~: propagador electromagnético 
~ : propagador fermi6nico 

La figura 2 a} representa el intercambio de un pro-

pagador e1ectromagn~tico, que da lugar a una fuerza de lar 

go alcance, en ambos casos. Cuando los fermiones no tienen 

masa, esta fuerza se cancela con el primer diagrama de 2 b). 

La funci6n de po1arizaci6n del vacío presenta un polo, pa­

ra impulso nulo, que cancela el polo del diagrama 2 a) (20-

21). Todos los diagramas restantes de 2 b) se anulan idén-

ticamente. 

Cuando los electrones tienen masa la situaci6n cam~ 

bia radicalmente. En este caso los diagramas de la figura 

2 b) no se anulan. Sin embargo, la suma de todos ellos pue­

de cancelar la contribuci6n del propagador libre para valo­

res particulares de las cargas externas ( En el caso m = O 

el apantallamiento se produce para todos los valores de las 

cargas externas ). 
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Consideremos el modelo masivo de Schwinger en preseg 

cia de una distribución externa de corriente Kf : 

(2.107) 

con 

donde D describe la distribución de carga. Estudiaremos el 

caso sencillo de dos cargas estáticas opuestam de magnitud 

Q separadas por una distancia L. La forma correspondiente 

de la función D está representada en la figura 3: 

- - - -~-~---------r--------__ 

._---~ 

: ,,' 
L 

Figura 3. 

La contribución a la energía de vacío debida a la c2 

rriente externa está dada por los diagramas de la figura 2. 

Con el objeto de describir el problema en término de campos 

bosónicos es útil observar que la figura 2 a) proviene de 

un término en la acción de la forma 
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:; 
(2.108) 

mientras que todos los gráficos de la figura 2 b) surgen 

de una interacci6n entre la corriente externa Kr y la co­

rriente fermi6nica j¡ , dada por 

lb -e. ~.l20( (Ó L
"" 

(2.109) 

-e ~J?" }) <P - ~ 

donde hemos usado la relaci6n (2.73). Agregando estos térmi 

nos a (2.107), junto a la identidad dada por las ecuaciones 

(2.105) y (2.106), es fácil verificar que para la densidad 

hamiltoniana del sistema se obtiene: 

- { 

1 
• 

(2.110) 

expresi6n que involucra solamente interacciones locales en­

tre ~ y D. De acuerdo a la figura 3, cuando crece L, tam-
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bién crece la regi6n en la cual D = Q, de manera que la enel 

gía de interacci6n es simplemente la energía de vacío por 

unidad de longitud, para un campo D constante, multiplica-

da por L. 

Haciendo 
~I 

la densidad hamiltoniana, para D = Q resulta 

~ -2. 
· 1\ 1. + lOi 4> \ ) 1. + ~ '"l <pl 2. ~ + 

1\ 
(2.111) 

Si llamamos ~(e) a la energía de vacío por unidad de longi 

tud en ausencia de cargas externas, la energía de tnterac-

ci6n entre dos cargas separadas por una gran distancia L 

es 

(2.112) 

E +~tt"\i"lo~ CO"lst~"",+e.f 
i ar~ L -'b ca 

Como el hamiltoniano (2.111) es una funci6n peri6dica de Q 

con período e, también lo es la energía de vacío, de modo 

que cuando Q es un múltiplo entero de e, la fuerza de largo 
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alcance desaparece. Este resultado, independiente de la te.2, 

ría de perturbaciones, se interpreta físicamente como un 

apantallamiento de las cargas de los fermiones ( "quarks") 

debido a la presencia de cargas externas que son mÜltiplos 

enteros de las cargas elementales. Como ya se indic6 anteriol 

mente, en el caso en que los fermiones no tienen masa, el 

apantallamiento se produce para cualquier valor de las car­

gas externas. 
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2.4. Bosonización no abe1iana: el método operacional 

Una vez establecida la bosonización en modelos abe1i~ 

nos (1-3), el paso siguiente es el de la extensión del proc~ 

dimiento para teorías en las que los campos fermi6nicos per­

tenecen a un multip1ete que se transforma bajo un grupo no 

abe1iano. Esta cuestión reviste un interés especial porque 

en el mundo real de cuatro dimensiones son teorías de gauge 

no abe1ianas las que han mostrado ser más apropiadas para 

describir las interacciones fundamentales de la materia. Los 

primeros trabajos en este sentido pusieron de manifiesto se­

rias complicaciones, al tratar de aplicar el esquema previo 

-descripto en las secciones anteriores-, en forma directa 

(4-7). Estas dificultades se deben fundamentalmente a que 

el procedimiento usual no preserva la simetrías originales 

de la teoría. Un reflejo claro de esta situación aparece al 

considerar la bosonización de productos bi1inea1es de cam­

pos fermiónicos. En particular, las corriente~ fermiónicas 

diagonales pueden expresarse adecuadamente en término de 

campos bosónicos, como en el caso abe1iano, ec.(2.73), mieu 

tras que las componentes no diagonales de estas corrientes 

resultan ser no locales en la versión bosonizada. 

Este tipo de problemas fue atacado por Witten,(8), 

quien desarrolló un método alternativo que permitió genera­

lizar convenientemente la técnica de bosonización operacio­

nal, de manera local y respetando las simetrías originales. 

Para estudiar este método es útil considerar el caso simple 
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de fermiones libres sin masa y reescribir la ecuaci6n (2.73)1 

para el caso abeliano, pero de una forma tal que facilite 

su generalizaci6n no abeliana. Sea ; II = exp (iJ 4 ~' t ) un 

elemento del grupo abeliano U(1). La corriente fermi6nica 

bosonizada (2.73) puede escribirse en la forma 

(2.11·3) 

donde hemos escrito ambos ordenamientos posibles, resaltane 

do el carácter abeliano del grupo U(1). Obviamente, al exte!! 

der esta f6rmula al caso no abeliano tendremos que ser cui-

dadosos con el orden de los factores. 

Es conveniente trabajar en el sistema de coordenadas 

del cono de luz: 

± 
X = (2.114) 

En este sistema las expresiones de las corrientes toman una 

forma más compacta y como veremos más adelante, se hace ma-

nifiesta la simetría del modelo en estudio. 

= - E 

Normalizando el tensor de Levi-Civita tal que E 01 = 

= 1 , las correspondientes componentes de la co­
+-

rriente son: 
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-1 

d~~ 6+ 
. 

U. d+ \Á. I - A. -- - -
2'" m 

(2.115) 

~-
~\ 

- \ ~ ~ . lcl_ U) U. =. L --- - -
.2.."lT ffi 

donde ~ + = ~ (~ O !. Ó 1 ) • 

En el caso de fermiones libres sin masa que estamos 

considerando, la simetría frente a transformaciones globa~ 

les de gauge y quiral da lugar a la conservaci6n de ambas 

corrientes, la vectorial j~ = =f ~r 't y la axial .t'-
J5 = 

= "Y ~r ~5 t • En ( 1 + 1 ) dimensiones las matrices de Dirac 

( seguiremos usando la representaci6n definida por (2.46» 

satisfacen la relaci6n 

(2.116) 

que permite vincular ambas corrientes: 

(2.117) 

Haciendo uso de esta propiedad y de las ecuaciones de conti 

nuidad 
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- o (2.118) 

se obtiene 

(2.119) 

La prescripci6n (2.115) es compatible con (2.119) 

ya que el campo escalar libre f satisface la ecuaci6n de 

movimiento 

(2.120) 

Ahora sí, consideremos el caso no abeliano 

(2.121 ) 

con los campos fermi6nicos tomados en la representaci6n fun 

damental del grupo O(N). 
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Las corrientes conservadas son 

J~ 

r -=. 1'~t't 
(2.122) 

~ 

"f' ~ ~ 5 t " "t' Jrl --

donde las matrices t a son los generadores del grupo O(N). 

Expresando los campos fermi6nicos en términos de sus compo-

nentes en el cono de luz, 

= 

la densidad lagrangiana t2.121) puede reescribirse como 

donde k = 1,2, •••• N. 

'l'al como en el caso abeliano, resulta conveniente 

expresar las corrientes en sus componentes quirales. Para 

esto definimos: 
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l.! ; ~ J l",t) . 
~'t+ i'+ ) tx,t) - - L 

+ (2.124) 
.. 
t.~ 

*_~ \ {x It) J_ (Xli:) 
t. . 

l~ .. ::. - A. 

Si consideramos fermiones de Majorana ( un fermi6n de 

Majorana satisface ~= e ~, donde e es la operaci6n de 

....u+y<Ül-conjugaci6n de carga ) los campos T 1 son reales. 

Además 

(2.125) 

como reflejo de la estadística de B'ermi, de modo que las c,2 

rrientes son hermíticas. En analogía con el caso abeliano 

se verifican las leyes de conservaci6n: 

o (2.126) 

es decir que J+ es s610 funci6n de x+ y J_ depende solamen­

te de x (de aquí en más suprimimos los índices ij por co­

modidad ). Ahora deseamos encontrar una expresi6n para J 
+ 

Y J en término de campos bos6nicos, la extensi6n no abeli~ 
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na de (2.115). En aquel caso simple se busc6 una corriente 

que pudiera generar la simetría U(1). Teniendo esto en cuen 

ta definimos un elemento \l de U(1} y obtuvimos (2.115). En 

el caso presente J y J son, por construcci6n, elementos 
+ -

del álgebra de Lie del grupo O(N). Más específicamente, es 

tas corrientes generan O(N}. X O(N)d ,es decir el lzq. ere 

producto de las transformaciones O(N) que operan sobre las 

componentes quira1es de los fermiones. ( Según nuestras con 

venciones '* + es la componente "derecha" ("right") y i' _ es 

la "izquierda" ("left") }. El paso siguiente es, por lo tan 

to, el de escribir J+ y J en funci6n de un campo bos6nico 

g que tome valores en el grupo O(N). El ansatz más inmedia 

to corresponde a tomar 

(2.127) 

Sin embargo es fácil probar que esta e1ecci6n es inconrecta. 

En efecto, reemplazando (2.127) en (2.126) se obtiene: 

o (2.128) a 

- O (2.128) b 

Restando ambas ecuaciones y teniendo en cuenta que 
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(2.129) 

resulta: 

o bien 

(2.130) 

que es claramente incompatible con la naturaleza no abelia­

na de las corrientes. DespuAs de este "intento fallido" pa-

rece razonable respetar el ordenamiento de operadores dado 

en (2.115) y escribir: 

J+ 
. -, 

- - (., ~ ~+d-- -
.llr 

(2.131) 

J_ -t 
- J: lcl- ~) ~ -

.2.\f 

Insertando estas expresiones en (2.126) encontramos: 
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(2.132) a 

o (2.132) b 

Es fácil mostrar, usando nuevamente (2.129), que estas dos 

ecuaciones son equivalentes, y por lo tanto compatibles. 

El programa de bosonización no abeliana que hemos em 

prendido quedará establecido formalmente cuando podamos pr~ 

sentar una acción bosónica equivalente a (2.121), que de lu 

gar a una teoría renormalizable y que preserve la invarian-

za quiral del modelo fermi6nico de partida. Además, como 

prueba de consistencia esta acci6n debe permitirnos obtener 

las ecuaciones (2.126). Una candidata, en principio atracti 

va, es la densidad lagrangiana dada por: 

(2.133) 

Cualidades bienvenidas de esta expresi6n son su carácter r~ 

normalizable y su invarianza quiral manifiesta. Sin embarg~ 

varios motivos físicos la invalidan (8-9). Sus estados as];u 

t6ticos no corresponden a la invarianza conforme que posee 

la teoría de fermiones libres sin masa ( Las transformacio-
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nes conformes incluyen a las transformaciones de escala. 

Puede demostrarse que la invarianza de escala se mantiene 

cuando la funci6n ~ de Callan-Symanzik se anula. En gene­

ral la cuantificaci6n implica renormalizaciones que intro-

ducen una escala con dimensiones de masa. Es por ello que, 

en general, se rompe l:a invarianza de escala (y luego la 

conforme). Sólo si ~ = O se recupera dicha invari'anza ). 

Además, (2.133) da lugar a una ecuaci6n de movimiento que 

no coincide con la correcta, (2.126). Para comprobarlo con­

sideremos la ecuaci6n de Euler-Lagrange correspondiente a 

la acci6n 

s (2.134) 

donde a( es un multiplicador de Lagrange asociado a la con­

dici6n trivial: g-1 g = 1. Las ecuaciones de movimiento 

son: 

(2.135) 

(2.135) 

Usando una relación análoga a la (2.129), es evidente que 
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(2.136) 

Insertando (2.135) a) en (2.136), se obtiene: 

(2.137) 

Finalmente, eliminando~ mediante (2.135) b), se tiene: 

(2.138) 

que difiere de la (2.126): 

(2 .139) 

Si bien se ha dicho que (2.133) es la única acci6n 

con invarianza quiral manifiesta ( la comprobaci6n es simple 

teniendo en cuenta que O(N). X O(N)d actúa sobre g en J.zq. ere 
-1 la forma g ~ B g A , con A, B E O{N) ), existe un tér 

mino no local que respeta la simetría quiral, aunque no de 

manera manifiesta. Nos referimos a la versi6n bidimensional 

del término de Wess-Zumino (10): 
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r (2.140) 

donde la integral se extiende a una bola con frontera S2 

( . lIt <:,3+) 1 por eJemp o, e casque e ú y x1, x 2 y x3 son as va-

riables en esta bola. Este término, propuesto originalmente 

como una acci6n efectiva para las anomalías quirales, posee 

importantes propiedades asociadas a la topología de la teo­

ría (8-9). En particular, puede demostrarse que existe una 

ambigüedad en la definici6n de r ; frente a rota-ciones r 
no permanece invariante. La condici6n dffi que exp (i r ) sea 

uniforme impone una condici6n sobre el coeficiente nUméri-

co en r de manera que r r + 21\. Resulta así 

que e stá bien definido "m9dulo 11 2lf • 

En este punto es de notar que la contribuci6n (2.140) 

a la acci6n efectiva de teorías fermi6nicas en (1+1) dimen-

siones fue obtenida ( en la formulaci6n de la integral fun­

cional ) por Gamboa Saraví, Schaposnik y Solomin (11). La 

aplicact6n sistemática del método originado en la referen­

cia (11), al problema de la bosonizaci6n no abeliana cons-

tituye uno de los puntos fundamentales de esta tesis ( El 

desarrollo detallado de esta técnica se encuentra en el ca~ 

pítulo siguiente ). 
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Ahora bien, ya que contamos con r , podemos construir 

una acci6n para el campo g , y luego comprobar si es posible 

establecer su equivalencia con el modelo de fermiones libres 

sin masa. Consideramos la siguiente acci6n: 

s (2.141 ) 

donde n es un número entero. Puede probarse que la teoría 

descripta por la ecuaci6n (2.141) es renormalizable ( Esto 

se basa en el carácter adimensional de n ). otra propiedad 

interesante de esta teoría es que no posee la simetría dis 

creta frente a la transformaci6n x ~ -x ( paridad nai ve). 

Se cumple, en cambio, la invarianza frénte al cambio conjug 

to: x ~ -x y g -'> g-1. Estas características son, en prig 

cipio, bienvenidas, ya que, como es sabido, la teoría de 

fermiones libres sin masa no preserva la paridad. La prue-

ba crucial, sin embargo, debe buscarse en las ecuaciones de 

movimiento de la teoría. A pesar del carácter no local de 

r , su variaci6n es una funcional local (9),(12). Se trata 

de calcular la variaci6n de S frente al cambio g ~ g + á g. 

Para esto consideramos por separado la variaci6n de cada 

término: 

(2.142) 
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El primer término ya fue calculado, haciendo uso de un mul-

tiplicador de Lagrange. Es instructivo calcularlo nuevameg 

te de una manera diferente: 

Derivando en cada término, integrando por partes y usando 

la propiedad oíclica de la traza, se obtiene: 

Usando repetidamente la propiedad (2.129) se ve que los dos 

últimos términos se cancelan y se obtiene: 

(2.143) 
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En cuanto al término tipo v'less-Zumino, se tiene: 

~ r -= -2 ~1f ) <Á3,di~ le TJ\. t ái\d,i ~ll \ ~I )dt¿~ + 

+ i' t~j)'\)l~~i')~~ -\- ~L~tl)(~á~~'n/o~ + 

+ ~\~i ':t ) (8~ ~) ~~ ~ } 

Integrando por partes y considerando cuidadosamente los té~ 

minos de superficie se encuentra: 

l r = - flf \ JlJ( T n [t:r~ i'Ó~ ~f(fd/d)}­

+ k-rr \ Jh.' TII.[i~1e ~I&d ~I (l~Á. ~) ldi~')d~ ~ T 

- @~~ \ l ~8~') ó" ~ - LÓ~ ~ )( ~~~I) ~ia -lÓt> ~)l\H'1 dád-)] 

Usando las propiedades de simetrIa del tensor E ijk es fl­

cil verificar que la contribuci6n de "volumen" se cancela. 

AsI, obtenemos: 



-81-

(2.144) 

y la ecuación de movimiento correspondiente es 

(2.145) 

Vemos que para A2 =(4l\)/n , se obtiene la ecuación de co~ 

servación correcta, (2.126): 

Es fácil mostrar que esta ecuación conduce automáticamente 

a 

d J - O + -

En efecto, de acuerdo a (2.131): 
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donde el factor de proporcionalidad es el mismo para ambas 

corrientes (10 omitimos aquí por comodidad). Entonces se 

verifica: 

~+ L := ~+l~t~'l:o. - 'ó+l(~_~)~\) 

= - (d+~_ d )~\ - l'o_~, t d+~' ) --
l2.146) 

Luego, 

Queda así demostrado que la acción bosónica del mod~ 

10 sigma no lineal, ecuación (2.141), con \2 = (41f)/n , 

reproduce exactamente las ecuaciones de movimiento que se 

derivan del modelo de fermiones libres sin masa, dado por l 

la ecuación (2.121). Notemos que, siendo A 2> O, necesa-
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riamente n es un entero positivo. ( En el caso en que n < O 

se encuentra la ecuación "conjugada por paridad" : 

d+(g-1 d g) = O, que tiene lugar para A2 = -~4lí)/n ). 

En el caso considerado, A 2 = ~41f)/n, las ecuaciones de m2 

vimiento de la teoría se pueden resolver en forma cerrada. 

La solución general para g es: 

(2.147) 

donde F(x-) y G(x+) son funciones arbitrarias de una varia­

ble que toman valores sobre O(N). Se puede verificar que en 

(2.147) el ordenamiento, en cuanto a la dependencia funcio-

+ nal con x y x no es arbitrario. ( La factorización 

g(x+,x-) = G~x+) F~x-) corresponde al caso ~ 2 = -(41f)/n). 

La ecuación (2.147) tiene una interpretación física simple: 

los componentes quirales de la teoría conservan su indepen-

dencia recíproca, ambos paquetes de ondas ( "left-moving" 

y "right moving" ) se propagan, pasando uno a través del o 

otro sin que se produzca ninguna interferencia. Esta propie 

dad, deducida directamente del modelo sigma no lineal ( pa­

ra )..2 = (41\)/n ), termina por confirmar el procedimiento 

de bosonización no abeliana -al menos para fermiones libres 

no masivos- al reproducir de manera consistente el comport~ 

·miento de las partículas fermiónicas, cuyas componentes 

"left" y "right" son los autoestados de quiralidad. Es im­

portante notar que E.\Vitten (8) mostró al orden de un lazo 

y conjeturó a todo orden de la teoría de perturbaciones que 



-84-

la función \:' de Callan-Symanzik tiene un cero para 

\2 = (4l\)/n de manera que para este valor particular de 

\ se recupera la invarianza conforme de la teoría libre 

de fermiones sin masa. Más recientemente, de Alvis dio una 

prueba a todos los órdenes (13). 

En principio, el método descripto podría extenderse 

a teorías en interacción por medio de un desarrollo pertu~ 

bativo. 
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CAPITULO 3-· 

BOSONIZACION EN EL MARCO 

DE LA INTEGRAL FUNCIONAL 
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3.1. Introducci6n 

La equivalencia entre modelos fermi6nicos y bos6ni­

cos en dos dimensiones fue descubierta estudiando teorías 

abelianas, en el marco operacional. S610 recientemente pu­

do ex.tenderse este resultado a teorías con simetrías no ab~ 

lianas, y aún en este caso, mediante el método operacional, 

los avances más significativos se han dado en el análisis 

de teorías libres ( ver Capítulo 2 ). Por esta razón es i~ 

portante dar con un método que permita obtener una compreg 

si6n más profunda de la bosonizaci6n en teorías abelianas 

y no abelianas, con términos de interacci6n no triviales. 

En especial estas úl timas presentan._~ll·máN"or;.~;interés, ya 

que son teorías de gauge no abe lianas las que hoy se consi 

deran más aptas para dar un marco unificado a todas las in 

teracciones fundamentales de la materia. 

En este capítulo se desarrolla el método de bosoni­

zaci6n funcional, que ha permitido obtener algunos resulta 

dos ya conocidos para modelos abelianos y que también ha 

mostrado ser particularmente útil en el estudio de modelos 

que describen fermiones en interacci6n, con simetrías no 

abelianas. Los resultados presentados en este capítulo con~ 

tituyen el aporte original de esta tesis. 

La secci6n 3.2. contiene una descripción sucinta del 

método de integración funcional (1). Partiendo, por simpli­

cidad, de una teoría de campos escalares libres, se define 

la medida de integraci6n funcional a través de los coefi­

cientes del desarrollo en serie de Bessel-Fourier para el 
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campo escalar. Introduciendo variables de Grassman .< anti­

conmutantes ) se muestra la forma de generalizar el proce­

dimiento al estudio de una teoría fermiónica (2). En ambos 

casos se asocia la integral funcional con el determinante 

del operador diferencial que se identifica en el término 

libre ( cuadrático en los campos ) del lagrangiano corres­

pondiente. 

En la secci6n 3.3. se obtiene la equivalencia entre 

el modelo de Thirring masivo y el Seno-Gordon, mediante el 

método funcional (3). La introducción de un campo vectorial 

auxiliar en la integral funcional del modelo fermi6nico (4) 

permite eliminar el término de autointeracción ( cuártico 

en los campos ) y luego, la realización de un cambio quiral 

de variables en la medida de integraci6n funcional desaco­

pla a los fermiones del campo auxiliar, dando como resulta 

do un lagrangiano efectivo, al que contribuye el jacobiano 

asociado al cambio de variables. Finalmente el tratamiento 

perturbativo del término de masa fermi6nica conduce a una 

expresión general para cada término de la serie, que se co­

teja con la expresi6n correspondiente al desarrollo del mo­

delo Seno-Gordon. De esta comparaci6n surge la identidad 

entre ambas integrales funcionales, la fermiónica y la bosó 

nica. 

En la secci6n 3.4. se realiza un análisis similar pa 

ra el modelo de Schwinger masivo. Se obtiene su equivalen~ 

cia con un modelo Seno-Gordon masivo, y se discute la for­

ma de incorporar el vacío 9 en el contexto de la bosoniza­

ci6n funcional. 
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En la secci6n 3.5. se extienden las técnicas anteri2 

res al tratamiento de modelos no abelianos. Se estudia, co­

mo ejemplo;,i la Cromodinámica Cuántica bidimensional para 

fermiones sin masa, tomados en la representación fundamen­

tal de SU(N). Generalizando al caso no abeliano el cambio 

quiral en las variables fermi6nicas de integraci6n funcio­

nal, se muestra c6mo, en analogía con el caso abeliano, los 

campos fermi6nicos se desacoplan por completo del campo de 

gauge (5). El jacobiano asociado a la transformaci6n quiral 

no abeliana aporta un término de Wess-Zumino a la acci6n b2 

s6nica equivalente. Este resultado sugiere una relación pr2 

funda con el caso libre, estudiado en la secci6n 2.4 •• Sin 

embargo, a diferencia de aquel, ahora el lagrangiano bosoni 

zado contiene contribuciones con derivadas de orden superior 

que provienen del término cinético correspondiente al campo 

de gauge. Al final de la secci6n se muestra la posibilidad 

de aplicar este método funcional en la bosonizaci6n de o­

tras teorías fermi6nicas bidimensionales con simetrías no 

abelianas. 

En la sección 3.6. se utiliza el método de bosoniza~ 

ción funcional desarrollado en las secciones anteriores, 

en el cálculo de corrientes fermi6nicas. Se obtienen expre 

siones locales para las corrientes de la Cromodinámica Cuárt 

tica bidimensional, en términos de campos bosónicos. Los re 

sultados son las extensiones naturales de los que ya se co­

nocían para el modelo libre (6). Por último se presenta un 

método que permite hallar el álgebra de conmutadores que s~ 
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tisfacen dichas corrientes (7). El resultado obtenido -un 

álgebra tipo Kac-Moody,con derivadas covariantes en el tér­

mino de Schwinger- guarda interesantes conexiones con los 

obtenidos previamente para otros modelos bidimensionales; 

la secci6n concluye con una discusi6n al respecto. 

En un apéndice, al final del capítulo, se muestran 

los detalles más importantes en la evaluación del jacobia­

no asociado al cambio quiral de variables fermiónicas. 
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3.2. Breve introducci6n al formalismo de la integral 

funcional 

En este capítulo aplicaremos las técnicas de integra-

6n funcional al problema de la bosonizaci6n de teorías cuán-

cas que describen diferentes interacciones de los campos fe~ 

6nicos en dos dimensiones del espacio-tiempo. Antes de desa-

ollar este proyecto, en las secciones siguientes, considera-

s de utilidad introducir algunos elementos generales sobre 

tegraci6n funcional. Este método fue formulado por Feynman 

la década de 1940, a partir de una sugesti6n de Dirac acer­

de la posibilidad de representar amplitudes cuánticas de 

ansici6n en término de integrales de camino ("path-integral") 

, 2). 

Consideremos una teoría de campos que por simplicidad 

maremos escalares + con densidad lagrangiana ~ • Se puede 

mostrar que la integral funcional (en espacio euclídeo) 

incide con la funcional generatriz de funciones de Green de 

Teoría Cuántica de Campos. Por derivaci6n funcional respec­

de la fuente clásica J, pueden obtenerse todos los propaga­

re:s de la teoría (3). Por ejemplo, la funci6n de Green de 

s puntos se identifica con el siguiente valor medio: 
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J~ l. (1) 

S J(G) J JtlC } 

-
~ ti<\> • lit) ~ll) e ~d'll 't. -- S 1>; e \.~. :t.. -

Evidentemente, las afirmaciones anteriores mantienen 

menos un punto oscuro en torno al significado del tipo de 

tegraci6n involucrado. Esto puede aclararse si consideramos 

llamada "integraci6n sobre todos los campos" (explicada por 

pov, por ejemplo, en sus conferencias del CERN) dándole un 

ntido preciso a la "medida de integraci6n",$)c\> • Para esto 

nsideremos el desarrollo de Bessel-Fourier del campo ~ 

nde el conjunto de todas las funciones ~ forma una base 

--mpleta que genera el espacio funcional. Las condiciones de 

ntorno impuestas a l son por supuesto las mismas que sati~ 
"" 

ce + . 
En general las densidades lagrangianas que correspon­

n a sistemas de interés físico son de la forma 

--
nde lo es la parte cuadrática en los campos que se identif! 

usualmente con el sistema libre y ~i~. contiene los términos 
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interacci6n (potencias superiores en los campos, acoplamie~ 

s derivativos, etc.). Para facilitar la discusi6n estudiemos 

principio, el caso libre. Si los campos se anulan en el in-

nito siempre es posible escribir la acción libre en la for-

--

nde JD es un cierto operador diferencial. Sin pérdida de 

neralidad, podemos elegir a¡~~ como el conjunto completo 

autofunciones del operador JD , convenientemente normaliz! 

s: 

Así, la integral funcional -sin fuentes- resulta: 

nde hemos escrito para ~~ , 

(3.8) 

decir, la integración se efectúa sobre todos los valores 

e toman los coeficientes del desarrollo (3.3), barriéndose 

esta manera todo el espacio funcional considerado. De esta 
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'ma, la expresión (3.7) se reduce a un producto de integra­

I gaussianas. Esto permite asociar a la integral funcional 

l el determinante del operador 1> : 

--
lde ~ es una constante de normalización (generalmente infi 

;a) • 

La discusi6n anterior puede extenderse fácilmente al 

10 de una teoría que describa el comportamiento de fermio-

I (4). En esta si tuaci6n los campos cuánticos ~ y ""t obe-

:en reglas de anticonmutaci6n, por lo que en el correspon-

Inte desarrollo de Bessel-Fourier los coeficientes deberán 

• elementos de un álgebra de Grassman. Procediendo en forma 

lloga al caso bosónico, puede demostrarse que la integral 

Lcional 

_ ~",,>< [t(i-,Tl+li"\'+ ~ '\1 (3.10) 

e. 

identifica con la funcional generatriz de las funciones de 

~en de la Teoría Cuántica de Campos descripta por la densi­

lagrangiana lo (i.'i'J (3). Las magnitudes" y ii son fuen­

I clásicas anticonmutantes que permiten obtener las funcio-

I de correlación por derivación funcional. Como antes, se 

~de aislar la parte libre del lagrangiano y poner de mani-

~sto el sentido de la medida de integración fermiónica. Los 

larrollos de Bessel-Fourier de los campos ~ y ~ (que en el 
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~alismo de la integral funcional son independientes), son: 

l3.11) a) 

(3.11) b) 

+ 
lde los campos clásicos 't"" y '(IW\ pueden ser tomados como au-

~stados del operador diferencial que surge de la parte cua-

-itica del lagrangiano y los coeficientes ~ y CM satisfacen 

3 condiciones correspondientes a un álgebra de Grassman de 

nensi6n 2n: 

e e + c.1W\ c.N\ - o (3.12) a) M l\'It\ .. 

CM CIW\ + LIW\ CM - O (3.12) b) -
- -CM LIW\ + (IW\ CM - O (3.12) c) -

En términos de estos objetos la medida de integraci6n 

lcional es: 

1 las siguientes reglas de integraci6n (4): 

- -- o 
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e pueden derivarse considerando una teoria holomorfa tanali­

ca) del álgebra de Grassman e imponiendo condiciones de li-

alidad e invarianza traslacional a las integrales. Como ejem 

o consideremos un álgebra de Grassman de grado dos, es decir 

n dos generadores e y e • En este caso la funci6n holomorfa 

s general es 

-- ~o 
las condiciones anteriores son 

--

Luego, 

-- --
Por lo tanto se verifica (3.14) a). Las identidades 

.14) b) son condiciones de normalizaci6n. 

otra propiedad notable de los objetos anticonmutantes, 

rivada de las anteriores, es que integrar y derivar respecto 
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ellos son operaciones equivalentes: 

--

La generalización de estos resultados a un álgebra de 

assman de grado 2n es simple. La única contribuci6n no nula 

~ 1- ,- 1- - -
(1c.,~c. .... ~C C. ••• c. c. ... c. .... 

lo t(\ "" " 

Retomando la analogía con el caso bosónico, considere­

s, por ejemplo, la integral funcional de un sistema de fer-

ones sin masa en interacción con un campo externo Ar : 

--
nde Dr = i~r + eA, • Insertando el desarrollo (3.11) y la 

dida de integración fermiónica (3.13), se obtiene: 

--

nde se usó, además, que 

--
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Haciendo uso de (3.15), se encuentra 

N U-.. ~,.~~ ... Ak : N Jer1> 
~-')~ 

1de N es una constante de normalizaci6n. Nuevamente hallamos 

a relaci6n directa entre la integral funcional y el determi-

1te de un operador diferencial. Sin embargo, a diferencia de 

f6rmula bos6nica (3. 9), el determinante fermi6nico aparece 

evado a la potencia 1. Esto es consecuencia de otra propie-

j curiosa de las variables anticonmutantes. Analicemos un e-

nplo sencillo de cambio de variables en la integral de una 

1ci6n analítica g(z), dependiente de una variable conmutati-

ente al cambio z ---, z'= A z , se tiene 

1de el jacobiano de la dilataci6n es 

J = el"lo _ 
I=i:' -

Ahora estudiemos la misma transformaci6n pero para la 

1ci6n analítica f{c), dependiente de una variable anticonmu 

1te: 

Efectuando el cambio: c ---~ c'= ~ c ,se encuentra que 
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I : \ ~ le') J' tic' : ) ~ 1 );'1 1 c.' J. c.1 --
: t. ~-\ J --

Por lo tanto, en este caso: 

J --
Es decir que cuando las variables involucradas son anti 

lmutantes, el jacobiano se comporta en forma inversa. 
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3.3. Bosonización abeliana. Modelos Seno-Gordon y 

Thirring masivo. 

En esta sección aplicaremos técnicas de integraci6n fun 

~ional al problema de la bosonización del modelo de Tbirring 

~asivo. La equivalencia de este modelo fermi6nico con un mode­

)eno-Gordon, obtenida por Coleman (1) en el marco operacional, 

~ue presentada en la secci6n 2.2 •• Es interesante considerar 

luevamente este problema a través de una herramienta matemáti-

~a diferente cuya potencia permite reobtener resultados ya co-

locidos de manera particularmente simple para teorías abelia-

las, y, lo que es más importante, nos provee de un método que 

3e extiende en forma natural al tratamiento de modelos con si-

~etrías no abelianas. 

De aquí en más trabajaremos en dos dimensiones euclí-

leas, con matrices de Dirac en la siguiente representación: 

(: l ) (.: 
. 

) ~o ) '0\ ~ 
1., 

) ts ~ 10 ~l :. :. (3.19) 
o o 

rerificando 

br 1~ + ~v ~r :. L~~ (3.20) 

Dr 15 : 
t 1"~~ (3.21) 
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" .Eol = - t lO = 1 • 

Empezamos por considerar el modelo de Thirring masivo 

"a dinámica está determinada por la densidad lagrangiana 

t 
T 

lde 1. es una constante dependiente de un "cutoff". De acue!: 

a la secci6n anterior, la integral funcional correspondien-

a este sistema es 

2 
T 

_ \ J.~¡( :t,. 
=.N $"Y 'Di' e. 

lde Jf es una cierta constante de normalizaci6n. El término 

autointeracci6n en (3.22), cuártico en los campos fermi6ni 

1, puede eliminarse usando la siguiente identidad (2): 

~ )l"t~r ;-)2.¡~ _ )a" (t"r{+~ 'l',Ki'] 
e e 

lde Ar es un campo vectorial auxiliar de dos componentes 

i -en dos dimensiones- puede escribirse en término de dos 

IpOS escalares, q> y '1 ' en la forma: 
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ma de una componente transversa y otra longitudinal). 

Ahora podemos sustituir (3.24) en (3.23), haciendo el 

bio 

(3.26) 

o jacobiano asociado toma, en este caso, la siguiente for-

simple: 

Como J~ es independiente de los campos puede ser absor­

o en el factor de normalizaci6n. Después de estas transfor-

iones la integral funcional resulta: 

En este punto, haremos un cambio en las variables de 

egraci6n fermi6nicas, cambio que corresponde, en el lengua-
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de la integral funcional, a la transformaci6n de bosoniza­

n tradicional, obtenida en el marco operacional (3-4) (Cfr. 

(2.61». El cambio toma la forma 

la sido elegido de modo tal que se cancele el acoplamiento 

,re campos fermi6nicos y campos escalares en el término ci--
,ico de 'tri . Por esta raz6n, este tipo de cambio de varia-

IS suele llamarse cambio desacoplante. En efecto, usando las 

laciones (3.30) en (3.29) resulta: 

+ 

Como vemos, la excitaci6n longitudinal ~ se desacopla 

. completo de los otros campos, hecho que se produce también 

li vel cuántico (salvo cuando hay presen~es fuentes fermi6ni­

I externas). Ahora se puede escribir la integral funcional 

en términos de las nuevas variables X y}L • Por supuesto, 

sustituci6n correcta supone tener en cuenta el jacobiano 

Iciado a la transformaci6n 

) 
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Debido a la existencia de la llamada anomalía quiral 

anomalía axial) la medida de integraci6n fermi6nica no es 

'ariante frente a transformaciones quirales y, como conse-

:ncia de este hecho, el jacobiano fermi6nico no es trivial. 

, anomalía quiral entendemos la no conservaci6n a nivel cu~ 

:0 de la corriente asociada a la invarianza clásica del la-

lngiano (3.22) con m = O, frente a cambios quirales de la 
O(ts '" ~ ~ 

'ma 'i' -') e -t ,.::v -> ~ e'~ ( 5) • 

El jacobiano se puede evaluar siguiendo el método de 

ikawa (6-7); los detalles del cálculo se presentan en un a-

ldice, al final del capítulo. Aquí nos limitamos a escribir 

resultado: 

Como vemos, se obtiene una contribuci6n a la parte ci­

,ica de la acci6n efectiva para el campo f . No hay ninguna 

va contribuci6n a la dinámica del campo ~ , que resulta co~ 

tamente desacoplado. Por este motivo la integral en ~ se 

orbe enteramente en la constante de normalizaci6n, ya que 

contiene ninguna informaci6n relevante sobre la interacci6n 

'mi6nica. Luego, se tiene 
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Como se discuti6 en la secci6n anterior, también ahora 

dici6n de un término de fuentes permite calcular, por deri-

6n, cualquier función de Green fermiónica en funci6n de los 

os campos (2). Sin embargo, esto no es necesario para pro-

la equivalencia entre este modelo y el modelo Seno-Gordon. 

poner de manifiesto tal equivalencia es conveniente efec-

un desarrollo perturbativo en la masa (8): 

00 
IY\ M 

• [ l- i. l. rN'\ ) Tf \J'x¡ X.l)(~ ) 2lS+(~l) X- J 
e ("\) 

t'r\ =0 (Y\! 'A~t 

e 

~ lo 

4 (3.36) 
~ + ~-rr 

Utilizando la definici6n de valor medio introducida en 

ecci6n 3.2. (tomando una normalización adecuada) resulta: 

e < > significa valor medio de expectaci6n en el vacío, o 

espondiente a una teoría de fermiones libres y escalares 

es, sin masa. El propagador asociado.al campo escalar está 

por: 
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~ O 6..F (x') :: 

't 
«3.38) a) 

l solución es: 

(3.38) b) 

le ~ es una constante con dimensiones de masa. Con el objeto 

~vitar las divergencias infrarrojas que presenta la solución 

58) b), seguimos el procedimiento usual que consiste en agr~ 

una pequeña masa r en la ecuación (3.38) a) : 

o --~~ O + r7.. 

En lugar de (3.38) b), encontramos ahora que el propaga-

escalar es proporcional a la función de Bessel modificada 

>rden cero (9): 

Por supuesto, al final de los cálculos se debe tomar el 

L te r ---~ O : 

~ 
c = e (~es la copstante de Euler, ver fórmula (2.27) b». -r 

Desarrollaremos una teoría de perturbaciones -con la ma-
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ermi6nica como parámetro perturbativo- alrededor del mode­

ibre de fermiones sin masa. El propagador fermi6nico está 

por: 

l3.40) 

GF puede obtenerse fácilmente, en el caso no masivo, a 

ir de la funci6n de Green del campo escalar. En efecto, en 

dimensiones se verifica la siguiente identidad: 

- O - - 'dr 'dr :: t '1 ~ '1 

lo tanto, la ecuaci6n (3.38) puede escribirse en la forma: 

l 

-1.. ~~i-'j ~a..lxl O 6.( (x) -= S ()() :: = 
)..'1. 2.'1t" 

(3.41) 

• L)' ~~~ = _ l 

z.T(" \X 12 

Luego, comparando (3.40) y (3.41) se tiene: 

G,:-(1C) :: 
. 
L 

Para calcular explícitamente (3.37) es conveniente fact2 

ar las contribuciones fermi6nicas y bos6nicas, escribiendo: 

.... .2~ A 
e + + 

-2tP 
e A 



de 

-109-

Á+ - X 4! )'5 X 
2. 

De aquí en más los pasos a seguir son paralelos a los 

criptos en la secci6n 2.2 •• El primero es la obtenci6n de 

f6rmula análoga a la que se deriva a partir del teorema de 

k en la formulaci6n operacional (Ec. (2.26)). En el contex-

de la integral funcional esto se logra considerando el si-

ente valor medio: 

_ \cJ.\(-~ ~ IJ <P+J~) 
e _ 'llJ) -- (3.45) :::: 

llo) 

.de J es una fuente clásica externa. Realizando,en el nume­

or de (3.45) el cambio ~ ---~ ~ + ~o , cuyo jacobiano aso­

.do es igual a 1 (- ct>C) es una trayectoria fi ja en el espacio 
; 

cional~, y eligiendo adecuadamente a ~o ' se obtiene: 

(3.46) 

Nos interesa aplicar esta identidad al caso: 
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El resultado es: 

lde Jl es una gran masa que da cuenta de las divergencias ul 

avioletas de la teoría y ~ es una masa que se asocia al or-

1 normal de la teoría (Es fácil comprobar que el resultado 

depende explícitamente de ~ • Cfr. la discusi6n previa a la 

• (2.42». Para obtener (3.48) nos hemos restringido a la r~ 

5n determinada por: 

A I Xi. - )(~ I » i 

Esta última condici6n es necesaria para evitar los pro-

3mas infrarrojos típicos de una expansi6n perturbativa -con 

i masa como parámetro del desarrollo- alrededor de una teo­

i con masa nula (1). La primera condici6n, justificada por 

carácter regulador deJl (al final de los cálculos se pasa 

lími te A --~ 00 ), nos permite simplificar la expre si6n 

.48),haciendo uso del comportamiento asint6tico de la fun-

Sn de Bessel, para valores grandes del argumento. 

A través de la f6rmula (3.48) reobtenemos el resultado 
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.42). En efecto, si ¡: ~¡. ~ O , la expresi6n se anula en el .. 
mite f --~ O, por lo que, de aquí en más restringiremos nue~ 

o análisis al caso 

(3.51 ) 

Como antes, esta condici6n simplifica notablemente el 

lculo explícito de la serie perturbativa. Para comprobar es­

afirmaci6n es instructivo escribir nuevamente (3.37) usando 

.43), y considerar, como ejemplo, los primeros términos de 

serie: 

En primer lúgar observamos que el término de orden ~ 

anula, ya que corresponde a ~ ~¿ = + 2i ~ O • Más aún, 

ngún término correspondiente a una potencia impar de ~ pue-

contribuir a la serie, porque no se puede tener, en ese ca­

, ~ ~~ = 6. La primera contribuci6n no tri vial proviene enton-

" s del término de orden onZ : 
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A su vez, s610 los dos últimos términos de (3.53) a) v~ 

~ican ¡ ~¿ = O, de modo que la forma final es 
l. 

Extendiendo este análisis a los términos de orden supe-

>r (1)-(8), se encuentra 

Para resolver la parte fermi6nica, es conveniente escri 

~ los campos en la forma: 
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Luego, 

(3.56) 

Usando la forma explicita del propagador fermi6nico 

iado por la ec. (3.42» -teniendo en cuenta las contracciones 

~ los campos- en el valor medio fermi6nico, y aplicando (3.48) 

ira la parte bos6nica, finalmente resulta (1)-(8) : 

~l~. d'x~ d'~) • 

k ¿-

• n. [lS> e ) 2 p~ ~ - x ~ \ l'f -1 ~ IJ 
-l->Arr---------------!=----

k 2._2.)...2 

.1\ (~c \)(" - ~~t) 1f 
~I~ 

t.k 
:mde el factor ~. ha sido reemplazado en términos,.ge ~ . .A.,. 'Y_ 

Ahora vamos a cómparar este resultado con la expresi6n 

>rrespondiente al modelo Seno-Gordon. La integral funcional 

ira este modelo está dada por: 



-114-

Efectuando un desarrollo perturbativo, tomando a 0<0 co 

I parámetro de la expansi6n, se obtiene: 
~1 

Inde se ha usado la propiedad (3.51), desechando aquellas co~ 

'ibuciones que no verifican r. ~~ = O • Para calcular el valor 

Idio bosónico de (3.59), procedemos de la misma forma en que 

I hicimos para tratar la parte bosónica del modelo de 

lirring. Utilizando (3.48) se tiene (1)-(8) 

1>"" 

-L 
~:o 

(3.60) 

• 

,nde se ha definido la constante renormalizada: 

(3.61) 

Como antes, A es una masa utilizada como "cutoff" y M 

una masa arbitraria asociada a las singularidades de la te2 

a escalar cuando se consideran contracciones de los campos 
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1 un mismo punto. 

Comparando las expresiones (3.57) y (3.60), resulta evi 

~nte que ambas integrales funcionales coinciden si se satisf~ 

~n las siguientes identidades: 

2. 

* 
M 

le son, por supuesto, las mismas obtenidas por Coleman en su 

~abajo original (1) (Cfr. ecs. (2.55)-(2.57)). 

Concluimos entonces que es posible, también en el marco 

la integral funcional, estudiar el modelo de Thirring masi­

) en términos del lagrangiano bos6nico que corresponde al mo­

~lo Seno-Gordon. Esto equivale a establecer las relaciones 

bosonizaci6n usuales: 

(3.66) 
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3.4. Bosonización abeliana. El modelo de Schwinger 

masivo. 

En la sección 2.3. discutimos el trabajo de Lowenstein 

Swieca sobre el modelo de Schwinger, para fermiones sin ma-

(1). La rotura de simetría quiral, observada en la natura-

za, sirvió de motivaci6n para estudiar de qué manera se ve 

'ectado el procedimiento de bosonizaci6n cuando se consideran 

rmiones masivos. Este análisis, que involucra el estudio de 

's diagramas de la teoría, nos condujo al resultado de 

,leman, Jackiw y Susskind (2)-(3). El objetivo de esta secci6n 

, llevar a cabo la bosonizaci6n del modelo de Schwinger masi­

" utilizando las técnicas de integración funcional. La reso-

lción de este problema constituye otro de los aportes origin~ 

s de esta tesis (4)-(5). La densidad lagrangiana del modelo 

:tá dada por: 

Partimos de la integral funcional 

'nde, por simplicidad adoptamos el gauge de Lorentz, 
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o 

como se hizo en la secci6n precedente para el modelo de 

irring, efectuamos un cambio desacoplante en las variables 

rmi6nicas (4): 

(3.70) a) 

(3. 70) b) 

,nde el campo ~ está ligado al campo de gauge Ar a través 

i la relaci6n 

- I -e 

En estas expresiones ~ es un campo escalar (Cfr. ecua-

.anes (2.61) y (2.62», cuya dinámica pasaremos a describir. 

ltes, conviene notar que el fijado de gauge ha eliminado (en 

Ite gauge) la componente longitudinal presente en (3.25), en 

caso en que Af era un campo vectorial auxiliar. 

Como en todo cambio de variables, deben tenerse en cuen 

l los jacobianos asociados. En este aspecto, el tratamiento 

I difiere del realizado para el modelo de Thirring. El jaco­

.ano asociado a (3.71) no contribuye a la dinámica (se abso~ 

i trivialmente en el factor de normalizaci6n), mientras que 
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jacobiano fermi6nico está dado nuevamente por la expresión 

í.33) (ver apéndice). Su contribución a la acción efectiva 

Por otro lado, el término cinético del campo de gauge 

>ma la forma 

En definitiva, para la integral funcional (3.68), se ob 

.ene: 

L 
St'\ 

mde 

+ 

Ahora podemos seguir el procedimiento establecido en 

l sección anterior. En este caso el propagador escalar es, 
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1 apariencia, más complicado, debido a la presencia de deriva 

lS de orden superior en el lagrangiano efectivo. Veremos, sin 

nbargo, que en realidad esta estructura simplifica notablemeu 

~ las propiedades asint6ticas de la funci6n de Green bos6nica. 

1 efecto, ésta queda determinada por: 

lya solución es (5)-(6): 

~F (xl 

3 modo que D.r corresponde al propagador de un campo escalar 

lbre de masa e/~ y un campo libre sin masa. Esta última con­

ribuci6n está asociada a la excitaci6n de masa nula que apa-

3ce en la solución de Lowenstein y Swieca para el modelo de 

~hwinger sin masa (1). La f6rmula (3.75) muestra claramente 

1 propiedad asint6tica antes aludida: 

3 decir que dada la forma particular del propagador, no apa-

3cen divergencias ultravioletas. Contrariamente, las divergeu 

las infrarrojas son severas. Como es usual, este problema se 

)ntrola introduciendo una masa f y tomando el límite r --, O, 
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.1 final de los cálculos. El procedimiento se continúa en es­

recha analogía con el desarrollado en la sección anterior, 

or lo que obviaremos algunos detalles (ver ecs. (3.42)-(3.48» 

Desarrollando la exponencial en (3.72) se tiene: 

I 
5M 

Usando una identidad similar a la (3.48): 

(3.77) 

e pueden factorizar las contribuciones bosónicas y fermi6ni-

as. El resultado es: 

onde hemos redefinido la masa del fermi6n, ~ = ~ y, Fk Y 
."t"Tt" 

k son los factores fermi6nico y bosónico, respectivamente, 

ados por 
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• 

Vemos que la contribuci6n proveniente de la eoccitaci6n 

~ masa nula cancela el factor correspondiente a la contribu-

L6n de fermi6n libre. Así, se obtiene: 

(3.81) 

Ahora la equivalencia es inmediata. Es evidente que la 

ltegral funcional (3.81) coincide con la del modelo Seno-_ 

>rdon masivo con densidad lagrangiana 

l3.82) 

se hacen las siguientes identificaciones: 
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41\ 

Por supuesto, con este resultado, la bosonización del 

odelo de Schwinger para fermiones sin masa se obtiene toman­

o 1m = O en (3.83); se establece así un isomorfismo entre es-

e modelo fermiónico y una teoría de campos escalares libres 

on masa ~~. (También está presente la excitaci6n de gause 

in masa, (1),(6-7)). 

Para terminar esta sección estudiaremos la forma de in-

orporar el vacío 9 (8-9) en nuestro esquema de bosonización 

beliana. Como es sabido, el vacío Q puede estudiarse agregan-

o a la densidad lagrangiana del modelo de Schwinger un térmi-

o de la forma 

En principio, para la teoría sin masa, toda referencia 

Q puede eliminarse de la funcional generatriz por medio de 

na rotaci6n quiral finita de los campos fermi6nicos: 

(3.86) 
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Esta transformaci6n da lugar al jacobiano (ver apéndice) 

J -

Eligiendo ~ = ~ , la contribuci6n del jacobiano canc~ 
2-

i el término de vacío 9, ec.(3.85), y se verifica: 

l [e1 z (o] (3'.88 ) 

Por otro lado, cuando se calculan valores medios de c~ 

Ldades que involucran operadores compuestos, la dependencia 

1 9 no puede eliminarse (10). Por ejemplo, para calcular la 

intidad 

~ debe agregar al lagrangiano un término de fuente: 

(3.90) 

Si repetimos la rotaci6n quiral (3.86) es claro que, en 

3te caso, la dependencia en Q no desaparece. Se elimina el tér 

lno (3.85) pero el vacío Q "reaparece" en el término de fuen-

~ (11). 
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Ahora es evidente lo que ocurre en la teoría masiva. 

La rotaci6n quiral elimina el "término e" de t. [e] a través 

del jacobiano (3.87), pero se produce un cambio en el término 

no de masa: 

t'5~ 
--~>~ i.. M'\o 't be) e "f'l x) (3.91) 

De aquí en más se procede como en el caso e = O, efec-

tuando. las:. transformaciones (3.70) y (3.71), y luego haciendo 

el desarrollo perturbativo en la masa. El único cambio en el 

lagrangiano efectivo (3.73) es la presencia de un término de 

masa de la forma: 

El análisis prosigue exactamente como antes, con la ú-

nica diferencia de que cambia el argumento del coseno en el 

modelo Seno-Gordon equivalente (Cfr. ec.(3.82»: 

Este resultado está en acuerdo con el que se obtiene m~ 

diante el tratamiento usual del vacío e en el modelo de 

Schwinger (3). 
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3.5. Bosoni zación no abeliana: el método, :funcional. 

En esta sección mostraremos la forma de extender el mé­

,odo de bosonización funcional, desarrollado en las secciones 

mteriores, al caso de teorías con simetrías no abelianas. En 

.a sección 2.4. se hizo hincapié en las dificultades encontra­

las al tratar de generalizar de manera "naive" los criterios 

le equivalencia entre fermiones y bosones -bien establecidos 

in modelos abelianos bidimensionales (ver secciones 2.2. y 

~.3.)- a teorías cuyos grupos subyacentes son no conmutativos 

1-3). 'l'ambién se estudió el procedimiento al ternati vo desarro 

.lado por \rli tten (4), mediante el método operacional. A partir 

le este trabajo y el de otros autores (5-10), se descubrieron 

:onexiones interesantes entre la bosonización no abeliana y la 

'uncional de Vless-Zumino (10), que había sido construida origl 

lalmente como una acción efectiva para las anomalías quirales. 

En el contexto de los métodos funcionales, Gamboa Sara­

'í, Schaposnik y Solomin (11-12) pusieron de manifiesto cómo 

lquella relación surge de un modo muy nat~ral al extender el 

:ambio quiral de variables (3.30) o (3.70) al caso no abelia- I 

lO. De aquí en más aplicaremos esta técnica al problema de la 

losonización no abeliana. 

Consideremos, como ejemplo, la Cromodinámica Cuántica 

m dos dimensiones del espacio-tiempo para fermiones sin masa. 

la densidad lagrangiana euclídea para este modelo es: 
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terW\i~l>~ \\le 
+ i j ~ ~ el d~,,~e. 

nde ~ = i , + e A, y A~ toma valores en el álgebra de Lie 

SU(2) (la extensión a SU(N) es simple). Los campos fermi6-

cos se toman en la representación fundamental de SU(2). En 

referencia (11) se introdujo el análogo no abe1iano del 

mbio de variables desacop1ante (3.70). En efecto, realizan~ 

I la siguiente transf'ormación 

"Y __ V ,J 
A- \.4,..5 

Inde ~ = ~a.. iQ., es un campo escalar que toma valores en el ál 

bra de Lie del grupo SU(2) (las matrices t , con a=1,2,3, 
a 

n los generadores. de SU(2», es fácil verificar que el la-

angiano fermi6nico se desacopla por completo del campo de 

uge: 
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Aunque la ecuaci6n (3.97) se verifica en un gauge arbi 
,...-

rario ( basta para ello escribir, en lugar de (3.95), '\(5 = 
e. -(!i ~ + L. '1. ), es más simple e instructivo trabaj ar en el lla 

ado gauge desacoplante: 

ntroducido por primera vez en la ref. (11). N6tese que la e-

en el caso abe-

iano, el gauge desacoplante coincide con,. el glluge'idel,ño:rentz 

ara el modelo de Schwinger. 

La posibilidad de elegir el gauge desacoplante, es de­

ir, la demostraci6n de que la ecuaci6n (3.98) define efecti­

amente un gauge, fue establecida por Roskies (13) consider~ 

o la complexificaci6n del grupo SU(2), SL(2,C). En efecto,U5 

uede tomarse como un elemento de la forma 

on j = i ~5 • Así, Us- es una matriz hermítica, definida positi 

a, con determinante igual a 1. 

Para poder escribir la integral funcional de la teoría 

n términos de las nuevas variables, se debe tener en cuenta, 

omo en el caso abeliano, el cambio en la medida fermi6nica 

e integraci6n bajo la transformaci6n (3.95): 
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En este punto es interesante notar que el jacobiano ~ 

oincide con el determinante fermi6nico (ver secci6n 3.2.): 

del Ji J'Di'lli' _ ~ J.l)C "Y;l6 "Y 
- e = -

l3.100) 

~ 

~ _ _ \ol'x X ¡~:t 
Jr ~Xj)X e - Jf Jet ¿l 

En particular, como veremos más adelante, esta rela-

i6n'per.mite hacer contacto con el estudio del modelo sigma 

o lineal realizado por Polyakov y Wiegmann (5). 

En el cálculo de Jf se debe considera~ una tranforma­

i6n Us dependiente de un parámetro t, con t €. [0,1) : 

(3.101 ) 

De esta manera, la transformaci6n completa (3.96) se 

btiene por iteraci6n a partir de la transformaci6n infinite-

¡mal, variando t entre O y 1. El m~todo se ha desarrollado 

n las referencias (11),(12),(14),(15) y en nuestro apéndice. 

la como resultado 

1 

~ 0f = - :; \4'" TII-[±~~ + ~Jt '6s~t~~t1 : 

" 
~ 

\k )!'K T'"flY~t -L~ft~tl~s~J 
O 



-131-

onde Tr _ trLorentz (X) trSU( 2) Y 

Para construir la funcional de Wess-Zumino a partir de 

3.102) es conveniente escribir 

onde 

(3.105) b) 

Se pueden demostrar las siguientes identidades: 

(3.106) 
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Utilizando las identidades (3.104) y (3.107) en la e­

uaci6n (3.102) se obtiene: 

~ 

k Jf = !r \~ ~ d')( \t~ (-~e r~ [a,-ltl rll.,¡il] + 
o 

El segundo término puede integrarse por partes para 

.uego utilizar la identidad (3.106): 

Es fácil verificar que el último término de (3.110) 

ance1a al último término de (3.109), desapareciendo de esta 

'orma la dependencia explícita del jacobiano con respecto a 

a componente longitudinal de Af • El resultado es: 
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I 

~ Jf -
_ e,'1 

TI\. ~J.'.~.u- ~o.fltl a.r(tl] + -
LfTr 

o (3.111) 

~ 

- Á. e 
'2. TI\. ~Jt )J'x erv ~(x) ( ~ ltI,lA. v( t)] 

2"1T 
o 

Efectuando la integral en t, en el primer término, to­

ando la traza correspondiente al grupo de Lorentz (tr ~ = 2), 

haciendo uso de las siguientes identidades triviales: 

e encuentra: 

I 
(3.112) 

-~~ €r~ ~lX ~Jl; ter i: tÓt ~t 1 i:cJr Ot) i: \ay ~t)J 
o 

2tt\>UC) 
onde '6túc/= e ( ~\ = dt::1 ' ~D = 1 ). 

El miembro derecho de (3.112) es la forma usual de la 

uncional de Wess-Zumino en dos dimensiones (12)-(16) (Cfr. 

ecci6n 2.4.). Como es sabido, el término de Wess-Zumino po-
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ee relevantes propiedades asociadas a la topología de la te2 

ía en estudio, de modo que el método de bosonizaci6n que es­

amos analizando deja manifiesto el rol de la topología en la 

quivalencia fermi6n-bos6n hallada en modelos no abelianos bi 

imensionales (Para mayores detalles ver ref.(12)). (Resulta 

nteresante comparar el resultado (3.112) con la expresi6n a­

áloga obtenida por Witten (4), discutida en la secci6n 2.4.) 

Por otro lado, como 10 anticiparamos, la expresi6n 

3.112) coincide con la soluci6n del modelo sigma no lineal 

btenida por Polyakov y Wiegmann (5). En nuestro caso, a dife 

encia de los estudiados por Polyakov y Wiegmann y Witten, la 

cci6n bos6nica equivalente al modelo de partida, incluye la 

ontribuci6n del término t"~": 

(3.113) 

onde 

--

Con el objeto de dar una idea cualitativa de la dinámi 

a gobernada por la acci6n (3.113) es útil considerar un des~ 

rollo de la forma 
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"6 = i +.1. ~o. t + O W 1 

En esta aproximaci6n se tiene: 

(3.116) 

r 

Es interesante observar que la contribuci~n del jaco~ 

)iano, ec.(3.116), es muy similar a la acci6n efectiva consi 

lerada por Witten para describir la fenomenología de los ha­

irones a bajas energías (17-18). En nuestro caso, de la suma 

le ambas contribuciones resulta un lagrangiano efectivo, con 

~érminos que contienen derivadas de orden superior, cuya par-

~e libre (Cfr. el caso abeliano, secci6n 3.4.) toma la forma: 
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2 que corresponde a N - 1 (para el grupo SU(2) se tiene 

22 - 1 = 3 ) campos escalares de masa ~ y N2 - 1 excitacio-
T1.íi 

~es de gauge sin masa. A diferencia del caso abeliano, en el 

que los campos bos6nicos aparecían libres, ahora se tienen 

términos de autointeracci6n, dados por las partes no cuadráti 

cas en (3.116) y (3.117). Siguiendo estas lineas, un análisis 

nás detallado de este modelo fue desarrollado por H.Falomir y 

E.M.Santángelo (19). 

Antes de concluir esta secci6n es oportuno enfatizar 

que el método funcional de bosonizaci6n, aplicado como ejem­

plo al caso de la Cromodinámica Cuántica en dos dimensiones, 

puede extenderse sin inconvenientes a otros modelos fermi6ni-

cos bidimensionales. En particular, mediante la generalizaci6n 

no abeliana de la identidad gau"siana (3.24) se puede estudiar 

el modelo de Thirring con simetría SU(N). En este caso se in-

troduce un campo vectorial auxiliar no abeliano escribiendo: 

~ ~.l'" (H¡}'''1'f _ ) J 2X L ~ ~,,~ - d i ~ ~ A ~ l' ) 
e :: e 

donde las matrices A son los generadores del grupo SU(N) y 

los campos fermi6nicos se toman en la representaci6n fundameg 

tal de SU(N). La implementaci6n de un cambio de variables en 

la medida de integraci6n funcional permite desacoplar los fe~ 

miones del campo auxiliar, y el jacobiano correspondiente da 

lugar, como en el caso de QCD2, a un término de Wess-Zumino. 

A partir del modelo de Thirring SU(N) también es factible el 

estudio del modelo de Gross-Neveu quiral con simetría SU(N), 

(14). En efecto, dado que su lagrangiano de interacci6n, 
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mede escribirse, mediante una transformaci6n "tipo Fierz" 

m la forma 

'L. ~ 
It'I • 

donde las matrices:'ta son los generadores del grupo U(N», 

.a bosonizaci6n de este modelo puede llevarse a cabo utiliz~ 

lo las técnicas descriptas en este capítulo. 
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3.6. Corrientes fermi6nicas: reglas de bosonizaci6n 

y álgebra de conmutadores 

Al estudiar la equivalencia entre modelos fermi6ni­

cos y bosónicos obtenida mediante el método operacional, 

( ver Capítulo 2 ), comprobamos el rol central que desemp~ 

ñan las corrientes fermi6nicas en relaci6n a la consisten­

cia del procedimiento. En la secci6n 2.3., siguiendo el tra 

bajo de Lowenstein y Swieca (1) sobre el modelo de Schwinger, 

se mostró la estrecha conexi6n existente entre la corriente 

fermiónica y el campo de gauge. Por otro lado, el esquema de 

bosonización no abeliana propuesto por Witten (2) se inicia 

en el estudio de las corrientes fermi6nicas bosonizadas, ya 

conocidas en teorías abelianas, concluyendo con una prescriE 

ci6n adecuada para el caso no abeliano, después de un análi­

sis cuidadoso de las ecuaciones de conservación que obedecen 

las corrientes en una teoría cuántica de campos fermi6nicos 

libres ( ver secci6n 2.4. ). Todas estas investigaciones fue 

ron desarrolladas utilizando el método operacional. 

En el marco de la integral funcional, el trabajo de 

Fujikawa (3-5) sobre el tratamiento de las anomalías quira~ 

les, permiti6 el desarrollo de importantes avances en el es 

tudio de modelos bidimensionales con simetrías abelianas y 

no abelianas (6-8). En particular Gamboa Saraví, Schaposnik 

y Solomin (7), mediante la implementacipn de un cambio qui­

ral no abeliano en la medida de iptegraci6n fermi6nica, cal 

cularon el determinante fermi6nico de la QCD2, sentando así 
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las bases para un estudio sistemático de modelos no abeli~ 

nos bidimensionales, mediante el método funcional (9-11). 

Por otra parte, Polyakov y Wiegmann (12) establecieron una 

conexión muy útil entre el modelo sigma no lineal y otros 

modelos puramente fermi6nicos. Siguiendo estos trabajos ha 

sido posible obtener las reglas de bosonizaci6n y el álge-

bra de conmutadores de las corrientes fermiónicas en la 

Cromodinámica Cuántica bidimensional (13-15). ( En la ref~ 

rencia (15) se sistematizan estos resultados y se extienden 

además, al cálculo del tensor de energía-momento ). En esta 

sección discutiremos estos resultados. 

Comenzamos por considerar nuevamente la densidad la-

grangiana 

(3.118) 

donde 11 = i ~ + e ¡{, y 

con Ar = Ar t a (Como en la sección anterior, las matrices 

t a son los generadores del grupo SU(N) de color, que satis­

facen trc(t a t b )= Jab ). 

El valor medio cuántico de la corriente fermi6nica 

está dado por: 
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( 3.120) 

donde G(x,y) es la funci6n de Green fermiónica que satisfa-

ce: 

(3.121) 

Por supuesto, la identidad (3.120) s610 tiene una 

significación formal, ya que involucra un producto de dis-

tribuciones en el mismo punto. Luego, para extraer el con-

tenido físico de esta expresión es necesario regularizarla. 

A este fin utilizaremos, en primer luga,r, el método de 

Schwinger (16), que preserva la invarianza de gauge median-

te la introducción de un factor de fase en la forma: 

(3.122) 

Ahora veremos la forma en que el uso del gauge desa-
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copIante (7),(9) resulta ser la clave que permite obtener 

una expresión cerrada para la corriente fermi6nica a partir 

de (3.122). Proponemos el siguiente ansatz para la funci6n 

de Green de los fermiones en interacci6n con el campo "glu6 

nico" Arv : 

donde f = ~ a t a es un campo escalar y 

es la funci6n de Green correspondiente a los fermiones li­

bres ( i 't GO = ~ ). Insertando (3.123) en la ecuaci6n 

t3.121), se encuentra: 

+ 

de donde se desprende la validez del ansatz (3.123), si a-

doptamos el gauge desacoplante dado por: 
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!f (Xl 

Reemplazando (3.123) en (3.122) y llamando 

ér= Yr - xr , se obtiene: 

J '\, 1 = - i. ~ ~ t t gr1 V €..., )f r .2.1\ E.-t>O €.2. 
(3.126) 

donde hemos sustituido el factor de fase por la expresión 

entre corchetes, lo cual se justifica por ser f pequeño. 
«s4>{)(+E:) 

Por la misma razón podemos desarrollar e y conser-

var solamente hasta el término de orden € • Tomando luego 

la traza correspondiente a las matrices de Dirac y efectuag 

do un límite simétrico ( lím Er-!:! = ~ ) , el resultado 
e~() f,~ 2-

es 
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Ahora, como estamos trabajando en el gauge desacoplante, P2 

demos hacer uso de la descomposición ( ver ecs. (3.104) y 

(3.105) ): 

= 

donde 

Reemplazando en (3.127) se compruebTa que la parte "longit]¿ 

dinal" del campo de gauge (vr ) se cancela, y así re sul ta: 

(3.128) 

6 bien 

- 1/ J +- /2 

d+ ~(>'I 
+ 

.2. 4>f.x" 
donde J+ = JO ±. i J 1 Y g(x) =e. (Esta notaci6n será de 

utilidad más adelante). 
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Este mismo resultado se puede obtener usando cualquier 

otro método de regularizaci6n invariante de gauge. Una alter 

nativa interesante es la técnica basada en la funci6n J de 

Hiemann (17), mediante la cual se regulariza la funcional g~ 

neratriz desde un principio y luego todas las magnitudes de-

rivadas de ella resultan finitas. En efecto, la funcional g~ 

neratriz es un determinante, es decir un producto de autova-

lores que al no estar acotado da como resultado una cantidad 

mal definida. En la referencia (17) se muestra que 

(3.130) 

donde ~ ( s, D) es la funci6nJ de Riemann generalizada pa-

ra el operador D (18). A partir de (3.130) se puede calcu-

lar la corriente fermi6nica haciendo 

-1 (3.131 ) -e 

El resultado es finito y coincide, por supuesto, con 

el obtenido mediante el método de Schwinger. Un aspecto im­

portante de la técnica de la J de Riemann es que descansa 

sobre una base matemática rigurosa y unívoca (17-20) ( por 

ejemplo, no requiere el uso de límites simétricos) y condu 



-145-

ce en forma automática a resultados finitos e invariantes 

de gauge. 

Una de las características bienvenidas del resultado 

(3.128) radica en que la conservaci6n covariante de la co-

rriente es manifiesta: utilizando la identidad ( 3.108), 

<D, cA. " ~y CA.., 

con ~r ': ,. - i e [r' L es evidente que 

.J)r Jr {) (3.132) 

donde 

es la derivada covariante en la representaci6n adjunta de 

SU( N). 

Por otro lado, escribiendo 

con A+ = AO ± i A1 ' después de un poco de álgebra la ecua­

ci6n (3.129) toma la forma: 

J+ ex) 
-1 , 

~])+d - - L--
~tt 

-\ 
(3.133) 

J_ (x) - -~~ ~ ])- <r 
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con g definida en (3.129), que es la extensi6n para el caso 

de una teoría que describe fermiones en interacci6n con un 

campo de gauge, de las reglas de bosonizaci6n dadas por 

Witten (2), para un modelo de fermiones libres ( ver ecua­

ción (2.125), secci6n 2.4. ). ( Obviamente, haciendo A =0 
+ 

en (3.133), se recupera el resultado de Witten, salvo un 

factor de normalizaci6n ). Un resultado similar se obtuvo 

en la ref. (21), siguiendo un procedimiento completamente 

diferente. 

También es interesante hacer notar la estrecha rela-

ci6n que se verifica entre la corriente fermi6nica y el c~ 

po de gauge, en analogía con el caso abeliano, aunque a di-

ferencia de aquel, ahora la corriente no se identifica con 

el Ar completo sino con su parte 'transversal". Este result~ 

do confirma la observaci6n de Swieca (22) sobre la import~ 

cia de la relaci6n ~ N Jr en la comprensi6n de la equi va­

lencia entre fermiones y bosones en dos dimensiones. 

Una vez establecidas las reglas de bosonizaci6n de 

las corrientes fermi6nicas, el paso natural es el de obte-

ner el álgebra de conmutadores que satisfacen. Recientemen-

te se han descubierto conexiones profundas entre el álgebra 

de corrientes fermiónicas -expresadas en términos de campos 

bosónicos- y la teoría cuántica de cuerdas (23-24). El ha-

llazgo, en el caso de fermiones libres ( equivalente por b2 

sonizaci6n al modelo sigma no lineal (2-12)) de un álgebra 

de Kac-Hoody, torna aún más interesante el estudio corres-

pondiente a una teoría en interacción (14-15). 
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Según es tradicional en la literatura, las investi­

gaciones sobre álgebra de conmutadores se presentan en el 

espacio de Minkowski, por lo tanto, de aquí en más trabaja-

remos en este espacio, con las matrices de Dirac que satis-

facen 

r ~r ,X~ L " 
~r t 5 ::: E ~'1 iv 

y la condición de gauge desacoplante dada por 

• ( ')J l~5CP) - t ~5~ 
-~)De e. 

e 

Si bien no se ha encontrado aún una condición diferencial 

para este gauge, se ha establecido que existe una condici6n 
, 

de gauge no lineal, pero local, tal que cualquier campo de 

gauge Ar puede escribirse en términos de un campo escalar 

~ de acuerdo a la ecuación (3.134) (8-10),(13-15),(25). 

Como ya vimos en la secci6n anterior, la condici6n (3.134) 

permite evaluar de un modo simple el determinante fermióni-

co, en términos del jacobiano asociado al cambio quiral en 

las variables fermiónicas de integración funcional: 

"+' -::: e. ~ -65 ,p x.. 

~-=x.eLis.r 
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(3.136) 

También mostramos que, como consecuencia de esta transform~ 

ci6n: 

(3.137) 

( ver Apéndice, al final del capítulo ), donde hemos llama­

do líJ [A) a la funcional de Hess-Zumino dada por 

VJ[~ 1 - R\1f lJ'x ~[0ri'c+,qllór~("'Jl))] + -

(3.138) 

• dK el\' [¡'~tn'[ ~\~4 )~'c~d) ~I~fa] -L 

41\ 
o 

donde 

(3.139) 
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es un elemento del grupo SU(N) que depende de las variables 

x, t y ~ • De acuerdo a lo explicado en la primera parte de 

esta sección, las corrientes fermi6nicas pueden obtenerse 

mediante 

(3.140) 

y toman la forma 

(3.141 ) 

con las variables del cono de luz definidas por: 

(3.142) 

y, obviamente, g = g(~ ,1). Con esta notaci6n, la conserva-

ción (covariante) de las corrientes vectoriales se escribe 

o 
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mientras que para la corriente axial 

se tiene: 

donde el término de anomalía, A(x), puede evaluarse calcu-

lando el jacobiano de un cambio de variables infinitesimal 

en las variables fermi6nicas (3-4) : 

"Y --1> ~I --
L '6s o(tX} 

e ~ 

't' - \ 
""\--' 

t1r~()() (3.146) 
~ '""i-'-= e 

del cual resulta: 

, 
Le. 
.2.'1\ 

( ver, por ejemplo, refs. (8-9) y (15) ). 
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Las relaciones (3.146)-(3.j48) pueden ser usadas pa 

ra derivar las relaciones de conmutaci6n de las corrientes 

(14). En efecto, la ec. (3.140) puede escribirse en la for 

ma 

Bajo el cambio definido por (3.146) la corriente transfor-

mada es 

J (eX) Jd}?> (~\) 
Jel: )'[A 1 

donde hemos escrito 

(3.151) 

Ahora bien, sin pérdida alguna de generalidad podemos tomar 

- O 

ya que, siendo las corrientes covariantes de gauge, siempre 
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es posible reducir la transformaci6n quiral a una que sea 

paralela a 4>, por media de una transformaci6n de gauge aprQ 

piada. Por otro lado, a partir de la identidad 

que puede establecerse mediante el uso de cualquier método 

para la evaluaci6n de jacobianos, que preserve la invarian­

za de gauge (10), finalmente se tiene 

Ahora, con el objeto de obtener una expresión explí­

cita para Jr ' a partir de la ec. (3.154), basta con utili­

zar la ec. (3.151) correspondiente a un ~ infinitesimal, y 

luego insertar el valor de Á~ en las f6rmulas explícitas pa 

ra J , dadas por las ecuaciones (3.141). El cálculo es sen 
+ 

cilIo, si observamos que el cambio 

( con Á' también en el gau~e desacoplante, ya que l~lo(J= O) 
'/2- \12. . 

corre s}l!X)nde a un cambio en g = g (<P, f =1) de la forma: 
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Con esta expresión para (g/)~ , usando las ecuaciones (3.141 

y (3.154) se obtiene: 

(3.156) 

ó bien 

(3.157) 

Ahora veremos que las relaciones de conmutación que 

satisfacen estas corrientes se pueden inferir combinando 

los resultados anteriores, obtenidos mediante técnicas fun­

cionales, con el método operacional (26-27). Pasando a este 

marco, definimos la siguiente funcional: 

(3.158) 

( donde el símbolo A sobre una magnitud indica su carácter 
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/'... 

L Qs 
de operador) e introducimos el operador unitario ~ que 

es el generador de las rotaciones quirales: 

AS" 
i. Q. 

e 

lo cual puede probarse haciendo uso de (3.158) y de las r~ 

laciones can6nicas de anticonmutaci6n: 

(3.160) 

A 

Aplicando este operador a JO se obtiene: 
A /'-

_ L Q'S /'- \.Q5 '" "'-

e.. Jo Jo + S Jo e - = -

(3.161 ) 
A. 1\. A.. 

Jo , [Q?¡J,,1 Il... 

De esta ecuaci6n puede obtenerse ~ JO ; por consistencia, 

el resultado debe coincidir con el obtenido en (3.157). p~ 

ra que esto se verifique debe cumplirse necesariamente que: 
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Cualquier relación de conmutaci6n puede derivarse de esta 

forma. El resultado general, escrito en forma compacta es: 

o 

Nuevamente, el resultado puede interpretarse como la 

extensi6n natural de las relaciones ya conocidas para la 

teoría de N fermiones libres y para el modelo sigma no li ... 

neal (2), al caso en que los fermiones interactúan con un 

campo de gauge. En efecto, las ecuaciones (3.163) son simi­

lares a las obtenidas por Witten (2), excepto por el hecho 

notorio de que las derivadas que aparecen en el término de 

Schwinger (28), son reemplazadas por derivadas covariantes, 

un fenómeno análogo al encontrado previamente en otros mo-

delos (29-30). Sin embargo, es interesante observar que 

también en este contexto es posible hallar un par de corrieE 

tes tales que el correspondiente término de Schwinger con-
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tiene derivadas ordinarias. Definiendo: 

~t 

es fácil comprobar que bajo la transformación quiral (3.146) 

en lugar de (3.156)-(3.157), se encuentra: 

que corresponde a las siguientes relaciones de conmutación: 

(3.166) 

[ "'fA. Alo ] 
~ _ LX I t \ ) ~ _ t ~ J t ) 

En este punto es importante enfatizar las diferen~. 

cias entre las relaciones que hemos obtenido para la Cromo 

dinámica Cuántica en dos dimensiones ( ecs. (3.163) y (3.166 
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y aquellas que surgen en los modelos de fermiones libres. 

En el caso que nos ocupa, cuando las corrientes se expresan 

en función de las variables del cono de luz, resultan ser 

funciones tanto de x como de x • Esto se comprueba fácil-
+ -

mente a partir de las ecuaciones (3.143) y (3.145), de las 

cuales se deduce que 

(3.167) 

Es decir que no sólo hemos encontrado derivadas covariantes 

en lugar de derivadas ordinarias, debido al hecho de trata~ 

se de una teoría de gauge, sino que, a causa de la anomalía 

quiral las corrientes no se conservan independientemente. 

Con respecto a las corrientes j , aunque en las ex­
+ 

presiones (3.166) ha desaparecido la depandencia con el c~ 

po de gauge, no se verifica ninguna ley de conservaci6n sim 

pIe que dé como resultado condiciones de la forma j = j (x) 
+ + + 

ó j_=j_(x_) ( Cfr. con el caso libre, sección 2.4.). 

Más allá de estas diferencias, la estructura hallada, 

sugiere posibles conexiones con un álgebra tipo Kac-Moody. 

La dilucidaci6n de este, entre otros aspectos de los resul-

tados presentados en esta secci6n, continúa en estudio, es-

perándose puedan echar alguna luz sobre cuestiones aún no 

resueltas en los modelos realistas de las interacciones fug 
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damentales, como lo es, por ejemplo, la forma de construir 

una teoría cuántica de cuerdas en la cual las representaci2 

nes de las álgebras de Kac-Moody y Virasoro juegan un rol 

central (23-24). 
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Apéndice: cálculo del jacobiano guiral 

En éste apéndice presentamos el cálculo del jacobi~ 

no JJ:l1 , asociado al cambio quiral en las variables fermi6-

nicas de integraci6n funcional, utilizado a lo largo de es~ 

te capítulo (la bibliografía relacionada a este cálculo 

corresponde a las~efi.(15-20) de la sección 3.6 ). Considere 

mos la siguiente integral funcional, en espacio euclídeo: 

( A.1) 

donde "\' Y ..y son campos fermi6nicos tomados en la repre­

sentaci6n fundamental de S U (2) y ~ = i ~ + e A (Ar = A;i~ 

t a , siendo t a los generadores de S U (2 )). Efectuando en 

( A.1 ) el cambio 
'(5~l¡() +~,lll\ 

-;: e ' "'t Lx J 

:: "t lxI e,'(r~l,¡()- ~~l)() 

y expresando A en la forma: 

= 

se obtiene: 

- i 
e 

y ( t¿. ~ ~ «P + t~) é.('( r tP + ",.) 

( A.2 ) 

( A.3 ) 

( A.4 ) 
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es decir que el cambio quiral (A.2) ha desacoplado los 

fermiones del campo vectorial. Para calcular J F es conveniell 

te definir: 

( A.5 ) 

con f5 f - l, '1 + e.. r f ' donde 

Yr -= -~ ~Cedts~t'~)1édt5h¡~1( A.6 ) 

y f es un parámetro que varía entre O y 1 , relacionando 

en forma contínua el determinante del operador ~ (f = 1 

con el que corresponde a los fermiones libres (~= O ) 

Es fácil verificar que: 

( A.7 ) 

Además usando ( A.4 ) Y ( A.5 ) se tiene que 

( A.8 ) 

Luego: 

( A.9 ) 

Por otro lado, se puede comprobar la siguiente iden-

tidad: 

( A.10 ) 
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Así, usando ( A.10 ) y la propiedad cíclica de la 

traza en ( A.9 ), se obtiene: 

( A.11 ) 

donde L + 
\" [t, ~(tll " ~ J:.. ~ ® 1A.~ ~ ~J'" ,r) ts ~{xl If", (X, r J 

= ~J~ t.\g, t;; trf \(~. rJ® 'e:b<Ir})t5~(~11 ( A.12 ) 

En esta expresi6n las funciones 'e (x,~) son los 
l"\ 

autoestados del operador ~f' que satisfacen la relaci6n 

de clausura: 

( A.13 ) 

Esto implica que el integrando de (A.12) es una 

cantidad mal definida -la anomalía quiral- cuya evaluaci6n 

requiere el uso de un método de regularizaci6n. Aquí utili-

zamos un método bien conocido que consiste en escribir: 
l 

~ ~ j' r 12 -1- e + L V ~ - )'r~ l. '1 

TI\. L ~5 ~ l)()J = d-~ ~ Do)( V\. (3) lit ~5 'l'(x) €o- • ~ (x-a) ( A.14 ) 
M~()O 

( Un método alternativo, matemáticamente más riguroso, 

es el que se basa en la funci6n J de Riemann, ver ref.(17-

20) de la secci6n 3.6 ). 

Partiendo de A.14 ) , después de algunas manipula-

ciones algebraicas, se obtiene: 

T",[is 4> txI1 -= - l.e íc!";d;~'lt í5~~o/f-~e~r~f) ( A.15 ) 
Ltl\ J 
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Insertando este resultado en la ecuaci6n ( A.11 ) 

l A.16 ) 

que coincide con la expresi6n (3.102) utilizada en la sec­

ci6n 3.5., con ~ = O (gauge desacoplante ) 

En el caso abeliano esta expresi6n se reduce a 

( A.17 ) 

que hemos aplicado a la bosonizaci6n de modelos abelianos, 

en las secciones 3.3. y 3.4 •• 



CAPITULO 4 

CONCLUSIONES 
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Capítulo !: Conclusiones 

En este trabajo de tesis se ha estudiado la equivalen 

cia entre modelos fermi6nicos y bos6nicos en dos dimensiones 

del espacio-tiempo. El procedimiento por el cual se pone de 

manifiesto esta identidad - conocida usualmente con el nombre 

de bosonizaci6n - fue desarrollado,en un principio, mediante 

el método operacional (1-4). El capítulo 2 es una revisi6n de 

los resultados fundamentales obtenidos en ese contexto. Como 

primer ejemplo acabado de bosonizaci6n de una teoría fermi6ni 

ca abeliana, en la secci6n 2.2. se analiza la equivalencia eg 

tre las funciones de Green del modelo de Thirring para fermio 

nes masivos y las correspondientes al modelo bosónico Seno­

Gordon, haciendo hincapié en la implementación de un proceso 

de orden normal en el que se explota la ambigüedad existente 

con respecto a la masa de la teoría bos6nica (3). Una de las 

consecuencias sobresalientes de la identificación entre estos 

dos modelos reside en que el límite de acoplamiento fuerte de 

la teoría fermiónica corresponde al régimen de acoplamiento 

débil para el modelo bos6nico. Este resultado, obtenido tam~ 

bién en la bosonizaci6n de otros modelos bidimensionales, pe~ 

mite tratar perturbativamente el modelo fermi6nico para gran­

des valores de la constante de acoplamiento. 

En la secci6n siguiente se describe la bósonizaci6n o­

peracional del modelo de Schwinger ( Electrodinámica Cuántica 

bidimensional con fermiones sin masa ), mostrándose su equiv~ 

lencia con un modelo de campos escalares libres y masivos. En 
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este caso se observa que el lagrangiano bos6nico equivalen­

te no preserva la simetría frente a transformaciones quira­

les globales, propia del modelo fermi6nico de partida. La 

introducción de un nuevo campo de naturaleza angular, deno­

minado vacío Q, asociado a la rotura espontánea de aquella 

simetría, permite definir un nuevo campo escalar en térmi­

nos del cual el método recupera su consistencia (2). A par­

tir de la discusi6n previa se muestra la extensión de la 

técnica al modelo de Schwinger masivo y se estudia este mo­

delo en interacción con una distribuci6n clásica de corriea 

te externa. Se encuentra que para algunos valores particul~ 

res de las cargas externas { múltiplos enteros de la carga 

elemental ) la fuerza de largo alcance desaparece, las car­

gas de los fermiones son apantalladas. ( Cuando los fermio­

nes no tienen masa este fen6meno se produce para cualquier 

valor de las cargas externas) (4). 

En la secci6n 2.4. se repasan los aspectos más impo~ 

tantes relacionados a la extensi6n del procedimiento de bo­

sonizaci6n al caso de teorías bidimensionales con simetrías 

no abelianas (5). ~n particular, se muestra la equivalencia 

entre el modelo de fermiones libres sin masa con simetría 

O(N) y un modelo sigma no lineal. Estudiando las ecuaciones 

de conservaci6n que obedecen las corrientes fermi6nicas, de 

bido a la simetría global del modelo frente a transformaci2 

nes quirales y de gauge, se obtienen expresiones locales p~ 

ra dichas corrientes en términos de campos bos6nicos. Luego 

se muestra que la dinámica de estos campos bos6nicos está 

gobernada por una acci6n efectiva que corresponde a un mode 
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lo sigma no lineal cuyos parámetros son tales que se prese!:, 

va la invarianza conforme del modelo fermiónico de partida. 

En el capítulo 3 se presenta un método alternativo 

para el tratamiento de la bosonizaci6n de teorías cuáhticas 

de campos bidimensionales, basada en la formulaci6n de la 

integral funcional. Los resultados que allí se describen, 

desde la sección 3.3. en adelante, constituyen los aportes 

originales de esta tesis. 

Con el objeto de facilitar la comprensi6n del método 

funcional, en la sección 3.2. se hace una reseña de aspec­

tos básicos concernientes a la técnica de integrales funcio 

na1es aplicadas al estudio de teorías de campos. 

En las secciones 3.3. y 3.4. se aplicó el método de 

bosonización funcional a modelos abe1ianos (6-8'). La imple­

mentación de un cambio quira1 de variables en la medida de 

integraci6n fermi6nica permiti6 reobtener resultados alcan­

zados con anterioridad en el marco operacional (3-4), pero 

de un modo más simple y que pone de manifiesto la aparici6n 

de anomalías (9) en las teorías bajo consideraci6n, y por 

lo tanto el papel que éstas desempeñan en el procedimiento 

de bosonización, un punto que no queda explícito en el tra­

tamiento operacional. En la formulaci6n funcional, la pre­

sencia de la anomalía quiral se manifiesta através de la 

falta de invarianza de la medida fermi6nica de integraci6n 

funcional (9), lo que da lugar a un jacobiano no trivial a­

sociado al cambio de dicha medida. La evaluación de este j~ 

cobiano: ,~- ligado directamente a un determinante funcional 
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• 

fermi6nico - da como resultado una contribución a la acción 

efectiva bosónica, equivalente al modelo fermi6nico origi­

nal. De esta manera, en la secci6n 3.3. se estableci6 una 

equivalencia entre las integrales funcionales correspondiea 

tes a los modelos de Thirring masivo y Seno-Gordon, mien­

tras que en la sección 3.4. se obtuvo la correspondencia ea 

tre el modelo de Schwinger con masa fermiónica y un modelo 

Seno-Gordon masivo, en completo acuerdo con los resultados 

del capítulo 2. También se mostró la forma de incorporar el 

vacío Q en este contexto de bosonización funcional. 

Los resultados obtenidos en las secciones anteriores 

confirman la eficacia del método desarrollado, dentro del 

marco funcional, para poner en evidencia la correspondencia 

fermión-bos6n en teorías abelianas, uno de los fen6menos 

destacables de la fisico-matemática bidimensional. 

La continuaci6n natural de este trabajo consiste, 

luego, en la generalización del procedimiento al caso de mo 

delos fermi6nicos en los cuales los campos se transforman 

de acuerdo a un grupo de simetría no abeliano. Esta situa­

ción es de interés porque las teorías realistas - por supue~ 

to, en cuatro dimensiones - postuladas con mayor éxito para 

describir las interacciones fundamentales de la materia, son 

teorías no abelianas con simetría de gauge local. 

En la sección 3.5. se desarrolla el método de bosoni 

zación funcional aplicable a modelos no abelianos (8,10,11). 

Utilizando las técnicas originadas en la referencia (10), 

en el caso particular de la Cromodinámica Cuántica bidimen­

sional (con fermiones no masivos), mediante la extensión 
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no abeliana del cambio quiral de variables fermi6nicas in­

troducido en las secciones anteriores, se obtuvo una acci6n 

efectiva puramente bos6nica. Nuevamente, en analogía con el 

caso abeliano, la transformaci6n de variables desacopla a 

los fermiones del campo vectorial de gauge y su jacobiano 

asociado - relacionado, como antes, a la anomalía quiral -

contribuye al lagrangiano bos6nico. En el caso presente, 

esta contribuci6n incluye un término tipo Wess-Zumino, aná­

logo al hallado en la bosonizacián operacional de la teoría 

de fermiones libres sin masa (5) ( considerada en el capítu 

lo 2 ) Y que permite también hacer contacto con tratamien­

tos recientes del modelo sigma no lineal (12). A pesar de 

estas similitudes se encuentran importantes diferencias: en 

nuestro caso, por tratarse de una teoría de fermiones en ig 

teracci6n con un campo vectorial de gauge, se debe tener en 

cuenta el aporte de su término cinético, F F , al lagran­

giano bosonizado, el cual involucra términos con derivadas 

de orden superior aplicadas al campo bos6nico equivalente. 

Al final de la secci6n 3.5. se indica la forma de a­

plicar este método a la bosonización de otros modelos bidi­

mensionales. 

En la sección 3.6. se emplean las técnicas anterio­

res al cálculo de corrientes fermiónicas. En particular se 

obtuvieron expresiones locales para las corrientes de la 

Cromodinámica Cuántica bidimensional, en términos de ca~pos 

bosónicos (13). Los resultados obtenidos son la extensi6n 

natural, para una teoría que describe fermiones en interac­

ción con un campo de gauge, de las reglas de bosonizaci6n 
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ya conocidas para las corrientes asociadas al modelo de fer 

miones libres (5). Por otro lado, a partir de éste cálculo 

se confirma la estrecha relaci6n existente entre la corrien 

te bosonizada y el campo de gauge ( un aspecto cuya impor­

tancia fue enfatizada con anterioridad por Swieca (14) ), 

que en el caso abeliano se reduce a una relaci6n de propor­

cionalidad. 

Por último, se utiliz6 un procedimiento que combina 

el método funcional con el formalismo de operadores, permi­

tiendo inferir las reglas de conmutación que satisfacen las 

corrientes fermiónicas (15). Nuevamente, el álgebra de con­

mutadores obtenida puede interpretarse como la extensi6n na 

tural de las relaciones conocidas con anterioridad para la 

teoría de fermiones libres ( y para el modelo sigma no li­

neal ) (5), al caso en que los campos fermi6nicos están a­

coplados a un campo de gauge. Estas expresiones son formal­

mente semejantes a las que se encuentran en el caso libre, 

salvo por el hecho notorio de que las derivadas que apare­

cen en el término de Schwinger son reemplazadas por deriva­

das covariantes, fen6meno similar al encontrado previamente 

en otros modelos ( ver secci6n 3.6. ). Además, a diferencia 

de lo que ocurre en el modelo de fermiones libres sin masa, 

las distintas componentes de las corrientes ( en el cono de 

luz ) no se conservan en forma independiente, como consecue! 

cia de la anomalía quiral. Por encima de estas discrepan­

cias, la estructura obtenida sugiere posibles conexiones 

con un álgebra de Kac-Moody. 
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A partir de los resultados alcanzados en este traba­

jo se concluye que el método funcional de bosonización es 

una herramienta útil para encarar el estudio no perturba ti­

vo de teorías cuánticas de campos con simetrías abelianas 

y no abelianas. En el caso abeliano ha permitido reobtener, 

mediante un procedimiento sencillo, las equivalencias entre 

modelos bidimensionales fermiónicos y bosónicos, estableci­

das con anterioridad en el marco operacional. En el caso no 

abeliano posibilitó el tratamiento de teorías en interacción 

cuyo análisis operacional había resultado poco práctico, de­

jando en evidencia estrechos vínculos entre diversos mode­

los bidimensionales que mantienen su interés como medio pa­

ra lograr una mayor y más profunda comprensión de las teo­

rías realistas que se proponen dar un marco unificado a to­

das las interacciones conocidas en la naturaleza. 
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