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Resumen

Las técnicas de multiresolucidn permiten, con un primer conjunto reducide de datos, disponer
de una versién aproximada de cierta imagen a wansferir. Con el agregado de sucesivos detalles,
puede completarse dicha imagen hasta cobtenerse la original. BEn mmchas ocasiones, los
coeficientes que definen la aproximacién o alguno de los detalles pueden ser itiles para clasificar
o detectar ciertos elementos en las imdgenes.

Se wata de mérodos sin pérdidas, que en ciertas aplicaciones se presentan como una
alternativa a los métodos de conpresién.

El objetivo de este trabajo es presentar experiencias realizadas explorando distintas estrategias
de mulriresclucidn scbre imEgenes en tonos de gris. Fueron ensayadas descomposicionses en
componentes principales y utilizando distintas varianres de splines ciibicas. Estas tiltimas fueron
irmplementadas utilizando una extensidn bidimensional del algoritmo rdpido de Mallat para el
cdlculo de la wansformada waveler.

Keywords: Multiresolucidn, Wavelets, Conponentes Principales.



Analisis e Implementacion de Estrategias de Multiresolucion aplicadas a magenes

1. Introduecién

Las técnicas de multiresclucion consisten en la descomposicion de una sefial en una primera
aproximacion (versidn gruesa) que intentara contener gran parte de la informacidn de la sefial con
un reducido grupo de daros, mis una sucesién de deralles que incrermentaran la resclucién de la
primera aproximacion.

En algunos casos, una versidn aproximada puede ser suficiente. De ser necesario, pueden
incorporarse detalles hasta obtenerse la resclucién requerida. Este incremenro de resolucién
también puede hacerse en forma localizada, visualizando con mayor precisién una zona
determinada. I.a sefial original puede ser totalmente recuperada, dado que se trata de métodos sin
pérdidas.

Si bien el andlisic de multiresolucidn es el marco formal para estas técnicas, se denominan en
general técnicas de nultiresclucién a las esmrategias de descomposicién que describen a la sefial
como una aproximacién y detalles aunque en algunos casos no verifiquen del todo el marco
formal que se desarrollard mds adelante. Tal es el caso de 1a descormposicion en componentes
principales. Sin ernhargo la descormposicién en splines ciibicas se enmarca perfectamente en el
anslisis de rultiresolucidn.

Entre las diversas aplicaciomes de estas técnicas pueden mencionarse los mérodos de
aproximacién y suavizado, clasificacién de invigenes y ransmision de datos.

Utilizando estas estrategias pueden mansmitirse imigenes con resolucidn por demanda. Esta
aplicacidn comsiste en transmitir una primera aproximacién de la Imagen y, sl son solicitados,
posteriormente los detalles. A través de una red puede wansmitirse en primer lugar una
aproximacién con alta prioridad y en segundo término los detalles. Dichos detalles pueden ser
enviados con menor prioridad y mejorardn gradualmente la resclucién de la imagen. De esta

manera un canal digital toma una caracteristica propia de un canal andlogico, como la de
conseguir distintas calidades de acuerdo a la calidad del canal. En este caso la sefial ransmirida
es recibida con mejor calidad por quien tiene un buen canal de canminicacicnes, pero también es
recibida sin interrupciones (aunque con una calidad menor) por quienes disponen de un canal de
IMETOres Prestacionss.

2. Aspecios tedricos del andlisis de nmiltiresolucion

Un Andlisis de Muldresolucidn consiste en una sucesion de subespacios de aproximacién
{1_;‘: jE E} que satisfacen las siguienres condiciones [L]:
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El subespacic de aproximacién V};, puede componerse a partir del subespacio correspondiente
a un nivel superiar V, y su complemento ortogonal en V; que denominaremos W
Va=V+W, (L)
Estos subespacios W, que son Ilamados subespacios wavelets, tienen una base de Riesz
generada por traslaciones de una funcién ¥(t), que satisface las condiciones de funcién wavelet
madre [2], por lo tanro espectralmente estos W, tendran caracreristicas pasabanda,

Extendiendo esta descomposicidn, un subespacio ¥}, puede componerse con un subespacio de
aproximacién y complementos ortogonales:
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Figora 1 Aprommoadn ¥ Detalles, Contemdo

Espectral.

Los ¥, tienen como base ¢, (n=Iglt/2 -k L keZ: versiones desplazadas y escaladas de la
funcidn de escala, ¥ los W, UAOE (wirf2f k)l keZ, desplazarientos ¥ escalzmientos de 1z
funcién Wavelet Madre ;).

Dada f{t) perteneciente a V,, puede descormponerse en una base cormpuesta por las bases de
cada uno de estos subespacios que son ortogonales entre si, resultando:

f[r;-Ec‘[kj-n}.}F{rJ+lchj[.H wﬁir;+..+£d!m; \FE;{FJ+ZJIHJ v. (0 (3)

siendo cfk), di(k) coeficientes y pu(t), yn(t) las bases de los subespacios V; y Wi respectivamente.
de esta manera, f{t) queda expresada como una suma de versiones desplazadas de ciertas
funciones, pesadas con coeficientes. La versidn gruesa estara compuesta por funciones suaves y
los detalles por funciones cada vez mis “angostas”, que aportarin los carnhios abruptos.

fitl=aproximacidn de nivel j + detatlej + ... + detalle 2 + detalile 1 (4)

A partir de los coeficientes cfk) ¥ Jifk), conociendo las funciones bases utilizadas en la
descomposicitn, puede reconstruirse la sefial original. De esta manera, con un reducido niimero
de coeficientes podemos obtener una versién gruesa o aproximacién. Utilizando coeficientes
adicionales 4 (k) podemos agregar detalles que aurentan la aproximacion a la sefial original.

Si bien en el andlisis precedente se consideraron funciones comtinuas, el andlisis es
directarnente aplicable a secuencias discretas.

Un aspecto importante del anilisis de nmlriresolucién es el concerniente al volumen de datos
en juego. Dada un secuencia sfz) de N pumtos, si se utilizan bases orrogonales (o biortogonales)
puede reconstruirse exactamente con N coeficientes. Es decir, podernos hablar de un mapeo, per
ejerplo de una imagen de NxN pixels, a un arreglo de NxN coeficientes que contendrd los
correspondientes a la aproximacién y detalles a partir de los cuales podemos reconstruir la

versidn original.



Los coeficientes pueden calcularse proyectando fft) sobre las bases consideradas:

e,lk) = (r;‘r;u;,ﬂr,ﬁ) (5)
dtky={w} (0. f )

donde . deriota producto Mamo y g (), W31 denotan los duales de g (1) w, (1) para el caso
de bases biortogonales. Para el caso ortogononal son coincidentes.

Si bien estas expresiones son conceptualmente claras, su implementacidn algorimmica no
resulta computacionalmente eficiente. Existen algoritmos rdpides para el cdlculo de estos
coeficientes, como el algorimmo de Mallat [2], para implernentacitn de la transformada Waveler
utilizando bancos de filtros,

3. Mutiresolucion con Splines Cibicas

La spline bdsica de orden n (f "(x)), resulta de convolucionar n veces consigo misma la
funcién rectangulo [-1/2, 1/2]. Recordemos que la comvolucién infmitas veces de esta funcidn
resulta en la funcidn gaussiana (tecrerma del limite central). Convolucionande 3 veces (splines
bisica ciibica) su aspecto ya es similar (ver figura 3).

Las splines ciibicas son funciones que se cbtienen como una surma ponderada de splines
bésicas de orden 3 desplazadas:

giv=Y pthy Blix—k) (6)

Utilizando este tipo de funciones es posible realizar descomposiciones e Inplermentar
estructuras de mulriresolucién. Estas funciones tienen caracteristicas deseables tales como
aproximacién, suavizado, interpolacién y mmy buena localizacién posicién-frecuencia [3].
Existen algoritmos rapidos para la Implementacién de estas descomposiciones. Su parecide con
las gaussianas le otorga cierta conexidn con los modelos perceptivos hurmanoes, con la ventaja de
presentar una rmejor eficiencia algorfrmica que estas 1iltimas.

Existen diversas alternativas para el vector de pesos pfk) (ver (6)), resultando disrintas
funciones de escala ¢(x). Tal vez las mds usadas son la B-Spline con p(k)=&k) y la C-Spline o
spline cardinal, esta 1iltima ruy utilizada en interpolacidn. Bn las figuras 2 y 3 se muestran las
versicnes bidimensionales de estas funciones.
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Fipora 2. Cordinal -Spline: Version Bdumensional, Corvas de nivel vsu perfil.
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Figora 3. Bosic-5pline; Versido Bidumensional, Curvaos de wvel v sm perfil.




Adoptado el tipo de funcién de escala ¢fx) a utilizar, las imdgenes correspondientes a cada
nivel de resolucidn se compondran por versiones escaladas de esta funcidn de escala.

Como ya fue mencionado, esta descomposicidn puede ser implementada eficienremente
utilizando bancos de filtros. La descomposicién se consigue con la aplicacién sucesiva de filros

pasahajos, pasaaltos y decimando. En la figura 4 se ruestra la estructura para dos niveles.
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Fiporn 4. Bancos de Filtros. Estmeturs de Desoomposicion-Reconstiuccidn 12 Miveles)

El prefiltro Prefz) que es aplicado a sfk) es necesario para asegurar que la secuencia c(k)
correspondiente al nivel O admita ser expresada como una composicién en versiones desplazadas
de la funcién de escala correspondiente al nivel de resclucién mds alte. Bs decir que C_f#
pertenezca a V.. Para el caso particular de la C-Spline este filro es la idenfidad, una
caracteristica mmchas veces deseable, dado que luego de componer no es necesario un post-
filtrado para recuperar la sefial original.

Para las distintas familias de Splines, existe un procedimiento general para el caloulo de los
filros H(z), L(z) ¥ sus complementarios H'(z), L'(2), [4, 5.

Hasta aqui todo el andlisis fue realizado considerando sefiales unidimensionales, pero lo visto
es directamente aplicable a imdgenes. Esta extensidn es simple de realizar pues la transformada
Waveler (micleo de esta descomposicién) es separable, es decir podemos hacer primero el
procesamiento sobre filas (gje x) ¥ luego sobre colurmas (eje ¥). En la figura 5 se muestra la
estructura base utilizada para la implementacidn del algoritmo de Mallat en dos dimensiones’.
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Fignra 5. Estmctra base para descovaposicido udimensional.
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En la figura 6 se muestra esquemndticamente €] drbol de descormposicidn para 3 niveles. Este

tipo particular de estructura, que se denomina arbol Wavelet, no siempre es el mds adecuado para
descormponer una imagen.

! Los algortmos ut'lzados para la elaboracién de esta artculo, fueron 'mplementados en MATLAB.
Pueden obtenerse (una vers 6n algo prlmitva) en hnpaihvweelectre fisica anlp.eduarfima.
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Figura 6. Arbol Wavelet bidisnensional de descomposicidn - 3 Miveles.

En la figuras 7a y 7b se mmuestran’, para C-Spline y B-Spline respectivamente, los distintos
niveles de resclucidn para una imagen cuya emergia se encuentra principalmente en las bajas
frecuencias. Para minimizar los efectos de borde, el procesamiento se realizéd sobre una versién
extendida en espejo de 1a imagen original. En el borde inferior de cada imagen se indica el miimero
de coeficientes utilizados en la reconstruccion de cada nivel.

Mivel D i138x123) Ni'..el 1 |b—t:|:ﬁ-l} Tivel 2 (33x33) Mivel 3 ilbxld) Miwel 4 (2x%8)
Figara To. Miveles 0 -4 Codinal Spline

Mivel 01 135.::113} Mivel 1 i bzt Mivel 2132x37) Mivel 2 (16x16) Mivel 4 12x3)
Figura 7b. Miveles 0 4. Basic Splue.

En los niveles de resalucidén altos (funciones base suaves) no hay grandes diferencias enmre las
descomposiciones en B-Splines y C-Splines. Se observan diferencias fundamenralmenre en el
nivel 0. Esto se debe a que en el caso de las C-Splines la imagen reconstruida coincide con la
criginal, mientras que para la B-Spline, al haber incluido un prefilro de caracteristicas pasaltos

* Intentande una mejor visual'zacién de las :masenes, sus tonos de grises en algumos cases fueron
reas.gnados para mejorar su d sl buel dn. Dade que la vers én ! mpresa de este trabajo puede desmejorar
la resolucién de las mégenes, en Anpaiww.electro fisice anlp.eduar/ima e encoentran d'spon’bles
dichas i mizenes en formato GIE.



que resalta los bordes, debe aplicarse un post-filtro (inverso de éste) al nivel O para obrener
muevamente la imagen original.

Este problema, no es notable en el procesamiento de sefiales unidimensionales, donde la B-
Spline es rmy urilizada por su excelente localizacién tiempo-frecuencia, dado que normalmente
las sefiales son muesmeadas a una frecuencia alta, resultando su energia localizada en las bajas
frecuencias. El prefiltro pasaltos resalta una zona donde las componentes son pricticamente
milas, por eso su efecto es en muchas ocasiones despreciable. BEn el caso de imdgenes,
princi te si se trata de imdgenes generadas anificialmente, esto no es totalmente cierto,
dado que de un pixel al préximo pueden existir variaciones importantes en la intensidad.

1. Multiresolucién con Componentes Principales

Uhilizande una separacién estadistica de componentes, en Ilugar la especmral wista
anteriormente, tambhién es posible conseguir estructuras que si bien no verifican del todo el marco

del anilisis de rmulrresclucién, puede describirse una imagen como una versién gruesa mads
detalles adicionales.

Una imagen x, de NxV pixels puede ser considerada como un arreglo de N sefiales filas x; de
N:-l. Mediante una wansformacién lineal, es posible transformar este espacio de sefial en un
nuevo espacio donde las sefiales sean no correlacionadas entre si. Bstas nuewvas sefiales x., son
dencminadas componentes principales [6], ¥ su mamriz de covarianza es diagonal,

La wasformacién del espacio original al de las cormponentes principales (tarmbién conocida
como mansforrmacion de Karhunen Loéve) estd dada por una wansformacién lineal T que
diagonaliza la mamiz de covarianza original y estard compuesta por sus AUtOVECIOres.
Usualmente estos son ordenados de modo tal que los elementos de la diagonal de la mariz de
covarianza resulten ordenados en formma decreciente. Las componentes principales “mds
principales” seran las que tengan asociadas una varianza (energia) mayor.

A partir de las componentes principales, pueden reconstruirse las secuencias originales x.,, es

decir la imagen orignal:
Xy = X, =
X = 1. =7 X (7)
X, — X, =

Si descomponemos T en vectores colurmas £, , podernos escribir:
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En esta cormposicién, el primer término corresponde a la contribucién de la componente
principal de mayor energia (podriamos considerarla la aproximacidn) y los téminos siguientes
son €l aporte de las restantes componentes (detalles).

Este meétodo no presenta mconveniemres de bordes ni prefilrados, pero la base de
reconstruccién (%) no es conocida por el reconstructor (eventualmente un receptor), dado que
depende de la imagen. En €l caso de una transmisién, serd necesario enviar tanro los coeficientes
x,;como la base & . Cada ti es enviada con la componenre carrespondiente.



El algorimmo de descomposicién involucra la diagonalizacién de una mamiz de NN, un
problema de complejidad N°. Bste proceso en general es realizado off-line. El proceso de
reconstruccion es muy sinple ¥ se reduce a rmiltiplicaciones vectoriales.

En la figura & se muestran distintos niveles de resclucién obtenidos con esta estrategia. Se
observa que para la imagen considerada, con esta técnica son necesarios mas coeficientes que en

el caso de utilizar C-Splines o B-Splines para lograr la misma calidad de resolucién.

Esta técnica funciona rmy satisfactoriamente para imdgenes que contienen frecuencias
marcadas (periodicidades) que se extiendan a toda la imagen.

MivelD Mivell Mivel2 Mivel3

(128+128x 128 (32+432)x128 I1b+I6)xIZE il+1)xl1%
Fignra 8. Componentes Princpales. Miveles 0 -3

3. Version gruesa y detalles

En general, al hablar de “version gruesa” nos referimos a una primera aproximacién de la
imagen conreniendo las bajas frecuencias. Las altas frecuencias seran aportadas por los detalles.
Esto involucra un prejuicio: presuponer que la parte principal de la imagen se encuentra en las
bajas frecuencias. Bn rmichos casos, las imdgenes no verifican esta caracterfstica.

Una postura distinta puede ser considerar que la versién gruesa es la compesicién pesible, que
con un reducido mimero de coeficientes, retine gran parte de la energia de la imagen. Esta energia
0o necesariamente se encuentra en las bajas frecuencias.

A continuacién se presentaran algunos casos particulares,

5.1 Histograma: Hsta figura, 51 blen oo tlene su energia localizada en alguna frecuencia en
particular, tiene componentes de alta frecuencia debido a sus marcados bordes. En la figura 9 se
nuestran los niveles de aproximacién obtenidos con una descorposicién utilizande C-splines
cibicas. Bn la figura O se presentan los resultados para la misma imagen, utilizando una
estructura de rmultiresclucion basada en cormponentes principales. Se observa en las primeras
aproximaciones ya existen bordes abruptos asociados a altas frecuencias. Hsto se debe a que
dichas componentes no tienen una limitacién en su ancho de banda.
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Figura 9. C_Splnes Miveles 0 4.




1784178178 i 33437178 i1B+1B)x1 I8 i1+11x128
Fignra 10. Compooentes Principales, Niveles 0 -3,

3.2. Tramado: Esta imagen tiene su energia principalmenre localizada en frecuencias espaciales
particulares. BEn la figura || se presentan los resultados utilizando C-Splines.
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{ b—hl:ﬁil';l Mivel 3/ 1bxlB) Nivel 4 (2x8)
Figora 11. C-5pline. Niveles 0 -,

Se observa que hasta no incorporar €l detalle | no disponemos de la parte de la imagen
cm:respnnﬂjﬂ:lre. a su wramado fing, La parte mds Importante de 1a sefial se encuentra en el
derallel .

Una solucidn 2 este problema podria ser descomponer la sefial en un drbol distinto al drbol
Wavelet. Las funciones base serfan combinaciones de las originales. Estas mievas esructuras se
denominan wavelets packets, y nos permiten elegir una base mas adaptada a la sefial en cuestién.

Una estrategia de rultiresolucidn posible comsiste en descompener urilizande un drbel
completo ¥ elegir como formanres de la version gruesa a los coeficientes del grupo con mayor
energia y definir los deralles por orden decreciente de energfa. La eleccidn del drbol mas adecuado
es un problema comin en téenicas de cormpresidn [7].

Descormponiendo la imagen segiin el drbal que se rmuestra en la fieura 12, se obtuvieron los
resultados que se presentan en la figura 13 para los niveles de resolucién 0 a 3.
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Fignra 12, Arbol de Descomposiadn. Warelet Packets,



"~ 128x178 T 3x{64m64i=BI97  x{3%3%=2048  x(l6xl6)=512
Figara L3, Niveles 0 -3, Waovelet Pockets, C-Spline.

Podemos observar que con un reducide niimero de coeficientes disponemos de una versién
bastante aproximada de la imagen, algo que no sucedia utilizando un drbol wavelet. Estamos
trabajando con una base mis adaptada a la sefial.

S supomemos que la imagen conmsiste en una wamado mads ruido blanco, la imagen
correspondiente al nivel | parece mas “limpia™ que la original. Bsto se debe a que conriene las
componerntes de mayor energia ¥ no incluye bandas de frecuencia donde las cormponentes de sefial
son pequefias. Al incluirlas adicionamos principalmente ruido. Existen métodos de “dencising”
que se basan en este efecto: descompoenen la sefial, aplican un umbral a los coeficienres obrenidos
resaltando los mas importantes y con estos nuevos coeficientes es reconstruida la imagen [8].

MAplicande la estrategia de nultresclucién basada en componsntes principales se obtienen los
niveles de resolucion que se rmiestran en la figura |4, Al ordenar las componentes en orden
decreciente de energia se logra una especie de autcadaptacién y la versién gruesa recolecta la
parte principal de la imagen.
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Figara 14. Componentes Procipales. Miveles 0 -3
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6. Conclusiones

Fuercn experimentadas distinras estrategias de multiresolucidn. Se testearon estructuras
basadas en descormposiciones espectrales, utilizando Splines cibicas y basadas en una separacidn
estadfstica de cormponentes (componentes principales).

El método cldsico de descormposicién utilizande un drbel Wavelet presupone que la parte
importante de la imagen se encuentra en las bajas frecuencias. De no ser asi, la aproximacién no
representa una versidn gruesa de la sefial, un objetivo tal vez fundamvenral en las técmicas de
multiresolucidn.

Debe ealistic una adaptacio eure la base de la aproainucion y la parte principal de la negen,
tanto como entre las bases de los deralles y las partes accesorias. Para conseguir esto iiltimo se
recurrié a una descomposicién urilizando wavelets packets que involucra la eleccién de un drbol
particular adaptado a la imagen.



En la técnica basada en componentes principales las bases de descomposicién se obtienen a
partr de la imagen misma. De esta manera se obtiene una base para la aproximacién adaptada a
la parte de mayar energia de la imagen Independienternente de su distribucidn espectral se
verifica la eswuctura en versién gruesa y detalles. Este método no presenta problemas de bordes.
El proceso de reconstruccién es simple y para algunas imdigenes el “rendimiento” de los
coeficientes es similar al de los algortimos clasicos de nultiresclucién.
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