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INTRODUCCION

Comunmente se denomina sefal a todo lo que de algun modo
posee la capacidad de transportar informaciéon. Aquf nos
ocuparemos de sefales que contengan informacibn acerca del
estado de sistemas flsicos, y por 1o tanto las asumiremas
interviniendo en la observaciéon de los mismos.

Los instrumentos de medida procesan sefnales transformando
los datos en alguna forma reconocida para el observador. Es
por esto que existe una amplia variedad de formas de sefal
que aparecen, incluso dentro de un sistema de proceso
particular?.

Para independizar a 1la senal de su procesamiento,
adoptaremos una representacién vectorial, considerandola
como elemento de un espacio de sefales?. Supondremos que
este espacio de sefales es un espacio de Hilbert Yy
llamaremos ket (1 >) al vector que representa una senal.

La informaciéon que estos kets contienen, puede extraerse
realizando medidas saobre los mismos. Por lo tanto,

caracterizaremos las senales estudiadas diciendo que son



vectores que contienen informacién acerca del estado de
sistemas fisicos y sobre 1los cuales es posible efectuar
aplicaciones que los conviertan en valores reales. Dichas
aplicaciones se denominan funcionales y las utilizaremos
para representar medidas sobre senales, limitandonos a
considerar so6lo el caso de medidas que admitan ser
expresadas como funcionales lineales.

Cuando se trata con algin tipo particular de sefales,
frecuentemente se considera que las mismas forman un
conjunto, definido por medio de wuna propiedad que debe
cumplir todo elemento que pertenezca a dicho conjuntao. Tal
propiedad crea un subconjunto de todas las sefales posibles
y si es suficientemente restrictiva, el subconjunto gque
genera puede ser manejado mas facilmente gque un conjunto no
restrictivo. La elecciétn de la propiedad debe hacerse
respecto del problema en cuestiéon. Fara poder definir el
conjunto de sefales de las que nNos ocuparemos, diremos que
una senal es representable en alguna base de senales

{Irs>) si admite la siguiente expansion:

1£> = = Co Ira>

Llamaremos representaciéon de la sefal respecto de la base
{lrs>}, al conjunto de coeficientes {Ca.}.

La propiedad comin a todas las sefales que analizaremos,
es que cualquiera de ellas admite una representacion

positiva en alguna base. Por lo tanto definimos el conjunto



Ser de sefales de representacién positiva como:

Se = (1§> 3 existe una base donde 1f> = }:Cnlrm>

con Ca>0 para todo n)

La definicion puede extenderse al caso continuo:

See = (1> ;3 existe una base donde 1> -J[g(«) la«> d«

con g(a) > O para todo «2

El interés por el analisis de este tipo de sefales, se
debe a que en su representaciéon esta contenida la
estadistica del sistema.

Fuesto que intentar dar la representaciétn de una sefal, a
partir de un numero finito de medidas sobre la misma, s un
problema que en general admite méas de una solucion,
adoptaremos el criterio que provee la Teorla de la
Informacibn para elegir una de 1las posibles soluciones.
Aceptando el postulado de 1la teorta, a tal soluciétn 1la
presentamos como la mejor que podemos dar en base a la
informaciéon conocida. Comprobamos 1la validez de tal
afirmacion a traves del propio conjiunto de medidas
disponibles.

En la primera parte de este trabajo, supondremos conocida
la base donde una sefial admite representacion positiva. Fara
tratar estos casos, presentamos un formalismo Yy
desarrollamos una metodologta que permite instrumentar el

criterio que adoptamos. Ejemplificaremos la bondad del



método aplicandolo a la resolucion de ejemplos numéricos vy
situaciones realistas.

A partir del capitulo 1V, discutiremos la forma de elegir
una base adecuada, en término del tipo de informacidtn que
contiene una representaciobn. De todas las senales
pertenecientes al conjunto 8Be, seleccionaremos aquellas
que contienen infaormaci6tn acerca de 1la distribucidtn de
estados de un sistema Yy las llamaremos "sefales
estadisticas". Por medio del método previamente presentado,
encontraremos la distribucion de estados, partiendo de
medidas sobre estas sefiales estadisticas. Ilustraremos el
procedimiento propuesto, estudiando sistemas de arcillas
interestratificadas, por medio del diagrama de difraccion de

rayos X que produce.

REFERENCIAS
1. L.E. FRANKS, Teor ta de la senal, REVERTE (1%973)
2. C.E. SHANNON, Communication in the presence of noise,

Proc. IRE, vol. 37, N° 1, (1947)



CAFITULO I

TEORIA DE LA INFORMACION Y MECANICA ESTADISTICA

En 1948 Claude E. Shannon?® propuso vy estudié un modelo
matematico sobre sistemas de comunicacién, llamado TEORIA DE
LA INFORMACION (TI). Sus ideas se extendieron vy aplicaron
rapidamente en otras disciplinas, particul armente dos
trabajos desarrollados por E.T. Jaynes?s gn 1957 muestran
como toda la mecanica estadistica puede derivarse a partir
de la TI en forma sencilla.

La propuesta de Shannon consiste en cuantificar 1la
ignorancia que representa disponer de una distribucion de
probabilidades {p:} definidas sobre un conjunto de M eventos
mutuamente excluyentes, mediante la funcidon falta de

infaormacion dada por:

N
I =-K X p1 1lnp:s

donde K es la unidad de informacibn. La funciobn I es 1la

herramienta con la que se trabaja a efectos de definir vy



operar matematicamente con el concepto de informacién.

En el presente capitulo nos dedicaremoas a maostrar la
conexion entre la TI y la mecénica estadistica. La deduccién
se hara sobre el caso cuantico y al final del capitulo se
resumiran los resultados que surgen de un tratamiento

clasico. Fara mavor profundizaciétn sobre estos temas citamos

los trabajos de Jaynes?3 y lag obras de A. Katz* y A.

Hobson®



1.1 EL OFERADOR ESTADISTICO Y SU "IGNORANCIA"

El conocimiento total de un sistema mecanico cuantico
equivale a haber determinado exactamente el vector de estado
qQue lo describe. Si esto no es posible, como en general
gucede, consideraremos el caso en que a diferentes estados
se atribuyen diferentes probabilidades. Al hacer esta
asignaciéon de probabilidades debemos asequrarnos de que los
estados sean mutuamente excluyentes si pretendemos que las
probabilidades estén normalizadas a la unidad. For lo tanto
s0lo podremos atribuir probabilidades a estados que forman
una base aortonormal y completa del espacio de Hilbert.

Consideremos una base de estas caracteristicas {I1i>} vy
asignemos probabilidades pi1 a cada uno de sus elementos.
Fodemos entonces construir uwun operador estadlistico del
siguiente modo:

P = Zli> ps <il (1.1)
i

F es un operador de probabilidad. Cada estado con

probabilidad bien definida es autoestado de ?, siendo su
probabilidad el correspondiente autovalor.

La utilidad del operador estadistico reside en gque éste
permite calcular el promedio estadistico de cualquier

observable 6 H

<G> = = pu <i1B1i> = TR(F B (I.2)
1

De la definicion misma de F se pueden inferir dos



pPropiedades basicas:
1. La normalizacién de las probabilidades,

I% Pt = 1, se puede expresar mediante:

TR(?) = 1 (1.3)

2. Como taodaos los autovalores pi de ? - Talg)

no negativos, éste es un operador definido positivo:
r >0 (I.4)

”
Ademas puede demostrarse que r se transforma
candnicamente como cualquier otro operador hermitico. Es
3 ~ . -
decir,si W es el generador de una transformaciétn candnica

arbitraria y ¢t su parametro asociado. entonces:

df/dt = i/h W, F] (1.5)

Al construir el operador estadistico hemos supuesto que
poseemos cierto conocimiento parcial que nos permite asociar
a cada estado 11> de una base ortonormal y completa cierta
probabilidad p:.

El conocimiento total del estado del sistema corresponde
al caso en que todas las p: son nulas, excepto una, digamos
Ps, que vale uno e indica que el sistema se encuentra en
el estado puro 13>. Cualquier otra distribuciobon de
probabilidad implica wuna cierta ignorancia respecto del

estado del sistema que llamaremos I:



I = K XI° p: 1np:s (1.6)
i

donde K es una constante positiva. Esta ecuacibn puede

llevarse a 1la forma:

I = K TR(F 1nF) (1.7)

”~

ya gue F es diagonal en la base |id>:

TR(F 1nf) = TR(Z 1i> ps 1lnps <il)
1

I p: 1lnp:s
1

AqQui vemos que el operador estadistico no es otra cosa
que la matriz densidad y si hacemos K=K (constante de
Baoltzman) su 1gnorancia asociada 1 es la entropia S
introducida por VYon Neumman®:

S = —Ks TR(F 1nF) (1.8)

Desde el punto de vista de la TI, la entropia 8§ es una
medida de cuanto desconoce el observador el estado en que el
sistema se encuentra. 5i la informaciéon es completa, es
decir, si el sistema considerado esta en un estado puro.
entonces su entropia es nula. En caso contrario, 8> y sera
tanto mayor cuanto mas grande sea el numero de estados con
probabilidad no nula y mas homogénea sea la distribucibtn de
praobabilidad.

Si no poseemos ninguna informacibn acerca del estado del



sistema, es decir si nuestra ignorancia respecto del estado
del sistema es la maxima posible, la distribuciétn de
probabilidad que debemos elegir debe ser tal que I tambieén
sea maxima. Esto conduce al siguiente primer principio
basico:

"A priori,todos los estados de una base ortonormal vy
completa son equipraobables" vya que es la distribucidn

uniforme la que hace adaoptar a I su maximo valor.

10



I.2 CONSTRUCCION DEL OPERADOR ESTADISTICO OPTIMO

Dado que el operador estadistico ? describe el
conocimiento que poseemos del sistema, éste serd& util en los
casos en que sea imposible determinar completamente el
estado del sistema, pero se cuente con informaciébn parcial
acerca del mismo.

En general, esta informacibn estar& dada en la forma de

. . 53 A
valores de expectacion de ciertos observables conocidos Os:

<Bu> =00 ,  i=1,...,M (1.9)

Al construir el operador estadistico debemos incluir en

el la informacion que estas ecuaciones contienen, es decir

o~
debemos imponerle a f que reproduzca los valores medidos O::

TR(F6.) =00, i=1,...,M (I.10)

Sin embargo las condiciones impuestas sobre ? no son atn
suficientes como para determinarlo univocamente. Hace falta
un criterio adicional que nos permita elegir uno entre 1los
infinitos operadores que reproducen la informaciaon
disponible. El criterio que adoptaremos es el siguiente:
"elegiremos el operador estadistico que reproduzca toda 1la
verdad y nada mas que la verdad". Fara concretar este

criterio nos valdremos de la funcion I. Cuanto menor es el
A 3
valor de I, m&s informaciébn contiene P. Consideremos dos

oper adores F. Yy fa que satisfagan las condiciones (I1.10) vy

11



sean tales que Ii>lIs:. Entonces Fs contendra mas
informacfén que ?;. Fero como ambos reproducen toda 1la
verdad conocida, ?1 estara mas cerca que ?: de contener

nada mas que esa verdad. De todos los posibles ?u, el que
mas cerca esté de satisfacer el criterio que hemos adoptado,
sera el que tenga asociada m&xima ignorancia.

La discusion anterior esta contenida en el segundo
principio basico:
"Asignaremos a nuestro sistema el operador estadistico que
reproduzca toda la infaormaciéon disponible y maximice 1la
falta de i1nformacién o ignorancia asociada I"

Calcularemas expl icitamente el oaperador basandonos en

este segundo principio. Matematicamente el problema puede

definirse como sigue: Se debe hallar el operador ? que

maximice la expresion:

I = —K TR(F 1nF) (1.11)

sujeta a los vinculos:

1) <1> = TR(F) =1 ’ T es el operador unidad (1.12)

2) F 3o (1.13)

3) TR(F Bi) =<0:> =00 , i=1,...,M (I.14)
Impondremos las M+1 restricciones dadas por las

condiciones 1) y 3) por medio de M+l multiplicadores de

Lagrange, dejando la coneideracion de la condicion 2) para

12



mas adelante.

Fara efectuar el proceso variacional con vinculos,

variaremos la funcidn:

Pal H Fay
I’ = I + K(Ao+1)<1> — K 1’='_1' N:i<QOs > (1.15)

Lad o~ H P
I' = K TR(f(lnf—(ko+1)+¥§ N1O1) 1] (I.16)

La variacion hay que efectuarla respecto de ?, pero dado

que:
F = E: 16> pa <& (1.17)

debemos variar tanto respecto de los autoestados 1«> como de
los autovalores p«.

Comenzaremos imponiendo que I° sea estable frente a un
cambio de la base la>, Tal cambio es equivalente a una

transformacion canébnica arbitraria de par&metro t generada

”
por W:

§F = i/n CW,F1 6t (1.18)
luego:

”~ . ~ A” Lol
§1° = §(—K TRLCP 1InFf — F(lo+1l) + fﬁi A:0:1)

”~ ”~ ~ L < " o
§1' = —K TRL6F InF + 6F = §Fho+1) + §F T M0:] (1.19)

N H Ca)

§1° = K TR(Gi/WIW,F] Inf-i/K [W, FIAo+i/KIW, P] EE A101)6t

13



Los dos primeros términos dentro de la traza son nulos

por ser la traza invariante frente a permutaciones ciclicas

de los operadores, por lo tanto:

. A AN H ”~
§I° = — K TR(i/K [W,F] L MO.6t (1.20)

obviamente esta ecuaci®dn se anula si:

P H ”~
[r’g RIOSJ = 0
l:

y ésta es la Gnica posibilidad de que I sea un extremo para

todo W. Esto se ve claramente pues:

~_ N ~

”~ N A " ”~
TR(LW, PI1X= N104) = TR(W[f,?i N0 D)

l:

—

reemplazando en (I.20):

” Pad H ”~
§I° = =K TR(W i1/hK [f,%% A1041)dt (I.21)

Dado que (I.21) debe anularse para todo W, en particular

debe hacerlo para:
W= i/h [F.o M B.3
= 1 ] 22
sﬁ 1 1 (I1.22)
con esta elecciédn:
~ N ~
§1° = K TR(i/K [P, X 210412) 6t = O (I1.23)
i=]

Como la traza del cuadrado de un operador Hermitico es no

negativa y s6lo se anula cuando el operador es cero,

14



obtenemos!

A " ol
(P, Ns0«] = O (1.24)
il

como condicidn para que I sea estacionaria. Esta relacibn de
. . o~ fd
conmutacion nos dice que F y = \10: son diagonales en 1la

misma base, 0 sea que poseen un conjunto comin de
autoestados, por lo que de acuerdo a (1.17) podemos

escribir:

= M0y = }%’ la> R« <« (I.25)

Este hecho constituye también condicibn suficiente para que
1’ sea estacionaria respecto de variaciones de la base (&>.

En efecto, sustituyendo (I1.17) en (I.16):

| -~
I = =K X pa(lnpa — lo - 1 + <« X o
x « p o E? 104 10>) (1.26&)

gque es estacionaria respecto de variaciones de los estados
Fal
l«> cuando estos son autoestados de q:ltﬂt. Utilizando

(I.25):

I°' = —K g: Px(lnpa — Ao - 1 + Q) (1.27)

Ahora podemos variar respecto de los autovalores p« sin

dificultad:

61'/6pu = =K (1lNpx — Xo + Q) = O (I1.28)

15



de donde:

lnpe = \o — Q« (I1.29)
0 sea:
Pa = exp(lo - Q«) (1.20)

Sustituyendo (1I.30) en (I.17) obtenemos el resultado que

buscabamos:

~ N ~
P = If 1> exp(lo — Qo)<xl = exp(le — XI= A10:1) (I.31)

1=1

de la ecuacion (I.30) vemos que el vinculo 2) ?)0 queda

satisfecho, pues p«>0 para todo &« y aunque no 1o haremos

aqui, es facil mostrar® que la expresibn de f dada por
(I.31), ademas de hacer estacionaria a I, la maximiza.

Aun quedan por determinar los multiplicadores de Lagrange
Ay, 1i=0,...,M. La condicibn de normalizacioéon permite

escribir uno de ellos como funcidn de los demas:

~ N ~
TR(F) = TRl(exp(Ao - Eﬁ A104)1

’

|
exp (lo) TR[exp(—;? Ni1O1)]1 =1
l:

de donde:

M ~
ko(kl’.-.”\"‘) = -ln TR[EXP(-I’:—[ }\10’-)] (1.32)

16



o desarrollando la trazat

\e = —-1n g: exp (—Q«) (1.3

Py
El conjunto de vinculos <04> = 01 puede eupresarse como:

‘:\ol‘kl = Q3 . izl,.--," (In34)

Este con;unto de ecuacianes junto con la (I.32) permiten
determinar los parametros de Lagrange A:, i=0,...,M, en
terminos de los datos Os.

Es posible demostrar (ver ref. 4) que la soluciédn hallada

~

para f siempre existe y es nica si la informacibn de

partida no contiene contradicciones. 8Sin embargo, si 1los

el

operadores 0O: no forman un conjunto linealmente
independiente, existiran vinculos adicionales vya que un
operador cualquiera del conjunto podra expresarse como
combinacidén lineal de los demé&s, vy 1los correspondientes
valores medios o0Oi1 deber&n satisfacer la misma relacién
lineal. Si esto no ocurriera, nuestros datos seran
contradictorios y no existird operador estadistico alguno
que pueda reproducirlos. De todos modos, aun cuando nuestros
datos satisfagan el vinculo 1lineal que impone {Ds«13}, 1la

solucidon para los A1 no ser& Unica ya que podemos agregar en

el exponente de 7 cualquier mlltiplo del vinculo lineal
(igualado a cero). Sin embargo esto no altera el operador
estadistico que est& siempre determinado univocamente si 1la

informacion que pretendemos reproducir es coherente.

17



I.3 RESULTADOS CLASICOS
Desde el punto de vista clasico, el problema del
conocimiento del estado de un sistema surge, cuando no se

dispone de informacion suficiente para fijar el punto en el

espacio de las fases que lo determina.

En general., tendremos una distribuciétn de probabilidad
f(q,p) y la probabilidad de encontrar el sistema en una regibn
R del espacio de las fases (EF), =zer&a la integral de £ sobre R.

La funcion estadistica £ refleja nuestro conocimiento <sobre

el estado del sistema y debe satisfacer:

I) (-f(q,p) dpidqi...dpwdqn = TR(f) = 1 (I.Z25)

- EF
11) f(q.p) 20 para todo pi,Qqs (1.38)

Si F(q,p) es una cantidad dinamica, definimos su promedio o

valor de expectaciéon <F> como:

<F>

TR(f F) (I.27)

Las cantidades dinadmicas son vectorees del espacio vectorial
de funciones, mientras que las posibles funciones estadisticas
pertenecen al espacio dual del espacio de las cantidades
dindmicas. Fodemos pensar entonces a la TR((f F) como un

producto escalar:
TR(f F) = (f.F) (I.38)

Asi, la ignorancia I asociada a la funcibn estadistica:

18



I = K TR(f 1n¢¥) (1.39)

puede escribirse:

I = —-K(f.1n¥) (1.40)

Igual que en el caso cuantico, adoptaremos el segundo

postulado para determinar f, es decir, la elegiremos de manera
tal que maximice (1.40) y reproduzca la informacibn disponible,

que estara dada en valor medio de cantidades dina&micas Rt
<Rﬂ> = r izl,...," (1-41)

La funcion estadistica que cumple con estos requisitos tiene

la forma:

M
f(q,p) = exp(lo - fi At Ri(q,p)) (1.42)

De la condiciédn de normalizaciédn se obtiene:

N
Ae = —-1n TR{exp(—Ef A RO (1.432)

Los multiplicadores de Lagrange As que determinan
completamente a f, surgen de resolver el conjunto de ecuaciones

(1.41) o sus equivalentes:

§\c/6X\ = 1y i=1,...,M (I.48)

19



I.4 CONCLUSIONES

La Teoria de 1la Informaciotn, da uwuna prescripcion bien

definida, para construir el operador estadistico ? (o 1la
funcion estadistica € en el caso clasico), partiendo del

conocimiento del valor de expectacion de M operadores (o

variables dinamicas):

<D‘> = . <RI> =1 i=1’.-.," (1.45)
y maximizando la falta de informacion I3
I = —K TR(F 1nPF) ’ I = -K TR(f 1n+¥) (I.46)

El operador (o la funcion) que maximiza (I1.46) sujeto a las

restricciones (1.43) esta dado por:

”~ H Ca)
F = exp(lo-—- A
p (o 1];—1. 1 O4)
(I1.47)

)
f(q,p) = exp(l\o-i}_:l A+ Ri(q,p))

en término de M+1 multiplicadores de Lagrange M\, los cuales
son determinados de forma tal que satisfagan las relaciones

(I1.45) v la condicibn de normalizacibén:
TR(F) = 1 , TR(f) =1 (1.48)

Esta Gltima condicion se utiliza para expresar Ao en la forma:

20



" ~
Ao = —ln(TR(lxp(—ﬁE \NO0)))

(I.49)

N
\o = — ln(TR(pr(—EE A+ R1)))

Dado un operador ﬁ. (o variable dinamica R«) no incluido

en el conjunto (I1.45), la teoria predice:

<O=TR(F Ou) <Re>=TR(f Ru) (1.50)

fw A

De esta forma, podemos evaluar el valor medio de cualquier
operador o cantidad dinamica, y estos valores medios seran
"nuestras conjeturas".

Fuesto que hemos aceptado los axiomas que definen 1la TI,
supondremos que tales conjeturas son "6ptimas", en base a 1la
informaciodn disponible.

En realidad, ningun experimento podr& desacreditar nuestra
definiciédn de "conjetura 6ptima", ya que, si las predicciones
no son confirmadas empiricamente, argumentaremos que ello es
consecuencia de que hemos dejado de lado alguna informacion
relevante. Es decir, los mismos experimentos que nas muestran
que nuestras conj;eturas estan equivocadas, nos proveen nueva
informacion, a partir de la cual podremos predecir. Mientras
noe falte alguna informacion importante, estas nuevas

predicciones probablemente también estén equivocadas. A pesar

de esto, siempre podremos decir que nada mejor se podria haber

hecho.
AUn cuando nuestras conjeturas no sean buenas, podremos
afirmar, que son las mejores formulables en base a la
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informacion disponible \V esto no podra refutarse
experimentalmente., Esta e8 la razomn por la que adoptamos la
definicion de '"conjetura Optima" construida a partir del
segundo principio.

Sin embargo, si realmente se diera el caso, de que nuestras
conjeturas fuesen siempre malas, 0 si para hacer predicciones
simples se necesitara informacibn complicada vy dificil de
obtener, entonces el concepto de ‘"conjetura optima" tendria
poco interés, por m&s libre que haya sido su eleccién.

Las evidencias de que disponemos hasta el momento, nos dicen
que esto no ocurre. For el contrario, estamos en condiciones de
afirmar que el segundo principio provee una buena forma de

conjeturar. En particular, los resultadoe presentados en este

trabaj;o lo demuestran.
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CAFITULO II

REPRESENTACION DE SENALES. METODO DE INVERSION

Si bien una senal contiene informacibn acerca de un
sistema observado, en general el procedimiento de deteccidn
es el resultado de un proceso y por lao tanto, los datos
registrados dependen fuertemente del instrumento de medida
utilizado.

Fara independizarnos del procedimiento de deteccion,
adoptaremos la representacion vectorial de sefales?, vy
asociaremos las cantidades observadas a medidas efectuadas
sobre las mismas. Esto es., representaremos una senal +f del
conjunto de senales de representacibn positiva como un
vector-ket 14> del espacio de Hilbert vy hablaremos de
medidas refiriéndonos a aplicaciones de este espacio en el
campo de los reales.

En este capftulo., supondremos conocida la base donde las
sefal es admiten la representaciobon que las define,

limita&ndonos a dar una propuesta metodolébgica, basada en la
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Tl, que permite obtener dicha representacibn, a partir del

conocimiento parcial que significa disponer de un ndmero

finito de medidas.
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II.1 EFECTO DE MUESTREOD

Una forma usual de deteccibn de sefales, ctonsiste en
registrar cantidades que varian como funciétn de algun
parametro, digamos x. Esta forma de identificar una sehal
como una funcion f(x), puede expresarse en la representacion
adoptada, como la proyeccidn de uwun vector I¥> sobre una
direccion particular caracterizada como elemento de una base
{I1x>) ortogonal y completa del espacio de Hilbert.

La ortogonalidad en el cantinuo esta dada por:

<xlIx"> = §(x=x") (I1.1)

La completitud permite escribir 1la identidad f de 1la

siguiente manera:

f=/lx> <x | dx (11.7)

Ast, una funcidn f(x) expresada como producto interno <xIf>
es un funcional lineal saobre 1¥>. En efecto utilizando

(I11.2):
f(x) = <x1f> f[;X|X'> <x " 1£> dx’ f/;(x—x') f(x") dx’' (11.3)

Ahora bien, para poder obtener esta clase de medidas
sobre una sefal, sertla necesario disponer de un aparato
"ideal" que sea capaz de proyectar sobre estas direcciones
ortogonales. Ningdn instrumento real puede satisfacer esta
condiciédn, puesto que para hacerlo deberta poseer una

ventana infinitamente estrecha, tan estrecha como un punto,
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s6lo as| cumplirla con (I11.1). For el contrario, toda

ventana posee un determinado ancho, en el que pueden
contenerse una cantidad no numerable de puntos, esto hace
que sea imposible obtener medidas de una sefal como funcidn
de un parametro continuo.

Fara visualizar geométricamente esta afirmacion,
representaremos las direcciones Ix> como puntos de una
recta, cubierta por segmentos de longitud €. con los que
identificaremos el ancho de una ventana.

Llamaremos x, a 1los puntos que determinan las
posiciones de estos segmentos, indicando =21 punto medio de

cada uno de ellos.

As !, una medida efectuada ubicando la ventana en la posicion

Xs;, contendré& contribuciones provenientes de 1los puntos
pertenecientes al intervalo ((,—E/2,%x,4E/2) . Si
representamos la direccion x, como un vector IX,> éste

admitirad una expansiotn en término de la base Ix>:
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(xy4€/2
I%,> = <X I1X,> Ix> dx

(I11.4)
4 IJ°£/2

Las cantidades observadas en la posicién Xy, pueden
expresarse como el producto interno <x,1¢> que se
relaciona con <x1f> utilizando (I11.4):

(x,+£/2
<X,1€> = | <Xylx> <x1¥> dx (I1.5)
) xym€12
El naclec <X,Ix> de esta ecuacibn, se aleja de 1la
distribucion §(x—x,) en una forma que es caracteristica de
cada aparato de medida, pero puede ser siempre representada
por una funciotn g(x—x,) de norma acotada. Esta propiedad
convierte a la ecuacion (I1.5) en un funcional lineal

totalmente continuo?s3;

(x44€/2
<Ks1¥> = | g(x—x,) f(x) dx (I1.6)
/ x4m€12
donde:
(@
¢ Ig(x—x,) 12 dx)v/2 ¢ k para todo j (I1.7)
\
; —@

siendo k>O0O.

Veamos ahora que los vectores IX,> forman uwna base
ortogonal, siempre que los segmentos que posicionan la

ventana no se superpongan. En efecto:



xutf/2

IReD> = <" I1%ed> Ix'> dx’ (I11.8)
- aw=€/2

CxntE/2
<%, = Jl <R,Ix"> <x"1 dx" (11.9)
Xn-£/2

For medio de (11.8) y (I1.9) podemos expresar <X,|%«)>

como:?
CXg4E/2 Xutf/2
<Xy IReD> = <RyIx">dx" l <X IXe> <x"Ix’°>dx’ (11.10)
7 x4=8/2 " xwe=€/2
perao:
(0 8i X" £ (xu-£/2,Xw/2)
((xx4t/2 J
I <% I%e> §(x"—x")dx"'= (II.11)
\ - 1
7 Xu-£/2 ‘ - .
Kx"IXe> 81 K "E(Xe/2, XutE/2)
por construccion <X, = <Xl si x" pertenece a
(Xx—€/2,xe+£/2), luego:
XwtEl2
<KslXe> = § 4 I<Xelx">12 dx" (I1.12)

Xn-£/2

Este resultado no es sorprendente., sb6tlo refleja el hecho
de que los vectores IX,> fueron construidos a partir de
subcon juntos ortogonales entre si. No ocurrirta lo mismo si
hubiéramos permitido que dos segmentos se superpongan, lo
que significarta elegir un paso de corrimiento de ventana

inferior a su propio ancho.
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Tenemos ahora una base (IR,>) ortogonal y discreta, con

la que podemos representar las medidas f, efectuadas por

un aparato particular, caracterizado por U ancho

instrumental g(x—x,):

X y+€/2
f, = <X,1$> = J, g (x—x,) f(x) dx (I1.1%)
x,~€/2
Supongamos que disponemos de M medidas +, (con
j=1,...,M vy lo que pretendemos es obtener la representacibon
de la sefal como funcibn de un parametro que sea expresable
por un punto del espacio de Hilbert. En este caso 1o que
debemos hacer es ‘'"deconvolucionar" 1la sefal. Es decir,
invertir el sistema de M ecuaciones del tipo (II1.13)
construtfdo a partir de M datos experimentales.
Cualquier intento de inversibon presupone discretizar 1la

integral, convirtiéndola en:

£, = E g(XB"XJ) £ (Xx) axa (I1.14)

Fero si conociéramos gi(x—x,;) como funcibn continua,
podr lamos hacer Aax« tan pequefo como desearamos. En ese
caso tendr lamos un sistema donde el numero de incégnitas
+ (xx) es mayor que el nmero M de ecuaciones Yy la
inversién lineal admitirta mas de una solucion.

Queda por recurrir entonces, a los métodos paramétricos,
pero para ello es necesariao conocer a suponer una forma

funcional de la solucibn y ajustar los parametros que la
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determinan a partir de las medidas experimentales. En muchos
cCasos, NOo se conoce con certeza dicha forma funcional y por
lo tanto e recurre a modelos 0 a aproximaciones que
permiten "suponerla". Fero en casos todavia mas frecuentes,
ni siquiera es posible realizar estas suposiciones, por no
poseer ninguna evidencia sobre una posible forma funcional.
La propuesta de este trabajo, para encontrar una solucion al
problema planteadao, es adoptar el criterio que provee la TI
y elegir una forma funcional que nos garantice (dentro de
los postulados de la teorta) la soluci6bn menos prejuiciosa,
es decir, la que reproduzca la informacidon de que
disponemos, y nada mas que esoO.

En la secciébn IV introduciremos la forma de instrumentar

el criterio adoptado.
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I1I1.2 SUPERFOSICION DE SENALES

Fuesto que una sefal refleja de alguna manera el estado
de un sistema fisico, cuando el sistema eata definido como
superposicion de otros estados, la sefial que se le asocia
tendra que poder ser expresada como superposicidtn de las
sefales que producirian independientemente cada uno de estos
estados.

Llamaremos {Ir«>} al conjunto de dichas senal es,

identificandolas con un conjunto de vectores a los que le

exigiremos independencia lineal. De esta manera, una sefal

I¥> que es respuesta del sistema mencionado podra

expresarse:

1> = = Calra> (I1.15)
n

Los coeficientes Ca de la expansibn anterior, representan
el peso de cada sefal Irs> y por lo tanto s6blo pueden ser
cantidades reales y positivas.

A pesar de que a la base {Ilra>») no 1le exigimos
ortogonalidad, siempre es posible encontrar otra base que
sea bi-ortogonal a ésta. La bi-ortogonalidad est& dada en un
sentido tal que 1los vectores Iwsn> que 1la constituyen

cumplen con la condiciéon®

Wa  Ira> = fpg- (I1.16)

La existencia de esta base bi-ortogonal esta garantizada

por la independencia lineal de los vectares Irs>. En
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efecto, si desarrollamos estos vectores en términos de la

nueva base podemos encontrar la matriz de transformacion:

Ire> = IE <relrad> lonn>

La inversion de este sistema podra hacerse, puesto que la

matriz de los productos internas <rkirs> es no singular

coma consecuencia de la independencia lineal de los
vectores. For lo tanto, en el caso de dimensibn finita
siempre podremos encontrar la base en la que proyectar 1£2>
para obtener los coeficientes Ch que dan el peso de cada

senal. Esto nos permite reescribir (I1.13) en la forma:

I1$> = l} <wnlf¥> Ira> (I1.17)

La completitud de la base permite expresar la identidad en

ese subespacio con:

T

’:';. Iras> <wnl (I1.18)

Si de todas las posibles medidas sobre 1£> nos quedamos
sélo con aquellas que pueden expresarse como funcionales
lineales (14}, dichas medidas, adem&s de aplicar el

espacio de sefal en numeros, satisfaré&an la condicion:

1laCi$>) = tn <wnl$> 11Cira>) (I1.19)

Intraducir (I1.16) en (11.19) nos permite pasar a otra

representaciédn mas conveniente:
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1a(1€D>) = l% <wnl$> <wnlliCirad)ira> (II.20)

Esta expresion puede considerarse como la traza del producto

de dos operadores (F'.Ci) cada uno de log cuales esta

definido de la siguiente maneras
p = F Irad> <wnlf> <wnl (II.21)
L = IE Ira> 11Cira>) <wnl (1I.22)

de modo que:

TRC(F Co

}% <un|?" t:lrn>

= X <wWnlrn-> <wn- 1>
BN

<“n'|rn"> ll(lrn">) <Wn"|rn>

= X _bnn- Cwn- 1>
AN

§n-ne 14CIFne>) Enen

= 1": <wnl$> 11(1Ira>)

= 1i(1£>) (1I1.23)

En el caso en que los vectores Ire> formen base

ortonormal, la representacion de la sefal, dada por el
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conjunto de coeficientes Ca, serd igual a las proyecciones

sobre la base de sefales, de 10 contrario estard dada por la

proyeccibn sobre la base bi-ortogonal a ella, tambien

denominada rec i{proca.

Las definiciones (11.21) y (11.22) responden a 1lo dicho
en el parrafo anterior, puesto que si 1los vectores |Ira.>
son ortonormales, la base que constituyen es autorreciproca,
es decir, coincide con su reciproca. La ecuaciétn (11.23) nos
permite expresar ambos casos de manera general y sera util

en el desarrollo del método para encontrar la representaciobn

de la senal.
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I1.3 IGNORANCIA ASOCIADA A LA REFRESENTACION DE SENALES

A pesar de que en el conjunto de nameros {L1:(lra>))
estadn contenidos 1los resultados posibles de una medida
particular 11 sobre las sefales Ir.>», la ecuacibn
(11.19), o su equivalente (I1.23), refleja el hecho de que
sblo es posible conocer parcialmente el mecanismo que
determina el valor de esta medida.

Si a cada vector Irs> le asociamos un evento elemental,
al funcional lineal 1« que transforma estos eventos en
nameros reales, podemos considerarlo una variable aleatoria

que puede tomar los valores {1l:i(lrs>)} de acuerdo a una
distribucibn caracterizada por el conjunto de coeficientes
{Cr = <wnlf>}. A pesar de que este conjunto de
coeficientes no est&d normalizado, siempre es posible, a
partir de &1, encontrar otro conjunto normalizado. Es decir,

podemos escribir cada GCs como:
Cr = A pn (I1.24)

Donde A es una constante positiva y los pa- estan

normalizados.

Esta nueva distribucibn satisface todas las condiciones

requeridas por una distribucidédn de probabilidades:

pr 2 O para todo n
(I1.29)

:pn=1
n
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Esto nos permite asignar a 1los posibles valores de una
medida 1« las correspondientes probabilidades {p-2.

As{, asociando los vectares con eventos, hemos convertido
el espacio vectorial de sefales en un espacio muestral, que
designaremas S. A una medida particul ar | la
consideraremos variable aleatoria de este espacio 8 en el
conjunto 14(8) = {1:(ir.>)) vy luego convertiremos
11(S) en un espacio de probabilidad, definiendo la

prababilidad de 1li(lr.>) como:

Pr = <wnl¥> / = <wnlf> (I11.26)
n

Desde este punto de vista, el resultado de una medida
sobre una sefial |¥>, es proporcional al valor medio de dicha

medida, considerada como variable aleatoria:
LiCl€2>) ™~ If Pr 1li(lra>) = <1:> (11.27)

mas precisamente:

1Li(1€3) = A <1.> (II.28)
(m H

1.C1§> = A TR(F Lo = A <Lo> (11.29)
donde :

F=F/TR(FH = I Ira> po <wal (I1.30)

Si contaramos con un dispositivo capazx de efectuar las

medidas {1li(lr.>)}, sblo podr tamos asegurar el resultado
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de una medida particular cuando una sola de las prayecciones
<wnl¥> fuera distinta de cero. En cualquier otro caso,

tendr famos que hablar de la probabilidad de obtener un
resultado particular. Esto reflejaria cierta ignorancia
sobre el sistema. Adoptaremos como expresion de esta

ignorancia a la funcion I definida en el capitulo I:

I = K ﬁ; Pr 1Nnpn (IT1.21)

For estricta analogia con 1la mecanica estadistica,

llamaremos a f operador estadistico y reescribiremos (I11.31)

comos

I = —K TR(F 1nP) (11.22)



I1.4 METODO DE INVERSION
Encontrar la representacion de una sefal a partir de un
namero finito de medidas sobre 1la misma, digamos M,

presupone resolver un conjunto de ecuaciones de la forma:
f.=ATR(FLO con i=1,...,M (11.33)

donde:

1= 1:(14D>)

Fuesto que A es una constante en general no conocida, es
necesario utilizar una ecuacidn para despejarla. Tomando por

ejemplo la primera:
A
A = f1/TR(S L1) (II1.324)

podemos reescribir el sistema (I1I.33) de 1a siguiente

manera:

TR(F B8 = <0:i> =0 con i=2,...M (I1.35)
donde los operadores 6‘ estan detinidos como:

”~ PaS ~

O = 1 L1 - f1 L, con i=2,...,M (II.34)

FPara encontrar el operador estadistico ;, adoptaremos los
postulados de la TI discutidos en el capitulo I. Siguiendo
la prescripcion que da la teor fa, el operador estadistico
que hace maxima la falta de informacion (I1.32) sujeto a las

restricciones (11.35) tiene la forma:
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"
F = exp(he - == MOH -
i’2 : (II--—"?)

Agregando la condicién de normalizaciobn:

TR(F) = 1 (11.38)

podemas despejar Mo

Ll A
Xo = —-1n TR(-exp(—§i A O4)) (11.39)

Los multiplicadores de Lagrange que determinan el operador

;, surgen de resolver el conjunto de ecuaciones (II.33) o

sus equivalentes:
E§Xo/6Xs = O i=2,...,M (II.40)

Una vez encontrado este aperador, a partir de un nmero M
de medidas, la teorla nos permite predecir el wvalor de otras
medidas nmo utilizadas para construir las ecuaciones (I11.395).

For ejemplo, podemos predecir las medidas M+; por medio de:

" A A A AN
fre, = £1 TR(P Lne,) /TR(P L1) (I11.41)

El superindice M colocado a f,significa que a la medida M+;
la predecimos tomando ™ valores experimentales como
informaci6bn de partida. Si las medidas predichas coinciden
con las experimentales en el grado de aproximacion deseado,
estaremos en condiciones de afirmar que las medidas

utilizadas para construir el operador estadlstico, dan



suficiente informaci6on sobre el sistema, puesto que permiten
predecir correctamente. For el contrario, obtener por medio
de (11.41) medidas que no coinciden con las experimentales,
significara que 1la informacitn de partida no ha sido
suficiente como para dar una descripcidbdn correcta. En este

caso debemos aumentar el numero de ecuaciones (11.395) hasta

qQue logremos las predicciones deseadas.
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IT.5 CONVERGENCIA DENTRO DE LA INFORMACION DISPONIBLE

Supongamos disponer de un namer o k de medidas

experimentales {$.}. Tomando s6lo dos de estas medidas

construimos el operador ?‘, luego agregamos una nueva medida
Fal

para construir f2. Frocediendo de 1la misma manera,

generamos la sucesion {?W>. A partir de esa sucesion de

operadores obtenemos k sucesiones de medidas por medio de:

] AR A ~ A

f1 = 1 TR, LO/TRUF Lo i=1,...,k (11.42)
Diremos que el operador estadistico converge a la

representacion de la senal, dentro de 1la informacioén

disponible, si toda sucesiétn de medidas construidas a partir
de &1, converge a las medidas experimentales dentro del

error con que éstas se conocen. Es decir, si dado & > O,

existe Mo tal que:

L
11+ — f1) < €& para todo M 3 Mo , con i=1,...,k (I1.43)

Fodemos asegurar este tipo de convergencia si admitimos
el problema bien planteado (es decir, si 1la senal 1>
pertenece a la imagen de la transformacion (II1.15)) y si  no
existe dependencia lineal entre las medidas li. Recordemos
que cada 1« es uwun funcional 1lineal particular, vy el
conjunto de funcionales lineales sobre un espacio vectorial
forma, en si mismo, un espacio vectorial. FPor lo tanto, si
ningan funcional lineal pertenece al subespacio generado por

el resto, estaremos seguros que la informacién no es
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contradictoria, lo que garantiza la existencia vy unicidad

del operador estadistico®. Luego, al menos para M=M=

se verificara (11.43). Sin embargo, 1los resultados que
presentamos en los capitulos III y V mostraran que si el
numero k de medidas disponibles no es extremadamente

pequefio, la convergencia se logra para Me << k.
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I1.6 CONCLUSIONES

Partiendo del conocimiento que se tiene "a priori" sobre
el signo definido de la representaciédn de una sefal, hemos
adoptado la prescripcién que da la TI para asumir que dicha

representacibn es de la forma:

I N
Cr=f 1@xp (—1;23~,0, (n)) /{:ln:exp (-I:ER,D; (nN)) Li(n)2 (I1.44)
= it :

Los multiplicadores que determinan esta representacion,
surgen de exigirle a la misma que reproduzca M medidas
experimentales f: (con i=ly.aa M. Esto se logra

resolviendo el conjunto de ecuaciones:

1;_‘ exp(-j=2 A O,(n)) Outn) =0 i=2,...,M (II.4%5)
donde:

Oi(n) = §: La(n) — F1 Li(n) (I1.46)
Y

Li(n) = 1:Clra>)

Conocidos M multiplicadores de Lagrange, podremos

"conjeturar" otras medidas por medio de la siguiente

ecuacioén:

H
.‘;:.- = fi3— exp(—jzz M Di(n)) Lywm(n)/
n 1=

M
/7{x= mq-..(—:p:2 M Oi(n)) La(n)d (i=1,...,®) (11.47)
n 1=



Si disponemos de k medidas experimentales, podemos
compararlas con nuestras predicciones tomando §j=1,..., (k—M)
en (I1.47). Si estos valores coinciden, dentro del error
experimental, diremos que (11.44) converge a la
representacion de 1la sefal, dentro de 1la informaciobn
disponible. Si la diferencia entre las medidas conocidas vy
las conjeturadas es mayor que el error experimental,
tendremos que incrementar el nudmero M de ecuaciones (I1.45)
hasta lograr la convergencia deseada.

Es claroc que el tipo de convergencia que hemos definido,
no significa convergencia a la solucién del problema. For
e emplo, si la informacién disponible es escasa, de modo que

s0lo se satisface (11.43) para Moo=k, sequramente las

predicciones que hagamos a partir de ?' seré&n incorrectas
(aunque no tengamos forma de verificarlo). Sin embargo,
puesto que hemos adoptado el criterio de "conjetura optima"
dado por el segundo principio, podemnos asegurar que nada
mejor podr i{a haberse hecho a partir de esa informacion
disponible. Ademas, ninguna nueva medida podra contradecir
esta afirmaciédn. Una nueva medida sblo aumenta la
informacidon que tenemos vy =1 no confirma nuestras
predicciones debera incorporarse como nueva restriccion.

Coma va lo hemos discutido anteriormente, a pesar de que
ninguna medida puede desacreditar la definicibn subjetiva de
"conjetura optima“, si para poder predecir bien
necesit&ramos partir siempre de una gran cantidad de

informaciéon (lo que implica resolver un numero grande de
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ecuaciones no lineales), entonces el método propuesto serfa
impractico. En cambio, si & partir de poca informacién
podemos predecir correctamente, es decir si la convergencia
se alcanza para Me << k, entonces el método ser& util vy
aun en los casos en que no dispongamos de datos que
verifigquen nuestras predicciones, tendremos derecho a decir
que la solucitn obtenida es la mejor que podemos formular en
base a la informaciétn de que disponemos. Dado que la dnica
manera de evaluar nuestra forma de conjeturar es
confrontandola con datos conocidos, en el siguiente captltulo
resol veremos algunos ej;emplos que permiten efectuar estas

comparaciones.
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CAFITULO III

ALGUNAS APLICACIONES

Este capitulo lo dedicaremos a dar algunas aplicaciones
del método de inversitn presentado en el capitulo II. A
efectos de mostrar la rapida convergencia a la
representacion buscada, resol veremos algunos ejemplos
numéricos cuya solucibn es conocida. Aplicaremos el método
considerando dos clases de medidas lineales. Una de ellas
supone el conocimiento de medidas puntuales, y la otra, el
conocimiento de medidas que se asocian con los momentos de

una distribucibn.
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III.1 INVERSION A FPARTIR DE MEDIDAS PUNTUALES!
Aceptando la prescripciéon dada por la TI, hemos asumido

QqQue el operador estadistico que nos permite encontrar 1la

representacion positiva de una sefal es de la forma:

~ N ~
F = exp(lo) exp (- .
P (Ao P §% A O0) (II1.1)
Fara definir 1los operadores 6l==ftlt1 - fa t“
hemos supuesto que las medidas i sobre 1£> s0N

representables por medio de funcionales lineales, i =
1:(1€>).
En esta seccibdn particularizaremos cada funcional lineal

l:, aceptando que una medida f1 es un valor particular

obtenido proyectando If> sobre la direccitn <xil, es
decir:

fi = <€D (ITII.2)
Y

Ci = = Ire> <xilra> <wal (111.3)

Tamando M medidas de la forma (111.2), 1la representacibn

Cr de la senal, estara dada por:

|
Ca = -
<x11¥> exp( 115 Ar Dh(n))/

/{ﬁ: exp(—é% A Oi(n)) <x1lrad} (I111.4)
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con?

Oi(n) = OUlF> <X1lrad = <X 1> <xilrad (I11.95)

Los ejemplos de inversién en que intervienen esta clase
de medidas puntuales seran desarrollados en las secciones

(ITI.3) y (III.5).



IIT.2 INVERSION A PARTIR DE LOS MOMENTOS DE UNA
DISTRIBUCION?

No siempre es posible disponer de medidas puntuales sobre
una senal. Existen dispositivos de proceso que miden
intensidades integradas, el valor maximo de un pico, su
desviacidn cuadratica media, etc. Dado que estas medidas
pueden relacionarse con los momentos de una distribucidn,
proponemaos aplicar el método de inversion suponiendo
conocidos dichos momentos.

En ecste caso, tomando M+l medidas de la forma:

-

(X-XO). <Xl'f> dx = Mk con k=0,---’n (III-&)

podemos obtener la representacién de la sefial, por medioc de

la expresién:

o
Cr = mo exp(—ﬁ A Ouln))/

o= exp(—ﬁ A Oa(n)) Moln)}
: : (111.7)

FPuesto que hemos utilizado el momento de orden cero para

despejar la constante A, los O«(n) resultan:

Oc(n) = m« Mo(n) — mo Mu(n) (I11.8)
con:
M (n) =f(x — Xo)* <xlra> dx (II1.9)
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IIl1.3 EJEMPLO NUMERICO
Fara comparar nuestra propuesta con otros métodos,

resalveremos la siguiente inversion simulada numéricamente:

b
f1 o= Ki(u) f(u) du (I11.10)
d

donde la representacion buscada es:

f(u) =1 + 4(u - 0.5)2 (II1.11)
Y
Ki(u) = u exp(-y: u) (ITI.12)

En la ecuacibn (I11.10) se tomb a=0y b =1 y se

discretizéd la integral con un au = 0.01. Asi:
1 = ’% Ki(un) ’F(Un) Aun (111.1%)
donde:

usn = (Nn—1) Au

Considerando que f(un) es el valor medio de f(us) en

el n-ésimo intervalo y Ca = f(un) Aun, reescribiremos

(I11.13):

1 = En Ca Ki(un) (III.14)

En las figuras III.1.a, II11.1.b y IIl.1l.c se muestran los
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resultados logrados por tres métodos diferentes. Estos
resultados estan publicados en ref. Z. Los métodos empleados

son lose siguientes:

Fig. 1Il1.1.a Inversibn lineal restringida*s®
Fig. III.1.b Método de sintesis¢’

Fig. 11l1.1.c 1Iteracibn no lineal®"’

Las figuras 111.1.d y IIl.l.e muestran 1los resultados
obtenidos por el método propuesto en este trabaj;o. En la
figura 111.1.d podemos ver la solucion f3(us) obtenida a
partir de cuatro puntos: yi1=0, y:=1, ys=5, vy«=10, La

expresion para £3(us):

f3(un) = €, exp(—lu 01 (un) - )\2 Oz2(un) -

= Xs Os(un)) 7/ {Jn: exp(—\1 O01ua) -

= X2 O2(un) = As OsCun)) Ki(un)? (111.15)

donde:

Oi1(un) = f2 Ki(un) — Ka(ua) €1

= 2 un — f1 exp(—un) un

OZ(Un) = ¥3 Ks (un) — 1 K!(Un)

= f3 un — f1 exp(—3 un) un

DI(LIA) = ¢ Ka (un) - 1 K‘(Un)

= fo un — f1 exp(—10 un) ua
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fu

L1

Los valores de los multiplicadores que determinan (I11.15)

son A\ = —-7_.2449, \; = 1.7905, A3 = 146.1179.
La figura IIl.1.e muestra la solucibn obtenida a partir

de los momentos de orden 0O, 2 vy 4, calculados en el
intervalo 0 < yi1 < 6.5. Los multiplicadores que resultaron

son N1 = —-1.0544, )2 = 0.040.

@) (b) " ©)

feu)
flu

u o 0d u ol o9 u X

2.0 (d) 2.0 (e)

1<

0.0 v I.0 0.0 v 1.0

Fig. §I1.1: Inversibn sisulada de f{u)=1-4(u-0,5)2. a) Inversibn lineal. b} Método de sintesis. c)
Iteracion no lineal. d) solucién obtenida por T1 a partir de cuatro sedidas puntuales (yi=0, y==lI,
y=5, ye=10), e) Solucibm por Tl a partir de tres somentos calculados en el intervalo (0,5.5).
80=1.09, @2=5.75, #e=108,
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IIT.4 DECONVOLUCION DEL ANCHO INSTRUMENTAL?
ITI.4.1 SIMULACION

Antes de tratar un caso realista, resolveremos un ejemplo
numérico, considerando que la funcion gi(x) de la ecuacibn

(11.14) tiene la siguiente expresibn anal {tica:

g(x) = 1/(1+(Kix)?) + 0.5/(1+(Kz2(x—0.4))3)

donde:

Ki = 2/0.18 y K2 = 2/0.3
Fara encontrar la representacidn f(x) buscada se tomaron los

momentos de orden cero y dos. Como se ve en Tabla III.1, 1la
informaciédn que proveen estos momentos no es suficiente, vya

que las predicciones f} gque se logran no concuerdan

satisfactaoriamente con laos valores conocidos. Puesto que los

momentos impares tampoco son bien reproducidos, se agregd el

momento de primer aorden como informaciédon de partida. Con
esta nueva representacion, determinada por los
multiplicadores A1 = —0.1664 y Xz = 0.944, se alcanz® una

muy buena concordancia entre los valores predichos % vy

los conocidos +#..

53



X 4 1 £3
-1.0 6.59 11.08 6.69
-0.9 8.09 16.89 8.09
-0.8 10.26 25.74 10.26
-0.7 13.65 40.68 13.65
0.6 19.57 63.96 19.55
-0.5 30.93 96.12 30.89
-0.4 53.06 134.27 53.00
-0.3 91.85 171.76 91.85
-0.2 146.76 200.51 1446.90
-0.1 203.39 214.81 203.62

0.0 239.24 213.72 239.34
0.1 243.38 200.11 243.26
0.2 225.96 177.98 225.81
0.3 202.83 150.69 202.82
0.4 178.00 121.05 178.0S5
0.5 147.19 91.99 147.18
0.6 110.84 63.35 110.87
0.7 76.07 46.00 76.02
0.8 49.30 31.33 49.30
0.9 31.83 21.52 31.85
1.0 21.41 15.25 21.43
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ITI.4.2 CASO REALISTA: DECONVOLUCION DE UN PERFIL PRODUCIDO
FOR DIFRACCION DE RAYOS X.

Recordemos que en la ecuacidn (11.14):

£ = IE gx:s — xu) €£(xa) axa

Los valores f(x:) representan las medidas que Gnicamente
podr tan efectuarse con un aparato ideal, cuya ancha
instrumental fuese una delta. A pesar de que bajo algunas
condiciones particulares, despreciar el anchao instrumental
no conduce a errores significativos, en otros casos es
imposible despreciarla.

En las experiencias de difraccibn de Rayos X, e incluyen
en la funcion gix—xu), todos los efectos que producen
distanciamiento de las condiciones consideradas ideales. De
la ecuacion (I1.13) se deduce que esta funcion podria ser
medida, si contdramos conh una muestra ideal de 1la que se
espera un perfil de difraccidon tendiente a una delta.

Fara evaluar cualitativamente 1los resultados de la
deconvolucién aplicada a un caso realista, se tomaron para
el ancho instrumental las medidas realizadas sobre una
lamina de cobre calentada a 400 °C. En estas condiciones
podemos considerar que el ancho de 1l inea se debe solamente a
efectos instrumentales. Su espectro compuesto de 30 puntos
equiespaciados en 420 = 0.02, se ha graficado en la figura

111.2, donde puede observarse la separacibn de las 1!Ineas

K", K‘z-
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-75 -5 -25 0 25 Sx 75

Fig. 1II.2: Ancho instrusental donde se puede observar

clarasente el doblete Kas, Kez

En el ejemplo experimental elegido*, el perfil +;

graficado en la figura III.3.a fue tomado de 1la reflexibn

correspondiente a los planaos (220) de otra lamina de cobre,

* Las medidas fueron realizadas por el gqrupo de Fisica del Estado Sblido, del Centro de
Investigacitn y Desarrollo en Procesos Cataliticos (CINDECA), calle 47 N° 257, La Plata.
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irradiada con un tubo de Cu de un espectrometro Fhilips
(Generador FW 1737/10 y gonibmetro FW 1050/70).

Se midieron 40 puntos equiespaciados en A20 = 0.06, con
los que se calc&laron los momentos de orden cero, uno y dos.
For medio de estos momentos se obtuvieron los
multiplicadores A1 = —-0.9402 y A2 = 683.66 con los que se
construyd la representacion f(xx) mostrada en la figura
I11.4. Esto nos permitib predecir el resto de 1los momentos
dentro del error con que pueden calcularse a partir del

perfil experimental.

Fig. I111.3: a) Perfil experimental de la linea 220 para una hoja
de Cu (x=0 - 8o con 80 = 37,13°,) b) Perfil predicho con la
representacion hallada.
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Fig, I11.4:

Distribucién construida con dos multiplicadores
{y=0 - 80 con 60 = 37.139)

En la figura II1.3.b se traza el

perfil
puntualmente por medio de

f? predicho
£ (%) . Como se ve
figura,

en
las predicciones de las colas del perfil
de las conocidas mas

método

dicha

se alejan
de lo que seria
iterativo

deseado.
que

Segun el
propusimos,
predicciones

para me jorar estas
deber iamos incorporar

como
partida un nuevo momento.

informacién
esto

En este caso,

no es posible
que se reproducen

de
debido

hacer
a dentro

del error



experimental todos los momentos mayores que 10-is,
tanto, para poder mejorar las predicciones

disminuir el error experimental. Teniendo en
simplificacidon realizada en la determinaciédn
instrumental, los resultados deben considerarse

esta aproximacioén.
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III.S DISTRIBUCION DE TAMAROS CRISTALINDOS EN ARCILLASte

Despreciando los efectos instrumentales, el
ensanchamiento del diagrama de difraccitm que producen las
arcillas en estado puro, se debe a que las mismas wse
encuentran formadas por granos de muy pequefc espesor.
Fuesto qgque cada grano difracta independientemente, la
intensidad registrada en un angulo de difraccién particular,
contiene contribuciones de las intensidades producidas por
granos de diferentes tamanos.

Consideremos una muestra en polvo, orientada segun una
direccién perpendicular al plano (001). Si N es el numero de
capas en esa direccidon vy d el espaciado interplanar, el
espesaor de cada grano sera: e=Nd. La intensidad en el angulo
de difraccidéon €, luego de ser corregida por factor de

estructura y de Lorentz—polarizacion!t eg:
I1(0) = A <By>

donde:

B¢ = = IN> B(N,Y) <NI

siendo:

B(N,Y) = sen?NY/sen?Y, la interferencia que produce un
grano de N capas en el angulo de difraccion © relacionado

con Y a través de la relaciébn:

Y = 27 d sené/)
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Llamando Y(N) a la distribucibn de tama”os:

I(Y) = A ‘F Y(N) G(N,Y)

For lo tanto, de la intensidad de difracciétn puede obtenerse
la distribuciéon Y(N).

La curva de la figura 1I1.5.a muestra la distribuciétn de
tamafios de una arcilla denominada caolinita®2  ghtenida
con los cuatro primeros momentos del primer orden de
difraccion representado en la curva 1Il.6.a. Los valores de
intensidad predichos con esta distribuciétn de tamafos, se
ilustran en la curva I1I1.6.b.

La distribucidén de tamafnos obtenida con cuatro medidas
puntuales de intensidad se presentan en 1la curva I11.5.b
mientras que la curva IIl.é.c muestra el pico de difraccibn

que dicha distribucibn predice.
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90

=103

7 (N)

60

30

fFig, I11.5: distribuciones de tamadios calculadas en 1a reflexion (001)
de 13 caolinita: a) Utilizando las primeros cuatro momentos del

de difraccion.

b)
Intensidades.

Utilizando

cuatro datos

independientes

]
2.90

3.08

Fig, I11.6: Intensidades de difraccion en 1a reflexion

(001)

de la
caolinita. a) Pico experimental. b) Calculado con la distribucion de
tasaios de la curva

I11.5.a.
tamanos de la curva 111.5.b.

c)
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I11.464 CONCLUSIONES

Los ejemplos desarrolladog en este capitulo muestran que
incorporar el criterioc de la TI como método de inversiobn,
conduce a resultados sorprendentes. En la comparacién con
otros meétodos se ve como, partiendo de mucho menos
informaciédn, es posible obtener representaciones mas

satisfactorias.

En todos 1los casos presentados, hemos comparado las
predicciones con abundante informacioén disponible,
alcanzando la convergencia deseada a partir de no mas de

cuatro medidas.
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CAFPITULO IV

SERALES ESTADISTICAS

Hasta el momento, hemos supuesto conocida la base donde
una senal admite una representacitn positiva. Fartiendo de

esto, desarrollamos un formalismo Yy una metodologta para

encontrar dicha representaciétn. En cierto sentido, hemos
tratado prablemas previamente planteados en la forma
reguerida para aplicar el método de inversion que
proponemos.

En este capitulo particularizaremos un poco mas el
conjuntaoa de senales consideradas, incorporandoles un
determinado contenido. Mas concretamente: analizaremos
sefales que contengan informacibdbn sobre la distribucion de
estados de un sistema fisico y las llamaremos '"senales
estadisticas". En este caso, sugerimos un moda general de
proceder para encontrar la buena base de representacion.
Ejemplificaremas este procedimiento, aplicandolo a la
determinacién de secuencia de apilamiento de materiales

interestratificados de daos componentes.
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IV.1 DEFINICION DE SERALES ESTADISTICAS

Supongamos que interactuamos con un sistema fisico, por
medioc de una sefal I1I>», que llamaremos de entrada, la cual
contiene y transmite informacién perfectamente conocida.
Debida a la interaccién, el sistema modificard esta sefal
transformandola en una senal 14> que 1llamaremos respuesta.
El proceso que acabamos de describir puede llevarse a un

lenguaje matematico, del siguiente modo:

WoII> = 1> (1V. 1)

Donde el operadaor *] representa la accibn del sistema sobre
la senal de entrada. Si conociéramos completamente el
sistema y supiéramos de que modo actia sobre la senal 112>,
entonces podr famos decir cual es la sefal de salida sin
necesidad de realizar el experimento. De 1lo contrario,
podemos extraer informacion desconocida, estudiando la senal
respuesta |¥>. For ejemplo, por medio de un experimento
adecuado, podemos decir que dos sistemas Wi y W2 se

encuentran en estados diferentes si (1> # 12>,

El problema que aqul atacaremos es el de determinar la
distribuci6bn de estados a partir de la sefial I£>. Este
problema abarca, tanto el caso de un sistema que se
encuentre en alguno de sus posibles estados de acuerdo a una
ley praobabil istica, como el de un sistema compuesto por
sub-sistemas de las mismas caracter i{sticas pero en
diferentes estados. No haremos distinciotn entre estos dos

casos, puesto que ambos se caracterizan por lo que de ellos
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nos falta conocer: la distribuciédn de estados.

Consideremos entonces un sistema, del cual sabemos cuales
son sus posibles estados y que ademas, adoptando algun
modelo, podemos proponer de que forma actuarlia sobre una
sefal de entrada, estando en un estado particular Wa. Es
decir, proponemos la sefal respuesta |1«> construida por

medio de la ecuacién

ﬁ- 11> = 1a> (IV.2)

Si designamos pe¢ a la probabilidad de que el sistema se

encuentre en el estado W, el operador W puede escribirse:
~ ~~
w=:;: Pe We (IV.3)

Llamaremos '"senal estadistica" a la respuesta |f> del
sistema descripto, de manera que la misma pertenecerad a 1la

imagen de la aplicacion:

Wi

EF Pe &> = 14$> (IV.4)

Es decir, la representaciédn de la senal I1+> respecto de 1la
base 14> nos dar&a la distribuciétn que estamos buscando. Fara
hacer esta asociacibébn, suponemos que cada ket 14> respuesta
de un estado determinado del sistema, es elemento de una
base ortogonal del espacio de Hilbert.

Una medida sobre 1¥> representable por un funcional
lineal 1li, da cuenta de que sb6lo podemos conocer en valor

medio el resultadog de la misma medida sobre las serales (d>:
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14(1$6>) = !‘: Pe 1i(tla>>)

i = I.: Pe L (IV.S)

Utilizando el formalismo desarrollado en el capitulo 1II,

(IV.S) puede evpresarse:
A A ~
1 = TR(S Li) = <Ls> (IV.6)

For la propiedad de ortogonalidad, los elementos de la base

{la>} son autoestados del operador Cu

Ls = %: la> Li« <al (IV.7)
Cuando estos autoestados constituyan un conjunto
completo, por analogla con la mecanica cuantica®, a 1los

operadores Ls les daremos el nombre de OBSERVABLES. Todo

resultado de medir dicho aobservable es una de suUs
autovalores y reciprocamente, todo autovalor es un posible
resultado de esa medida, efectuada sobre una serfnal respuesta
de un sistema en un estado particular. Fero u4nicamente
podemos decir que un observable "tiene un valor particular"
cuando ecstemos completamente seguros de que el resultado de
medirlo es siempre ese valor particular. En caso contrario,

s6lo disponemos de su valor medio.
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IV.2 EL FROBLEMA DEL INTERESTRATIFICADO

El téermino interestratificado describe estructuras de
filosilicatos, en las que dos 0 mads capas ocurren en una
secuencia vertical, esto es, a lo largo de una 1linea normal
al plano (001). Las capas de filosilicatos estan fuertemente
unidas internamente, pero débilmente unidas unas a otras32,
Luego, cada capa se aproxima a una molécula unidimensional
en la direcciédn de apilamiento, y a un cristal bidimensional
en las direcciones a vy b. La superficie basal de diferentes
clases de capas son geometricamente muy similares Yy
cansisten de laminas de ox igenos o iones hidrbgenos en un
arreglo casi hexagonal.

La existencia de arcillas interestratificadas se conoce
desde hace muchos afios®»* y ha sido documentada por un
estudio de Weaver (1956)8%,

Aunque existen interestratificados de mas de dos
caomponentes, aqui nos limitaremos a considerar sistemas que

contengan soblo dos clases de capas. Llamaremos genéricamente

& una capa de un tipo particular como ‘“capa 1" y la
identificaremose con un 1 asociandole un espaciado
interplanar da.. Diferenciaremos otra capa de ésta,

asociéndole un 2 y un espaciado interplanar dai. De esta
manera, podemos representar las diferentes secuencias de

apilamiento. Dos ejemplos de secuencia regular pueden ser:

1:2:1:2... . 1:2:2:132:2:... (IV.8)

Un ejemplo de secuencia irregular es:
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112221222 12... (IV.?)

La figura de difracciétn producida por tales muestras
interestratificadas var ia segun el grado de desorden de las
mismas y la cantidad de material de uno u otro tipo. Por 1lo
tanto, de un diagrama de difraccibn por rayos X, es posible
extraer informacién acerca de la distribucidtn de secuencia
de apilamiento de 1las capas. FPara esto, es necesario
proponer la respuesta de cada secuencia o configuracion
particular, frente a interacciones con radiacion X, cuya
longitud de onda A es del orden de los espaciados

interplanares di y da.

72



IV.3 TRATAMIENTO SEMICLASICO DE LA DISFERSION DE RAYOS X

Fara describir la dispersién elAdstica de la radiacion X
con la materia, adoptaremos un tratamiento semiclasico. No
transcribiremos en detalle el desarrollo de este
tratamiento, debido a que el mismo se encuentra en varios
textos. En particular, los pasos que aqul omitimos, estan
detallados en ref, 4. Nos limitaremos entonces a hacer una
breve resefa de las consideraciones que supone este tipo de
tratamiento.

La descripcion semiclasica considera al Aatomo aislado
descripto cuanticamente, mientras que a 1la radiacion X
incidente se 1la trata clasicamente. La interaccion es
considerada como una perturbacién que altera levemente los
niveles estacionarios del atomo, ¥ a 1la funcidtn de onda
perturbada se la interpreta como describiendo un dipolo
oscilante, que emite la radiacion X dispersada.

Fara encontrar el campo eléctrico asociado a la
dispersion elastica, sequiremos €l siguiente esquema:

- For simplicidad tomaremos el caso de un atomo con un solo
electréon, vya qué esto no implica perder la esencia de la
descripcidn.

~ Necesitamos considerar sélo la interaccidn de la radiacion
con el electréon, porque al ser la masa del niucleo mucho
mayor, su contribuciétn a la dispersi6tn de rayos X es
despreciable.

- El electrtn interactiia con el nacleo a través del

potencial electrostatico ® y con el campo electromagnético a
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través del potencial vectorial A.

— Despreciando el término cuadratico en A, el hamiltoniano

toma la forma’:

-

A=H + 1 = (p?/2m + eD) + (iehh/mc) B.v (IV.10)

ﬁ es la perturbacibn introducida por el campo incidente.

La funcion de onda puede ser calculada por medio de 1la
teor ta de perturbaciones”™®, E] desarrollo perturbative
admite un truncamiento a primer orden como consecuencia de
qQue la energia del foton incidente, E=Kw, es mucho mayor que
la diferencia de energia entre los niveles electrdnicos y la
amplitud del campo eléctrico incidente es peguena. For 1lo

tanto, la funcibon de onda que resulta es:

Yir,t) = ¥Yn exp(—i En t/RK) (Iv.11)

siendo n el numero que caracteriza el estado no perturbado.

Con esta funcidn de onda se calcula la densidad de corriente

J:
J = iteh/2m) (Y O¥Y* — ¥* OY) — e3/mc A IYI2 (IV.12)

La radiacibn dispersada por el atomo, se obtiene
considerando a esta densidad de corriente como fuente de
ondas electromagnéticas secundarias, que obedecen las leyes

del electromagnetismo clasico.
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20

ol
wl

dv

Considerando la geometr {a de la figura, la

contribucibn de la corriente 3 en dV al campo eléctrico de
la onda dispersada, a la distancia R en que se encuentra el

detectaor es?':

dE = 1/(c?R) {(dJ/dt dwin)xn} (IV.17)

b =t-(1R-r 1) /c

(IV.13) debe evaluarse al tiempo retardado t '=t—(IR-r!)/c
donde Iﬁ—?l/c es el retraso de la contribucitn a 1la onda

dispersada correspondiente al elemento de volumen dV en r.

75



La expresitn que se obtiene para dE es la siguiente:

dE=Q{ (Eatn)1n) exp (iwR/c+iwt+i (K'—k).r) IVai2 dv (IV. 14)

siendo G=e?/(Rmc?) vy n el versor en la direccibn de
dispersion, que es la misma que la de E'.

El término (Euﬁ)ﬁi depende de la polarizacion de 1la
radiacion incidente.

Llamando:

- -4 -
p(e) = Q 1 (Exn)xnli (IV.15)

reescribiremos (IV.14) en forma mas compacta:

dE = p(©) exp(iwR/cC + iwt + i(k'—K).r) IVal2 gV e (IV.16)

- - 3
donde el versor ; indica la direcci6bn (Eun)in.
Esta expresibn se interpreta*® como la contribucibn

elemental al campo eléctrico de la onda dispersada, debida a

una nube electréotnica de densidad r(?) = 1V¥al2,
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IV.4 DISFERSION FOR UNA CAFA

Fara poder resolver el problema de 1a dispersiétn de
radiacion X por arcillas interestratificadas, necesitamos
conocer el campo eléctrico de la onda dispersada por cada

capa de material uniforme. A partir de:

dE = p(O) exp(iwR/c+iwt+i (k' —-K).r) F(r) dV e (IV.17)

podemos calcular la contribuciétn de una capa, efectuando 1la
integral de (IV.17) sobre el volumen Ve de la capa.
Si d es la constante de red del material considerado y A

el area de la capa, entonces:

Ve = Ad

r

<
]

P (@) exp (iwR/c+iwt) exp(i(k'-K).r) P(r) dV e (IV.18)

Ve

En un grano constituido por apilamiento de diferentes
capas, podemos individualizar una de ellas fijando 1la
coordenada z. Con esta coordenada fija, la densidad de carga
es periodica en las otras dos Yy podemos desarrollarla en
serie doble de Fourier:

e
Fix,y,2) = X2 Em&u(z)exp(—2l'i (hx/a + ky/b)) (IV.19D)

La ortogonalidad de la base nos permite obtener Cm(z):

Cnu(z) = 1/Acu /Lh‘f(r) exp(2Wi(hx"/a + ky’'/b)) dA (IV.20)
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donde Acu es el Area construida sobre los vectores base ;

Y B de l1a celda unitaria.

Reemplazando (IV.19) en (IV.18), resulta:
Ec = p (©) exp(iuR/c+iwt)€ﬁj; Can(z)exp (-2Wi (hx/a +
[
+ ky/b + ik =K).r)) dv e (IV.21)

Evaluando la integral en x e y, ésta se anula a menos que se

cumplan las condiciones de Laue:

2¥h/a

k'_kl’
(IV.22)

2Wk/b = ky—ky

en cuyo caso la integral toma el valor A.
De todos los términos de la suma que aparece en (IV.21),

s6lo son distintos de cero aquellos que verifican las

condiciaones (IV.22). Luego:

Ec p(Gexp(iwR/c+iwt) Aj[Chk(z)exp(i(E'—E).:) dz (IV.23)

Introduciendo en (IV.23) la expresion (IV.20) para GCa,

obtenemos:

Ec = p(@)exp(iwR/c+iwt) A/ab JZ Fr)exp (2Wi (hx/a +
c

+ ky/b)) exp(i(k:'—k:)z) dV (IV.24)

aAk: = ki—k:, depende del angulo de difraccion ©.

Como 1kl = 1k'} (dispersitn elastica), resulta:

ak:. = 2 I1K| sen® = 4W/\ sen® (IV.25)

y la integral en (IV.24) adopta la forma:
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Is

jh‘ P(P) exp(2Wi (hx/a + ky/b +2sen® z/)\)) dV (1V.726)
qQue se conoce en Cristalografia con el nombre de "factor de
estructura". Estas son cantidades que conocemos en modulo vy
fase, para los materiales tratados. Como las experiencias se
realizan sobre muestras orientadas segun la direcciéon z, el
valor de h y k en (IV.246) es cero. Ademas, el area basal de
diferentes capas es muy similar una de otra? al igual que

las constantes de red a vy b. Esto nos permite considerar qgue

el término A/ab en (IV.24) tiene aproximadamente el mismo

valor €, cualquiera sea la capa que se esté tratando:
C = A/ab

Representaremos el factor de estructura dado por (IV.26)

como un numero complejo cuyo médulo F(j) y fase @& dependen

de ©O:

F(;)exp(id,)= [

v Pir)exp(4Nlisen® z/N)dV ;=1,2 (IV.27)
[~ 1)

El subindice j indica si se trata de una capa del tipo 1 o
de una capa del tipo 2. De la misma manera, la contribucion

de cada capa al campo eléctrico sera:
Ec, = C p(6) exp(iwR/c+iwt) F(;) exp(id,) (IV.28)

Esta ecuacibn nos dice que es posible reemplazar una capa j,
por un centro emisor de ondas secundarias con amplitud
AR, (0) =C p(OB) F(3) ¥y wuna fase adicional @, que

proviene del factor de estructura.
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IV.5 DIFRACCION DE N CAFAS INTERESTRATIFICADAS

Hemos visto que el campo asociado a la dispersié6tn de una
capa, puede interpretarse como producido por un centro
dispersor puntual. Ubicaremos dichos puntos en posiciones
gque equidisten de las caras de las capas, representandol os
con un punto lleno (o) o con un punto vacio (), segln se
traten de centros de tipo 1 & 2 respectivamente.

Ast, la configuracion 1222121 queda esquematizada en

término de los centros dispersores del siguiente modo:

T(d.)«dz}/z
_4

(d.+d1)/2
d
|
|
|
!
|
siendao di vy da2 las constantes de red de las
correspondientes capas
La contribuciébn al campo eléctrico de cada centro

dispersor esta dada por la ecuaciobn (IvV.28). Debe notarse
que existe un tiempo de retardo at entre dos centros

dispersivos consecutivos:

At = (di+d,) send/ (2c)
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Como lo que importa es el retardo total at: hasta llegar
al detector y Aty = 2at, todavia es posible plantear una
situacion equivalente a 1la de la figura anterior,
considerando a los centros como "centros emisores de ondas"

separados una distancia (di+d)):

dl + dl
O —

di+ d»

2ah

La senal respuesta que se producira& por dispersibdn de una

dada configuracién de N capas, dependera del numero de capas

de cada tipo (Ni,N2) y de 1la forma particular en gue

dichas capas se distribuyen. Es claro entonces que la base
que representan estas sefiales respuesta, es la base del
espacio de configuraciaones, sienda cada secuencia de
apilamiento una sefal particular.

Fara describir las distintas configuraciones usaremos un

Indice (i) gque va de 1 a N y que rotula un nivel particular.

Este nivel podra estar ocupado por un centro (al gue
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indistintamente también 1llamaremos particula) de tipo 1 o de

tipo 2.

M
1
R(2)
2
R(3)
3
R4) )
a e
| //
-
___________ _1/
|
: R(N)
N .

Segun (IV.28) el campo eléctrico producido por una particula

gue ocupa el nivel 1 es:
E(i) = C p(O®) F(i) exp(id:s + iwt + iwR(i) /c) (IV.29)

R(i) es la distancia del centro i al detector. F(i) es el
mobdulo del factor de estructura del centro que ocupa el
nivel i. Este puede tomar los valores F(i) = F1 si el sitio
est& ocupado por una particula 1., o F(i) = F2 si el sitio lo
ocupa una particula 2. Lo mismo ocurre con las fases s
que pueden valer 6i1i o Aa.

Fara obtener el campo eléctrico producido por N centros,
hay que sumar las contribuciones de cada uno de ellos. Este

tendr& la siguiente expresidn general:

N N
En = E%E(i)=C p(0)exp(iwt)ﬁ%F(i)exp(idi+in(i)/C) (IV.Z0)
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IV.&6 SERALES RESFUESTA DE SISTEMAS INTERESTRATIFICADOS EN EL

FORMAL ISMO NUMERO DE OCUPACIONES

Considerando fij;o el nidmero N de capas existen 2%
configuraciones posibles. Sin embargo, en principio, el
namero de capas puede ser diferente para diferentes granos.
For esta razéon, el espacio en que el problema estar&d bien
representado, es un espacio de Hilbert extendido, en el cual
el numero de particulas es variable. Tal espacio se denomina
espacio de Fock y para representarlo usaremos un formalismo
similar al denominado numero de ocupaciones. En este
sentido, representaremos una senal respuesta de una

configuracion particular, como un estado base:
'i‘,i,,..-’il’...> (IVI31)

donde los Indices 1i1,i2,...,it... pueden tomar los

valores 1 & 2 segln ese estado esté ocupado por una

particula de tipo 1 6 2.

For ejemplo, la configuracion de la figura de la pag. 81

estara representada por un estado:
11,2,1,1> (IV.Z2)

Siguiendo con el formalismo, definiremos los operadores

~ P
n , n? tales que:

lis,i0,.00,it1.0.> 81 is=1

RMia, iz, .e,dn,...> = (IV.33)

o si 1=2
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0 i 1=}

2
Aflis,de, ..., it, o> = (IV.Z4)

lis,da, c0yityuead Bi im2

Otra forma de escribir (IV.33) y (IV.34) es la siguiente:

Al liagiz,0eeyitgenad = (2-i1) lla,in,eenyit,nna (IV.35)

A2 . . . . .
T lll,l:,...,lt,..-)z (ll_l) 'll,i”...’i‘,...> (IV-36)

En efecto, tomando el estado (IV.32), el nivel 1s da
ocupado por una particula 1, mientras que el i2 da ocupado

por una particula 2, como puede verse:

A3 11,2,1,1> = (2-1) 11,2,1,1> = 11,2,1,1>

As 11,2,1,1> = (1-1) 11,2,1,1> = O

H
o

A2 11,2,1,1> = (2-2) 11,2,1,1>

A2 11,2,1,1> = (2-1) 11,2,1,1> = 11,2,1,1>

Los operadores Na (namero de particulas 1) y ﬁz(numero de

particulas 2) pueden definirse en término de los operadores

1 2 R .
ni y Ai, de la siguiente manera:
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N
A = = A (IV.37)
N2 = !‘-g: AT (IV.38)

El operador nuamero total de particulas sera obviamente:

N = N +ﬁ.-$ﬁi+ﬁ.’ (IV.39)



IV.7 MEDIDAS COMO OBSERVABLES EN EL FORMALISMO NUMERO DE
OCUFACIONES

Supondremos que una medida sobre una sefal respuesta de
una configuracibn particular, esta dada por la proyeccion de
dicha sefal, sobre un determinado angulo de difraccién,
digamos . En este caso, tal medida corresponde a 1la
intensidad de difraccién en ese &angqulo, producida por 1la
configuracion de que se trata.

Como se sabe, la intensidad de la onda electromagnética

es proporcional al cuadradoc de la amplitud del campo

eléctrico EE*. Llamando:

Gu(0) = En"Enx (IV.40)
y utilizando (IV.30), obtenemos:
N
Bn(e) = p2(o) CHEF (i) exp(id +
l:
i . N .
+ iwR(i) /c)) ({% F(;) exp(-id,—-iwR(;)/c)> (IV.41)
i
= p2(@) C2¢ Nr-'(i)z +
e
+ i’EF(i)F(.i)EXP(i(d.—d,)-l-iw(R(i)-R(_,'))/c} (IV.42)
J
N
= p2(o) CHF2(i) +
+ 2I:Z:F(1)F(j) cos (B,~-d1+w(R(;)—R(i)) /c)> (IV.43)
)



donde p*(6) = @* I, ((1+cos?26)/2)

Notando que w(R(;j)-R(i))/c puede escribirse:

i-1
w(R(;)-R(i))/c = (w/c) £ (R(s+1)-R(s))
§=1

i-1
= (w/c) &£ 6(s+1,s)
§=1

donde § (s+1,s5) = R(s+1) - R(s)

e 1ntroduciendo:

6, — O = B(j,i)

6rn(9) /(C?P2(0)) = Br(O)

en la ecuacion (IV.43) resulta:

N N -1
6~(9>=;iF=(i)+2§;F(1)F(j)cos(o(j,i)+i:c(s+1,s))
i= i{;j s=1

Esta forma general de 1la intensidad producida
particulas, adquirira una forma particular, segln
configuraciébn que estas particulas adopten.

Recordemos que los F(i) pueden valer:

,
F1

F(i) =¢

\F2

los & adoptan los valores:
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(IV.45)

(IV.46)

(Iv.47)

por N

sea 1la

(IV.48)



o1
O = J (IV.49)
o2
\
de modo que:
0
68(;,i) =( 81 - &2 (IV.350)
02 - o1

\

mientras que los posibles valores de §(s+1,8) son:

6§11 = 2diw send®/c = 4Ndisend/)
(g1 el nivel s+1 y el 8 estan ocupados
por particulas del tipo 1)
§(s+l,8) = 6§22 = 4Wd2 send/) (IV.51)
(si los niveles estan ocupados por

part iculas del tipo 2)

§12 = §21 = 2W(di+d2) sen® /)
(si cada nivel estid ocupado por
una particula de diferente tipo)
Estas variables aparecer&n tomando alguno de sus valores
posibles, dependiendo de la configuracidn que se considere.
Resulta entonces de wutilidad definir los siguientes

operadores:



Fe(i) = F1. ;;: + F2u

3>
e

Bu(j,1) = Bls N+B2k ni- (81 Ni+82. n? ) (IV.52)

”~

br(s+l,s) = 6§11, Neey neté 22, ;:n ;: +

”~

A’ N Pal
+ 621 Nest Net6120 neey 12

El subindice &k 1indica que se ha fijado el angulo de
difraccion en 6. En término de los operadores detinidos,

una medida en este angulo particular puede expresarse en
forma proporcional a un operador éﬁ dado por la expresion:
~ Na N il .

Bx=I=F bk (i) 42X Fr (i)Fr (5)COS (B (§,i)+I= 6w (s+1,5))
=1

53
ie1 i< (IV.352)

Fuesto que B es una funcidtn anal itica de operadores

lineales en 3:*y 3?, los estados base son autoestados de
este operador, con autovalores dados por la ecuacién (IV.47)

evaluada en el angulo O« para cada configuracibon.

N
Veamos como ejemplo, como actua 6 sobre el estado

11,2,25:

89



~ 3
6:11,2,2> = x (F1a+F2aT )2+
‘t

+ 2;(‘_1(F1.ﬁ§+!=2u'-‘.f ) (Fla) +
i<

+ F2\A; )cos (B1.(Ns-A1) +

j'l ~4 ~ A? ~
+ S,L—T‘ll. Nees N+ 22 Neey n: +

A: ~ ”~ ~
+ §21meun. + §21ntan? )3 11,2,2>

6x 11,2, 2>=(F 1+F 2i+F 284 2F 1 F 2ucos (620 —
= B1x+§214) +2F 1 F 2vcos (62—
= B1et621u486220) +
+ 2F2F 2:cos (620—824+6 224) 3 11,2,2>
Si designamos con la letra ¢ al conjunto de

necesarios para caracterizar una configuracion

particulas, a la identidad podremos expresarla como:

1=% £ 1 <0

=1 =

indices

de N

(IV.54)



Una medida ¥« sobre la senal respuesta del sistema, en

el anqulo de difracciodtn & es proporcional al valor medio

del operador gu dado por (IV.33):

v ¥ <G> (IV.355)
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IV.8 CONCLUSIONES

Fara analizar sefiales estadisticas, hemos propuesto que
una senal respuesta del sistema en un determinado estado es
autoestado de un aobservable que representa una medida sobre
la sefal. For lo tanto, manteniendo fija la sefal de entrada
11>, el conj;junto de medidas 1lineales sobre 1a sefnal
respuesta If> dan los valores medios de un conjunto de
observables mutuamente conmutantes. Sin embargo, una medida
sobre el sistema supone una determinada interacci6bn y cabe
preguntarnos si es posible extraer informacién por medio de
medidas saobre sefales que son respuesta de diferentes
interacciones. Del formalismo que presentamos surge como
respuesta que diferentes medidas son compatibles, si admiten
una representacién diagonal en la misma base. ©Si la
interaccion es fija, esto siempre ocurre. 8Si cambiamos 1la
interacciéon, s6blo existird compatibilidad cuando las senales

respuesta de diferentes interacciones formen una base comin.
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CAFPITULO Vv

ANAL ISIS DEL DIAGRAMA DE DIFRACCION DE ARCILLAS

INTERESTRATIF ICADAS

En este capftulo se muestran los resultados que surgen de
analizar los diagramas de difracciéon de rayos X de dos
muestras interestratificadas de Ilita - Montmorillonita.

El operador estadistico se construye a partir de medidas
puntuales y por medio de €1 se calcula la proporcibébn en que

se encuentran los das materiales de la muestra.

4



V.1 CARACTERISTICAS GENERALES DE L0OS DOS COMPONENTES DE UNA
MUESTRA DE ILITA -~ MONTMORILLONITA.

La montmorillonita es una arcilla que pertenece al grupo
de las esmectitas. Estas arcillas tienen estructura en capas
en las que oxianiones bidimensionales esta4n separados por
capas de cationes hidratados. Los atomos de ox igeno definen
capas de sitios tetraedrales por encima y por debajo de una
capa central de sitios octaedrales?!s,

Los miembros del grupo de las esmectitas son distinguibles
por el tipo y localizaci6dtn de cationes en el armazébn de
ox igenaos. La diferencia en la carga de las capas produce
diferencias en las propiedades fisicas y quimicas. En 1la
montmorillonita, la carga de las capas se origina por la
sustitucion de Al* octaedrales por Mg? . Esta
sustitucion origina un defecto de carga positiva, que se
manifiesta como un excesao de carga negativa sobre la
superficie de las laminas de arcilla. Esta carga negativa de
la red, es compensada por cationes que son adsarbidos en las
espacios interlaminares. En presencia de agua o vapor de
agua, la montmorillonita se expande debido a la penetracién
de las moléculas de agua entre la separacion de las celdas
unitarias.

La montmorillonita que interviene como componente de las
muestras interestratificadas que analizaremos se denaomina
"sbdica", por ser cationes de Na 1los que se hallan como
compensantes del defecto de carga en la red.

Las ilitas no poseen la capacidad de intercambiar cationes
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ni de expandirse. En la ilita que consideraremos, el exceso
de carga de la superficie es neutralizada por cationes de K.
Debido a que algunas ilitas provienen de la montmorillonita,
es muy dificil que éstas se encuentren en estado totalmente
puro. En mayor o menar grado siempre estan en algun estado
de interestratificacion.

En el capttulo IV hemos distinguido cada componente de
una muestra interestratificada con los nombres genéricos de
"tipo 1" y "tipo 2". Aqui 1le asignaremos el 1 a 1la

montmorillonita vy el 2 a 1la 1ilita. Los correspondientes

espaciados valen d» = 15.8 & y dz2 = 10 5.

Como consecuencia de poseer un centro de simetr fa, las
fases del factor de estructura de una y otra arcilla sé6lo
pueden valer 0 6 W. En el rango de angulos en que aparecen
los diagramas estudiados, ambas fases valen cero.

La figura V.1 muestra los mbdulos de 1los factores de
estructura en funciéon del angulo de difraccib6tn. La curva a)
representa el de la montmorillonita y fue obtenida por medio
de los valores publicados en ref 2. La curva b)) que
corresponde a la ilita, fue calculada a partir de las

posiciones atbmicas conocidas y qQue aparecen en ref 4.
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363.

3i8.

Cad

(b)

L
5

Fig. V.1: Mbdulos de los factores de estructura en funcitn
del anqulo de difraccibn. Curva a) F(1) correspondiente a
la aontmorillonita. Curva b) F(2) correspondiente a 1la
ilita.
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V.2 DETERMINACION DEL GRADO DE INTERESTRATIFICACION DE DOS
MUESTRAS DIFERENTES DE ILITA-MONTMORILLONITA.

En las figuras V.3.a y V.3.b pueden verse las medidas
puntuales obtenidas por difraccion de Rayos X de dos
muestras policristalinas de ilita-montmorillonitac,

Los datos graficados han sido corregidos por el factor de
polarizacion (1+cos?20)/2 y el factor de Lorentz L(9).
Este ultimo factor es caracteristico de 1la forma de
recolectar los datos®. En este caso, por tratarse de

muestras orientadas, toma la forma:

L(O) = 1/(sen 6 cos ©)

Al producto de estos dos factores se 1o conoce con el
nombre de Factor de Lorentz-polarizacion, Lp(©). El mismo se
encuentra graficado en la figura V.2, dentro del rango en

que se lo ha utilizado.

* Las suestras fueron cedidas por el Dr. Mario IRiguez del Centro de Investigaciones beoldgicas
(CI6) y fueron sedidas por el brupo de Fisica del Estado S6lido del CINDECA.



38.1

Fig. V.2 Factor de Lorentz-polarizacion
Lp(0) = (1+co5220)/sen 20

El operador estadistico que se obtiene a partir de las

medidas puntuales <6ilf>, correspondientes a la intensidad
de difraccidon est& dado por:
i=3

F = exp(—X= M\ D:)/TR(exp(—_}:i N 00)) (V.1)
l:

donde:

'

01 = (<11 F>—<B11F>) B2 — {<O11$>-<O21€>) G1 —

— {<O21§>-<O11§>) B (V. 2)
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Esta forma particular que adoptan los operadores 6. es
consecuencia de haber tomado una medida adicional para
ajustar un fondo constante B. Por esta misma razébn el factor
de proporcionalidad A debe calcularse por medio de 1la

siguiente expresion:

A = {(<O21§>-<O01 14> / (<Bad>—<B1>) (V.3

ella permite obtener B a través de:

B = <6:201§> — A<Ba> (V. 4)

Los operadores g: que intervienen en (V.2), (V.3) vy
(V.4) son los definidos por la ecuacitn (IV.53).

En la seccion IV.7 del capitulo anterior, hemos designado
con la letra ¢ al conjunto de ({ndices necesarios para
caracterizar una configuracién particular. Fuesto que el
namero de configuraciones crece muy rapidamente con el
namero de particulas, para efectuar las trazas fue necesario
considerar un numero de particulas maximo que se fi ;6 en 10.
Se permitid superar este numero s6lo a las configuraciones
en las que intervienen particulas del mismo tipo. La
elecciotn del valor 10 para el numero maximo de particulas en
estado interestratificado, se realiz6 teniendo en cuenta que
la distribucibon de tamafo de granos de una montmorillonita
en estado casi puro es despreciable, si el numero de capas
es superior a 10 (ref. 6,7). Efectuando este truncamiento,

el namero de configuraciones se redujo a 2100.
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Fara obtener convergencia a los &3 datos de la figura
V.3.a dentro del error experimental, representado por las
barras, fue necesario partir de 10 medidas puntuales para
determinar 8 multiplicadores de Lagrange. Los 10 valores de

las intensidades de partida son los siguientes:

O <Ol ¥>
1.8 279
2.2 265
2.5 313
2.8 383
3.1 445
X.4 89
3.7 88
4.0 Z46
4.2 320
4.4 222

For medio de estas intensidades es posible inferir las 53

restantes a través de la expresion:

2 = A <G,> + B
(V.5)

Como lo muestra la curva llena de la figura V.3.a, estas
predicciones convergen a las medidas conaocidas dentro del

error con que éstas se conocen (3%).
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fFig. V.3: Intensidades correqidas por factor de Lorentz-polarizacién, las barras corresponden a
un error del 31,

a) La curva continua representa las intensidades que se infieren estadisticasente con ;'.

b) La curva continua representa las intensidades que se infieren estadlsticasente con ;‘ﬂ

Fuesto que el operador estadistico es capaz de efectuar
predicciones carrectas, podemos utilizarlo para calcular 1la
cantidad de material de cada tipo que est&d presente en 1la

muestras

<Ns> = TR(F* N (V. &)
<Nz2> = TR(f'ﬁn (V.7)
Los valores porcentuales qgue ce obtuvieron son los

siguientes:

MONTMORILLONITA 30%

ILITA 70%
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En la segunda muestra analizada se logré converger a los
33 datos de la figura V.3.b, por medio de 13 medidas, que se

usaron para calcular 11 multiplicadores.

O, <Ol €>
1.9 412
2.2 37
2.3 288
2.8 10
3.0 54
3.2 383
3.4 441
3.6 917
3.8 371
4.0 S49
4.2 433
4.4 Z52
4.5 254

Las 40 medidas restantes se calcularon por medio del

~
operador P'' . La curva de la figura V.3.b muestra 1la
convergencia de las predicciones a los valores
experimentales. En este segundo caso los valores

porcentuales obtenidos son:

MONTMORILLONITA 204

ILITA 80%
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En este Ultimo caso la distribucion de configuraciones,

(!l?li), indica que existen unos pocos estados Mmas
densamente poblados que el resto. A continuaciétn mostramos

las componentea mas significativas.

CONF IGURACION
1 0.146
2 0.108
122 0.078
221 0.078
222 0.051
22122 0.029
222222 0,027
12222 0.025
22221 0.025
22222222 0.021
2222 0.019
22222 0.015
11 0.014
12221 0.012
22 0.010
12222222 0.009
22222221 0. 009
1222122 0.009
2212221 0,009
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V.3 ESTIMACION DE ERRORES

Fara estimar la influencia de los errores con que se
conocen las intensidades, en el calculo del grado de
interestratificacion realizado en la secciotn anterior,

l1lamaremos:

I? a las intensidades medidas en el angulo O

1l a las intensidades esperadas

I:. a las intensidades predichas

Fuesto que las medidas estan realizadas dentro de un
error del 3%, llamando &€ al factor 3/100, las intensidades

esperadas pertenecen al siguiente intervalo:

ID (1-€) £ I1 ¢ IY (1+€) (V. 8)

Si K es el numero de medidas conocidas, y M el numero de

medidas utilizadas para obtener convergencia, las

intensidades predichas por medio del operador P* satisfacen:

IP (1-€) € IP ¢ I (14€) i=1,...,k (V. 9)

Por lo tanto:

IT7Q14€) € 1L € 1%/ ¢1-€) (V.10)
y:
IT(1-€)7(1+4€) € 1 £ 1T(14€)/(1-€) (V.11)
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Llamando F. al oper ador estadistico capaz de reproducir
los valores esperados de la intensidad y A, a la

correspondiente constante de proporcionalidad:
A(1-€)/(1+€) 2" < Ay 'r\'\< A(1+€)/(1-€) ?" (V. 12)

Por ser tanto ?* como P» operadores normalizados:

A (1-€)/7(1+4E) € A £ A (14€) /7 (1-€) (V. 13)
Luego:

2 2 ™n v ~
1-€) /71+6) P ¢ P ¢ (a+)701-6) " (V. 14)

Multiplicando por los correspondientes operadores ﬁ:y

ﬁ: y efectuando las trazas:

~

2 ~ v ~
(1-6)7(1+6)7 <Ni> & <NI> & (1+6)7 /7 (1-6)7 <Nu> (V. 15)

N

2 ~ v -~
(1-6)771+€)7 <N2> & <NI> & (1+6)7 /7 (1-6)7 <N2> (V. 16)

Estas desigualdades implican que los porcentajes del
grado de interestratificacioén que hemos calculado, estan

afectados por un error del 12%.
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V.4 CONCLUSIONES

A pesar de que los porcenta;es de un mismo material que
hemos encontrado en cada muestra sélo difieren en un 10%,
los diagramas de difracciéon que égtan producen s0n
notoriamente diferentes. Tal diferencia es atribuible a 1la
desigualdad en las entropfas de uno y otro caso. Los
elementos de matriz del operador estadlistico que nos
permitid predecir la curva V.3.a, indican un elevado nGmero
de estados con similar probabilidad (por esta razén no
presentamos tabla de valores), mientras que en la segunda
muestra existen estados mas densamente poblados que 1los
demas.

Otro hecho significativo es que, aunque 1los maximaos
valores de intensidad ocurren en diferentes 4&angulos, ambas
muestras contienen un elevado porcentaje de ilita. Esto se
debe a que el factor de estructura de la montmorillonita, en
el angulo donde ésta presenta su maximo de difraccidon en
estado puro (aproximadamente 2.85°, es cuatro veces mayor
que el de 1la ilita en el angulo que 1la caracteri:za
(aproximadamente 4.4°),

Ast, del 704 de ilita presente en una de las muestras, un
22% existente en estado puro es el que produce el pequeno
pico que puede observarse en 4.4° (fig. V.3.a), mientras
que el porcentaje de montmorillonita pura es despreciable, a
pesar de que el maximo principal de la misma figura ocurre
en 3.1°,

Con el fin de comprobar la validez del truncamiento en el
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numero de configuraciones, hemos realizado algunas pruebas,
permitiendo hasta 12 capas interestratificadas, lo que
corresponde a un numero de configuraciones del orden de

8000. Los porcentajes encontrados no variaron mas que en un

1%.
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CONCLUSIONES GENERALES

Cuando decidimos adoptar el criteria que provee 1la TI1
para construir el operador estadistico, a partir de medidas
sobre sefiales, lo hicimos basandonos en el prestigio del
segundo postulado de la TI. Dicho prestigio lo atribuimos al
hecho de que, cuando el postulado se utiliza en el
tratamiento de otros problemas, los resultados que produce
son resul tados esperados. Ejemplo de ello es que permite
reformular la Mecanica Estadistica Y la Teor ta de
Scattering, interpretar desde otro punto de vista resultados
de la Mecanica Cuantica, etc.

Sin embargo, al obtener los primeros resultados que el
método de inversion produce, comprobamos que ya no era
necesario basarnos en el prestigio del postulado para
presentar como Optima 1la soluciétn que proponiamos. No
necesitabamos fundarnos en confrontaciones anteriores porque
eran nuestras praopias medidas las que nos permitian confiar
en la soluci6tn que provee el postulado.

En todos los casos tratados hemos logrado convergencia a
la informacibn disponible a partir de un namero reducido de
datos experimentales, mientras que el resto de los mismos,
sirvi® para comparar la validez de nuestras conjeturas.

El problema de determinar el gradao de
interestratificacion en arcillas, nos lo planteamos como un
verdadero desaf to al método propuesto, por la gran dimension

que el mismo involucra. Sin embargo, aun en este caso hemos
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podido verificar la bondad de 1la aolucién propuesta. Los
resultados que presentamos en este trabajo contribuyen a

aumentar el prestigio del que ya goza el postulado de la TI,
y creemos que aun en los casos donde la informacioén
disponible sea escasa, tendremos derecha a decir que 1la
solucion propuesta es la mejor que podemos dar en base a 1la
informacibn que poseemos.

Rescatamos también el caracter predictivo de la
representacion que se obtiene adoptando la TI en el
siguiente sentido:

Si la base de representacibtn de una sefial es conocida y el
praoblema no involucra una dimensibn demasiado elevada, son

muy pocas las medidas por medio de 1las cuales es posible

obtener una representaciédn satisfactoria. FPero si la base no
se conoce y se propone alguna, tentativa, 1la Tl permite

desechar bases incorrectas por dos motivos:

- 8i la sefal no admite representaciéon positiva en la base

elegida, las medidas contendran informacibn contradictoria y

no podran determinarse los multiplicadores de Lagrange

correspondientes.

— Si admite tal representaciéon pero no se logra predecir

caorrectamente, salvo utilizando casi todas las medidas

disponibles, la base puede considerarse inadecuada para

representar el sistema estudiado.
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