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CAPITULO 1: INTRODUCCION.

El gran desarrollo alcanzado por la microelectrónica, ha permitido la cons-: 
trucción de computadoras altamente veloces y eficaces, que han producido gran­
des transformaciones en áreas donde el cálculo numérico es una herramienta de 
importancia.
Estas máquinas han permitido resolver numéricamente una cantidad de proble­

mas, y asimismo plantear y solucionar otros antes inconcebibles.
Numerosas ramas de la Física han experimentado grandes avances gracias a las 
computadoras. Entre ellas, podemos citar la Mecánica Estadística, Teoría Cuán­
tica de Campos, Física Gravitacional, Cosmología, etc.
En los casos particulares de la Mecánica Estadística y la Teoría Cuántica de 
Campos, la utilización de ciertas técnicas de cálculo, englobadas bajo el nom­
bre de "método de Monte Cario", ha resultado particularmente beneficiosa. Como 
veremos más adelante, estas técnicas involucran cantidades enormes de opera­
ciones aritméticas, de modo que su implementación práctica sólo es posible me­
diante la ayuda de máquinas de cálculo como las ya mencionadas.
La utilización del mismo método de resolución de problemas en dos especiali­

dades de la Física aparentemente inconexas, es posible debido a que determina­
das cuestiones de una y otra rama, conducen a planteos matemáticamente equiva­
lentes .
A continuación analizaremos brevemente esta conexión y luego describiremos 
los aspectos fundamentales del "método de Monte Garlo".
Actualmente, se acepta que la descripción adecuada de las interacciones fuer­
tes, debe hacerse en el marco de la Teoría Cuántica de Campos de Medida no a- 
beliamos.
Ciertas observaciones experimentales son interpretadas asumiendo que los ha- 

drones están constituidos por partículas elementales llamadas quarks. La inte­
racción fuerte entre estas partículas posee, entre otras, dos propiedades fun­
damentales: libertad asintótica y confinamiento. De acuerdo con la primera 
propiedad, la interacción fuerte entre quarks desaparece cuando éstos están 
muy próximos. El confinamiento se deduce del hecho experimental de que no ha 
sido observado jamás un quark aislado, y se interpreta como la propiedad de 
las interacciones fuertes por la cual la energía de interacción entre dos 
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quarks aumenta conforme se incrementa su distancia.
En teoría, estos hechos se explican introduciendo una "constante" de acopla­

miento variable con la distancia entre los quarks interactuantes. Cuando ésta 
tiende a cero, la constante de acoplamiento debe anularse (libertad asintóti­
ca) , cuando la distancia tiende a infinito, debe crecer ilimitadamente (confi­
namiento) .
Es posible demostrar que algunas teorías de campos de medida no abelianos, 

poseen la propiedad de libertad asintótica [1]. Sin embargo, no ha sido posi­
ble aún realizar una demostración general del confinamiento. La principal di­
ficultad radica en que resulta imposible aplicar los métodos tradicionales de 
teoría de perturbaciones debido a que en este caso la constante de acoplamien­
to no es pequeña.
Resulta entonces imprescindible enfocar el problema desde otro ángulo. Con 

tal fin, se introducen las "Teorías de Medida en la Red".
Estas teorías están basadas en la transformación de los operadores que inter­

vienen en el Lagrangiano que describe la dinámica de los quarks (cromodinámica 
cuántica) en operadores de diferencias, a través de una discretización del es- 
paciotiempo [2]. Al cuantificar los modelos resultantes mediante el método de 
la integración funcional, se observa que la funcional generatiz resultante es 
matemáticamente análoga a la función de partición asociada a modelos de par­
tículas interactuantes [3], similares a modelos ferromagnéticos elementales 
como, por ejemplo, el modelo de Ising [4].
Vemos de este modo, que el estudio de sistemas interactuantes es un tópico 
de interés tanto en Mecánica Estadística como en Teoría Cuántica de Campos.
Por ejemplo, la determinación de la estructura de fases de modelos con sime­

tría de medida resulta esencial para la explicación del ya mencionado confina­
miento de los quarks y la propiedad de libertad asintótica,
Numerosas herramientas de cálculo tales como métodos variacionales, teorías 
con campos promedio, etc. han sido utilizadas para resolver estos modelos, ob­
teniendo en muchos casos resultados satisfactorios. Entre éstos, ocupa un lu­
gar muy destacado el "método de Monte Cario" (que describiremos brevemente a 
continuación), ya que es el único que promete resolver exitosamente modelos 
realistas, en especial al ser utilizado en combinación con la teoría de grupos 
de renormalización.

2



1.1 EL METODO DE MONTE CAREO.

Bajo este nombre se engloba a todo procedimiento numérico que permite 
la realización de "experimentos”, o simulaciones con el modelo estudiado pa­
ra obtener información acerca del mismo, en condiciones totalmente controla­
das .
Para ilustrar su operativa, consideremos el siguiente ejemplo elemental: 

Sea f:[a,b]—>R una función integrable en [a,b] y tal que O^fSl V x€[a,b]. 
Deseamos calcular la siguiente integral:

Es decir, deseamos calcular el área rayada de la Figura 1.1

Figura 1.1
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Para ésto, consideraremos el siguiente elemento aleatorio:
Se elige al azar un conjunto de puntos del rectángulo R de la Figura 1.1.
Es inmediato que la probabilidad p, de que cada punto pertenezca a la zona 
sombreada está dada por:

(1.2)

Nuestro problema original quedará resuelto si podemos calcular p en forma in­
dependiente. El Método de Monte Cario nos permite realizar tal cálculo, a 
través de una simulación del experimento real, del siguiente modo: Se eligen 
puntos al azar dentro del Rectángulo R : pn ~ (xn,yn) y se verifica cuántos 
de ellos cumplen la relación yn f (xn). Sea Nj ese número. Si N es el núme­
ro total de puntos utilizados, entonces I puede estimarse del siguiente modo:

(1.3)

El error cometido al estimar I de esta manera decrece conforme N aumenta. En 
la práctica, los valores de N adecuados son de dimensión tal que este Método 
sólo es viable cuando se dispone de una herramienta para realizar cálculos con 
extrema rapidez.
Este ejemplo nos muestra al Método de Monte Cario como una suerte de "proble­

ma inverso" de la Teoría de Probabilidades: Se repite un experimento aleatorio 
un determinado número de veces, y en función de sus resultados se infieren las 
leyes probabilísticas que lo gobiernan.
Para que un problema físico sea resoluble por medio del Método de Monte Cario 

es necesario que éste tenga algún análogo en la Teoría de Probabilidades.
La cantidad y variedad de problemas a los que puede aplicarse el Método 
[5 , 6 ],y la diversidad de algoritmos resultantes es tal, que muchas ve­
ces no se habla del Método, sino de los Métodos de Monte Cario. En este traba­
jo hablaremos de un sólo Método y de diversas variantes del mismo. Sin embargo, 
cuando se sobreentienda, no mencionaremos a que variante nos estamos refirien­
do.
En el Capítulo 2 veremos cómo aplicar una variante del Método, a la que llama 

remos "Método de Monte Cario Clásico" para simular fluctuaciones térmicas en 
modelos discretos de Mecánica Estadística y Teoría Cuántica de Campos. Los al­
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goritmos que son utilizados en estas simulaciones, permiten implementar un 
proceso markoviano en el sistema, el cual experimenta sucesivas transiciones 
entre estados regulados por probabilidades de transición ajustadas externa­
mente. Diclias probabilidades son elegidas de modo tal que la cadena de Markov 
resultante sea homogénea, ergódica y estacionaria [7].
Otra variante del Método de Monte Cario, que estudiaremos en detalle en el 
Capítulo 4, es el llamado "Método del Proyector" [8], mediante el cual es 
posible evaluar niveles de energía y otras magnitudes asociadas a Hamiltonia 
nos cuánticos. Este algoritmo se basa en la propiedad del operador de trans- 
ferencia T = exp por la cual | (| 0> estado arbitrario del
sistema) es, para N-*00, la proyección de I 0> sobre el autoestado de H 
de menor energía, no ortogonal a | 0> . En el algoritmo se considera un va­
lor de N grande, pero finito, y luego se transforma el elemento de matriz 

| 0^ en la suma de un gran número de términos, la cual es evalua­
da a través de un muestreo aleatorio de los mismos. Los términos que forman la 
muestra son obtenidos por medio de un proceso iterativo que, al igual que en 
el Método de Monte Cario Clásico, posee características markovianas. la fini- 
tud de N introduce errores sistemáticas para cuya eliminación se introducen 
diversas técnicas, una de las cuales fue desarrollada en nuestro laboratorio 
recientemente.
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1.2 MODELOS EN TEORIA DE CAMPOS Y MECANICA ESTADISTICA-

Finalizaremos esta introducción describiendo brevemente los modelos que uti 
lizaremos. Un análisis detallado de los mismos se hará en los Capítulos 3 y
5.
Los modelos estadísticos discretos fueron inicialmente introducidos como mo 

délos de materiales ferromagnéticos. El más simple, sin duda, es el modelo 
de Ising de espines en una red [4], el cual fue introducido por Lenz e Ising 
en 1925. Los espines del modelo de Ising se hallan situados en una red regu­
lar como la dibujada en la Figura 1.2. A cada sitio se le asocia un espin Sj

Figura 1.2

que puede tomar dos valores diferentes. Cada espín interactúa con sus vecinos 
más próximos y eventualmente con un campo magnético externo.
Como modelo de ferromagnetismo, el modelo de Ising es ciertamente pobre; sin 

embargo su estudio ha mantenido un constante interés debido a que es uno de 
los modelos más simples que exhibe las características más importantes de un 
sistema real de partículas interactuantes, entre ellas, una transición de fa 
se.
El interés en el estudio del ferromagnetismo condujo al estudio de los fenó­

menos críticos en general. Un gran número de modelos fueron introducidos con 
este fin [6|.
Entre ellos debemos mencionar el modelo de Potts [9], introducido como una 

generalización del modelo de Ising [10]. La diferencia fundamental entre el 
modelo de Ising y el de Potts es que en este último los espines S¿, pueden 
tomar un número arbitrario de valores diferentes. La energía de interacción 
entre espines continúa adoptando sólo dos valores distintos: uno si los espi-
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nes interactuantes poseen el mismo valor y otro si no lo hacen.
La discretización de ciertos modelos de Teoría Cuántica de campo conduce a mo­
delos similares a los ya desciptos.
Los modelos con simetría local o de medida, por el contrario, se coresponden 
con un tipo particular de modelos discretos, que analizaremos brevemente a con 
tinuación:
Consideremos un sector de una red rectangular como la de la Figura 1.3

Figura 1.3

A diferencia de los modelos de espines, en dónde se asocia una variable a 
cada sitio, asignamos una variable U(i,yíl) a cada unión de la red.
La conservación de la simetría de medida de los modelos continuos requiere 

que las uniones interactuantes formen lazos cerrados. De este modo, la interac 
ción más simple imaginable involucra cuatro uniones que forman un rectángulo 
elemental llamado plaqueta. Una de ellas está señalada en la Figura 1.3.
La simetría de medida permite demostrar importantes propiedades de los modelos 

que sólo contienen interacciones con plaquetas [11]. Sin embargo, resulta nece­
sario considerar interacciones más generales si se desea reproducir con más 
exactitud las propiedades de los sistemas reales en el espacio-tiempo continuo.
Un primer paso hacia ello es la consideración de interacciones entre seis unió 

nes que forman rectángulos a los que llamaremos ''ventanas” tal como la mostrada 

en la figura 1.4.
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Figura 1. 4

Un modelo de este tipo, que involucra interacciones con plaquetas y ventanas, 
es analizado en detalle en el Capítulo 3.
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1.3 RESUMEN DEL CONTENIDO DE LA PRESENTE TESIS.

El Capítulo 2 contiene una descripción detallada del Método de Monte Cario 
Clásico. Se describen las características generales del algoritmo y se esta­
blecen las condiciones teóricas para su validez. Luego se consideran las dis­
tintas versiones y su implementación práctica. Finalmente se ataca el probl£ 
ma específico de la detección de transiciones de fase, dando una descripción 
detallada de las técnicas utilizadas con tal fin.
El Capítulo 3, contiene los resultados obtenidos luego de la aplicación de 

las técnicas que se describen el el Capítulo 2 a dos modelos de la Teoría de 
Campos de Medida: El modelo de Potts con simetría de medida y su generaliza-' 
ción incluyendo interacciones entre segundos vecinos. Como introducción se 
describen los modelos a ser utilizados y se detalla su conexión con la Teo­
ría Cuántica de Campos.
En el Capítulo 4 se trata el llamado método del Proyector, sus fundamentos 
teóricos y las diferentes maneras en que puede implementarse prácticamente.
En particular, se describe la técnica utilizada para combinar los algorit­

mos de muestreo poblacional ("Population Tracking") [12] y recuento simultá­
neo ("Parallel Scoring") [13] en un solo procedimiento que presenta las ven­
tajas de sus dos componentes.
En el Capítulo 5 se estudia la aplicación del método del Proyector a los 

modelos de Ising y Potts de espines cuánticos en un campo transverso. Tam­
bién se examinan los resultados obtenidos y se considera la utilidad del me 
todo del Proyector para la detección de transiciones de fase.
Finalmente, en el capítulo 6 se han volcado las conclusiones de esta Tesis.
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CAPITULO 2: EL METODO DE MONTE CARLO CLASICO.

2.1 INTRODUCCION

En este Capítulo estudiaremos las variantes del método de Monte Cario, uti 
lizadas para simular fluctuaciones térmicas en sistemas estadísticos discre 
tos.
Consideremos un sistema de N grados de libertad, cada uno de los cuales 

puede adoptar q valores diferentes (por ejemplo, un conjunto de espines de 
valor S, tal que 2S+1= q, colocados en un campo magnético externo).
El cálculo de la función de partición en el conjunto canónico, a una dada 
temperatura, requiere la evaluación y posterior suma de q^ términos.

Tomemos N relativamente pequeño, N= 100, por ejemplo, y elijamos q= 2. 
Un cálculo simple nos indica que tendremos que ser capaces de calcular a- 
proximadamente cuarenta mil millones de billones de términos por segundo,si 
deseamos evaluar la función de partición al cabo de un año de cálculos inin 
terrumpidos. Este simple ejemplo nos demuestra que el cálculo directo de 
funciones de partición resulta impracticable aún para sistemas pequeños. A 
pesar de esto, resulta interesante mencionar que este tipo de cálculos ha 
sido realizado en algunos casos particulares [1], tomando sistemas con Ni 64.
Un análisis elemental de los términos que intervienen en la función de par 
tición, nos permite notar que la gran mayoría de ellos no contribuye apre­
ciablemente a la suma total, la cual depende sólo de unos pocos términos a- 
sociados a configuraciones que son características del macroestado del sis­
tema.
El Método de Monte Cario Clásico es un procedimiento numérico que selecci£ 

na estas configuraciones del sistema, permitiendo la evaluación por muestreo 
de la suma en cuestión.
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2.2 FUNDAMENTOS TEORICOS

Asignemos, a cada grado de libertad de nuestro sistema, una variable o/., 
a la que llamaremos variable dinámica. Cada variable puede adoptar diver­
sos valores. Llamaremos configuración o instancia del sistema a cada uno 
de los conjuntos

(2.1)

decir:
que caracterizan un estado particular del sistema. Sea K el conjunto de 
todas las configuraciones, es

(2-2)

En los sistemas 
nito cuando N es
La dinámica del

estadísticos 
finito, 
sistema está

directos, el número de elementos de K es fi-

descripta por un Hamiltoniano

(2.3)

Si A es un observable del sistema, definido para toda configuración c 
del mismo, entonces su valor medio en el conjunto canónico estará dado por:

(2.4 a)

con

(2.4 b)
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dónde k es la constante de Boltzmann y T la temperatura. Zn es la función 
de partición del sistema.
Observemos que (2.4) es equivalente a sostener que las distintas configu­
raciones del sistema se presentan aleatoriamente, de acuerdo con una determi­
nada distribución de probabilidades (llamada distribución de Maxwell- 
Boltzmann). De acuerdo con esta distribución, la probabilidad de que el 
sistema adopte una configuración c está dada por:

(2.5)

con

Las configuraciones con mayor probabilidad son las que más contribuyen a 
la función de partición. Por lo tanto esta distribución resulta adecuada 
para realizar un muestreo de los términos más importantes.
Si disponemos de un conjunto de M configuraciones cj, generadas al azar, 

con probabilidades dadas por (2.5), entonces el valor medio expresado en 
(2.4 a) puede ser aproximado por:

Si las configuraciones son generadas con otra distribución de probabili­
dades P, entonces la aproximación a (2.4 a) toma la forma

(2.7)

que se reduce a (2.6) cuando P = PQ. La elección de la distribución (2.5) 
para el muestreo de las configuraciones es la más natural, pues con ella 
los valores medios de los diferentes observables adoptan la forma más sim­
ple posible: La media aritmética de los valores muestreados.
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La realización práctica de este tipo de muestreo no es inmediata, debido 
a que al ignorarse no es posible conocer a priori la normalización de 
la distribución (2.5). Para resolver esta dificultad se implementa un pro­
ceso de Markov homogéneo para generar las configuraciones. Durante el mis­
mo, se efectúan transiciones c^ --- Cy» en el sistema, de acuerdo con
determinadas probabilidades de transición

(2.8)

Para que el sistema pueda alcanzar una condición de equilibrio dinámico 
con distribución Pq (cy), la matriz de transiciones W debe verificar las 
siguientes condiciones [2,3]:
1) Normalización

(2.9 a)

2) Ergodicidad
Si PQ (cv)>0 y Pq (cv,) >0 entonces

(2.9 b)

(Las sumas sobre V o V’ representan sumas sobre todos los estados del sis 
tema, es decir, sobre todos los elementos del conjunto K).
Bajo estas hipótesis es posible demostrar que la distribución final de 
estados es P y que ese límite se alcanza en forma independiente a la confi­
guración inicial cj elegida [4].
Puede demostrarse además que la distribución de probabilidades para el va-
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(2.11)

Es fácil ver que si se verifica (2.11) entonces se verifica (2.9 c), en 
efecto:

aplicando (2.9 a) obtendremos

que es idéntica a (2.9 c) c.q.d.
Las condiciones (2.9 a,b) y (2.11) no especifican unívocamente la matriz 

W. Las distintas elecciones que se realizan dan lugar a los diferentes al­
goritmos usados en el Método de Monte Cario Clásico.

2.3.1 EL ALGORITMO DE METROPOLIS ET AL.

El algoritmo de Metrópolis et al. [5], introducido para estudiar la ecua­
ción de estado de un gas bidimensional de esferas duras, es el más antiguo 
de los algoritmos utilizados para simular fluctuaciones térmicas.
La transición de c^ y c^T se realiza en dos etapas. Primero se selecciona 

un posible candidato cy c^, con probabilidad condicional p^y. Estas pro­
babilidades deben satisfacer las siguientes condiciones:

(2.12a)

Una vez elegido cv se calcula:

(2. 12b)
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Finalmente, se elige f:
Si AS^O, entonces es aceptado, con probabilidad 1, como nueva configu­
ración del sistema, es decir c^ , = c^ .

-ASSi AS>0 se elige c^ , = cq con probablidad e , o c^t = c^ con proba­
bilidad 1-e
En la práctica este último paso se realiza tomando un número pseudoaleatorio 

r 6 [0;1), uniformemente distribuido en ese intervalo (ver apéndice 2), y eli­
giendo :

A continuación probaremos que esta elección de la matriz de probabilidades 
cumple con las condiciones necesarias de convergencia marcadas anteriormente.
1) Normalización (Ec. (2.9a)): El cumplimiento de esta condición es trivial,

pues la constante de normalización necesaria se incluye en las probabilida­
des
2) Ergodicidad (Ec. (2,9b)): Si Pp(e^ )>0 y Pq(c^>)>0, entonces de (2.5) y 

(2.13) resulta AS^oO y e 0. Luego mín(1,e ^) 0 y por (2.12a)

resulta W.^^, i 0, con lo que se cumple la condición requerida.
3) Balance detallado (Ec. (2.11)): Supongamos, sin perder generalidad, que

ZkS^ v,^0, entonces es

Aplicando (2.12b) y (2.13) obtenemos

e45^'-
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Pero

que es idéntica a (2.11).
Vemos entonces que la matriz W dada en (2.15) cumple con las hipótesis pe­
didas y puede, por lo tanto, ser utilizada en una sucesión Markoviana para 
obtener muestras de configuraciones de un sistema de acuerdo con la distri­
bución (2.5).
Veamos, a título de ejemplo, el caso particular del modelo de Ising de es­
pines en una red cuadrada bidimensional [6]. El Hamiltoniano del sistema e_s 
tá dado por:
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(2.16)

Dónde i rotula a los espines (situados en los vértices de los cuadrados 
de la red) y i,j^ significa que los espines y CH son vecinos pró-

0ximos.
Cada espin CT¡’ puede tomar los valores 1 o -1. Las distintas configuracio­

nes del sistema se obtienen asignando distintos valores a los espines 07.
Para poder implementar el algoritmo en una forma útil en la práctica, de­

bemos darle carácter local a las transiciones. Esto significa que, dada una 
configuración del sistema, pasaremos a la siguiente cambiando solamente un 
único espin. Tomando diferentes espines en sucesivos pasos, podremos cambiar 
todos los espines de nuestro sistema.
Como los espines toman únicamente dos valores diferentes, la elección de 
las probabilidades (2.12) es trivial. Debemos tomar, para cada espín



Ahora debemos evaluar (2.13). Observando la figura 2.1, en dónde están 
marcados todos los vecinos próximos al espin C7J, podemos ver fácilmente que:
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Una vez evaluado As se procede en forma habitual:

sí entonces se cambia por -<3i
Si ÁS>0 se elige un número Aé [0 ,1) pseudoaleatorio y

se cambia por — si 6 , en caso contrario se
mantiene la configuración inicial.



Este procedimiento se repite un gran número de veces, tomando diferentes 
espines 0J en cada caso.

2.3.2 EL ALGORITMO DEL BAÑO TERMICO

En este procedimiento [7], el nuevo microestado se elige en forma
independiente al estado anterior, c^ del sistema, de acuerdo con las si­
guientes probabilidades de transición:

(2.20)

Donde la suma en el denominador se extiende sobre todas las configuracio­
nes del sistema, accesibles desde el microestado c . La propia configu­
ración cresta incluida entre ellas.
La verificación de las condiciones (2.9) y (2.11) resulta trivial para 
la presente matriz de transiciones.
La implementación de este algoritmo se ve con claridad al considerar un 
ejemplo concreto. Tomaremos al igual que para el algoritmo de Metrópolis, 
el modelo de Ising.
En forma análoga a lo realizado en el párrafo 2.3.1, daremos carácter lo­

cal a las transiciones modificando solamente un único espin en cada una de 
ellas.
Por lo tanto los estados c accesibles son sólo dos. En éstos se verifi­

ca: = 03 y = -03 respectivamente. Entonces resulta:

(2.21 a)

representan las dos configuraciones accesibles desde c^ cambiando un único 
espín.
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(2.21) puede simplificarse notablemente, multiplicando numeradores y deno­
minadores por y teniendo en cuenta (2.19). Obtenemos:

(2.22 a)

(2.22 b)

Para decidir cuál va a ser la nueva configuración se evalúa (2.22 a) 
y se toma un número pseudoaleatorio £ [0;1) uniformemente distribuido en 
ese intervalo y luego se decide:

si -*■

Ipn, en caso contrario.
Al igual que con el algoritmo de Metrópolis, las transiciones deben reali­
zarse en forma sucesiva tomando en cada caso diferentes espines.

2.3.3 EL ALGORITMO DE METROPOLIS MODIFICADO.

Este algoritmo es especialmente útil cuando las transiciones poseen carác 
ter local y es esencialmente idéntico al de Metrópolis et al., excepto que 
las transiciones se repiten k veces (k 1) con la misma variable dinámi 
ca, antes de proseguir con la siguiente.
Para k=l este método coincide con el método de Metrópolis et al., y pue­

de demostrarse que para k tendiendo a infinito, se reduce al del baño tér­
mico (Ver apéndice 3). Para k finito este algoritmo "interpola" entre los 
dos antes mencionados. El valor de k óptimo a ser utilizado en la práctica 
debe ser encontrado empíricamente.

2.3.4 PROCEDIMIENTO STANDARD PARA EL CALCULO DE OBSERVABLES.
Desarrollaremos aquí los puntos principales del procedimiento a seguir 

para poder realizar cálculos de observables con el método de Monte Cario.
Para fijar ideas, consideremos que queremos calcular ciertas magnitudes 

termodinámicas, por ejemplo la energía interna, el calor específico, etc.
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(Para mayores detalles ver el apéndice 1), de un dado sistema finito de espi­
nes , en una red cuadrada.
Debemos almacenar, en la memoria de la computadora, el valor que adquiere ca­

da uno de los espines, conjuntamente con la energía de la configuración (y el 
valor de otras magnitudes que eventualmente esten siendo calculadas) .
Luego debemos dar un valor inicial a cada uno de los espines de la red. En 

general, el criterio utilizado para esta asignación es totalmente arbitrario. 
Usualmente se asigna a todos los espines el mismo valor.
Lo más probable es que la configuración elegida no sea característica del ma- 

croestado sobre el que se va a trabajar (en este caso fijado externamente por 
la temperatura elegida), es decir que en general, se elige un microestado cuya 
contribución a la función de partición (2.4 b) puede ser despreciable.
Para obtener configuraciones que correspondan al macroestado en considera­

ción, es necesario realizar un determinado número de transiciones, utilizando 
alguno de los procedimientos ya vistos, y permitir que el sistema alcance un 
estado estacionario. Este proceso se denomina "termalización del sistema". Una 
vez alcanzado este estado estacionario, es posible comezar con el cálculo de 
observables.
Es necesario determinar cuantitativamente cuándo el sistema alcanza el equi­
librio térmico.
Con este fin realizamos los siguientes pasos:

i) Con ayuda del algoritmo Monte Cario, se genera una sucesión de configura­
ciones c^, k = 0,1,.., . Cq es la configuración inicial del sistema.

Definimos el "tiempo", t, transcurrido desde el comienzo del proceso iterat 
vo, como el número de transiciones realizadas. Es decir, la configuración c^ 
se produce cuando t = k.
ii) Se toma una magnitud que esté definida para cada microestado c^, como la 

energía, por ejemplo:

(2,23)

y se evalúa su valor medio temporal, que denominaremos U, en intervalos suce­
sivos de tiempo. Es decir, se calcula:
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(2.24)

iii) El estado de equilibrio térmico se habrá alcanzado cuando Um+^ U . En 
la práctica, se elige un valor de n adecuado, y luego se gráfica Um ver­

sus m (evolución temporal de U). El comportamiento típico es el indicado en la 
figura 2.2

Figura 2.2: Representación gráfica idealizada de la evolución temporal de U. 
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De la observación de la gráfica, se puede estimar en forma aproximada, el or­
den de magnitud del tiempo mínimo M que requiere el sistema para alcanzar el 
equilibrio térmico.
Es conveniente realizar diversas determinaciones de M para distintos valores 

de los parámetros macroscópicos y diferentes condiciones iniciales. En general 
el tiempo de procesamiento requerido para termalizar un sistema, es desprecia­
ble frente al tiempo necesario para realizar los cálculos propiamente dichos. 
Por lo tanto se elige, para ser empleado en dichos cálculos, un único valor de 
M, que sea una generosa cota superior de los determinados anteriormente y que 
asegure un completo equilibrio térmico del sistema, en el momento de comenzar 
a evaluar las diferentes magnitudes.
Una vez que el sistema alcanza un estado estacionario, pasamos a la etapa 
central de los cálculos: la evaluación de observables.
Para calcular las magnitudes que están definidas microestado a microestado, 

se aplica el proceso iterativo un determinado número de veces y se obtienen 
conjuntos de valores de los observables, que son analizados estadísticamente 
(ver apéndice 4). Los valores medios de las magnitudes respectivas se obtienen 
aplicando (2.6) adecuadamente. El análisis estadístico standard de las mues­
tras, requiere que éstas sean independientes entre sí. Los valores de una de­
terminada magnitud, correspondientes a dos configuraciones sucesivas, no cum­
plen, ciertamente, con esta condición pues ambas configuraciones difieren, a 
lo sumo, en una única variable dinámica.
Con el fin de obtener muestras estadísticamente independientes, se realiza lo 

siguiente:
i) Por cada N' configuraciones generadas, se utiliza sólo una, es decir, se u- 

tilizan las configuraciones c^, c^+^,, Gjvi+2NT ’ * ’ ’ n^ner0 det>e ser
tan grande como sea posible para que las configuraciones elegidas sean acepta­
blemente independientes. En general, basta tomar N’^N.
ii) Luego de haber obtenido m valores de los observables, se evalúan sus res­

pectivos promedios. Se repite todo el proceso n veces, obteniéndose n va­
lores para cada observable, calculados a partir de nm muestras. Estos n valo­
res se analizan estadísticamente con los métodos habituales y se obtienen los 
promedios finales y sus respectivas dispersiones,
Todo el proceso de cálculo de observables se halla esquematizado en el dia-
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Figura 2.3: Diagrama de flujo típico para calcular observables con el método 
de Monte Cario clásico.
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grama de flujo de la figura 2.3 Los valores adecuados de N', m y n deben ser 
determinados empíricamente en cada caso particular.
Este procedimiento puede ser utilizado, con ligeras modificaciones, para e- 

valuar algunos observables que no están definidos microestado a microestado.
Consideremos, por ejemplo, la capacidad calorífica de un sistema, relacionada

con la varianza de la energía (ver apéndice 1):

(Al.10)

La obtención de un conjunto de valores para estimar C, es inmediata si se
a/dispone de un conjunto de muestras de la energía interna E^j, calculados en el 

paso n9 4 del diagrama de la figura 2.3. Estos valores pueden ser utilizados
en el paso n9 5 para evaluar estimaciones de C vía:

(2.25)

El conjunto de valores así obtenido es luego procesado en la forma habitual 
(paso n9 6) .
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2.4 DETECCION DE TRANSICIONES DE FASE.

En muchas oportunidades,al estudiar determinados modelos, no se desea reali­
zar el cálculo detallado de magnitudes relacionadas con el mismo; sino que in­
teresa conocer otras propiedades generales, como por ejemplo su estructura de 
fases.
Existen diversos procedimientos, basados en algoritmos Monte Cario, concebi­

dos especialmente para la detección de transiciones de fase. En esta sección, 
describiremos algunos de ellos.
Antes de encarar la descripción de estas técnicas, resulta necesario realizar 
ciertas consideraciones acerca de las transiciones de fase en general.
Una transición de fase ocurre cuando los parámetros externos que caracterizan 

al sistema, toman determinados valores. Dichos valores determinan puntos en el 
espacio de los parámetros, llamados puntos de transición o puntos críticos.
En estos puntos la función de partición pierde su analiticidad. Como conse­
cuencia de esto, las diversas magnitudes termodinámicas presentan singularida­
des .
Para que un sistema pueda presentar transiciones de fase, debe tener infini­

tos grados de libertad. En efecto, la ecuación (2.4b) nos indica que la fun­
ción de partición de un sistema es suma de funciones analíticas. Si el número 
de grados de libertad es finito, esta suma posee un número finito de términos 
y por lo tanto no puede tener singularidades. Es posible, sin embargo, infe­
rir la existencia de transiciones de fase analizando sistemas finitos, espe­
cialmente si estos poseen un grán número de grados de libertad.
Consideremos, por ejemplo, un sistema que experimenta una transición de fase 

de primer orden a una cierta temperatura T , La característica esencial de es­
ta transición es que la energía interna presenta una discontinuidad en el pun­
to crítico, debida a la existencia de un calor latente de transición. Alrede­
dor de esta temperatura, el sistema adopta dos fases diferentes; Una fase "or­
denada" (T<T ) y otra "desordenada" (T>T ), En la figura 2.4 podemos ver una c c
gráfica de la energía interna versus la temperatura.
Si consideramos el mismo sistema; pero con un número finito de grados de li­

bertad, observaremos (figura 2.5) que la energía interna no presenta disconti­
nuidad alguna. Sin embargo, resulta clara la existencia de una transición de
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Figura 2. 5
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fase (para el caso de infinitos grados de libertad) debido al brusco cambio de 
E en un reducido entorno de temperaturas A T.
El valor de At disminuye conforme aumenta el número de grados de libertad.

En la práctica es conveniente analizar sistemas de diversos tamaños con el fin 
de detectar esta tendencia y poder extrapolar con mayor seguridad el comporta­
miento del sistema infinito.
En una transición de segundo orden la energía interna es continua; pero su 
derivada (la capacidad calorífica), diverge en el punto crítico. En sistemas 
finitos, se observa que la capacidad calorífica, si bien se mantiene acotada, 
presenta un pico en las cercanías de T , que se toma más pronunciado conforme 
aumenta el tamaño del sistema (ver figura 2.6).

Figura 2.6: Comportamiento de la capacidad calorifica en una transición de 
fase de segundo orden.

Para describir las diferentes técnicas de detección de transiciones de fase, 
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supondremos que nuestro sistema depende de un parámetro externo, la temperatu­
ra T, y que la energía interna y la capacidad calorífica son las magnitudes 
que presentan comportamiento singular en el punto de transición. La generali­
zación a sistemas dependientes de otros parámetros y con otras magnitudes que 
caracterizan las transiciones, es inmediata; como asimismo es trivial la adap­
tación dél ejemplo anterior a estos casos.
Consideraremos además que este sistema presenta una temperatura crítica Tc 

que separa dos fases, una "ordenada" y otra "desordenada", la cual ha sido a- 
cotada previamente en forma grosera, es decir, se conocen y ?2 tales que 
T1^VT2-

2.4.1 TRANSICIONES DE PRIMER ORDEN.

Las técnicas para detectar transiciones de primer orden son aplicables en los 
casos en que es posible provocar fenómenos de "supercalentamiento" de la fase 
ordenada o "superenfriamiento" de la fase desordenada [8].
En sistemas reales, estos estados metaestables se logran con muestras de ex­
trema pureza colocadas en condiciones de alta estabilidad (sin vibraciones, 
corrientes de aire, etc.) y calentadas o enfriadas tan lentamente como sea po­
sible.
Considerando al proceso de Monte Cario como simulación de las fluctuaciones 

térmicas, y teniendo en cuenta que las transiciones (entre microestados) que 
se realizan en cada paso, generalmente involucran una sóla variable dinámica, 
podemos afirmar que las condiciones en que esta simulación se realiza, son e- 
quivalentes a las condiciones requeridas en los sistemas reales antes mencio­
nados para poder generar estados metaestables supercalentados o superenfria- 
dos.
La experiencia corrobora lo dicho, pues existe un sinnúmero de casos en don­

de es posible obtener con facilidad, estados metaestables a partir de simula­
ciones Monte Cario.
A continuación describiremos las dos técnicas más importantes para la detec­
ción de transiciones de primer orden, llamadas "ciclo de histeresis termal" y 
"salto adiabático" [9]. Las demás técnicas conocidas son, en general, adapta­
ciones de éstas a circunstancias especiales.
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2.4.1.1 EL CICLO DE HISTERESIS TERMAL.

El procedimiento de detección de transiciones de fase con este método, consta 
de tres etapas, a saber:
i) Se lleva el sistema al equilibrio térmico, utilizando un procedimiento i- 

déntico al indicado en el párrafo 2.3.4, para la temperatura .
ii) Se incrementa la temperatura a intervalos ¿VT y en cada paso se realiza un 

pequeño número de iteraciones con el fin de obtener una estimación de la
energía interna para cada temperatura. El proceso continúa hasta que la tempe­
ratura T2 es alcanzada. Se dispone entonces de un conjunto de valores Ej(k), 
k = 1,...,n estimaciones de la energía interna a las temperaturas T(k) = T^ + 
k AT, con T(n) = Tr
iii) Se repite el paso anterior; pero recorriendo las temperaturas en sentido 

inverso, es decir, partiendo de T2 y llegando a . Esto permite obtener
un segundo conjunto de valores de la energía interna Ejj(k), k - 1,...,n.
Obsérvese que el único proceso de termalización del sistema es el realizado 
en el paso i). Las pequeñas variaciones de temperatura pretenden simular suce­
sivos calentamiento y enfriamiento reversibles del sistema.
En un sistema con una transición de fase de primer orden, en el intervalo de 
temperaturas elegido, y que experimenta estados metaestables, la representa­
ción gráfica de Ej y Ejj versus la temperatura será cualitativamente análoga 
a la mostrada en la figura 2.7.
El aspecto de las gráficas de E versus T, obtenidas de esta manera, similares 
a las gráficas de B versus H de los materiales ferromagnéticos, otorga el nom­
bre al procedimiento.
El análisis de una gráfica como la de la figura 2.7 nos arroja los siguientes 
resultados:
i) La temperatura de tansición queda acotada inferior y superiormente (inter­

valo [T , ; T 1 de la figura.
ii) La separación entre las ramas (AE) da una idea acerca de la magnitud del 

calor latente de la transición.
Acotemos finalmente que, si al aplicar este método a un determinado sistema, 

no se producen fenómenos de histéresis termal, entonces se concluye que:
i) No existe transición alguna en el intervalo considerado; o
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Figura 2.7: Ciclo de histéresis termal tipico (idealizado).

ii) Existe una transición de primer orden sin fenómenos de supercalentamiento 
o superenfriamiento, o que estos sean despreciables (por ejemplo, por ser

muy pequeño el calor latente); o
iii) Existe una transición de orden superior.

2.4.1.2 EL SALTO ADIABATICO.

La técnica del salto adiabático permite determinar si el sistema experimenta 
o no, una transición de fase de primer orden a una determinada temperatura.
El procedimiento consta de dos etapas:
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i) Se lleva el sistema al equilibrio térmico a una dada temperatura, ligera­
mente inferior a la presunta T .

ii) Se cambia bruscamente la temperatura por otra superior a T , y se estudia 
el comportamiento temporal de un observable, la energía interna E, por e-

j emplo.
Si no existe ninguna transición de fase de primer orden en el punto estudia­

do, entonces el sistema alcanzará en forma suave un estado estacionario para 
la nueva temperatura (figura 2.8a). En caso contrario el valor de E permanece­
rá constante durante un período prolongado hasta que en un determinado momen­
to pasará bruscamente a la posición correcta de equilibrio (figura 2.8b).

Figura 2.8 (representaciones idealizadas).
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Es importante destacar que el efecto es tanto más notable cuanto más grande 
es el calor latente de la transición.

2.4.2 TRANSICIONES DE SEGUNDO ORDEN.

El procedimiento que utilizaremos para detectar este tipo de transiciones, 
llamado "divergencia del calor específico" [10] , se basa en el estudio minu­
cioso del comportamiento de la capacidad calorífica en los alrededores de la 
transición.
Empleando el procedimiento standard para calcular observables, se evalúa la 
capacidad calorífica de diversos sistemas con diferente número de grados de 
libertad N.
En la figura 2.9 vemos una representación gráfica típica, en donde puede ob­
servarse la tendencia divergente ya mencionada.
Se observa además, que los máximos de las diferentes curvas no coinciden con 
la temperatura crítica del sistema infinito, aunque se acercan a ésta conforme 
N crece.
Es posible extrapolar la temperatura crítica del sistema infinito a partir de 
diversos valores T (N) para sistemas finitos de N grados de libertad [11], su­
poniendo que T (N) está relacionada con Tc(«o) en la siguiente forma:

(2.26)

Donde A es úna constante y es un exponente crítico,
A, y Tc(oo) pueden ser evaluados fácilmente si se dispone de un mínimo de 
tres valores de T (N), correspondientes a sistemas de tres tamaños diferentes.
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2.5 ANALISIS Y CONCLUSIONES.

Hemos descripto diversos algoritmos para efectuar simulaciones de fluc­
tuaciones térmicas de sistemas estadísticos. Asimismo, hemos considerado 
algunas técnicas derivadas de los mismos, que resultan útiles para resol­
ver determinados problemas específicos inherentes a los sistemas en cues­
tión.
La utilidad de los procedimientos estudiados, como la de casi la totali­

dad de las técnicas del Análisis Numérico, sólo puede ser evaluada a tra­
vés de los resultados obtenidos en aplicaciones concretas.
Los estudios realizados con el método de Monte Cario Clásico con motivo 
de este trabajo, y sus conclusiones, serán presentados en el próximo capí­

tulo.
Sin embargo, resulta de interés adelantar ciertas cuestiones, que se des­

prenden de la experiencia acumulada; pero que adquieren carácter general y 
que por lo tanto pueden considerarse relacionadas en forma exclusiva al me 
todo numérico.
Mencionaremos, en primer término, ciertas cuestiones inherentes a los al­
goritmos de iteración.
El algoritmo de Metrópolis et al. es, sin duda, el más simple de todos.

Y esta simplicidad se mantiene, a diferencia del algoritmo del baño térmi­
co, cuando se trabaja con modelos que involucran interacciones más compli­
cadas .
El método del baño térmico presenta la ventaja de ''estudiar” previamente 
todos los candidatos c*' y elegir, en forma estadística, el más conveniente 
(el de mayor probabilidad). Esto contrasta con el método de Metrópolis, en 
dónde existe la posibilidad de rechazar una transición tan sólo porque un 
mal candidato ha sido elegido. En general, esta característica del método 
del baño térmico, tiene como consecuencia una reducción de las fluctuaciones 
en los resultados finales, y una mayor suavidad en las curvas de termaliza- 
ción del sistema (Figura 2.2).
Los cálculos involucrados con el baño térmico requieren casi siempre opera­
ciones en punto flotante, mientras que en un buen número de casos es posi­
ble prescindir de ellas si se utiliza el algoritmo de Metrópolis. Los reque 
rimientos de tiempo de procesamiento pueden incrementarse notablemente, en 
especia] si se trabaja con modelos en los que el número de estados cy» acce 
sibles es alto.
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Las configuraciones iniciales, más utilizadas son la "configuración or­
denada", en dónde se asigna el mismo valor a todas las variables dinámicas, 
y la "configuración desordenada", en donde dichos valores se toman al azar.
Cuando se calcula observables en sistemas con transiciones de fase de pri­

mer orden, capaces de presentar estados metaestables, puede ocurrir que el 
estado estacionario alcanzado luego de la termalización no sea el correcto. 
Esta situación puede darse cuando, por ejemplo, intentamos calcular obser­
vables para una temperatura ligeramente superior a la temperatura crítica, 
partiendo de una configuración inicial ordenada, típica de la región de ba­
jas temperaturas. En este caso el sistema puede quedar en la fase ordenada 
generando por ende resultados erróneos.
Para evitar esta situación se utiliza un tercer tipo de configuración ini­

cial llamada "configuración mixta" [12]. Como su nombre lo indica, la con­
figuración mixta se obtiene asignando un único valor a la mitad de las va­
riables dinámicas (mitad ordenada) y valores aleatorios a la mitad restan­
te (mitad desordenada). La experiencia obtenida nos indica que este tipo de 
configuración inicial es muy eficaz para evitar la aparición de estados me­
taestables.
Finalizaremos esta sección analizando los métodos de detección de transi­

ciones de fase.
Sin lugar a dudas, la herramienta más poderosa para este fin es el ciclo 

de histéresis termal. Más allá de proveer valiosa información acerca de las 
transiciones de fase de primer orden, permite, de un modo muy sencillo, ob­
tener pautas generales sobre el comportamiento de las distintas magnitudes.
El primer paso en la determinación de la estructura de fases de un sistema 

es estudiarlo con la ayuda de esta técnica. El análisis minucioso de las 
curvas obtenidas permite detectar todos los puntos con comportamiento singu 
lar y no se reduce solamente a la ubicación de transiciones de primer orden.
En los casos que hemos tenido oportunidad de considerar, hemos observado 

que las fluctuaciones que siempre acompañan a las transiciones de segundo 
orden se manifiestan claramente en las gráficas aunque, obvio resulta de­
cirlo, no se presenta ningún fenómeno de histéresis.
Sin embargo, debemos decir que en algunos casos pueden presentarse esta­

dos metaestables en regiones del espacio de parámetros en dónde no hay tran 
siciones de fase.
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Por esta razón, los resultados positivos obtenidos mediante esta técni­
ca deben analizarse con la ayuda de otras para poder inferir con seguridad 
la existencia de una transición. El método del salto adiabático puede re­
sultar útil en estas circunstancias.
La aplicación del método de la divergencia del calor específico para la 
detección de transiciones de fase de segundo orden, suele estar dificulta­
da por la gran cantidad de tiempo de procesamiento requerido para la adecúa 
dá evaluación de la temperatura crítica. Esta es una importante limitación 
del método, ya que en las cercanías de una transición de fase de segundo 
orden las fluctuaciones del sistema son grandes, y por lo tanto es necesa­
rio evaluar un enorme número de muestras de los observables para poder ob­
tener valores fidedignos.
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CAPITULO 3: APLICACIONES DEL METODO DE MONTE CARLO CLASICO A MODELOS EN LA
TEORIA DE CAMPOS DE MEDIDA.

3.1 INTRODUCCION.

Los modelos discretos con simetría local, o de medida, son de gran impor­
tancia en teoría cuántica de campos, pues a través de ellos es posible for 
mular una teoría libre de divergencias ultravioletas y capaz de reproducir, 
en el límite continuo, las propiedades de partículas fuertemente interac­
tuantes .
El estudio de los diagramas de fase, en general, y de las transiciones de 
segundo orden, en particular, es el punto de partida para la comprensión y 
formulación precisa del comportamiento de las teorías de medida en la red, 
en el límite continuo.
Mostraremos a continuación, a través del más simple de los ejemplos, cual 

es la relación entre estos modelos discretos y la teoría de campos de medi­
da en el continuo.
En primer lugar, y reiterando conceptos ya vertidos en el capítulo 1 , de_s 
cribiremos las características de la red sobre la que están definidos los 
modelos a tratar. Consideremos una red cuadrada d+1-dimensional, tal como 
la dibujada en la figura 3.1 para el caso d=1. Cada vértice de la misma, de 
nominado ’'sitio”, es identificado por un vector n de números enteros (en 
nuestro ejemplo n a (n , n.)). En cada sitio existen d+1 direcciones ortogc?

X c

nales, caracterizadas por sendos vesores . Los segmentos que unen
dos sitios adyacentes se denominan "uniones”, y se identifican unívocamente 
especificando uno de los sitios que lo integran y la correspondiente direc­
ción. Los rectángulos elementales de la red se denominan plaquetas y quedan 
determinados por la posición de uno de sus vértices y el par de direcciones 
ortogonales que las componen.
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Figura 3.1

Los modelos con simetría de medida pueden definirse asignando una varia­
ble

a cada unión de la red, con la siguiente propiedad:
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(3.2)

Figura 3.2

Se denomina transformación de medida a toda transfonnación del tipo:

ón) ■—► (^)- ")((aF) / (/n+p) (3-3)

Donde ”jfes una función arbitraria definida sobre todos los sitios de la red. 

El Hamiltoniano de los modelos con simetría local debe ser invariante bajo 
la transformación (3.3).
El operador más simple, invariante de medida, es el llamado "rotor discreto":

(3.4a)

(3.4b)
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Es fácil observar que:

es decir, el operador U involucra a las uniones que forman una plaqueta, 
mediante la suma algebraica de sus respectivas variables.
Es importante notar que todas las combinaciones de variables de unión, que 
sean invariantes de medida, deben involucrar exclusivamente uniones que for_ 
men un contorno cerrado. La expresión (3.5) es la más simple combinación in 
variante de medida, pues utiliza el contorno cerrado más elemental que pue­
de construirse en una red rectangular: la plaqueta.
Consideremos el siguiente Hamiltoniano invariante:

(3.6)(i.-eos

(g es una constante), el cual posee además otra importante propiedad: es 
periódico en U^^(n). Este tipo de Efamiltoniano resulta muy interesante 
porque, como veremos inmediatamente, está relacionado con la acción asocia­
da al campo de medida en la electrodinámica cuántica.Sea a la longitud de las uniones. El límite continuo de la teoría es el
límite para a tendiendo a cero. Definamos

(3.7)

Cuando a es pequeño, (3.6) puede escribirse como:

es decir:



Vemos que nuestro Hamiltoniano se reduce, en el límite continuo, a la ac­
ción euclídea de la electrodinámica. Como ya hemos visto, el rotor discre­
to es el tensor campo electromagnético. El potencial vector está represen 
tado por las variables de unión:

(m) (3.10)

La constante g se denomina constante de acoplamiento de la teoría en la red. 
La relación con la Mecánica Estadística radica en que la función de parti­

ción

es matemáticamente equivalente a la versión discreta de la funcional genera 
triz de la teoría cuántica

realizando el reemplazo "tí kT.
A partir de esta equivalencia, es posible encontrar otras para las diferen 
tes magnitudes termodinámicas derivadas de (3.11). A continuación citamos 
algunas de ellas:

Mecánica Estadística

Densidad de energía libre

Función de correlación
Inversa de la longitud de 
correlación.

Teoría de Campos

Densidad volumétrica de ener 
gía del vacío,
Propagador
Diferencia de energía entre 
niveles (mass gap).

El Hamiltoniano (3.6) no es el único que posee relación con la electrodiná­
mica. Existen numerosas elecciones que permiten obtener resultados similares
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a los del presente ejemplo.
La invarianza de medida impone que la acción (magnitud equivalente al Ha- 

miltoniano en Mecánica Estadística) de los diferentes modelos debe ser de 
la forma:

en donde q es un parámetro del modelo, que debe ser entero y mayor que 2. 
La introducción de este tipo de periodicidad permite reducir el conjunto de 
valores de ¿¿¿Jn) a un conjunto finito de valores. En nuestros ejemplos to 
maremos: '

Llamaremos indistintamente "variables de unión" 
aclaración al respecto.

a uyJn) ? > salvo
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donde Cp C2, ... son diferentes contornos cerrados de la red.
En los párrafos siguientes, estudiaremos dos casos particulares de la ac­
ción (3.13). El primero involucra interacciones con plaquetas mientras que 
el restante incluye un término asociado a un contorno de mayor perímetro. 
Resulta importante destacar que los modelos que estudiaremos son modelos 
discretos. Esto significa que los valores que pueden tomar las variables de 
unión, forman un conjunto discreto, en nuestro caso, el conjunto de los nú­
meros enteros. Además, la acción contendrá, en todos los casos funciones p£ 
riódicas de las variables de unión, del tipo



3.2 EL MODELO DE POTTS CON SIMETRIA DE MEDIDA

La acción de este modelo está definida de la siguiente manera [1]

(3.16)

donde U : U ’’P 1 
plaqueta, £x,y 
acoplamiento. La suma indicada se extiende sobre todas 
red d-dimensional (Tomaremos d como la dimensión total 
rado).
El modelo queda caracterizado, además, por el número,

tes que pueden tomar las variables de unión (Ecs. (3.14) y (3.15)). Obsérve­
se que la contribución de cada plaqueta a la acción total puede tomar sólo

= U£ es el producto de variables de unión alrededor de una
es el símbolo de Kronecler standard y^/3 es el parámetro de 

las plaquetas de una 
del retículo conside-

q, de valores diferen

dos valores diferentes, según sea = 1 
esencial del modelo de Potts P(q).

1. Esta es la característica

Diversas técnicas han sido utilizadas con el fin de resolver este modelo.
Entre ellas podemos citar expansiones en serie [ 2, 3, 4, 5 ] , aproximacio­
nes con campo promedio [ 6, 7 ] y métodos variacionales [ 8 ] . Resulta im­
portante destacar que, en muchas oportunidades, la aplicación de diferentes
técnicas para estudiar un mismo aspecto del modelo, arroja diferentes resul­
tados , poniendo en clara evidencia que sólo se trata de aproximaciones al
resultado exacto.
Nuestros cálculos Monte Cario, están orientados hacia la determinación de 
la estructura de fases del modelo. Antes de realizar la presentación de los 
resultados, es necesario describir las magnitudes a evaluar y su comportamien 
to esperado.
La magnitud extensiva más simple es la acción promedio, o "Energía interna", 

por plaqueta, definida por:
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(3.18)

Tal como fue expresado con anterioridad, en una transición de primer orden, 
la energía interna E presenta una discontinuidad en p . Por otra parte, en 
una transición de segundo orden E es continua; pero en este caso el calor 
específico C diverge.
Una tercera magnitud, muy útil para detectar transiciones de fase, es el 
factor de Wilson ("loop de Wilson") [ 9 j , definido por:

(3.19)

en donde las uniones 1, 2, ..., n forman un contorno cerrado en la red.
Es posible demostrar, que en un sistema infinito, el factor de Wilson W, 
tiende a cero conforme el tamaño del contorno considerado aumenta.
La velocidad con la cual se llega al límite permite identificar dos fases 

diferentes. En general W decrece en forma exponencial:

(3.20)

x es proporcional al área (perímetro) del contorno cuando el sistema se en 
cuentra en la fase "desordenada" ("ordenada") [ 10 ] .
Este comportamiento puede ser observado en los sistema finitos si el tama 

ño de los contornos es pequeño respecto del tamaño total de la red. Es im­
portante destacar que el factor W es a las teorías con simetría local, lo 
que la magnetización es a las teorías con simetría global [ 11 ] .
Existen resultados teóricos que nos permiten realizar ciertas especifica­
ciones acerca de la estructura de fases del modelo en determinados casos 
particulares.
En primer lugar, es posible demostrar que no existen transiciones de fase 

para d=2 [ 12 ] , pues en este caso la simetría de medida permite estable­
cer que el sistema se reduce a un conjunto de sistemas de espines unidimen­
sionales independientes, con una interacción similar a la del modelo de 
Ising que, como es sabido, no presenta transición de fase alguna, Para
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d > 2 el modelo presenta una única transición de fase. En redes tetradimen 
sionales, la propiedad de autodualidad [ 4 ] permite determinar el valor 
del parámetro crítico en función de q, de la siguiente manera

(3.21)

3.2.1 RESULTADOS DE LOS CALCULOS DE MONTE CARLO

Presentamos en esta sección los resultados obtenidos con cálculos Monte 
Cario aplicados al modelo de Potts P(q), para 2 q ¿ 12. En todos los ca­
sos se consideraron redes bi,tri y tetradimensionales con condiciones perió 
dicas de contorno.
En todos los cálculos se empleó el algoritmo de Metrópolis et al.
El método del ciclo de histeresis termal fue utilizado en primer término 
con el fin de detectar transiciones de fase de primer orden. Se determinó 
su presencia para los casos d=3, q}3 y d=4, q^2. En las tablas 3.1 y 3.2 
se hallan detallados los parámetros de las transiciones, obtenidos a partir 
de mediciones realizadas sobre los ciclos. En dichas tablas se detallan los 
siguientes datos: Valor del parámetro q, número de sitios, N, por cada lado 
de la red hipercúbica, intervalo de valores deconsiderado, intervalo de 
transición ( marcado como intervalo [T , T ] en la figura 2.7) y es-
timación del calor latente L.
En la figura 3.3 se comparan los intervalos de transición obtenidos en el 
caso d = 4, con el resultado exacto (3.21). El punto cuadrado- marcado en el 
caso q = 6, muestra una estimación del parámetro de transición, obtenida me­
diante un estudio detallado del comportamiento de E, C y W [1]. A la escala 
con que ha sido realizado este dibujo, las barras de error correspondientes 
a esta medición, están contenidas en el punto indicado.
Con el fin de evaluar la exactitud de las medidas del calor latente, hemos 

graficado en la figura 3.4 dichos valores, conjuntamente con los obtenidos a 
partir de una expansión en 1/q [3]:
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q N
intervalo 

considerado

intervalo de

transición

calor

latente

3 0.01; 3.00 1.43; 1.90 0.216* 0.037
4 11 0.01; 3.00 1.43; 1.97 0.318 t0.047
6 11 0.01; 4.00 1.59; 2.15 0.49 i 0.10
8 11 0.01; 5.00 1.63; 2.38 0.65 t 0.13

10 11 0.01; 5.00 1.70; 2.38 0.76 * 0.10
12 11 0.01; 5.00 1.73; 2.51 0.95 i 0.14

Tabla 3.7: Parámetros de transición para sistemas tridimensionales.

q N
intervalo 

considerado

intervalo de

transición

calor

latente

3 8 0.01; 3.00 0.83; 1.33 0.315* 0.047
4 , 6 0.01; 3.00 0.87; 1.59 0.429 i 0.067
5 8 0.01; 4.00 0.92; 1.70 0.517t 0.079
6 6 0.01; 4.00 0.98; 1.74 0.610* 0.081
8 6 0.01; 5.00 1.08; 1.89 0.740♦ 0.084

10 6 0.01; 5.00 1.07; 2.13 0.88 t 0.10
12 6 0.01; 5.00 1.17; 2.20 0.90 ±0.10

Tabla 3.2: Idem tabla 3.1; pero para sistemas tetradimensionales.
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(3.22)

Como puede observarse, la concordancia es aceptable.
En los casos en los que no se detectó fenómeno de histéresis alguno, se enca­

ró la búsqueda de transiciones de fase de segundo orden mediante la técnica de 
la divergencia del calor específico.
Para q = 2, d = 3 se encontró que el sistema experimenta una transición de 

segundo orden cuando = 1.400 + 0.025.
Los retículos bidimensionales no presentan singularidades, en conformidad con 

lo establecido anteriormente.
Luego del análisis de la estructura de fases del modelo, se realizó un estu­

dio del factor de Wilson en dos ejemplos particulares.
El primero de ellos corresponde al caso q - 4, d = 2. En los cálculos se uti­
lizó una red de 36 x 36 sitios. El otro ejemplo corresponde al caso q = 4, 
d=3yN3 =9x9x9.

Los resultados obtenidos se han volcado en las figuras 3.5 y 3.6, respectiva­
mente .
Para determinar el comportamiento del factor de Wilson, se realizó su evalua­

ción para dos contornos diferentes. Uno de ellos, al que llamaremos ”factor 
simple”, es el correspondiente al contorno de una plaqueta (Area Ag = 1, perí­
metro Pg = 4), y el otro, al que llamaremos ”factor doble”, es el correspon­
diente a un contorno cuadrado de dos uniones de lado (Area A^ = 4, perímetro 
pD=S).
Suponiendo la validez de la ley del área, se verifica:

-a(4Ag)

(a es una constante), es decir

4 W = W .D (3.23a)

Si, por el contrario, la ley que se cumple el la del perímetro, tendremos:
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(3.23b)

(a’ es una constante) es decir:

(3.23b)

En la práctica se calculan w| y y luego se verifica cuál de estos valores 

coincide con W^, para poder determinar el comportamiento del factor de Wilson.
En la figura 3.5 puede constatarse cláramente el cumplimiento de la ley del 

área. En el caso d = 3 (figura 3.6) , la existencia de una transición de fase 
queda al descubierto debido al cambio en el comportamiento de W. Más aún, se 
observa fácilmente el acuerdo con la ley del área en la fase desordenada

c), y con la ley del perímetro en la ordenada. Obsérvese que la tran­
sición entre un comportamiento y el otro tiene lugar en un pequeño entorno del 
punto crítico, mostrando la gran utilidad de este procedimiento para la eva­
luación de parámetros de transición.
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3.3 EL MODELO DE POTTS CON SIMETRIA DE MEDIDA Y ACCION GENERALIZADA.

El contorno cerrado más simple, luego de la plaqueta, es el indicado en la 
figura 1.4, usualmente llamado "ventana”. La adición de un término que incluya 
interacciones entre variables de unión que conforman ventanas, nos permite de­
finir un modelo con interacciones no estrictamente locales (entre segundos ve­
cinos) ; pero que conserva una relativa simplicidad. El estudio de este tipo de 
modelos resulta, tal como lo expresáramos anteriormente, muy interesante,pues 
la inclusión de contornos de interacción más largos,puede mejorar el límite 
continuo sin destruir la universalidad.
La acción del modelo considerado es la siguiente [13]:

(3.24)

con

(3.25)

La suma en (S2) se extiende sobre todas las plaquetas (ventanas) de una 
red hipercúbica d-dimensional con N sitios en cada lado y condiciones de con­
torno periódicas. y = U^U^U^tyi^ son productos de variable
de unión alrededor de plaquetas y ventanas respectivamente. í es el símbo

x ,y
lo de Kronecker standard y p y (3 2 son l°s parámetros de acoplamiento. 
Este modelo está caracterizado, al igual que el anterior, por el número, q, 

de valores diferentes que puede tomar cada variable de unión.
En forma análoga a lo realizado en la sección 3.2, definimos los observables 

utilizados en los cálculos Monte Cario. Ellos son:
Las contribuciones de plaquetas y ventanas a la acción:

(3.26)

(3.27)
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(3.28)

(3.29)

Estas magnitudes difieren de las definidas para el modelo simple ((3.17) y 
(3.18)) en un factor p. Obsérvese además que se verifica: O^E^ 1 y 0^^^ 2. 
El comportamiento de E^ en las transiciones de fase, es to­
talmente idéntico al ya descripto de E y C en el párrafo anterior.
Es posible demostrar que este modelo es equivalente, en el caso d = 2, al mo­

delo de Potts de espines, bidimensional, en un campo magnético externo [13], 
en donde el parámetro juega el rol del campo magnético y p el de la 
constante de acoplamiento entre espines vecinos.
El modelo de espines posee una estructura de fases muy simple [14], con una 

única transición, presente cuando el campo externo es nulo. Esta transición es 
de segundo orden cuando q<4 y de primer orden en los restantes casos. En el 
caso q = 2, es posible determinar que la transición ocurre cuando p ~ 
í 0.881. El signo * aparece pues este modelo presenta una simetría p 
-^2 en el caso =0 [15] . Para q>2 no se dispone de soluciones exactas 
que permitan calcular los parámetros de transición.
La equivalencia con el modelo de espines deja de ser válida cuando d>2 [16] . 

En estos casos no se dispone de resultado exacto alguno, y las características 
de los diagramas de fase deben evaluarse a través de métodos numéricos.

3.3.1 RESULTADOS DE LOS CALCULOS MONTE GARLO.

La transición de fase de segundo orden existente para = 0, p^ = t 0.881 
en el modelo P(2) bidimensional nos permite investigar el comportamiento del 
calor específico C2 en las vecindades de un punto crítico.
En la figura 3.7 hemos representado los resultados obtenidos para = 0, 

utilizando redes de diferentes tamaños. La existencia de una transición de fa-
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se de segundo orden es claramente visible, dado que las curvas presentan una 
creciente agudeza conforme aumenta el tamaño de la red y que los correspon­
dientes máximos presentan desplazamientos hacia el valor exacto, cuando N cre­
ce.
La existencia de una divergencia en el calor específico puede observarse com­

parando con los resultados obtenidos para yí 0. En la figura 3.8 vemos las 
curvas correspondientes a y# = 1 y = 2, N = 24. Obsérvese cómo el valor 
máximo de C£ decrece conforme aumenta. Para mayores valores de , los 
correspondientes valores de C£ son cada vez más pequeños.
Un comportamiento similar puede ser observado en el caso q = 3. En la tabla 
3.3 se hallan reproducidos los valores de correspondientes a las transi­
ciones de fase halladas para los casos estudiados.

q /3C Orden de la transición

3 1 .07 1 0.13 segundo
4 1.18 í 0.13 primero
5 1.26 t 0.21 primero

Tábla 3.3
Hemos estudiado además, el caso tridimensional para q = 2 y 3.
Cálculos previos realizados sobre el modelo P(2) establecen la existencia de 

transiciones de fase de primer orden en los puntos
Í (0.461 0.04) [17] y de segundo orden para p^ = 1.4001 0,025 [1] .
El diagrama de fases completo, obtenido con la ayuda de la técnica del ciclo 
de histéresis, se muestra en la figura 3.9.
En la vecindad de la línea de trazos de esta figura, los ciclos no presentan 
fenómenos de histéresis lo suficientemente definidos como para asegurar la 
existencia de transiciones de fase de primer orden. Sin embargo, las fluctua­
ciones presentes indican un comportamiento singular en esa región. Para poder 
establecer si se trata de transiciones de fase de segundo orden, es necesario 
realizar un estudio detallado del comportamiento del calor específico. Estos 
cálculos no pudieron ser realizados en su oprtunidad, debido a las limitacio­
nes de cómputo existentes.
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La figura 3.10 nos muestra el diagrama de fases del modelo P(3). En este ca­
so, sólo transiciones de primer orden fueron detectadas.
Los datos obtenidos de los ciclos de histéresis termal, nos han permitido es­

tudiar el comportamiento de los calores latentes de las transiciones de primer 
orden entre'las fases I y II (ver figuras 3.9 y 3.10).
Los resultados pueden ser observados en las figuras 3.11 y 3.12. Se destaca 

el comportamiento de L^ y L£ en el caso del modelo P(3), consecuencia de la 
existencia de una transición de segundo orden para By - 1.4.
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3.4 CONCLUSIONES.
Hemos analizado, por medio del método de Monte Cario clásico, la estructura 
de fases de modelos con simetría de medida.
En primer término se estudió el modelo de Potts P(q) [i], para diversos valo­

res de q y distintas dimensionalidades.
La determinación del orden de las transiciones de fase detectadas, nos permi­

te acotar el valor del parámetro q-crítico en los diferentes casos. Este pará­
metro se define como el número qc con la propiedad de que para todo q>q^, el 
modelo P(q) posee una transición de fase de primer orden. Nosotros confirma­
mos que qc< 3 para d = 3 y qc< 2 para d = 4, en acuerdo con las predicciones 
de los desarrollos en 1/q [3,5]. Resulta importante remarcar que la aproxima­
ción de campo promedio [7] predice una transición de fase de primer orden para 
el modelo P(2) (d = 3), mostrando las limitaciones de este procedimiento. Sin 
embargo, los resultados que se obtienen para el calor latente están en buen a- 
cuerdo con los calculados con el método de Monte Cario (ver figura 3.4).
Finalmente, se procedió a analizar una generalización del modelo anterior, en 

la cual se incluyen interacciones entre segundos vecinos [13].
La no trivialidad del modelo bidimensional, nos permite concluir que no es 

posible generalizar el teorema [12], que establece que las acciones de Wilson 
(aquellas que involucran únicamente interacciones con plaquetas), no poseen 
transiciones de fase para d = 2. No obstante, debemos mencionar que la estruc­
tura de fases encontrada en este caso, es ciertamente pobre.
Estudios previos del modelo P(2) en cuatro dimensiones [15], permiten esta­

blecer la existencia de transiciones de fase de primer orden solamente. En 
consecuencia, hemos descartado el estudio de modelos tetradimensionales con 
q>2, ya que no es esperable un comportamiento cualitativamente diferente. Por 
la misma razón, no consideramos el caso q>3 en tres dimensiones.
Para finalizar estas conclusiones, queremos realizar ciertos comentarios a- 

cerca del método numérico.
La utilización del método de Monte Cario clásico en sistemas con interaccio­

nes competitivas (tal como el tratado en el párrafo 3.3, cuando 
particularmente de1icada.
En primer lugar, digamos que la implementación de las condiciones de contorno 

periódicas, requiere que el número de sitios por dimensión sea múltiplo de 4
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[13]. De este modo, el sistema puede adoptar sin inconvenientes los correspon­
dientes estados "antiferromagnéticos", característicos de los modelos con aco­
plamientos negativos.
Por otra parte, la presencia de estados metaestables dificulta la identifica­

ción de transiciones de fase en los ciclos de histéresis termal. En el modelo 
con acción generalizada, estos problemas aparecen cuando ^^">0 y ’ es~
pecialmente para grandes valores de | /?ll ? I/3 2|• Una consecuencia notable 
de este fenómeno pudo ser observada en el modelo P(2) (d = 2). En este caso, 
los ciclos de histéresis termal mostraban efectos de histéresis para ¡3^ ¿ 0, 
acusando la existencia de dos, y a veces más, transiciones de fase, para cada 
valor de (3 y . La inexistencia de esta transiciones de fase quedó confirmada 
luego de realizar cálculos detallados de E^ y E2 (utilizando el método del pá­
rrafo 2.3.4, con condiciones iniciales mixtas), y comprobar que ninguna pre­
sentaba discontinuidades. Asimismo se estudió el comportamiento del calor es­
pecífico, que permitió descartar la presencia de transiciones de segundo oitr-' 
den.

67



3.5 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS DEL CAPITULO 3.

1. - H. Fanchiotti, S. J. Sciutto and H. Vucetich: Z. Phys. B55, 57 (1984).
2. - J. B. Kogut: Phys. Rev. D21, 2316 (1980).
3. - J. B. Kogut, R. B. Pearson, J. Shigenitsu and D. K. Sinclair: Phys. Rev.

D22, 2447 (1980).
4. - P. Ginsparg, Y. Y. Goldschmidt and J. B. Zuber: Nucí. Phys. B170 [FS1],

409 (1980).
5. - J. B. Kogut and D. K. Sinclair: Solid State Commun. 41, 187 (1982).
6. - R. Katecky: Commun. Math. Phys. 82, 391 (1981).
7. - C. Camarata, L. N. Epele, H. Fanchiotti and C. A. García Canal: Nucí.

Phys. B235 [FS11], 299 (1984).
8. - L. Masperi and C. Omero: Nucí. Phys. B200 [FS4] , 121 (1982).
9. - K. G. Wilson: Phys. Rev. D10, 2445 (1974).
10. - M. Creutz, L. Jacobs and C. Rebbi: Phys. Rev. D20, 1915 (1979).
11. - J. B. Kogut: "An Introduction to Lattice Gauge Theory and Spin Systems”,

University of Illinois at Urbana-Champaign Preprint, ILL-(TU)-79-4 
(1979).

12. - L. P. Kadanoff: Rev. Mod. Phys. 49, 267 (1977).
13. - H. Fanchiotti, C. A. García Canal and S. J. Sciutto: Phys. Rev. D32,

986 (1985).
14. - F. Y. Wu: Rev. Mod. Phys. 54, 235 (1982).
15. - G. Bhanot, J. M. Drouffe, A. Schiller and I. 0. Stamatescu: Phys. Lett.

125B, 67 (1983).
16. - L. Turban: J. Phys. A17, 419 (1984).
17. - R. C. Edgar: Nucí. Phys. B200 [FS4], 345 (1982).

68



CAPITULO 4: EL METODO DEL PROYECTOR.

4.1 INTRODUCCION.

La aplicación de cualquiera de los algoritmos presentados en el capítulo 2, 
requiere él conocimiento de los niveles de energía E^ del Hamiltoniano íVn* 

Resulta obvio, entonces, que su implementación práctica es posible sólo cuando 
es trivialmente diagonalizable.

Este requerimiento no se cumple en ciertos casos de interés, por ejemplo en 
algunos sistemas cuánticos.
Para ilustrar esta situación consideremos el modelo de Ising de espines cuán­

ticos en un campo transverso.
A diferencia del modelo introducido en el párrafo 2.3, en el presente ejem­
plo se asigna un operador a cada sitio de la red, de modo que el Hamiltoniano 
resultante es: 

(4.1)

donde CT, y (T* son matrices de Pauli. Resulta obvio que este Hamiltoniano no 
es trivialmente diagonalizable.
El método del Proyector, que expondremos en este capítulo, es una variante 

del método de Monte Cario, concebida especialmente para modelos que presentan 
esa dificultad.
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4.2 FUNDAMENTOS TEORICOS.

Consideremos un operador T hermítico, que actúa sobre los elementos de un es­
pacio de Hilbert, generado por una base | ij> J . Deseamos evaluar la siguiente 

cantidad:

<X|JT,V l (4.2)

Donde N es un cierto entero positivo y | X^> y ¡ son dos vectores del 
espacio de Hilbert.
Introduciendo un operador identidad I = f li>< i| entre cada factor í, po­

demos expresar Z(N) como:

Z(«)= 2Z <*iti

En los casos de interés práctico, la suma expresada en (4.3) posee un gran 
número de términos, de los cuales sólo una pequeña fracción contribuye apre­
ciablemente a la suma total.
Con el fin de evaluar esta magnitud a través de un muestreo de sus términos 

más significativos, descomponemos los elementos de matriz presentes en (4.3), 
de la siguiente manera:

(4.4a)

Llamaremos ''probabilidades” a los factores P^. y Pp y "scores” a y — 
Las probabilidades deben verificar las siguientes condiciones:
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(4.5a)

(4.5b)

La elección de probabilidades y scores es, por el momento, totalmente arbi­
traria, debiendo cumplir solamente con (4.4) y (4.5).
Reemplazando en (4.3) y reordenando factores, obtenemos:

‘ (4-6}

con /i= •CXii> •
Observóse que la suma en (4.6) se extiende sobre todos los valores posibles 

que puede adoptar cada índice i^. Por lo tanto, esta suma resulta análoga a 
(2.4) si se interpreta cada combinación de índices como una ''configuración" c. 
Más aún, es fácil ver que (4.6) es la expresión analítica del valor medio de 
una variable aleatoria. En efecto, sean:
C c(i1,i2>...,1N) (4.7a)

las"configuraciones del sistema",

(4.7b)

(4.7c)
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Entonces

z = XZ Sc R.
donde K es el conjunto de todas las "configuraciones" (ver ecuación (2.2)).
Para demostrar que (4.8) puede ser interpretada como el valor medio de una 

variable aleatoria, basta observar que, por definición, los factores Pc veri­
fican:

o< Fe £ 1; ¿Z R? — 1 (4.9)

Por lo tanto podemos definir una variable aleatoria X : K —* R dada por
X(c) = Sc y tal que Prob X = Sc J- = Pc- Resulta obvio que (4.8) es la ex­

presión del valor medio de X.
Esta analogía con la Teoría de Probabilidades nos permite construir un proce­
dimiento Monte Cario para evaluar Z(N): El algoritmo en cuestión debe ser ca­
paz de generar sucesiones de "configuraciones" c^ , = 1,2,...,M, indepen­
dientes unas de otras y con probabilidades P . Luego, (4.8) puede aproxi- 
marse de la siguiente manera:

Z(,v) n -<)=l
La obtención de las distintas muestras c^ debe realizarse a través de un 

proceso de Markov de N + 1 pasos, en cada uno de 'los cuales se genera uno de 
los índices i^. Dicho proceso iterativo consta de las siguientes etapas:
i) Se elige el primer índice i^, aleatoriamente, con probabilidad p^ .
ii) Los sucesivos índices Í2> i^,..., i^+^ son elegidos en secuencia, con pro­

babilidades condicionales P. . .i/»
Es inmediato que la probabilidad total de elgir una "configuración" c , es­
tá dada por (4.7c).
Obsérvese que la cadena de Markov es no homogénea, pues las probabilidades 

P- • pueden ser diferentes en cada paso del proceso. Sin embargo, como ve- 
remos más adelante, en los casos de aplicación práctica se elige la misma dis­
tribución de probabilidades en todas las iteraciones.
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Digamos además que es posible establecer teoremas similares a los del capítu­
lo 2 (ecuación (2.10)) [1], asegurando la convergencia correcta de (4.10) en 
01 límite para M tendiendo a infinito. Este resultado es válido siempre y 
cuando se verifique: _

Aún con estas restricciones, la elección de las probabilidades resulta total­
mente arbitraria. En la práctica, debe analizarse cada caso en particular para 
poder determinar la distribución probabilística a ser utilizada.
El objetivo principal que se persigue es el de reducir las fluctuaciones de 

las muestras S , tanto como sea posible.c»
Mediante un cálculo no muy complicado, puede determinarse analíticamente cuál 
es la distribución que minimiza estas fluctuaciones [2]. Lamentablemente, el 
resultado que se obtiene posee un limitado interés práctico, dado que involu­
cra a los autovectores de f, en general desconocidos,

Nosotros adoptaremos para nuestros cálculos la llamada "distribución standard 
del método del Proyector", dada por:

Los respectivos scores quedan determinados a partir de (4.4).
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De acuerdo con esta distribución, las "configuraciones" con mayor probabili­
dad son las que más contribuyen a la suma (4.3).
Una de las razones por las que usualmente se elige esta distribución, es que 
los correspondientes scores adoptan una forma muy simple:

5C- ZZ lOlTlj»

En el caso particular, aunque muy importante, en que todos los elementos de 
1*1 Kmatriz <^i|T|json positivos, los scores dependen únicamente del estado 

j. Análogamente, si 0 para todo i, entonces es una constante.
Hemos descripto un algoritmo útil para evaluar elementos de matriz de opera­
dores hermíticos, como el indicado en (4.2). Veremos a continuación como apli­
car esta técnica para resolver nuestro problema original.
Sea K el operador Hamiltoniano de nuestro sistema cuántico y | ^i> y Ei 

los autovectores y autovalores, respectivamente, de X, ordenados de modo que 

E0¿MM •••’ etc-
Tomemos dos vectores, IX> y del espacio de Hilbert. Se verifica:

lX>z= ZL X< =

t <

donde es una constante.
Introducimos un entero N y una constante 5 , de modo que:
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(4.16)

(4.17)

(4.18)

Consideremos ahora el límite de (4.15) y (4.18) para , o equivalentemente, 
N (con Z7 fijo), tendiendo a infinito.
De (4.14) y (4.15) obtenemos:

&Supongamos, para fijar ideas, que Xq ^0 Entonces, en el límite mens
cionado, el término correspondiente a Eq predomina sobre los demás, de modo 
que:
z e'PE°

Teniendo en cuenta la equivalencia entre (4.15) y (4.18), vemos que el ope­
rador así definido, proyecta los estados y |"Z^ sobre el estado fun­
damental, en el límite para N tendiendo a infinito.
En el caso general, en donde q puede ser nulo, proyecta sobre el

autoestado de de menor energía, no ortogonal a | y .

En consecuencia, eligiendo adecuadamente | X> y\0> , es posible utilizar 
(4.19) para extraer información acerca de los autoestados de K.
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4.3 VARIANTES DEL METODO.

Todas las variantes del método del Proyector que trataremos, hacen uso de las 
propiedades de (4.18) en el límite para N tendiendo a infinito. Teniendo pre­
sénte que nuestro objetivo es desarrollar algoritmos que sean viables en la 
práctica, aproximaremos dicho límite considerando un valor grande, pero fini^ 
to, de dicho parámetro.
De aquí en adelante, y salvo aclaración en contrario, supondremos que los 

vectores |X>y poseen las siguientes propiedades:

-o ioJo (4.21a)

<7iy3>/0; <9«iy-ó>40 (4.21b)

4.3.1 El. ALGORITMO (NT+NE)/NT.

Este algoritmo [2,3], también conocido como "método del Proyector simple", es 
el más sencillo de todos los que analizaremos.
El cálculo de los niveles de energía se realiza evaluando, a través del mé­
todo discutido en el párrafo 4.2, la siguiente expresión:

zr)e ----- j---- ------ (4.22)

En la práctica se procede de la siguiente manera:
i) Se evalúa Z(N,£ ) en la forma indicada en el párrafo 4.2, obteniéndose una 

muestra del score Sc , a la que llamaremos (N).
ii) La "configuración" resultante al finalizar el paso i) es conservada para 

evaluar Z(N+M,?T), realizando M iteraciones adicionales y obteniendo un
valor que denominaremos S^(N+M). De este modo, la evaluación de numerador y 
denominador requiere la ejecución de N+M iteraciones solamente.
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iii) Los pasos i) y ii) se repiten un gran número, K, de veces. En cada caso 
se obtienen muestras S^(N) y S^(N+M) para Z(N,3) y Z(N+M, 3), respecti­

vamente .
iv) Los valores obtenidos son promediados para calcular las estimaciones fina­

les de Z(N,3 ) y Z(N+M,3). En consecuencia, (4.22) se transforma en:

La presición obtenible con este procedimiento, depende fuertemente del tipo 
de estados IX>y \¿> elegidos. En general, debe poseerse un conocimiento 
detallado a priori, de los autoestados de K , como, por ejemplo, estados cal­
culados con métodos variacionales, a fin de poder obtener resultados satisfac­
torios .
Con el fin de disminuir las fluctuaciones en los resultados, se introducen 

modificaciones en la metodología del cálculo, tendientes a obtener muestras 
más representativas a igualdad de cómputos realizados.
En nuestro caso, tales modificaciones deben estar orientadas a lograr que 
los ténninos que tienen asociados los mayores scores, sean considerados con 
más frecuencia.
Resulta deseable, entonces, construir un algoritmo que favorezca la genera­
ción de tales configuraciones, como el que detallamos a continuación, usual­
mente llamado "método del Proyector modificado" [2] ,
En primer término, se obtiene una estimación grosera del score asociado a las 

primeras N aplicaciones del operador f. Es decir, se calcula un determinado 

número de "configuraciones", K, y se evalúa un score de referencia:

Luego de este cálculo, comienza la parte central del procedimiento, Se aplica 
N veces el operador ?, tal como en el paso i) del método simple, y se calcula 

el score:
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(4.25)

luego se lo compara con el score de referencia, formando el cociente:

(4.26)

donde es un entero y O^r^^l. Entonces se toma 1^ = + 1 con probabili­
dad r^, o Ik = con probabilidad 1-r^. En la práctica se utiliza un número 
pseudoaleatorio R € [0; 1), uniformemente distribuido, y se elige

(4.27)

El estado |i^+^> obtenido luego de las iteraciones, es utilizado como esta­
do de entrada, para obtener 1^ muestras diferentes de Z(N+M,2T). La simplifi­
cación del factor común (4.25) en el numerador y denominador de (4.23) , permi­
te obtener una expresión más sencilla para Ej, a saber:

Obsérvese que el segundo miembro es equivalente al correspondiente en (4.23) 
sólo en un sentido estadístico, es decir, ambas expresiones poseen igual valor 
medio. La expresión (4.28) presenta las ventajas de una mayor simplicidad y, 
en la generalidad de los casos, de disminuir fluctuaciones.
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4.3.2 LA TECNICA DE MUESTREO POBLACIONAL ("POPULATION TRACKING”).

El algoritmo que presentaremos en este párrafo, es una adaptación a los sis­
temas discretos, del método de Kalos et al. para la resolución númerica de la 
ecuación de Schróedinger [4]. Su principal ventaj a es que permite disminuir 
las fluctuaciones, aún en casos en donde^no se posee un grán conocimiento ana­
lítico de los autoestados del operador x.

A continuación resumimos, paso a paso, su implementación práctica:
i) Se calcula una estimación del score promedio,

para el método del Proyector modificado; peroAción del operador T. Es decir,

1 y-"

ii) Se construye una población
asigna un estado

similar a la citada en (4.24) 
incluyendo sólo una aplica-

se evalúa:

(4.29)

cada uno de los cuales se le 
inicial |if7> , 1 = 1,.-., Lq. A diferencia del método 

del Proyector simple, las iteraciones son practicadas simultáneamente a un 
conjunto de estados, miembros de la mencionada población.
iii) Para 

a la
sultados.

I ■ 

donde 1^^ 

ca forma a la indicada en el párrafo 4.3.1 se calculan los enteros I
iv) Se realizan 1^ copias de cada miembro de la población. Si 1^

a cero, el correspondiente miembro es eliminado. Como consecuencia de es-

de Ln miembros, a
^>,1 = 1,...,

cada miembro de la 
primera aplicación 
Luego se evalúa el

población se calcula el score correspondiente 
de T. Llamaremos 1 = 1,..., Lq a los re­
cociente:

es un entero y O^rí^^f 1. Utilizando estas cantidades en idénti-
' (1)

1 ’ 
es igual

te proceso, se obtiene una nueva población de miembros.
v) Los pasos iii) y iv) se repiten N veces, para así completar la aplicación 

de a los miembros de la población. Al cabo de este proceso se obtiene 
una población de L, miembros. Con el objeto de estabilizar la población, debe
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corregirse el score de referencia, antes de cada ejecución de la etapa ii).
El score de referencia a ser utilizado durante la i+1-sima repetición está da­
do por:

Hé)3
vi) La población 

aproximación
1 = 1,.
entonces

O ’
(4.31)

final resultante, luego de completar el paso v) contiene una 
. rn 

al
..,N son los

autoestado l^j> del Hamiltoniano K- sí |i«> , 

estados correspondientes a cada miembro de la población,

Lh

(4.32)/=£
Esta aproximación es válida para todas las iteraciones que se realizen a par­
tir de la N-sima, provisto que N es lo suficientemente grande como para que 

pueda ser considerado como un operador proyección.
La energía Ej puede ser evaluada en forma inmediata. Para esto basta calcular 

un score promedio para toda la población, realizando una iteración más. Es de­
cir, se calcula un score medio % , que verifica:

<f3lf éz^ (4.33)

.Obsérvese que:
i) El número de copias que se mantiene, para cada miembro de la población, en

el paso iv), es proporcional al respectivo score . Vemos entonces que
este algoritmo, similarmente al método del Proyector modificado, posee un me­
canismo para favorecer la generación de estados que conducen a scores elevados
ii) Es conveniente realizar más de una única iteración para calcular Ej en el 

paso vi), si se desea disminuir las fluctuaciones. En este caso, se reali­
zan N’ iteraciones adicionales, repitiendo los pasos iii) y iv); pero acumu­
lando los scores de cada miembro de la población. Finalmente se calcula un 
score medio J, para las N’ iteraciones, que verifica:
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4.3.3 LA TECNICA DE RECUENTO SIMULTANEO ("PARALLEL SCORING”).

La ecuación (4.22) presenta una indeseable asimetría desde el punto de vista 
operacional: El número de iteraciones necesarias para evaluar una muestra de 
Z(N+M,'C) es diferente al correspondiente para Z^^).
El algoritmo que describiremos a continuación [5] , presenta una alternativa 

para evitar esta situación. En él, la energía Ej se evalúa a través de la si­
guiente expresión:

La evaluación de numerador y denominador requiere, en principio, dos cálculos 
independientes, de acuerdo a lo estudiado en el párrafo 4.2.
La técnica de recuento simultáneo permite que, tanto Z(N,£+&£), como Z(N,J) 

sean calculados al mismo tiempo. Para esto se define un único conjunto de pro- 
A

habilidades P.. y dos conjuntos de scores, uno asociado a T(7J) y otro a
A J
T(Z+¿tt), de la siguiente manera:

De este modo, es posible evaluar numerador y denominador en (4,35), generan­
do un único conjunto de "configuraciones".
Observesé que para obtener las probabilidades a través de (4.12), necesita-

A A . —mos realizar una elección entre los dos operadores, T(ü) y T(27+Au), pre­
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sentes en (4.35). En la práctica se utiliza, generalmente, la siguiente defi­
nición:

La consecuencia inmediata de esta elección, es que los scores S^(Z‘+AC), 
definidos en (4.36b), resultan más dificultosos para ser manejados, que sus 
pares (4.36a), que en general adquieren una forma muy simple, como ya hemos 
visto. Además, los términos más representativos en Z(N,£ +¿i£) no necesaria­
mente resultan los de mayor probabilidad. En la práctica esto se refleja en 
una mayor dispersión en los valores obtenidos para esta magnitud. Sin embargo, 
utilizando valores pequeños de , estos efectos se toman despreciables.
Digamos, por otra parte, que como consecuencia de la mencionada simetría de 
(4.35), se producen cancelaciones en los errores sistemáticos generados al 
tomar un valor finito de N [5], que se traducen en una mayor exactitud de los 
resultados finales.
Finalmente, acotemos que, al igual que en el método del Proyector simple, la 

calidad del resultado depende, en gran medida, de los estados lX>y \ff> ele­
gidos .

4.3.4 EL METODO PTPS ("POPULATION TRACKING - PARALLEL SCORING”).

Podemos afirmar que, en líneas generales, la ventaja más notable del método 
de muestreo poblacional, es que se pueden obtener conjuntos de muestras de los 
observables cuyas fluctuaciones son relativamente pequeñas, sin necesidad de 
conocer a priori las características de los autoestados del Hamiltoniano. A- 
nálogamente, el método de recuento simultáneo, es particularmente indicado 
cuando se desean resultados con bajos errores sistemáticos.
El algoritmo PTPS [6], desarrollado en nuestro laboratorio, es, como su nom­

bre lo indica, una combinación de los ya mencionados, de tal modo de que el 
procedimiento resultante conserve las propiedades de sus partes.
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A continuación detallamos sus diferentes etapas:
i) Se ejecutan, sin modificaciones, los pasos i) a v) del procedimiento deta-

A
liado en el párrafo 4.3.2. En todos los casos, el operador T es reemplazado 

por T(ZT) . Llamaremos NQ al número N de iteraciones mencionado en el paso v) .
Al finalizar la ejecución de este proceso, disponemos de una población con 

miembros. El valor de Ng debe ser tal que asegure el establecimiento de un 
régimen estacionario.
ii) Se realizan N iteraciones adicionales y se calcula, para cada miembro, los

Z Ascores correspondientes a T(Z7) y T(£+Ao).
iii) Finalizado el paso ii), disponemos de una población de miembros.

Los respectivos scores son acumulados como muestras de Z(N,<5 ) y
Z(N,?+4*C).
iv) Los pasos ii) y iii) son realizados un determinado número, K, de veces.

Las muestras obtenidas son tratadas estadísticamente en la forma habitual
(ver apéndice 4) .
Para finalizar, agreguemos que los algoritmos aquí estudiados, pueden fácil­

mente ser adaptados para realizar cálculos de otras magnitudes, además de los
niveles de energía E..

ASea A el operador asociado a un observable del sistema. Resulta sencillo de­
mostrar que:

dónde T es el operador definido en (4.17) y IX>y l¿> verifican (4.21).
Utilizando (4.38) adecuadamente, podemos deducir expresiones similares a 
(4.22) o (4.35), para evaluar valores medios de observables con la ayuda del 
método del Proyector.
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4.4 ANALISIS Y CONCLUSIONES.

Este capítulo ha sido dedicado a la descripción del llamado "Método del Pro­
yector", incluyendo no sólo sus aspectos fundamentales, sino las diversas va­
riantes que se utilizan en la práctica.
El análisis de ejemplos concretos será tratado en el próximo capítulo. Sin 

embargo, siguiendo los lincamientos del capítulo 2, mencionaremos algunas de 
las conclusiones más importantes, derivadas de nuestra experiencia en el uso 
del método, y del análisis de otros trabajos previos [2,5,7].
En general, podemos decir que la elección de valores adecuados para los dife­
rentes parámetros del método, N, Z7, etc., debe realizarse en forma empírica, 
teniendo en cuenta cada caso en particular.
Asimismo, la elección del algoritmo a ser utilizado, debe hacerse consideran­
do las características del sistema que va a estudiarse. Sin embargo, estamos 
en condiciones de afirmar que si el número de grados de libertad de dicho sis­
tema es pequeño, entonces todas las variantes arrojarán resultados aproxima­
damente similares, provisto un adecuado conocimiento a priori de los autoesta- 
dos l/i>- Para grandes sistemas, la superioridad de los algoritmos con 

muestreo poblacional es claramente visible (véase, por ejemplo, la referencia 
2). En contraste, debemos decir que los restantes algortimos resultan más sim­
ples de implementar prácticamente, especialmente por sus bajos requerimientos 
de almacenamiento de datos.
La elección de probabilidades (4.12), está básicamente fundamentada en argu­

mentos de índole práctico, esto es, la obtención de algoritmos simples. La ex­
periencia indica que los resultados obtenidos utilizando esta distribución 
standard, presentan fluctuaciones aceptablemente bajas.
Durante las pruebas realizadas, hemos utilizado la siguiente distribución de 

probabilidades:

para diferentes valores de V , con el fin de investigar los efectos de la
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distribución de probabilidad elegida, sobre los resultados finales.
Hemos podido comprobar que, cuando / 1, la dificultosa implementación 
práctica no es compensada por disminuciones apreciables en las fluctuaciones. 
Por esta razón,hemos tomado *^ = 1 en los diferentes cálculos realizados.
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CAPITULO 5: APLICACION DEL METODO DEL PROYECTOR A MODELOS DE ESPINES *
' CUANTICOS.

5.1 INTRODUCCION.

Dedicaremos este capítulo al análisis de los resultados obtenidos mediante la 
aplicación del Método del Proyector a ciertos ejemplos. Asimismo evaluaremos 
en que medida esta técnica resulta útil para estudiar el comportamiento de 
sistemas estadísticos discretos en general.
En primer lugar, describiremos las características generales de los modelos a 
ser tratados: Los modelos de Ising y Potts cuánticos, en un campo transverso.
Por razones de simplicidad, limitaremos nuestro análisis a sistemas definidos 

sobre redes unidimensionales, como la indicada en la figura 5.1

A cada uno de los sitios de la red, se le asigna un espinor |i^ ^>, de tal

modo que los elementos del espacio de Hilbert pueden escribirse como:

para una red de s sitios.
Los Hamiltonianos de los modelos, contienen combinaciones de operadores que 
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actúan sobre los elementos (5.1) del espacio de Hilbert. La inclusión de inte­
racciones entre los espines de la red, dificulta muchas veces el cálculo ana-

. Alitico del operrador T definido en (4.17). Debido a esto, y por otras razones 
que serán aclaradas más adelante, realizaremos un desdoblamiento del Hamilto­
niano de cada sistema, escribiendo:

+ Xx o-2)

Consideraremos valores pequeños del parámetro ZT , de modo que, aproximada­

Esta modificación del operador T no altera los conceptos vertidos en el ca­
pítulo 4. Sin embargo, es necesario realizar ciertos cambios, a saber:
i) La ecuación (4.3) debe ser reemplazada por:

(5’4)

En consecuencia, debemos definir probabilidades y scores para cada uno de los 
A

operadores T^, k = 1, 2, dadas por:

ii) En las etapas del proceso iterativo para generar las distintas "configu­
raciones”, relatado en el párrafo (4.2), el cálculo de cada uno de los índices 
ip correspondiente a una aplicación del operador T, debe adaptarse a la pre­
sente situación. Para esto es necesario descomponer cada iteración en dos, una 
para calcular j, aplicando las probabilidades condicionales pP-! y la restan- 

1 Í21 Jf ip
te para calcular i. ., utilizando P> J . .

1+1 Wi
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Todos los cálculos que presentaremos fueron realizados con el método PTPS, ya 
descripto. La distribución de probabilidades utilizada es*la distribución 
standard, que en este caso adopta la forma:
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5.2 EL MODELO DE ISING EN UN CAMPO TRANSVERSO.

El Hamiltoniano

(5.8)
C-l

en donde s es el
trices de Paúli y h es una constante.
Las condiciones de contorno periódicas implican que:

del presente modelo está dado por [1]:

k ZL <V+X(- i
número de espines en la red unidimensional,^ y 0“ son ma- X z

(5.9)

> • • • , S •

Los correspondientes vectores del espacio de Hilbert pueden ser escritos en 

la forma (5.1) con | i jo j , = 1

La evaluación de la energía del primer estado excitado, Ep mediante el méto­
do del Proyector, requiere la elección de un vector \¿> , tal que <yo i0>= o 
y <% 10> í 0 (ver párrafos 4.2 y 4.3). Para poder construir un vector con 
estas propiedades, es necesario distinguir los^espacios propios asociados a 
Eq y Ep a través de un operador de simetría £ . Es posible ver que tal ope­
rador existe, y que puede definirse como sigue [2]:

A ..£ = [ (5.10)

A A

Es fácil ver que conmuta con X y que:

Luego, el cálculo^de Eq (Ep puede realizarse eligiendo l¿> tal que

t\0>= \¿> (¿I0> =
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5.2.1 IMPLEMENTACION DEL METODO DEL PROYECTOR.

Aplicaremos aquí lo desarrollado en el capítulo 4 al presente modelo.
Destaquemos que el cálculo de un sólo índice de los que caracterizan las 
"configuraciones” (4.7.a), requiere la evaluación del conjunto de subíndices 
i* , = 1,...,s. Obsérvese la diferencia entre una configuración del sistema
(conjunto de estados ]i*X , = 1,...,s) y una "configuración” (conjunto de

' 1 gN estados del sistema |i^ > = |ií> ® . |ij> , 1 = 1,... ,N).
Las probabilidades y scores (5.6) y (5.7) involucran a los conjuntos de s 

subíndices. Esta situación es inconveniente en la práctica pues las iteracio­
nes carecen de carácter local, debido a que involucran a todo el sistema.
Para sortear esta dificultad, procedemos de la siguiente manera:
Primero desdoblamos el Hamiltoniano de acuerdo con:

donde R^ ^2 í 1 significa "parte entera de”) .
y

(5.12b)

A A
Resulta evidente que los términos en (y en jCv?) conmutan, pues involu­

cran pares disjuntos de espines. Por esta razón, podemos escribir:
A -

(5.13b)

De este modo, las iteraciones permiten el cálculo secuencial de los subíndi­
ces .
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En efecto, veamos ante todo que los elementos de matriz <i]TkCO ) |j> pueden 
descomponerse en productos de cantidades que involucran solamente pares de 
espines:

(<;)•= (5.14J

. r.1 .2. . _ ,.1 .2.con i — (i , i ) y j 5 0 , J )•
Luego podemos escribir:

I *1 4) . . . . : -4=1,^ (5.15a)

con

•A-, ~= <f.isw

Las probabilidades permiten el cálculo de los subíndices tomando pares
disjuntos de espines en una aplicación.
De este modo, hemos mostrado que un adecuado desdoblamiento del Hamiltoniano 

permite implementar un algoritmo de carácter local.
A continuación analizaremos el cálculo de los elementos LL .(¿T).
De (5.13b) y (5.12b) vemos que:

(c) = f5 pe f Z h. oy j.
(5.16)

Sin pérdida de generalidad, tomamos i = 1 y j = 2 y escribimos:
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2 2 2
Como es diagonal, M. •(<») debe anularse si i j , En efecto, puede

z i j f
demostrarse fácilmente que:

con

y

t¿(Z) puede

obteniéndose:

evaluarse analíticamente, en forma sencilla (ver apéndice 5),

con

(5.20b)

Una vez conocidos los elementos M. •(£) podemos evaluar las probabilidades 

<7 dadas por (5.15b).

Resulta importante detallar el procedimiento utilizado en la práctica para 

realizar las iteraciones, a partir del conocimiento de las probabilidades^y,

Tengamos en cuenta, ante todo, que, de (5,15b), (5,19a) y (5.20a), podemos 

escribir:
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con

(5.21b)

Consideremos ahora, para fijar ideas, que el sistema se encuentra en una con­
figuración |i.. S , y queremos hallar la siguiente, el decir, la configuración 
|jj/ (ver ecuación (5.4)). El operador a aplicar es de modo que tendremos 
que considerar los pares de espines (2i,2i+1), i = 1,...,^, esto es, los es­
pines (22, 3-) , (42, 52) , (62, 72) ,..., etc. Debido a que ^6-¡j = 0 si / j\ 

los segundos espines de cada par permanecerán inalterados. Deberemos cambiar 
solamente los espines 2~ , 42, 62,..., etc. Para todos los pares de espines, 
las probabilidades de transición dependen de sus valores iniciales. Observando 
(5.22b) podemos construir la siguiente tabla:
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Valor inicial 
del 12 espín 
del par

Valor del
2- espín

Probabilidad de 
dejar al 12 es- 

• pin inalterado.

Probabilidad de 
cambiarlo.

+ + i-TT++

+ - 7F_+ i-TT?

- + 1-TT7"

- - TC" l-TE."

Luego, dado un par 
estado o no, 
mente distribuido y

de espines ( , c< +1), se decide si se debe cambiar el 
eligiendo un número pseudoaleatorio r C [O; 1), uniforme- 
considerando:TrX

(5.23)

El procedimiento se repite para los diferentes pares de espines del sistema 
hasta completar el barrido de toda la red.
En forma análoga se efectúan las demás iteraciones, correspondientes a las

A
diferentes aplicaciones de los operadores T^,
Resta acotar que en todos los casos, deben acumularse los correspondientes 

scores parciales, para así poder calcular el score total al finalizar las ite­
raciones .
Este procedimiento fue utilizado, en el marco del algoritmo PTPS, para deter­

minar los niveles de energía Eq y Ep considerando redes de 4, 6 y 8 espines, 
en la generalidad de los casos.
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En el próximo párrafo, analizaremos el caso del modelo de Potts P(q) cuántico 
unidimensional, el cual se reduce al modelo de Ising para q = 2. Por este mo­
tivo, consideramos innecesario discutir aquí los resultados recién menciona­
dos .
Estos serán presentados, juntamente con los obtenidos en el caso q > 2 en el 

párrafo 5.3.2.

96



5.3 EL MODELO DE POTTS CUANTICO.

Como ya hemos dicho, este modelo es una generalización del considerado en 
el párrafo 5.2, y se define a partir del Hamiltoniano [3]:

donde s es el número de espines en la red, 
q 2, yJl^ son matrices q x q, dadas

(5.24)

q es el parámetro del modelo,
por:

(5.25a)

(5.25b)

La imposición de condiciones de contorno periódicas requiere que:

(5.26)

A
La generalización del operador de simetría E , definido en (5.10) para el 

modelo de Ising, está dada por:
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(5.27)

Puede demostrarse fácilmente
res N.. El estado fundamental i

conmuta con
verifica:

con todos los operado-

Sin embargo, la ecuación (5.11) no es válida cuando q>2, 
caso existen estados i/í+)> y ^í_)> pertenecientes al 

E^, que verifican

dado que en este 
espacio propio de

tal queDe todos modos, la energía E^ puede ser calculada tomando | tal que
> . En este caso <9 I Y-.> = 0 y entonces es posible obte-

adecuadamente.
=-l¿>

ner E^, utilizando (4.18)

Ky

5.3.1 IMPLEMENTACION DEL METODO DEL PROYECTOR.

La aplicación del método del proyector al modelo de Potts P(q) se realiza en 
una forma del todo análoga a la indicada en el párrafo 5.2.1 para el modelo 
de Ising. Existen, sin embargo, algunas diferencias, que puntualizamos a con­
tinuación :
i) El desdoblamiento del Hamiltoniano se realiza de igual modo al indicado en

(5.12); pero colocando, en lugar de (5.12b):

(5.30)
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de cálculo
ii) El cálculo de los elementos de la matriz no puede hacerse analítica­

mente cuando q>2. En su lugar, se utiliza un procedimiento
numérico, que se halla detallado en el apéndice 5.
Resulta importante remarcar que el cálculo para el caso q = 2, 
la base donde <7*^ es diagonal, ofrece similares dificultades si 
la base de dV En el caso q>2, esta situación no se mantiene, 
niente trabajar en la base en dondeJTL.es diagonal.
iii) Los cálculos de la energía del primer estado excitado deben realizarse 
tomando 1L y O*1 diagonales. En estas circunstancias, y debido a lo puntua­
lizado en el punto ii), la matriz M debe calcularse a través de un cambio de 
base:

realizado en 
se trabaja en 
siendo conve-

(5.31)

en donde M es la correspondiente matriz; pero en la base en dondeJTL.es dia­
gonal .

5.3.2 RESULTADOS DE LOS CALCULOS MONTE CARLO.

Uno de nuestros propósitos fue la evaluación de la eficacia del método del 
Proyector, en particular del algoritmo PTPS, para la detección de transicio­
nes de fase. Por este motivo, hemos calculado los dos primeros niveles de e- 
nergía, en los casos q = 2 a 6, s = 4, 6, 8y0ífh^3 [4] .
Resulta conveniente definir niveles de energía normalizados, de la siguiente 

manera:

----------

(<H) s
De este modo, £ verifica:

£ - 1 fxara K=o

(5.32)

(5.33a)

(5.33b)
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para todo q y s.
Es conocido que este modelo presenta, en el límite para s tendiendo a infini­

to, una transición de fase para h = 1, siendo ésta,de segundo orden para q < 4 
y de primer orden para q [3].
Las diferentes fases pueden distinguirse observando la degeneración del esta­

do fundamental: Este es no degenerado para h<1. El orden de la transición se 
relaciona con la continuidad de la derivada de Eq respecto de h. En una tran­
sición de primer orden, ésta es discontinua en el punto crítico.
Análogamente a lo expresado en el capítulo 2, los sistemas finitos no presen­
tan comportamiento singular alguno. En nuestro caso, cuando s es finito, la
derivada de Eq respecto de h es continua y el estado fundamental es no degene­
rado para todo h. Sin embargo, la existencia de una transición de fase puede 
ser inferida si se observa que la diferencia entre niveles A = E^ - Eq, acusa 
una marcada disminución en las cercanías del punto de transición.
En las figuras 5.2 a 5.16 se hallan detallados los resultados obtenidos para 
los primeros niveles de energía £q y señalados con círculos blancos y
cuadrados, respectivamente. Las barras de error fueron calculadas tomando en 
cada caso dos desviaciones standard a cada lado del punto central. Cuando fue 
posible la realización de cálculos exactos, éstos fueron incluidos. Las curvas 
correspondientes son las marcadas en línea llena. Digamos además, que las lí­
neas de trazos indican el límite asintótico de £q (5.33b).
Los cálculos fueron realizados utilizando el método PTPS, con los siguientes 

parámetros: {3 = 1 y AC* /= 0.1. Cada punto fue obtenido luego de tratar 
estadísticamente alrededor de 40.000 muestras generadas con el algoritmo.
La disminución de la diferencia de energías A , es notable en todos los ca­

sos , aún en los correspondientes a los sistemas más pequeños, confirmando la 
existencia de una transición de fase. Sin embargo, no es posible realizar una 
determinación precisa del parámetro de transición h , debido al bajo número 
de grados de libertad de los sistemas.
La figura 5.17 muestra, para el caso particular q = 2, s = 4, los resultados 

para la diferencia normalizada / q, juntamente con el correspondien­
te valor exacto (línea llena).
Los valores de fueron calculados en todos los casos por substracción de 

E^ y Eq, dando lugar a grandes fluctuaciones. Sin embargo, la notable concor-
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dancia con los valores exactos, sugiere que la estimación de dos desviacio­
nes standard para el error, puede ser, en algunos casos, muy generosa.
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5.4 OBSERVACIONES Y CONCLUSIONES.

Los cálculos presentados en este capítulo, fueron realizados con el objetivo 
de evaluar comparativamente las distintas variantes del método del Proyector, 
en especial el algortimo PTPS. Asimismo, hemos investigado la utilidad del mé­
todo para la detección de transiciones de fase.
Finalizaremos la exposición, puntualizando algunas observaciones de importan­

cia:
i) El desdoblamiento del Hamiltoniano introducido en (5.12), no es el único 

posible. Una descomposición alternativa puede realizarse considerando, para 
el modelo de Ising, por ejemplo [1,2]:

C5-34)

Sin embargo es posible ver [2] que los errores de truncamiento (Ecuación 
(5.3)), son más apreciables en este caso. Por otra parte, digamos que el des­
doblamiento (5.12) ha probado ser muy útil al empleárselo en sistemas con fer- 
miones [5,6].
n) Todos los elementos de la matriz M (Ecuación (5.31)), son positivos, per­

mitiendo la fácil evaluación de los scores y de los promedios finales. En 
contraste, la matriz M, dada por (5.31), posee algunos elementos negativos. La 
consecuencia más importante de esta situación, es un incremento en las fluc­
tuaciones de los resultados. De todos modos, sólo una pequeña fracción de los 
elementos de M son negativos. Por lo tanto, los cálculos pueden realizarse sin 
necesidad de recurrir a técnicas especiales para tratar scores negativos [6].
iii) Los resultados obtenidos para Eg y E^ con el algoritmo PTPS son totalmen­

te independientes del estado | utilizado para construir la
población inicial, probando la efectividad del procedimiento, Sin embargo, he­
mos utilizado en variadas oprtunidades un estado variacional de la forma:

(5.35)
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(ajustando & para minimizar ), para acelerar el alcance de 

regímenes estacionarios (ver párrafo 4.3.4).
Por otra parte, en todos los casos hemos utilizado un estado final "amplio"
IX> , dado por:

(5.36)

iv) Una parte de los cálculos presentados en la sección 5.3 fueron también 
realizados utilizando los algoritmos simple, modificado, de muestreo po-

blacional y de recuento simultáneo, a fin de comparar los diferentes resulta­
dos .
En general, el algoritmo PTPS supera a los anteriores pues permite realizar 
cálculos sin errores sistemáticos apreciables y con niveles aceptables de 
fluctuaciones, aún en los casos en donde no se dispone de información previa 
alguna, acerca de los autoestados del Hamiltoniano del sistema considerado. 
Pero, acotemos que, en los casos en que se dispone de buena información acerca 
de estos estados, el método de recuento simultáneo permite obtener similares 
resultados con una mayor simplicidad en los algoritmos.
v) El cálculo de la diferencia entre niveles de energía /I , requiere el em­

pleo de determinadas técnicas particulares p], si se desea disminuir las
fluctuaciones. Sin embargo, estos procedimientos no son fácilmente aplicables 
a nuestro modelo y su realización práctica demanda grandes tiempos de procesa­
miento .
El método del Proyector ha probado ser una excelente herramienta de cálculo 

para la resolución de sistemas discretos. Sin embargo, debemos aceptar que de­
ben realizarse algunos ajustes antes de poder aplicarlo con éxito a modelos 
realistas.
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CAPITULO 6: COMENTARIOS FINALES.

El método de Monte Cario surge como la herramienta más versátil, entre las 
disponibles en la actualidad, para analizar el comportamiento de diferentes 
modelos de la Mecánica Estadística y la Teoría Cuántica de Campos. Sus únicas 
limitaciones son de índole técnico, es decir, la aplicación exitosa de los 
distintos algortirnos a un caso determinado está condicionada sólo por las po­
sibilidades de las máquinas computadoras existentes.
Por este motivo, en nuestro laboratorio se decidió incoporar una línea de in­

vestigaciones sobre este tema. El primer objetivo fijado ha sido el de acumu­
lar la indispensable experiencia en la implementación de los diferentes algo­
rt irnos . Con tal fin, nos hemos dedicado al estudio de sistemas simples, tales 
como los que hemos estado considerando en los capítulos anteriores del presen­
te trabajo.
La consideración de este tipo de modelos posee un doble propósito. En primer 
lugar, permite adquirir valiosa experiencia que será de provecho en un futuro 
no muy lejano, cuando se desarrollen procesadores que posibiliten la aplica­
ción del método a modelos realistas. Por otra parte, a través de ellos es po­
sible comprender, al menos en forma cualitativa, un conjunto de fenómenos cu­
yos modelos realistas son, por el momento, irresolubles. A título de ejemplo, 
podemos decir que la determinación de la estructura de fases en sistemas no 
abelianos con simetría de medida, que pueden estudiarse con técnicas Monte 
Cario, está fuertemente ligada a la interpretación de los mecanismos del con­
finamiento de quarks y gluones. . ■
En lo que sigue, realizaremos una enumeración global de las principales con­
clusiones obtenidas luego del análisis de los distintos temas abordados en es­
ta Tesis Doctoral, que ya fueron incluidas en forma parcial al fin de cada ca­
pítulo .
En el capítulo 2 se estudia el "método de Monte Cario Clásico", sus fundamen­

tos teóricos y su implementación práctica. Se ha otorgado un lugar destacado a 
los métodos para detección de transiciones de fase. Estos algoritmos son he­
rramientas de cálculo muy importantes en la práctica, dado que el conocimiento 
de. la estructura de fases de un modelo, es el paso previo indispensable para 
su resolución total.
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Entre todos los procedimientos discutidos, merece especial mención el "ciclo 
de histéresis termal". Este algoritmo resulta de grán utilidad para determi­
nar, en forma rápida y segura, el comportamiento global de un sistema dado.
Hemos dicho ya que hablar de un método numérico, es hablar de sus aplicacio­

nes. Por esta razón, para evaluar las principales características de las téc­
nicas desarrolladas, debemos basarnos en la experiencia adquirida y en los re­
sultados obtenidos luego del estudio de los modelos considerados.
Dichos resultados fueron presentados detalladamente en el capítulo 3, y co­

rresponden al modelo de Potts P(q) con simetría de medida, considerando, en 
primer término, la acción simple e incluyendo luego un término asociado a in­
teracciones entre segundos vecinos.
Podemos resumir las principales conclusiones de estos cálculos, en los si­
guientes puntos:
i) La determinación del orden de las transiciones de fase en el modelo simple, 

permitió acotar el parámetro q-crítico en los sistemas bi y tridimensiona­
les .
ii) La existencia de sistemas bidimensionales con simetría de medida, no tri­

viales , quedó confirmada al encontrarse transiciones de fase en el modelo
con acción generalizada.
iii) Las estimaciones de los calores latentes de las transiciones de primer 

orden, por medio del ciclo de histéresis termal, están en aceptable a-
cuerdo con resultados obtenidos con otros métodos.
Es de destacar la rica estructura que poseen estos modelos, a pesar de su 
gran simplicidad, como asimismo la gran versatilidad del método de Monte Car­
io para desentrañarla.
La aplicación del mencionado método de Monte Cario clásico, requiere el cono­

cimiento de los niveles de energía del Hamiltoniano del sistema. Esta informa­
ción no está disponible en la generalidad de los modelos cuánticos de interés.
El método del Proyector, tratado en el capítulo 4, es una variante del método 

de Monte Cario, especialmente concebida para estos casos.
Al estudiarlo, hemos considerado en primer lugar los principales fundamentos 
teóricos sobre los que se sustenta el método. Luego hemos realizado una des­
cripción detallada de las realizaciones prácticas existentes.
En algunas de estas variantes, la obtención de buenos resultados está condi­
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cionada al grado de conocimiento acerca de las autofunciones del Hamiltoniano, 
disponible a priori. En otros casos, la existencia de errores sistemáticos di­
ficulta la obtención de valores aceptables de las magnitudes calculadas.
Una de las variantes presentadas, ha probado, en las diferentes oportunidades 

en las que se la ha utilizado, ser eficaz en la obtención de resultados acep­
tables sin requerir conocimiento previo alguno del sistema.
Este algoritmo, al que hemos llamado PTPS, fue desarrollado en nuestro labo­

ratorio. En él se incorporaron elementos de dos técnicas preexistentes, con el 
fin de lograr un único procedimiento con las ventajas de sus componentes.
En el capítulo 5 presentamos los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo 

PTPS a los modelos cuánticos de Ising y Potts, en redes unidimensionales.
Se incluye, además, una detallada explicación de la implementación del proce­

dimiento, que es, sin duda, más compleja que la del método de Monte Cario clá­
sico, debido a la gran cantidad de cálculos analíticos previos requeridos.
El análisis de los cálculos realizados, permite establecer que el algoritmo 

utilizado es capaz de reproducir en forma aceptable los resultados exactos.
Digamos además, que el método del Proyector resulta útil para la detección de 

transiciones de fase. Sin embargo, el reducido número de grados de libertad de 
los sistemas considerados, no permite realizar buenas estimaciones de los pa­
rámetros de las correspondientes transiciones.
El reducido número de grados de libertad de los sistemas considerados es con­
secuencia de los altos requerimientos computacionales de este método. En futu­
ros estudios, trataremos de desarrollar algoritmos más eficaces, no sólo con 
el fin de atacar sistemas de mayor tamaño, sino para considerar modelos más 
complejos, por ejemplo, modelos que incluyan campos de materia fermiónicos.
Conjuntamente con un resúmen de las investigaciones realizadas en sistemas 

discretos en Mecánica Estadística y Teoría de Campos, mediante simulaciones 
estocásticas, la presente Tesis contiene una síntesis de los conocimientos es­
pecíficos en el área ya mencionada, adquiridos en el período que va desde fi­
nes del año 1982 hasta la fecha.
Durante ese mismo período realizó diversos cursos de post-grado que me permi­

tieron adquirir conocimientos acerca de los fundamentos de la Teoría de Cam­
pos; participé en reuniones de Física nacionales y en un congreso sobre tran­
siciones de fase y fenómenos críticos, celebrado en Colombia; y dicté un semi-
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nario acerca del método de Monte Cario en el Departamento de Física de la Uni­
versidad de La Plata.

Debo expresar mi profundo agradecimiento hacia todos aquellos que, de una u 
otra manera, han contribuido a mi formación académica y a la concresión de es­
te trabajo, en especial a los integrantes del Laboratorio de Física Teórica.
Deseo mencionar en particular a los doctores Luis Epele y Carlos García 

Canal, quienes me han ayudado en todo momento y a quienes debo una gran parte 
de mis conocimientos de Física actuales; al doctor Héctor Vucetich, quien su­
pervisó en forma destacable mis primeros pasos en el arte de programar compu­
tadoras; y al doctor Carlos Camarata con quien compartí numerosas e instruc­
tivas charlas. Agradezco también a mis compañeros durante mi Licenciatura: 
Marcelo Ballestero, Fausto Brédice, Enrique Dardéres y Carlos Naón, de quienes 
recibí tantas muestras de amistad y compañerismo.
Finalmente, expreso mi especial gratitud hacia el doctor Huner Fanchiotti, 

quien dirigió este trabajo con singular dedicación. De él recibí no sólo una 
gran cantidad de conocimientos, sino además una constante orientación en mis 
investigaciones, factor éste, imprescindible en la formación de todo cientí­
fico.

La Plata, junio de 1986.
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APENDICE 1 : FISICA ESTADISTICA

Haremos aquí una breve enumeración de los resultados más importantes de la 
Física estadística que utilizaremos en el presente trabajo.
Consideremos un sistema físico en equilibrio termodinámico a temperatura T, 

podemos describir su comportamiento a partir de la función de partición del 
mismo, en el conjunto canónico:

o, equivalentemente:

i
donde la suma se extiende a todos los estados posibles del sistema.
La termodinámica se obtiene inmediatamente a partir de Z, ya que la energía 
libre F del sistema verifica:

F=--kT-U,Z,

A
Si A es el operador asociado a un observable del sistema, entonces

(Al .4)

Por lo tanto, para la energía interna del sistema se obtiene:
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Luego, de (A1.3) y (A1.5) podemos obtener la expresión para la entropía:

Calculemos ahora una expresión para la capacidad calorífica:

C- 
dr <

Pero se verifica, por (A1.5)

¿2 - _ 2 /x 22.\ _
~ 3/3 (*Z 2^3 J “

Pero

luego, reemplazando (Al.9) en (A1.8) y (A1.7) resulta:

Cz
Es decir, el calor específico del sistema es proporcional a la 
standard de su hamiltoniano.

(Al .6)

(A1.7)

(A1.8)

(A1.9a)

(A1.9b)

(A1.10 )

desviación
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APENDICE 2: NUMEROS PSEUDOALEATORIOS.

Consideraremos en este apéndice las características esenciales de los gene­
radores de números aleatorios más usuales (Para detalles ver referencia 1).
Diremos que una sucesión S de números reales

r , n = 1, 2, .n’ > > rn€ [0;1] (A2.1)

es una sucesión de números pseudoaleatorios, cuando esta reproduce, en buena 
medida las propiedades de una sucesión de números aleatorios uniformemente 
distribuidos.
Intuitivamente, podemos afirmar que los elementos de la sucesión (A2.1)

son "aleatorios” y están uniformemente distribuidos cuando:
i) Son todos independientes entre sí.
ii) La probabilidad de que un dado número r^ pertenezca a un subintervalo 

[a;b] C^£0;1) , es proporcional a su longitud b-a.

Para formalizar esta definición, introducimos previamente el concepto de 
sucesión k-uniformemente distribuida:
Sea k un entero positivo. Diremos que una sucesión S de números reales, está 

k-uniformemente distribuida en el intervalo [0;1), si y solo si para todo

O^auÉ b^l; i = 1,...,k;

se verifica

Prob J (a,¿ rn« bp A (a2« rn+1 í b2)A ... A bp
1 k

(A2.2a)

(A2.2b)= TF (q-a.).
C-l

De esta definición se deduce fácilmente que si una sucesión está funifor­
memente distribuida, entonces está 1-uniformemente distribuida para todo 
l^k.
A partir de la definición (A2.2) podemos establecer el concepto de sucesión 
de números aleatorios independientes y uniformemente distribuidos, diciendo 
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que poseen esa propiedad todas las sucesiones ©o -uniformemente distribuidas, 
es decir, aquellas que están k-uniformemente distribuidas para todo k^,1.
En consecuencia, definimos una sucesión de números pseudoaleatorios como 

toda aquella sucesión k-uniformemente distribuida, para algún k finito.
Resulta claro que cuanto mayor sea k, más cercana estará la sucesión del 

caso ideal. El máximo valor de k para el cual una sucesión de números veri­
fica (A2.2) es, en la práctica, una medida de la ''calidad" de la misma, con­
siderada como sucesión de números aleatorios.
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A2.1 IMPLEMENTACIONES PRACTICAS USUALES.

Las cantidades que se utilizan en la práctica, poseen un número finito de 
cifras significativas. Como consecuencia de esto, existe un número finito, N 
de cantidades diferentes en un dado intervalo, por ejemplo, el intervalo 
[O; 1).

Luego, es inmediato que si este es el caso, la sucesión (A2.1) debe ser pe­
riódica, y su período p debe verificar:

p^N! (A2.3)

dado que N! es el número de permutaciones diferentes que se pueden realizar 
con los N números disponibles.
Por ejemplo, una sucesión de números con tres cifras significativas tiene 

2567un período máximo igual a 1000! a/10
Las sucesiones que se utilizan habitualmente, poseen, en general, períodos 

sensiblemente menores.
Un tipo de generadores de sucesiones de números pseudoaleatorios de uso 

corriente, lo forman los generadores iterativos, en donde cada uno de los nú­
meros se obtiene a partir de los anteriores a través de una determinada rela­
ción de recurrencia:

Los números rp rm deben generarse a través de un algoritmo auxiliar.
Como caso particular importante podemos citar el generador lineal congruen­

cia! [1] :

rn = (a rn_.| + b) módulo 1 (A2.5)

en donde a y b son constantes características del generador.
Es fácil ver que el período máximo de este generador es Pmax = N. Puede a- 

demás demostrarse que las correspondientes sucesiones de números están, a lo 
sumo 1-uniformemente distribuidas. La utilidad práctica de estos generadores 
es limitada.
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En nuestro trabajo, hemos utilizado el siguiente generador iterativo:

rn = (rn-24 ’ rn-55^ módul° 1 fA2'6}

Los primeros 55 elementos de esta sucesión, se originan de la siguiente mane­
ra:
i) Se elige arbitrariamente un número, perteneciente al intervalo [0; 1), al 

que llamaremos "semilla” y notaremos s.
ii) Sean = 10 y - s, donde d es el número de cifras significativas 

(decimales) utilizadas.
iii) Tomamos r^ = s.
iv) Para i = 1, 2,..., 54 hacemos:

j = (21 i) módulo 55,
r. = - ,J i’

i+1 = ~ módulo 1,

i+1 _

Mediante tests estadísticos, hemos podido probar que la sucesión resultante 
está, como mínimo, 3-uniformemente distribuida, independientemente de la semi­
lla elegida.
La presición utilizada durante los cálculos es de 31 dígitos binarios,por lo 

tanto el período máximo del generador, así implementado es de (2 ) 5x10 .
Acotemos finalmente que este generador carece de las correlaciones que han 
sido detectadas en el generador que usualmente se halla implementado en las 
computadoras IBM 360 [2].
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APENDICE 3: RELACION ENTRE LOS ALGORITMOS DE METROPOLIS MODIFICADO
Y DEL BAÑO TERMICO.

Demostraremos a continuación que el algoritmo de metrópolis modificado de or­
den k, es equivalente, en el límite para k tendiendo a infinito, al algoritmo 
del baño térmico.
Realizaremos la demostración para el caso de un sistema de espines de Ising, 

por obvias razones de simplicidad. Como se verá de inmediato, la generaliza­
ción de esta demostración no requiere el agregado de nuevos argumentos, aunque 
sí de elementos algebraicos más elaborados.
Consideremos un sistema de espines (JT ( = Í1). Sea

(A3.1)

Si llamamos a la matriz de probabilidades de transición del algoritmo
del baño térmico, entonces es:

(2.22a)

(2.22b)

Sin perder generalidad, tomamos ¿S>0. Sea, además p = exp(-¿\S) . De acuerdo 
con el criterio del algoritmo de Metrópolis, las probabilidades de transición, 
para sucesivas aplicaciones de W sobre el mismo espín, son las esquematizadas 
en la figura A3.1.
Sea Pp(CT) la probabilidad total de que en el paso k el valor del espin sea 

cr. Observando el esquema y teniendo en cuenta que las iteraciones se realizan 
en forma independiente, encontramos que:

132



133



Pero además:

la matriz estocástica correspondiente al algoritmo de Metrópolis
modificado. Se verifica:

(A3.4b)

Para demostrar la equivalencia entre ambos algoritmos, deberemos establecer

Cuando k tiende a infinito, PV(Q"-) tiende a P((T"-), y aplicando (A3.7) K 1 . 1 .
se obtiene:

(A3.8)
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Utilizando (A3.3) y reemplazando en (A3.4) se llega a:

| (<r¿ - oA =—E----  (A3.9b)

Comparando los segundos miembros de estas igualdades con (2.22) queda pro­
bada la validez de (A3.5).
La generalización a otro tipo de sistemas es inmediata. Si el número de esta­

dos accesibles es q, en lugar de 2 como en el ejemplo que hemos considerado, 
entonces cada sección del diagrama de la figura A3.1 tendrá q ramas. Luego, en 
lugar de (A3.7) obtendremos q-1 relaciones de recurrencia con q-1 probabili­
dades a determinar, con las que será posible demostrar la validez de (A3.5) .
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APENDICE 4: MANEJO DE MUESTRAS ESTADISTICAS.

Puntualizaremos aquí brevemente las fórmulas que hemos utilizado durante 
nuestros cálculos, para manejar estadísticamente los diferentes conjuntos de 
muestras obtenidas.
Consideremos un conjunto de números x^, i = 1,..., n, obtenidos como resul­

tado de la medición reiterada de una cierta magnitud (por ejemplo}.
Asumiremos que estas cantidades se obtienen en forma independiente y como 
consecuencia de un proceso aleatorio, gobernado por una distribución de pro­
babilidades con media y desviación standard
Nuestro problema es estimary a partir del conjunto de números ya 

mencionado, y establecer cuán confiables son estos resultados.
Sean m y ¿ las estimaciones estadísticas de A y <T respectivamente. Sea, 
además, E^ la estimación del error cometido al aproximar 
mostrarse [1] que:

zti — -L

z por m. Puede de-

(A4.1)

(A4.2)

(A4.3)
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APENDICE 5: DESARROLLO DE DIVERSAS FORMULAS MATEMATICAS.

A5.1 DESARROLLO DE (5.20).

Evaluaremos (5.19b) diagonalizando la matriz

(A5.1)

Para esto observamos que sus autovalores son:

= + tX - i C\/i4 (A5.2)

(Téngase en cuenta que ~ 1) .
Un cálculo simple, nos permite determinar que la matriz cambio de base u^, 

que diagonaliza a A^, está dada por:

(A5.3)

Luego, la correspondiente matriz diagonal se obtiene vía

Entonces, se verifica
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c A5.5)

Finalmente, teniendo en cuenta

(A5.6)

que:

se obtiene fácilmente (5.20).
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A5.2 CALCULO DE M. . EN EL CASO q>2. ij

La generalización de (5.17) para el modelo de Potts, está dada por:

(A5.7)

(A5.8)

Es fácil ver que [1] :

donde $ es la ¿ 

El hecho de que &
ficar el cálculo de los elementos M. .(£), a través de una generalización de 
(5.19). 1J

En efecto, definiendo:

(A5.10)

y

f'(r)r ex|3(t N+T h.

puede demostrarse que:
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y

Para evaluar t'(£) aplicamos la conocida fórmula de Trotter [2]:

(A5.13a)

(A5.13b)

(A5.13c)

La evaluación de t^C^) es trivial pues es diagonal.
El cálculo de t^n( ) lo realizamos a través de la definición de la exponen­

cial de una matriz:
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Es fácil ver que:

(A5.15)

Luego, resulta:

(A5.16a)

(A5.16b)

(A5.16c)

Ahora podemos evaluar (A5.13). Tomemos n = 2m y sea

(A5.17)

2Si A^ = A^_ , entonces por (A5.13a) es:

t’(Z) = Am (A5.18)

Por razones prácticas es conveniente definir:

(A5.19)
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y utilizar esta matriz en las iteraciones, en lugar de A.
Obsérvese que:

Bk = i + 2 Bk_, (A5.20)

y que

t’(7) = Bm + I (A5.21)

Digamos finalmente, que este procedimiento ha resultado muy eficaz al ser 
aplicado en la práctica [3] .
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ADDENDUM: ESPECIFICACIONES TECNICAS DE LOS CALCULOS MONTE CAELO REALIZADOS.

A continuación enumeramos los valores de los parámetros numéricos utilizados 
en los cálculos, para algunos ejemplos significativos.
i) Cálculos realizados con el método de Monte Cario clásico en el modelo de 

Potts simple con simetría de medida (Capítulo 3, sección 3.2).
Ciclos de histéresis termal: Los cálculos fueron realizados termalizando el 
sistema para = 0.01. Con tal fin, se ejecutaron alrededor de 30.000 itera­
ciones simples en cada caso. En los ciclos se utilizó un incremento A {£> = 
0.01.
En la siguiente tabla se puntualizan algunos datos adicionales.

d N q nro. de puntos 
de cada rama

Microestados utilizados 
por punto

Microestados
totales

2 64 3 300 12.288 9.814.016
2 64 5 400 20.480 19.628.032
2 36 10 500 12.960 14.232.672
3 11 3 300 3.993 3.187.745
3 11 6 400 7.986 7.441.621
3 11 10 500 13.310 14.618.373
4 8 3 300 12.288 9.814.016
4 8 5 300 16.384 12.267.520
4 6 10 500 11.664 12.940.560

En donde d es la dimesión del retículo, N es el número de sitios por dimen­
sión y q es el parámetro del modelo.
Cálculo de observables: En cada caso se utilizaron alrededor de 50.000 mi- 
croestados de termalización y en la mayor parte se consideraron configura­
ciones iniciales mixtas. Otros datos de las condiciones en que fueron reali­
zados los cálculos se da en la siguiente tabla.
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d N q Total microestados 
utilizados

Total microestados 
calculados

2 25 3 8.000 5.000.000
2 36 6 4.500 5.832.000
3 9 4 8.000 5.832.000

d, N y q poseen igual significado que en la tabla anterior.
ii) Cálculos realizados con el método de Monte Cario clásico en el modelo de 

Potts con acción generalizada (Capítulo 3, sección 3.3).
En todas las termalizaciones se utilizaron aproximadamente 30.000 microesta- 
dos.
La información adicional sobre los cálculos, se halla en las siguientes ta­

blas , análogas a las realizadas en el punto i).
Ciclos de histéresis termal: ( Ate = 0.005).

Cálculo de observables:

d N q Nro. de puntos 
de cada rama

Microestados utilizados 
por punto

Microestados
totales

2 24 2 400 2.880 2.304.000
3 8 2 400 2.048 1.638.400
3 8 3 400 3.072 2.457.600

d N q Total microestados 
utilizados

Total microestados 
calculados

2 24 2 6.241 3.640.320
2 8 2 5.041 2.617.344
3 8 3 5.041 2.617.344

Agradezco profundamente al Dr. H. Ceva^ quien sugirió el agregado de tos 
presentes datos a esta Tesis.
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