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I. INTRODUCCION

El estudio de la dindmica de interfaces fluidas es wuna dis-
ciplina muy rica, que a pesar de su antigua data continta nutriéndose
de nuevas contribuciones. Las razones que alientan estas in-
vestigaciones son diversas. En primer término y frente a la
corroboracidén experimental de la existencia de coeficientes
intrinsecamente interfaciales, se continla profundizando una linea de
trabajo que trata de obtener adecuadas ecuaciones diferenciales que
los contengan, aptas para describir la evolucidn en el tiempo de
dicha regidén de transicidn. Por su amplitud, los distintos enfoques
para abordar este problema, merecerdn un andlisis aldo mds detallado
en la primer parte de este trabajo.

Por otro lado, la creciente comprensidn del rol que juega 1la
region interfacial en el comportamiento de 1las fases de volumen
adyacentes, abre muy fundadas expectativas sobre las posibilidades de
explotar ese conocimiento en aplicaciones tecnoldégicas. E1 fendmeno
de inestabilidades terchonvectivas es de aquellos donde tal
interaccion se hace manifiesta y abundan ejemplos que muestran que
tal efecto puede ser beneficioso en un caso y resultar no deseable en
otro. Vale decir que en el terreno de las aplicaciones concretas es
fundamental establecer bajo que condiciones el sistema pasard de un
régimen hidrodindmico estable a otro inestable. En el caso particular
de los flujos termoconvectivos, se tratan de determinar 1los valores
criticos de los pardmetros de control, ‘por ejemplo gradientes de
temperatura, capaces de motorizar el proceso.

Si bien este tipo de comportamiento hidrodindmico siempre esté



2
dobernado por una o varias fuerzas motoras, la presencia de otras
propiedades, ya sea del volumen como de la interfaz, puede resultar
un factor gravitante. En particular la existencia de dos viscosidades
superficiales propuesta por Boussinesq (1) a principios de sidlo, es
una cuestidn sobre la que ya no existen dudas, sobre todo desde la
aplicacidén de técnicas experimentales muy precisas, como la dis-
persién de 1luz en interfaces fluidas, y la invencidn Yy me-
Joramiento de dispositivos viscosimétricos mecdnicos. Sin embargo
subsiste alguna indefinicidén sobre el nimero total de dichos coe-
ficientes, ya que se ha propuesto toda una gama de posibilidades, que
partiendo del caso méds simple -una viscosidad de corte y otra
dilatacional- va elevando ese nimero paulatinamente.

Dado que la regidn sobre la que se extiende una interfaz fluida
lejos del punto critico del sistema en cuestién, suele abarcar a 1lo
sumo cien angstroms, los enfoques tedricos deben partir del
reconocimiento explicito de caracteristicas especiales que lg
distinguen; en particular una fuerte pérdida de homodeneidad qué
determina la aparicidn de un comportamiento especial de ciertas
propiedades de la interfaz. En las fases de volumen los coeficientes
fenomenoldgicos en fluidos homogéneos resultan cantidades escalares o
tensoriales, independientes de la posicidén. Sin embargo esa falta de
uniformidad en la regidén de transicidén entre 1las fases puras hace
que, por ejemplo, 1la densidad de masa exhiba alli un brusco
incremento. El tensor de presidén es otra de las cantidades que en el
seno de un fluido es isdtropa, pero que al nivel microscépico de la
interfaz —geheralmente inaccesible~ muestra un comportamiento que se

suele simular por computadora. Los perfiles "analiticos" asi
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obtenidos son luego usados en la evaluacidn de una propiedad
macroscopica como la tensidén superficial. Del grado de acuerdo
alcanzado con 1los valores experimentales se obtiene un método
indirecto de wverificacidén de dicha simulacidén. Esa linea de
pensamiento ha inspirado una parte del capitulo II de esta Tesis, en
el caso particular de 1la viscosidad en una interfasz, cuyo
comportamiento fue evaluado proponiendo funciones analiticas para
modelizarla. Empleando luego las ecuaciones de balance de momento
interfacial o capilar, como también se lo designa, se dispuso de un
medio para realizar aldunas inferencias de tipo cualitativo (2).

Llegamos asi a establecer contacto con 1la discusidén inicial,
pues necesariamente debemos optar por alguna de las formulaciones
existentes de las mencionadas ecuaciones de balance. Dentro de un
enfoque fenomenoldgico, Goodrich (3) ha desarrollado un tratamiento,
a nuestro juicio adecuado, que incorpora varios coeficientes llamados
de ‘“"exceso" superficial, y que oportunamente definiremos con
precisidn. En la regidn interfacial son estas cantidades las que
tendrian sentido fisico, y surgen de una extensidén de 1las ideas de
Willard Gibbs (4) a problemas fuera del equilibrio.

Un cuestidn central que también revisamos en este capitulo, es
el empleo de condiciones de contorno aproximadas, de origen mecdénico,
habitualmente usadas en problemas dindmicos de interfaces fluidas,
provenientes de las ecuaciones de balance de momento capilar:
Resolviendo numéricamente las ecuaciones de Navier-Stokes, estamos en
condiciones de evaluar criticamente la bondad de tales aproximaciones
(2).

En el tercer capitulo nos abocamos a 1la consideracién de una
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inestabilidad termoconvectiva muy particular, 1llamada de Marangoni
(5), que inducida por sesfuerzos de origen termo-mecdnico - debidos a
gradientes de tensién superficial-, conduce a la aparicidn de
estructuras/géselares>de sorprendente regularidad. En particular, y
como una aplicacidén se consideréd el rol de las viscosidades
superficiales de exceso, como agentes capaces de modificar el régimen
convectivo. Previamente y para fijar ciertas ideas Dbédsicas, se
discutieron 1los conceptos generales de estabilidad en sistemas
hidrodindmicos, adimensionalizacidén de ecuaciones diferenciales y sus
coeficientes relacionados y descomposicidén de las soluciones en 1los
llamados modos normales.

Las conclusiones principales (6), obtenidas dentro de un esquema
linealizado a partir de las curvas de estabilidad marginal, fueron
comparadas con resultados previos, destacandose el rol que juegan los
mecanismos disipativos considerados en interaccidn con otras
propiedades interfaciales, como la tensidn superficial.

El cuarto capitulo estd dividido en dos partes. En 1la primera
presentamos una novedosa derivacién de 1la ecuacién de balance
interfacial de energia (7), aspecto esencial en 1la discusidn de
inestabilidades termoconvectivas, como la de Marangoni, estudiada
previamente..En particular se muestra que la ley de enfriamiento de
Newton, de uso generalizado en la literatura (8), no es sino una
version en extremo simplificada del caso méds deneral. Ademds se
incorporan cantidades de exceso superficial novedosas, como calores
especificos superficiales y entalpias superficiales.

Para mostrar que se trata de un formalismo adecuado a la

resolucidén de problemas concretos, en la segunda mitad del capitulo
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se discute un hallazgo experimental reciente (9), donde 1la interfaz
agua-aire con gdases disueltos en la misma, manifiesta un
comportamiento poco usual, desde el punto de vista térmico. Tomando
como base la ecuacidn previamente discutida e incorporando efectos
cruzados, -que acoplan 4dradientes térmicos con gradientes de
concentracidn en la interfaz-, se 1lodgra interpretar adecuadamente
dicho comportamiento cualitativo (10). Md&s aidn, se predice el wvalor
numérico de uno de los coeficientes superficiales incorporados en el
nuevo formalismo.

Por Gltimo en el capitulo quinto, se dan 1las conclusiones
generales del trabajo y se discuten posibles 1lineas de trabajo

futuro.
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II. ASPECTOS DISIPATIVOS EN EL_BALANCE INTERFACIAL DE MOMENTO

I1.1 Introduccidn

En este capitulo se analizan algunos efectos dindmicos de una
interfaz fluido-fluido. La misma cuenta con propiedades reolégicas
dilatacionales, de corte y especificamente viscosidades superficiales
asociadas.

La resistencia de una superficie fluida a la deformacién habia
sido notada ya por Plateau (1), quién infiridé la existencia de una
viscosidad superficial observando los diferentes ritmos de
amortiguamiento que mostraba la aguja de una brujula oscilando en 1la
superficie y en el seno de un liquido, respectivamente. Pero ocurre
que en general todo liquido tiene aldin grado de contaminacién por
sustancias que pueden tener mayor o menor actividad superficial;
luego en la experiencia de Plateau 1la concentracién de estos
materiales depositados en la superficie es distorsionada por la aguja
oscilante, que al inducir un gradiente de concentracidén interfacial
modifica una de las propiedades caracteristicas de un fluido, su
tensidn superficial. Este efecto crea un gradiente de fuerzas a uno y
otro lado de la aguja, el que amortigua su movimiento. Este fendmeno
fue advertido por primera vez por Marangoni (2), luedo bautizado con
su nombre. También contribuyeron a clarificar estos mecanismos
nombres de la talla de Gibbs (3) y Rayleigh (4).

Como se advierte en este ejemplo, un fendmeno en apariencia
simple, puede involucrar varios efectos simultdneos cuando se

consideran las viscosidades superficiales de corte y dilatacional, y
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el efecto Marandoni. Luedo un andlisis de las propiedades reoldgicas,
como opuestas a las propiedades estdticas- tales como tensiodn
superficial-, es esencial para describir adecuadamente el movimiento
de interfaces fluidas.

Una interfaz para ser representada de manera realista, en
general debe considerarse como una regidn viscoeldstica, de modo que
se requiere una combinacién de coeficientes 1ligados no sdélo a 1la
viscosidad, sino también a la elasticidad de la misma. De acuerdo a
la teoria de Poisson de la fricecidn interna en fluidos, la viscosidad
hace que un fluido se comporte como lo haria un sélido eldstico que
fuera repetitivamente licuado por un instante y wvuelto a solidificar
al siguiente, de modo que en cada reinicio del ciclo su
comportamiento seria el de un sélido eléstico libre de deformacidn.
Podriamos pensar que la estructura de un fluido, bajo un ritmo de
deformacidn a, seria equivalente a la de un vidrio sujeto a una
deformacidén Ta, donde T es un tiempo fenomencldégico, que mide cuanto
demora una microestruotura fluida distorsionada en relajar a su con-
figuracidn de equilibrio.

Otra manera de pensar en esto, tal vez mds intuitiva, seria de;
cir que todos 1los materiales se caracterizan por un nimero a-
dimensional, cociente entre el tiempo caracteristico del proceso y el
tiempo de su observacidn. Este nUmero es llamado de Deborah, y su
nombre proviene de un relato biblico segin el cual la profeta Deborah
sefialaba que las montafias fluian frente a los ojos de Dios. Aqui se
resaltaba un concepto que aparece en nuestra discusién; una escala
temporal estaba implicita: las montafias fluian en la escala de tiempo

divino, no asi en la del hombre. Luego, si este numero surde del



9
cociente entre el tiempo en que las particulas permanecen en una dada
configuracion de equilibrio antes de moverse difusivamente a otra, vy
el tiempo de observacidn, del orden de los segundos, resulta que los
s6lidos poseen un numero de Deborah grande, mientras que ese numero
serd pequefio en el caso de los liquidos. Sin embargo es claro que los
tiempos de observacidn pueden disminuirse dependiendo del disefio del
experimento. Entonces, como fue observado hace largo tiempo, wun
fluido es capaz de responder eldsticamente, como un sélido, cuando se
le aplica subitamente una fuerza. A medida que el tiempo transcurre
no soporta el esfuerzo, y en vez de deformarse comienza a fluir.

En suma, el comportamiento de un fluido es de tipo visco-
eldstico. Este hecho ha sido tenido en cuenta en el presente estudio

de la dindmica de interfaces, que es el tema que nos ocupa.

11.2 Los enfoques teéricos existentes

Aunque los efectqs de capas aceitosas sobre el amortiguamiento
de olas superficiales eran conocidos en la antiguedad por los
griegos, la reologia interfacial como una disciplina analitica data
de fines de la centuria anterior y comienzos de la presente, es decir
a partir de las investigaciones de Stokes, Kelvin y Rayleigh. Despusés
de un periodo de inactividad, este tema ha recobrado recientemente un
renovado interés.

En primer término, y ateniéndonos al desarrollo histdérico,
mencionaremos las teorias fenomenoldgicas de la hidrodindmica
interfacial de Levich (5) y Landau (6). Estas suponen que las

ecuaciones hidrodindmicas utilizadas para describir el seno de un
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liquido, valen hasta la interfaz, cuya presencia solamente se traduce
en condiciones de contorno referidas a 1la continuidad de las
variables relevantes del sistema (velocidades, esfuerzos y cantidades
de calor).

Una variante del enfoque anterior 1la constituye 1la 1lamada
hidrodindmica fluctuante linealizada de Landau (ver ref.6, cap. XVII)
en la que aparece un término estocdstico en el tensor de esfuerzos.
Esta idea, recreada recientemente (7), ha servido para comprender
me jor ciertos aspectos, tales como la llamada divergencia logaritmica
del espesor medio cuadrédtico de la interfaz. También en este contexto

fue revisado el modelo de ondas capilares, restaurdndose la

conservacidén de la cantidad de movimiento, violada por el modelo en
su version original al incluirse explicitamente el acoplamiento entre
el seno del liquido y la superficie. La relacidn de dispersidn de
ondas capilares predicha, coincide asimismo con las observaciones.

En la teoria mds refinada de Bedeaux et al. (8) la interfaz se
considera como una superficie singular, dotada de propiedades
superficiales que se eXpresan con la teoria de distribuciones (deltas
de Dirac). Las ecuaciones hidrodindmicas contienen el acoplamiento
entre el volumen y la superficie singular.

Por 14ltimo, otras aproximaciones fenomenolégicas parten de
considerar que la enerdia libre es un dado funcional, por ejemplo del
tipo van der Waals (9), del que 1luego se derivan las ecuaciones
hidrodindmicas de la interfaz.

Un segundo nivel para encarar el estudio de la dindmica interfa-
cial es el mesoscépico. Tal denominacidén proviene del uso de métodos

de la Mecdnica Estadistica, que conducen a un conjunto de ecuaciones
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hidrodindmicas ordinarias para el seno de cada fluido, mds las
ecuaciones superficiales linealizadas. Por ello este método se conoce
como Hidrodindmica Generalizada de Fluidos No-homogéneos. A partir de
los arfios sesenta aparecen los trabajos fundacionales que constituyen
la técnica de proyeccidn de Zwanzig (10) y Mori (11) de 1la Ecuacidn
de Langevin Generalizada.

En este contekto, la interfaz 1lejos del punto critico se
reconoce como una regién difusa con un espesor de decenas de
Angstroms. Como se trata de un enfogque a partir de primeros
principios, una descripcidén molecular permitiria obtener propiedades
macroscépicas en términos del potencial de interaccidn y de funciones
de distribucidn de una y dos particulas. Como se advierte se trata de
un programa ambicioso, pues por un lado provee una Jjustificacidn
microscdpica de las ecuaciones hidrodindmicas "ordinarias”, mAs las
ecuaciones de evolucidén de la interfaz. Ademds permite explorar los
coeficientes de transporte y de intercambio térmico propios de la
regdion interfacial. Los tratamientos méds completos de este +tipo son
los de Baus y Tejero (12), Ronis y Oppenheim (13) y Desai vy
Grant (14). El numero de coeficientes reoldégdicos que aparecen en las
ecuaciones de balance fluctia entre cinco y quince.

Por Gltimo, dentro de esta somera revisidn mencionemos un tercef
nivel de aproximacidén al problema. Se trata de la Teoria Cinética de
Fluidos Densos. En los Ultimos treinta y cinco afios se ha tratado de
extender la ecuacidn de Boltzmann, que es la base para la descripcidén
cinética de las propiedades de gases diluidos fuera del equilibrio.
Este intento por abarcar también a fluidos densos ha conducido a

algunos resultados interesantes, pero no puede decirse que exista una
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tecria sistemdtica. Una interesante recopilacidn al respecto es la

hecha en el trabajo de Jhon et al. (15).

I1.3 El trabajo experimental

Pasemos ahora al segundo aspecto relevante en reologia
interfacial: la determinacidén experimental de algunas propiedades
viscoeldsticas. Las primeras observaciones, sobre todo de viscosi-
dades, se caracterizaron por ser bdsicamente cualitativas, hechas con
técnicas que no permitian medidas precisas de valores absolutos. Esta
situacidén se ha venido modificando con el desarrollo de instrumental
adecuado a estos fines. Un incentivo innegable ha sido el valor
econdmico que esta informacidn genera, p.ej. en la recuperacidn
asistida de petrdleo mediante el uso de surfactantes (materiales
activos en la interfaz), en procesos donde se realice la separaciodn
de fluidos, etc.

Un tema abarcado por muchos tratados de fisicoquimica es el de
la medida de la tensidn superficial, parametro de gran importancia en
el comportamiento de un fluido. Entre los métodos convencionales se
cuentan el del anillo, el de la gota rotante (spinning drop), el de
la gota suspendida (pendant drop), etc. Una revisidén de varios de
estos métodos cldsicos se encuentra por ejemplo en el libro de Davies
y Rideal (16).

Més recientemente se han incorporado los métodos Spticos en su
determinacidn, demostridndose una especial adaptabilidad de los mismos
en la medida de tensiones ultrabajas, problema de particular interés

en la generacidn de microemulsiones.
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Pasemos entonces a discutir brevemente las determinaciones
experimentales de pardmetros dindmicos como las viscosidadgs superfi-
ciales, ya que los mismos serédn objeto de mayor andlisis en el resto
del capitulo. Primero veamos los métodos hidrodindmicos o viscosi-
métricos, para luego pasar a la técnica ya citada de dispersidn de
luz en interfaces fluidas.
Los modelos Newtonianos de una interfaz plana requieren al menos
la introduccidén de dos viscosidades, una asociada con su dilatacidn y
la otra con esfuerzos de corte en el plano que la contiene. La medida
de cualquiera de ellas se ve facilitada por un disefio experimental
que suprima el movimiento asociado con la otra. Para la viscosidad de
corte, los dos instrumentos que pasamos a describir 1lodran este
efecto. El mds antiguo es el viscosimetro de canal angosto de Burton

et al. (17), ilustrado en la Figura 1.

tanal

‘§é§§§§§§§§S> e Qi

T D

ranura

)
A
’

piso rotante

Figura 1. Viscosimetro superficial de Schechter, Burton y Mannheimer.

Un canal circular de ancho a se llena con el sistema de dos

fases, por ejemplo aire/agua o petrdleo/agua. El piso del canal ests
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separado de las paredes del mismo por una estrecha ranura, pudiendo
asi rotar a un ritmo estacionario. El1 movimiento del fluido adyacente
a la base es transmitido a la interfaz por arrastre viscoso.
Comparando las velocidades de una particula marcada de 1la interfaz,
antes y después de agregar un surfactante, tenemos una medida de la
viscosidad de corte, que en esta geometria resulta:

I I1 o)
=_a(u+n )[@_]
s . Vm
con:
I
M
II
M

:viscosidad de corte de la fase I
:idem anterior para la fase 11
VYm :velocidad de la particula marcada sin surfactante

0 . .
Vm :idem anterior pero con surfactante.

La caracteristica saliente de este viscosimetro es que el
movimiento de la interfaz se genera lejos de 1la misma. Por el
contrario, en el viscosimetro superficial de Goodrich et al. (18), el
movimiento se produce en la interfaz y se propaga hacia las fases

adyacentes. Su disefio esquemdtico aparece en la Figura 2.

2a >

II

Figura 2. Viscosimetro superficial de cuchilla de Goodrich et al.

Un vaso cilindrico de radio a estd dividido en dos rediones
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conteniendo fases diferentes. En la estrecha hendidura circular que
separa ambas mitades se ajusta una afilada cuchilla 1libre de rotar
alrededor del eje del cilindro. Con la cuchilla en contacto con la
interfaz y rotando con un periodo P, el movimiento se propaga al
interior del vaso por arrastre viscoso. 8Si colocamos una particula
marcada en la zona interfacial, la misma ha de evolucionar alrededor
del eje con un dado éeriodo. Si antes de colocar un surfactante, el
periodo de la érbita circular de la particula es Pw, y después de
contaminar la interfaz es P, la viscosidad superficial de corte viene

dada por:

N= 0.5631 (uI+ .u.II)a PC (-11; - %0)

Los viscosimetros descriptos provocan un esfuerzo de corte en la
interfaz sin dilatarla. El1 wviscosimetro dilatacional superficial
ideal seria aquel que 1la dilatara isotrdpicamente sin provocarle
corte. Un disefio de tales caracteristicas todavia esté por
construirse. Sin embargp muchos trabajos experimentales de este tipo
se han realizado en un canal de Landmuir con geometria rectilinea, en
el que se inserta una placa de Wilhelmy. La medida de 1las presiones
superficiales cuando la placa es paralela al eje del canal y cuando
es perpendicular al mismo, permiten encontrar el valor de (K#ﬁ), don-
de K es la viscosidad superficial dilatacional. Luego, vemos que en
esta clase de experimentos existe siempre una contribucién de corte,
que el experimentalista cuidadoso tratard de minimizar, o de
cuantificar separadamente.

Los métodos experimentales hasta aqui enumerados se disefiaron

para medir propiedades reolégicas de liquidos contaminados, o
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monocapas insolubles. Otro método ya citado, el de dispersidn de 1luz
en interfaces, permite deterﬁinar coeficientes reoldSgicos
superficiales, no solamente de fluidos contaminados, sino también de
ligquidos puros (19).

El espectro en frecuencia de la luz dispersada por la superficie
permite obtener con buena precisicdn medidas de tensidn superficial vy
viscosidad volumétrica. Refinando el andlisis de dicho espectro se
puede cuantificar la contribucidén de 1los pardmetros superficiales.
Con este método se han estimado la viscosidad dilatacional como asi
también otro médulo de viscosidad transversal, que aparece como luego
veremos, en la formulacidn de Goodrich (20) del balance de momento
interfacial. Sobre 1la existencia de este ultimo coeficiente en
interfaces limpjias, existe cierta controversia ya que los valores
medidos se encuentran dentro de la precisidn experimental usada (21).
La constante evolucidén de las técnicas de medida seguramente permi-

tird esclarecer este punto en un plazo cercano.

I1.4 Balance de momento interfacial.

De la discusidn que venimos haciendo se desprende que una teoria
de la dindmica interfacial debe incluir al menos los coeficientes
viscoeldsticos de 1los que hoy en dia da cuenta la evidencia
experimental.

Consideraciones puramente geométricas y dindmicas permitieron a
Boussinesq (22) ya en 1913 hablar de viscosidades superficiales vy
caracterizar mecdnicamente a una interfaz por una propiedad dei

equilibrio estdtico: su tensidn de superficie, y por dos coeficientes
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relacionados con su comportamiento de flujo: las viscosidades de
corte y dilatacional.

Contemporéneamente, hasta los ochenta, el trabajo mds satis-—
factorio sobre transporte de momento en un contorno fluido fue el de
Scriven (23) quien propuso tratar a la interfaz como una superficie
geométrica carente de espesor. Ademds la materia que yace en este
mundo molecular bidihensional seria un fluido isotrdpico continuo. A
partir de alli lo que hace Scriven es encontrar el andlogdo en dos
dimensiones de las ecuaciones de Navier-Stokes de 1la hidrodindmica.
El dltimo paso que completa su trabajo consiste en vincular esta
formulacidén intrinsecamente interfacial, con 1las variables tridi-
mensionales oorrespondientes a las fases de volumen adyacentes. De
alli surdgen condiciones de contornoc adecuadas para la resolucidén de
distintos problemas hidro-termodindmicos.

En un trabajo més reciente, Goodrich (20) ha extendido 1la idea
de Scriven en dos aspectos fundamentales. Primero, supone que un
sistema de coordenadas puede ubicarse en la regidn interfacial, dé
manera que las ecuaciones constitutivas sean tangencialmente
isotrdpicas (lo mismo hizo Scriven) pero agregando anisotropia en
direccidn normal al plano que la define. Esta nueva simetria
rotacional cilindrica alrededor del eje normal, al marcar una
no-uniformidad direccional resulta fundamental pues permite 1la apa-
ricidén de nuevos coeficientes reoldgicos superficiales. La simetria
esférica es restaurada cuando nos adentramos en el seno de 1los
fluidos adyacentes a la interfaz, reduciéndose consecuentemente el
nimero de coeficientes viscoeldsticos.

El segundo aspecto remarcable del trabajo de Goodrich es 1la
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identificacidn de los coeficientes de viscosidad superficial como

cantidades de transporte de exceso capilar. En este sentido, extendiéd

las ideas de Gibbs (24) sobre termodindmica capilar. Al definir estas
cantidades de exceso, se eliminan los detalles microscdpicos de 1la
capa interfacial, cuyas propiedades son asi intedrales definidas en
las decenas de Andgstroms que abarca esa regicon difusa,

Con este marco, el trabajo de Goodrich provee de un conjunto de
ecuaciones mads complejo que el usado habitualmente en la solucidn de
problemas de reologia superficial. Es destacable que algunos de 1los
coeficientes propuestos se hayan podido identificar en experiencias
de dispersidon luminosa. Esta teoria fenomenoldgica ha tenido el gran
mérito de sefialar a los experimentalistas el camino para una correcta
interpretacidn de sus resultados. Existen teorias en principio més
rigurosas, que ya hemos citado en la introduccidén. Tal el caso de la
realizada por Baus y Tejero (12). Es mi opinidn sin embargo, que en
ella aparece un numero excesivo de coeficientes viscoeldsticos
(quince exactamente), muchos de ellos de dificil asimilacidn con
cantidades experimentales. Es por ello que se requerird ain de un
mayor esfuerzo para implementar préacticamente estas expresiones

demasiado formales.

I1.5 El sistema estudiado.

En el resto del capitulo, y partiendo de las expresiones
obtenidas por Goodrich, desarrollaremos una investigacidn para
determinar la aplicabilidad de una de sus condiciones de contorno

interfacial, la de balance de momento. Ademdés se establecerd la
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plausibilidad de cierto comportamiento a nivel microscdpico, para uno
de los coeficientes de viscosidad definidos por Goodrich.

El sistema elegido es el formado por dos liquidos puros en flujo
estacionario dentro de un canal, que limitan una regidn interfacial
inhomogénea. Esta geometria puede asimilarse a una seccidén del
viscosimetro de Burton, ya descripto en la introduccidén de este capi-
tulo, suponiendo que al omitir la curvatura del canal se conservan
las caracteristicas esenciales del flujo. Para este sistema resol-
vemos el campo de velocidades en forma numérica, usando las
ecuaciones hidrodindmicas ordinarias, en el dominio de la
interfaz (25). Sin embargo para obtener su solucidén se requiere
informacidén microscépica, ¢generalmente no accesible, sobre el
comportamiento funcional de las propiedades del fluido en 1la zona
inhomogénea. Aqui se presenta una dificultad, ya que si bien es
considerable el conocimiento de que se dispone sobre los perfiles de
densidad (26), es casi nulo el referido a los coeficientes
reoldgicos, como la viscosidad de corte. Por ello la idea
desarrollada en este trabajo fue 1la de proponer algunos perfiles
analiticos para la viscosidad de corte, como una manera indirecta de
sopesar su influencia sobre el campo de velocidades hallado.

Por otro lado se calculd el balance de momento usando la
condicidén de contorno aproximada de Goodrich, de amplia difusidn
entre los hidrodinamicistas. Finalmente se discute 1la validez del
modelo de Scriven de interfaz plana, sin espesor, pero asigndndole un
valor eficaz de viscosidad superficial.

En las secciones siguientes desplegamos los pasos enunciados.
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IT1.6 Descripcidn del sistema.

Sean dos fluidos que 1imitan una regién interfacial plana,
paralela al plano xy, cuya inhomogeneidad aparece cuando nos movemos
en la direcciodn z, normal a la misma.

Un canal contiene 1los fluidos que se mueven en régdimen
estacionario. Las paredes del canal se consideran fijas, mientras que
el piso se desplaza con una velocidad V... La profundidad total del
liquido se fijo en 100 Angstroms de los cuales 10 corresponden al
espesor interfacial. El ancho del canal es de 200 Andstroms, y se lo

supuso ilimitado en la direccidn x.

El movimiento del piso por arrastre viscoso es transmitido a las

capas adyacentes de liquido. La Figura 3 muestra el sistema elegido.

Njg<

Figura 3. Canal con los fluidos en movimiento por arrastre viscoso.



A continuacidn buscaremos el perfil de velocidad en todo punto
del fluido, en particular para el dominio de valores de z

correspondientes a la interfaz.

11.7 Ecuaciones de balance de momento capilar

En su forma final las ecuaciones dadas por Goodrich, que aqui
reproducimos, son:

Direccidn normal:

11
— — = - RBo o] _
Pagly * 2H [y + (Kg= M) 0°1 + 2nB°+ My & (V305 (=0 (2.1)
Direccidn tangencial:
- L + k6% + 1 e ) 4 KOV -
3a I + Sua L } g «,B,0 o
O O
~ o9 . " 9 o .V v . B, _
nN[:ZHo 3+a653+2v (2H ba+bﬁba]_0 (2.2)

En el apéndice, donde detallamos la notacién de este capitulo, se
precisa el significado de los simbolos usados en las ecs. (2.1) y
(2.2).

Donde veamos el superindice cero aplicado a una velocidad se
deberd entender que se trata del valor de la magnitud en cuestiodn,

experimentalmente observado en la regidn interfacial. Luego vamos a
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analizar este enunciado de Goodrich y a precisar sus alcances.
Los cuatro coeficientes de viscosidad superficial definidos por
Goodrich como cantidades de exceso capilar, se indican en la
Figura 4, asociados con una clase particular de movimiento de wun

elemento de volumen de la interfaz.

ESFUERZO SIMBOLO VISCOSIDAD SUPERFICIAL DE:
-
- -
[iij n Corte tangencial
4
y - F::j K Dilatacion tangencial
"
| ; ﬁN Corte normal
t
‘\—/
[ijj ﬁﬁ Dilatacion normal
Los que resultan familiares son N y K , viscosidades su-
perficiales de corte y dilatacional, respectivamente, conocidas ya

desde los trabajos de Boussinesq, como se sefiald en la introduccidn.
Las nuevas cantidades de exceso, ﬁm ¥ K que surgen de la teoria de
Goodrich recién comienzan a ser medibles con las técnicas més
refinadas de dispersidn de luz (19,21).

Antes de abordar la solucidn de las ecuaciones hidrodindmicas
expliquemos el concepto de cantidad de exceso superficial o capilar,
expresion que hemos venido usando reiteradamente.

Siguiendo a Gibbs, localizamos la interfaz en una regién difusa

de espesor e tal que en el dominio -e<z<e se localiza la pérdida de
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uniformidad del fluido mientras que por fuera tenemos 1las fases
puras. Cualquier coeficiente, llamémoslo C, gque aparezca en las
ecuaciones hidrodindmicas depende en general de z, adoptando lejos de
la interfaz los valores constantes del volumen, C+ =££?NC(Z). En el
espesor interfacial, por el contrarioc se observa que C varia con 2 al
pasar de un valor asintdético al otro. Los detalles de dicha variacidn
son eliminados con la construccidn de Gibbs, que introduce wun valor
de referencia discontinuo Cwu, correspondiente a un salto abrupto de
una fase pura a la otra. Asi resulta que Cu=C+. 0O.(z) + C. O (z) donde
8.z 1-0--(z)=H(z) es la "funcidn" escaldn de Heaviside, ©0.(z)=1, para
2>0 y cero si1 z<0. Queda definida entonces una propiedad intedral,

que es el valor de exceso superficial,

¢ =", dz 1c@) - o=

En la Figura 5, el Area sombreada representa el valor de exceso de

una cierta densidad de masa.

p(z)

©

[ V) [ e

LY
N

c

Figura 5. La zona rayada suestra el exceso superficial de masa

adsorbida en una interfaz
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Adviértase que una porcidén contribuye con signo contrario al de

la otra, de modo que desplazando el plano 2=0, llamado plano de

Gibbs, podemos conseguir que o0=0. Esta es la condicién de adsorcidn

nula que usara Gibbs en su formulacidn de la termodindmica local, ¥y

que estd también implicita en las ecs. (2.1) y (2.2) de Goodrich (de
otro modo apareceria la derivada temporal de la velocidad).

Otro detalle qué queremos destacar es que las cantidades de
exceso superficial, no poseen las mismas unidades que las co-
rrespondientes al seno del fluido. Asi, para 1la viscosidad vo-
lumétrica las dimensiones son ML"*T"*, en tanto que para las
viscosidades superficiales corresponde MT~*, que en el sistema c.g.s.
se denomina poise superficial (surface poise 6 s.p., en inglés).

Hechas estas precisiones, retomemos entonces el andlisis de las
ecs. (2.1) y (2.2) de balance interfacial de momento. Méds que su
forma tensorial compacta, veamos su realizacién explicita para el
caso que nos ocupa.

El fluido se mueve a lo largo del canal en direccidn x. Entonces

Vv=Vz=0 y Vx es s6lo funcidn de las coordenadas z e y.La interfaz es
plana, paralela al plano 2=0, de modo que HY=E®=09=EY=0, v de la ec.
(2.1) para la condicidén de contorno (de aqui en mds C.C.) normal, se

obtiene que: -

De la ec. (2.2) para la C.C. tangencial, se concluye que:

11 oY a“VR

— + N — = Q
ox oy

I QXX L
oz

II QXx
0z

donde ﬁ »la viscosidad superficial de corte tangencial, se de-
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fine como:

11 1
A= L dz [w’(z) - (0, (2)+ po_(2))]

Para simplificar atn més el andlisis, consideramos que la
tensidn superficial es constante, excluyendo de este modo la
consideracién de esfuerzos del tipo Marangoni, de los que hablamos en

la introduccidén. Asi la ecuacidén anterior se reduce a:

(2.3)

Esta ecuacidn, en adelante sera ilaﬁada la C.C. aproximada. En
efecto, en su derivacidén Goodrich ha tenido en cuenta la continuidad
de los dgradientes tandenciales de velocidad, asi como sSu caracter
suave, hipdtesis cuyo uso luego se generalizd, apareciendo en otros
tratamientos tedricos, por ejemplo el de Baus y Tejero (12).

Las derivadas normales del vector velocidad, por el contrario se
suponen macroscopicamente discontinuas.

Otra manera de obtener una ecuacidn similar a la (2.3), pero sin

hacer las aproximaciones de Goodrich, seria partiendo directamente de

la ecuacidén de Navier-Stokes para el seno de un fluido (27), es
decir:
o(2) %(X’y’z‘t) = —Vp + div [2u(z)(Grad V)] (2.4)
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con:
V: velocidad de la particula fluida,
P : la presion,

p(z) :la densidad de masa,

u(z) :la viscosidad, y

1 = oVa, oVR 1 dVa _
-2- { &B-*- -O—}Ea ] - -3— GQB p s (a,8 =1,2,3)

s
(Grad V)
a =1 oxy

B

donde los coeficientes ¢ y u ahora dependen de z. Suponemos valida
esta ecuacidn también en la regidn interfacial (25). Para el problema
particular que nos ocupa, en régimen estacionario y sin gradientes de

presion aplicados, la ecuacidn (2.4) se reduce a:

2
o Vx o) ovVx _ (2.5)
n(z) 5 (y,2)+ Y (u(z) Ep (yv,2)]= 0

oy

Integrando la ecuacidn (2.5) una vez segin z entre los limites I
y II de la interfaz, tendremos una condicidn de contorno similar a la

dada por la ec.(2.3), pero sin haber hecho las hipdtesis formuladas

por Goodrich, es decir:

II

II QXX
oz

I QXX

I J 11 : 62Vx (2.8}
v + 1 u(z) 9 (y,2) dz =0 .

A partir de ahora la ec.(2.6) sera la C.C, exacta, para dife-

renciarla de la ec.(2.3) de Goodrich. Este procedimiento se adaptaria
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al tratamiento de toda clase de fluidos ya que 1la inhomogeneidad
entraria via los coeficientes fenomenoldgicos. Suponiendo vdalida la
hipdtesis de Alder (25) sobre la extensién a regdiones microscdpicas
de la ecuacidn de Navier-Stokes, esta seria la forma mds general de
tratar la dindmica de un fluido.

En la ec.(2.6) también hemos supuesto que u(z) era equivalente a
la funcidén n’(z) de Goodrich, que en total distinguid cinco
coeficientes reoldgicos dentro de 1la interfaz, Cuyos excesos
capilares le permitieron definir 1los coeficientes que ya enu-
meramos, es decir M, K, TMn y Kn , de 1los cuales sdélo estamos
considerando el primero.

Resumiendo entonces, resolveremos numéricamente la ec.(2.5) que
nos proveerd del campo de velocidades con el cugl comparar las C.C.
aproximada y exacta. El mismo procedimiento se repite para cada uno
de los perfiles de viscosidad propuestos. Evaluando entonces lg
AV x /Ay T=0" (0,2 0) /0y* ,podemos efectuar el calibrado del punto zo,
que corresponde al va;or "macroscopicamente observado”, sedgin lo
enunciado por Goodrich. Eh una interfaz difusa que puede alcanzar la
centena de Andstroms, esta afirmacidén es un poco vaga. Por 1lo tanto
hemos de mostrar que con una adecuada seleccidén de =zo se logra un
buen acuerdo entre las ecs. (2.3) ¥ (2.6), al menos para uno de los
perfiles de viscosidad propuestos. Este criterio también nos permite
conjeturar el comportamiento cualitativo de la misma.

Comenzamos proponiendo una solucidn separable para el campo de
velocidad, de manera de escribirla Vx(y,z)=F(y).G(z). La ec.(2.5) se

convierte asi en el sistema:



GZZ(Z) ' uZ(Z) GZ(Z)

bt —_— = e— = A

G(z) © Wtz @@ con a8
F_(¥) P
ECAN

F(y)

con A la constante de separacidn.

Las condiciones de contorno que imponemos sobre Yx son:

i) G(O).F(O0)= Y
ii) F(yo/2)= 0O

iii) G(z«x)= O.

28

donde i) indica que la velocidad del piso, medida en el punto medio

del canal es Vo, ii) implica adherencia del liquido a las paredes del

canal y con iii) sefialamos que lejos de 1la interfaz se anula
componente z de la velocidad de arrastre.
Una solucidén para F(y) compatible con 1las condiciones

contorno i) y ii) es

F(y)= E_ (V,/G(0)) cos(yh_ ¥) ; VA, =20 1)2
(o]

Para el primer modo (n=0), la expresidén se reduce a

F(y)= (Vb/G(O)) cos(x y/yo)

la

de

La conjetura anterior es plausible si pensamos que la velocidad

no presenta puntos de inversidn; el flujo resultante se muestra
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esquemdticamente en la Figura 6.

Figura é. Perfil de velocidad seqin y de acuerdo a la solucidn del

aodo cero
Pasamos ahora a la ecuacidn en z, que resulta

= =0 (2.7)
Gzz(z) + d(z) Gz(z) Ao G(z)

d
con: d(z)zazln “(Z)

2
>\0= (x/yo)

Es evidente que la derivada logaritmica d(z) se anula cuando la
viscosidad asume los valores constantes del seno de los fluidos, u* y
u**, mientras que en la regidén interfacial serd funcidén de z. Antes
de hablar de los perfiles usados, hagamos en la ec.(2.7) un pequefio
cambio que nos permitirad normalizar las' condiciones de borde. En

efecto, si definimos una funcidn auxiliar £f(z)=G(z)/G(0), la ec.(2.7)
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se convierte en

f (z) + d(z) £ (z) - X\ f(z2) =0
zé Z o (2.8)

con £f(0)=1 y f(zx)=0. Asi nos independizamos del wvalor de 1la ve-
locidad del piso V.. Digamos por uGltimo qQue se empled en la
resolucidn de la ec.(2.8) el método Victor Pereyra de diferencias

finitas con correcciones diferidas (28).

I1.8 Perfiles de viscosidad propuestos

Se consideraron las dos situaciones siguientes
a) Perfil suave.

El escaldén formado por las viscosidades u* y u** se interpold
por una funcidn suave del tipo fangente hiperbdlica. Concretamente se

tomé y1=3 y la funcidn usada junto con su derivada logaritmica, es:

u(z):uI [ th(0.3(z-35))}+2 ]

0.3 sech2 [ 0.3(z-35) ]

d(z)= 2 + th [ 0.3(z-35) ]

La Figura 7 muestra las gréficas de ambas funciones.
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Figura 7. Perfil suave de viscesidad y su derivada logaritaica.

b) Perfil abrupto.

La posibilidad de tener variaciones abruptas de la viscosidad de
corte en la interfaz, se contempld a través de una funcidén con un
maximo ajustable. La Figura 8 muestra el aspecto de la funcidn que se
empled para generar el perfil; el madximo de la misma se encuentra en

X»=-b/c y la pendiente en ese punto es nula asi como en el origen.

Y

-blc X

Figura 8. Funcién analitica usada para modelar el perfil abrupto
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Asi se compuso una funcidn analitica que resultd continua,

siéndolo también su derivada. Las expresiones analiticas del perfil y

de su derivada logaritmica, tomando v1=5 , resultan:

ul [(2-30)° expl- gl (z-30)+ 1] , 30<z<37
n(z)
5 uI [(40—z)b2 expl- gﬁ (40-z)+ 1] , 37<z<40
bl [1 —(2-30)/7
(z-30)+ expl -?i <zi30)]); 2<z—30)b1‘1] e
d(z) <

b2 [(40-z)/3 -1]
(40-2)+ exp[ gg (40-2)] / [(4o~z)b2"1]

37<z<40

El aspecto de ambas funciones, se aprecia en la Figura 9.
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Figura 9. Perfil abrupto de viscosidad y su derivada logaritmica.

El médximo de la misma depende de un pardmetro adimensional vy (no
confundirlo con tensidén superficial), que en la solucidn numérica del
problema hemos variado entre 20 y 1000, para cuantificar distintos
grados de contaminacidn interfacial.

La condicidén de continuidad impuesta a u(z) en el méximo, fijado
en zm=37 X, determina los valores de bl y b2. En efecto:
1n (y-1) _ln (v/y1 - 1)

bl= T (77e) b2= =1 (3/e)

Recordando las caracteristicas de la funcidn generatriz, resulta que
bl y b2 deben ser mayores que uno, lo que impone las siguientes cotas
> 2,1 v1> 3,86,

En todas las ejecuciones del programa de cdlculo se utilizdé un
reticulado de 3000 puntos, para asegurar el gdrado de detalle

necesario, sobre todo en la interfaz.
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I1.9 Resultados numéricos

Comparando las ecs.(2.3) y (2.6), buscamos en cada caso el valor
de zo con el que se lodgra minimizar la diferencia entre ambas. Los
resultados numéricos para el perfil suave se agruparon en la Tabla I.
La aproximacidén de Goodrich en este caso es pobre cualquiera sea el
punto elegido. La tabla sélo muestra los casos particulares en que
coincide con los limites de la interfaz, eleccidén que podria ser de
interés experimental.

La Tabla II refleja los resultados de ambas condiciones de
contorno cuando el perfil considerado es el abrupto. Fueron
seleccionados valores de gamma que difieren en tres J&rdenes de
magnitud. Se obtuvo un resultado interesante eligiendo ze=2z'*, siendo
z’? el limite superior de la interfaz, es decir el més alejado del
piso mévil. En efecto, en este caso el acuerdo entre ambas
expresiones fue del orden del 4% con escasas variaciones a pesar de
la dispersidén en los valores de gamma. Recordamos que con ¥y mediamos
la amplitud del mdximo valor de viscosidad que adopta el perfil
abrupto. Otras elecciones de la posicidn de zo dentro de la interfaz,

mostraron un acuerdo mas pobre entre ambas C.C:

Tabla
Resultados nuséricos de las C.C. exacta {ec.(2.3)) y aproximada {ec.{2.6)) para un perfil de

viscosidad de corte suave.

8o =0.0031392° A, (2) = 0.0017676* A, (zn) = 0.0012606
Ay =43.7%¢ A% = 59.8%
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Tabla II

Las micmas C.C. que en la Tabla I pero para el perfil abrupto.

A i

Y [ Ay(z)? Ay(zn) (%) (%)
20 0.004914 0.005872 0.00465 19.5 54
50 0.008595 0.01046 0.008198 21.7 4.6
100 0.012639 ' 0.016 0.01211 26.6 42
500 0.02302 0.03784 0.02207 64.4 4.1
1000 0.026149 0.054695 0.02506 109.2 42

* 8o = 1" (30/32)lu — 7' (8v/02));.
" 8iz) = =0 @0/aX0, 27 = [ (e
et = (& ~ /g 100.

I1.10 Discusidn de los resultados

A la luz de los resultados obtenidos en este problema simple de .
flujo, podrian hacerse aldunas reflexiones. En primer término, hemos
querido comprobar la bondad de la ecuacidn (2.3), de amplio uso entre
los hidrodinamicistas, y que de hecho se usa aqui para definir la
viscosidad superficial de corte. Las aproximaciones involucradas son
de uso muy difundido en otros tratamientos, tanto microscdpicos como
fenomenoldgicos.

Por otro lado en la ecuacidn integrodiferencial (2.6), propuesta
aqui, hemos debido suponer un dado comportamiento de la viscosidad de
corte dentro de la interfaz.

Para el perfil suave se encontrd que ambas ecuaciones diferian
en el orden del 50%, y que este error no podia disminuirse cualquiera

fuera la localizacidn del punto zeo en que se evalla el gradiente de
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velocidad de la ecuacidn fenomenoldégica de Goodrich. Una de sus
suposiciones fue acerca de 1la suavidad de estos gradientes tan-
genciales a la interfaz, la que fue comprobada durante el proceso de
cdlculo. Entonces podriamos inferir que alguna caracteristica del
perfil de viscosidad fue responsable de esta pobre coincidencia.

Por otra parte‘cuando empleamos el perfil abrupto encontramos
que el punto zo es ei borde interfacial que limita con la fase
superior a la que hemos llamado fase II. Se observa en este caso que
el gradiente '"macroscdpico” (utilizando la expresidén de Goodrich)
optimiza el acuerdo entre ambas expresiones de la condicidn de
contorno. Ademds, y esto es llamativo, el error casi no varia aun
cuando el médximo de viscosidad aumenta en varios drdenes de magnitud.
Esto revelaria cierta caracteristica intrinseca en 1la forma del
perfil. Los siguientes argumentos pueden ensayérse a modo de ex-
plicacidén de lo anterior.

En efecto, de ciertos experimentos (29) se sabe que la
viscosidad en fluidos densos homogéneos coincide mondtonamente con el
perfil de densidad. También en sistemas mds complejos como las
microemulsiones, se ha mostrado (30) que algunos perfiles de densidad
(petrdleo—agua-surfactante) se comportan funcionalmente como nuestro
perfil abrupto (al menos cualitativamente). Luego es razonable
suponer que los perfiles de viscosidad pueden acompafiar a los de
densidad también en la regidn inhomogénea de la interfaz.

Subsistiria la duda, sin embargo, respecto de los sistemas con
escasa concentracidn de surfactantes, ya que entonces el perfil suave
deberia describir mejor el comportamiento de 1la densidad, y por

extensidén el de la viscosidad. Al respecto habria que sefialar dos
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cosas: a) subsiste la duda ain sobre si una superficie 1limite entre
dos fluidos, limpia de todo contaminante , tendria wuna viscosidad
superficial. La evidencia experimental, como ya sefialamos, no es
concluyente al respecto y en ciertos enfoques tedricos se d&4d por
sentado que no deberia poseerla, b) ain admitiendo una baja
concentracidn de surfactantes, el comportamiento muchas veces
observado es el de uﬁ fuerte aumento de la viscosidad efectiva en 1la
interfaz (31). Recordando que esta viscosidad superficial es una
propiedad integral, nuevamente un perfil abrupto como el propuesto,
podria dar cuenta del comportamiento observado, en tanto que un
perfil suave puede inclusive conducir a un valor préacticamente nulo
(ver el ejemplo de la Figura 5).

En definitiva las conclusiones derivables de nuestro trabajo
numérico, no entran en contradiccidén con lo observado experi-
mentalmente ni con ciertas predicciones tedricas sobre el
comportamiento de la viscosidad en 1la interfaz. No quisiera, sin
embargo, dejar de seﬁalgr que nuestro propdsito fue sdélo el de
predecir cualitativamente un comportamiento, nunca el de hacer
estimaciones numéricas precisas sobre estos coeficientes.

Ademds, y por Gltimo, suponiendo que la técnica experimental se
refinase lo suficiente, podriamos decir entonces que la ecuacidén de
Goodrich es una muy buena aproximacién fenomenoldgica de la C.C. de
transporte de momento tangencial a la interfaz, siempre que el punto
en que midamos el gradiente de velocidad sea el limite superior de la

region inhomogénea.

I1.11 Otro_esquema fenomenoldgico
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Con el propdsito enunciado al comienzo de comparar distintas
aproximaciones existentes a 1la C.C. de balance de momento in-
terfacial, veamos el esquema fenomenoldgico de Scriven. Como
sefialamos, en su trabajo se supone a la interfaz como un plano
geométrico, provisto de propiedades efectivas, que determinan su
comportamiento reoldédico. Resulta entonces que el conjunto de
ecuaciones que describen la dindmica del sistema es el formado por la
ecuacidén de Navier-Stokes para las fases puras,-en nuestro caso la
ec. (2.5) en las regiones I y II-, suplementada por la C.C. para la

interfaz, que en la formulacidn de Scriven se lee:

I 2.,0
+ N O—\zlx

ef oy

II

I1 oVx (2.9)

oz

I sz
oz

(O,zﬁ) =0

donde con Nef designamos el wvalor efectivo de la viscosidad
superficial de corte, y z=s designa el punto donde localizamos la
interfaz, que en nuestro caso se fijé en 35 A.

Para establecer una comparacidn, ¢1egimos el valor de nNef como
el que corresponderia al exceso superficial de uno de 1los perfiles
abruptos de viscosidad propuestos en nuestro trabajo. De este modo
resolviendo en forma exacta las ecs. (2.5) y (2.9) obtenemos el camp6
de velocidad segin z para el mismo sistema que antes analizamos
cuando inspeccionamos numéricamente la aproximacidn de Goodrich. La
Figura 10 muestra ambos perfiles en forma conjunta, indicando sobre
el que corresponde a la solucion de Goodrich el valor de gamma

elegido, y sobre el de Scriven el valor efectivo de viscosidad.
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Figura 10. Perfil de velocidad para l2 c.c. de Scriven junte a2l praoviste por la c.c. de Goodrich

Como se comprueba en la grafica, las discrepancias entre ambos es-
quemas fenomenoldgicos no son severas, mostrando la solucidn de
Goodrich un grado de detalle superior en la zona interfacial.

Otro aspecto que se advierte, y mds marcadamente en el caso de
Scriven, es la discontinuidad en los gradientes de velocidad normales
a la interfaz, que dijimos era una de las hipdtesis centrales en la

formulacidén del balance de momento.
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11.12 Apéndice
De acuerdo a lo dicho en 11.7, vamosv a detallar 1la notacidn
empleada en las ecuaciones de balance de momento capilar (2.1) ¥y
(2.2).
Siguiendo el trabajo de Goodrich (20), el signhificado asignhado a

los distintos simbolos usados es el siguiente:

Sy tensor del ritac de deforeaciones

bea coaponentes de la segunda forma fundamental de una superficie
B contraccién de b= con las componentes superficiales de Saa

b determinante de la sequnda forma fundamental

Pu vector tangente 2 la superficie

Q14 tensor métrico

H curvatura sedia de una superficie

K curvatura Baussiana de una superficie, K=bfg

n versor noreal a la superficie

Pis tensor de preciones

9 ritmo de dilatacién del drea superficial

ut coordenadas en la vecindad dé la intertfazy ud es normal a la interfaz

Ve, a)ye derivada sequnda covariante de V, respecto de R y o



10.

11.
1.2,
13.

41

Referencias Bibliograficas del Capitulo II

Plateau, J.A.F., (1869),Phil. Mag., Ser.4, 38, 445;
(1872),Bull. Acad. Belg., Ser.2,34, 404;
(1879),Bull. Acad. Belg., Ser.2,48, 106.
Marangoni, C.G.M;, (1871), Ann. Physik (Poggendorff), 143, 337;
(1878),Nuovo Cimento, Ser.3,3, 50;
(1879),Beibl. Ann. Phy. (Poggendorff),3, 842.
Gibbs, J.W., (1878), Trans. Connecticut Acad.,3, 343;
Rayleigh, J.W.5., (1890a),Proc. Roy. Soc., 47, 281, 364; 48, 127;I
(1890b),Phil. Mag., Ser.5,30, 386.

Levich, V.G., (1962), "Physico-chemical Hydrodynamics", Prentice

' Hall, Londres.

Landau, L. y Lifshitz, E., (1959), "Fluid Mechanics", Pergamon,
Londres.

Grant, M. y Desai, R.C., (1983),Phys. Rev., A27, 2577.

Bedeaux, D., Albano; A.M. y Mazur, P., (1976),Physica, 82A, 438;
Bedeaux, D. y Oppenheim, 1., (1978),Physica, 90A, 39.

Felderhof, B.U., (1970),Physica, 48, 541;

Turski, L.A. y Langer, J.S., (1980),Phys. Rev., A22, 2189.
Zwanzig, R., (1961), "Lectures in Theoretical Physics", vol.III,
W.E. Brittin, W.B. Downs y J. Downs (Eds.), Interscience, New
York.

Mori, H., (1965),Prog. Theor. Phys. (Kyoto), 33, 423; 34, 399.
Baus, M. y Tejero, C.F., (1983),J. Chem. Phys., 78, 483.

Ronis, D. y Oppenheim, I., (1983),Physica, 117A, 317.



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20,
21.
22.
23.
24.

25.

26.

42

Grant, M. y Desai, R.C., (1982),Phys. Rev., A25, 2727;
(1983),Phys. Rev., A27, 2577.
Jhon, M. S., Dahler, J.S. y Desai, R.C., (1981),Adv. Chem. Phys.,
46, 279. |
Davies, J.T. y Rideal, E.K., (1963), "Interfacial Phenomena",
Academic Press, New York.
Mannheimer, R.J..y Schechter, R.S., (1967),J. Colloid Interface
Sci., 25, 434; (1968), 27, 324; (1970), 32, 195, 32, 212, 32,
225;
Mannheimer, R.J. y Burton, R.A., (1970),d. Colloid Interface
Sedi., 32, 73.
Goodrich, F.C., Allen, L.H. y Poskanzer, A., (1975),J. Colloid
Interface Sci., 52, 201.
Earnshaw, J.C., (1981),Nature, 292, 138;
, (1982),Phys. Lett., A92, 40;

Vila, M.A., Kuz, V.A. y Rodriduez, A.E., (1985),J. Colloid
Interface Sci., 107{ 314.
Goodrich, F.C., (1981),Proc. R. Soc., A374, 341.
Langevin, D. y Meunier, J., (1983),J. de Physique, 44, C10-155.
Boussinesq, M.J., (1913),Ann. Chim. Phys., 29, 349.
Scriven, L.E., (1960),Chem. Engng. Sci., 12, 98.
Gibbs, J.W., (1961), "The scientific papers of Willard Gibbs",
vol. 1, Dover, New York.
Alder, B.J. y Alley, W.E., Physics Today (Enero 1984), 56, y
demds referencias.
Rowlinson, J.S8. y Widom, B., (1982), "Molecular Theory of

Capillarity"”, Clarendon, Londres.



27.

28.
29.

30.

31.

43
de Groot, S.R. v Mazur, P., (1969), "Non equilibrium
thermodynamics”, North-Holland, Amsterdam.

Pereyra, V., (1978),Lect. Notes Comput. Sci., 76, 67.

Egelstaff, P.A. y Ring, J.W., (1968), "Physics of Simple Liquids”,
North-Holland, Amsterdam;

Van Den Berd, HiR. vy Trappeniers, N.J., (1978),Chem. Phys. Lett.,
58, 12; |

Iwasaki, H. y Takahashi, M., (1980),J. Chem. Phys., 74, 1930.
Borzi, C., Lipowsky, R. y Widom, B., (1985),Faraday Symp. Chem.
Soc., 20, 1.

Wasan, D.T., Djabbarah, N.F., Vora, M.K. y Shah, S.T.,
(1978), "Lectures Notes in Physics 105, Dynamics and Instability
of Fluid Interfaces” (Ed. T.S. Sorensen), Springer-Verlag,

Berlin/Heidelberd.



44

I1I. FLUJOS TERMOCONVECTIVOS Y EFECTOS VISCOSOS SUPERFICIALES

I11.1 Introduccidn

Los flujos inducidos por gradientes de tensidén superficial, de
los que muy brevemente hablamos al comenzar el capitulo previo, se
cuentan entre los mas interesantes no sdélo pér su valor académico
intrinseco, sino por su potencial importancia tecnoldgica. Es digno
de destacar el procesamiento de materiales en fase fluida en el
entorno de microgravedad de una estacidén espacial (1) donde, por
ejemplo, se puede obtener una barra semiconductora por la técnica de
la zona de flotacidn de Czochralski, con alto grado de pureza debido
a la ausencia de contacto y reacciones entre la barra semiconductora
y las paredes de un recipiente (2). Asimismo, en el fendmeno
tradicional de evaporacidn se encuentra que la misma es amplificada
por la aparicidén de movimientos convectivos generados por gradientes
de tensidén superficial en 1la superficie 1libre del 1liquido. En
sistemas ternarios estos mecanismos termoconvectivos son capaces de
producir emulsificacidn esponténea, y quizds ain la formacidn de
microemulsiones en el proceso de recuperacidn terciaria de petrdleo
por adicidn de surfactantes.

Estos ejemplos que hemos seleccionado muestran la diversidad de
campos para los que seria primordial aumentar nuestra actual
comprension de las inestabilidades +termoconvectivas en interfaces

fluidas. Por ello el segundo capitulo de esta Tesis estarad dedicado a

investigar el rol de aquellos pardmetros que ya ocuparon nuestra

atencidén en la primer parte, como son las viscosidades superficiales,
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en el desarrollo de la inestabilidad de Marangoni. En lo que sigue
haremos una descripcidn de la fenomenologia cldasica correspondiente a

este Ultimo problema y sus principales antecedentes.

111.2 Celdas de Bénard

Fue a pricipios~de este siglo que el cientifico francés Bénard
(3) reportd las primeras éxperiencias de laboratorio cuidadosamente
realizadas, en las que describia movimientos convectivos en delgadas
capas horizontales de liquido, calentado desde abajo. Los bellos y
sorprendentemente regulares patrones de conveccidn hexagonal que
observd y fotografid, fueron obtenidos con capas de 1 mm. de espesor
y alin menos, de grasa de ballena depositada sobre una placa metdlica
caliente y mantenida a temperatura uniforme. La parte superior del
liquido estaba en contacto con la atmésfera, mientras que la placa
inferior era calentada en ocasiones hasta los 100 <C,

Resumiendo sus meticulosas observaciones, Bénard reportd dos
etapas en el fendmeno. La primera, a medida que la temperatura iba en
aumento, mostraba un movimiento desordenado del fluido al que seguia
una paulatina organizacidn hasta la aparicidn de celdas de formas
bastante regulares. En este estado las secciones transversales de las
mismas eran poligonos regulares de un numero variable de lados, entre
cuatro y siete. En la segunda etapa las celdas progdresivamente se
volvian iguales y regularmente espaciadas adoptando 1la forma de
hexdgonos que llenaban la totalidad del plano de observacidn. Asi, el
limite alcanzado al concluir la segunda fase, era un régimen de flujo

estacionario desarrolldndose dentro de prismas de paredes verticales
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y de seccidn transversal hexagonal. El liquido ascendia por el centro
de las celdas, descendiendo por los contornos prismdticos, como co-
rrectamente establecié Bénard siguiendo el movimiento de finas
particulas de licopodio. La representacidn grdfica del fendmeno se

ilustra en la Figura 1.

SR ORG)

|
L Al A I O

Figura 1. El corte muestra el flujo dent;n de una celda hexagonal de
Bénard.

Bénard hizo toda una serie de importantes observaciones, aldgunas

de ellas aprovechando la experiencia de los artesanos franceses en la
manufactura de sistemas o6pticos, las que desafortunadamente pasaron
inadvertidas a los futuros investigadores en este campo, incluido el
propio Lord Rayleigh. Los trabajos del cientifico francés tuvieron
una importancia crucial en los esfuerzos por elucidar los mecanismos
fisicos subyacentes que explicaran la inestabilidad. Sin duda, ademss

de sus hallazgos experimentales, uno de sus aportes mds valiosos y a
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la vez ignorado fue el haber explicitado el rol fundamental que
juegan las inhomogeneidades de tensidén superficial producidas por el
calentamiento dispar en distintos puntos de la interfaz ((3), pags.
92, 134 y 135 del trabajo de 1901).

Si hemos de ajustarnos a la cronclogia exacta de los trabajos
anteriores a Bénard,_habria que decir que desde mediados de la
centuria anterior ée realizaron muy interesantes observaciones
cualitativas. Entre ellas sobresalen las efectuadas por James Thomson
(4), hermano mayor de Lord Kelvin, quien dio sdélidos fundamentos
tedricos para explicar las estructuras teselares que observd, por
ejemplo en una copa de vino. En este caso el motor de la
inestabilidad lo constituye la rédpida evaporacién de alcohol, que
produce un enfriamiento de la superficie libre y con ello un esfuerzo

de tensidn superficial no balanceado, que guia la inestabilidad. El

aspecto mds llamativo para el observador, es el cambio de coloracidn
que se advierte entre 1la periferia y el centro de 1las celdas
convectivas.

Hay otro investigador que no podemos dejar de citar quien
también conjeturd la estrecha conexidn de la tensidn superficial coﬁ
estos flujos inestables. Se trata de Marangoni (5). Curiosamente, a
pesar de que su nombre ha quedado ya definitivamente ligado con este
fenémeno, desde 1la perspectiva histdrica no queda claramente
Justificada tal denominacidn, siendo que sus trabajos no fueron los
pioneros ni tampoco zanjaron una cuestidén que seguiria abierté
durante casi un siglo.

En 1916 Lord Rayleigh publicd sus investigaciones sobre el

origen dinédmico de las celdas de Bénard. Sus conclusiones fueron las
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siguientes. El aumento de temperatura en la base metdlica producia
una disminucidn local de la densidad del liquido de las proximidades,
con lo que el empuje de Arquimedes comenzaba a obrar un efecto
desestabilizador, tratando de llevar el liquido més 1liviano a la
parte superior. La presencia de una viscosidad del 1liquido producia
un efecto de disipacidn de 1la energia de cualquier perturbacion,
tendiendo en consecuencia a estabilizar el sistema. A nivel molecular
esta viscosidad estd ligada con un mecanismo difusivo de la cantidad
de movimiento, o mAs precisamente de la vorticidad, como queda claro
al aplicar el operador rotacional a la ecuacidn de Navier-Stokes sin
el término convectivo (aproximacidén lineal). Por otro lado, la
llamada conductividad termométrica o difusividad térmica tiene, en lo
que hace a la temperatura, efectos a nivel molecular andlogos a los
de la viscosidad. Su tendencia es a suavizar las diferencias térmicas
locales provocadas por una perturbacidn y usualmente también juega el
rol de factor estabilizante.

Esta descripcidn cualitativa fue la base de las es-
peculaciones de Rayleiéh,Aquien introdujo un numero adimensional,
cociente entre la flotacidn desestabilizadora y las fuerzas difusivas

estabilizantes, llamado hoy numero de Rayleigh. Esencialmente este

nuimero es una medida de la diferencia de temperatura, que es el
parédmetro de control de 1la inestabilidad. Si este nimero supera

cierto valor critico decimos que se inicié 1la inestabilidad. Desde

Rayleigh en adelante gran parte del esfuerzo tedrico y experimental
estd consagrado a determinar tales valores criticos.
En su primer trabajo Rayleigh ademds de hacer una descripciodn

cualitativa, realizé el primer cdlculo de pardmetros criticos,
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estimando el gradiente +térmico y las dimensiones de las celdas
generadas en el fluido. Durante al menos dos décadas su explicacidn,
basada en el rol preponderante asignado a la flotacidén Arquimedeana,
no encontrdé reparos en la comunidad cientifica. Parece ser que Low ¥y
Brunt (7) hacia 1925 fueron los primeros en sefialar que los
gradientes requeridos para generar las celdas de Bénard eran menores,
por lo menos en un factor 10, que aguellos predichos por la teoria de
Rayleigh. Otra inconsistencia se advertia cotejando las observaciones
de Bénard sobre las 1longitudes de onda de las celdas con las
estimadas por Lord Rayleigh, como bien observd Vernotte (8). Incluso
éste fue més alld y se preduntd si seria legitimo usar el principio
de Arquimedes para describir las observaciones de Bénard, aunque no
explotd de una manera fértil tal incertidumbre. Por ese entonces ya
se ponia en tela de Jjuicio la explicacidén de Lord Rayleigh, aunque
algunos buscaban la explicacidn de las discrepancias observadas en
las condiciones de contorno usadas.

Fue necesario llegar hasta los afios cincuenta para mostrar a
través de una experiencia realizada por Block (9), lo inadecuado de
la descripcidén de Rayleigh cuando se la wusaba para explicar el
fendmeno de Bénard. En efecto, Block encontrd celdas convectivas en
una capa horizontal de liquido, pero calentando desde arriba. Este
gradiente térmico, antiparalelo al vector g€ que representa la
aceleracidn gravitatoria, produce wuna estratificacién de densidad
esencialmente estable, por lo que a la luz de la teoria de Rayleigh,
la Unica solucidn posible en este caso era un estado de reposo. La
aparente contradiccidn fue resuelta dos afios mds tarde por Pearson

(10), quien en un trabajo de gran claridad, mostrd nitidamente que
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bastaban los gradientes de tensidn superficial para motorizar esta

inestabilidad convectiva.

Retrospectivamente es lamentable que Bénard no hubiese
profundizado sus especulaciones sobre el rol de la tensidn
superficial, el que claramente intuyd. AGn hoy persiste en algunos
textos cierta confusién conceptual, cuando se ilustran 1los flujos
guiados por flotacidn con las bellas celdas de Bénard, cuando resulta
evidente que por las condiciones experimentales, las celdas de Bénard
estaban motorizadas por lo que hoy designamos como esfuerzos de
Marangoni.

Si alguna duda cabia sobre lo acertado de 1la descripcién de
Pearson, las misiones espaciales Apolo XIV y XVII se encargaron de
disiparlas (1). En efecto, en dichas naves con una dravedad e-
quivalente a 10°* g fueron observadas celdas de Bénard. Esto muestra
que cuando se alcanzan las condiciones experimentales adecuadas, el
rol de la flotacidn puede ser minimizado.

Resumiendo entonces, se requirieron alrededor de cien afios desde
que se hicieron las primeras observaciones, para comprender que los
flujos termoconvectivos descriptos por Rayleigh y Pearson son
cualitativamente distintos. En wvarios trabajos posteriores se ha
reafirmado esta visidn; entre los mds destacados, Sterling y Scriven
(11), Scriven y Sterling (12) y fundamentalmente Nield (13), quien
por primera vez describid la accidn conjunta de la tension
superficial y la flotacidn como fuerzas motoras diferenciadas y
competitivas.

Hechas estas precisiones que creimos necesarias, pasaremos a

analizar la inestabilidad de Marangoni, donde el aspecto saliente a
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ser investigado es el rol de los coeficientes de viscosidad
superficial. Un aspecto interesante que hace a nuestro trabajo es que
se ha descartado el modelo poco realista de interfaz plana, relajando
esta condicidén y permitiéndole sufrir deformacidén, como realmente
ocurre durante la conveccidn.

Otro detalle es que se ha tenido en cuenta 1la posibilidad
infrecuente en los énfoques tedricos de que la interfaz liquido-vapor
esté mirando hacia abajo. Esta alternativa fue mencionada por Block
en su trabajo, pero no dio mayores detalles; por ejemplo no aclard
que signo debia tener el gradiente térmico para que se operase la
inestabilidad. Aqui intentaremos precisar este aspecto, que por
cierto tiene implicancias tecnoldégicas por cuanto concierne a la

aplicacidn de esmaltes y pinturas sobre metales.

I11.3 Inestabilidades hidrodindmicas. Aspectos basicos

Antes de abordar el estudio que ya hemos anticipado, necesitamos
dar algunos conceptos sobre la estabilidad de los flujos
hidrodindmicos. Para ello recurrimos a un tratado clédsico sobre este
tema, la obra de Chandrasekhar (14).

Un patrdn de flujo determinado exhibe un comportamiento
estacionario cuando los pardmetros que lo caracterizan caen dentro de
ciertos rangos bastante limitados. Excedidos esos rangos en general
el patrén se ve modificado, vya que 1los flujos son basicamente
inestables, es decir incapaces de mantenerse frente a 1la accidn de
pequefias perturbaciones del sistema. Entonces una parte del problema

de la estabilidad hidrodindmica se limita a distinguir entre patrones
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estables e inestables, dentro de la totalidad de flujos admisibles
como solucicdn del problema.

Supongamos que nuestro sistema hidrodindmico se halla en un

estado estacionario, es decir que ninduna de las variables que
describen su comportamiento’ es funcidén del tiempo. Sean X1,
Xz,....,Xs un conjunto de pardmetros que definen al sistema, donde se

incluyen desde caracteristicas geométricas hasta las variables
dindmicas relevantes, como velocidades, gradientes de temperaturé, de
presién, etc. Lo que deseamos ahora es ver la reaccidén del sistema
frente a una perturbacién arbitraria. Concretamente queremos saber si
la misma se amortigua gradualmente, o por el contrario crece alejando
cada vez més a nuestro sistema del estado inicial.

Resulta claro que al decir que un sistema es estable, ello
implica que no existe nindguna perturbacidn para la cual el flujo sea
inestable. Por el contrario basta solamente una para determinar su
caracter inestable.

Existe una tercera posibilidad para el sistema y es la de
hallarse en un estado de estabilidad neutral, o como se le suele
llamar, marginal. -

En el espacio determinado por los pardmetros el lugar geométrico
que separa estados estables de inestables, define 1los estados de
estabilidad marginal. Una ecuacidn del tipo F(X:,X=,...,Xs)=0 define
dicho lugar geométrico, cuya determinacidn es uno de 1los objetivos
primordiales en problemas de inestabilidad.

La forma habitual de proceder es suponer que todos los
pardmetros del sistema, salvo uno, se mantienen‘fijos. Estudiando 1la

variacidén de dicho pardmetro al atravesar su valor critico, podemos
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pasar de la estabilidad a la inestabilidad.
lL.os estados marginales se agrupan en dos catedorias,
correspondientes a las dos formas en que las amplitudes de pequerias
perturbaciones pueden crecer o amortiguarse. Ellas pueden hacerlo
aperiédicamente, o bien como una g9scilacidén de una frecuencia
determinada. En el primer caso la transicidn de ia estabilidad a la
inestabilidad ocurre por via de un estado de estabilidad marginal,
con un patrdén de movimientos estacionario. Si en el inicio de la
inestabilidad prevalece un patrdn de flujo estacionario decimos que
vale el principico de intercambio de estabilidades, ¥y aque la
inestabilidad se establece como conveccidén en celdas. Si por el
contrario prevalecen los movimientos oscilatorios, estariamos en
presencia de sobreestabilidad, nombre acufiado por Eddindton en el

contexto de investigaciones astrofisicas (15).

IIT.4 Los modos normales

El tratamiento métémético del problema se realiza ¢generalmente
del siguiente modo.

Se comienza con un flujo inicial que representa un estado
estacionario .del sistema. Suponiendo que las variables fisicas
relevantes sufren pequefias pérturbaciones (en rigor infinitesimales),
se obtienen las ecuaciones que gobiernan dichos incrementos. Estas
ecuaciones suelen resolverse en su versidn linealizada, es decir
suprimiendo todos los términos que contengan potencias mayores que
uno y productos de los incrementos. Esto es consistente con 1la

suposicidén de amplitudes diferenciales. En contraste, 1la teoria
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no-lineal pretende hallar las amplitudes finitas de las per—
turbaciones sin omitir término alguno.

Ya se establecié que la estabilidad debe verificarse para todas
las posibles perturbaciones. En la préctica, lo que se hace es
expresar una perturbacién arbitraria como combinacién de ciertos
modos bédsicos. Estos son los 1llamados modos normales, que deben
cumplir con el requisito de formar un conjunto completo para
posibilitar tal expansidn.

En problemas de un 1liquido confinado entre placas paralelas
sometidas a un gradiente térmico, las variables fisicas en el estado
estacionario son funciones solamente de la coordenada =z, normal al
plano de las placas. Esta simetria permite un andlisis de wuna
perturbacidén arbitraria en términos de una onda periddica
bidimensional. Si con A(Xx,y,z,t) representamos una amplitud tipica,
la expansidén resulta:

_[= [ . (3.1)
Ay, 2, 8)=[7 |7 dk dk Az t) exeli(k xsk )]

donde k=(kx=+kv™)*“® es el nimero de onda asociado a la perturbacidn.
En estos términos, 1la estabilidad del sistema dependerd de su
comportamiento frente a perturbaciones de +todas 1las 1longitudes de
onda. En el inicioc de la inestabilidad, los movimientos gque aparecen,
ya sean estacionarios u oscilatorios, poseen un determinado nGmero de
onda critico, digamos ko. Las dimensiones horizontales de las celdas
convectivas vienen dadas precisamente por Ae=2n/ke.

Volviendo a 1la amplitud dada por (3.1), podemos escribir

simbSlicamente

1‘&(x,y,z,t):Jr Ak(r,t) dk



55

La dependencia temporal puede eliminarse del nuicleo A:. buscando

soluciones de la forma:

_ 3.2)
A, (r,t)=A, (r) exp(p,t) ¢

donde w. es una constante de tiempo a ser determinada. Se 1le asigna
un subindice k para indicar que su valor dependerd del modo elegido.
Asi resulta que las ecuaciones diferenciales, como las condiciones de
contorno adecuadas, contendrén a ww. como un pardmetro a determinar.
En realidad, el requisito de que el sistema de ecuaciones tenga

soluciones distintas de la trivial, conduce directamente a un

problema de autovalores para w.. En deneral w. serd un numero

complejo, es decir w.=w.™ +i ww.*, donde las partes real e imaginaria
dependerdn de los pardmetros Xi, X=,..., Xs del flujo béasico. La
condicidén necesaria para la estabilidad de un modo, es que w."™ sea‘
negativa. Ademds los estados de estabilidad marginal serdn aquellos
para los cuales
R
i (Xysrss0X)=0 (3.3)

Esto impone una condicidén sobre el espacio de los pardmetros que
determina un lugar geométrico Fu{(Xi,X=,...,Xs)=0, el que separa
estados estables de inestables con respecto a las perturbaciones que
pertenecen a ese modo particular k.

Por Gltimo 1la distincidn que hicimos antes entre estados
mardinales estacionarios y oscilatorios, corresponde en este contexto
al comportamiento de w.*. En efecto, si la parte imaginaria de we. se

anula cuando 1lo hace 1la parte real, el estado perturbado es
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estacionario y ademds vale el principio de intercambio de
estabilidades. Si por el contrario dicha parte imaginaria no se anula
cuando lo hace la parte real, estamos en un caso de sobreestabilidad

del sistema.

I111.5 Los nimeros adimensionales

De acuerdo con Birkhoff (16) el andlisis dimensional proviene de
un intento por extender a la Fisica los conceptos griegos de
similitud geométrica, cociente y proporcién. En la misma 1linea de
pensamiento, Fourier encontré que es facil tratar el enfriamiento de
pequefias esferas y el de 1la Tierra usando las mismas férmulas
analiticas. Rayleigh sefialé también lo fructifero del método para
distinta clase de problemas de la Fisica.

Como ilustracidén del andlisis dimensional en el wuso préactico,
veamos el método por el cual podemos adimensionalizar ecuaciones en
un dado problema. Los pasos a seduir son:

1) Listar todos 1los- parametros Yy variables, junto con sus
dimensiones, en términos‘de las cuatro unidades fundamentales: masa,
longitud, tiempo y temperatura.

2) Sea X una variable. Se forma una combinacidn, 1llamémosla Z, de
ciertos paréhetros, con las mismas dimensiones que X. Se introduce la
cantidad (X/Z) como una pnueva variable o coeficiente adimensional.
Esta cantidad es independiente del sistema de unidades elegido.

Aunque el problema en principio puede parecer simple, 1la
dificultad radica en que la eleccién de Z no es uUnica. Asi, por

ejemplo en problemas convectivos, las escalas de velocidad posibles
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serfian:

1/2

= gadz/ v, (gad/ T)

Y V5=
V—V/d, V:k/d

3~ 4

No es la misma la eleccidn aconsejable si estudiamos conveccidn
de un liquido puro en un problema del tipo Rayleigh-Bénard, que si
investigamos la cdnveccién del manto terrestre. Lo aconsejable
entonces es, después de reemplazar los coeficientes por sus valores
numéricos, elegir aquella opcidn que conduzca a rangos, en este caso
de velocidad, que se aproximen a los del problema especifico.

Sin hacer la comprobacidén numérica que parece innecesaria, de
las distintas alternativas planteadas como escalas de velocidad, en
problemas de Rayleigh-Bénard resulta habitual elegir V= 6 Va ya que
las velocidades convectivas medidas son del orden de 10°* cm/sedg. En
cambio para estudiar la conveccidén del manto es recomendable preferir
Va pues las velocidades observadas son del orden de 10% cm/sed.

Este procedimiento de adimensionalizacidn no reduce el nimero de
pardmetros, sino mds bien 1los incorpora en el tratamiento del
problema como ciertos grupos adimensionales.

Una cuestidén conexa con nuestra discusién es la relacionada con
los 6rdenes de magnitud de los términos en una ecuacidén. En muchos
casos se advierte cudn errado puede ser despreciar un término sdélo
por estar acompafiado de un coeficiente (con dimensiones) pequefio. En
realidad 1o que resulta 1licito en primera aproximacién es
despreciarlo si estd precedido por un pardmetro pequefio adecuadamente

adimensionalizado.

En situaciones donde es posible identificar a tales pardmetros
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pequefios, puede ensayarse el uso de un esquema perturbativo para
llegar a derivar aproximaciones de los resultados exactos.

Con el propdsito de analizar ciertos grupos adimensionales de
importancia en problemas termoconvectivos, empecemos por enumerar los
coeficientes volumétricos cuyas combinaciones los definen. En efecto,
los principales son: u, viscosidad dindmica, v, viscosidad cinemdtica,
k, difusividad térmica, «, coeficiente de expansién térmica, 4,
aceleracién de la gravedad, d, espesor de 1la capa liquida y @8,
gradiente uniforme de temperatura.

Los grupos adimensionales mds representativos son:

Némero de Prandtl: Pr=v/k. Da una medida de la importancia relativa
de la difusiodn de vorticidad frente a la difusidn térmica.

Nimero de Rayleigh: Ra=agd?f/vk. Expresa la proporcionalidad entre la
energia libre liberada por flotacién y 1la disipada por difusidn
térmica y arrastre viscoso. A partir del Ra se define otro numero

adimensional, llamado Grashof, Gr=agd®*f/v*®, tal que Ra=Gr.Pr.

Nimero de Bond: Bo:ggd*/y, donde v denota la tensidn superficial en la
interfaz liquido—vapor; Este numero compara el efecto de la dravedad
por mantener la superficie libre plana, con el de 1la tensidn
superficial por formar un menisco.

Nuimero de Crispacidén: Cr=¢vk/vd. Es de particular interés el caso en
que este numero tiende a cero. Esto equivaldria a considerar una
tensidn superficial infinita, la que se asocia con una superficie
totalmente plana, donde no cabe esperar ninguna deformacidn. Tal
limite aparece sin embargo como poco realista.

Numero de Marangoni: M:(dy/dT)Bdm/ka. Estd relacionado con la

aparicidén de tracciones motoras generadas por gradientes de tensidn
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superficial frente a los efectos disipativos que se producen en el
seno del liquido. Ya hablamos brevemente del tema, pero recordamos
que la tensidén superficial puede variar por inhomogeneidades
térmicas, como asimismo por fluctuaciones en la densidad de masa
adsorbida, o sea gdradientes de concentracién interfacial. Esta
posibilidad hace que se pueda definir otro nimero de Marangoni en el

que aparezca (dy/dc); con ¢ la concentracidn.

111.6 Inestabilidad de Marangoni: formulacidén del problema

Sea una capa horizontal de liquido de espesor d, con z indicando
la direccidn normal al plano que la contiene. La base de 1la capa,
ubicada en z=0, estd en contacto con una placa conductora sdélida a la
temperatura Tw, en tanﬁo que en z=d se localiza la superficie 1libre
del liquido a la temperatura Ta.

Para el tratamiento matemdtico del problema de la inestabilidad
necesitamos las ecuaciones que gobiernan el flujo hidrodindmico de un

liquido viscoso con temperatura variable. Estas ecuaciones bésicas

verifican principiogs conservativogs. Asi la conservacidn de la masa se
traduce en la ecuacidén de continuidad, es decir:
99 _ (3.4)
St + V.(pv)=0
Una forma alternativa que suele resultar Gtil es:
% + v.Vo=—¢ V.v (3.5)
St -Vo=-0 V.

la que para un fluido incompresible como el que vamos a analizar

expresa el cardcter solenoidal del campo de velocidad, es decir:
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V.v=0
(3.6)
Siguen las ecuaciones de movimiento, producto de la conservacidn

del impulso 1lineal, y que podemos escribir en la forma de

Navier-Stokes:

% %% + Q(v.V)v = od - Vp + uvzv (3.7)
con p la presidon isotrdpica. ‘Resta solamente establecer 1la con-
servacidn de la energia, que en este contexto nos conduce a la
ecuacidn de conduccidn del calor. En el capitulo siguiente
discutiremos en detalle los diferentes términos de esta ecuacidn. Asi
la ecuacidén de conduccidn del calor teniendo en cuenta 1los términos

relevantes para este tipo de inestabilidades, se reduce a:

oT 2 (3.8)
_— . =k ¥VT
= + (v. )T

Las ecs.(3.6-3.8) resultaron de una serie de simplificaciones.
Las principales se refieren a la constancia de 1los coeficientes en
Jjuego (u, Q> k}) ¥ a la incompresibilidad del fluido. No es necesario
discutir la llamada aproximacidén de Boussinesq, de uso habitual
cuando se estudia el problema de Rayleigh donde la flotacidn es el
agente motor.

En relacidn con la ec.(3.7) debemos sefialar que cuando dis-
cutamos el caso en que la superficie libre del 1liquido mire hacia
abajo, serd menester invertir el sentido del vector g de aceleracidn
gravitacional.

Inicialmente el sistema estd sometido a un gradiente uniforme de
temperatura B=(Tw-Ta)/d, por lo que no observamos ningun movimiento

convectivo. El estado previo a la aplicacién de una perturbacién se
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caracteriza entonces por el siguiente conjunto de soluciones
estacionarias del sistema (3.6-3.8):

VE: (Vx’vy’vz): 0
Pp= Py * @ g(d-z) (3.9)
P =

] 0<z<d
TW - Bz

donde pn es la presidén en la superficie 1libre que igualamos a la
atmosférica. Ahora impondremos pequefias perturbaciones v’, p’ ¥y T’ a
los campos estacionarios. Ignorando términos de segundo orden en las

cantidades perturbadas, las ecs.(3.7) ¥y (3.8) se escriben:

ov’ 2

— 22 ? o 3.10

=T Vp’ + v Vv ( )

oT’ oz 2.,

2e PP TERVT (3.11)
Aplicando a (3.10) dos veces el operador rotacional, y

suponiendo que la pertubacidn de velocidad sigue siendo de cardcter
solenoidal, la ecuacidn que resulta para la componente 2z de la

velocidad es:

(3 - v VIVy =0 (3.12)

En cuanto a la perturbacidén de la coordenada z normal a la in-
terfaz, por tratarse de una superficie deformable la expresamos como
z=d+6(x,y,t) donde § es pequefia frente a d. La velocidad perturbada
medida en z=d+§ vale entonces v’z=d§/dt. Esto nos permite reescribir

la ec.(3.11) como:

9 _ 2iims o ries (3.13)
( o k V)T’ = sz
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I11.6.1 Las condiciones de contorno

Un tema de central importancia en el andlisis de inestabilidades
hidrodindmicas es la formulacidn de adecuadas condiciones de
contorno. Prueba de ello es que modificando las condiciones de
contorno usadas por Lord Rayle;gh y despreciando la contribucidn del
campo gravitatorio en las-ecuaéiones de movimiento se pudo explicar
satisfactoriamente la inestabilidad de Marangoni.

Es decir que las condiciones de contorno a utilizar deberan
destacar los efectos relevantes desde el punto de vista fisico,
evitando caer en innecesarias complicaciones que harian muy
dificultoso el problema matemdtico resultante.

Existen diversas aproximaciones a la dindmica interfacial, tema
que ya examinamos en el capitulo anterior, aldgunas de ellas con un
nuimero excesivo de coeficientes (17). Es esta una de las razones por
las que he optado por las ecuaciones de balance de esfuerzos debida a
Goodrich (18). Los detailes de las mismas fueron ya analizados.
Limitémonos entonces a aplicar las ecs.(2.1-2.2) al problema que nos
ocupa. Debemos entonces explicitar todos los términos donde aparecen
productos tensoriales. Usamos quevamente una aproximacidn lineal para
construir el tensor métrico y las distintas curvaturas de 1la
superficie deformada, de modo que se desprecian todos 1los términos
que contengan productos o cuadrados de cantidades del campo vx, Vv,
vz, § y de sus derivadas.

El vector posicidn en la interfaz localizada en 6(x,y,t) vale:

X = (x,¥,0(x,y,t)) (3.14)
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Los vectores linealmente independientes tangentes a la superficie los

designamos con:

08

ex= (~1’0’6;

_ 05
) 8= ( 0’1’6_37 ) (3.15)

y el vector normal a la misma serd entonces:

_ _ ,_ 98 a8 | (3.186)
n=e A ey ( o=’ 5 1)

Con estas relaciones la métrica superficial resulta Cartesiana
en aproximacion lineal, es decir que gxn=0xa. No debemos confundir el
uso de la letra 8§, que en este Gltimo caso representa el simbolo de
Kronecker.

Para construir la segunda forma fundamental necesitamos las
derivadas segundas de 5(x,y,t). Obviando detalles que podemos
encontrar en un buen texto de geometria diferencial (19), las

componentes no nulas de la segunda forma fundamental son:

25 s o

(b ,
3 Oy By A

11’ Pyg2 bgg) = (

) (3.17)

de donde resulta que la curvatura media H es:

2 2
. ) [ b11(1+b2) + 2b1b2b12 + b22(1+b1)]
= g baﬁ = 5 5 (3.18)
(1+b1 +b2 )

con b = 08/0%x, a=1,2.

Usando la aproximacién lineal tenemos que:

2 2

%5 o

2H = = = =
biyt by, o *

- v2s
Ox . (3.19)

5
2 H
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donde V= representa el operador Laplaciano horizontal tal que
V==V.=+(0%/0z=). El otro términoc que necesitamos es B que resulta de
contraer la segunda forma fundamental b= con las componentes
superficiales del tensor de deformaciones S«a- Como sxa involucra
derivadas de las velocidades y b™a gradientes de 6, este producto
tensorial resulta de orden superior al primero, de modo que B -> O en
esta aproximaciédn.

Estamos entonces en condiciones de escribir (2.1), donde
consideramos que Ku=K y N=0, de modo que sé&lo tendremos en cuenta dos

viscosidades superficiales, la de corte'ﬁ v la dilatacional K . El

balance normal de impulso se escribe entonces:

II
= - 3.20
p33 I + 2Hy + 2N B 0 ( )
que se reduce a:
II
| - pN -2 p O I + 2H ¥y = O (3.21)

donde se usd la aproximacidén lineal y se explicitéd de acuerdo con
Goodrich la componente pss del tensor de presiones. En cuanto a 0, el
ritmo de dilatacidn del Area superficial, en el caso de un liquido

incompresible se escribe como:

_Ov. ov.__  Ov
9 = 8Xx+ Eyy— dzz (3.22)

Luego (3.21) se reescribe como:

v
Py t 20352 mfp *+ v Vb =0 (3.23)
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Si aplicamos una vez el operador Vw® a la ec.(3.23), tenemos:

I1
e 2 ov i 2 .2
vaN + 2V (d z) u I + v VH(VHG) =0 (3.24)

En cuanto a la variacién de la presidén normal a uno y otro lado de la
interfaz, suponiendo que el liquido es la fase I y el gas la 11, te-
nemos que: I I1.° 1
Py " Py =90€5 (3.25)
donde la densidad del gas se desprecia frente a 1la del liquido.
Idéntica simplificacidén hacemos con los demds coeficientes de la fase
daseosa.
Otra manera de expresar la ec.(3.24) es aprovechando ciertas
identidades que se derivan de la incompresibilidad de los fluidos vy

de la simetria del tensor viscoso. En efecto es simple demostrar la

validez de las siguientes expresiones:

Vzv = - QEV
Hz" 0? (3.26)
oz
2 dv 3% _Bw
VH(G )= 9 (E—Z)
Az (3.27)

Usando (3.25) y (3.27) escribimos finalmente la ec.(3.24) en su forma

final:

I 2 dv I EE ov 1

I z 2 . b
o (——z) o2 (352) — ¢ & Vyd + v V(Vy8)= 0 (3.28)

111.6.2 Balance de esfuerzos tandenciales. Viscosidades superficiales
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Pasamos ahora a estudiar el balance tangencial expresado por la
ec.(2.2) que, con las dos viscosidades superficiales ya citadas,

resulta:

I1 — Ro
Paa|  + 24y + KO + N [e™(V, o) +KVI=0 (3.29)

I ox

La curvatura QGaussiana K puede obtenerse por ejemplo del

siguiente resultado de la geoﬁetria diferencial:

aB o - (on%)-2K (3.30)

b ap

¥y queda claro que, en nuestra aproximacidn, esta expresidn de K es de
segundo orden y por tanto despreciable, es decir que K -» O.

Usando la expresidn de ps~ resulta que (3.28) es:

11 = Bo -

g SBa

donde recordamos que la métrica es Cartesiana. Escribiendo entonces

(2.28) en componentes x e.y, tenemos:

ov 11 d ov = 2 _
2n 3.2 I + ?Sx(** K BzZ) + N VHvX =0 (3.32)
ov |II D dv - 2
o B ot B2 =0 3.33
2u oyz . + Oy(y K Ozz) + N VHvy ( )

Para convertir este par de ecuaciones en una, derivo (3.32) respecto
de x, a (3.33) respecto de y, sumédndolas 1luego y usando las

identidades dadas por las ecs.(3.26-3.27), con lo que se obtiene



67

2
2u VHVZ

II
I

2 = ov = _2 ov ov
+ - o — —_ = !
VH(Y K Ozz) + N VH( OXX + Oyy) =0 (3.34)

En este punto se requiere de alguna ley' que determine el
comportamiento de la tensién superficial con la temperatura. En la
mayoria de los liquidos se observa una disminucién de la misma con

temperaturas crecientes, es decir:
% =, bgT—TO) pabl
donde -b=(0y/dT)= es el coeficiente que se mide para los diversos
liquidos con los que se realiza la experiencia a la temperatura de
referencia T.. Usando entonces (3.26) y (3.35), 1la expresién final
del balance tangencial de impulso seré:
2. I 2 5 o 2, ov _
ROC = - VH)vz— b VHT - (K VH( 3,2 )y =0 (3.36)
Observando esta Gltima ecuacidén resulta evidente que los efectos
viscosos superficiales aparecen acoplados, es decir que no podemos
separar el corte de la—dilatacién en la superficie. Es de destacar
sin embargo, que esta peculiaridad se debe al uso limitado que hemos
hecho de las ecuaciones de Goodrich, que son mds ricas pues incluyen
otras dos viscosidades F& v ﬁk, que como dijimos no fueron
consideradas en nuestro andlisis. La decisidn de hacerlo se
fundamentd en el hecho de que 1la evidencia experimental sobre su
existencia aln no es concluyente. Esta discusidn fue hecha en extenso
en el capitulo previo.
Por 1ultimo, antes de incluir 1las perturbaciones en las

ecs.(3.28) y (3.36), nos resta dar la ecuacidn del balance térmico
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interfacial. En el capitulo IV de esta Tesis haremos una discusiodn
ampliada de este aspecto fundamental de la dindmica interfacial, ¥
mostraremos que las ecuaciones térmicas utilizadas por Pearson (10)
en su célebre trabajo sobre la inestabilidad de Marangoni, y que
ahora utilizaremos, resultan ser un caso particular de las allf
desarrolladas. Por ahora daremos una serie de argumentos que nos
conducirdn a las ecuaciones de‘balance tanto en la superficie de 1la
placa, buena conductora del célor, como en la superficie libre, donde
el gas circundante en general serd un buen aislante térmico.

Recordamos que el perfil de temperatura estacionario previo a la

perturbacidn se escribia como:

T =T, - Bz si 0<z<d (3.37)

Si Qo representa el ritmo con que el liquido cede calor por unidad de
drea en la superficie libre, por continuidad debe cumplirse que:

Q= k*g (3.38)
[e)

con k¥ 1la conductividad térmica del liquido. Entonces la fase gaseosa
adyacente hace las veces de un sumidero térmico. Asi, el ritmo de
pérdida de calor Q por unidad de Area en la superficie superior
cambia, dentro de la aproximacidn utilizada aqui, con el siguiente
perfil lineal,

Q = Qo+ h(T—TO) (3.39)

con h=(3Q/90T)e ¥y Q- dado por (3.38). Las leyes de variacidn dadas por
las ecs.(3.35) y (3.39) por ser lineales 1llevan implicita la

suposicidn de que las perturbaciones aplicadas son infinitesimales,
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por ello basta con tomar sélo dos términos de la expansidn de Taylor
correspondiente.

Suponiendo ahora que (T-T.) mide la perturbacidén de temperatura
T’ ¥ que para Q’=Q-Q. sigue siendo vdlida la relacidén lineal dada en

(3.38), tenemos que (3.39) se escribe como:

L SO * oT? (3.40)

donde hemos tomado Tw=Ta, es aecir la temperatura de referencia es la.
de la superficie liquida antes de la perturbacidn. La ec.(3.40) en la
forma:

* JT’
hT” = -k — (3.41)

0oz
es conocida como la ley de enfriamiento de Newton, y ha sido usada de
manera estandar en la literatura. El coeficiente h de transferencia
térmica dependera en general de los fluidos entre 1los cuales se
produce el intercambio y de la temperatura T. de referencia.

Sobre el uso de (3.41) como condicién de contorno térmica veamos
las siduientes situaciohes.

Si la placa inferior es de un buen conductor de gran extensidn a
una temperatura Tw constante, en el caso perturbado (3.41) se reduce
a:

T’=0
(3.42)

Esta es la condicién de contorno conductor, que supone el hecho de

que la transferencia de calor del metal al liquido alcanza un ritmo
muy elevado, de manera que vale el limite h -» o,
En cuanto a la otra interfaz, la formada por el liquido y el gas

en la parte superior, una pobre transferencia térmica impone en el
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limite de una pared diatérmica la condicidén de contorno aislador:
oT'_ o (3.43)
oz
Entre estos dos casos extremos, variando la magnitud del
coeficiente (k*/h) en (3.41), podemos contemplar de modo mds realista
cualquier situacidn intermedia. Algo que podemos agredar es que
asociado al cociente (kX/h) .se encuentra un numero adimensional
1lamado de Biot, Bizhd/k¥.
Hecha esta disgresidén, solo resta perturbar 1las ecs.(3.28) y
(3.36) que se aplican precisamente en la superficie libre, es decir

en z=d, y que es donde se manifiestan los esfuerzos de tensidn

superficial responsables de la inestabilidad.

La ec.(3.28) para el balance normal de esfuerzos se escribe
entonces:
19" ae?) &% L ol s 4y vR7Rs ) = O
—_u (= 5" H) OZZ p g H Y g\ 'y (3.44)
oz
En (3.36) que corresponde al balance tandgencial de esfuerzos al

perturbar pasamos de Tm a Te+T’ y recordando que 1la interfaz se

localizard en d+8, tenemos finalmente:

2
I, 9 2 , g 2o EmSy gl OVl
M= o= V) v - b VT 4 b Vs - (KN) Vy(3,2) =0 (3.45)
oz :
Usando la definicidén de la perturbacidn de la velocidad dis-

ponemos de otra condicién de borde:

%% = vé en z=d £8-45)
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Por Gltimo usando la condicién de contorno aislador dada por

(3.43) completamos las cuatro condiciones de borde en 1la superficie
limite entre el liquido y el gas, ecs.(3.43-3.46). Sélo nos resta
caracterizar adecuadamente la interfaz sdélido-liquido ubicada en z=0.

En el aspecto mecdnico, la presencia de la placa hace razonable
suponer que el liquido no deslice, por lo que se anulardn ademds de
la componente Vv’z, también 1las componentes horizontales de la
velocidad perturbada. Si esto-ha de cumplirse para todo punto de la

interfaz, entonces la ecuacidén de continuidad V.v’=0 impone que:

QV; =0 en z=0 (3.47)
0z
suplementada con el hecho de que:
v: = 0 (3.48)

z
Ademds por tratarse de un frontera conductora del calor usaremos

la ec.(3.42), siempre en z=0.

Lo que sigue es la eleccién de escalas adecuadas para hacer
adimensionales las ecuaciones diferenciales y las condiciones de
contorno. De acuerdo con la discusién que hicimos en el parégrafo
II1.5, la escala de veloéidades adecuada para estos problemas es k/d.
Una eleccidén obvia en lo que hace a las distancias es tomar z/d como
coordenada adimensional y en cuanto a tiempo y temperatura se
elegirdn d=/k y Bd como las unidades respectivas.

En un todo de acuerdo con lo expresado en II1.4, se elige una
descomposicion en modos normales de las cantidades perturbadas. Para

abreviar la notacidn dicha descomposicidn resulta:

Cvy, T, 81 =1[W(),08(2),2 ] explwt + i(a x + ayy)] (3.49)
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donde w es la constante de tiempo, que como dijimos es en general un
nimero complejo y ax, av son los numeros de onda de 1la perturbacidn
adimensionalizados, tales que a*= ax®+av®. No debemos confundir la
amplitud © de la perturbacidn térmica con el ritmo de dilatacidén del
drea superficial, que fuera designado previamente con la misma letra.

Asi las ecs.(3.27) y (3.28) se convierten en:
[ Prlw - (D%-a®)] (D%-a”) W = 0 (3.50)
2  2
- - 6 =W
[w - (D7-a )] (3.51)
donde D=d/dz y el nimero de Prandtl ya fue definido previamente.
Las condiciones de contorno dadas por las ecs.(3.43-3.46) y

vdlidas en z=1, son:

De = O (3.52)
2 2 2 - S ‘ (3.53)

Cr(D”-3a") DW - (Bo+a ) a Z = 0 .

2
(D%+a%) W + M a0 - M 2’7 + a°Ns DW = O (3.54)
W-wZ =0 (3.55)
Por ultimo en z=0, las ecs.(3.42) y (3.47-3.48) se escriben:

(3.56)

0 =DW =W=20

El Unico grupo adimensional del que no hablamos hasta ahora es

st(ﬁ+ﬁ)/ud, que ha surgido al tener en cuenta los efectos viscosos

superficiales. Otro detalle es el signo del ntumero de Bond, Bo. En
efecto si Bo>0 la superficie libre estd en la parte superior con la
placa metdlica por debajo, mientras que cuando hagamos Bo<0 estaremos
en la situacidén menos frecuente en que se invierte esta disposicidn,

estando la superficie libre "boca abajo".
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Es claro que el signo del nuimero de Marangoni determina s8i la
placa estd4d a mayor temperatura que la superficie libre o a la in-
versa. Cuando Tw>Ta es M>0 y si Tw<T~ es M<0O. Resulta evidente que si
Cr=0, 1lo que equivale a tener tensidn superficial infinita,
estariamos en el mismo caso tratado por Pearson de una superficie
libre no deformable.
Digamos por Gltimo que 1las ecs.(3.50-3.51) Jjunto con las

condiciones de contorno (3752f3:56) constituyen desde el punto de

vista matemdtico, un problema de autovalores. Como ya se dijo en

II1.4 dado que nuestro interés radica en el comportamiento del nimero
de Marangoni, no se requiere resolver dicho problema en forma
completa. En realidad basta con imponer la condicién de solubilidad
del sistema de ecuaciones para poder obtener M en' términos de a.
Todos los otros numeros adimensionales se dejan fijos y se permite
variar a Ns, cuya incidencia sobre el comportamiento del sistema
queremos investigar.

Los wvalores numéricos que se eligieron corresponden a-
proximadamente al mercurio, de modo que 1los grupos adimensionales
menos relevantes son: Cr=1.7x10"*/d y Bo=31.0xd®, con d el espesor de
la capa de mercurio. Este pardmetro lo haremos variar entre 0.01 cm y
0.1 cm, de lo que resultan para los numeros anteriores las siguientes
cotas: 1.7x107%<Cr<1.7x10"* . ¥y 31.0x107*<B0o<31.0x10"=, res-—
pectivamente. El limite superior de 0.1 cm asegura que el fendmeno
dominante es de la inestabilidad de Marangoni, estando minimizado el
rol de la flotacidn, es decir de la inestabilidad de Rayleigh. Esta
cota del espesor se desprende del trabajo de Nield (13) del que ya

hablamos, y que por vez primera combind la accidén conjunta de ambas
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fuerzas motoras.

I11.7 Resultados numéricos

En este trabajo nos limitaremos a estudiar el caso en que la
constante de tiempo es nula, es decir w=0. Ello como dijimos implica
suponer que en su iﬁicio la ingstabilidad se establece como un patrdn
de flujo estacionario con funa periodicidad espacial pero sin
oscilaciones, es decir sin periodicidad temporal. El caso en que
Im(w)#0, que implica sobreestabilidad, no serd analizado.

Veamos primero el caso en que la superficie 1libre es 1la cara
superior de la capa liquida, es decir Bo>O0. .

La Figura 2 ilustra el comportamiento de las curvas de
estabilidad neutral que muestran la variacién del nimero de Marangdoni
con el numero de onda adimensional, es decir M=M(a). E1 parémetro de
las curvas es el espesor de la capa de mercurio d, indicado sobre
cada una de ellas en centimetros. Ns es nulo ya que todavia no hemos
considerado los efectos viscosos superficiales. Aqui cabria acotar
que en recientes experiencias de dispersién de 1luz en interfaces
aparece como posible que una superficie limpia posea una viscosidad
superficial (20), de modo que anular completamente el nimero Ns, aun
en superficies no contaminadas, puede 1llegar a resultar poco
realista.

Continuando con la figura, vemos que las curvas dividen el plano
M-a en dos regiones bien diferenciadas, la superior que corresponde a
aquellas soluciones del problema de cardcter inestable, y la inferior

que engloba las soluciones estables. Sobre la curva, el punto més
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bajo, es decir el minimo absoluto, define el valor critico del numero
de Marangoni y el corfespondiente numero de onda, es decir el par
(Ms,asz). Mc es una medida del gradiente térmico critico superado el
cual aparecen los movimientos convectivos. Las celdas que se observan
y dentro de las cuales se establece un flujo cerrado, tendrédn un
nimero de onda dado justamente por az=2nd/A=, coni: la longitud de
onda critica medible en la expgriencia.

Al s6lo efecto de contrdiar nuestros cédlculos, es interesante
comprobar qué relacidén guardan estos pardmetros criticos con los
predichos por Pearson. El no consideré efectos viscosos su-
perficiales, lo que equivale a tomar Ns=0, ni tampoco deformacidn de
la superficie, o sea Cr=0. En el caso de la Figura 2, Ns=0 y Cr#0, vy
a pesar de ello los valores criticos son practicamente 1los de
Pearson, es decir ac=2 y M:S80. Luego, se advierte que al menos
dentro de estos Sérdenes el numero de Crispacidén no afecta el inicio
de la conveccidn.

En la Figura 3 vemos otras curvas de estabilidad marginal, donde
se ha dejado fijo el —espesor d v el parametro que se ha ido
modificando es Ns. Este es realmente el comportamiento que deseamos
estudiar. En efecto, se observa que el Marandgoni critico aumenta
desde su valor préximo a 80 (Ns=0) a medida que crece Ns, y a su vez
el nuimero de onda critico va disminuyendo a partir del valor dado por
Pearson (ac:=2). Esto nos estd diciendo que a medida que aumenta la
viscosidad de 1la interfaz 1liquida,-por ejemplo por agredado de
surfactantes-, es necesario aplicar mayores gradientes de temperatura
para inducir la conveccidén y que las celdas que se observen serdn de

longitudes de onda crecientes. Eventualmente cuando ac -- 0 lo que se
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observard es un Unico modo en forma de gran celda que abarcaria la
mayor parte del recipiente.

Por lo visto hasta ahora el procedimiento por el cual se obtiene
el nimero de Marangoni critico se asemeja a encontrar los puntos de
equilibrio de un sistema mecénico o al estudio via la enerdgia libre
de Gibbs, de 1las transiciones de fase de un fluido simple.
Extrapolando esa analogia a nugstro problema es dable pensar en la
existencia de estados “metastébles" en fendmenos de inestabilidad
convectiva. Tales estados podrian aparecer en un sistema cuya curva
de estabilidad marginal presentase al menos dos minimos locales.
Hasta ahora dijimos que el minimo absoluto era el que determinaba el
comportamiento critico. Sin embargo examinando las curvas de las
Figs. 2 y 3 advertimos que el nuimero de Marangoni asociado con la
abcisa al origen (que corresponde a un nimero de onda distinto de
cero) puede corresponder a un extremo local; méAs precisamente nos
interesa el caso en que al ser un minimo local corresponde a un
gradiente térmico mayvor que el critico. 8i el sistema es sometido
directamente a dicho gfadiente sin pasar por el valor critico podria
pensarse que la convecciodn puede establecerse en ese nuimero de onda
préximo a cero.

Esta es una hipdtesis que requiere convalidacidén .experimental
dado que las experiencias se hacen normalmente aumentando el
gradiente térmico en forma gradual, de manera que el sistema pasa
primero por un entorno de (M:z,a:z), y por ende alli se establece 1la
conveccidn. A priori entonces, no se puede excluir la posibilidad dé
que existan estos estados "metastables”. Luego 1la experiencia que

permitiria rastrear esta posibilidad seria comenzar estableciendo un
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gradiente térmico cercanoc al valor del punto metastable. Si la
conveccidén se estableciese con una longitud de onda drande,
comparable a las dimensiones del recipiente, estaria comprobada
nuestra conjetura. Si bajidsemos la +temperatura el sistema deberia
entrar en un estado desordenado, al que seguiria al alcanzarse el
gradiente critico, un patroén celular con la longitud de onda predicha
por la teoria.

En relacidn con la discgsién anterior, en 1la Figura 4 -que
recuerda la energia libre'dé Gibbs en funcidén de la presidn para un
fluido simple- se han representado los puntos M., M y M-
correspondientes a la ordenada al oridgen, el méximo local y el minimo
local respectivamente de una curva de estabilidad marginal M=M(a). Se
seleccionaron dos casos, la curva I con Ns=0 y la curva II con Ns#0.
Los puntos sobre las ramas DA y AE corresponden a los numeros de
Marangoni criticos M: donde se inicia 1la conveccidén. Sobre DA el
valor de M: coincide con el de M., en tanto que en AE, Mc=M=, lo que
implica que la conveccidén se desplaza hacia el minimo apartado del
origen de coordenadas. El espesor marcado como dm indica la
transicidén entre una estrﬁctura no-periddica de la conveccidén y otra
periddica; es decir que pasamos de un estado en que una gran celda
abarca la mayor parte del recipiente, a otro en que se manifiestan
las famosas estructuras teselares tipo panal de abejas, que observé
Bénard. El espesor dA resulta de imponer la condiciéﬁ
M:z=M. (dn })=M=(dn). La parte restante de las curvas de 1la Fig. 4
contiene un tramo cerrado ABC, que incluye a 1los puntos que hemos
dado en llamar "metastables”. E1 tramo BC definitivamente aparece

como no-fisico pues esos puntos son los que hemos designado Mi, y que
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corresponden al méximo local. En CA y AB estén los puntos
"metastables", los que de acuerdo a nuestra suposicién serian
posibles iniciadores de la conveccidén. Con respecto a la curva II del
mismo gréafico vemos que aparece desplazada hacia 1las regiones de
nuimeros de Marangoni criticos mayores, indicando con ello el aumento
del dominio de estabilidad producido por la viscosidad superficial.

LLa Figura 5 es bomplementgria de la anterior ya que representa
los numeros de onda adimensioéales que corresponden a los puntos M.,
Mi ¥y M= en cada una de las curvas M=M(a). Se han elegido 1los mismos
valores de viscosidad superficial que en la Figura 4 y la
representacién es en funcidn del espesor de la capa liquida d. Curvas
andlogas han sido obtenidas previamente en un problema donde se
analizaba solamente el rol de la deformacidn superficial (21). Sin
embargo, a diferencia de las nuestras aquellas aparecian como
discontinuas. El hecho de incluir ademds del minimo absoluto de las
curvas M=M(a), los otros extremos locales, genera curvas continuas.
Observamos también que el espesor da que marca la transicién hacia un
patrén convectivo periddico, corresponde a un punto de inflexidn de
la curva localizado en el tramo no-fisico BC de 1la misma. Este
comportamiento se hace menos notorio al aumentar 1la viscosidad
superficial que parece eliminar tal cambio de curvatura. Se advierte
asimismo dentro de la zona periddica de la curva, que para un espesor
fijo d, el nimero de onda critico es inversamente proporcional a la
viscosidad superficial.

Pasemos ahora a analizar el caso en que Bo<0, es decir cuando la
placa conductora estd arriba y la superficie libre del 1liquido mira

hacia abajo. El mismo tipo de curvas que se emplearon en la discusidn
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del caso anterior se utilizaran ahora.

Comenzando por la Figura 6 vemos 1las curvas M=M(a) de
estabilidad marginal que al igual que antes separan la regidn
inferior donde se agrupan las soluciones estables, de 1la superior
donde yacen las inestables. Sobre cada curva estd indicado el espesor
d correspondiente. Nuevamente el punto mds bajo de cada curva se
asocia con el inicio de la coqveocién, es decir con los valores
(M=, ac) cuyo significado ya hémos explicado. En este caso, por simple
conveniencia del cédlculo numérico no estamos usando escala
logaritmica en el eje de ordenadas como en el anterior. Ademds como
lo indica el grafico empezamos anulando todo efecto viscoso
superficial, es decir Ne=0. El primer resultado interesante es que
estos nimeros de Marangoni criticos corresponden al semieje negativo,
lo que implica que ahora la placa debe ser enfriada para promover la
inestabilidad. El punto "metastable" se localiza en valores levemente
positivos, pero no indica necesariamente inicio de la conveccidn como
antes discutimos. |

El agregado de confaminantes superficiales (y el consiguiente
aumento de Ns) cambia cualitativamente el comportamiento anterior. En
efecto, la Figura 7 muestra que las curvas con viscosidad superficial
no _poseen puntos de los que llamamos "metastables", es decir que no
existe mads que un gradiente capaz de motorizar la conveccidn. Ademids
el valor de M: parece bastante insensible a fuertes variaciones de la
viscosidad superficial y siempre se mantiene en la regién negativa.
Ademds el numero de onda critico no se desplaza significativamente,
estando cerca de cero, con lo que las celdas observadas deberdn ser

de gran tamafio.
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Ya que estas observaciones se hacen para un valor fijo de d,
veamos a continuacién como varian tanto Mz como ac en funcidén de 1los
espesores d y variando el pardmetro que nos interesa, es decir Ns.

La Figura 8 representa los nUimeros de Marangoni criticos Mc; la
curva I corresponde al caso no viscoso Ns=0, mientras que en la Il se
incorporan estos efectos superficiales. Ambas curvas muestran un
similar comportamiento y es claro que M: se mantiene nedgativo. En la
curva I hemos sefialado el espésor de que como antes marca el cambio
de periodicidad del patrén convectivo. Para encontrar su valor en
realidad es menester analizar los nuimeros de onda en la vecindad de
cero. Por ello en la Figura 9 se representan justamente los numeros
de onda criticos en funcidn del espesor d. Se ha agregado un tercer
valor de viscosidad superficial que no aparece en la Figura B8 pues
quedaba fuera de la escala elegida. Examinando la curva I de la Fig;
9 vemos que en dm el nimero de onda adimensional es préacticamente
cero. Las curvas II y III muestran por el contrario un comportamiento
asintético, lo que indica el efecto de la viscosidad superficial al
inhibir la posibilidad'de.tener un nimero de onda critico as muy
préximo a cero como en la curva I. Esto implica ademds que los
patrones de flujo en este caso siempre exhibirdn una determinada
estructura teselar, notdndose la ausencia de modos que abarquen Ila
totalidad de la capa liquida. Se advierte también en esta figura, que
cuando el espesor aumenta acercdndose al limite superior de 0.1 cm (a
partir del cual aparece también el fendmeno de inestabilidad de
Rayleigh) el efecto de 1la viscosidad superficial tiende a ser
irrelevante en cuanto a su influencia sobre el valor del numero de

onda critico ac.
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I11.8 Conclusiones

Es innegable 1la importancia que ha tenido para una mayor
comprensidén de los procesos termoconvectivos, la explicacién dada por
Pearson de la inestabilidad de Marangoni. Sin embargo, y a partir de
sus conclusiones, hubo quizés una tendencia a sobrevalorar el rol de
la tensidn superficial envel.éomportamiento interfacial durante el
desarrollo de inestabilidades, pasando a segundo planoc otras pro-
piedades, no menos relevantes.

Si bien podemos admitir que en un problema del tipo Rayleigh
(donde la flotacidén es la fuerza motora), en determinados casos las
viscosidades superficiales se consideren como efectos de segundo
orden (ver ref(22), pag.600), en el efecto Marangoni donde
prdcticamente el fendmeno se circunscribe al dominio de la interfaz,
su influencia pasa a ser importante.

En ausencia de viscosidad superficial, o de otro mecanismo
disipativo equivalente; la magquinaria interfacial convertiria energia
superficial proveniente de reacciones quimicos, agentes externos u
otras fuentes, en energia cinética, que luego pasaria al seno del
fluido modificando su comportamiento dindmico. Queda claro entonces
que al asignarle a la interfaz una viscosidad superficial (que como
vimos es combinacidén de la de corte y 1la dilatacional) deberia
aumentar su estabilidad frente a perturbaciones externas.
Efectivamente, las Figuras 3 y 4 revelan este comportamiento, que se
manifiesta en un aumento del nimero de Marangoni critico y

consecuentemente en la necesidad de imponer mayores gradientes
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térmicos para promover la inestabilidad.

Asi wvemos que el rol de las viscosidades superficiales,
complementa el de la tensién superficial. En efecto, Scriven Yy
Sterling (12) habian establecido que al aumentar esta Gltima,
producia un efecto estabilizante en relacidén con 1la aparicidn de
ondas estacionarias en la superficie libre de un liquido.

Esto tiene obvias imp}icancias tecnoldédgicas, dado que la
conveccién en interfaces tiéne una influencia que presenta dos
aspectos, uno positivo y el otro negativo. En efecto, se encuentra
que establecido un patron de flujo termoconvectivo cua-
si-estacionario, aumentan los fendmenos de transporte e intercambio,
entre la superficie libre y el volumen del sistema. Esta serfia una
faz benéfica del fendmeno. Por otra parte, sobre todo traténdose de
s6lidos fundidos, se suelen producir modificaciones morfolddgicas casi
siempre adversas (23). Recordemos que al principio mencionamos la
importancia de los procesos de conveccidén en la elaboracidén de barras
semiconductoras, y dgdo que sus propiedades eléctricas son
fuertemente influenciadas por lo que ocurre en la vecindad de la
interfaz sdélido-fluido, se comprende que se realicen concienzudos
estudios para morigerar los efectos indeseados de la conveccion.

En el caso en que la interfaz se ubica hacia abajo, resulta
claro que el sistema tiende a desestabilizarse simplemente por la
accion de la gravedad, que haria al liquido fragmentarse en gotas que
caerian bajo su propio peso. Sin embargo, como resulta claro de las
Figuras 7 y 8, un gradiente térmico tal que la placa metdlica esté a
menor temperatura que el fluido circundante (lo que implica que el

numero de Marangoni critico resultard negativo) aparece como
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potencialmente estabilizante, por cuanto los flujos denerados con
temperaturas ligeramente mds bajas caen dentro del dominio de las
soluciones estables del sistema.

Esta es otra de las conclusiones importantes en procesos que
involucren deposicidn de peliculas delgadas, por ejemplo esmaltes ¥y
pinturas, sobre metales.

Es innegable la’ oompleji@ad inherente al estudio de flujos
termocapilares. Un nuevo panofama se abre para su estudio frente a la
posibilidad de realizar experiencias controladas en entornos de
microgravedad dentro de naves espaciales. Este es un campo que
permitird verificar aldunas hipétesis y desechar otras, como a la vez
constatar el grado de cumplimiento de predicciones como las que hemos

venido realizando.
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LISTA DE TRACIONES

Figuras

1. Jlustracion de las celdas convectivas de Bénard, donde se ha

exagerado la curvatura superficial.

2. Curvas de estabilidad neutral para diferentes valores del ancho
interfacial d (em) indicado sobre cada curva. Se representa el
caso en que la cara superior de la capa es la superficie 1libre

(Bo>0) con viscosidad superficial nula (Ns=0).

3. Curvas de estabilidad neutral para el caso Bo>0 con el ancho
interfacial fijo (d=0.07 cm) donde se ha variado 1la viscosidad

superficial (Ns), indicéndola sobre cada curva.

4. Valores de M., Mi y Mz representados como funcidén del espesor d,
para el caso Bo>O. El numero de Marangoni critico M: cae sobre
las ramas DA y AE. Para d=dem el inicio de la conveccidén cambia de
una estructura no peridédica a otra peridédica. La curva I
representa el caso de viscosidad superficial nula y para la II es

Ns=10,

5. Numeros de onda adimensionales a, correspondientes a las abcisas
de los puntos M-, Mi y M= de las curvas M(a), representados en
funcidn de d, para el caso Bo>0. Los estados ‘“"metastables" e

"inestables" caen en los intervalos AB, AC y BC, respectivamente.
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dn, asi como los valores del pardmetro Ns coinciden con los de la

Figura 4.

Curvas de estabilidad neutral para diferentes valores del ancho
interfacial d (cm) indicado sobre cada curva. Se representa el
caso en que la cara inferior de la capa es la superficie libre

(Bo<0) con viscosidad superficial nula (Ns=0).

Curvas de estabilidad neutral para el caso Bo<O con el ancho
interfacial fijo (d=0.03 cm) donde se ha variado 1la viscosidad

superficial (Ns), indicéndola sobre cada curva.

Valores del numero de Marangoni critico M: para Bo<0O, re-
- presentados en funcidén de d. En la curva I (Ns=0) para d<da 1los
puntos graficados corresponden a la ordenada al oridgen, mientras
para d>d~ al primer minimo local de M(a). En la curva II (Ns=10)

M: corresponde al primer minimo de M(a).

Nimeros de onda adimensionales criticoé as, representados en
funcidén de d, para el caso Bo<0. En la curva I (Ns=0) aparece un
ancho da (el mismo de 1la Figura 8) donde se modifica 15
estructura de la conveccidn al pasar de no-periddica a periddica,
mientras que en las curvas II y III esta transicidn no se

presenta, ya que el inicio de la conveccidn es siempre periddico.
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IV. BALANC A E

IV.1 Introduccidn

El rol fundamental que Jjuegan las condiciones de contorno en la
formulacidén de una teoria consistente de la dinadmica interfacial, y
como caso particular en el andlisis de inestabilidades hidrodindmicas
como las de Rayleigh-Bénard 'y Marangoni, fue discutido en los
capitulos precedentes. En ningin problema que involucre fases fluidas
puede omitirse la formulacidn de condiciones de contorno que rescaten
los hechos fisicos relevantes, aunque algunas de ellas surjan en
ocasiones de manera heuristica (1).

Las primeras condiciones de borde para interfaces fluidas han
sido escritas usando aproximaciones fenomenoldgicas, tales las de
Scriven (2) y Aris (3). En ellas el acento es puesto sobre las
ecuaciones de movimiento.

Posteriores desarrollos usaron el formalismo de la termodindmica
fuera del equilibrio, dénde la interfaz aparece dotada de propiedades
singulares (4).

Por otro método, combinando un enfoque microscépico con ciertas
aproximaciones fenomenoldgicas, Baus y Tejero (5) llegaron a
ecuaciones para la dindmica interfacial y para el balance de energia
superficial, a partir de las cuales, suponiendo 1la anulacién de
varios coeficientes, se pueden recuperar resultados previos. En
capitulos anteriores hicimos un comentario sobre este trabajo, por lo
que no vamos a reiterarlo.

Mds recientemente se ha modelizado una interfaz consideréndola
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una regidn tridimensional dotada de propiedades materiales, surgidas
de definir un tipo especial de integracion sobre el espesor de 1la
misma (6). Esto conduce a cantidades interfaciales "verdaderas"”,
denominadas de esta forma para distinguirlas de 1las cantidades
superficiales de exceso definidas al estilo en que Goodrich (7)
introdujo las viscosidades superficiales. En este contexto, si bien
no aparecen resultados novedosos en lo que hace al balance de masa,
momento y energia, se afirmé. que es posible obtener de manera
consistente una ley de balance de entropia.

En el presente capitulo mi interés es concentrarme en el
problema del a t i i ial, wutilizando un enfoque
fenomenoldgico.

Comenzamos considerando la ley de conservacidn de 1la energia
interna especifica para un fluido inhomogéneo. Dejamos de 1lado la
simetria esférica caracteristica del seno de un liquido y suponemos
que dentro de la interfaz existe una direccidn preferencial, segin la
cual aparecen fuertes gradientes, por ejemplo de densidad; esto nos
rernite admitir una simétria cilindrica. Asumiendo que las cantidades
superficiales de exceso (definidas de acuerdo con Goodrich)
caracterizarédn el comportamientc térmico, se obtendrd una ecuacidn de
balance de energia ampliada. Las nuevas cantidades superficiales
predichas se pueden relacionar con pardmetros conocidos, como la
tensidn interfacial.

A continuacidn vamos a incorporar efectos gruzados, producto de
tener aplicado un gradiente térmico sobre el sistema, que al inducir
un gradiente de concentracicdn modifica la dindmica interfacial.

Todo 1lo anterior nos permite encarar el analisis de un
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experimento realizado por Beaglehole (8), en que la temperatura de la
interfaz muestra un comportamiento andmalo cuando aparecen gases

disueltos en la misma.
IV.2 LEY DE BALANCE TERMICO

La ecuacidén que da el balance de energia interna especifica para

un sistema termodindmico, es:

3 . .
EE(Pu): -div(gu V + Jq) - P:grad V (4.1)

donde o es la densidad del fluido, V la velocidad, Js el flujo de
calor y P el tensor total de presiocnes. En lo que sigue nos apartamos
del texto de de Groot y Mazur (9) del que se extrajo dicha ecuacidn.
En efecto, lo habitual a menos que se vaya a definir 1la tensidn
superficial, es separar el tensor P en un escalar, que representa la
parte hidrostdtica del mismo y en una componente viscosa. Dejando por
el momento de lado la parte viscosa, lo que haremos es admitir que
por tratarse de una interfaz plana la contribucidén hidrostdtica de P
no es la presiodn i;otrépica del volumen sino un tensor diagonal (10),
tal que:
Px§z):Py§z):PT(Z) y P_{z)=Py(z)=p

Luego, ya sabemos como expresar el producto escalar tensorial del

segundo miembro de la ec.(4.1). En efecto:

oVa oVx oVy oVz (4.2)
. - — — — + _—
P:grad V 2 Pap ox XX OXx * Pyy oy Pzz 0z

a, B

Debemos sefilalar asimismo que tanto P+ como P, es decir las

componentes transversal y normal del tensor de presidn, son en
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general funciones de la temperatura.
Como hemos supuesto simetria cilindrica en 1la interfaz, el
primer término del miembro de la derecha en (4.1) también puede, como
veremos, separarse en dos partes. 8i z marca la direccidn sedin la

cual el sistema se hace inhomodgéneo, tenemos:

div(pu V + J )= V. (pu v+ J§)+ S (pu v+ Jz) (-
donde Ve, V®=VxVx+V+V¥+ denota el valor de la divergencia superficial
evaluada en z=0. Jo7 y Ja" son las componentes tandencial y normal
respectivamente del vector de flujo de calor, que en su forma mas
general, de acuerdo a la ley de Fourier, se expresa como:

Jq: - K:grad T (4.4)
donde K es el tensor de conductividad térmica, que en sistemas
isétropos y homogéneos se reduce a un escalar que multiplica al
tensor unitario. Por el contrario, paré nuestro sistema admitiremos

una descomposicidn del mismo en partes tangencial y normal, ambas

dependientes de z. Luego J4, se escribe:

Jqf = [KT(Z)VST, KN(Z) %g ] (4.5)
donde V~»=(Vx,Vv) denota el operador gradiente bidimensional y
Kxx(z2)=Kv~(2)=K"(2) ¥ Kzz(2)=K"(z) son las componentes diagonales no
nulas del tensor de conductividad.
Con la ayuda de las ecs.(4.2-5) y no incluyendo como dijimos 1la
parte viscosa del tensor de presiones, reescribimos la ec.(4.1) como:
Sow= -V .o V- K'Y T -3 pva-k Ty (4O

con:

P
o (4.7)
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(4.8)
La ecuacidén (4.8) no es mds que la entalpia especifica de un
sistema homogéneo, en tanto que la ec.(4.7) define una entalpia de la

interfaz en direccidn tangencial. Obviamente cuando nos desplazamos

hacia las fases de volumen adyacentes, ambas cantidades son
indistinguibles.
En la regién interfacial, supuesta a temperatura constante,

todos los coeficientes dependerdn de 2z explicitamente. Como esta
dependencia compleja ocurre en un espesor € correspondiente a unos
pocos didmetros moleculares -siempre que estemos suficientemente
lejos del punto critico- la ec.(4.68) puede transformarse en otra
expresién que incluya cantidades de exceso superficial, cuya
definicidn fue conveniente explicitada en el capitulo 1I.

Lo que hacemos entonces es integrar dicha ecuacidén para el
dominio -e<z<e, es decir el intervalo donde se localiza 1la regidn
inhomogénea que limita con las fases puras. Ademds expresamos la
energia interna especifica admitiendo como vdlida la expresidén local
u(r,t)=Cu(z).T(r,t), deneralizacidn de aquella que se emplea en el

volimen. La integracidn entonces resulta:

s € T
O I° otz € (2) dz = - V" V_. ° o) b (r,8,T) dz +

ot . (4.9)

s v21% [ kT(z) az - (v_.v%) [® o(z) bl (r,t,T) dz -
s J-€e s l-€

N N aT

e O
- nf Tl gV p =k gl oz
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donde V®, la velocidad superficial, equivale a V(x,y,z=0,t) (11).

Asumiendo que la temperatura es una funcién suave de =z, podemos
definir una temperatura superficial T¥=T(x,y,z=0,t).

Usando la definicidn estandar de excesos superficiales (7), ¥y

denotando estas cantidades con un segmento en la parte superior, la

ec.(4.9) se convierte en:

T poced e N aT.e

oC ot _ ShlV .vS- vE. ¥ (oBVy+ KiverSs (kY 2%4° R e
PYv 3t ? s’ Vg VPR s oz -e LY, —e

(4.10)

Para poner esta ecuacidn en términos de coeficientes més
familiares, escribamos 1la entalpia tangencial especifica como
h"=C.(2).T(r,t), luego la ec.(4.7) se reescribe como:

PT(z,T) (4.11)

donde C.(z) es el calor especifico a presién constante. Multiplicando
ambos miembros de la ecuacidén anterior por p(z,T) e integrando sobre
la variable z entre ~¢ y €, tenemos:

EEPTS: eC,T°= v + p O(e) (4.12)
donde vy es la tensién superficial ¥y §Em vy oCv son excesos
superficiales de éstas capacidades calorificas, a presidn y volumen
constante, respectivamente.

Dado que el término de O(e) puede ser despreciado, otra forma de
escribir (4.12) es:

P T T (4.13)

donde y’=-(0r/dT)s es la derivada de la tensidn superficial respecto

a la temperatura, calculada en T=Tw, la temperatura interfacial;

Recordamos que esta cantidad era fundamental en el andlisis de la

inestabilidad de Marangoni. También hemos supuesto que las
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capacidades calorificas de que hablamos antes no se modifican
sustancialmente con esa temperatura, al menos 1lejos del punto
critico. Esta dltima ecuacidén, por su estructura recuerda a la
expresion de Mayer para un gas perfecto.

Con la ayuda de (4.13) reescribimos (4.10) en 1la siguiente

forma:
s
—, oT_ — S s s, 7T, 2,8 N oT.e
?CV 8-{_:— ?CVT VS.V" + v VS.V + K VST + [K 6;]—8
" ’ (4.14)
€ — .S s s
[QVZh ]_e— PCVV .VST + Vv .Vsy

Esta es la ecuacidn que buscdbamos y que nos da el comportamiento
dindmico de la temperatura de 1la superficie. En relacién con el
ultimo término veamos como expresar las cantidades involucradas de
forma mads explicita. Primeramente escribimos la entalpia especifica

de un fluido homogéneo, que resulta:

th: C dT + (h
P, T

3

t+ v) dp + h dt

T, T,p (4.15)

donde T es el grado de la reaccidn (13) y

N N N
oh oh oh
f== ; ; )

h = (55) h = (5;

Cp,t: oT'p, T ’ T,T T,T ’ T, p

T,p
son: la capacidad calorifica de una fase homogénea a presiodn y
compqsioién constantes, el calor latente del cambio de presidn a
temperatura y composicién constantes y el calor de reaccién a
temperatura y presidn constantes, respectivamente.

Para un sistema donde T y ¢ son constantes, el Ultimo término de
(4.14), usando la (4.15) se convierte en:
(4.16)

N.e _ ,S-m [
[pvzh ]_e— VZ[1 Cp,r]—e
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donde se ha asumido que la velocidad no cambia significativamente en
los limites de la interfaz, de modo que tiene sentido definir wuna
velocidad de la misma, haciendo Vz"=Vz:"=Vz(X,y,2=0,t)=Vz¥,

Esta Gltima ecuacidn muestra entonces la forma en que el flujo
de calor a p ¥y T constantes estd 1ligdado con la velocidad de 1la
superficie y la capacidad calorifica asociada.

Si por el contrario el sistema opera a T y p constantes el

término en cuestidn se convierte en:

N.e _ e (4.17)
oV, = Ve ® hT,P]“€

donde el calor de reaccidn correspondiente a un cambio de fase es el
calor latente de evaporacidén (13); =1 indica 1la conversién de un
gramo de liquido en gdas. Usando el concepto de velocidad
"baricéntrica"” (9), la ecuacidén anterior se convierte en una de uso
familiar en la literatura (14).

Por Ultimo, si el proceso considerado ocurre a temperatura T y

composicidén T constantes, el "salto" es:

“N_e € '
- (4.18)
[V, b 12, = Ve (hy o+ v) 21T,

Esta ecuacidn nos dice que el calor fluird normalmente a la interfaz
si hubiera una diferencia de presidn aplicada a través de ella. Los
fluidos no deben ser perfectos, de otro modo el flujo caldrico se
anularia ya que el calor latente asociado al cambio de presidén seria
en tal caso hr, ,=-v.

Sustituyendo las ecs.(4.16-18) en la ec.(4.14), el balance de

energdia en una interfaz se convierte en:
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S . (] S—TZS Né_'ge
oo, Ao o 5o 1 v VR VLV KT T S

€

s s € +
SC VSV 1% VOV 4 VLT € IT Ve T by ol

’ (4.19)

+)]e
+ [VZQ (hT,t V) p —e

Esta ecuacidn contiene contribuciones de volumen y de superficie.
Entre las Gltimas debemos incluir también a la tensién superficial,
que equivale en cierto modo a un exceso, en este caso de energia
libre. De los cinco términos superficiales que tenemos a la derecha,
cuatro de ellos estdn ligados al transporte convectivo de calor y el
restante (que contiene a K") es conductivo.

Los términos restantes (que indican el salto entre -e y +e¢) son
el nexo entre ambas fases de volumen, mediado por la presencia de 1&
interfaz.

El primero, que mide 1la discontinuidad de (K™. 0oT/0z), re-
presenta el salto de la corriente de calor normal a la interfaz. Los
restantes tres tépminos indican asimismo la discontinuidad en las
densidades entdlpicas cuando dos de las tres variables p,t y T se
mantienen fijas.

Lo que podriamos hacer ahora es discutir la relacidén que existe
entre la ecuacidn propuesta aqui para 1la evolucidon de la energia
interna especifica y otros desarrollos previos.

Sobre la base de diferentes aproximaciones al problema, Bedeaux
et al. (4) y 1luego Baus y Tejero (5), propusieron diferentes
ecuaciones de balance para la energia interfacial de dos liquidos

inmiscibles. Baus obtuvo un desarrolloc con mayor cantidad de
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términos, pero muestra que bajo ciertas condiciones su ecuacidén se
reduce a la de Bedeaux. Sin embargo, a pesar de su gdeneralidad, al
compararla con la que hemos presentado (ec.(4.19)) observamos que en
aquel tratamiento no se tuvieron en cuenta las siguientes
contribuciones:

a) El calor debido a una no-uniformidad superficial de 1la entalpia,
concretamente el término v“.Va(éﬁ*) de la ec. (4.10) que aparece ex-
plicitado en (4.19) como (aa;ﬂvm.VaT“+v“.Vﬁy). Aqui queda claramente
de manifiesto la posibilidad de inducir un flujo convectivo por un
gradiente térmico superficial ain sin contar con el término debido al
gradiente de tensidén superficial. Como se recordard, en el capitulo
anterior vimos que este Gltimo término era el responsable de los asi
llamados esfuerzos de Marangoni, que Pearson introdujera para
explicar esa inestabilidad. Luego, esto aportaria una explicacidn
para comprender la presencia de patrones de flujo convectivo del tipo
de Marangoni para aquellos fluidos en que su tensién superficial es
aproximadamente constante respectc de las variaciones de temperatura.
b) La generacidn de calbr»debida a una reaccidn quimica o a un cambio
de fase, dada por el término (pvz T hr.p).

c) E1 flujo calérico debido al "salto" en 1la presién volumétrica,
dado por el Ultimo término de la ec. (4.19).

Ademas nuestra ecuacidn podria compararse con aquellas empleadas
en las inestabilidades de fluidos que se evaporan (14-15). En esta
clase de problemas, donde las velocidades se refieren usualmente al
sistema baricéntrico (9), sélo se tienen en cuenta las contribuciones
"debidas al cambio de fase (que indicamos en b)) y el salto en la

corriente de calor (K™ dT/0z). Contribuciones similares a las que
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hemos obtenido, no aparecen en la literatura consultada.

La conclusidn seria entonces que la ec.(4.19) es mads general que
las derivadas previamente y prevee nuevas fuentes de flujo caldrico
sobre las cuales pueden ensayarse interpretaciones fenomenoldgicas
plausibles.

Otro resultado que aparece como interesante es el dado por 1la
ec.(4.13) al relacionar el exceso de las densidades de calor
especifico con el gradiente térmico de tensidén superficial. Luego
volveremos sobre ella, previo cdlculo del calor especifico 66: para

una interfaz acuosa.

1v.3 CONDUCCION DEL CALOR, DIFUSION Y EFECTOS CRUZADOS

Esta seccidn la dedicaremos a estudiar el fendmeno que aparece
en una mezcla de fluidos cuando la temperatura y la concentracidén no
son uniformes a través del sistema.

No es necesario abundar sobre los procesos de conduccidén del
calor y de difusidén de masa, descriptos fenomenoldégicamente por las
leyes de Fourier y de Fick'respectivamente. Sin embargo cuando se
verifican las condiciones enunciadas mds arriba acerca de la pérdida
de uniformidad en el sistema, aparecen los asi 1llamados efectos
"cruzados"”, observados y caracterizados hacia fines del siglo XIX por
Dufour y Soret (16). Haciendo una somera descripcién de los mismos,

al aplicar un gradiente térmico aparece inducido en el sistema un

flujo de materia. Este fendmeno es de difusidn térmica y se conoce
como efecto Soret, cuando se produce en los liquidos. Claramente no

son los gradientes de concentracidén, como es habitual, 1los que



107
motorizan la difusién, de alli la denominacidén de cruzado que recibe
dicho efecto.

También existe el fendémeno reciproco del anterior, es decir
aquel en que el flujo de calor aparece a causa de la presencia de
gradientes de concentracidn, y se lo conoce como efecto Dufour.

Los fendmenos descriptos y las ecuaciones que se formularon para
explicarlos estaban referidos al seno, es decir al volumen de los
fluidos en cuestidén. Lo que héfemos a continuacién es extender los
alcances del formalismo preexistente de manera de incorporar de
manera explicita 1la presencia de una regidn interfacial 1i-
quido-vapor. Es razonable suponer que dichos fendémenos cruzados sean
particularmente intensos (dependiendo de las caracteristicas del
fluido) en la interfaz, que como ya dijimos en los capitulos previos
de esta Tesis, es una zona donde la falta de uniformidad se hace mas
manifiesta.

Otro aspecto que es importante destacar es que por ser la
interfaz anisdtropa, estos efectos cruzados deberian en principio ser
descriptos dentro de .un formalismo tensorial; en la secciodn
precedente de este capitulo, siguiendo este Ultimo enfoque, se
discutidé la ecuacidén de balance térmico. Sin embargo, y en la
busqueda de mayor simplicidad, analizaremos el fendmeno considerando
que los coeficientes fenomenoldgicos involucrados son escalares.

Por otra parte, y dado que nuestro interds serd estudiar una
respuesta térmica inusual de la interfaz, se considerarda en detalle
solamente el efecto Dufour.

Entonces, la ecuacidén que escribimos es:

¢C, -g—: = —div Jq: div (K grad T + Qlu‘flT D" grad c,) (4.20)
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valida para un proceso a volumen constante que involucra a dos
componentes, solvente y soluto (ver ref.(9), pag.277). Ademds de los
coeficientes definidos previamente, aparecen: ¢., densidad del
soluto, p®1:1=(0Mm1/Oc: ), donde los simbolos ¢ y M representan en este
caso concentracidn y potencial quimico respectivamente y, por ultimo
D", el coeficiente de Dufour, que en este andlisis se considera un
escalar constante. |

Repitiendo los pasos que nos condujeron a la ec.(4.19), vale decir
integrar ambos miembros de la ec.(4.20) en 1la direccién =z, en el

dominio -e<z<e, se llega a la siguiente expresiodn:

Au

dT® A
1 6c1

e oT . oc * (4.21)
oC, 5z = | K5 (= t)+ ¢ D" 3 1(z,t) T(z,t) |_

que pone de relieve, por un lado la presencia de la interfaz por la
aparicion de cantidades de exceso superficial que le son propias, y
por otro la existencia de fases puras adyacentes (indicadas con +/-)
en las cuales ha de evaluarse la cantidad encerrada entre barras.
Antes de pasar a la seccidn siguiente digamos que para completar
el par de ecuaciones que se requieren para la resolucidén completa del
problema, es menester escribir una ecuacién de tipo difusivo que
involucra al efecto Soret, y que permite conocer 1la evolucidn
temporal de la concentracidn de soluto. Como se verd a continuacidn,

el problema considerado nos permite omitir dicha ecuacidn.

IV.4 UN_COMPORTAMIENTO ATIPICO EN LA INTERFAZ LIQUIDO-VAPOR

Durante el estudio del comportamiento +térmico de 1la interfaz
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liquido-vapor se ha observado un curioso comportamiento cuando el
liquido en cuestidn es el agua. Ya se conocian efectos estructurales
que ocurrian en el volumen de una masa de agua, responsables de
propiedades poco comunes, como el aumento de densidad observado a los
4 °C, pero no se tenian reportes de +tales manifestaciones re-

lacionadas con propiedades superficiales.

Las observaciones que vamos a describir son debidas a Beaglehole
(B) quien empled medidas del cﬁeficiente de elipticidad, relacionado
con la estructura interfacial a través de variaciones locales en el
indice de refraccidn en esa regidn de transicidn. Dado que este
indice equivale a la respuesta en altas frecuencias de 1la constante
dieléctrica, la que es muy sensitiva a cambios del peso y orientacidn
moleculares, se admite que estas medidas proveen una informacidén muy
detallada de las propiedades de la superficie liquida.

Las observaciones de Beaglehole también abarcaron la temperatura
de la interfaz, aspecto sobre el cual deseamos focalizar nuestro
interés. Concretamente se ubicd un calefactor dentro de una celda
experimental que contenia agua en equilibrio con su vapor, de modo
que el calentamiento pudiese realizarse desde la fase gaseosa (por
encima de la interfaz) o, rotando previamente la celda 180%, desde 1la
fase liquida (por debajo de la interfaz). Cuando se calentaba desde
arriba se observé que la elipticidad sufria un brusco cambio de
signo, al que seguia una suave relajacidn hacia un valor de
equilibrio cuando cesaba de operar la fuente térmica. Al mismo tiempo
la temperatura de la interfaz manifestaba un fuerte incremento por
encima del valor observado en el seno del 1liquido, siendo ambas

temperaturas registradas por sendas termocuplas. La eliminacidén del
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pulso térmico provocaba una disminucién de la temperatura interfacial
que asintdticamente se acercaba al comportamiento de 1a temperatura
del seno del 1liquido, tipicamente difusivo. Lo andmalo. de este
comportamiento es que por un lado 1la elipticidad de wuna interfaz
liquido-vapor "normal"” deberia mantenerse aproximadamente constante y
de valor negativo, de acuerdo con observaciones del propio Beaglehole
y de otras reportadas en la literatura. Por otra parte la temperatura
de la interfaz (vale decif la de un punto macroscépicamente
localizado en su espesor) no sigue el comportamiento esperado
compatible con una solucidén de la ecuacién de conduccién del calor,
tal como ocurre en el seno de la masa de agua.

Estos comportamientos atipicos desaparecieron cuando se ve-
rificaron dos cambios en el arreglo experimental: a) se desgasd
concienzudamente el agua y b) el calentamiento fue realizado desde la
fase liquida, es decir desde abajo de la interfaz. Debemos aclarar
que la presencia de gases en solucidn se debia a la técnica empleada
para remover impurezas,'consistente en la aplicacidén de una corriente
de pequefias burbujas de gas a través del agua que luedo se utilizaba
para el experimentﬁ. Los gases empleados fueron N=, Ar, He y CO=.

Las observaciones reportadas fueron muy reproducibles e indican
un comportamiento sistemdtico no atribuible a coincidencias o errores

experimentales.

IV.5 MODELO TEORICO PROPUESTO Y CALCULO DEL _ CALOR  ESPECIFICO
SUPERFICIAL

Hecha la revisidn de los hallazgos experimentales de Beaglehole,
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en lo que sigue propondremos un modelo tedrico que permita explicar
el comportamiento observado.

La situacidn que reviste un interés especial es, como ya se
dijo, aquella en que el elemento calefactor estd ubicado en 1la fase
gaseosa, por encima de la interfaz. Vamos a suponer que el ¢gas
disuelto en el agua estd también presente, mezclado con aire, en la
zona que macroscépicamente definiriamos como la interfaz. Esto nos
permitirda, como veremos més; adelante, tener en cuenta efectos
cruzados en la fase gaseosa, aunque limitados a una zona prdéxima a la
interfaz. Mds alld de esta regidn de algunas centenas de angstroms
podemos pensar que la atmdsfera que rodea al calefactor contiene el
gas en una dilucidn casi infinita.

Cuando comienza el calentamiento aparece un flujo térmico en el
aire, que; como quedard justificado mds adelante, podemos suponer
constante, y que finalmente alcanza la interfaz. De acuerdo a 1lo
observado experimentalmente, durante la aplicacidén del pulso térmico
la temperatura de la fase 1liquida es practicamente constante, de
manera que no resulta arbitrario proponer que el flujo hacia esa
redion sea casi nulo. De manera que en ese intervalo de tiempo la
interfaz se estaria comportando como un sumidero térmico.
Desconectada la fuente de calor, parte de la energia acumulada en la
interfaz pasa al 1liquido, cuya temperatura evoluciona con un
comportamiento netamente difusivo. Por su parte, la temperatura
interfacial comienza entonces a disminuir, hasta que en un tiempo
suficientemente largo ambas se aproximan asintéticamente.

Hasta aqui hemos esbdzado las condiciones que hemos de imponer

al conjunto de ecuaciones diferenciales necesarias para conocer la
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evolucidn en el tiempo de la temperatura de la interfaz.

Para ello, partiendo de la ecuacidn (4.19) de balance térmico,
al suplementarla con la consideracién de efectos cruzados en la
interfaz, se llega a la ec.(4.21), que en definitiva vamos a emplear.

Se trata de la descripcidén simplificada de un problema muy
complejo en el que estamos incluyendo el efecto Dufour -aparicién de
un flujo térmico en 1la interfaz inducido por. gradientes de
concentracidén—- mas no su reciéroco, el efecto Soret; ademds se han
considerado despreciables las variaciones de temperatura y
concentracidén en el plano X-Y y sélo tenemos en cuenta la variacidn
sedgin 2.

Ubicado el origen de coordenadas en la posicidén del calefactor,
la interfaz se localiza en z=1, en tanto que entre barras se indica
la variacién de la cantidad que ellas delimitan en 1la transicidn
(gas-— liquido). Adviértase que hemos tomado positivo el semieje =z
que apunta hacia abajo, lo que no representa ninguna dificultad,
sobre todo al no incluir el campo gravitatorio.

La capacidad calorifica, cantidad de exceso superficial que
aparece en el miembro izquierdo de la ec.(4.21), fue introducida
previamente; como propiedad intrinseca de 1la 'interfaz, deberia
depender de sus constituyentes, en este caso agua y nitrddeno
disuelto. Pasando al miembro derecho de la ecuacidn, K representa la
componente normal del tensor de conductividad térmica, aqui
considerado un escalar. ¢. y ¢= son las densidades del soluto y el
solvente respectivamente, y o, suma de las anteriores, es la densidad
total. c1=Q:1/p es la fraccién de masa del soluto, c=, el wvalor

correspondiente para el solvente y se verifica que ci+ce=1. En la
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regidn cercana al calefactor se ha asumido que ci<<1, es decir que el
soluto, en este caso nitrdégeno gaseoso, se encuentra eh un régimen de
alta dilucidn; sin embargo, a medida que nos aproximamos a la
interfaz, la fuerte variacidén en su concentracién es la responsable
del efecto Dufour. D", el coeficiente asociado al efecto cruzado, es
de escaso monto en los 1iquidos comparado con su valor en gases, para
los que es superior en varios 6rdenes de magnitud.

La ecuacidén (4.21), a: pesar de representar una version
simplificada del caso general, retne los elementos indispensables que
nos permitirdn dar una explicacidn ajustada a 1los hechos ex-
perimentales observados.

Resulta claro al analizarla, que para saber como evoluciona la
temperatura en la superficie 1libre del agua, es menester ademas
conocer la temperatura, la concentracidén de soluto y sus respectivos
gradientes sedgin z, a ambos lados de la interfaz, es decir en las
fases de volumen respectivas. Para no resolver este problema acoplado
en su totalidad, debemos realizar algunas aproximaciones, las qué
obviamente no pueden 4entrar en contradicecidn ni desconocer 1la
evidencia experimehtal que ya detallamos previamente.

Ya se dijo que el calefactor estd ubicado en la fase gaseosa, y
suponemos que el pulso térmico tiene una duracidn de T segundos. Dado
que el calor es dgenerado por una resistencia eléctrica, si ademds 1la
suponemos plana, la temperatura en z=0 muestra un comportamiento en

el tiempo dado por:

12
T(z=0,t)=a t (4.22)

donde a es una constante que dependerd de las caracteristicas del

medio (ver ref.(17), pags.45 y 56). En realidad la ec.(4.22) es una
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condicidn de contorno para 1la ecuacidén de conduccidn del calor,
compatible con la suposicidn de un flujo de calor constante por

unidad de area y de tiempo. Si ahora suponemos que no hay efectos
cruzados en la fase gaseosa, -debido a la baja concentracién de
soluto lejos de la interfaz- la temperatura en funcidén de la posicidn
y del tiempo surge de resolver la ecuacidn de conduccidn del calor,
considerando que, ademds de (4.22), ha de verificarse la condicidn
inicial de temperatura cero a tiempo cero. La solucién compatible con

estas condiciones es:

2 1/2
1/2 z zZ N 178, .
T(z,t)=a t [exp(- )y - erfc(z/2(kt) 1l = (4.23)
4kt 2(kt)l/z
= a (Jtt)l/2 ierfc(z/Z(kt)l/z)

vdlida para un medio semiinfinito, pero que en realidad nos proveera
de la temperatura y su gradiente en =z=1, donde se localiza 1la
interfaz. Aqui hemos supuesto que 1la presencia de la interfaz

esencialmente no_ modifica el comportamiento +térmico de 1la fase

gaseosa, hecho que permite. transformar un problema finito, como el

que en realidad se plantea, en otro aproximadamente equivalente. La
constante k que aparece en la solucidn, es la difusividad térmica del
aire, también llamada conductividad termométrica.

Para tiempos mayores que T el calefactor estd desconectado. A
partir de la solucidén dada por (4.23), por aplicacion del teorema de
Duhamel, se obtiene la solucidén para t>r para el dominio 0<z<l. Asf

resulta que:

/2 /2

T(z,t)= a (nt)1 ierfc(z/Z(kt)1 y -
(4.24)
- a [n(t—t)}l/z ierfc(z/Z(k(t—t))l/z)
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Antes de pasar a evaluar el término de Dufour digamos que 1la
contribucidn que la fase - liquida hace al miembro derecho de 1la
ec.(4.21), puede razonablemente ser despreciada. En efecto, en primer
lugar dijimos que experimentalmente se comprobd que el flujo en dicha
redion era de escasa significacidn durante el intervalo 0<t<t. Una
vez desconectada la resistencia eléctrica, deberiamos resolver la
ecuacion de conduccidn del calér con las adecuadas condiciones de
contorno, para asi evaluar el flujo respectivo. Sin embargo, dado que
la difusividad térmica del agua es unas cien veces menor que 1la del
aire, podemos ignorar dicha contribucidn. En segundo término, y como
se menciond mads arriba, el coeficiente de Dufour en los 1liquidos es
unas 10" veces méAs pequefio que en los gases, lo que permite no tomar
en cuenta dicha contribucidn.

En suma, dado que sdlo 1la fase gaseosa contribuye a-—
preciablemente, resta calcular 1la contribucidn debida al efecto
cruzado, que aparece a la derecha de la ec.(4.21).

Uno de los términos que debemos explicitar es el que da 1la
derivada del potencial quimico del soluto respecto de su propia con-
centraciodn, es decir (Oui/dci). Suponiendo que se trata de una mezcla
ideal de dos componentes que no reaccionan entre si, tal expresidn

resulta:
9& _ RT

Ocl cl(nl—cl(nl—nz))

(4.25)

con R la constante universal de los gases ¥y n. la fracecidén molar de
la especie i (9).

Por Gltimo, es necesario conocer el gradiente normal de la con-
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centracidn del soluto. Suponiendo que 1la mezcla sigue un com-
portamiento ideal, vale la 1ley de Rapult, de modo que la con-
centracion de nitrdédeno varia de 1la misma forma que la tem-

peratura.

la difusividad térmica k por la constante de difusidén D,

Intercambiando en las soluciones dadas por las ecs. (4.23-4)

obtenemos el

par de soluciones que representan el comportamiento de c.(z,t).

Efectuando una primera intedgracidén de la ec.(4.21) obtenemos 1la
temperatura interfacial buscada. Los valores numéricos de los
coeficientes que se emplearon para el cdlculo son:

- -4 2 fo)
D = 10 1cmz/seg D" = 10 em /seg K
QI(NZ) = 1.3 x 103g/cm3 nz(aire) = 28.97 g/mol
2
nl(NZ) = 28.02 g/mol i e 0.2 cm /seg
1 = 0.7 cm
El ajuste entre la curva tedrica y la experimental se realizé
imponiendo continuidad de la funcidén en t=t, y adecuadas condiciones
iniciales y de comportamiento asintético. Para el intervalo O<t<T,
con t=87 seg.,: s , o
T (t=z) = 17 C
s

oT
'ég(t—'t) 0

Yy para tit: o T T oo
T (t=t) = 17 °C
TS (=600 seg) = 7 °C

La curva resultante del ajuste se muestra en linea llena en 1la

Figura 1,

pCv obtenido de dicho ajuste es del

Junto a la experimental punteada .

El valor del coeficiente

orden de 0.4 cal/cm® «C.
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Iv.5 CONCLUSIONES

El modelo que acabamos de describir, junto al conjunto de a-
proximaciones que se fueron realizando, permitieron con las adecuadas
ecuaciones diferenciales, obtener un comportamiento de la temperatura
interfacial en razonable acuerdo con lo observado experimentalmente.
Queda claro que la soclucidn difusiva no explica adecuadamente 1los
hechos registrados por Beagleéole. Otro argumento que puede ensayarse
en favor de 1la consideracidén de los efectos cruzados seria el
siduiente.

El gradiente térmico aplicado al conectar el calefactor induce
un gradiente de concentracidn, que serd mayor en la zona interfacial
por cuanto alli es donde hay més gas disuelto. Por lo tanto el perfil
de concentracidn del soluto se aparta de su valor de equilibrio,
cambiando en consecuencia la masa adsorbida que indicaremos con 1la
letra n. Si ahora comparamos la energia superficial de la mezcla, con
la del fluido puro, se encuentra que la diferencia viene dada por:

o (4.26)

2
Se BX

s s
U -0 = -
m jo % oT T

donde p y ® son el potencial quimico y la masa adsorbida del fluido

puro, respectivamente (18). En fluidos puros, la energia superficial
puede escribirse como:

Y

= R4 4.27

p aT(T) ( )

y dado que para la mayoria de los fluidos la tensidn superficial y(T)

es una funcidén aproximadamente lineal (excepto en el punto critico),

la expresidén dada por (4.27) serd en deneral de escasa significacidn.
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Luego, una variacidén en la masa adsorbida de gas disuelto en la
interfaz claramente puede determinar un incremento de 1la energia
superficial de la mezcla, y consecuentemente un comportamiento de 1la
temperatura superficial como el que se observa.

Con lo discutido hasta el momento, creemos que han quedado
correctamente explicados los hechos experimentales.

En primer lugar, la consideracidén de efectos cruzados, en el
marco del comportamiento diné@ico propuesto en IV.2 y IV.3, permitid
describir la evolucidn de la temperatura superficial. Al respecto
digamos que el apartamiento que  exhibe la curva tedrica de 1la
experimental en el intervalo t>t, se debe seguramente a haber
ignorado el flujo presente en el agua, que aunque pequefio hace que la
interfaz no sea un sumidero perfecto, tal como se supuso.

En sedundo término, y recordando lo dicho en IV.4 en relacién a
lo observado por Beaglehole al cambiar las condiciones ex-—
perimentales, digamos que la no aparicién de un comportamiento
atipico cuando se desgasé el agua o se ubicéd el calefactor en su
seno, son hechos compatibles con nuestras predicciones. En efecto, si
la interfaz no contiene gases disueltos no deberiamos esperar efectos
cruzados, con lo que aparece el comportamiento difusivo propio de la
fase de volumen. Asimismo al ubicar el elemento calefactor en la fase
liquida, dada 1la poca relevancia del coeficiente de Dufour
respectivo, el efecto cruzado no jueda un rol de importancia.

Por dltimo, y como epilogo de estas conclusiones, seria
importante analizar si a partir del trabajo de Beaglehole realizado

solamente con agua, puede inferirse que el comportamiento observado

sea exclusivo de la interfaz formada por ese liquido y gases en



119

solucidn. A partir de sus observaciones es razonable conjeturar si

otros uidos no podrian 1llegar a desplegar un comportamiento
semejante, a condicidén de poseer gases adsorbidos en la interfaz.

Como todavia, hasta donde sabemos, no se reportaron experiencias

hechas en otros liquidos, el interrogante queda planteado.
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LISTA DE ILUSTRACIONES

1. La curva de puntos discontinuos representa la evolucidén temporal
de la temperatura interfacial, de acuerdo al experimento de
Beaglehole. La curva tedrica de nuestro trabajo aparece en linea

llena.
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V. CONCLUSIONES FINALES

A lo largo de este trabajo se ha realizado el andlisis de
aldunos problemas que involucran 1la dindmica interfacial, donde
aparecieron naturalmente cantidades que 11lamamos de exceso
superficial. En realidad toda 1la fenomenologia considerada es
cldsica, y si bien los temas analizados distan de ser de ’frontera’,
creemos que muchos de ellos exigen una revalorizacidn y puesta al
dia.

Asi en el capitulo II, en apretada sintesis podemos decir que se
sometid a prueba (realizando un cdlculo numérico) una hipdtesis que
venia siendo utilizada de manera estédndar en cdlculos hidrodindmicos.
Concretamente nos referimos al hecho de asumir como de suave
variacidn los gradientes tangenciales a la interfaz, lo que permite
considerarlos constantes y consecuentemente definir cantidades de
exceso superficial, al estiloc de Goodrich. Esa hipdtesis permite
escribir las ecuaciones de balance de momento capilar como verdaderas
ecuaciones de movimiento para esa region inhomogénea. Una
consecuencia de esto es que ademds de 1los coeficientes de exceso,
quedan definidos los wvalores interfaciales de las variables
relevantes, como velocidad y temperatura, con la dificultad que
supone asignar un significado preciso a esta mera definiciodn
operativa. En nuestro trabajo, modelizando el comportamiento de 1la
viscosidad de corte en la interfaz, pudimos establecer con precisidn
una de esas cantidades interfaciales, concretamente la curvatura de

la velocidad.

En el capitulo siguiente, y a 1la 1luz de un enfoque fe-
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nomenoldgico de las ecuaciones de balance capilar, a las que
incorporamos viscosidades intrinsecamente interfaciales, discutimos
la inestabilidad termoconvectiva de Marangoni. Se observa que la
presencia de este mecanismo disipativo de energia superficial inhibe
la inestabilidad, de lo que se desprende su potencial importancia en
el terreno de las aplicaciones tecnoldgicas, como se discutiéd en su
momento. Como casos particulares se citaron la deposicidn de pinturas
y la manufactura de semiconductores en ambientes de microgravedad.

Por Gltimo el cuafto capitulo se consagré a presentar la
derivacidén realizada por Kuz de wuna nueva ecuacidén de balance
térmico. La incorporacidén a la misma de efectos cruzados
superficiales, conocidos como de Dufour-Soret -en realidad tal es su
denominacidén cuando se manifiestan en el volumen-, fue la clave para
alcanzar la explicacidn del experimento de Beaglehole concerniente al
comportamiento atipico de la temperatura interfacial. De resultas de
dicha explicacidn, una prediccidn interesante es el valor de un calor
especifico intrinsecamente interfacial, sugiriendo asi un método para
su determinacidn experimental.

En relacidn con futuras investigaciones, una posibilidad es 1la
de utilizar la antedicha condicidén de contorno térmica en el estudio
de las inestabilidades termoconvectivas. Asi, resultaria posible
mostrar que nuevas fuerzas motoras, e.dg. la contribucidn térmica del
gradiente de entalpia superficial complementaria 1la accién de los
gradientes de tensidn superficial como iniciadores del fendmeno, en
este caso particular de Marangoni. Asimismo se podria investigar 1la
inestabilidad de Rayleigh, incorporando a 1la discusidén esta nueva

condicidn de frontera térmica.
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Otra cuestidn conexa que se desprende de la experiencia
reportada por Beaglehole, es 1la posibilidad de predecir el
comportamiento de la masa adsorbida en la interfaz, para lo cual es
necesario escribir correctamente el balance superficial de masa e

incorporar al mismo el llamado efecto Soret.







