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Resumen:

La interpolacion es el mas intuitivo de los esquemas de repre-
sentacion geométrica o algebraica de curvas a partir de puntos
de control. Al mismo tiempo, en muchos problemas de ingenieria
o arquitectura es necesario garantizar que las curvas resultantes
pasen por localizaciones especificas, probablemente también con
una tangente determinada. Sin embargo, los métodos de inter-
polacién tienen una desventaja fatal, dado que la interpolacién
con trozos de curvas polinomiales solamente garantizan un orden
de continuidad C', es decir, curvas continuas y derivables, pero
discontinuas en su segunda derivada. En este trabajo proponemos
un método de interpolaciéon, denominado T-Splines, que supera
dicha deficiencia, garantizando curvas cuya segunda derivada
geométrica es continua. El mismo se basa en encontrar un grafo
de control auxiliar, sobre el que se realiza una parametrizacion
no uniforme de la curva, de modo que se satisfagan las restric-
ciones geométricas que garantizen que el B-Spline no uniforme
que aproxima a dicho grafo auxiliar interpola al mismo tiempo
los puntos de control con las derivadas especificadas.



1 Introduccién

En el diseno geométrico asistido por computadora (CAD) existen dos man-
eras diferentes de describir los datos necesarios para la especificacion de una
curva [1, 2]. El primer esquema, denominado interpolacion, se caracteriza
por describir la curva a partir de un conjunto destacado de puntos que deben
pertenecer a la curva especificada [7]. FEl segundo esquema, denominado
aprorimacton, también utiliza puntos de control para especificar, pero nor-
malmente dichos puntos no pertenecen a la curva sino que controlan su forma
de una manera menos directa.

La interpolacion es indudablemente el mas intuitivo de los esquemas.
Sobre la base de un método geométrico o algebraico de interpolacion de curvas
a partir de puntos de control, es posible el desarrollo de sistemas interactivos
de CAD en los cuales el usuario pueda modificar de una manera directa la
forma y posicion de la curva. Al mismo tiempo, en muchos problemas de
ingenieria o arquitectura es necesario garantizar que las curvas resultantes
pasen por localizaciones especificas, probablemente también con una tangente
determinada [4, 5, 6, 9]. En los métodos de aproximacion, como por ejemplo
en el método de Bézier o utilizando B-Splines, este tipo de resultados son de
mayor dificultad. A partir de la ubicacion de los puntos de control es posible
predecir intuitivamente la forma de la curva resultante, pero no siempre es
directo e intuitivo el proceso de modificar dichos puntos para obtener un
cambio especifico. Por otra parte, si bien la descripcion matematica de la
curva queda determinada a partir de los datos, no es posible determinar en
general si dicha curva pasa exactamente por un determinado lugar, o con qué
tangente lo hace.

Sin embargo, los métodos de interpolacién tienen una desventaja fatal,
que determiné que para la mayor parte de las aplicaciones se prefieran los
métodos de aproximacion. En efecto, la interpolacién polinomial de Lagrange
produce curvas paramétricas para las cuales hay que evaluar polinomios de
grado muy elevado, las cuales exhiben, ademas, una inestabilidad numérica
considerable y una tendencia a oscilar alrededor de los puntos de control, lo
cual es una propiedad indeseable. El esquema de interpolacion de Hermite
y otros métodos de interpolacion con trozos de curvas polinomiales, por su
parte, solamente garantizan un orden de continuidad C', es decir, curvas
continuas y derivables, pero discontinuas en su segunda derivada.



En este trabajo proponemos un método de interpolacion, denominado
T-Splines, que supera dicha deficiencia, garantizando curvas cuya segunda
derivada geométrica es continua. El mismo se basa en encontrar un grafo de
control auxiliar, sobre el que se realiza una parametrizacion no uniforme de la
curva, de modo que se satisfagan las restricciones geométricas que garantizen
que el B-Spline no uniforme que aproxima a dicho grafo auxiliar interpola al
mismo tiempo los puntos de control con las derivadas especificadas.

Este trabajo queda organizado del siguiente modo: en la siguiente seccion
se efectuard un breve repaso de los conceptos basicos de la teoria de aproxi-
macion e interpolacion de curvas con polinomios paramétricos, discutiéndose
las ventajas y limitaciones de los diferentes métodos. En la seccién 3 se
presentara en detalle el método propuesto, describiéndose la fundamentacion
tedrica y algunos detalles de implementacion del mismo. En la secciéon 4 se
mostraran algunas aplicaciones del método, y por ultimo en la seccion 5 se
presentaran las conclusiones y las posibilidades de trabajo futuro.

2 Aproximaciéon e interpolacién de curvas

Esta seccion esta destinda a presentar brevemente los conceptos indispens-
ables relacionados a la aproximacion e interpolacion de curvas, para dar
completitud al trabajo y unidad a la notaciéon. Aquellos lectores familiar-
izados con el tema pueden omitir la lectura de la misma. Los métodos de
aproximacioén e interpolaciéon de curvas y superficies son de importancia fun-
damental en la Computacion Grafica y el Disenio Asistido por Computadora,
dado que proveen un marco para representar objetos de complejidad y di-
versidad geométrica arbitraria de una manera flexible y computacionalmente
econémica. En la representacién por medio de curvas y superficies, se busca
una expresion analitica en funcién de puntos de control, tal que se cumpla
una serie de propiedades. Entre ellas podemos destacar la invariancia de la
representacién frente a transformaciones afines y la analiticidad de la rep-
resentacion en términos de garantizar un orden de continuidad C™ dado.
El estudio de los métodos de aproximacién de superficies se derivan de ex-
tender dimensionalmente la aproximacion de curvas (normalmente mediante
productos tensoriales), por lo que el foco de estudio se puede concentrar



especificamente en los métodos bidimensionales para obtener modelos de cur-
vas.

Normalmente este proceso de modelado comienza como un problema de
ajuste de datos, donde los mismos provienen de ubicaciones geométricas
(puntos de control) que restringen la forma de la curva. Los puntos de con-
trol unidos en secuencia por una poligonal constituyen el grafo de control, el
cual es siempre el punto de partida para la sintesis de una curva (ver figura
1). La interpolacién puede considerarse como un caso particular de aproxi-
macion, en el cual se agrega la restriccion adicional de que la curva pase por
cada punto del grafo de control. La idea clave para encontrar una funcién
es considerar que la misma no puede ser cartesiana (de la forma y = f(x))
dado que esto no permite representar funciones multivaluadas. Luego, la
representaciéon de la funcién en términos de un parametro u independiente
surge como la alternativa mas natural. De ese modo la forma de la funcién
aproximadora es

Clu) — (a(u), y(w).
Por lo tanto se representa la curva como dos funciones paramétricas r = z(u)
ey = y(u).

Uno de los esquemas de interpolacion mas directos consiste en unir entre
st distintos polinomios de bajo grado, de modo que en los puntos de control no
solamente se interpola la posicion sino también la derivada. De esa manera, la
curva queda representada con un interpolante polinomial a trozos o segmen-
tos. En la interpolacion de Hermite, por ejemplo, se establece la condicién
de que el valor del polinomio al comienzo y al final de cada segmento debe
coincidir con la posicion de dos puntos de control sucesivos, haciéndose lo
propio con la derivada del polinomio. De esa manera, con cuatro datos es
posible despejar un polinomio ctibico z(u) = au® + bu® + cu +d con u € [0, 1],
que satisface las condiciones. Por lo tanto, ademés de los puntos de control,
es necesario conocer o estimar las tangentes a la curva esperadas en dichos
puntos. Ademaés, como es facil ver, no puede garantizarse continuidad en la
segunda derivada. Estos polinomios son evaluados para una serie de valores
de u entre 0 y 1, y se grafica la poligonal resultante.

Una forma geométricamente intuitiva de acercarse al problema es la si-
guiente. Dada una secuencia de puntos de control Py, Py,---, P,, con
P; — (z;,y:), la expresion Pj(u) = (1 — u)P;(u) + uP;,, representa el



punto obtenido por la aplicacion de una interpolacion lineal entre dos puntos
de control sucesivos P; y P;,1 para un valor dado del parametro 0 < u < 1.
La recurrencia

C(u) = Pi(u) = (1 —w)P] '(u) + uP} | (u)

expresa la curva de grado n obtenida por la aplicacién recursiva de la inter-
polacién lineal entre todos los puntos sucesivos del grafo de control, luego
a las interpolaciones de primer orden, luego a las de segundo, y asi sucesi-
vamente hasta alcanzar un tnico punto en el orden n para un valor dado
del parametro u. Este acercamiento geométrico al problema se conoce como
algoritmo de De Casteljau.

Sin embargo, su expresion no da origen a una implementacién computa-
cionalmente eficiente, dado que su complejidad es de orden n?. La idea,
entonces, es encontrar una familia de polinomios que nos permita expresar
a la curva como suma de polinomios, cuya expresion sea equivalente a la
obtenida con el algoritmo de De Casteljau, pero de complejidad lineal en n.
Esto permite encontrar una curva de Bézier definida como

cwimwwh

donde la familia de polinomios B} (u) es la base de Bernstein de orden n

Bl — (1) —u,

n\ [ iy si0<i<n
1] 10 en todo otro caso

Estas curvas aproximan a todo el grafo de control con un tinico polinomio,

con

y por lo tanto tienen un grado de continuidad infinito (al ser los polinomios
infinitamente derivables) [2, 3|. Sin embargo, el grado de los mismos es muy
elevado, requiriendo un alto costo computacional, y producen resultados que
“suavizan” en exceso las variaciones geométricas en el grafo de control.

Tratando de combinar las ventajas de ambos métodos, es posible disenar
un esquema de aproximacion en el cual la curva se aproxime con segmentos



polinomiales de grado relativamente bajo, pero garantizando un orden de
continuidad arbitrario. De esa manera surge el uso de bases funcionales
para la aproximacion de curvas con segmentos polinomiales, obteniéndose
las bases de Splines o B-Splines [1, 2, 8]. Dichas bases se definen como
integrales sucesivas de la funcién escalén. De esa manera, la interpolacién
lineal vista mas arriba puede pensarse como un B-Spline de grado 1 (lineal)
el cual es una funciéon rampa, es decir, la integral de grado 1 de la funcién
escalén, y que es continua pero no derivable (es decir, C°). Generalizando,
para obtener una curva C™ se requiere un B-Spline de grado n, para lo que
hay que integrar recursivamente la base de grado anterior, obteniendo una
funcién base de grado m + 1. Dicha funciéon base puede evaluarse con la
expresion recursiva

UL N MN?Q (u),
Ui N—1 — Ui—1 Wit N — Wi

N (u) =

donde los u; son los nudos de la parametrizacion, y la curva queda expresada
de una manera similar a la curva de Bézier:

cwiwah

La desventaja de este método es que la curva resultante, unién de segmentos
polinomiales de grado n + 1, normalmente no pasa por los puntos de control,
y, como ya mencionaramos, en el analisis y disenno de curvas, los esquemas
de interpolacion polinomial a trozos son mas adecuados y de mayor versa-
tilidad que los esquemas de aproximacion, esencialmente porque es posible
localizar en el modelo los datos necesarios de una manera intuitiva. Por dicha
razon, en la siguiente seccion presentaremos un método de interpolacion que
intenta retener las ventajas geométricas de la aproximaciéon con B-Splines y
las ventajas interactivas de los esquemas de interpolacion.

3 Interpolacién con T-Splines

FEl punto de partida de este trabajo consiste en remarcar que todos los es-
quemas de aproximacion e interpolacion con segmentos de polinomios son
reducibles a la aplicacion sucesiva de curvas de Bézier, es decir, cada uno de



los segmentos polinomiales de grado n es una curva de Bézier de grado n.
El método de Hermite, por ejemplo, ubica puntos de control P; y tangentes
m,; sobre el modelo. El interpolante es un polinomio cubico, y por lo tanto
las curvas de Bézier cubicas requieren cuatro puntos para ser definidas. De
esa manera, cada punto de control P; se transforma en un punto de unién
entre dos curvas de Bézier (y por lo tanto llamado punto de Bézier de union
bs;. Los puntos faltantes, denominados puntos interiores bs; 1 y bs;iq se en-
cuentran desplazando % en forma negativa y positiva, respectivamente, al
punto de control P; [2]. Un interpolante entre dos puntos de control suce-
sivos P; v P, se encuentra como la curva de Bézier entre los puntos bs;,
bsit1, bsiro y byi1). Al estar unidas en los puntos de Bézier de unién (que
son los puntos de control), se garantiza que la interpolacién es continua, y al
ser el segmento que va de bz; 1 a bs; igual al segmento que va de bs; a bz 1,
entonces las derivadas de las curvas de Bézier son idénticas en los puntos de
unién, garantizandose entonces continuidad C*.

En el caso de los B-Spline uniformes’, los puntos de Bézier interiores
b3ii1 v bsiio se encuentran a un tercio y dos tercios (respectivamente) del
segmento de recta que va de P; a P;. 4, y los puntos de Bézier de union bs; se
encuentran a mitad de camino del segmento que va del punto interior bz; 1
al punto interior bz; 1. Esta construccion garantiza ademas que la segunda
derivada es continua porque el segmento que va de P; a bs; i1, el que va de
bsii1 a bsiio, v el que va de by a Py, son iguales.

En este trabajo proponemos un esquema de interpolacion en el cual los
puntos de Bézier de unién bs; son nuevamente los puntos de control Py, y
los puntos interiores bsz; .1 y bs;io se encuentran a partir de una estimacion
de las tangentes m; en los puntos de control, pero respetando las condi-
clones geométricas expresadas para los B-Splines, de modo de garantizar
continuidad C?. Geométricamente, el problema de encontrar una interpo-
lacién polinomial C? continua es equivalente al de encontrar puntos auxiliares
d; tales que
(1—=A)bsi; 2 +Aid

Aip + A 7

b3ii 11—

I'Es posible generalizar estos resultados para B-Spline no uniformes, pero los detalles
no son necesarios para este trabajo



(1 - Ai)dDeltCLibgH_z
A + 4 '

A = Ui41 — Uy,

b3i+1 —

(i.e., A es la distancia paramétrica entre dos nudos sucesivos), De esa forma es
posible despejar una parametrizaciéon de la curva en funcién de la subdivision
de la poligonal que une a los d; (ver figura 1).

Xy Ly Fa%s) -'"1‘-.3 M .-'"'_‘-.5 .-"'L‘-.ﬁ

hl:l = d-l

Figura 1: La estructura de control auziliar y su parametrizacion.

Sin embargo, no es posible garantizar que dicha parametrizacion sea uni-
forme, por lo que es necesario evaluar las curvas cubicas como B-Splines
no uniformes entre secuencias de cuatro puntos auxiliares d; sucesivos para
garantizar C2?. Es decir, el problema de interpolar los puntos de control se
transforma en el problema de aproximar los puntos auxiliares. Si, en cambio,
se utilizan los puntos de Bézier de unién e interiores para obtener curvas de
Bézier ciibicas, se garantiza continuidad G? pero no C? al no ser uniforme



en general la asignacion de valores de parametro a los nudos. Es impor-
tante destacar que no siempre es posible encontrar una solucion al problema
geométrico planteado En aquellos casos en los que el segmento polinomial
debe tener dos extremos entre puntos de control sucesivos, es facil ver que no
existe una secuencia de puntos auxiliares que permita representar el problema
de interpolacién como uno de aproximacion.

4 Algunos resultados

En esta seccion mostraremos muy brevemente las ventajas de la imple-
mentacion interactiva de este método para el analisis y diseno de curvas.
En la figura 2 es posible observar el resultado de ingresar varios puntos y sus
derivadas asociadas, para encontrar interactivamente la curva interpolante.
Tanto los puntos de union como las derivadas pueden ser modificadas inter-
activamente, hasta alcanzar el resultado deseado.

* Puntos de control
« Modificacion de Tangentes

Figure 2: Modificacion interactiva de curvas.
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Figura 3: Interpolacion automadtica de curvas.

Este proceso puede ser automatizado con bastante eficiencia, dado que
es posible encontrar un conjunto de heuristicas que guien al programa en el
proceso de localizar los puntos de control adecuados y estimar las derivadas en
dichos puntos. Una heuristica de gran eficiencia consiste en localizar dichos
puntos en los extremos del modelo que se busca analizar, y utilizar como
estimacion de las derivadas el vector que va de un punto n veces anterior al
punto considerado a otro m veces posterior (ver figura 3). Entre el modelo



y la curva resultante existiran diferencias, entre las cuales es posible aplicar
recursivamente el método. Este proceso puede continuar hasta llegar a una
representacion de una complejidad dada o que se aparte del modelo por
debajo de una cota de aproximacion dada.

5 Conclusiones y trabajo futuro

El analisis o diseno de curvas por interpolacion es indudablemente el més
intuitivo de los esquemas. Ademas, en muchos problemas de ingenieria o ar-
quitectura es necesario garantizar que las curvas resultantes pasen por local-
izaciones especificas, probablemente también con una tangente determinada.
Sobre la base de un método de interpolacion de curvas a partir de puntos
de control, es posible el desarrollo de sistemas interactivos donde el usuario
pueda modificar de una manera directa e intuitiva la forma y posiciéon de
la curva, o es posible encontrar una interpolaciéon automaética. Sin embargo,
los métodos de interpolaciéon tienen desventajas relacionadas con el orden
de continuidad esperable. El esquema de interpolacion de Hermite y otros
métodos de interpolaciéon con trozos de curvas polinomiales, por su parte,
solamente garantizan un orden de continuidad C', es decir, curvas continuas
y derivables, pero discontinuas en su segunda derivada.

En este trabajo propusimos un método de interpolacion, denominado
T-Splines, que supera dicha deficiencia, garantizando curvas cuya segunda
derivada geométrica es continua. El mismo se basa en encontrar un grafo de
control auxiliar, sobre el que se realiza una parametrizacioén no uniforme de la
curva, de modo que se satisfagan las restricciones geométricas que garantizen
que el B-Spline no uniforme que aproxima a dicho grafo auxiliar interpola
al mismo tiempo los puntos de control con las derivadas especificadas. Se
desarrollaron algunos ejemplos y se describié un programa interactivo que
permite el analisis y diseno de curvas con el esquema descripto. Por ultimo,
de discutieron algunos detalles de un procedimiento que permite elaborar una
interpolacién de curvas en forma automatica y con un grado de precision ar-
bitrario.
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