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Resumen

Los lenguajes funcionales con régimen de evaluacién perezosa presentan
dificultades para el andlisis de la complejidad asintética de los algorit-
mos programados en ellos. Las técnicas de andalisis amortizado permiten
en muchos casos andlisis accesibles y utiles sobre el comportamiento de
una estructura de datos en dichos lenguajes. En este trabajo se da
un panorama de estas cuestiones y se analiza la estructura de datos
de monticulo sesgado implementada en Haskell, como un ejemplo de la
utilidad de dichas técnicas para el programador funcional.
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Analisis asintotico amortizado
en lenguajes funcionales perezosos

1 Introduccion

En el debate tradicional dentro del paradigma funcional acerca de evaluacion estricta
versus evaluacion perezosa, uno de los puntos importantes es la gran dificultad de los
lenguajes perezosos a la hora de evaluar la complejidad asintdtica de los algoritmos
programados en ellos, en tanto que los lenguajes estrictos admiten una aplicacién
mas directa de las técnicas estdndar de andlisis. Sin embargo, el grado de abstraccion
y modularidad permitido por la evaluacién perezosa hacen preferible a este régimen
de ejecucién ([Hug89]), por lo que se hace imprescindible encontrar formas razona-
bles de encarar un andlisis de complejidad en dichas condiciones. En los tdltimos
anos se ha propuesto con éxito la aplicaciéon de nuevas versiones de andlisis amorti-
zado a estructuras de datos en lenguajes perezosos, permitiendo que el programador
funcional pueda dar cotas ttiles al tiempo de ejecucién de sus algoritmos.

La seccién 2 presenta los conceptos del andlisis amortizado tal y como se originan
en el paradigma imperativo, y muestra cudles son los requisitos para que tal andlisis
sea posible. La seccion 3 indica los problemas que tiene la aplicacion directa de esta
técnica, y desarrolla las modificaciones necesarias a dichos métodos de andlisis amor-
tizado para tener en cuenta un régimen de evaluacién perezosa. La seccién 4 muestra
un ejemplo de andlisis amortizado bajo evaluacién perezosa, usando como ilustracién
los monticulos sesgados. Finalmente, la seccién 5 menciona algunos puntos de in-
terés que el andlisis amortizado tiene para el programador funcional. El presente
trabajo no tiene la intencién de introducir nuevos aportes al andlisis amortizado de
programas funcionales, sino dar una visién integradora de los aportes conocidos y
un ejemplo detallado del uso de esta técnica, para ilustrar tanto la forma en que
se lleva a cabo como las ventajas que un programador funcional obtiene con dicho
analisis.

2 Analisis amortizado

El andlisis amortizado es una técnica de andlisis de complejidad asintética de algo-
ritmos originada dentro del paradigma imperativo hace no muchos anos. Se basa
en la idea de considerar el costo, en el peor caso, de ejecutar una sucesién de ope-



raciones, en vez del tradicional andlisis (también en el peor caso) de una operacién
individual. La razén de fondo para esta distincion es que los algoritmos ejecutan
sucesiones de operaciones, y dichas operaciones suelen exhibir fuertes correlaciones
entre si, de modo que el tiempo de ejecucién en el peor caso de una tal sucesién
suele ser menor que la suma de las cotas de las operaciones individuales, haciendo
a las cotas convencionales demasiado pesimistas. Al ser un anlisis amortizado un
analisis en el peor caso, buscamos una cota a la mas costosa sucesion de operaciones
imaginable.

Por ejemplo, si tal andlisis determina que el costo amortizado de una sucesién
de M operaciones es de O(M logn) en el peor caso, entonces podemos pensar en
un sentido puramente formal que cada operacién individual toma O(logn). De esta
manera, podemos calcular el costo de cualquier sucesién de operaciones multipli-
cando esta cota amortizada por el nimero de operaciones involucradas. Las cotas
amortizadas son mas débiles que las cotas individuales de peor caso, ya que no dan
una garantia del midximo tiempo que podria tomar una operacién individual. Por
otra parte, son cotas mas fuertes que las cotas individuales de caso promedio, ya que
estas cotas promedio pueden degenerar repetidamente en costos mayores, haciendo
que la sucesion de operaciones tome mas tiempo que el costo total esperado.

En el contexto del paradigma imperativo, el andlisis amortizado se ha usado con
éxito para simplificar estructuras de datos complejas, preservando al mismo tiempo
el orden del costo, ahora expresado como una cota amortizada. Un ejemplo claro de
esto es el problema de los arboles binarios de btisqueda. La aproximacién ingenua
permite que los drboles degeneren en su forma, haciendo de O(n) al tiempo de bus-
car un elemento. La solucién tradicional es hacer que las operaciones garantizen el
balance del arbol, complicando la estructura y el algoritmo de manipulaciéon, dando
los conocidos drboles AVL, donde la operacién de busqueda es de costo O(logn) en
el peor caso. Sin embargo, si se persigue una cota amortizada de la misma compleji-
dad, el uso de los llamados drboles splay consigue el mismo orden, pero amortizado
([Mor90]). Si bien una operacién individual puede seguir costando O(n), la estruc-
tura de datos impide que esto suceda repetidamente, por lo que el costo amortizado
de una sucesién de M operaciones es de O(M logn), y tanto la representacién como
la manipulacién resultan simplificadas.

En un contexto imperativo, la complejidad amortizada estd intimamente rela-
cionada con las estructuras de datos autoadaptables, las cuales cambian su forma no
sOlo en respuesta a las operaciones que naturalmente esperamos tengan ese efecto,
sino también como un efecto secundario a operaciones que no esperamos que lo
tengan. En este sentido, los drboles splay son autoadaptables segiin la sucesién de



operaciones de busqueda realizadas. En nuestro contexto funcional, tal capacidad
de autoadaptacién es igualmente tutil para garantizar érdenes de costo razonables
en los algoritmos. También es importante notar que las operaciones de tal sucesién
bien pueden (y suelen) ser de distinto tipo, por lo que la técnica se adapta muy
adecuadamente al andlisis de un tipo abstracto de datos como objeto aislado.

Los métodos cldsicos de andlisis amortizado se basan en el hecho de que uno
puede tener una operacién individual costosa, a condicidon de poder repartir dicho
costo entre todas las operaciones baratas de la sucesién. Una analogia 1til para
pensar en esto es considerar que a cada operacién de la sucesidon se le concede
su tiempo amortizado para ser resuelta. Si una operacién tarda menos que este
tiempo, el exceso no gastado se ahorra para el futuro. Si una operacion tarda mas
que su tiempo amortizado, recurrird a dichos ahorros previos para equilibrar el costo
sobre la sucesion ([Wei94]). Para que esto sea posible, la estructura de datos debe
comportarse de una manera single-threaded, ya que esos ahorros obtenidos en el
pasado sélo podran ser gastados una tnica vez en el futuro. Una estructura de
datos multi-threaded es tal que sus multiples futuros pueden necesitar de dichos
ahorros méas de una vez, lo que es imposible y destruiria la cota amortizada.

En el caso de los lenguajes imperativos, el escenario de ahorros puede ser usado
de dos maneras distintas, dependiendo de la manera en que los mismos sean dis-
tribuidos. En el el llamado método del banquero, dichos ahorros se piensan como
créditos, los cuales son asociados con posiciones individuales dentro de la estructura
de datos, y se usan para pagar el acceso futuro a esas mismas posiciones. En el
método del fisico, los ahorros estdn asociados a la estructura como un todo, y ese
todo se considera un potencial que aumenta y disminuye de acuerdo al costo de las
operaciones realizadas ([Wei94]). El método del fisico es més simple de aplicar, pero
no tiene un arco de aplicacién tan grande como el método del banquero. En ambos
métodos, para demostrar una cota amortizada uno debe probar que, para la peor
sucesion de instancias de la operacién bajo andlisis, los ahorros equilibran finalmente
a los costos excesivos, dando una cota promedio por operacién igual a la deseada.

3 Eleccion de una amortizacion adecuada

Esta idea de mantener ahorros, necesaria para poder encarar un analisis amortizado,
no es aplicable en un contexto funcional tal y como es usada en algoritmos impera-
tivos. El problema esta en que las estructuras de datos de un lenguaje funcional son
por naturaleza persistentes, es decir, luego de una actualizacion la vieja estructura
es aun accesible. Esto permitiria que una operacién individual costosa sea repetida



muchas veces, imposibilitando aprovecharse de cualesquiera ahorros pasados. Lo que
se necesita es que, luego de resolver la primera de dichas operaciones individuales
costosas, el resultado calculado quedara disponible para el futuro, es decir memo-
izado y compartido. En lenguajes con un régimen de evaluacién perezosa, estas
propiedades estan presentes y nos permitirdn rescatar la idea de andalisis amortizado
una vez que resolvamos el problema de la persistencia.

La forma de solucionar esta incompatibilidad es cambiar de punto de vista, y
en vez de pensar en ahorrar créditos para uso futuro, hablamos de deudas a pagar.
Estas deudas se crean cuando la evaluacion perezosa suspende el computo, y se van
pagando a medida que posteriores operaciones vayan accediendo a las partes aiin no
calculadas de dicha estructura. Como no hace ningin dano pagar m&s de una vez
una deuda, tenemos ahora una posibilidad de compatibilizar la amortizacién con
los multiples futuros: permitir que los miiltiples futuros paguen cada uno la misma
deuda ([Oka96]).

El tipo de amortizacién necesaria consiste entonces en crear, para cada cémputo
demorado por la evaluacién perezosa, una deuda proporcional a su costo efectivo
eventual. A cada operacién le asignamos una cantidad de créditos que pueden ser
usados para pagar deudas, y que intuitivamente hacemos corresponder con la necesi-
dad de utilizar un resultado demorado (en parte o en su totalidad) dentro de dicha
operacion. Si logramos ahora mostrar que, dada una cierta asignacién de créditos,
todo débito serd saldado para el momento en que su computo demorado sea nece-
sario, habremos probado una cota amortizada. Nétese que los créditos superfluos no
son “ahorrados”, y que saldar débitos es simplemente un esquema de contabilidad
de costos, no significando la ejecucion efectiva del computo demorado. La prueba
de la cota debe mostrar que el pago de las deudas precede a dicha ejecucion.

De esta manera, podemos mostrar que cualquier thread individual termina pa-
gando sus deudas para el momento en que el resultado es necesario, y entonces evi-
dentemente el primer thread que fuerce un cémputo demorado pagara dicha deuda.
Es claro que esta aproximacion resuelve el problema, y ademas lo hace de una manera
muy conveniente, ya que nos evita el analizar las dependencias entre los distintos
threads. El hecho de “pagar una deuda més de una vez” corresponde simplemente
a acceder a una parte de la estructura de datos que ya fue computada, y que per-
manece accesible en virtud del mecanismo de llamada por necesidad. En realidad,
el peor caso ha pasado a ser ahora el tener un unico futuro, desperdiciando asi la
memoizacion.

Para nuestro contexto funcional, el método del banquero, modificado segin la
perspectiva de deudas para los cémputos demorados, crea para dichos cémputos



una cantidad de débitos proporcional a su costo eventual real, y asocia cada débito
con una posicién dentro de la estructura de datos. La eleccién de dichas posiciones es
totalmente dependiente del problema, siendo importante el hecho de ser el cémputo
monolitico o incremental. Cada operacién puede pagar una cantidad de débitos
proporcional a su costo amortizado, y el orden en que los débitos son cancelados
es también dependiente del cémputo. Para mostrar una cota amortizada, debemos
mostrar que, cuando se accede a una posicién de la estructura y posiblemente se
retome un cémputo demorado, todos los débitos asociados con dicha posicién ya
han sido pagados. Como parte de esta demostracidn, es comin establecer alguna
clase de invariante que implica a la cota amortizada. Es evidente que las funciones
incrementales son muy compatibles con este tipo de andlisis amortizado, al permitir
acceder a una posicién una vez se han pagado sus débitos independientemente de los
débitos que puedan haber en otras posiciones, lo que no es posible en una funcién
monolitica (en la que se debe prever el haber pagado todo débito para el momento
en que se necesite el resultado).

En el caso del método del fisico, en un contexto imperativo se basa en una
funciéon que asocia a cada estructura de datos un potencial, el cual es una cota
inferior al ahorro total producido por la sucesiéon de operaciones efectuadas. Para
transformar esto a nuestro punto de vista de débitos, usamos una funcién que asocia
a cada estructura de datos un potencial representando una cota superior de la deuda
pendiente debido a los cédmputos demorados. El costo amortizado se define ahora
como el costo real de los cémputos demorados menos el cambio en potencial. Para
mostrar una cota amortizada en este contexto, se debe mostrar que la totalidad
de la deuda de la estructura de datos ha sido pagada antes de que necesitemos el
resultado de cualquier parte de dicha estructura. En consecuencia, este método se
adapta bien a las funciones monoliticas, para las cuales podemos predecir cuando
tendran lugar las operaciones costosas.

4 Un ejemplo con colas con prioridades

Es bien conocida la estructura de datos llamada de cola con prioridades, la cual
estd provista de operaciones de inserciéon de un elemento y recuperacién del minimo
elemento. Una de las implementaciones mas comunes de estas colas es por medio
de la estructura de monticulo, que suele utilizar un arreglo simple de los elementos,
aprovechandose de la propiedad estructural de arbol binario completo. En estas
condiciones, mezclar dos colas para producir una nueva representa un costo de O(n),
yva que debemos proceder por insercion repetida de los elementos de una cola en la



otra. Es claro que si esperamos mejorar el tiempo de la mezcla, deberemos usar
estructuras de base distintas de los arreglos, y recurrir a punteros (ya sea fisicos o
conceptuales, como estd implicito en las listas funcionales) ([Wei94]).

Una estructura que ha sido propuesta para resolver eficientemente la mezcla
de colas es el llamado monticulo izquierdista. Esta clase de monticulos reciben su
nombre del hecho de que tratan de mantener una estructura de drbol lo més inclinada
hacia la izquierda que sea posible, para facilitar la mezcla (que se basa en la mezcla
de la rama mas a la derecha de los drboles). Esto requiere almacenar junto con
cada nodo informacién acerca de la estructura del arbol, en forma muy similar a los
arboles AVL. Asi también, los algoritmos de manipulacién de esta estructura son
m&s complejos que los de los monticulos simples. Es bien conocido que el tiempo
en el peor caso de mezclar dos monticulos izquierdistas es de O(logn) ([Wei94]).
La insercion se resuelve con una mezcla, tomando al nuevo elemento como una cola
unitaria, y la eliminaciéon del minimo procede mezclando los dos subarboles de la
raiz considerados como colas.

La estructura de monticulo sesgado (skew heap) es una versién autoajustable del
monticulo izquierdista. Como es habitual en las estructuras que apuntan a cotas de
peor caso, los monticulos izquierdistas son mucho mas complejos de representar y
manipular que los monticulos normales. Los monticulos sesgados logran la misma
eficiencia para la mezcla con una representacién y manipulacién mucho mas simples,
y son un caso sencillo e interesante para ilustrar las técnicas de analisis amortizado en
un contexto funcional. Esta estructura fue analizada bajo amortizacién en [Kal91]
y [Sch97], pero para un contexto funcional sin persistencia, lo que hace a dicho
andlisis limitativo para los propdsitos de un programador en un lenguaje con e-
valuacién perezosa. Ademds, dicho trabajo tiene por meta la derivacion de una
cota sumamente ajustada para este tipo de monticulos, por lo cual el andlisis es
(naturalmente) mucho més complejo que el que mostraremos aqui, ya que no estamos
interesados en resultados tan ajustados.

Un monticulo sesgado es estucturalmente un arbol binario, al que se le anade una
propiedad de orden de monticulo, de modo que el valor en cualquiera de sus nodos
es siempre menor o igual al valor en sus dos hijos. La diferencia con un monticulo
normal es que la estructura admite una operacién de mezcla con otro monticulo
sesgado de una manera eficiente. Para lograr esto de modo de amortizar el costo,
la mezcla de dos monticulos sesgados procede asi: se mezclan los caminos derechos
(los que se obtienen desde la raiz siempre tomando el hijo derecho), y el resultado
pasa a ser el nuevo camino izquierdo (el andlogo al camino derecho pero tomando
siempre el hijo izquierdo); para cada nodo en este nuevo camino, excepto el tltimo,



el anterior subdrbol izquierdo se conecta como nuevo subdrbol derecho. Es claro
que el tiempo de realizar una mezcla tal es proporcional a la suma de las cantidades
de nodos en los caminos derechos de los monticulos mezclados, y potencialmente
lineal si los drboles degeneran en forma. Sin embargo, se puede mostrar que en un
contexto imperativo la mezcla tiene un costo amortizado de O(logn) ([Wei9%4]).

El siguiente es un cédigo Haskell ([Has97]) implementando este tipo de datos:

data BinTree a = Empty | Node a (BinTree a) (BinTree a)
merge :: (Ord a) => BinTree a -> BinTree a —-> BinTree a
merge Empty Empty = Empty
merge Empty t@(Node x 1 Empty) = t
merge Empty (Node x 1 r) = Node x (merge Empty r) 1
merge t Empty = merge Empty t
merge t1@(Node x1 11 r1) t2@(Node x2 12 r2)
| x1<=x2 = Node xl1 (merge rl t2) 11
| otherwise = Node x2 (merge r2 t1) 12
insert :: (0Ord a) => a -> BinTree a -> BinTree a
insert x t = merge t (Node x Empty Empty)
deleteMin :: (Ord a) => BinTree a -> (a, BinTree a)
deleteMin (Node x 1 r) = (x, merge 1 r)

Como es evidente a partir de este cédigo, las operaciones de insertar un elemento o
borrar el minimo elemento de la cola representada por medio del monticulo sesgado,
son nada mds que usos especiales de la operaciéon de mezcla. En consecuencia, el
andlisis de dicha operacién nos dard una cota amortizada sobre cualquier sucesion
de operaciones realizadas sobre un monticulo sesgado.

Si bien merge es claramente incremental, como los tnicos accesos realizados a
la estructura de datos son a la raiz del monticulo, podemos asociar las deudas y
sus pagos a dicha raiz, o equivalentemente, a la estructura como un todo. Estamos
entonces en condiciones de aplicar el método del fisico, simplificando el anilisis.
Como suele suceder, la elecciéon de una funcién de potencial adecuada puede ser un
asunto trabajoso. En nuestro caso, dicha funcién debe acotar la deuda incurrida,
y una eleccién 1til es considerar el niimero de nodos que, en algin sentido, no
tengan un camino derecho extenso. Cuando el camino derecho de todo el monticulo
tenga gran cantidad de nodos en estas condiciones, serd porque hemos realizado el
suficiente trabajo para volcar el drbol hacia la izquierda. Formalizando el concepto:



un nodo p es pesado si el nimero de descendientes del subarbol derecho de p es al
menos la mitad del nimero de descendientes de p, y es liviano en caso contrario
(notar que un nodo es descendiente de si mismo). La funcién de potencial serd
entonces el niimero de nodos livianos en el camino derecho del monticulo.

Debemos probar que el costo amortizado de merge es de O(logn). Sean dos
monticulos, uno de un total de n; nodos y con /1 nodos livianos y hy nodos pesados
en su camino derecho, y el otro de un total de ns nodos con /s nodos livianos y ho
nodos pesados en su camino derecho. Es claro que el costo efectivo de mezclar estos
dos monticulos es de 1 +hy+1s+hs, como evidencia el cédigo precedente. Al realizar
una mezcla, los inicos nodos que cambian su status de liviano/pesado son aquellos en
los caminos derechos originales, ya que ningin otro nodo termina con sus subarboles
alterados. También es claro que los nodos pesados en un camino derecho terminan
siendo nodos livianos luego de la mezcla. En cuanto a los nodos livianos, pueden
0 no convertirse en pesados, pero como nuestro anilisis es de peor caso, debemos
asumir que eso sucede, de modo de tener el mayor cambio posible en el potencial.
El cambio en el niimero de nodos livianos resulta entonces de hy + ho — 1 — lo, lo
que restado del costo efectivo nos da 2(/; + l2) como tiempo amortizado.

Resta mostrar que I3 + I3 € O(logn). Como el tamano del subarbol derecho
de un nodo liviano es menos de la mitad del tamano del arbol cuya raiz es dicho
nodo, es evidente que el maximo nimero de nodos livianos en el camino derecho
de un monticulo de n nodos estd en O(logn) en el peor caso (cuando todos los
nodos en el camino derecho son livianos). Luego I; + Il € O(logn; + logns). Pero
log ny + log ny € O(log(ny + n2)), luego I; + I € O(logn). Ahora basta notar que,
como insert y deleteMin no son sino merges, sus costos efectivos y potenciales van
a seguir el mismo patrén de razonamiento, y por lo tanto también tienen un costo
amortizado de O(logn). Todo el andlisis precedente es similar al realizado en un
contexto imperativo, con la diferencia de que el potencial se mide alli por la cantidad
de nodos pesados en vez de livianos, lo que no es ninguna sorpresa si recordamos
que el método del fisico en programas imperativos trata de acotar los ahorros y no
las deudas. Por las mismas razones que nos llevaron al significado que tienen los
nodos livianos en el camino derecho, es claro que el nimero de nodos pesados en
dicho camino indica trabajo ahorrado al evitar el costo de inclinar la estructura del
monticulo hacia la izquierda.



5 Consideraciones adicionales

Como en un lenguaje funcional perezoso practicamente todas las estructuras de
datos disenadas con cotas de peor caso como objetivo se demoran, se comparten y
memoizan, es claro que se han transformado en estructuras de datos amortizadas,
muchas veces innecesariamente. Se ha sugerido la conveniencia de disponer de un
lenguaje de programacién que permita ambos regimenes de evaluacién, de modo
de poder tener ambas clases de estructuras de datos, peor caso y amortizadas. En
estas condiciones, es posible eliminar completamente la amortizacién, incorporando
como parte de la estructura de datos un cronograma, que garantize el pago de
deudas ejecutando prematuramente partes de cémputos demorados ([Oka96]). Si
bien las técnicas de demostracion de las cotas no se complican demasiado, la pérdida
de claridad en el cédigo es ostensible, indicando que esta transformacién es una
optimizacion avanzada y no una herramienta accesible al programador funcional
comun.

Por otra parte, al programar en un lenguaje funcional perezoso donde todas las
estructuras convencionales se comportan con costos amortizados, la mayor claridad
de las estructuras que son naturalmente amortizadas es un factor nada despreciable
para un programador funcional. Ademds, el mayor overhead estructural comun-
mente asociado a las estructuras de peor caso pierde mucho de su sentido en este
contexto, y comienza a jugar como un overhead innecesario que puede incluso ha-
cerlas mas lentas que las estructuras amortizadas correspondientes. Dado que para
todas dichas estructuras de peor caso existen las correspondientes estructuras amor-
tizadas, estas ultimas resultan ser una herramienta muy importante para el pro-
gramador funcional. Por ejemplo, se conocen formas funcionales de listas con con-
catenacién ([Oka95b]), colas ([Oka95al), y colas de dos extremos con concatenacién
([Oka97]) en las que todas las operaciones toman tiempo amortizado constante.

En ausencia de un esquema 1til para analizar en general programas funcionales
bajo evaluacion perezosa, las técnicas comentadas en el presente trabajo demuestran
ser de gran importancia para recuperar el andlisis de complejidad asintética de
los algoritmos. Como forma de concluir esta exploracién del tema, conviene citar
algunas sugerencias sobre el uso de amortizacién en programacién funcional segin
se expresan en [Oka96]: utilizar la evaluacién perezosa para hacer baratas a las
futuras operaciones luego de la primera ejecucidon costosa, considerar la forma de
acceso a la estructura de datos para decidir entre el método del banquero o el
del fisico, preferir procedimientos incrementales cuando sea posible, y recordar la
existencia de optimizaciones que eliminan la amortizacién y restauran cotas de peor
caso planificando la ejecucién explicitamente.
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