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Resumen

Las 16gicas modales son utilizadas en una gran variedad de campos relacionados con
las ciencias de la computacién. Entre ellos se encuentran la verificacién de programas,
la concurrencia, la teoria de autématas, los operadores de punto fijo y los sistemas de
comunicacién distribuidos.

El objetivo de este trabajo es describir la implementacién en Haskell de un verifi-
cador de modelos genérico para légicas modales y analizar su comportamiento, ven-
tajas y desventajas con respecto a posibles implementaciones basadas en lenguajes
imperativos.
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Implementacién de un model checker para léogicas
modales en Haskell

1 Introduccion

Las l6gicas modales son utilizadas en una gran variedad de campos relacionados con las
ciencias de la computacién. Entre ellos se encuentran la verificacién de programas, la
concurrencia, la teorfa de autématas, los operadores de punto fijo, la l6gica dindmica y
los sistemas de comunicaciéon distribuidos. Revisiones y descripciones de éstas y otras
aplicaciones pueden consultarse en [9, 8, 2, 1, 5] entre otros.

Para verificar programas, se simbolizan los sistemas como férmulas de algin sistema
légico y luego trata de determinarse la existencia de algin modelo para dicha férmula.
En rigor, se proponen posibles modelos y se verifica su correspondencia con la féormula.
Este procedimiento es el que se conoce con el nombre de verificacién de modelos o model
checking (ver [4]).

Por lo general, estos verificadores representan las férmulas modales mediante sistemas
de transicién de estados.

El objetivo de este trabajo es describir la implementacién en Haskell [6] de un verifi-
cador de modelos genérico para légicas modales y analizar su comportamiento, ventajas y
desventajas con respecto a posibles implementaciones basadas en lenguajes imperativos.
Ademds, se estudiard la facilidad para derivar verificadores especificos para varias légicas
modales tradicionales.

Para ello, a continuacién se describen brevemente algunas formulaciones de las logicas
modales y sus modelos estandar (los sistemas de transicién antes mencionados). Luego
se comenta y analiza la implementacién, que puede verse en el apéndice A. Finalmente,
se comentaran algunas posibilidades de trabajos futuros y ampliaciones, en particular
las referidas a las légicas polimodales cuyo conjunto de operadores modales tiene alguna
estructura algebraica particular.

2 Logicas modales

2.1 El lenguaje modal

El lenguaje modal proposicional es una extensién del lenguaje proposicional puro, formado
mediante el agregado de conectivos unarios (informalmente conocidos como conectivos
boz). Originalmente habia un solo conectivo , aunque para varios propédsitos se vio la
necesidad de agregar varios de tales conectivos [7], uno para cada posible elemento i de un
conjunto indice I. De esta manera, hay en realidad muchos lenguajes modales posibles, uno
por cada posible conjunto indice /. La sintaxis, semdntica y teoria de pruebas asociados
con los lenguajes modales estan disenados de modo que la logica proposicional clasica es
un caso particular de légica modal, el que tiene I = ().

Los elementos i de [ se llaman etiquetas o labels, y el propio I se conoce como signatura
del lenguaje modal. Asi, dos lenguajes modales son idénticos si y sélo si tienen la misma



signatura.

A diferencia de los conectivos proposicionales =, —, V, A, T(constante verdad) y
1 (constante falsedad), los conectivos box no tienen una interpretacién fija. Para cada
formula ¢ del lenguaje modal, podemos usar [i] para obtener una nueva férmula [i],
que puede ser leida de diversas maneras, y cada lectura sugiere una semdantica y un sistema
de prueba diferente.

En el caso de los primeros trabajos en logicas modales, que tenfan un solo conectivo
modal, la férmula compuesta ¢ podia leerse como “¢ es necesaria”, o “¢ es obligatoria”.
Para comprender esta interpretacién, hay que pensar en la nocién de “mundo posible”, de
modo que las lecturas anteriores sugieren que ¢ debe ser verdadera en todos los mundos
posibles para que ¢ sea verdadera. A partir de estas lecturas, en ocasiones se dice que el
conectivo bozx expresa la “necesidad” de una férmula. Ahora bien, para expresar el hecho
de que una férmula pueda ser cierta en algunos mundos y no en otros, habria que escribir
una féormula como = —¢. Asi aparece un nuevo conectivo modal llamado diamante que,
en esta interpretacién, expresa la “posibilidad” de la férmula ¢, y se representa como  ¢.
Resulta claro que de haber varios operadores boz (llamado polimodal) es posible definir
un operador diamante por cada uno de ellos.

Por razones de simplicidad en la descripcién, en el resto del trabajo se utilizard sola-
mente el lenguaje monomodal (una sola pareja (boz, diamante) de conectivos modales).

A continuacién se define formalmente el lenguaje utilizado y el conjunto de férmulas
asociado.

Definicién 2.1 El lenguaje monomodal queda definido por:
e los elementos F; de un conjunto fijo numerable Var de variables;

e los conectivos proposicionalesT, 1L, =, —, +—, Ay V, de aridades 0, 0, 1, 2, 2, 2
y 2 respectivamente;

e ¢l conectivo modal , de aridad 1y

e los simbolos de puntuacion (y ).

Definicién 2.2 Las férmulas del lenguaje se obtienen tnicamente por aplicacién de las
siguientes cldusulas:

atomicas Cada variable P; € Var y cada constante T y L es una férmula.
prop Si 6,1, ¢ son férmulas, entonces (—¢), (6 — ), (6 V ) v (6 A ¢) son férmulas.
modal Si ¢ es una férmula, también lo es  ¢.

Llamaremos Form al conjunto de todas las férmulas bien formadas.

Adicionalmente utilizaremos el diamante a manera de abreviatura, dada por la ecuacién

(bEﬁ —|(b.



2.2 Semantica

Hay diversos tipos de modelos para las logicas modales. Los modelos mas primitivos se
caracterizan por el conjunto de mundos posibles y una asignacién de valores de verdad a
las sentencias atémicas en cada mundo posible. Desde este punto de vista, una sentencia

A es verdadera en un mundo posible sélo en el caso en que A sea verdadera en todos los
mundos posibles.

Debido a que esta definicién es muy estricta para su uso practico, se ha generalizado la
nocién de modelo introduciendo una relaciéon entre mundos posibles. De este modo, puede
ocurrir que A sea verdadera en un mundo posible sin ser A verdadera en todos ellos.

Los modelos estandar incorporan una relacién entre los mundos posibles. Asi, estos
modelos pueden pensarse como una terna < W, P>, donde W es el conjunto de los
mundos posibles, P define la asignacion de valores de verdad a las sentencias atémicas en
cada mundo posible y es la relacién.

Formalmente:

Definicién 2.3 Un modelo estandar es una estructura M =<W, >, P> tal que:
1. W es un conjunto,
2.>CW?y

3. P:Var —2W

La relacién > cambiard significativamente de interpretacién de un modelo a otro, pero
en general puede pensarse como de accesibilidad, posibilidad relativa o relevancia. Asi,
anotaremos a > 3 al decir que el mundo 3 es accesible desde (o relevante para o posible
en relacién con) el mundo a. Cabe destacar que > es una relacién cualquiera; no se hace
suposicion alguna sobre sus propiedades debido a que asignandole diferentes propiedades
se obtienen diferentes clases de logicas modales.

Anotaremos =M A para decir que A es verdadera en un mundo posible o de un modelo
M. Esta nocidén se define como sigue:

Definicién 2.4 Sean o mundos posibles en el modelo M =<W, >, P>:
1. EM P sii @ € P(i), parai € N.
2. EMT.
3. No es cierto =M 1.
4. =M = A sil no es cierto EM AL
5. EM A A B sii son ciertos a la vez EM Ay EM B.
6. EM AV B sii es cierto alguno de M A o =M B o ambos.

7. EM A = B sii cada vez que =M A, también =M B.



8. EM A < B sii son ciertos a la vez EM A - By EM B = A.
9. EM A sii para todo 3 € M tal que a3, ):g/‘ A.
10. =M A sil para algin 8 € M tal que a3, ):g/‘ A.

Definicién 2.5 Se dice que una sentencia A es verdadera en el modelo M, y se anota
=M A, sii A es verdadera en todos los mundos posibles de M.

Si A es verdadera en M, se dice que M es un modelo para A. Se dice que M es modelo
de un conjunto de férmulas I' sii M es modelo de todas las férmulas de T'.

Otra nocién que es muy util para dar semdntica a las féormulas modales, y que se
utilizard en la implementacion, es la de conjunto de verdad de una férmula. Intuitivamente,
el conjunto de verdad ||A||™ de una férmula A en un modelo M es el conjunto de todos
los mundos posibles de M en los que A es verdadera. Formalmente:

Definicién 2.6 ||[A||M = {a € M/ M A}

Para el caso de las formulas atémicas y proposicionales, puede verse que
Teorema 2.7 5t M= <W,>, P> es un modelo, entonces:

L ||P|IM = P(3), para cada i = 0,1, ...

2 TIM = w

3 |[LM =0

S PAIM = W = A

5. AN BIM = JAIM A |l

6. AV BIM = |JAJM U |[BlM

7oA — BIM = W - [JAJM U B

S A+ BIM = W = [AIM UIBIM AW - [BIM U A
También puede verse que:

Corolario 2.8 Sea M= <W,r, P> un modelo

LA BIM =W = [JAIM A | BIM

2. JJAIM C IBIM sii =M A — B

3. |AIM = ||B|M sii EM A+— B



La relacién de los modelos estandar puede ser reemplazada equivalentemente por una
funcién que asocia a cada mundo posible del modelo con un conjunto de mundos posibles.

Dado un modelo estandar M =< W, >, P>, se define la funcién

f:w—2W

fla) = {8 € M/av 8.

Esto significa que f(«) es el conjunto de los mundos en M que estan >-relacionados
con «; intuitivamente, flar) es el conjunto de los mundos accesibles desde a.

Si se utiliza fen lugar de b, la estructura <W, f, P> resultante es también un modelo
estandar, y las condiciones de verdad para Ay A dadas en 2.4 pueden reemplazarse
por:

=M A sii paratodo 8 € fla), ):ﬁ/l A (2.1)
=M A sii para algin 8 € fla), ):g’l A (2.2)

Las condiciones de verdad anteriores pueden relacionarse con los conjuntos de verdad
de la siguiente manera:

Corolario 2.9 Sea M= <W.,f, P> un modelo
1M A sii f(a) ClAIM
2. EM A sii fla) N ||AIIM # 0

3 La implementaciéon

3.1 Descripcién

Como se dijo, una férmula A es verdadera en un modelo M =< W,, P> si es ver-
dadera en todos los mundos posibles del modelo. Esto es ficilmente verificable mediante
la comprobacién de que el conjunto de verdad de A, ||A||™, coincide con el conjunto W
de mundos posibles del modelo, lo que permite que el verificador de modelos se defina
mediante la siguiente funcién:

mc :: MODEL s -+ MForM — BooL
mc m f = truthSet m f == states m

donde truthSet es la funcién que calcula el conjunto de verdad asociado a una
férmula en un modelo, y states calcula el conjunto de los mundos posibles del modelo.
(Aclaracién: el nombre states proviene de pensar al grafo de la relacién de accesibili-
dad como un diagrama de transiciéon de estados, por lo que en lo sucesivo se utilizardn
indistintamente los nombres mundo posible y estado).

Resulta claro, a partir de la definicién anterior, que la idea fundamental de la imple-
mentacién reside en el calculo del conjunto de verdad de la formula dada. A fin de ver
como se lleva a cabo dicho cédlculo, se describen a continuacién los elementos involucrados.

Como se vio antes, los modelos estindar son ternas que constan de un conjunto de
estados, una relacion entre estados y una funcién de verdad que indica para cada variable



en cuales estados se considera verdadera. Esto da lugar a que el tipo de los modelos pueda
definirse como sigue:

type MODEL state = (SET state, RELATION state, PROP — SET state)

Para que los modelos estén correctamente definidos, deben especificarse con claridad
el conjunto de mundos posibles y el de variables. Acerca del conjunto de variables, se sabe
que es numerable v que sus elementos se anotan como F;, con ¢ € N, de modo que la
funcién de verdad puede pensarse como una sucesién de conjuntos de estados en los que es
verdadera la variable correspondiente al indice de la sucesion. De alli que se identifique el
tipo de las proposiciones atémicas PROP con el tipo INT. De este modo sélo resta conocer
el tipo de las entidades que serdn consideradas estados del sistema, el cual, dado que no
hay restricciones previsibles, se recibe como pardmetro.

La implementacién propuesta se compone, hasta ahora, de tres moédulos Haskell que
responden a respectivas categorias conceptuales: el médulo ModelChecker define al verifi-
cador de modelos ya descripto; el médulo ModalLogic describe todos los conceptos basicos
de la 16gica modal (el tipo de los modelos y sus accesorios, el tipo de las férmulas modales,
el predicado de satisfaccién de las férmulas, la funcién truthSet); y el médulo Set contiene
el tipo abstracto de los conjuntos.

Si bien en esta implementacién el tipo de los modelos no es abstracto, esta previsto
que lo sea en una futura versién que incluird una herramienta visual para la construccion
de los modelos y las férmulas. Sin embargo, se lo ha utilizado como tal en gran medida.
Es asi como se dispone de funciones de proyeccién sobre la terna de los modelos que tienen
nombres especificos, como la antes mencionada states. De este modo el cddigo resulta
ser més legible y autoexplicativo.

A partir del concepto de conjunto de verdad (def. 2.6), surge naturalmente la siguiente
definicién de la funcién truthSet:

truthSet 2 MODEL s = MFORM — SET s
truthSet m p = subset (satisfy m p) (states m)

donde satisfy es la funcién que verifica si una férmula es verdadera en un mundo
posible del modelo y subset p s calcula el subconjunto de s que verifica un cierto predicado
p.

El teorema 2.7 muestra que para las férmulas atémicas los conjuntos de verdad pueden
calcularse directamente, mientras que para las férmulas proposicionales puede hacerse
mediante operaciones entre los conjuntos de verdad de las subférmulas intervinientes. Asi,
puede darse para estos casos una definicidn recursiva en términos de si misma de la funcién
truthSet, la cual puede codificarse utilizando el mecanismo de coincidencia de patrones
o pattern matching. Para los casos en que la férmula estd afectada por un operador
modal, se utiliza la definicién original, debido a que no hay una operacién de conjuntos
capaz de describir la situacién que sea independiente del problema en cuestiéon. Ademas,
la definiciéon de satisfaccion de una férmula en un mundo posible permite determinar la
verdad o no de la férmula a partir de la verdad de sus componentes y el corolario 2.9,
da un método para la bisqueda de los estados que hacen verdadera una férmula modal.



En virtud de que este método utiliza los conjuntos de verdad, las definiciones obtenidas
para las funciones truthSet y satisfy son mutuamente recursivas. La tnica dificultad
que podria representar este hecho es que se ralentizaria el cdlculo si hubiera involucrados
muchos operadores modales en la férmula.

En virtud de la decisién de utilizar las propiedades del corolario 2.9, se hace necesario
destacar que la relacién del modelo se implementara, para simplificar los cdlculos, mediante
la funcién asociada que calcula el conjunto de los estados accesibles desde uno dado, en
lugar trabajar con la visién tradicional como conjunto de pares ordenados.

Finalmente, los conjuntos se manipulan como un tipo abstracto, y se representan
mediante el siguiente tipo algebraico:

data SET a = SET [a] ¢« — BooL

donde en SET z; p, z; contiene los elementos del conjunto y p representa el predicado
de pertenencia.

Laidea bésica de la representacion pasa por la frase “los conjuntos pueden representarse
por su predicado de pertenenecia”, pero se le hizo el agregado de la lista debido a que
hay operaciones (como subset o isEmpty) en las que es necesario conocer a todos los
elementos. Estos detalles son relevantes para el andlisis del comportamiento global del
sistema y su complejidad.

3.2 Analisis

El objetivo ha sido desarrollar un verificador de modelos que funcione para cualquier légica
modal. Hasta el momento han resultado infructuosas las bisquedas de una herramienta
similar. Sélo se han encontrado algunas mas especificas, restringidas a una légica fija. Sin
embargo, resulta apropiado analizar algunos aspectos que tienen que ver con la dificultad
y complejidad algoritmica de un desarrollo de estas caracteristicas.

Con el andlisis realizado hasta ahora podria hacerse una implementacién en cualquier
lenguaje. Las diferencias relevantes pasan por la eleccién de las estructuras de datos, y
para este caso la decision mas importante pasa por la determinaciéon de la representaciéon
de la relacién de accesibilidad. Pensando en un lenguaje imperativo, puede decirse que
cualquiera que ella sea, en los casos més criticos del proceso (es decir, aquéllos en los que
hay involucrados operadores modales) se estd obligado a recorrer exhaustivamente el grafo
de una u otra manera a fin de establecer su verdad. Por su parte, la version funcional
que se ofrece en este articulo, si bien trabajando sobre conjuntos, termina teniendo exac-
tamente la misma dificultad en los mismos casos. Es interesante observar, por ejemplo,
que la estructura de datos propuesta para representar el tipo abstracto de los conjun-
tos coincide con la definicién de un grafo mediante listas de adyacencias. De este modo,
puede concluirse que cualquier implementacion de una herramienta de estas caracteristicas
tendra una complejidad algoritmica tedrica similar.

Con todo, la implementacién propuesta aqui tiene la ventaja de la claridad descriptiva
y puede aprovechar la existencia de herramientas formales para la derivacién de programas
como medio de encontrar verificadores de modelos mas especificos.



Por su parte, las implementaciones imperativas tendrian la ventaja de poder ajustar
algunos detalles que mejoren la eficiencia de los algoritmos, especialmente en términos
de dependencias de las arquitecturas subyacentes. Esta claro que, siendo asi, el esfuerzo
de desarrollo es mucho mayor. Ademas, no resulta muy claro que las modificaciones
requeridas para obtener verificadores mas especificos puedan hacerse sobre la base de una
implementacién genrérica previa.

4 Conclusiones y trabajos futuros

Esta implementacién constituye una descripcion concisa y clara de un verificador de mode-
los que funciona sobre una légica modal cualquiera. Esto estd garantizado por el método
mismo de su construccién. Por la misma razén, no puede asegurarse que sea posible
obtener, en cualquier paradigma, una herramienta con una complejidad tedrica menor a
la observada.

Resulta claro que la primera extensién en que se puede pensar para este desarrollo es
darle una aspecto mas util mediante el disefio de las herramientas visuales mencionadas
antes. Ademds, parece natural intentar derivar implementaciones de verificadores mas
especificos, que respondan a restricciones en el conjunto de axiomas de la l6gica utilizada o
a determinacién de propiedades de la relacién de accesibilidad; por supuesto, aprovechando
herramientas formales de transformacién de programas.

Por otro lado, también es interesante explorar la expansion producida al incorporar
mas operadores modales. Esto origina que los modelos pasen a depender de conjuntos de
relaciones y por ende se amplia el campo de investigacién cuando uno se pregunta si el
hecho de que el conjunto de relaciones tenga una cierta estructura algebraica puede influir
en el desarrollo de los verificadores asociados y en qué medida.

A Coddigo fuente

module ModalLogic where

import Set
data MForm Atom Int Top
Bottom Not MForm

And MForm MForm Or MForm MForm

= |

| |

| Box MForm | Diamond MForm

| |

| Cond MForm MForm | Bicond MForm MForm

—-- Funcién de calculo de los conjuntos de verdad



truthSet :: Model s -> MForm -> Set s

truthSet m (Atom p) = truth mp
truthSet m (Top) = states m
truthSet m (Bottom) = empty
truthSet m (Not p) = states m ‘minus‘ truthSet m p
truthSet m (Box p) = let pl = satisfy m (Box p)
in subset pl (states m)
truthSet m (Diamond p) = let pl = satisfy m (Diamond p)
in subset pl (states m)
truthSet m (And p q) = let s1 = truthSet m p

in let s2 = truthSet m g
in s1 ‘intersection‘ s2

let 581 = truthSet m p

in let s2 = truthSet m g
in s1 ‘union‘ s2

truthSet m (Or p q)

truthSet m (Cond p q) let s1 = states m ‘minus‘ truthSet m p
in let s2 = truthSet m g
in s1 ‘union‘ s2
let 581 = truthSet m p
in let s2 = truthSet m g

in states m ‘minus‘ (81 ‘minus‘ s2)

truthSet m (Bicond p q)

-- Un modelo es una terna que consta de un conjunto

-- de estados, una relacidén entre los estados y

-- una funcién de verdad.

(Set state, Relation state, Truth state)
s => Set s

Int -> Set s

type Model state
type Relation s
type Truth s

-- Funciones de proyeccién del modelo

states :: Model s -> Set s
states (w, r, p) = W

relation :: Model s -> Relation s
relation (w, r, p) = r

truth :: Model s -> Truth s

truth (w, r, p) = p



satisfy

satisfy m (Atom p) s =
satisfy m (Top) s =
satisfy m (Bottom) s =
satisfy m (Not p) s =
satisfy m (Box p) s =

satisfy m (Diamond p) s

satisfy m (And p q) s

satisfy m (Or p q) s

satisfy m (Cond p q) s

Model s -> MForm p -> s -> Bool
s ‘belongs‘ (truth m p)
True
False
not (satisfy m p s)
let r = relation m s
in let s = truthSet m p
in r ‘included® s
let r =
in let s =

relation m s

truthSet m p
in let s’ = r ‘intersection‘ s
in (not isEmpty) s’

let pl = satisfy m p s

in let p2 = satisfy m q s
in pl && p2

let pl = satisfy m p s

in let p2 = satisfy m q s
in p1 || p2

let pl = satisfy m p s

in let p2 = satisfy m q s
in (not p1) || p2

satisfy m (Bicond p q) s = 1let pl = satisfy m p s)

in let p2 = satisfy m q s

in (p1 && p2) || not (p1 || p2)
module Set (Set, empty, isEmpty,fromList, intersection,

union, minus, subset, image, belongs, included)
where
data Set a = Set [a] (a -> Bool)
empty Set a
empty = Set [1 (\x -> False)
isEmpty Set a -> Bool
isEmpty (Set xs p) = null xs
addElem a -> Set a -> Set a
addElem x (Set xs p) = Set (x:xs)
Av => (v =) v))

belongs a -> Set a -> Bool
belongs x (Set xs p) = px

union
union (Set xs pl) (Set ys p2)

intersection

intersection (Set xs pl) (Set ys p2) =

Set a -=> Set a -> Set a
= Set (g p2 xs ys)
Gv => (p1 v)I1(p2 v))
Set a -=> Set a -> Set a
Set (filter p2 xs)
(v => (p1 v)&&(p2 v))



minus it Set a -> Set a -> Set a

minus sl (Set ys p) = sl ‘intersection‘ (Set ys (not.p))
subset :: (a => Bool) -> Set a -> Set a

subset p (Set xs pl) = (Set xs pl) ‘intersection‘ (Set xs p)
fromList :: [a] -> Set a

fromList = foldr addElem empty . nodups

image :: (a=>b) ->Set a -> Set b

image f (Set xs p1) = fromlList (map f xs)

included :: Set a -> Set a -> Bool
included (Set xs pl) (Set ys p2) = h p2 xs

-- FUNCIONES AUXILIARES

-- remueve elementos duplicados de una lista

nodups 2 [a]l => [a]
nodups xs = concat [x:filter (/=x) xs | x <- xs]
-- g p xs ys = filter (not.p) xs ++ ys
gp MO ys = ys
gp (x:xs) ys = let
new = g p Xs ys
in if (p x)
then new

else (x:new)
-— h p xs = and (map p xs8)
hp [ = True
hp (x:xs) = (px) & (h p x8)
module ModelChecker where
import ModalLogic

-- El verificador requiere un modelo y una férmula a

-- verificar.

mc :: Model s -> MForm -> Bool

mcmf = truthStates m (normalize f) == states m
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