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Introduccion

En esta Tesis presentaremos trabajos originales desarrollados en el contexto
de las Teorias Cuanticas de Campos Topoldgicas (TCCTs). En una primera
etapa estudiaremos la construccién de TCCTs en variedades de dimension n
a partir de la cuantificacién estocastica de modelos definidos en variedades
de dimensién n-1. En particular, daremos una construccién de la teoria de
Chern-Simons Topoldgica a partir de la teoria de Wess-Zumino-Witten [1].
Daremos ademas una prescripcion correcta para cuantificar estocasticamente
la teoria de Chern-Simons no abeliana y probaremos que con ella se puede
reformular la construccién formal existente de la teoria de Yang y Mills
Topolégica [2]. En una segunda etapa analizaremos los modelos del coset
G/G. Probaremos que la realizacion fermionica de dichos modelos define
una TCCT y encontraremos una conexién entre ellos y los sistemas BF en
dos dimensiones [3].

En esta introduccién presentaremos el contexto en el cual se ubican los
trabajos mencionados.

Es conocida la profunda interaccién que ha tenido lugar entre la Fisica y
la Matematica a lo largo del tiempo. Mas alld de que la Matematica haya
provisto de herramientas a la Fisica o que ésta haya brindado motivaciones
a la primera, es innegable que muchos grandes avances han sido simultaneos
y que la estructura de conceptos matematicos ha servido de guia en la for-
mulacién de teorias fisicamente significativas.

El drea de la Matematica de interés en esta Tesis, la topologia, hizo su
primer contribucién a la Fisica tedrica en la década del 30, cuando Dirac
mostré que los monopolos magnéticos son consistentes en mecénica cuantica
sélo si su carga estd cuantificada; dicha carga es un nimero topolégico que
caracteriza al campo electromagnético. En lo que respecta a la teoria cuantica
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de campos, fue recién en la década del 70 que la topologia ocupé un papel
relevante, cuando se establecié que la anomalia axial se puede describir en
términos de la densidad de Chern-Pontryagin. Problemas que se habian con-
siderado casi insuperables fueron resueltos con técnicas que explotaron as-
pectos topoldgicos de las configuraciones de campos. Un ejemplo importante
es el problema U(1), es decir la ausencia de un bosén de Goldstone asociado
a la ruptura espontdnea de la simetria U(1) axial de QCD. La solucién de
este problema se encontrd en términos de correcciones a la integral funcional
debidas a los modos cero que, segun el teorema del indice de Atiyah y Singer,
posee el operador de Dirac en presencia de instantones.

Podemos decir que las TCCTs son la etapa mas reciente de esta inter-
accién. Si bien el origen de las mismas se remonta a un trabajo de Schwarz
[4] de fines de la década del 70, fue con los trabajos de Donaldson [5] y Wit-
ten [6, 7, 8, 9] que se pusieron de manifiesto sus multiples aplicaciones tanto
en Fisica como en Matematica.

El trabajo desarrollado por Donaldson es de orientacién netamente mate-
matica, pero se basa en herramientas que atrajeron antes el interés de los
fisicos. En efecto, Donaldson estudié la geometria y la topologia de va-
riedades de cuatro dimensiones a partir del analisis de fibrados vectoriales
definidos sobre ellas. En particular, caracterizé invariantes topoldgicos en
términos de la existencia de soluciones de la ecuacién de autodualidad de
Yang y Mills, en el mismo sentido que las soluciones independientes de la
ecuacién de Laplace caracterizan variedades bidimensionales. Es claro el
papel que desempefian estos conceptos en la Fisica de Particulas, donde la
variedad de cuatro dimensiones es el espacio-tiempo, los fibrados vectoriales
son los campos de gauge y las soluciones de la ecuacion de autodualidad, los
instantones, han sido utilizados para dar respuesta a importantes problemas:
el problema U(1), modelos de confinamiento de quarks, el angulo © de vacio,
etc.

Los trabajos de Witten persiguieron el objetivo de construir teorias cuan-
ticas que engloben y generalicen resultados que, como los de Donaldson,
sean capaces de aprovechar conocimientos de teoria cldsica de campos en la
descripcién de la geometria y topologia de distintas variedades. Las teorias
que presentd en 1988, conocidas en general como TCCTs, no sélo cumplieron
con este objetivo sino que han encontrado importantes aplicaciones desde el
punto de vista fisico.

La teoria de Yang y Mills Topoldgica [6] fue presentada como una teoria



Introduccién 3

cudntica de campos cuyos observables describen los polinomios de Donald-
son, invariantes topoldgicos de variedades de dimensién d=4. Ademas de
reproducir estos resultados en forma natural, Witten conecté la teoria de
Donaldson en variedades con borde con la teoria de Floer (que describe inva-
riantes topoldgicos en variedades de dimensién d=3) sobre el borde mediante
el estudio de las condiciones de contorno de la integral funcional.

Otro tema importante de topologia que ha sido de utilidad en Fisica es
la teoria de nudos en variedades tridimensionales. De hecho, los invariantes
topolégicos asociados a nudos y trenzas estdn intimamente conectados con
la descripcién de sistemas bidimensionales (o 141 dimensionales) tanto en
teorias conformes como en mecanica estadistica. Es bien sabido que las
teorias de campos conformes describen el comportamiento de sistemas es-
tadisticos bidimensionales en la vecindad de un punto critico donde sufran
transiciones de fase de segundo orden. La descripcion de esta corresponden-
cia se hace naturalmente en términos de trenzas y nudos (que representan
graficamente el contenido algebraico de ambas teorias, el algebra de Yang-
Baxter). Mads ain, el espacio de bloques conformes, que determina todas
las funciones de Green de las teorias conformes bidimensionales, forma un
espacio de representacién del grupo de trenzas. Es interesante destacar que
también desde el punto de vista matematico la teoria de nudos en tres dimen-
siones siempre fue estudiada mediante tratamientos bidimensionales, como
proyecciones y cortes.

La TCCT que abarca estos problemas es la teoria de Chern-Simons Topo-
légica [7]. La misma fue presentada por Witten como una teoria cuantica de
campos que permite construir y generalizar los polinomios de Jones (invarian-
tes topoldgicos asociados a la teoria de nudos) como valores de expectacién
de lineas de Wilson. Esta teoria no sélo dio lugar a la primer descripcion
intrinsecamente tridimensional de la teoria de nudos, sino que brindé un
enfoque tridimensional que unifica una gran variedad de resultados de teorias
conformes bidimensionales. De hecho, se ha probado [10] que cada teoria
de campos conforme racional es equivalente a una teoria de Chern-Simons
Topolégica, dada una eleccién adecuada del grupo de gauge y las constantes
de acoplamiento.

Aparte de lo ya sefialado, el estudio de la teoria de Chern-Simons Topolé-
gica ha permitido una mejor comprensiéon de las teorfas en las cuales el
término de Chern-Simons es parte de la accién. Ejemplos de tales teorias
son la cromodindmica topolégicamente masiva (que permite darle masa al
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campo de gauge en tres dimensiones sin romper la invarianza de gauge) y los
modelos de materia acoplada a un campo de gauge cuya dindmica esta dada
por un término de Chern-Simons. Estos dltimos dan lugar a particulas con
estadistica fraccionaria y son de gran interés en el efecto Hall cudntico y la
superconductividad de alta temperatura critica.

Si bien las TCCTs que mencionamos son las mds importantes por su
relacién con fenémenos fisicos, debemos senalar que se han construido teorias
de este tipo para describir caracteristicas topoldgicas de variedades de cual-
quier dimensién natural. En particular, los modelos Sigma Topoldgicos (8]
describen variedades de dos dimensiones con estructura compleja; los resul-
tados que se han obtenido se refieren al numero de puntos fijos ante difeo-
morfismos y a nimeros de interseccién de curvas en el espacio de instantones
de la teoria.

En cuanto a variedades de dimension mayor que cuatro, los llamados
sistemas BF [11] permiten calcular invariantes topoldgicos relacionados con
nimeros de encadenamiento de superficies; los observables de estas teorias
son generalizaciones de las lineas de Wilson conocidas como superficies de
Wilson.

Una caracteristica de interés fisico que poseen las TCCTs merece una
mencién especial: por construccion, las TCCT's son covariantes generales, en
el sentido de que se definen sobre una variedad sin una eleccion a priori de
la métrica de dicha variedad; los observables son consecuentemente indepen-
dientes de la métrica. Esta caracteristica las hace comparables a las teorias
usuales de gravedad cudntica, en las cuales la covarianza general se logra
porque la métrica es una variable dinamica que como tal debe ser integrada
al calcular valores de expectaciéon. Las TCCTs se presentan entonces como
una alternativa interesante para construir teorias cuanticas de la gravedad.
Se ha especulado mucho acerca de que alguna TCCT describa una “fase” del
universo en la cual la simetria ante difeomorfismos no se hubiera roto, asi
como se han buscado mecanismos de ruptura de dicha simetria. El origen de
esta linea de investigacién se halla en el trabajo de Witten sobre Gravedad
Cuéntica Topoldgica [9]. El progreso que se logré explotando la conexién
entre teorias de gravitacion y TCCTs es considerable en modelos tridimen-
sionales. Se ha probado que la accion de Hilbert-Einstein que describe la
relatividad general en tres dimensiones es en si misma una TCCT, equiva-
lente a la teoria de Chern-Simons bajo una eleccién adecuada del grupo de
gauge. Utilizando este hecho se ha mostrado que la teoria es renormalizable,
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finita y exactamente resoluble. También son de importancia los modelos
topoldgicos de gravedad cuantica en dos dimensiones.

Consideramos que los resultados mencionados motivan ampliamente el
estudio de las TCCTs. Un aspecto interesante de las mismas es que se
han establecido relaciones entre distintas teorias en variedades de distinta
dimensién. Acabamos de mencionar la relacion entre la teoria de Chern-
Simons Topoldgica en dimensién d=3 y el espacio de bloques conformes de
una teoria conforme bidimensional. Otro tipo de relacion aparece al realizar
la cuantificacién canénica de TCCTs en el esquema de Schrodinger (teniendo
en cuenta que se trata de sistemas con vinculos): la funcional de onda de la
teoria de Yang y Mills Topoldgica en d=4 es una exponencial cuya fase es la
accién de Chern-Simons [12]. De la misma manera, los estados de la teoria
de Chern-Simons Topoldgica se relacionan con la accion de Wess-Zumino-
Witten en d=2 [13].

Mis relaciones se encuentran en el marco de la cuantificacion estocastica:
la funcién de particién estocdstica de la teoria de Chern-Simons coincide con
la funcién de particién BRST de la teoria de Yang y Mills Topolégica [14, 15].
Sin embargo, la prueba original de esta conexidn no fue cuidadosa en ciertos
problemas de convergencia que aparecen en la cuantificacion estocastica. En
esta Tesis propondremos una forma de regular el proceso estocdstico asociado
a la cuantificacién de la teoria de Chern-Simons; probaremos que los propa-
gadores que se obtienen son correctos y que se puede establecer la conexién
con la teoria de Yang y Mills Topoldgica utilizando la regulacién propuesta.

Otro objetivo que nos propusimos en esta linea fue estudiar si se puede
identificar la funcién de particién estocastica de la teoria de Wess-Zumino-
Witten en d=2 con la funcién de particién de alguna TCCT en tres dimen-
siones. Los resultados obtenidos muestran que la TCCT que se construye
por este procedimiento es la de Chern-Simons.

Luego de estos estudios investigamos los modelos del coset G/G, que
muy recientemente han sido analizados como TCCTs [20, 21]. En el caso
mas general, los modelos del coset G/H [16] son teorias bidimensionales
con simetria conforme que han despertado gran interés en los ultimos afios
en conexion con teorias de cuerdas y mecdnica estadistica. Estos modelos
se construyen a partir de campos en alguna representacién de un grupo de
simetria G mediante la implementacién de algin mecanismo que elimine gra-
dos de libertad asociados a un subgrupo H C Gj este procedimiento ha sido
realizado explicitamente tanto con campos bosdénicos [17] como con campos
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fermidnicos [18]. Es de particular importancia el hecho de que, mediante una
elecciéon adecuada de los grupos G y H, los modelos del coset proveen reali-
zaciones explicitas de las teorias conformes minimales unitarias (con valores
de la carga central de Virasoro en la serie de Friedan, Qiu y Shenker [19}]).
Estas teorias son exactamente resolubles y, en conexién con la mecanica es-
tadistica, permiten calcular exponentes criticos de sistemas estadisticos en la
red (Ising, Potts, etc.).

El caso particular de los modelos G/G, en los que se eliminan en princi-
pio todos los grados de libertad originales, ha sido analizado, como dijimos
mas arriba, en el contexto de las TCCTs. Se ha probado que la realizacion
bosénica de dichos modelos es efectivamente una TCCT. En esta Tesis pro-
baremos que la realizacién fermidnica tiene una funcion de particiéon inde-
pendiente de la métrica, por lo que también define una TCCT. Probaremos
ademads que la funcién de particién del modelo del coset U(1)/U(1) coincide
con la del sistema BF abeliano en dos dimensiones; esto no ocurre en el caso
de un grupo G no abeliano, por lo cual encontramos de interés proponer un
nuevo tipo de sistemas BF no abelianos en dos dimensiones.

La organizacién de la Tesis es la siguiente. En el capitulo 1 presentare-
mos las definiciones y generalidades sobre TCCTs y describiremos las teorias
mas importantes: teoria de Chern-Simons Topolégica, sistemas BF y teoria
de Yang y Mills Topoldgica. En el capitulo 2 presentaremos los modelos de
Wess-Zumino-Witten y los modelos del coset, teorias de campos conformes
bidimensionales relevantes en el contexto de la TCCT por su relacién con la
teoria de Chern-Simons Topolégica. El capitulo 3 estard destinado a la cuan-
tificacién estocéstica, que es una herramienta importante en la construccién
de TCCTs. Describiremos con cierto detalle las técnicas del calculo per-
turbativo y las peculiaridades del tratamiento de las teorias de gauge; los
conceptos presentados serdn indispensables para la discusién de la cuantifi-
cacién estocastica de la teoria de Chern-Simons.

En el resto de los capitulos presentaremos los trabajos originales de esta
Tesis. El capitulo 4 tratard la conexién entre el modelo de Wess-Zumino-
Witten y la teoria de Chern-Simons Topoldgica en el marco de la cuan-
tificacién estocastica. En el capitulo 5 presentaremos la cuantificacion es-
tocastica cuidadosa de la teoria de Chern-Simons y estableceremos la conexion
con la teoria de Yang y Mills Topoldgica. En el capitulo 6 analizaremos el
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caracter topoldgico del modelo fermiénico del coset G/G y su relacién con
los sistemas BF. Por ltimo, dedicaremos una seccién a las conclusiones ge-
nerales de la Tesis.



Capitulo 1

Modelos Topoldgicos

En este capitulo se presentan las definiciones y caracteristicas
generales de las Teorias Cuanticas de Campos Topolégicas. Se
estudian los casos de interés para el desarrollo de los trabajos
originales de esta Tesis: teoria de Chern-Simons Topoldgica, sis-
temas BF y teoria de Yang y Mills Topoldgica.
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Una Teor{a Cudntica de Campos Topoldgica (TCCT) es una teoria cuanti-
ca de campos local en la cual la accién clasica tiene la mayor simetria posible
compatible con los campos que involucra. De esta manera la eliminacién de
los grados de libertad redundantes asociados a esa simetria (fijado de gauge)
deja un nimero finito, eventualmente nulo, de grados de libertad fisicos. La
teoria cuantica, en consecuencia, no tiene excitaciones locales y los tnicos
observables son cantidades ligadas a la estructura global de la variedad M
sobre la cual esta definida. Tales cantidades son invariantes ante cambios en
la métrica de M, por lo cual corresponden a invariantes topoldgicos.

Las TCCTs fueron introducidas originalmente por Witten [6, 7, 8, 9]
tanto con la intencion de atacar problemas de interés en Topologia y Geo-
metria diferencial utilizando técnicas de teoria cuantica de campos como la
de construir modelos cuanticos de gravitacion y cuerdas.

Desde el punto de vista matematico, se reprodujeron y extendieron re-
sultados sobre invariantes de Donaldson en variedades de dimensién d=4
utilizando la teoria de Yang-Mills Topoldgica [6], sobre polinomios de Jones
y teoria de nudos en d=3 a partir de la teoria de Chern-Simons Topoldgica
[7] y sobre variedades complejas en d=2 con los modelos Sigma Topolégicos

8].

Desde el punto de vista fisico, las TCCTs son modelos interesantes para
describir la gravitacién, ya que son covariantes generales (cabe destacar que
en la gravedad cudntica usual la covariancia general se obtiene integrando
sobre la métrica, en tanto que las TCCTs son naturalmente independientes
de la métrica). Mds ain, se ha estudiado la posibilidad de que describan
una “fase” de ciertos sistemas fisicos en los cuales la invariancia ante difeo-
morfismos no esta rota; la aparicion de una métrica en la descripcion de los
fenémenos fisicos se veria como una ruptura de dicha simetria [9]. Por otra
parte, existe una intima conexién entre la teoria de Chern-Simons Topolégica
y las teorias conformes racionales en d=2 [10], asociadas a su vez con sistemas
criticos bidimensionales de Mecdnica Estadistica (modelos de Ising, Potts,
etc.)

Una vez establecida la importancia de las TCCTs en la Fisica y la Mate-
matica, cobra relevancia el analisis de los distintos métodos de cuantifi-
cacién a aplicar en su estudio, ya que las acciones clasicas que se cuan-
tifican tienen caracteristicas bastante atipicas: alta simetria, ecuaciones de
movimiento de primer orden, términos complejos en espacio euclideo, etc.
Para el tratamiento correcto de las simetrias son especialmente indicados
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métodos como el de Batalin-Vilkovisky [22], la cuantificacién candnica para
sistemas con vinculos [12] y la cuantificacién estocédstica (donde no es nece-
sario el fijado de la simetria) [23]. En cuanto a las ecuaciones de movimiento
de primer orden, son apropiados los métodos de reduccién hamiltoniana [24].
En este contexto presentaremos en el capitulo 5, como uno de los aportes
originales de esta Tesis, la cuantificacién estocastica de la teoria de Chern-
Simons Topoldgica [2].

Es interesante destacar que utilizando distintos métodos de cuantificacién
se han descubierto conexiones entre teorias definidas sobre variedades de dis-
tinta dimensién. En este terreno se ubican otros aportes de esta Tesis: en el
capitulo 4 estableceremos la conexion entre la teoria de Wess-Zumino-Witten
en d=2 y la teoria de Chern-Simons en d=3 utilizando la cuantificacion es-
tocastica [1] y en el capitulo 5 reformularemos la conexién entre la teoria de
Chern-Simons en d=3 y la teoria de Yang-Mills Topoldgica en d=4 [2].

En este capitulo daremos una introduccién a las TCCTs, haciendo parti-
cular hincapié en los modelos que enmarcan los desarrollos originales de esta
Tesis. La organizacién del capitulo es la siguiente: en la seccién 1 daremos
las definiciones y caracteristicas generales de las TCCTs. En la seccién 2 se
describe la teoria de Chern-Simons Topoldgica y en la seccién 3 se discuten
los modelos BF, los dos principales representantes de las llamadas TCCTs
del tipo Schwarz. La seccién 4 estd dedicada a la teoria de Yang y Mills
Topoldgica, prototipo de las llamadas TCCTs del tipo Witten.

1.1 Definiciones

Dado que este area de la Fisica creci6 en forma constructiva y ain estd en
desarrollo, no es facil dar una definicién a la vez precisa y suficientemente
general de TCCT. Siguiendo la referencia [25] daremos aqui los elementos
y las caracteristicas esenciales de las mismas, brindando una “definicién de
trabajo” 1til para la mayor parte de los casos conocidos.

El primer ingrediente de una TCCT es un conjunto de campos con una
simetria local a la cual se le asocia una carga BRST nilpotente @ y un
nuevo conjunto de campos formado por los multiplicadores de Lagrange y
campos fantasmas (ghosts) necesarios para fijar la simetria a nivel cuantico.
Denominaremos ® al conjunto de todos estos campos y anotaremos

80 = €{Q, 0} - (1.1.1)
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a la variacién BRST infinitesimal de una funcional O de los campos ®, donde
¢ es el pardmetro anticonmutante de la variacién. {Q, O} representa, en la
formulacién hamiltoniana, el conmutador graduado de la carga BRST con
funcionales de los campos, en el sentido de que a cada campo se le asigna
un grado o nimero de Grassmann y las llaves representan un conmutador
(o anticonmutador) si el nimero de Grassmann de O es par (o impar); en
la formulacién de integral funcional mantendremos la misma notacion para
representar la accién del operador BRST sobre el operador O. La accién de
() sobre un campo aumenta en uno su nimero de Grassmann, por lo cual al
parametro € se le asigna el valor -1.

El fijado de la simetria se implementa en la formulaciéon hamiltoniana
restringiendo el espacio de estados fisicos |fis) con la condicién

Q|fis) =0 (1.1.2)

(se dice que |fis) es @-cerrado). Como los vectores de la forma Q|x) (llama-
dos @-exactos) son trivialmente aniquilados por () no contienen informacion
alguna sobre el estado fisico; asi |fis) y |fis) = |fis) + @|x) son equiva-
lentes. Se define el espacio de Hilbert fisico como las clases de equivalencia
de estados Q-cerrados médulo estados @-exactos; cada una de estas clases se
conoce como una cohomologia de Q.

La segunda caracteristica general es que la teoria esta definida sobre un
espacio-tiempo euclideo curvo de dimension n, o sea una variedad rieman-
niana M con métrica g,, definida positiva. En consecuencia, cualquier fun-
cional de los campos que resulte de integrar un término local sobre la variedad
M es en general una funcional de la métrica. Al cuantificar la teoria supon-
dremos que la medida de integracién funcional se define de manera invariante
frente a transformaciones de la métrica y frente a transformaciones BRST
de los campos (esta necesidad fue sefialada por Witten [6] y la medida fue
implementada explicitamente en la referencia [26]).

La invarianza BRST de la medida implica el resultado estandard

({@,0}) =0, (1.1.3)

es decir, el valor de expectacion de vacio de un conmutador BRST se anula
para cualquier funcional O de los campos. La invarianza de la medida frente
a transformaciones de la métrica permite calcular la variacién de la funcion
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de particidn,
&= /D@exp(—Sq) (1.1.4)

en términos de la variacién de la accién cudntica S; (o sea la accién clasica
més los términos de fijado de gauge):

8,2 = —/19(1)695,, exp(—S5y)- (1.1.5)

En la dltima ecuacidén §, significa la variacién frente a transformaciones de
la métrica. La variacién de la accion define el tensor de energia-impulso 7},
de la teoria:

1
50 =3 /M &2\/G6¢" T, (1.1.6)

De (1.1.5) y (1.1.6) se observa que

6lnZ 1
5o~ 2V9(Tw) (1.1.7)

por lo cual es suficiente que T, sea un conmutador BRST para que Z sea
independiente de la métrica. La tercer caracteristica que define una TCCT
es precisamente que el tensor de energia-impulso se puede escribir como

T =1{Q,Vw} (1.1.8)

donde V,, = V,,(®, ¢g) es alguna funcional de los campos y la métrica. Esta
caracteristica implica, usando (1.1.3), que el valor de expectacién del tensor
de energia-impulso es nulo y la teoria no tiene estados excitados.

Cuando una cantidad es invariante ante transformaciones suaves de la
métrica de la variedad M diremos que es un invariante topoldgico. Seguin las
definiciones anteriores la funcién de particion de una TCCT es un invariante
topoldgico. Como mencionamos al comienzo de este capitulo, los observables
de una TCCT deben ser invariantes topolégicos (en el mismo sentido en que
los observables de una teoria de gauge son invariantes de gauge). Para que
una cantidad O defina uno de tales invariantes es suficiente pedir que:

1) {an} =0, (1.1.9)
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2) 6,0 ={q,R}. (1.1.10)
En efecto, es facil ver que bajo estas condiciones se obtiene
6,(0) = 0. (1.1.11)

Cabe senalar que el caso en que O = {Q, O’} satisface las condiciones (1.1.9)-
(1.1.10) pero no reviste interés, ya que se verifica automaticamente que (O) =
0; diremos en general que los observables deben ser funcionales invariantes
BRST que no sean @Q-exactos y cumplan (1.1.10).

Una vez definidas en general las TCCTs, es conveniente presentar una
clasificacién de las mismas. En efecto, existen caracteristicas distintivas que
permiten dividir las TCCTs en dos grupos: teorias del tipo Witten (o coho-
moldgicas) y teorias del tipo Schwarz (o cudnticas propiamente dichas).

e Las teorias del tipo Witten se caracterizan porque la accidn cuantica
completa S, se puede escribir como una forma @-exacta:

S =A{Q,VI[®, 9w} (1.1.12)

donde V es cierta funcional de los campos de la teoria y de la métrica de la
variedad M (por supucsto se pueden agregar términos de borde en (1.1.12)
en la forma de integrales de derivadas totales).

En este tipo de teorias el operador @) corresponde a una combinacién
de una simetria “topoldégica” (i.e. una transformacién arbitraria de algunos
campos) con otra simetria local (por ejemplo, simetria de gauge ordinaria en
teorias de Yang y Mills) y puede ser considerado como una carga BRST a la
vez que COmo una carga supersimétrica.

A partir de la forma (1.1.13) de S, se puede probar que, tanto para la
funcién de particiéon como para los observables, la aproximacién semiclasica
es exacta: la integral estd dominada por las fluctuaciones alrededor de las
soluciones clasicas de la teoria.

e Las teorias tipo Schwarz se caracterizan por tener una accién clasica
Se no trivial independiente de la métrica. Al fijar las simetrias de esa accion
se encuentra una accién cuantica S, de la forma

So = Su +{Q, V2, 9]} (1.1.13)

En este tipo de teorias el operador Q es el operador BRST correspondiente
a una simetria de gauge ordinaria.
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La aproximacion semiclasica no es exacta en principio para las teorias
tipo Schwarz; sin embargo, entre las teorias de este tipo conocidas sdlo la de
Chern-Simons Topoldgica tiene correcciones radiativas no nulas.

En lo que resta del capitulo presentaremos los ejemplos mas conocidos de

TCCTs de ambos tipos.

1.2 Teoria de Chern-Simons Topoldgica

La teoria de Chern-Simons Topoldgica fue presentada por Witten [7] en 1988
como una teoria de campos exactamente soluble cuyos observables describen
la teoria de nudos en variedades de dimensién d=3. En el mismo trabajo se
menciona una profunda conexién entre esta teoria definida sobre una varie-
dad M = ¥ x R y la teoria de campos conforme definida sobre la variedad
bidimensional X: el espacio de Hilbert de los estados fisicos de la teoria de
Chern-Simons coincide con el espacio de bloques conformes de la teoria con-
forme en ¥. Esta conexion, de gran relevancia en areas vinculadas a las
teorias conformes como son la Mecanica Estadistica y la Teoria de Cuerdas,
desperté gran interés y fue mas tarde estudiada en detalle por varios au-
tores [10, 27]; nos referiremos a ella en el proximo capitulo. La teoria de
Chern-Simons es actualmente estudiada también para modelar sistemas con
estadistica fraccionaria [28].

Dada una variedad compacta M de dimension d=3 y un grupo de Lie G
simple y compacto, la accién de Chern-Simons se define como

k 2
Sos = — / Pz Tr(A0, Aa + ZA,A,AL) (1.2.1)
47'(' M 3

donde A, es un campo de gauge que toma valores en el dlgebra de Lie de
G y T'r representa la traza, una forma bilineal en el algebra de Lie normali-
zada por Tr(t*t®) = N§°® (llamamos ¢® a los generadores de G y N es una
constante).

La accién de Chern-Simons no es invariante de gauge. Sin embargo,
ante transformaciones de gauge su variacién depende sélo de la clase de
homotopia a la cual pertenezca la transformacién’. Dado que G es simple y

1En general, el grupo de mapeos continuos M — G no es conexo; sus elementos se clasi-
fican segtin el grupo de homotopia 73(G) definido como el grupo de clases de equivalencia
ante deformaciones continuas de los mapeos S3 — G.
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compacto, se encuentra que n3(G) = Z; cada transformacién de gauge estd
caracterizada por un numero entero m llamado numero de enrollamiento.
Ante tal transformacién la accidon Scs cambia

Scs — Scs + mC ' (1.2.2)

donde la constante C depende de k y de la normalizacién de la traza. Para
asegurar que una teoria de gauge es consistente a nivel cuantico es suficiente
que exp(iScs) sea monovaluada, o sea que la constante en (1.2.2) sea multiplo
entero de 2x. Encontramos entonces que la constante k en la accién de Chern-
Simons debe estar cuantificada; elegiremos la normalizacién de la traza de
forma tal que k debe ser entero.

La accién de Chern-Simons es invariante ante transformaciones generales
de coordenadas (i.e. es una teoria relativista general). Si bien el elemento de
volumen d3z no es invariante, €#** tampoco es un tensor, sino una densidad
tensorial de peso -1. El producto del elemento de volumen invariante por el
tensor de Levi-Civita invariante se escribe

(1.2.3)

donde g es el determinante de la métrica g,, definida sobre la variedad. Al
simplificarse las potencias de g se observa que la accién de Chern-Simons es
invariante frente a transformaciones generales de coordenadas y a la vez in-
dependiente de la métrica. Una accién con estas caracteristicas es invariante
ante difeomorfismos (transformaciones arbitrarias de coordenadas, diferen-
ciables y con inversa diferenciable, sin alterar la métrica de la variedad).
Por el andlisis precedente podemos afirmar que, para k € Z y mediante una
adecuada cuantificacién, la accién de Chern-Simons define una TCCT tipo
Schwarz.

Las cuestiones que se presentan ahora son dos: cémo cuantificar la teoria
y qué observables se pueden construir segin las condiciones (1.1.9)-(1.1.10)
para definir invariantes topolégicos.

La teoria puede ser cuantificada via Integral Funcional. Para el co-
rrecto tratamiento de la simetria de gauge seguiremos aqui la técnica BRST
estandard, ya que no hay simetrias de segunda generacién (i.e. simetrias aso-
ciadas a los campos auxiliares introducidos para fijar la simetria original).
Las transformaciones BRST estan dadas por

{@, Ay} = Due {Q,c} = 3[e,d]
{Q,c}=0b {Q,b} =0, (1.2.4)
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donde ¢ y ¢ son campos fantasmas y b es un campo que funciona como
multiplicador de Lagrange. Se verifica inmediatamente que la carga BRST
@ es nilpotente, ya que Q2® = 0 para cada campo. Eligiendo la condicién
de Lorentz V,A* = 0 (donde V, es la derivada covariante respecto de la
métrica) la accidén cudntica resulta

S, = Scs+ /de\/ﬁ{Q,EVuA”} =
== / d*z\/g(bV A" + eV D c) (1.2.5)
y la funcién de particién de la teoria esta dada por
Zos = / DA, DEDeDb exp(iS,). (1.2.6)

Es claro que los términos de fijado de gauge introducen en S, una dependencia
en la métrica. Como indicamos en la seccién 1, este hecho no altera el
caracter topoldgico de la teoria, sino que es caracteristico de las TCCTs del
tipo Schwarz.

Para construir invariantes topoldgicos se necesitan cantidades que cum-
plan las condiciones (1.1.9)-(1.1.10). Existe una eleccién que cumple condi-
ciones ain mas restrictivas: las lineas de Wilson, cantidades invariantes de
gauge e independientes de la métrica de M. Una linea de Wilson Wg(C)
se define como sigue: dada una curva cerrada y orientable C en M y una
representacién irreducible R del grupo G, se construye el elemento de G

Pexp/ A dz* (1.2.7)
G

donde P significa que en el desarrollo de la exponencial cada integrando debe
estar ordenado segin la parametrizacién de la curva C. Dicho elemento se
denomina holonomia de A, a lo largo de la curva C. Se llama linea de Wilson
a la traza de ese elemento en la representacion R,

Wgr(C) = TrRPexp/ A, dz* (1.2.8)
&

(la traza en esta expresién no debe confundirse con la traza en el algebra de
Lie de G). La independencia de la métrica de Wr(C') se sigue de la integral de
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linea (integral de una 1-forma en una variedad de dimensién 1) en tanto que
la invarianza de gauge se sigue del hecho de que [, A,dz* se puede expresar
en términos de la curvatura F,, del campo de gauge.

Dado que cada observable se define a partir de una curva cerrada (i.e.
un mapeo S — M) no es de extraflar que los invariantes topoldgicos que se
obtengan describan propiedades de nudos, que no son otra cosa que clases de
equivalencia de mapeos continuos invertibles S! — M. El caso més general
de interés, en este contexto, es el de una cadena L, definida como un conjunto
de r curvas cerradas C; que no se intersecan; el observable correspondiente
se construye como

O = ﬁ WR,-(C,') (1.2.9)

donde las representaciones irreducibles R; pueden ser distintas para cada
curva. Los invariantes topoldgicos de esta teoria son los valores de ex-
pectacién de estos observables:

Z(M,L) = /DAuDEDcDbOexp(iSq). (1.2.10)

La propiedad que hace destacable esta teoria es que los invariantes pueden
calcularse en forma efectiva. En su trabajo original [7] Witten calculé explici-
tamente (1.2.10) para una cadena L arbitraria en M = S°. Dado que cual-
quier variedad tridimensional sin borde se puede descomponer como unién
de variedades M; topoldgicamente equivalentes a S3, es suficiente estudiar
cémo se relaciona Z(M, L) con invariantes calculados en M; (en este proceso
se introduce el concepto de trenzas: conjunto de curvas abiertas que no se
intersecan con sus extremos fijos en el borde de la variedad). Las técnicas que
permiten hacerlo, presentadas por Witten en el mismo trabajo, se conocen
como cirugia de variedades.

Para finalizar esta seccién comentaremos un punto distintivo de la teoria
de Chern-Simons Topoldgica para un grupo G no abeliano: esla dnica TCCT
conocida en la cual la aproximacién semiclasica no es exacta. La accion tiene
términos cibicos que deben ser tratados en forma perturbativa. Mediante un
reescaleo A, — y/4n/kA, se ve que el término perturbativo estd dominado
por la constante de acoplamiento adimensional g (¢* = 4= /k) y por conteo
de potencias se observa que la teoria es renormalizable. La renormalizacion
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fue estudiada in extenso en las referencias [29, 30]. Mencionaremos aqui tres
resultados salientes. En primer lugar, la renormalizacién de la constante de
acoplamiento es un cambio finito,

Clal
2

donde C[G] es el valor del Casimir cuadratico del grupo G en la representacion
adjunta. En segundo lugar, los contratérminos necesarios introducen una
dependencia en la métrica: sin embargo, al menos a 2 lazos, no se encuentra
anomalia ante difeomorfismos. Por iltimo, la funcién B de la teoria, hasta 3
lazos, es identicamente nula.

k—k+ (1.2.11)

1.3 Sistemas BF

Los llamados sistemas BF son TCCTs del tipo Schwarz, introducidas por
Horowitz [12] como una forma de extender los resultados obtenidos por Wit-
ten [9] en teorfas de gravitacién en tres dimensiones a variedades orientables
y cerradas M, de dimension n arbitraria.

La accién clasica de un sistema BF es una funcional de dos campos A y
B, formas diferenciales? en M, con valores en el dlgebra de Lie de un grupo
G.

En el caso abeliano la forma general de la accién clasica es

Sprln, g} = / B, AdA, (1.3.1)
donde A, y B, son p- y ¢g-formas diferenciales con p4-¢+1 = n, d representa la
derivada exterior y A representa el producto exterior de formas diferenciales.
La integral (1.3.1) es independiente de la métrica en M, por ser integral de
una n-forma diferencial en una variedad de dimensién n. La (p + 1)-forma
dA, es el rotor de A, (o curvatura del campo A); siguiendo el lenguaje de
teorias de Yang y Mills se llama

Fy = dA,, (1.3.2)

2Por simplicidad de notacién utilizaremos el lenguaje de formas diferenciales en la pre-
sentacién general. Volveremos al lenguaje de componentes al considerar casos particulares
en dimensiones bajas.
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de ahi el nombre de sistemas BF.

En el caso en que G es un grupo no abeliano, a fin de respetar la simetria
de gauge (que se discute mas abajo) el campo A debe ser una 1-forma, con
curvatura definida por

Fa=dA;+ AL A A (1.3.3)

y la accién es de la forma

Spr(n) = / Tr(Bas A Fa) (1.3.4)
donde T'r representa la traza en el dlgebra de Lie de G.

Discutiremos en primer lugar el caso abeliano, teniendo presente que el
caso no abeliano en dimensiones n=2 y n=3 es muy similar. Luego tratare-
mos brevemente el dltimo caso en dimensiones n > 4. La accién (1.3.1) es
invariante ante ante difeomorfismos y ante transformaciones de gauge

5Ap = dwp._]_

§B, = dAy—1 (1.3.5)

como se sigue de la nilpotencia de la derivada exterior, d> = 0. Esta simetria
puede ser reducible, en el sentido de que existan parametros w o A no nulos
que no produzcan transformaciones en A, ni en B, (simetrias de segunda
generacién). La cuantificacién de la teorfa puede entonces hacerse usando el
método de Faddeev y Popov. Si la simetria es reducible el término cinético
de los campos fantasmas tiene modos cero asociados a la simetria de segunda
generacién; éstos se tratan aplicando nuevamente el método de Faddeev y
Popov, dando lugar a campos “fantasmas de fantasmas” (ghost for ghosts).
El formalismo general para tratar simetrias reducibles se conoce como método
de Batalin y Vilkovisky [22].

Ademés de la simetria de gauge (1.3.5), la accién Spr tiene simetria
armonica

0Ap =

; 1.3.6
0B, = Yq ( )

donde 7, y <y, son formas arménicas, soluciones de la ecuacién de Laplace

Ay=10 (1.3.7)
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(cabe serialar que la forma del operador laplaciano depende de la dimension
de la forma sobre la cual actie). Esta simetria se sigue de que las soluciones
de (1.3.7) satisfacen automéaticamente dy = 0; como el espacio de formas
armonicas es de dimensidn finita el tratamiento de esta simetria con el método
de Faddeev y Popov es trivial (en particular el determinante asociado es finito
y no depende de la métrica [25]). Es costumbre en la literatura ignorar los
modos cero armoénicos.

Para ser méas precisos, tomemos el caso de una variedad M3 con Ay B
1-formas. La accién clasica es

Spr(3,1) = / e**B,0,A.d’z, (1.3.8)
M,
claramente independiente de la métrica. La simetria de gauge es la de QED
tanto para A como para B y es irreducible®. Eligiendo la condicién de Lorentz
la accién cuantica resulta
ehve

S.(3,1 =/ B0, Ay + 1V AR+
Q( ) Ms(\/g H 73

eAc + 'V, B* + ¢ Al) /9d’z. (1.3.9)
La invarianza BRST es inmediata ante las transformaciones

gl an
76 =T y U = 0

{Q,B,} =0.,c {Q,c}=0 (1.3.10)

{Q,¢}=r"  {@7}=0

La accién (1.3.9) es cuadratica en todos los campos por lo cual la funcién
de particién se calcula en forma exacta. Las integrales sobre los campos
fantasmas dan los determinantes de Faddeev y Popov, en tanto que la parte
bosénica, previa simetrizacion de la accidén, da determinantes de laplacianos:

Zpr(3,1) = det V2 A det>* Ay (1.3.11)

donde A; es el laplaciano actuando sobre 1-formas (A,, B,) y Qg es el
laplaciano actuando sobre escalares (multiplicadores de Lagrange y fantas-
mas). En esta expresién no resulta facil notar que la funcién de particién es

3No nos extenderemos en el tratamiento de simetrias reducibles ya que no son relevantes
en los trabajos que se presentan en esta Tesis. Una exposicién detallada se encuentra en

(31].
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un invariante topoldgico, ya que los operadores laplacianos dependen de la
métrica. Sin embargo, el resultado (1.3.11) es la inversa de la torsién de Ray
y Singer Ty, de la variedad M3, un conocido invariante topoldgico [4, 32].
~ De la expresién (1.3.11) se puede leer en forma naive que la teoria no
tiene grados de libertad: cada det™'/2A, se considera un grado de libertad
bosénico y cada det!/2Aq se considera asociado a un campo fantasma, elimi-
nando un grado de libertad bosénico. Ademas, para este conteo, se considera
al laplaciano A como 7 copias de Ay, siendo r el nimero de componentes
independientes de una k-forma. Este conteo de grados de libertad tan super-
ficial funciona con bastante generalidad y es util para una primera inspeccién
de cualquier teoria con accion cuadratica.

Los resultados que mencionamos para el caso particular Spr(3,1) se ex-
tienden a cualquier sistema BF abeliano; en general [25] si n es impar

Zpr(n,p) = i7" | (1.3.12)
y si n es par
Zgp(n,p) = TGV 20/ = (1.3.13)

El conteo de grados de libertad da cero en todos los casos.

Los observables que dan lugar a invariantes topoldgicos en los sistemas
BF son generalizaciones de las lineas de Wilson, conocidas como superficies
de Wilson. Dada una subvariedad ¥ de dimension p 4+ 1 de M,, = R* y una
p-forma diferencial A con valores en el algebra de Lie de un grupo abeliano,
se define una superficie de Wilson como

W(0%,A) = exp(/ A). (1.3.14)
o)

En un sistema BF Spp(n,p) las superficies de Wilson compatibles con el

rango de los campos A y B que se pueden construir son W(0X, A) para va-

riedades ¥ de dimensién (n—p) y W(0L', B) para variedades ¥’ de dimensién

(p + 1). El valor de expectacién de cualquiera de estos observables se anula,

pero

(exp(i6 | Bexplia /a ) = expli(-17aBL(OE',0)  (13.15)

donde L(9%',0L) es el nimero de encadenamiento (linking number) de 9%’
y 0%, definido como la cantidad (orientada) de veces que 9% interseca la
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superficie ¥ (cf. [25] y referencias alli citadas). Cabe sefialar que los nudos
y cadenas que describe la teoria de Chern-Simons Topoldgica estan incluidos
en esta generalizacion, en el modelo Spr(3,1). Los invariantes calculados en
ambas teorias coinciden.

Consideremos ahora un modelo BF en una variedad M, con grupo de
simetria G no abeliano. La accién clasica dada por (1.3.4) posee invarianza
ante difeomorfismos, ante transformaciones de gauge no abelianas

A1 — g Ag+g7ldg

Bny — g7 ' Byag (1.3.16)

(donde el campo A; se transforma como una conexién de Yang y Mills y
B, _3 se transforma como un campo en la representacién adjunta) y ante la
siguiente transformacion;

By 5 = Byp +dalus (1.3.17)

donde I',_3 es una (n-3)-forma y Dy es la derivada exterior covariante res-
pecto de la conexién A,

dg =d+ A (1.3.18)

Esta simetria se verifica usando la identidad de Bianchi, satisfecha por Fa
en dimensién n > 3. En el caso no abeliano no hay una simetria analoga a
la arménica (1.3.6).

En variedades bidimensionales la simetria (1.3.17) no existe y la cuantifi-
cacién es analoga al caso abeliano. En dimensién n=3 la simetria (1.3.17) si
tiene lugar y es irreducible; la cuantificacion es nuevamente paralela al caso
abeliano Spr(3,1) y la accidn cudntica es la extensién obvia de (1.3.9). En di-
mensién n > 4 la cuantificacién se complica: la simetria (1.3.17) es reducible
y se debe recurrir al método de Batalin y Vilkovisky. Sin entrar en detalles,
describimos algunos de los problemas que aparecen en este caso. El operador
BRST que resulta es nilpotente sélo “on shell” (o sea mediante el uso de las
ecuaciones de movimiento). En segundo lugar el operador BRST depende de
la métrica y por tltimo la accidén cuantica no se puede escribir como la accién
clasica mas un conmutador BRST. Evidentemente esta situacion se aparta
mucho de la definicién de trabajo que dimos en la seccién 1 de este capitulo.
Sin embargo, un estudio cuidadoso [33] muestra que la funcién de particién
no depende de la métrica y que tampoco lo hacen los valores de expectacién
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de funcionales de A; invariantes BRST. Estos resultados permiten decir que
la teoria de campos resultante es topoldgica.

Otras caracteristicas y resultados sobre los modelos BF, que escapan a
los objetivos de esta Tesis, se pueden encontrar en la referencia [25].

1.4 Teoria de Yang y Mills Topolégica

La teoria de Yang y Mills Topoldgica fue presentada por Witten [6] en 1988 y
se considera como la primer TCCT y el prototipo de las teorias del tipo Wit-
ten. Es una teoria de gauge definida en una variedad riemanniana orientable
de dimensién d=4, cuya accién cuantica es supersimétrica y se escribe como
un conmutador BRST (cf. (1.1.13)).

La presentacién original de Witten es poco usual: no parte de un la-
grangiano clasico, sino que generaliza una teoria cuantica no relativista pro-
puesta por Atiyah [34] para describir invariantes topoldgicos en tres dimen-
siones. Usando una amplia gama de argumentos fisicos y matemaéticos (in-
varianza de Lorentz, supersimetria, invarianza BRST, propiedades de ins-
tantones, representaciones de grupos de Lie, etc.) se llega a determinar el
contenido de campos de la teoria, las leyes de transformaciéon BRST y la
forma de la accién cudntica. La construccion de la Teoria de Yang y Mills
Topolégica a partir de un lagrangiano clasico fue inmediatamente resuelta
por otros autores en formas alternativas [35, 36, 37, 38]. Adoptaremos aqui
la versién de Baulieu y Singer [35] por ser la mds ilustrativa de los conceptos
expuestos en la seccion 1.

Dado un campo de gauge A, definido sobre una variedad riemanniana M,
orientable de dimensién d=4, con valores en el dlgebra de Lie de un grupo
G, se define la accién clasica como el invariante de Chern-Pontryagin [39] o
carga topoldgica del campo A,:

1
Scl =Tr /NI d4.’12 ieﬂupaFﬂ,,Fpa. (141)

Esta cantidad es independiente de la métrica, invariante de gauge e invariante
ante difeomorfismos (o simetria topolégica):

VA, — Ay ey (1.4.2)



1. Modelos Topolégicos 24

De hecho, la accién S, es trivial, en el sentido de que es la integral de una
divergencia:

Su = / 20, K", (1.43)
M,
donde
2
Kt = —Tr e (F,,As — -?;AL,A,,A,) (1.4.4)

se conoce como segunda clase caracteristica de Chern-Simons [39]. La razén
por la cual se toma (1.4.1) como accién de partida, y no directamente Sy = 0,
es la motivacién del contenido de campos de la teoria.

Para tratar las simetrias de la teoria es conveniente cambiar la parametri-
zacién de la transformacion (1.4.2): si bien las transformaciones de gauge
estdn incluidas en los difeomorfismos? es conveniente poner en evidencia am-
bas simetrias escribiendo la transformacion completa como

A, = A, +e.+ Dye (1.4.5)

donde D, = V,+[A,, ] es la derivada covariante respecto de la conexién A,
y de la métrica. Los pardmetros €, y € presentan una simetria de segunda
generacion ante :

€, — €, + Dyw
e Ee—w

(1.4.6)

que manifiesta la redundancia de (1.4.5).

La cuantificacién se hace segin el método BRST. Al parametro € se le
asocia un campo fantasma c, escalar anticonmutante de nimero de Grass-
mann Gr(c) = 1, y al parametro ¢, se le asocia un campo fantasma 1,
vector anticonmutante con Gr(¥,) = 1. La transformacién BRST de A,,
segin (1.4.5), resulta

{QvAu} = Duc + ¢u- (147)

4En realidad, si My tiene borde, €, debe anularse en el borde y la variacién por trans-
formaciones de gauge no; en ese caso no se puede absorber esta 1ltima en ¢,
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La simetria ante (1.4.6) se manifiesta en 9, y ¢; al pardmetro w se asocia
entonces un nuevo campo fantasma ¢ conmutante con Gr(¢) = 2. Las trans-
formaciones BRST de v, y ¢, que se construyen a partir de (1.4.6) y de pedir
nilpotencia a @), resultan

{Q, ¢u} = Du¢ = [c, ¢u]
{Q,¢) = ~He,d - ¢ (1.48)

en tanto que la nilpotencia fija la transformacién de ¢:

{Q, 4} = —[c. 4. (1.4.9)

Los corchetes que aparecen en las expresiones anteriores indican un conmu-
tador graduado, con el grado de cada campo dado por la suma de su nimero
de Grassmann y su rango como tensor.

Para fijar las simetrias se eligen condiciones de gauge. Cada una se intro-
duce en la accién cudntica con un multiplicador de Lagrange; estos tltimos se
escriben como la transformacién BRST de un campo fantasma (antighost).
Para fijar la simetria de gauge se elige la condicién de Lorentz

V,.A* =0, (1.4.10)
por lo cual el multiplicador asociado es un escalar b y el campo “antighost”
es un escalar ¢ anticonmutante con Gr(é) = —1. Sus transformaciones BRST
son

(@ =b {Q,8} =0. ; (1.4.11)

Para fijar la simetria topoldgica se elige la ecuacién de instantones (o ecuacién

de autodualidad)
o — —\}—geﬂ"P"Fp, =0, (1.4.12)

por lo que el multiplicador de Lagrange asociado es un tensor autodual anti-
simétrico b,, y el “antighost” correspondiente es un tensor X, de las mismas
caracteristicas y Gr(x.,) = —1. Sus transformaciones BRST son

{@, %} = bu {Q,b0} =0. (1.4.13)

En cuanto a la simetria de segunda generacion se elige la condicién

D" = 0. (1.4.14).
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El multiplicador asociado 7 es un escalar anticonmutante con Gr(n) = -1y
su “antighost” es un escalar ¢ conmutante con Gr(¢) = —2. Sus transfor-
maciones BRST son

{@, ¢} =n {Q,n}=0 (1.4.15)

Resta ahora elegir los pardmetros de gauge para cada condicion. Para re-
producir la accién original de Witten se elige el valor 1 para la condicion de
Lorentz, 0 para (1.4.14) y 1 para la condicién de autodualidad. La accién
cuantica completa resulta

8; = Sy +/ d'z /g (1.4.16)
M,
Tr{Q) Gl P — ~=e# By — 20) £ 5(V,8 = 2) 4 FD,0%)
y Xuv \/57 po 2 B
o bien, usando las reglas BRST,
v 1 vpo l/
Sq = Scl -+ ML d4$\/§TT {b,w(Fu = 756# B F a) = u,,bu'
1 1
Y o D[u¢ﬂ] — — P Diabr) — Xuu{c, F* — — " F,,
Xp ( \/5 [o ]) Xu { \/§ P }
nDup* + ${bu, ¥*} + D, D" |
1
bd, A" + 5b2 — &0, D*c — E@,ﬂ/}“} (1.4.17)

donde los indices entre corchetes deben ser antisimetrizados y los pares entre
llaves indican el conmutador graduado entre campos.

Una vez construida la accién cuéntica (1.4.17) se observa que la teoria es
una TCCT del tipo Witten, ya que la accidén clasica de partida es sélo un
término de borde. Como tal, puede ser eliminado de la accién cuantica sin
alterar la teoria. Luego de este paso y de efectuar las integrales gaussianas
sobre los multiplicadores de Lagrange se obtiene la accién original de Witten
[6]. Por simplicidad, dejaremos como accién cuéntica de la teoria de Yang y
Mills Topolégica la expresion

5MT = {Q, V] (1.4.18)
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donde

1 b+

V=Tr/ d*z/9Tr[xu(F* — —e**° F,, — —)+
M, \/-a [XIJ( \/.—g- 14 2)

&V, A* — g) + D, ). (1.4.19)

Ya que la accién cudntica se escribe como un conmutador BRST, es facil
mostrar que la funcién de particién no depende de ningin parametro a que
se introduzca en la funcional V:

0Z ov |4

= [Pren(-(@. VD@ 50t = (@ 5N =0 (420)
En particular, si se reescalea el campo de gauge (A, — eA,) para hacer
explicita la constante de acoplamiento e, se observa que Z no depende de e
(en tanto e # 0). Luego la aproximacién semiclasica es exacta, es decir, los
valores de expectacion calculados con la parte cuadratica de la accidén son
exactos.

Este hecho es cierto para toda TCCT del tipo Witten y tanto la funcién de
particién como los observables estan dominados por las soluciones clasicas de
las ecuaciones de movimiento. El espacio de soluciones de dichas ecuaciones,
médulo transformaciones de simetria, se conoce como espacio moduli de la
teoria, y muchas veces tiene interés en si mismo (especialmente cuando los
campos son campos de gauge). Resulta por lo tanto relevante sehalar que
hay una correspondencia entre los observables de una TCCT y los elementos
(o cohomologias) del espacio moduli de la teoria [6]. En general, dado un
espacio moduli definido por una ecuacién y una operacién de simetria, es
posible construir una TCCT cuyos observables describan ese espacio moduli
[40].

Como primer invariante topoldégico daremos una expresién para la fun-
cién de particién. En la aproximacién semiclasica la integral funcional esta
dominada por las soluciones de las ecuaciones de movimiento; para el campo
A, la ecuacion es

o= Lo (1.4.21)

V9

y las soluciones son instantones. Las clases de soluciones equivalentes médulo
transformaciones de gauge son los elementos del espacio moduli M.
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En el caso en que la dimensién de M es cero (o sea que las soluciones de
(1.4.21) son aisladas) la funcién de particién se reduce a una suma de con-
tribuciones en torno a cada instantén. El operador bosénico Ag que aparece
en la parte cuadratica de la accion es exactamente el cuadrado del operador
Dr que aparece en la parte fermidnica (como es de esperar por la super-
simetria); como el operador Dr es antisimétrico, las integrales (gaussianas)
dan como resultado

Pf(Dr)
\/det AB

donde Pf significa el pfaffiano® (regularizado) del operador Dr. Debido a
la relacién entre Ag y Dp este cociente debe valer £1. Si se fija el signo,
digamos +1, en un instantén, se puede determinar univocamente el signo
de las demds contribuciones mediante una interpolacién en el espacio de
conexiones [6]. La funcién de particién resulta entonces

Z = Z(—l)“‘ (1.4.23)

(1.4.22)

Este resultado reproduce el primer invariante de Donaldson [5].

En el caso en que dim(M) # 0, Z se anula debido a los modos cero de la
parte fermidnica. Sin entrar en detalles, diremos que se pueden calcular en
este caso nuevos invariantes topoldgicos. Los mismos resultan de valores de
expectacién de productos de las siguientes funcionales de los campos [6]:

Wo = 1Tr(4?)

Wi = TT(‘?M’#)
W, = Tr(3< 5 othe + ipF*) (1.4.24)
Wa = iTr(* %, Foo)

W4 = s %TT(%Fuqua—)

SDada una matriz antisimétrica A;; de dimensidn finita 2n se define

1 o
Pf(A) = W Z (—'1) A610: i “A¢72n—1¢72n'
) OES2n

La generalizacién a dimensién infinita puede ser encontrada en la referencia [41].
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donde cada W es una k-forma diferencial en My. Dadas r subvariedades
cerradas «; de dimensidn k; tales que

i(‘l — ki) = dimM (1.4.25)

el valor de expectacién (no normalizado)

r

Z(n,-ow) =] | W) (1.4.26)

=1 VY7

define un invariante topoldégico no trivial (la condicién (1.4.25) asegura que
se absorban exactamente todos los modos cero fermidnicos, de manera que
la integral no se anule). Las integrales funcionales de (1.4.26) pueden ser
resueltas formalmente; los resultados se expresan como integrales de formas
diferenciales en el espacio moduli M. En esos términos se ve explicitamente
que los valores de expectacién (1.4.26) coinciden con los polinomios de Do-
naldson.



Capitulo 2

Modelos relacionados con la
Teoria de Chern-Simons

En este capitulo se introducen el modelo de Wess-Zumino-Witten
y los modelos del coset, tanto en su realizacién bosénica como en
su realizacién fermiénica. Dichos modelos corresponden a teorias
conformes bidimensionales profundamente relacionadas con la te-
oria de Chern-Simons Topoldgica y serdan objeto de estudio en los
trabajos originales de los capitulos 4 y 6 de esta Tesis.

30
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La Teoria Cuantica de Campos Topolégica (TCCT) de Chern-Simons fue
desarrollada originalmente [7] para describir la teorfa de nudos en dimensién
d=3 (cf. seccién 1.2). Sin embargo, la cuantificacién de la teoria revela una
intima conexién con las teorias de campos conformes racionales en dimension
d=2. En efecto, si la variedad tridimensional es de la forma M3 = ¥ x R
donde Y es una variedad bidimensional compacta, uno puede interpretar
la direccién dada por R como tiempo y usar el formalismo canénico para
cuantificar la teoria. Siguiendo este rumbo se encuentra que el espacio de
estados fisicos es isomorfo al espacio vectorial de bloques conformes de una
teoria conforme definida sobre ¥. Estas estructuras juegan un rol central
en teorias conformes, ya que determinan todas las funciones de Green de la
teoria.

Esta relacién generd una saga de trabajos [10, 27] que vinculan a la TCCT
de Chern-Simons con distintos aspectos de las teorias conformes y temas
afines (grupo de trenzas, dlgebras de Yang-Baxter, reglas de fusién, gru-
pos cuanticos, etc.). En esta Tesis presentaremos como aporte original una
nueva forma de conectar la teoria de Chern-Simons Topologica con la teoria
de Wess-Zumino-Witten (WZW), caso particularmente importante de teoria
conforme bidimensional. Otro aporte original sera el estudio del caracter
topoldgico de las teorias del coset, que también son invariantes conformes.
Por este motivo dedicaremos la seccién 1 de este capitulo a describir la teoria
de WZW 1y la seccién 2 a describir las teorias del coset. La seccién 3 estara
dedicada a formular la conexién entre la teoria de Chern-Simons Topolégica
y la de WZW segiin el enfoque original de Witten [7] y a presentar una
conexién entre teorias de Chern-Simons y modelos del coset [10].

2.1 La Teoria de Wess-Zumino-Witten

La teoria de WZW puede verse como un modelo sigma no lineal en el cual
se introduce una interaccion extra dada por un término de Wess-Zumino.
Fue propuesta por Witten en 1984 [42] como una teoria bosénica equivalente
a una teoria de fermiones libres en la representacién fundamental de O(N)
o SU(N) (bosonizacién no abeliana). La constante de acoplamiento de la
interaccién dada por el término de Wess-Zumino se elige de manera tal que
la accién resulta invariante conforme.

En forma precisa, la teoria de WZW es una teoria de campos en dos di-

17
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mensiones cuyo campo basico es un elemento h de un grupo de Lie semisim-
ple compacto G definido sobre una variedad riemanniana bidimensional ¥
sin bordel. La accién de la teoria es un multiplo de la funcional de WZW:

I[R] = ——81_7r/ d*z\/g9" Tr(h~'0;hh™'8;h) — iT'[h] (2.1.1)
>
donde I'[A] es el término de Wess-Zumino,
I[h] = — / Py Tr(h10;hh= 3;hh 0, ). (2.12)
127 B

En la expresion (2.1.1) g¢;; es la métrica sobre ¥, g = det(gi;;) y I es la
traza en el algebra de Lie de G (notar que h~'8h es un elemento del algebra
de Lie para cualquier variacién infinitesimal ék). En el término de Wess-
Zumino la integral se extiende sobre B, una variedad tridimensional cuyo
borde es ¥; h(y) es una extensién suave arbitraria de h(z) al interior de B.
No es necesario elegir una métrica en B porque I'[h] es independiente de la
métrica.

El término de Wess-Zumino no es univaluado sino que depende de la
clase de homotopia a la que pertenezca la extension elegida para h. Dichas
extensiones estan clasificadas por el grupo de homotopia 73(G), que para el
caso presente es Z. La multivaluacién de I'[h] estd dada entonces por un
periodo v: si & es una extensién distinta de h

~

['[h] = T[h] + mv (2.1.3)

con m € Z ; elegiremos la normalizacion de la traza de forma tal que v = 2m.
Como comentamos en la seccién 1.2 en referencia a la teoria de Chern-Simons
Topoldgica, la teoria cudntica estd bien definida a pesar de la multivaluaciéon
ya que exp(iI'[A]) resulta univaluado. Como conclusién de la discusion prece-
dente, cabe destacar que el valor de exp(:I'[2]) depende sélo del campo A(z)
definido sobre ¥ y no de la extension al interior de B.

La accién de la teoria se escribe

Swawlh] = kI[h], (2.1.4)

1Para un tratamiento mds general ver la referencia [43].
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donde k es un entero positivo que se conoce como “nivel” de la teoria (k es
el nivel del dlgebra de Kac-Moody que satisfacen las corrientes de la teoria
[44]). La funcién de particién en métrica euclidea es

Zwaw = / Dh exp(—kI[A]) (2.1.5)

donde Dh representa la medida de Haar para campos h : ¥ — G, es decir
que se integra sobre los valores de h(z) sobre ¥. A nivel cudntico, resulta
claro que la teoria es efectivamente bidimensional.
Utilizando coordenadas holomorfas sobre %,
z=z! + iz’

1 2 (2.1.6)

Z=m =,

es facil expresar las ecuaciones de movimiento que se deducen de la accién
Swzw como

0,(h™'0;h) = 0. - (2.1.7)
Esta ecuacién automdaticamente implica
0:(0;hh71) = 0. (2.1.8)

Nétese que estas ecuaciones involucran sdlo al campo A sobre 3, o sea que
también a nivel clasico la teoria es bidimensional. La solucién general de
estas ecuaciones se obtiene por simple inspeccién como

h(z,z) = u(z)v(2) (2.1.9)

donde u y v son funciones G-valuadas arbitrarias de una sola coordenada.
Es importante mencionar [44] que las ecuaciones (2.1.7)-(2.1.8) expresan
la conservacion de las corrientes

J = Jot* = 8,hhY,

= Jote — hotooh, (2.1.10)

donde t* (a = 1, ...,dimG@G) son los generadores del grupo G. Estas corrientes
corresponden a la invarianza de la accién Swzw ante la transformacién quiral

h(z,2) = Q(2)h(z,2)Q7(2) (2.1.11)



2. Modelos relacionados . .. 34

donde Q y  son funciones analiticas G-valuadas arbitrarias de z y z res-
pectivamente.

Para cerrar esta seccién, dos comentarios son de interés. En primer lugar,
la teoria de WZW es exactamente soluble debido a las infinitas identidades
de Ward conformes que satisfacen las funciones de correlacién [44]. En se-
gundo lugar, ciertas extensiones de esta teoria son de utilidad en Fisica de
Particulas como accién efectiva para un modelo bidimensional de piones a
bajas energias.

2.2 Modelos del coset

Los modelos del coset son una clase particular de modelos bidimensionales
con simetria conforme. A los fines de presentarlos con propiedad resumire-
mos primero las principales propiedades algebraicas de las teorias de campos
conformes.

El grupo de transformaciones conformes en dimensién d=2 posee un con-
junto infinito de generadores. Una realizacion de tales generadores esta dada
por los modos L, de la componente holomorfa T, del tensor de energia-
impulso de una teoria conforme, definidos como

T..(2) = i Lz, (2.2.1)

Estos generadores satisfacen el dlgebra de Virasoro
[Ln,Lm] = (n —m)Lptm + 1—02-n(n2 — 1)bn,—m. (2.2.2)

El segundo término del miembro de la derecha se llama extensién central
del 4lgebra de Virasoro y estd caracterizado por una constante ¢ denomi-
nada carga central. Se observa en (2.2.2) que, dada una teoria con simetria
conforme, el valor de ¢ determina completamente el dlgebra del tensor de
energia-impulso.

Hay teorias invariantes conformes que son también invariantes ante la
accién' de un grupo G (vgr. la teoria de WZW presentada en la secciéon
anterior). En este caso existen corrientes J, = Jjjt° clasicamente conservadas.
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Si se definen los modos J2 de la componente holomorfa J? de las corrientes
como

=3 Je, (2.23)

infty

se puede probar que ellos generan las transformaciones de G y satisfacen un
dlgebra de Kac-Moody:
k
[J2, L) = fde ., + 5msaban,_m, (2.2.4)
donde f¢ son las constantes de estructura de G y la constante k en el
segundo miembro se denomina nivel del algebra de Kac-Moody. Se observa
que el nivel k y el grupo G determinan completamente el algebra de corrientes
de la teoria.
En este tipo de teorfas el tensor de energia-impulso se puede expresar

como una forma cuadratica en las corrientes mediante la construccion de
Sugawara [45]. En término de los modos se encuentra que

oo dimG

Lo=1— CG D AT LR (2.2.5)

M=—c0 a=1

donde Cg es el valor del Casimir cuadratico de G en la representacién adjunta
y el simbolo : : indica que el producto debe ser ordenado normalmente. A
partir de esta relacién el valor de la carga central ¢ queda determinado por
el grupo G y el nivel de Kac-Moody k. Explicitamente,

kdimG
k+ CG

La llamada construccion del coset, formulada por Goddard, Kent y Olive
[16] en 1986, es una generalizacién de los resultados anteriores. Dado un
subgrupo H C G, se puede repetir la construccion de Sugawara a partir del
dlgebra de Kac-Moody asociada al grupo H con el mismo nivel k& y obtener
generadores de Virasoro L?. El resultado presentado en la referencia [16] es
que la diferencia

(G, k) = (2.2.6)

LS%0 = 15 _ 7 (2.2.7)
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satisface una nueva algebra de Virasoro cuya carga central es

c=cg—cH. (2.2.8)
M4s atin, estos generadores conmutan con las corrientes de H:

[ESKO, J2] = 0. (2.2.9)

En el caso en que H es un subgrupo invariante de G esta nueva algebra es
isomorfa al dlgebra de Virasoro del grupo cociente o coset G/H.

La importancia de esta construccion radica en el hecho de que el valor de la
carga central (2.2.6) es tipicamente (digamos para G = SU(N)) ¢(G, k) > 1,
en tanto que algunas de las propiedades mas fuertes de las teorias conformes
bidimensionales (que las hacen exactamente solubles en forma practica (46,
19, 47]) se demuestran sélo para modelos minimales, que tienen ¢ < 1. Por
otra parte, los modelos minimales son de gran interés porque algunos de ellos
describen el comportamiento critico de ciertos modelos estadisticos en la red
con transiciones de fase de segundo orden [48]. Por ejemplo, el modelo de
Ising se relaciona con una teoria conforme minimal con ¢ = 1/2, el modelo
de Ising tricritico corresponde a ¢ = 7/10, el modelo de Potts corresponde a
c=4/5, etc. La eleccién adecuada del grupo G, su subgrupo H y el nivel k
permiten generar teorias conformes con valores de ¢ correspondientes a todos
los modelos minimales.

La construccién de Goddard, Kent y Olive es puramente algebraica, en
el sentido de que no se da un conjunto de campos y una accién que re-
alicen explicitamente el algebra de Virasoro del coset. Tales realizaciones
fueron dadas mds tarde tanto en una version bosénica mediante un modelo
de WZW acoplado a un campo de gauge (WZW gaugeado) [17, 49] como
en una versién fermidonica mediante un modelo de fermiones constrefiidos
(18, 50]. Describiremos estos dos modelos en sendas subsecciones.

2.2.1 Modelo de WZW gaugeado

El modelo de WZW gaugeado se construye a partir de la accion de WZW
(2.1.4) correspondiente a un grupo G mediante la introduccién de un aco-
plamiento con un campo de gauge A; que toma valores en el algebra de Lie
de un subgrupo H C G. El acoplamiento es tal que respeta la simetria
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conforme. La accidn del modelo es
eV

k 3
Sh,A,-=k1h+—-/d2x iy
b Ad = k1l + o [ Poile - )
TT(A,'ajhh_l — Ajh—la,'h + A,‘hAjh_l — A,’AJ') (2.2.10)

Los campos de gauge no se propagan, ya que no tienen término cinético en
la accién. Las ecuaciones cldsicas de movimiento que se obtienen al variar
A; fijan a cero las corrientes (2.1.10) correspondientes al subgrupo H, por lo
que se interpreta a los campos de gauge como multiplicadores de Lagrange.
Cuénticamente, la teoria esta definida por la funcién de particiéon

Z= / DD A; exp(—S[h, A1), (2.2.11)

en la cual es necesario fijar la simetria de gauge. En efecto, la accién (2.2.10)
es invariante ante la transformacion de gauge

A; = wAw™! + Qiww™?
b~ whw™t

(2.2.12)

donde w € H. Esta simetria puede ser tratada con los métodos de Faddeev-
Popov o BRST sin dificultades.

La accién (2.2.10) es invariante ante transformaciones generales de co-
ordenadas, por lo cual se puede elegir un sistema de coordenadas en ¥ tal
que la métrica g;; sea particularmente simple. En dimensién d=2 siempre se
puede reducir la métrica (euclidea) a su forma conformemente plana:

go = 6% by (2.2.13)

donde o es una funcién de las coordenadas. Si definimos las coordenadas
holomorfas z y z a partir de las coordenadas z* conformemente planas, la
accién (2.2.10) toma la forma

S[h, Al = kI[h]+
k

e d22Tr[A;0,hh™" — A7 10:h + A;RAR™! — A A;] (2.2.14)
)3

que es estandard en la literatura.
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Se puede probar [49] que el tensor de energia-impulso de esta teoria difiere
del construido por Goddard, Kent y Olive sé6lo en un término BRST-exacto:

T = T%° 4+ {Q,V}. (2.2.15)

Luego la carga central de Virasoro de esta teorfa (que se puede evaluar a
partir del valor de expectacién de vacio (T'(2)T'(0))) es efectivamente la del
modelo del coset G/H. Como el modelo es invariante conforme, el valor
de ¢ determina el dlgebra de Virasoro; se concluye que el modelo de WZW
gaugeado es una realizacién explicita del modelo del coset.

Cabe senialar que, ademas de la ya mencionada importancia de este re-
sultado en Mecdnica Estadistica, el modelo de WZW gaugeado es 1til en la
descripcién efectiva de un modelo bidimensional de piones acoplados a un
campo de gauge.

2.2.2 Modelo de fermiones constrenidos

En el trabajo original de Goddard, Kent y Olive [16] se sugiere que la cons-
truccién del coset G/H se deberia poder realizar a partir de un modelo in-
variante conforme de fermiones libres via la eliminacién de grados de libertad
asociados a las corrientes del subgrupo H. Describiremos la implementacion
explicita de esta idea siguiendo la referencia [50].

Comenzamos con el lagrangiano de fermiones de Dirac libres en la re-
presentacién fundamental del grupo G-

Lo = Pifip (2.2.16)

(se sobreentiende la forma matricial en la representacién de G' y que las
matrices de Dirac corresponden a la métrica g;; de la variedad). Las corrientes
fermidnicas asociadas al subgrupo H se escriben

i = Pt (2.2.17)

donde t* (a = 1,...,dtmH) son los generadores de H. A fin de eliminar
ciertos grados de libertad de la teoria se propone que los estados fisicos |f%s)
sean singletes ante las corrientes (2.2.17):

jilfis) = 0. (2.2.18)
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En el marco de la integral funcional esta restriccién se logra introduciendo
funcionales § en la funcién de particién:

z= [ iy [Js0r) exel~ [ Eovabion) (2.2.19)

con lo cual se anula el valor de expectacién de las corrientes j¢. Si represen-
tamos las funcionales § por medio de multiplicadores de Lagrange A?

§(32) = / DA exp(— / Lo GiEA) (2.2.20)

la funcién de particion se escribe

2= [DipyDas exp(- [ daygains ), (2.2.21)
donde
A; = A?ta (2.2.22)

se interpreta como un campo de gauge que toma valores en el dlgebra de Lie de
H. El término de “acoplamiento” de A; con las corrientes fermidnicas respeta
la invarianza conforme. Esta funcién de particion no estd bien definida a
menos que se fije la simetria de gauge

A; — wA,-w’l + 8iww‘1
P - wip ' (2.2.23)
Y — Pw?

Esta simetria, como la del modelo de WZW gaugeado, se fija sin inconve-
nientes con los métodos usuales (BRST, Faddeev-Popov).

El estudio cuidadoso del tensor de energia-impulso de este modelo de
fermiones constrefiidos [50] muestra que la carga central de Virasoro coincide
con la del modelo del coset G/H calculada por Goddard, Kent y Olive. Por
lo tanto el modelo constituye una realizacion fermiénica del modelo del coset.

Por 1ltimo sefialamos que la teoria cudntica definida por (2.2.21) se puede
considerar como un sistema de fermiones de Dirac acoplados a un campo de
gauge sin dindmica (no se propaga). El caso en que H = G es particularmente
interesante ya que esta teoria coincide con el limite de acoplamiento fuerte

de QCDZ
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2.3 Conexidon entre la teoria de Chern-Simons
y modelos bidimensionales

En esta seccién mostraremos cémo la cuantificacién de una accion de Chern-
Simons conduce a la teoria de WZW y cémo la cuantificaciéon de una teoria
cuya accién es combinacién de dos términos de Chern-Simons se vincula con
el modelo de WZW gaugeado, realizacién bosénica del modelo del coset. Los
calculos seran formales.

Como senalamos en la introduccién de este capitulo, la conexién entre la
teoria de Chern-Simons y la de WZW fue esbozada por Witten (7] y analizada
en profundidad por varios autores. Los detalles de nuestra presentacion se
pueden ampliar en la referencia [51].

Consideremos la accién de Chern-Simons (1.2.1) correspondiente a un
grupo G en una variedad M3 = ¥ X R donde ¥ es una variedad bidimensional
con borde. En este caso se deben elegir condiciones de contorno para el
campo A, en M3 = 0¥ x R. Un criterio general para hacerlo es lograr que
no aparezcan términos de borde en las ecuaciones de movimiento. Es facil
ver que la variacién de la accién (1.2.1) es

k k g
6Sos = — [ Pz *Tr(8ALF,.) + — 2z Tr(64:4;), (2.3.1)
27" M, 4:7'[' OM;
donde hemos llamado z; a las coordenadas sobre OMs3; el término de borde
aparece naturalmente como integral de una divergencia. Las condiciones de

contorno deben entonces anular una de las componentes A; sobre el borde.

En lo que sigue usaremos coordenadas z!, z? sobre ¥ y z° = t para la
direccién dada por R e impondremos la condicién de contorno
Ao = 0. (2.3.2)

Por otra parte, en una variedad con borde la accién de Chern-Simons no
es invariante de gauge a menos que se considere un subgrupo de tales trans-
formaciones dado por elementos w € G tal que w(0Mj3) = 1. Estas transfor-
maciones respetan automdticamente las condiciones de contorno (2.3.2).

Mediante el uso de las condiciones de contorno la accién de Chern-Simons
puede escribirse como

Scs = L] d2xdte I Tr(—AiBoA; + AoFy;), (2.3.3)
47(' M;
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donde se observa que Ag funciona como un multiplicador de Lagrange: la
ecuacién de movimiento asociada a esa componente no contiene derivadas
temporales y constituye un vinculo entre A; y A, (ley de Gauss).

A nivel cudntico, la integral sobre Ag en la funcién de particién impone
el vinculo:

Z = /DA,-&(G”F}J-) exp(—i-— d*zdte’ Tr(AiBbA;)). (2.3.4)
4z M,

En el caso en que ¥ es un disco (o una variedad topolégicamente equivalente)
el vinculo se resuelve en forma explicita parametrizando las componentes A;
como

A; = h710:h, (2.3.5)

donde A es un campo que toma valores en G. Se puede probar que hay
una relacién uno a uno entre los A; que satisfacen el vinculo y los campos
h : M3 — G. Luego podemos cambiar la variable de integracion en la funcion
de particién. El comportamiento de la medida es

DA;5(e7F;;) = Dh (2.3.6)

ya que el jacobiano asociado al cambio de variables se cancela con el deter-
minante que resulta de cambiar variables en la funcional delta. La funcién
de particién resulta

z= / Dhexp(—i%r / LadteITr(h ' dhdo(h710h)).  (2.3.7)
M;

En esta expresién, como en (2.3.4), es necesario fijar el gauge. Ahora bien,
una transformacion de gauge dada por w actua sobre h segin

h — hw. (2.3.8)

Dado que w es arbitrario excepto por la condicién w(0Ms) = 1 para respetar
las condiciones de borde, lo tnico que representa configuraciones fisicamente
distinguibles es el valor de h en OM;. Fijar el gauge es entonces equivalente
a integrar solamente sobre los valores de h en 0 Mj.

Por dltimo, el exponente de (2.3.7) se puede reescribir, integrando por
partes, como un término de borde y otro en M3, con lo cual

Z= / Dhlons, exp(iSe;) (2.3.9)
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con
Sef = i/ dxdtTr(h_laohh_lalh)
T JoMs
I dPzdte”*Tr(h~18,hh™28,hh™18,h). (2.3.10)
127 Jpr,

La accién efectiva S.; corresponde a la teoria de WZW con nivel k sobre la
variedad dM3. La forma no diagonal del término cinético es la que aparece
al usar coordenadas de cono de luz.

La igualdad que hemos probado entre la funcién de particién de la teoria
de Chern-Simons Topoldgica y la teoria de WZW establece la conexidn entre
ambas teorias a nivel cuantico.

Una generalizacién del argumento precedente [10] permite conectar teo-
rias de Chern-Simons con un modelo de WZW gaugeado. Consideremos un
grupo G con un subgrupo H y la siguiente accién:

§ = 5B A,]—~ BB, (2.3.11)

donde A, y B, son campos de gauge independientes en las algebras de Lie
de G'y H respectivamente. La variedad sobre la cual se define la teoria es
M3 = Y xR con ¥ topolégicamente equivalente a un disco. Las condiciones de
contorno, segun el criterio de que no haya términos de borde en las ecuaciones
de movimiento, deben asegurar que

e'Tr(A6A; — B:6B;) = 0 (2.3.12)

sobre dM; (hemos elegido la misma representacion para las dlgebras de G'y
H). La condicién Ag = By = 0 naturalmente conduce a dos teorias de WZW
desacopladas, segin los pasos que llevan de (2.3.4) a (2.3.9). Sin embargo,
se puede considerar una condicién mas suave: si llamamos Py al proyector
del 4lgebra de Lie de G sobre la de H (ortogonal segin la forma cuadratica
definida por la traza), las condiciones

PH(A#) = Bu

Pa(Ao) = Aq (2.3.13)

aseguran la validez de (2.3.12).
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Un tratamiento analogo al caso anterior permite mostrar que la funcién
de particién de la accién (2.3.11) es igual a la funcién de particién de dos
acciones de WZW acopladas:

/DAu'DBu exp(zS) = /DuDvD)\ exp(ik(I[u] — I[v]

+ [ di'dtTr(Au™'0u — Aw™'dv))), (2.3.14)
M,

donde u € G, v € H y A es un multiplicador de Lagrange con valores en el
4lgebra de Lie de H introducido para forzar las condiciones de contorno; z! es
la coordenada correspondiente a 9%.. Para identificar la funcién de particién
(2.3.14) con un modelo de WZW gaugeado es necesario cambiar v — hv y

usar la identidad de Polyakov-Wiegmann [52]:

Tuv™] = I[u] + I[v7'] + 4%/ dz'dtTr(u ™10, uv™10_v) (2.3.15)
M;

(recordando que z° z! son coordenadas tipo cono de luz). La funcién de

particidn toma asi la forma (2.2.11):
2 = /DhDa,- exp(zS[h, ai]) (2.3.16)

donde S[h,a;] es la accién del modelo de WZW gaugeado si se define ag = A
Yy a = ’0_181’0.

Esta construccién, que conecta a los modelos del coset con TCCTs, es
util desde el punto de teorias de campos conformes porque da lugar a una
clasificacién de todas las teorias conformes racionales [10].



Capitulo 3

Cuantificacion Estocastica

En este capitulo se presenta el método de cuantificacion estocasti-
ca, que es particularmente ventajoso en el tratamiento de teorias
de gauge y serd utilizado en el capitulo 5 para cuantificar la teoria
de Chern-Simons Topoldgica. Por otra parte, este método provee
un mecanismo para conectar teorias de campos en variedades
de distinta dimensién. Dicho método sera empleado en trabajos
posteriores.

44
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En este capitulo describiremos el método de Cuantificacién Estocastica,
introducido por Parisi y Wu [23] en 1981. Dicho método es una herramienta
bésica en los trabajos originales que presentaremos en los capitulos 4 y 5.

La motivacion original para formular un método alternativo de cuantifi-
cacién en teoria de campos fue desarrollar un método capaz de tratar teorias
de gauge sin necesidad de fijar esta simetria. De esta manera se evita la in-
troduccién de campos fantasmas via el método de Faddeev-Popov o estados
no fisicos en el espacio de Fock segun los procedimientos BRST o de Gupta-
Bleuler y sin embargo se obtienen las funciones de correlacién correctas para
operadores invariantes de gauge. '

Mais tarde, el interés en este método aumenté al encontrarse nuevas apli-
caciones, en particular en relacion con teorias supersimétricas, con el mapeo
de Nicolai y con la construccién de TCCTs. Es en esta ultima area que el
método de cuantificacién estocastica sera de utilidad para los trabajos que
se presentan en esta Tesis.

La organizacién del capitulo es la siguiente: en la seccién 1 haremos un
breve repaso de procesos estocasticos clasicos, con el objeto de fijar algunos
conceptos, definiciones y notacién. En la seccién 2 presentaremos el método
de Cuantificacién Estocastica de una teoria de campos, ejemplificando los
procedimientos basicos con la teoria de un campo escalar. En la seccién
3 analizaremos el calculo perturbativo de las funciones de correlacion de
la teorfa, tomando como ejemplo una interaccién A¢> en la teoria escalar.
Finalmente, la seccion 4 estard dedicada a las teorias de gauge, con especial
énfasis en distinguir el comportamiento de las cantidades invariantes y no
invariantes de gauge y la posibilidad de alterar el comportamiento de estas
ultimas utilizando el llamado fijado de gauge estocastico.

3.1 Procesos estocasticos clasicos

Los procesos estocasticos han sido ampliamente estudiados por la Mecanica
Estadistica clasica [53], y en general describen la evolucién de un sistema
acoplado a una fuente externa aleatoria, usualmente llamada ruido. Por
fuente externa aleatoria nos referimos a una fuerza externa cuyo compor-
tamiento no se conoce (o no interesa conocer) en detalle; lo que si se conoce
es su caracterizacién como variable aleatoria, en términos de su distribucién
de probabilidad o de sus funciones de correlacion.
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Consideremos un sistema fisico descrito por un campo ¢(z,t), donde z
representa las coordenadas espaciales (z € R") y t representa el tiempo en
un intervalo [0, 7], acoplado a un ruido descrito por una variable aleatoria
(n) cuyos valores posibles estan dados por las funciones

n(z,t) (3.1.1)

con una distribucién de probabilidad P{n] tal que
P[] >0 (3.1.2)
/ DnPly] = 1. (3.1.3)

La integral en (3.1.3) es la suma sobre todos los valores posibles de 7.
Una cantidad ® que dependa de 7n define una nueva variable aleatoria,
cuyo valor de expectacién (o esperanza) estd dado por

(@), = [ D1 8la(a, 1P (3.1.4)

que es simplemente un promedio de ® pesado sobre el ruido. En particular,
n(z,t) para z y t fijos es una variable aleatoria, lo mismo que los productos
H:;l n(z:,t;). Sus valores de expectacién se denominan funciones de corre-
lacién de n puntos o momentos de la distribucién P[n]:

n

(M ntes ) = [ Pn [ es )P0 (5.15)

i=1

Una distribucién de probabilidad particularmente importante la cons-
tituye el ruido blanco gaussiano (asociado a procesos estocdsticos marko-
vianos) dado por

Ply] = %exp(—% / n(z, 8)d*zdt), (3.1.6)

donde la constante de normalizacién N estd dada por

N = /Dn exp(—i/nz(w,t)d":z:dt). (3.1.7)
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Es inmediato calcular las dos primeras funciones de correlacién de este ruido:

(n(z1,t1))y = 0 (3.1.8)
(n(z1,t)n(z2,t2))y = 26(z1 — z2)0(t1 — t2). (3.1.9)

Estas caracterizan completamente a la distribucion, ya que las funciones de k
puntos (k > 3) se anulan para k impar y estan dadas por una descomposicién
tipo Wick para k par:

(ﬂ(fﬁ,tl) mk’tk ZH 3:17 xj,tj»m (3.1.10)

T (i)

donde I representa las distintas formas de combinar los puntos de a pares e
(1,7) representa los distintos pares de cada combinacién. Cabe senalar que
si P[n] estd dada por (3.1.6) la medida de integracién funcional introducida
en la ecuacién (3.1.3) puede ser rigurosamente definida como una medida de
Wiener [54].

Nos dedicaremos en lo que sigue al comportamiento de un sistema fisico
descrito por un campo ¢(z) acoplado a un ruido blanco gaussiano. Si supone-
mos que el proceso estocastico segin el cual evoluciona ¢(z) es un proceso
markoviano (i.e. la probabilidad de que ¢(z,t + 6t) tome un determinado
valor depende tnicamente del valor de ¢(z,t) y no de la historia previa), la
ecuacién diferencial que debe satisfacer ¢(z,t) es entonces de primer orden
en derivadas respecto de t y lineal en el ruido. Una ecuacién de tal tipo se
denomina ecuacion de Langevin.

Estudiaremos el caso en que la evolucién temporal del sistema esta regida
por la ecuacién de Langevin mads simple:

o _ vigl
ot §¢
donde V[¢] es una funcional de ¢, usualmente llamada “potencial de arras-
tre”.
Notemos que en ausencia de ruido, la evolucién temporal es proporcional

a un término de arrastre dado por el gradiente de V[¢]. Mds ain, si

§Vigl
KA

donde L es un operador lineal semidefinido positivo, (3.1.11) toma entonces
la forma de una ecuacién de difusién (se dice que el sistema es puramente

+1, (3.1.11)

=Lé (3.1.12)
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disipativo). Esta caracteristica asegura que el ruido lleva al sistema hacia un
estado de equilibrio, en el cual la disipacién dada por el término de arrastre
estd balanceada, en promedio, con el ruido.

Para hacer precisa esta afirmacién, debemos analizar la distribuciéon de
probabilidad de ¢ como variable aleatoria. Notemos que ¢ es en efecto una
variable aleatoria en el sentido de que, dada una condicién inicial

¢($’0) = ¢o(x), (3.1.13)

la ecuacién de Langevin (3.1.11) define univocamente a ¢(z,t) como una
funcional de n que llamaremos ¢,(z,t). La distribucién de probabilidad de
#(z), como funcién de t, estd dada formalmente por

Plg, 1] = (][ 8(¢n(a",8) — #(2")))ns (3-1.14)

donde los “brackets” ( ) indican (como en la ecuacién (3.1.4)) un prome-
dio sobre el ruido . La distribucién (3.1.14) corresponde a la probabilidad
condicional de que la variable aleatoria ¢ tome el valor ¢(z) al tiempo t dado
el valor ¢o(z) a t = 0; no debe confundirse con la probabilidad de que ¢ tome
el valor ¢(z,t) para todo t € {0,T].

La ecuacién de Langevin (3.1.11) implica que la distribucién de probabi-
lidad P{¢,1] satisfaga la llamada ecuacién de Fokker-Planck:

0 . 6 § §V
5 1.1 = /d © 58 {&b(x) + 5¢(w)] P[¢,1]. (3.1.15)

A partir de esta ecuacién se puede probar (extendiendo el intervalo [0,T] a
[0,00)) que P[4,t] tiene un limite estacionario para t — oo:

: exp(=V[4])

lim Plo¢,t] = 3.1.16

B PO = Tpg exp(— Vi) . EL16)
(si existe un estado estacionario, es inmediato verificar que el dado por
(3.1.16) satisface la ecuacién (3.1.15)). A esta situacién nos referiremos de
ahora en méas como estado de equilibrio del proceso estocastico. Bajo condi-
ciones muy generales, se puede probar que el estado de equilibrio no depende
del estado inicial del sistema.
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Podemos ahora considerar una forma mas general de la ecuacién de
Langevin mediante la introduccién de un nicleo K(z,y) en el término de

arrastre:

Mf;’t) __ / K(z,y) 5‘;‘(/;2’51)&, to(z,) (3.1.17)
acompanada por una distribucién de probabilidad del ruido dada por

Pln) = <-exp( / n(z, 0Kz, )1y, ) zd"ydt) (3.1.18)
La funcién de correlaciéon de dos puntos resulta

(10, )12, 82))y = 2K (21, 22)8(t1 — ). (3.1.19)

en tanto que la de 2k puntos sigue dada por una descomposiciéon de Wick
como en (3.1.10). La ecuacién de Fokker-Planck que se deduce de (3.1.17) y
(3.1.18) es

0 a8 . ) 1%
EP[QS,t] = /d zd™y 6¢(:c)K( 7] [6¢(y) + 5¢(y)] P[¢,t]. (3.1.20)

La propiedad mas importante del proceso estocastico definido por (3.1.17)
y (3.1.18) (o alternativamente por (3.1.20)) es que, si tiene estado de equi-
librio, éste es el mismo que el del proceso definido por (3.1.7) y (3.1.11),
como se.puede ver por simple inspeccién de las ecuaciones de Fokker-Planck

correspondientes.

Esta ultima observacién indica que, si es de interés hacer evolucionar al
sistema a un estado de equilibrio dado, uno tiene libertad en la eleccion del
nicleo K. Maés adn, en el caso en que el operador L definido en (3.1.12)
no sea semidefinido positivo, el proceso estocastico puede no tener estado
de equilibrio sino con la eleccién de un nicleo adecuado. Volveremos a este
punto al discutir la cuantificacién estocastica de la teoria de Chern-Simons
en el capitulo 5.

3.2 Cuantificacion Estocastica

La idea original de Parisi y Wu [23] al proponer este método de cuantificacién
se basé en la analogia entre un sistema termodindmico en equilibrio con
distribucién de Boltzman

Pl#) o< exp(~ = E[4)) (3.2.1)
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(donde k es la constante de Boltzman, T' es la temperatura y E la energia
del estado descrito por ¢) y la versién euclidea de la integral de Feynman en
la cual el peso de cada trayectoria del sistema esta dado por

P[] o exp(~75T4) (3:2:2)

donde % es la constante de Planck y S es la accion euclidea de la trayectoria
descrita por ¢.

La cuantificacion estocdstica de una teoria de campos en espacio-
tiempo euclideo permite calcular las funciones de correlacion de
los campos cuantificados como valores de expectacion de campos
cldsicos puestos a evolucionar en un tiempo ficticio segin una
ecuacion de Langevin, en el limite en el cual el sistema llega a un
estado de equilibrio.

A continuacién describimos como se implementa el método en el caso de
un campo escalar (adoptaremos en lo que sigue unidades tales que & = 1).

Dado un sistema fisico descrito por un campo escalar ¢(z), donde z re-
presenta las coordenadas de un espacio-tiempo euclideo de n dimensiones,
con accién S[¢], se introduce una coordenada extra t que llamaremos tiempo
ficticio:

é(z) — ¢(z,1) (3.2.3)

y se postula que el sistema evoluciona en t segin una ecuacién diferencial
estocdstica que tenga como estado de equilibrio la distribucién (3.2.2). Como
vimos en la seccién 1, una eleccién apropiada es la ecuaciéon de Langevin

(3.1.11) con V[¢] = S[¢]

9¢ _ _65[¢] o

3t~ 64 + 7, (3.2.4)
donde las funciones de correlacién del ruido estdn dadas por (3.1.8-3.1.10).
La funcional S[4] en (3.2.4) se obtiene integrando la densidad lagrangiana de

la teoria, evaluada en ¢(z,t), sobre z y sobre t (en general quedara claro por

1Para un campo escalar libre, ‘;—g = (=0 + m?)¢ asegura un estado de equilibrio.

Veremos mas adelante que en algunos casos mas complicados es necesaria la introduccién
de un nicleo como en (3.1.17).
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el contexto si nos referimos a la accién clasica del sistema o a esta extensién
a n+1 dimensiones).

Una vez definido el proceso estocéstico, se resuelve la ecuacion de Lange-
vin con alguna condicién inicial

¢(z,0) = do(z) | (3.2.5)

y se pueden calcular los valores de expectacion

(¢(z1,t1) - - d(T, t))p =
% / Dp( gt} ¢($§,tk)exp(—i / n*d"zdt) (3.2.6)

como promedios sobre el ruido.

La afirmacion central del método consiste en que las funciones de corre-
lacién (3.2.6) evaluadas a tiempos ficticios ¢ iguales coinciden, en el limite
para t — oo, con las funciones de Green de la teoria cuantica usual definida

por S[4]:
lim (¢(z1,t) ... d(zk,1))n = ($(21) - - - $(24))- (3.2.7)

En los casos en que el término de arrastre sea un operador lineal semidefinido
positivo actuando sobre los campos de la teoria, la afirmacién (3.2.7) es un
teorema bien conocido en Mecanica Estadistica. Sin embargo, la equivalencia
entre la cuantificacién estocdstica y los resultados usuales (cuantificacién
candnica, integral funcional) va mdés alld de los casos simples, y ha sido
probada en diversas teorias y por diferentes métodos [55, 56, 57, 58, 59, 2]. En
el capitulo 5 mostraremos, como uno de los aportes originales de esta Tesis,
cémo cuantificar estocasticamente la teoria no abeliana de Chern-Simons.

Los valores de expectacién (3.2.6) se pueden representar de dos maneras:
mediante una formulacién funcional o resolviendo explicitamente la ecuacion
de Langevin. En la formulacion funcional se calculan como derivadas respecto
de una fuente externa J de una funcional generatriz

Z[J] = /’Dn exp(—i/nzdnmdt+/J¢dnxdt) (3.2.8)

evaluadas en J = 0 (nétese que en (3.2.8) ¢ es una funcional de 7). Para
trabajar con Z[J] es conveniente cambiar la variable de integracién 5 por ¢.
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La expresién de i y el jacobiano correspondiente se obtienen de la ecuacion
de Langevin, con lo cual

2] = / Dq&det(g—g)exp(—i / (% + %%)2d"mdt+ / J$dzdt) (3.2.9)
donde
on(z,t) 0 §%S

!
58007 (8(= y)at + 6¢(w)6¢(y))6(t t). (3.2.10)
Llamaremos funcién de particién estocéstica a Z{0].

Para evaluar funciones de correlacién resolviendo explicitamente la ecua-
ciéon de Langevin dividiremos el célculo en tres etapas basicas: en primer
lugar, resolver la ecuacién de Langevin; en segundo lugar, calcular los valores
medios sobre el ruido a tiempos ficticios ¢ iguales y por ultimo tomar el limite
para t — oo.

Mis en detalle, las etapas son las siguientes:

e En lineas generales, para resolver la ecuacién de Langevin se busca la
funcién de Green causal (en el tiempo ficticio) de la parte lineal y homogénea
en los campos. La solucién se expresa entonces como una convolucién de esta
funcién de Green con el ruido y los eventuales términos no lineales de 6§5/6¢;
si hay términos no lineales, esta expresion es una ecuacién integral que se
resuelve en forma iterativa y conduce a un desarrollo perturbativo.

e Una vez expresada la solucion en términos del ruido, los valores medios
a calcular de reducen a valores de expectacion de productos de ruidos. Por
lo tanto no es necesario “resolver” la integral funcional en (3.2.6), sino que
basta utilizar las expresiones (3.1.8-3.1.10).

e El limite ¢ — oo en los. valores de expectacion aparece en general bien
definido si la ecuacién de Langevin que se adopta es la adecuada. Sélo co-
mentaremos que, en el caso en que la teoria tenga otro parametro sobre el
cual se deba tomar un limite (vgr. un “cut-off” ultravioleta o una masa in-
troducida para evitar divergencias infrarrojas), puede ser necesario prescribir
el orden en que se toman los limites para llegar al resultado correcto.

En la préxima seccién estudiaremos en detalle este mecanismo en la teoria

3.
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3.3 El calculo perturbativo

Para describir la manera de resolver la ecuacién de Langevin cuando hay
presentes términos no lineales, consideremos por simplicidad la teoria de un
campo escalar ¢ en un espacio tiempo euclideo de n dimensiones con un
término de autointeraccién A¢®. La accién (extendida por la introduccidn
del tiempo ficticio) estd dada por

S = / [a,,qsaw +m?¢? 4+ %¢3 dzdt, (3.3.1)

donde m es la masa del campo ¢ y A un parametro real. La ecuacién de
Langevin correspondiente a esta accidn,
9¢(z,1)

DY) (0 m)g(a,1) — 58z, 0) + (e 1) (33.2)

tiene una parte lineal en ¢, un término cuadratico y el término del ruido.
Para resolverla es conveniente trabajar con la transformada de Fourier de los
campos respecto de las coordenadas (no transformaremos el tiempo ficticio):

bk, t) = / d*z e** ¢(z, ). (3.3.3)
La ecuacién de Langevin se transforma entonces en
0D — _( + m?)g(a, 1)
ot .
A d"p
—— k— 3.
5 [ o6, 000k = 2.8) + n(k ), (334)
en tanto que las funciones de correlacién del ruido devienen
1k, (K, ) = 2(2m)"8(k + K)6(t — ). (3.3.5)

El primer paso para resolver la ecuacién (3.3.4) es encontrar su funcién

de Green causal G(k,1)

OGEL) 4 (2 4 mA)G(k, 1) = 802 (336)

cuyo resultado es

G(k,t) = exp[—(k* + m*)t](¢). (3.3.7)
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Como segundo paso, expresamos la solucién general de la parte lineal de
la ecuacién de Langevin (correspondiente a la teoria libre, A = 0) como
convolucién de G(k,t) con el ruido mas la solucién general de la ecuacién
homogénea:

#(k,t) = /_oo G(k,t —t")n(k,t")dt' + C exp[—(k* + m?)t] (3.3.8)

donde C es una constante arbitraria. Siimponemos la condicién inicial

¢(k,0) = ¢o(k) . (3.3.9)

y utilizamos la funcién de Heaviside en la funcién de Green (3.3.7), encon-
tramos la solucién particular, causal, que para t > 0 resulta:

o0 = [ "expl(K* + m?)(t — £))n(k, )dt
+do(k) exp[—(k* + m?)i]. (3.3.10)

Observemos que para t grande (¢t > kTim_2) la solucién no depende de
la condicién inicial impuesta. Supondremos entonces por simplicidad que
$o(k) = 0.

Por tltimo, consideramos el término cuadratico como inhomogeneidad en
la ecuacién de Langevin, con lo cual en lugar de (3.3.10) tenemos la ecuacién
integral

B(k,1) = / expl—(k? + m?)(t — )]

[n(k,t') = % / (%%MP, t")o(k —p,t')| dt’. (3.3.11)

Esta ecuacién se resuelve en forma iterativa: el primer miembro da la solucién
a orden m al reemplazar el orden m — 1 en el miembro de la derecha. Usando
una notacién compacta, podemos escribir la solucién como

A
6 = Gn+5G(Gn)(Gn) +

X (GGG En)(Gn) + GEGENC)) + ... (3312
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donde se sobreentienden las variables y las integrales. Mas util adn es la
notacion grafica:

¢ = X + <: + —%M ——g (3.3.13)

donde cada segmento representa un propagador estocastico y cada cruz repre-
senta un ruido. Se sobreentiende un factor A/2 y la conservacién del momento
en cada vértice, asi como las integraciones sobre el tiempo ficticio en cada
vértice y en cada cruz y sobre un impulso en cada vértice.

Una vez resuelta la ecuacion de Langevin en forma perturbativa, conside-
remos una funcién de correlacién de ! puntos (¢, (k1,t). .. ¢,(ki, 1))y; como las
integrales sobre tiempos ficticios y momentos conmutan con el promedio sobre
el ruido, los valores de expectacién sélo se deben tomar sobre productos de
ruidos. La descomposicién de Wick de las funciones de correlacién de ruidos
permite una interpretacion grafica sencilla del calculo: si se representa cada
campo ¢ por un desarrollo diagramatico, el promedio estocastico significa
juntar las cruces de a pares de todas las formas posibles. Por ejemplo, la
funcién de correlacién de dos puntos, a segundo orden en A, resulta:

($)n = % + —@-— + +©—— (3.3.14)
+ O+ el O+ =

En estos diagramas las lineas con una cruz representan la contribucién a
orden cero a la funcién de dos puntos:

% = D(k;t,t') (3.3.15)
o explicitamente,
D(k;t,t") = /t dt, /t dty exp[—(k* + m?)(t — t1)]
exp[—(k* +m?)(t' — t2)[(n(k, t1)n(K',2))y (3.3.16)
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Usando (3.3.5) es facil resolver las integrales, con lo cual

, (k4 E
D(ks 1, ¢) = (amy" St E)

{exp[—(k* + m?)|t — t']] — exp[—(kK* + m*)(t + t')]} . (3.3.17)

Notemos que la 6(k + k') asegura la conservacién del momento a lo largo de
las lineas cruzadas y que el limite ¢t = ¢’ — oo da el propagador libre usual.

En general, las funciones de correlacién estan dadas por un desarrollo dia-
gramatico similar a los diagramas de Feynman, por lo que cabe destacar las
semejanzas y las diferencias. En primer lugar, los diagramas estocasticos que
contribuyen a una dada funcién de correlacién a cierto orden tienen la misma
topologia que los diagramas de Feynman correspondientes; sin embargo, en
los diagramas estocasticos hay dos tipos de propagadores: las lineas sin cruz
representan a la funcién de Green estocéstica G(k,t—1t') y las lineas cruzadas
representan el orden cero del propagador, D(k;t,t'). En consecuencia, para
cada diagrama de Feynman existe un conjunto de diagramas estocasticos
con la misma topologia, que difieren en la ubicacién de las lineas cruzadas y
sin cruzar. En segundo lugar, los dos tipos de diagramas tienen los mismos
vértices y las mismas leyes de conservacion e integracién de momentos, pero
en los estocdsticos se incluyen también las integraciones sobre el tiempo fic-
ticio. Por 1ltimo, los diagramas estocdsticos permiten una lectura causal (no
fisica, sino en tiempo ficticio): a partir de cada vértice hay una sola manera
de llegar a una pata externa sigulendo lineas no cruzadas, y en ese camino
los tiempos se recorren en orden creciente.

El resto del trabajo necesario para llegar a las funciones de correlacion
consiste en resolver las integrales sobre el tiempo ficticio en cada vértice y
sobre los momentos libres en cada lazo. Las integrales sobre el tiempo son
sencillas y se pueden dar reglas [60] para construir el resultado en forma
mecanica, aunque algo engorrosa. Preferimos sefialar los pasos para hacer-
las en forma ordenada. Debido al valor absoluto que aparece en D(k;t,t'),
conviene separar las contribuciones debidas a distintas maneras de ordenar
el tiempo asociado a cada vértice y recordar que sélo contribuyen los 6rdenes
que respetan la causalidad. Dado un orden fijo, es facil ver que todos
los términos que involucren la segunda exponencial del propagador cruzado
(3.3.17) daran un resultado exponencialmente decreciente en el limite ¢ — oo;
por lo tanto, es correcto prescindir de ese término en todas las etapas del
calculo. Asimismo, se puede ver que en cada integral sélo el limite superior



3. Cuantificacidén estocdstica 57

dard una contribucién no nula al resultado final. Finalmente, una vez re-
sueltas las integrales, corresponde tomar el limite para el tiempo ¢ (asociado
a las patas externas) yendo a infinito.

Antes de realizar las integrales sobre los momentos, conviene sumar todos
los diagramas estocasticos con la misma topologia (ya que tienen los mismos
momentos en las patas externas y las mismas integrales sobre lazos). Pode-
mos enunciar ahora un resultado importante, que en el marco del calculo
perturbativo prueba la equivalencia entre la cuantificacién estocéstica y la
cuantificacién candnica:

La suma de todos los diagramas estocdsticos con una topologia
dada da el mismo resultado que el diagrama de Feynman con la
misma topologia.

Esta afirmacién ha sido probada a todo orden en algunas teorias, en par-
ticular para campos escalares con autointeracciones polindmicas, y en los
primeros érdenes perturbativos en otras [55, 59, 60]. Sin embargo, cada de-
mostracién es constructiva y se carece de pruebas generales. En el capitulo 5
probaremos [2] esta equivalencia a segundo orden para la teoria no abeliana
de Chern-Simons.

Una vez sumados los diagramas con la misma topologia, las integrales
sobre los momentos son las usuales en los diagramas de Feynman; en parti-
cular, presentan las mismas divergencias y pueden ser renormalizadas de la
misma manera.

3.4 Teorias de gauge

Las peculiaridades de la cuantificacién de teorias de gauge se originan como
es sabido, en dificultades asociadas al tratamiento de la simetria de gauge.
En la cuantificacién candnica esta simetria impone vinculos a los momentos
candénicamente conjugados a los campos A, y obliga a introducir una métrica
indefinida en el espacio de estados. En la Integral Funcional aparecen modos
cero asociados con los pardmetros de la simetria de gauge que dan lugar
a divergencias. Estas divergencias tienen cardcter puramente geométrico y
pueden ser absorbidas en las constantes de normalizacion; esto se consigue
factoreando la integral sobre las drbitas del grupo de gauge segun el método
de Faddeev-Popov, o integrando sobre las cohomologias de dicho grupo segin
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el método BRST. En ambos casos €l precio a pagar es la introduccion de
campos fantasmas en la teoria. Mas ain, se sabe que en general no es posible
encontrar una condicién que fije global y univocamente el gauge (el problema
asociado se conoce como ambigiiedad de Gribov [61]).

En el marco de la cuantificacion estocastica la situacion es radicalmente
diferente: los valores de expectacién de cantidades invariantes de gauge (en
particular todos los observables) se calculan sin necesidad de fijar la simetria
de gauge. En el apartado 2.4.1 ilustraremos este hecho en detalle en la teoria
abeliana de Maxwell y luego en la teorfa (no abeliana) de Yang y Mills. En
el apartado 2.4.2 discutiremos la posibilidad y el significado de implementar
un fijado de gauge en el método de cuantificacion estocastica.

3.4.1 Teorias de Maxwell y de Yang y Mills

Consideremos en primer lugar la teoria abeliana de Maxwell, cuya accién
esta dada por

1
§=3 / d"zF,, F*, (3.4.1)

donde F,, = 9,A, — 0, A, es el tensor de intensidad de campo asociado al
campo de gauge A, (£ = 1...n) y estudiemos el proceso estocastico definido
por la ecuacién de Langevin

0Au(z,t) 65
ot SAH(z,t
donde S es la accién (3.4.1) extendida para incluir la dependencia en ¢ y el

ruido 7, es un campo vectorial cuyas funciones de correlacién estan dadas
por

] + 1u(z, t) (3.4.2)

(12, )My, 1)) = 260 6(z — y)6(t — 1) (3-4.3)

El término de arrastre en la (3.4.2) estd dado por las ecuaciones de movimien-
to de Maxwell

)

257155 = 0" F,, = —(6,,0 — 8,0,) A (3.4.4)
y la ecuacién de Langevin en espacio de impulsos resulta

OAuRY) _ (5 k2 — kk) A% (k) + (ks ) (3.4.5)

ot
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Es conveniente introducir los proyectores

k.k,
Tu.u = 6;“/ - };2
k.k,
L= 22 (3.4.6)
transversal y longitudinal respectivamente y proyectar la ecuacién (3.4.5):
OAL(k,t)
— = ~k*AL(k, 1)+l (k, 1), (3.4.7)
OAL(k,t
Stk (3.48)

Se observa entonces que la parte transversal contiene un término de disipacién
que asegura la convergencia del proceso estocdstico, en tanto que la parte
longitudinal de A, fluctda a merced del ruido. En efecto, la solucién causal
para AT es andloga a la expresién (3.3.10):

Al(k,t) = /Ot exp[—k*(t — t')|nl (k, t")dt’
+ AT, (k) exp[ k), (3.4.9)

mientras que para la parte longitudinal se encuentra
i
AL(k, 1) = /0 nE(k, )t + ALo(k). (3.4.10)

La componente longitudinal no se relaja hacia un estado de equilibrio y
depende de las condiciones iniciales para todo ¢{. Este mal comportamiento
se debe naturalmente a la simetria de gauge, por la cual las ecuaciones de
Maxwell no determinan el valor (clasico) de la parte longitudinal del campo
A,

El mal comportamiento de Af;’ se refleja en la funcién de correlacién de
dos puntos. Con condiciones iniciales A,o = 0 ésta resulta:

(Au(k’ t)AV(kl7 t))n =

(2m)" %(1 — exp(—2k?t)) Ty, + 2t Ly, |6(k + K'), (3.4.11)
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cuya parte transversal tiende al propagador usual en el gauge de Feynman a
la vez que la parte longitudinal diverge linealmente con ¢t 2. Desde el punto
de vista de la distribucién de probabilidad para una configuracién A,(z),
ésta no tiene estado de equilibrio.

i Por qué decimos entonces que no hace falta fijar el gauge (o sea la parte
longitudinal)? La respuesta es que las cantidades invariantes de gauge se
construyen a partir de

(F. Fo) (3.4.12)

y este valor de expectacion, que se construye a su vez a partir de la ex-
presién (3.4.11), no depende de la parte longitudinal: los términos poten-
cialmente divergentes se cancelan entre si por la antisimetria de los indices.
Explicitamente,

. 1 m,  —ip(z—z'

i (P (2 0P (&', 1)) = ~ / d"pe-irle==') (3.4.13)
PuP Pup PuDo PvPo
gzpéua - Zpéua - #2 6up + 2 6y,p]

que coincide con el resultado usual.

En conclusién, el sistema evoluciona en forma adecuada a través de
configuraciones fisicamente distinguibles en tanto que realiza una “caminata
aleatoria” a lo largo de las drbitas del grupo de gauge. Los valores de ex-
pectacidn fisicos no reflejan esta caminata aleatoria.

Consideremos ahora el caso de la teorfa de Yang y Mills, correspondiente
a un grupo no abeliano G. La accién de esta teoria es

1
$=-7 / g Fe FHe, (3.4.14)

donde F2, = 0,A%—9,A% —ef***Ab AS. Los indices latinos (a, b, c) se refieren
a componentes en el algebra de Lie del grupo G, f°* son las constantes

’Eligiendo adecuadamente las condiciones iniciales se puede reproducir la parte
transversal con el pardmetro « usual, pero la parte longitudinal siempre diverge
linealmente.
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de estructura de dicha algebra y e es la constante de acoplamiento de la
autointeraccién de los campos Af.
La ecuacién de Langevin (3.4.2) se escribe en este caso en la forma

0A%(z,t) , .
—— = —DiFy, +n5(z, 1), (3.4.15)

donde DY, es la derivada covariante
Duab — 5abau _ efabcAuc (3416)

y el ruido n%(z,t) tiene componentes en el dlgebra de Lie de G; sus funciones
de correlacién son:

(5 (2, 1)1y, t))n = 26°°6,,6(z — y)o(t — t'). (3.4.17)

Se observa que la ecuacién de Langevin tiene términos cuadraticos y
clibicos en los campos, por lo cual debe ser resuelta en forma perturbativa.
En espacio de impulsos conviene escribirla como

dA%(k,1) o e
— o = K TwA (k,t)+
eM2(k,t) + 2N (k,1) + ni(k,1), (3.4.18)

donde M} y Nj son los términos de interaccién cuadratico y cibico res-
pectivamente. La parte lineal de (3.4.18) coincide con la ecuacién de Lange-
vin del caso abeliano, por lo que la parte longitudinal de las funciones de
correlacién (A% Ab) presenta divergencias.

Corresponde, sin embargo, estudiar las funciones de correlacion
(Fe,F!). En el trabajo original de Parisi y Wu [23] se argumenta que tales
funciones se aproximan a un estado de equilibrio, a todo orden en el calculo
perturbativo. Nos limitaremos aqui a describir los resultados del calculo per-
turbativo a orden €2, verificados explicitamente en [55]. En primer lugar,
sefialemos que tanto el propagador estocastico como el propagador cruzado
tienen términos transversales (proporcionales a T),,) y términos longitudi-
nales (proporcionales a L,,); las posibles divergencias para ¢ — oo sélo
pueden provenir de estos tltimos. En segundo lugar, se verifica que las con-
tribuciones potencialmente divergentes se cancelan al calcular (F2,F72,) y en
consecuencia en cualquier cantidad invariante de gauge. Resulta entonces
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licito no considerarlas al calcular (A%A%). En tercer lugar, y este es el resul-
tado mas interesante, las contribuciones provenientes ezclusivamente de los
términos transversales reproducen el resultado de los diagramas de Feynman
construidos con lineas gludnicas. Las contribuciones con uno o mas términos
longitudinales reproducen la suma de los diagramas de Feynman que con-
tienen lineas de fantasmas, correspondientes al fijado de gauge de Landau
segin el método de Faddeev-Popov.

En resumen, la cuantificacién estocastica de las teorias de Yang y Mills
da los valores de expectacion correctos para cantidades invariantes dé gauge
sin necesidad de fijar la simetria.

3.4.2 Fijado de gauge estocastico

Si bien hemos mostrado que es innecesario fijar el gauge en el método de cuan-
tificacién estocastica, analizaremos ahora la posibilidad de alterar el proce-
dimiento para modificar el comportamiento de las cantidades no invariantes
de gauge (respetando los valores de expectacién de las cantidades invariantes
de gauge). La técnica que permite hacerlo, introducida por Zwanziger [56],
se llama fijado de gauge estocastico.

A fin de respetar los resultados obtenidos para cantidades invariantes de
gauge, uno debe limitarse a considerar transformaciones de gauge del campo
A,. Si estudiamos por simplicidad el caso abeliano, éstas son de la forma

A, — B,= A, +8,w. (3.4.19)

Es inmediato verificar que la ecuacién de Langevin (3.4.5) no se modifica a
menos que w dependa del tiempo estocastico, en cuyo caso se obtiene
Bi,b(tk,_t) = —k*T,,B*(k,t) + z‘kug“ig:ﬁ—) + nu(k, 1). (3.4.20)
El término nuevo en esta ecuacién se conoce como término de arrastre de
Zwanziger y se observa que sélo afecta a la parte longitudinal de B,. La
funcién w(k,t) es arbitraria y se puede elegir en términos del propio campo
A, o como un campo independiente, que satisfaga una ecuacién de evolucién
ad-hoc.
Para elegir w(k,t) en términos de A, se utilizan condiciones de gauge es-
tocasticas, que generalizan las condiciones de gauge ordinarias. Por ejemplo,
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la condicién covariante que generaliza el gauge de Lorentz k,B* = 0 es

oB* 5
aku-a—t = —k kuBM + CX]CMT]”'. (3421)
Utilizando esta condicién es facil mostrar que la funcién de correlacién de
dos puntos no diverge, sino que reproduce el propagador usual en el “gauge

a”’:

fmn (B,(k, ) B,(, 1)), = (2m) LA E)

t—o0 k2

(T + L) (3.4.22)

Por otra parte, la ecuacién de Fokker-Planck que se deriva de la ecuacién
de Langevin (3.4.20) con la condicién (3.4.21) resulta

dP n 5 6 2 v -1 v
== / g lugy + bud ~00)B" +a”0,0,BP.(34.2)
Esta ecuacién si tiene estado de equilibrio, que coincide con la densidad usual
en la integral funcional:

P% x exp(—S + %/d”x(auB“)z) (3.4.24)

Este resultado prueba la equivalencia entre la cuantificacién con integral
funcional y la cuantificacién estocastica con fijado de gauge.

Cabe sefialar que se puede elegir w(k,t) de forma tal que no dé un buen
comportamiento para las cantidades no invariantes de gauge. En el capitulo
5 aprovecharemos la libertad de eleccion del término de Zwanziger de una
manera completamente diferente, definiendo w(k,t) como un campo indepen-
diente.



Capitulo 4

Conexion entre las teorias de
Wess-Zumino-Witten y de
Chern-Simons

En este capitulo se presenta el primer trabajo original de esta
Tesis. En él se establece una conexién a nivel cuantico entre las
teorias de Wess-Zumino-Witten y de Chern-Simons Topoldgica.
La herramienta béasica en el tratamiento del problema es el mé-
todo de cuantificacion estocastica.

64
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A partir del interés generado por las Teorias Cudnticas de Campos Topo-
légicas (TCCTs) se han establecido diversas conexiones entre distintos mo-
delos, generalmente en variedades de dimensién diferente. Por ejemplo,
Horowitz [12] mostré que en la cuantificacidén candnica (para sistemas con
vinculos) de la teoria de Yang y Mills Topolégica en d=4 aparece natu-
ralmente la accién de Chern-Simons en dimensién d=3 como fase de las
funcionales de onda. La misma conexién se puede establecer [14, 15, 62] si-
guiendo una direccién en cierto sentido opuesta: la funcién de particion que
se obtiene al cuantificar estocasticamente la teoria de Chern-Simons coincide
con la funcién de particién construida por Witten [6] para la teoria de Yang
y Mills Topolégica. Usando el método de cuantificacion estocastica se han
llegado a establecer relaciones andlogas entre otras teorias [63].

En este capitulo presentaremos un trabajo original de esta Tesis [1], en el
cual estudiamos la conexién entre la teoria de Wess-Zumino-Witten (WZW)
en d=2 y la teoria de Chern-Simons Topoldgica en d=3 (cf. seccién 2.3)
desde el punto de vista de la cuantificacion estocdstica. Mostraremos que la
funcién de particion estocdstica de la teoria de WZW es igual a la funcién de
particién de la teoria de Chern-Simons en el formalismo BRST con la eleccién
de cierta condicion de gauge. El tiempo estocastico provee la dimension extra
para ligar d=2 con d=3.

Para presentar con claridad la forma en que estableceremos la conexion,
organizaremos este capitulo en dos secciones. En la seccién 1 estudiaremos el
caso sencillo de un campo escalar siguiendo la referencia [64]: mostraremos
cémo se puede conectar mediante la cuantificacién estocastica una teoria n-
dimensional con otra teoria, de caracter topoldgico, en n+ 1 dimensiones. En
la seccién 2 aplicaremos los resultados obtenidos al caso de interés, la teoria
de WZW en d=2, y probaremos que la teoria topoldgica 3-dimensional que
aparece es la teoria de Chern-Simons Topoldgica.

4.1 Interpretacion topoldogica de la cuantifi-
cacidon estocastica

Consideremos un campo escalar ¢ definido sobre una variedad n-dimensional
M, con cierta accién S™. Segin la técnica de cuantificacién estocéstica,
introducimos un tiempo ficticio 7 y definimos un proceso estocastico regido
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por la ecuacién de Langevin

o 5™

ar - 5p 7

(4.1.1)

donde 7 es un ruido blanco gaussiano escalar. Como vimos en la seccién 3.2,
la funcién de particién estocastica de este modelo esta dada por

1 [, 650 9

Zot[S™M] = /D¢ detA exp[—z/(( 7 ) + (£)2) d*zdr], (4.1.2)
(cf. ecuacién (3.2.9)) donde detA es el jacobiano asociado al cambio de
variables de integracién n — ¢; el operador A esta dado por

o &8

A=t o (4.1.3)
Debemos sefialar que en el argumento de la exponencial en (4.1.2) hemos
omitido un término de borde que no tiene importancia en la formulacién
estocéstica [65].

Consideremos ahora otro modelo, el de un campo escalar ¢ definido sobre

la’variedad M, = M,, x [0,T] con accién

1 65 d¢
(n41) — = _ Y7 n
I\ 2/ 56 or d'zdr, (4.1.4)

donde la coordenada 7 toma valores en [0,7']. La accién (4.1.4) es de cardcter
topoldgico, ya que tiene la forma de integral de una derivada total, y se puede
expresar en términos de S como

S04 = —2(SD[g(a, T)] + S [4(z,0)). (4.1.5)

Nuestra intencién es ahora calcular la funcién de particién (en el formalismo
de integral funcional) de este modelo, para lo cual debemos implementar el
fijado de la simetria “topoldgica” que se sigue de (4.1.5):

¢(z,7) = ¢(z,7) +e(z,7), (4.1.6)
donde €(z,7) es una funcién arbitraria tal que

e(z,0) =¢e(z,T) = 0. (4.1.7)
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Siguiendo el procedimiento BRST construimos la accién cuantica me-
diante una funcién de gauge F'[¢] y un operador nilpotente @) definido por

{Q, ¢} =9 {Q:,4¥}=0
{@9}=0b {Q,8} =0,

donde b es el multiplicador de Lagrange y 1, % son los campos fantasmas.
La forma de la accién cuantica es

(4.1.8)

sor, = [(3550 00 QW - P redr, (w19)

y la funcién de particion se obtiene integrando sobre todos los campos:
ZprsT[STH)] = / D$DYDY D exp(—SH1), ). (4.1.10)

Una eleccién adecuada de la funcién de gauge F[¢] conduce a la conexién
a nivel cudntico entre las teorfas con accién S y §(»+1). En efecto, si
elegimos

Flg] = 1(55" gf, (4.1.11)

es facil ver que la accidon cuantica (4.1.9) se escribe explicitamente

S, / (— 55 94
§¢ Ot
2 b,68W 9. _ 9 6280

T35 t 3 TGt s ——5 ) dhzdr]. (4.1.12)

En la expresién (4.1.10) se puede realizar la integracién (gaussiana) sobre
el campo auxiliar b y la integral sobre los campos fantasmas (que define
formalmente el determinante del operador A). Es inmediato verificar que el
resultado de dichas integraciones coincide con la expresién (4.1.2), es decir

Zeot[S™M] = Zprsr[SHY)]. (4.1.13)

con lo cual queda establecida la conexién: la funcién de particién estocastica
de la teoria n-dimensional con accién cldsica S(™ coincide con la funcién de
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particién BRST de la teoria topoldgica (n+1)-dimensional con accién clasica
S(n+1),

Antes de aplicar este calculo a la teoria de WZW comentaremos cémo la
conexién entre S y St se puede analizar desde el punto de vista de la
cuantificacién candnica para sistemas con vinculos [12]. De hecho, el sistema
definido por la accién S(**1) tiene vinculos; si se elige la coordenada T como
tiempo fisico, es inmediato calcular el momento 7 canénicamente conjugado

a ¢ y hallar'que
§5(n)

8¢
Esto es, el momento 7 no es independiente del campo ¢. Clasicamente, el
vinculo

T=—

(4.1.14)

§5(n)
6
genera las transformaciones de simetria (4.1.6). A nivel cudntico, este vinculo

debe ser impuesto sobre los estados fisicos. Trabajando en la representacion
de Schrédinger, la condicion

C=x+

=0 (4.1.15)

C|¥) =0 (4.1.16)
S€ expresa como
60 65™ |
—— U= 1.
i35+ 5 0, (4.1.17)

ya que los estados se representan por funcionales de onda y los operadores ¢ y
7 satisfacen las reglas candnicas de conmutacion a través de las realizaciones

- b
¢ 9 ] (4.1.18)
T — —16 [6¢.
La ecuacién del vinculo tiene como inica solucién
U[¢] = exp(—iS™[4)). (4.1.19)

Se observa asi que la conexién entre S™ y S(**+1) se manifiesta nuevamente a
nivel cuantico en este enfoque: la funcional de onda que representa al inico
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estado de la TCCT cuya accién clisica es S(®*1) tiene por fase a la accién
S,

Podemos llevar mas lejos esta analogia entre las conexiones segun los
dos métodos notando que el proceso estocastico definido por la ecuacién de
Langevin (4.1.1) tiene, bajo condiciones bastante generales, una distribucién
de equilibrio

P[] o< exp(—5™[g]), (4.1.20)

que se puede identificar con la versién euclidea de la funcional de onda

(4.1.19).

4.2 Cuantificacidén estocastica de la teoria de
WZW

En esta seccién aplicaremos el resultado de la seccién anterior, expresado en
la igualdad (4.1.13), al caso de interés en esta Tesis: partiendo de la accién
del modelo de WZW en la variedad M, (o sea S® = Syzw) mostraremos
que la accién topolégica S(2+1) definida segin (4.1.4) se puede identificar con
la accién de Chern-Simons en la variedad M3 = M, x [0,T].

Consideremos la accién de WZW correspondiente al grupo G = SU(N)
definida por simplicidad sobre la variedad M, = S! x R. En vista del resul-
tado presentado en la seccién 2.3 escribiremos la accién en coordenadas tipo
cono de luz: '

Swazw = Zk— dzdt TT(h_lathh—lazh)
T M,

—I—L d3y e"j"Tr(h‘l8ihh‘18jhh‘18kh). (4.2.1)
127 B

En esta expresién las coordenadas x y ¢ corresponden a S* y R respectiva-
mente, con h(z + 27) = h(z). El interior de S* x R es B =D x R donde D
es un disco (8D = S'). Para normalizar la traza en el dlgebra de Lie de G
usamos la convencién T'r(t°t?) = §°°, de manera que k es un entero.

Para proceder a la cuantificacion estocastica de esta teoria se debe pro-
poner una ecuacién de Langevin adecuada. Dado que el campo % es un ele-
mento del grupo SU(N) no es sencillo trabajar con la derivada §Swzw/6h
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(en el sentido de elegir una representacién matricial particular para los ele-
mentos del grupo y derivar respecto de los elementos independientes de la
matriz representante de k). Como es usual al estudiar clasicamente la teoria,
tomaremos coordenadas ¢ tangentes a la variedad del grupo (elementos del
dlgebra de Lie) tales que

§¢ = —ih=16h (4.2.2)

(de todas maneras, mantendremos la notacién en términos de h). Es facil
entonces calcular

6Swaw ik o4
WY au(h0sh), (4.2.3)

con lo cual la ecuacién de Langevin mas sencilla se escribe
k
—ih710.h = igat(h‘laxh) + 7, (4.2.4)

donde n toma valores en el dlgebra de Lie de Gy sus componentes son ruidos
blancos gaussianos independientes:

(n°(z,t, T)nb(’, ¢, 7)) = 26%°6(z — 2')6(t — t')6(T — 7').. (4.2.5)
En (4.2.4) usamos la notacién 7 para el tiempo ficticio. Cabe sefialar que la
ecuacién de Langevin (4.2.4) da la evolucién en tiempo ficticio de los valores
fisicamente relevantes de h, es decir los valores sobre M,.
Una vez propuesta la ecuacién de Langevin podemos dar la forma de la
funcién de particidon estocastica:

EWEW — /Dh detA

est

eacp[—l Tr(( 8Swaw

2 4 (—ih=18.1)?
il — - 15h) + (—th™10,h)*) dzdtdr], (4.2.6)

donde el operador A se deduce de (4.2.4) como

A =08, + [0k, |+ %at(am +[A'0,h, ). (4.2.7)

Siguiendo los mismos pasos que para el caso escalar de la seccion anterior se
prueba que

ZWIW — Zposr[SCH]. (4.2.8)

est
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En la construccién de Zprsr[S(*+t1)se ha utilizado la definicién

1 68
@+) _ 2 | _Pp(—ih19 2 IV
S > /M 3 Tr(=ih™9,h—) dedtdr, (4.2.9)
donde Mz = S* x R x [0,T], en tanto que la funcién de gauge empleada es:
L, oy 6Swaw
F = 2(—zh O-h + ——ih‘léh)' (4.2.10)

Nuestro objetivo es ahora relacionar la accién St con la accién de
Chern-Simons. Para ser més precisos, probaremos que Zprst[S(**1)] es en
realidad la funcién de particién de la teoria de Chern-Simons definida sobre
M3 cuando se elige cierta condicién de gauge. Comencemos por escribir la
forma explicita de Zpprsr[S*)] en (4.2.8):

Zprst[SCY] =
/ DhDbDY Dy exp|— / Tr(ﬁ(—ih‘lafh)at(z‘h"lazh)
M,

¥ b, . k.. . 1—
_Z+§(—zh aTh—%at(zh azh))f+ -2—¢A¢)dzdtd7']. (4.2.11)

Para hacer contacto con los campos de la teorfa de Chern-Simons inter-
pretaremos —th~ 19,k como la componente en la direccién = de un campo de
gauge A; en tres dimensiones. Por otra parte, para dar lugar a la componente
en la direccién 7, introducimos un nuevo campo u € G en la forma:

w(z,t,7) = h(z,t, 7)) (4.2.12)

con a en el adlgebra de Lie de G, e insertamos la identidad

1= / Dus(afu]) (4.2.13)

en la funcién de particién Zgrsr[S*+Y)] dada en (4.2.11):
Zprst[SPTY] =
/DuDthD-zﬁDt/Jé(a[u])exp[—/ Tr(Z%u"laTuat(h_lazh)
M;

b2 b | k R | 1_'
=7 . 5(—zu, 0-u — i;r-at(zh Ozh)) + §¢A¢)d:cdtd7‘]. (4.2.14)
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Ademads, a fin de obtener las dimensiones correctas para interpretar a 7 como
coordenada fisica, resulta natural introducir un pardmetro x con dimensiones
de masa y sustituir

T (4.2.15)

Después de estos pasos previos estamos en condiciones de introducir las men-
cionadas componentes del campo de gauge a través del siguiente cambio de
variables:

A, = —ih~29,h,

4.2.16
A, = —tu"10,u. ( )

Este cambio tiene asociado un jacobiano no trivial [66]; las medidas de inte-
gracion se relacionan de la siguiente manera:

Dh = det=}(D,)DA,,

(4.2.17)
Du = det™*(D,)DA,,
donde D, y D, son las derivadas covariantes usuales
D, =0, +1i[Az, ],
[ ] (4.2.18)
D, =0, +iA,, ]
En términos de las nuevas variables, A toma la forma
k
A=uD, + 2—7TGth, (4.2.19)
en tanto que la funcional é(a) introducida en (4.2.13) se escribe
8(a) = det(DyDr)6(Fyr). (4.2.20)

Como era de esperar, la condicién a = 0 (i.e. u = k) equivale a F;, =0 ya
que en ese caso A, y A, son componentes de un campo de gauge puro en las
secciones t = cte.

Para dar lugar a todas las componentes de un campo de gauge en di-
mensién d=3 es necesario contar con una tercer componente A;. Esta se
puede introducir (como un multiplicador de Lagrange) en la siguiente repre-
sentacion de la funcional delta:

§(Fir) = / DA, exp% /M Tr(AFy,)dzdtdr]. (4.2.21)
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Usando todos estos resultados podemos volver a escribir la funcién de par-
ticién (4.2.11) en la forma

Zprsr[S*Y)] = / DA, DADA,.DYDYDp

[/T(ﬁAaA L LA RLE

eETP Mo T . Uty dar tLzr 4# 2# LAy o t z)
1 k

+ﬁ¢(#DT + gatDz)l,b)dxdtd’r]. (4.2.22)

La conexidn con la teoria de Chern-Simons se hace evidente si renombramos
las coordenadas de Mj:

T —r Ya,

t — Yo, (4.2.23)

T — Y1,
con lo cual podemos escribir

Zgrsr[S*TY] = (4.2.24)
— ' k..
/D%ummuﬂwmm-/Jw—wem%@+%&)
Ma

> b k k
-—E + 5;(#141 + ——30142) + ¢(#D1 -+ —80D2)¢] d33/}-
En efecto, los dos primeros términos de la accién cudntica en (4.2.24) son la
accién de Chern-Simons escrita en la forma (2.3.3), usando la condicién de

contorno Ag = 0 en OMj:
k 4
Scg = — d?ydyoe? Tr(—A:iGoA; + AoFy;). (4.2.25)
4 M,
El resto de lo términos en (4.2.24) son los términos de fijado de gauge cons-
truidos con la funcién de gauge

F=2a+ X o4 (4.2.26)
" 27
y las transformaciones BRST estdndard (1.2.4):
—. b 1 k
(@i, + g At 0o} =

b’ k 1 — k
_Z,t—t- + —(NAl + —'aoAz) 2—¢(ﬂD1 + %BOD2)1/) (4.2.27)
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(nétese que el factor de escala p introducido en (4.2.15) sélo aparece en
términos BRST-exactos, por lo cual Zpgrst es independiente de p).
En resumen, hemos probado que

Zprst[S®Y] = Zprsr[Scs] (4.2.28)

y luego, segin el resultado (4.2.8),
ZWIW — Zprst[Scs)- (4.2.29)

Asi, comenzando con la teoria de WZW en dos dimensiones hemos establecido
la igualdad entre su funcién de particion estocastica y la funcién de particién
BRST de la teoria de Chern-Simons en d=3.

Como aplicaciones de la conexion hallada, es de interés investigar el
célculo de valores de expectacion de lineas de Wilson en la teoria de Chern-

W2ZW 4 técnicas propias del método estocdstico. Por

Simons utilizando Z.s
otra parte, merece atencion la construccién de funcionales de onda para des-
cribir estados de la teoria de Chern-Simons siguiendo la linea presentada al
final de la seccién anterior. De hecho, esta teoria se puede cuantificar [13]
trabajando en el gauge axial Ag = 0 y reduciendo el espacio de fases median-
te el uso de la ley de Gauss; las relaciones de conmutacion que se deducen de

los corchetes de Poisson cldsicos entre las componentes A; y A son (7, 24]:
: -
[A%(z, 1), Ab(z, )] = %5@”5(2)(3; — ) (4.2.30)

(i.e. una componente juega el papel de “coordenada” y la otra de “mo-
mento”). En este esquema los estados fisicos de la teoria estdn dados por
funcionales (digamos de A;) cuya fase es la accién de WZW (una vez que
se parametriza A; = —ih~'0;h). En el marco de la cuantificacién canénica
para sistemas con vinculos una relacion de este tipo podria ser analizada a
la luz de nuestra identificacién de S?*Y con la accién de Chern-Simons.

Otro aspecto de interés en la conexién que hemos hallado es que puede
ser vista como complemento de la establecida en [7, 51] siguiendo un camino
en cierto sentido inverso. Como mencionamos en la introduccién a esta
Tesis, ha sido de importancia para el estudio de teorias conformes bidimen-
sionales el enfoque tridimensional que sugiere el hecho de que la teoria de
WZW aparezca en el proceso de cuantificacion de la teoria de Chern-Simons
Topoldgica.



Capitulo 5

Cuantificacion estocastica de
la teoria de Chern-Simons

En este capitulo se presenta otro trabajo original de esta Tesis.
En él se obtiene una regulacién correcta para la cuantificacién es-
tocéstica de la teoria de Chern-Simons Topolégica. Utilizando
esta regulacién y otra ya conocida se analiza la conexién en-
tre la teoria de Chern-Simons Topolégica y la de Yang y Mills
Topolégica desde el punto de vista de la cuantificacién estocéstica.

75
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La cuantificacién estocastica de las Teorias de Campos Topoldgicas pre-
senta, en muchos aspectos, dificultades que permanecieron sin respuesta sa-
tisfactoria durante cierto tiempo. En este capitulo presentaremos el segundo
trabajo original de esta Tesis [2], en el cual estudiamos algunas de ellas.

En particular, discutimos cuidadosamente el problema de convergencia
al equilibrio del proceso estocastico asociado a la teoria de Chern-Simons
no abeliana. Con ese propdsito introducimos un regulador apropiado en la
ecuacién de Langevin que rige el proceso y mostramos que el cdlculo per-
turbativo estocdstico conduce a los diagramas de Feynman ordinarios de la
teoria. Por otra parte, mostramos que la conexién entre la teoria de Chern-
Simons en dimensién d=3 y la teoria de Yang y Mills Topoldgica (YMT) en
d=4, que fue establecida originalmente sin tener en cuenta la convergencia
del proceso estocastico [14, 15, 62], es vélida cuando se tiene en cuenta el
esquema de regulaciéon que proponemos.

Es interesante destacar que en una etapa intermedia de la mencionada
conexién obtenemos una Teoria Cuéntica de Campos Topoldgica (TCCT)
del tipo de la de Yang y Mills, que incluye en su accién términos nuevos
provenientes del regulador utilizado; si bien estos términos dependen de la
métrica, mostramos que tanto la funcién de particion como los observables
de la teoria de YMT son invariantes topoldgicos en la teoria modificada.

La organizacién de este capitulo es la siguiente: en la seccidn 1 resumire-
mos las dificultades asociadas a la cuantificacién de Teorias de Campos
Topolégicas, especialmente la de Chern-Simons. En la seccién 2 estudiamos
la cuantificacién estocastica de la teoria de Chern-Simons y probamos que
las funciones de correlacién que se obtienen en presencia del regulador repro-
ducen los diagramas de Feynman usuales hasta segundo orden en la constante
de acoplamiento. La conexién entre la teoria de Chern-Simons y la de YMT
se revisa en la seccién 3. En la seccién 4 aprovecharemos otra forma de
regular el proceso estocdstico [59] para dar una prueba formal de la misma
conexién. Por 1ltimo, cerraremos el capitulo con algunas conclusiones en la
seccion 5.
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5.1 Dificultades del proceso de cuantifica-
cion

A fin de presentar con precision los problemas que vamos a discutir en este
capitulo, resumiremos en esta seccion las caracteristicas basicas de la cuan-
tificacién de Teorias de Campos Topologicas.

En primer lugar, como la accién S[¢] no depende de la métrica de la va-
riedad en que se trabaja, se plantean varios problemas. En el formalismo de
la integral funcional, la métrica puede entrar en los términos BRST necesa-
rios para fijar la simetria ante difeomorfismos. Debe entonces asegurarse que
el caracter topoldgico de la teoria no se pierda en la cuantificaciéon. Como
hemos dicho antes, la accién cuantica S,[®] cuya exponencial da el factor de
peso en la integral funcional tiene la forma

Sq[®, 9] = S[8] +{Q, W[®, 9.}, (5.1.1)

donde @ es el operador BRST que se construye a partir de las simetrias
de la accién clasica S[¢] y W es una funcional de todos los campos ® (que
incluyen los campos originales ¢, los multiplicadores de Lagrange y todas las
generaciones de campos fantasmas) y de la métrica g,,. Es ficil ver que

é
290 e {Q,
5.9#1/

<

5W} >=0 (5.1.2)
Guv

debido a que €l valor de expectacién de vacio de conmutadores BRST se
anula. Sin embargo, para inferir que la funcién de particién es en realidad
independiente de la métrica, debe especificarse una medida de integraciéon
funcional invariante ante cambios de la métrica. De hecho, la medida naive
D® no lo es. La “buena” medida de integracion se puede definir tomando
como variables de integracién no los campos originales ® sino densidades
tensoriales apropiadas conocidas como variables de Fujikawa [67, 26, 68]:

$° = gwe/2p2, (5.1.3)

donde w, es un peso asociado al campo ®® y g es el determinante de la
métrica. La funcién de particion Z de la TCCT se define entonces como

Z= / D& ezp(—Sol®, gu]), (5.1.4)
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donde & y gy se consideran variables independientes. A partir de (5.1.2) y
(5.1.3) se puede mostrar rigurosamente que el cardcter topolégico del modelo
se respeta en la cuantificacion:

2 dlogZ
__= =0
VI 09u

El mismo cuidado en la medida de integracion debe ser tenido en cuenta al
definir la funcién de particién estocastica para una TCCT [62].

Aparte de este ultimo, hay nuevos problemas en la cuantificacién es-
tocastica asociados a caracteristicas de las TCCTs. En particular, como la
accién S[¢| es independiente de la métrica, no adquiere un factor ¢ al pasar
del espacio de Minkowski al espacio euclideo. Esto representa un problema
porque la cuantificacién estocastica fue formulada originalmente para ac-
ciones euclideas reales. El problema de como tratar acciones complejas ha
sido cuidadosamente analizado [69, 70] hace ya un tiempo y volvid a recibir
atencién en el contexto de las TCCTs [59, 71].

En la teoria de Chern-Simons Topoldgica hay aiin otra fuente de proble-
mas para la cuantificacién estocastica: como la accidn es lineal (en lugar de
ser cuadréatica) en derivadas, es de esperar que el proceso estocastico asociado
a través de una ecuacién de Langevin naive no tienda un estado de equilibrio.
A fin de resolver este problema se han propuesto tratamientos mas refinados
para la ecuacién de Langevin. Los mismos se basan en la introduccién de
un ndcleo no trivial [59, 58] tanto para el caso abeliano como para grupos
no abelianos o en la introduccién de un término de Maxwell como regulador
[59] en el caso abeliano. En ambos casos se ha probado que se obtienen los
propagadores convencionales, con lo cual se reproducen los resultados usuales
de la teoria de Chern-Simons.

La solucién provista por la introduccién de un nicleo en el caso no
abeliano presenta algunas dificultades formales en el estudio de la conexién
entre las teorias de Chern-Simons en d=3 y YMT en d=4, dificultades que
discutiremos en la seccién 4. Para evitarlas, extenderemos la solucién pro-
vista por la introduccién de un término de Maxwell como regulador al caso
no abeliano y probaremos que los propagadores que se obtienen en la teoria
regulada coinciden con los usuales de la teoria de Chern-Simons. Luego
examinaremos la mencionada conexién, concluyendo en que atin puede ser
establecida en el marco de la regulacion que proponemos.

<T, >=

(5.1.5)



5. Cuantificacion estocdstica de ... 79

5.2 Regulacién del proceso estocastico

Como sefialamos en la seccién anterior, la cuantificacién estocéstica de la
teoria de Chern-Simons presenta problemas de convergencia hacia un estado
de equilibrio si se utiliza la ecuacién de Langevin naive

6SCS
0A;

0-Ai(z, 1) = — (z,7) + ni(z, 7), : (5.2.1)
donde Scs es la accién de Chern-Simons. Dichos problemas surgen de carac-
teristicas elementales de la teoria: la independencia de la métrica conduce
a una accidn euclidea imaginaria y, siendo la teoria lineal en derivadas, el
término de arrastre §S[A;]/6A; no es definido positivo.

Wu y Zhu [59] han discutido cémo manejar ambos problemas. Por un
lado, se puede utilizar un formalismo complejo para la ecuacién de Langevin
[69] y se observa que no hay inconsistencias debidas al factor ¢ en la accién
euclidea. En cuanto al segundo punto, dichos autores introducen, para el caso
abeliano, un término Fzﬁ que actua como regulador. El proceso estocastico
tiene asi un estado de equilibrio y se prueba que al remover el regulador se
obtienen los resultados usuales para los propagadores de la teoria.

En esta seccién estudiaremos este problema de convergencia para la teorfa
de Chern-Simons no abeliana en métrica plana. Para ello introducimos un
término TTF}"; y analizamos tanto la convergencia del proceso estocastico
como los propagadores que se obtienen en la teoria regulada.

La accién euclidea para la teoria de Chern-Simons no abeliana en d=3
con un término regulador Tr FZ (a veces llamada accién de Yang y Mills
topolégicamente masiva [72]) se escribe

AN [y

5 =5cs+ 5 (5.2.2)
con |
: 2
B = _;—ZTT 8 P Aidi A+ geAiAiAr) (5.2.3)
3
y
1 3 2
Sp=-—=Tr [ d°zF; (5.2.4)
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En estas expresiones A; (¢ = 1,2,3) toma valores en el algebra de Lie
del grupo de gauge G, con generadores t® normalizados de forma tal que
Trtt® = §°° y M3 es una variedad tridimensional compacta. La constante &
toma valores ke® con k € Z para que exp(—Scs) sea univaluada (cf. seccién
1.2) y la constante de acoplamiento e (que puede ser absorbida mediante un
reescaleo de los campos de gauge) se mantiene explicita a fin de ordenar el
calculo perturbativo.

En (5.2.4) el parametro A es un regulador que se hard tender a infinito
al final de los célculos para recuperar la teoria de Chern-Simons pura. Este
tipo de regulador ha sido utilizado [29] en el estudio de la renormalizacién
de la teoria de Chern-Simons no abeliana. Es importante destacar que el
término (5.2.4) hace que la accién S dependa de la métrica; en consecuencia,
se debe determinar si la accién efectiva que se obtiene en el proceso de cuan-
tificacién candnica es independiente de la métrica o si aparece una anomalia
ante difeomorfismos. Al respecto, Chen et al. [29] han argumentado que tal
anomalia no aparece y nuestros resultados, en el contexto de la cuantificacién
estocastica, confirman este hecho.

Para cuantificar estocdsticamente la accién (5.2.2) proponemos como e-
cuacién de Langevin la siguiente:

0, Ai(z,) = =< o(2,7) + mi(z,7) (5.2.5)
donde T es el tiempo estocéstico (t € [0,T]) y 7; es un ruido blanco gaussiano
que toma valores en el 4lgebra de Lie de G. En la ecuacién (5.2.5) se puede
introducir un término de la forma D;2 (donde D; es la derivada covariante y
) es una funcidn arbitraria, cf. seccién 3.4) como fijado de gauge estocastico
[56]. Mas atlin, en el analisis de la conexién entre las teorias de Chern-Simons
y YMT aparece naturalmente un término de arrastre de este tipo al derivar la
ecuacién de Langevin a partir de la conmutatividad de las transformaciones
BRST vy la evolucién en tiempo ficticio [14]. En ese contexto la funcién
arbitraria {) provee una forma natural de introducir la componente Ay del
campo de gauge de la teoria efectiva en dimension d=4. Volveremos sobre
este punto en la préoxima seccién.

En el formalismo de la cuantificacién estocastica los valores de expecta-
cién de vacio se calculan como el limite (para 7 — o0) de los valores de
expectacion estocasticos:

(FlA)) = Jim (F[A,)), (5.2.6)
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Aqui A, representa la solucién de la ecuacién de Langevin para cierta condi-
cién inicial (A, es una funcional del ruido 7) y el primer miembro es el valor
de expectacién de vacio de una funcional F'[A] en la teoria cudntica definida a
partir de la accidén (5.2.2). Los valores de expectacién estocasticos se calculan

a partir de las funciones de correlacién que caracterizan al ruido gaussiano: ‘

<Tlf)n =0
(¢ (21, )0 (22, 72))n = 26%°6;;6C)(z1 — 22)8(11 — 7). (5.2.7)
J

Seguiremos ahora los pasos indicados en el capitulo 3 para resolver la
ecuacién de Langevin. En espacio de impulsos la misma se escribe

: 1
A = —SFPy(R)AS + ehiA} + Y7 (b, 7), (5.2.8)
donde A% = 9A%/dr y Pi;(k) y Y*(k,t) se definen como
kik;
P,"(k) = 0;; — —k;:'—, (5.2.9)
Ye(k,7) =ni(k,7)+ (5.2.10)
€ aoc c
‘ (27!')3/2 /d3p d3q 5(k — B q)V;]I?: (k’ —D; _q)A?(p’t)Ak((L T) 4x
62 | - aoc - c .‘
(27)3 /¢3P &g dré(k—p—q—r) ,-j'iszﬁ(P, 7)Af (g, 7) Al (r, 7)

En (5.2.11) V&° y Wi son los factores de vértice de tres y cuatro puntos
respectivamente que se muestran en la Tabla 5.1. Se debe observar que el
factor de vértice de tres puntos es % del correspondiente factor en las reglas
de Feynman convencionales, en tanto que el de cuatro puntos es é del factor
convencional correspondiente.

Para resolver (5.2.8) en forma perturbativa es conveniente transformarla
en una ecuacién integral. Usando como condicién inicial A?(k,0) = 0 se

obtiene

Ai(k, 1) = /0 dt’ G?f(k, T — 7")ij(k, '), (5.2.11)
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DIAGRAMA NOTACION FORMULA

“bc(k k1, k2) | —fef* ek + 25 ((k — k1)ibij+
+(ky — k2)ibix + (k2 — k);6ix)]

6 A2 fabefcde( 1k5_71 (5,”5]]{:)—}-
M/Z?I;;;d +fa.cefbd6 (6” 6k1 6116jk)+
| o fe(8irbjt — 8:56k1)]

Tabla 5.1: Vértices estocasticos.
donde G(k,7 — 7') es la funcién de Green (causal) de orden cero asociada
a la ecuacién (5.2.8):

0 k
1.]8

El resultado para G;-’;’ se obtiene facilmente como

665+ 15 Pu(k) — 2 k)G (ky 7 —7') = 6%6;mb(r —7).(5.2.12)

G (k7 — ') = 0(r — 116" { [Py (k)cos(-k(r — 7))+
€1k
k

kik;
sin(f;k('r —7)]e” arklr— I 2 } ; (5.2.13)

Como vimos en el capitulo 3, es util reescribir (5.2.11) en forma simbdlica:
A=G(n+eVAA+ EWAAA), (5.2.14)
con lo cual el desarrollo perturbativo de la solucién se escribe

A = Gn+eGV(Gn)(Gn) + EW(Gn)(Gn)(Gn) + (5.2.15)
+e’GV(GV (Gn)(Gn))(Gn) + €’ GV (Gn)(GV (Gn)(Gn)) + -+

y se representa graficamente como se ve en la Figura 5.1.

La forma practica de calcular una funcién de correlacién de n puntos
(A$ (ky,7)- -+ Af?(kn, 7))y es utilizar diagramas estocdsticos: se dibuja un
desarrollo para cada A%(k,7) y se unen las cruces de a pares de todas las
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A=nnnuy + m»i:j n Mﬁ,f;+ Mr[g‘: + M%}
Figura 5.1: Desarrollo perturbativo de A?(k,t).

maneras posibles; la suma de los diagramas resultantes da la funcién de

correlacién buscada, segin se desprende de las correlaciones de ruidos (5.2.7).
Los dos propagadores que aparecen en los diagramas son:

a) el propagador estocastico dado por la funcién de Green (5.2.13):

G (k,m —1') = 0(1 — 7)8° {[Py;(k)cos(mk(r — 7'))+

n zjliklszn(mk(T —'F ))]e Lrk(r—1') + kkl;: } (5.2.16)

b) el propagador cruzado, que corresponde al orden mdés bajo en

<A?(k, T)A?(_ka TI))W:
kik:

D (k; 7, 7') = 8% 2min =5+
+6ab_—§——2,;Tlr_n—2 {e':_le"Tll [( 2 P;(k) + ze';;kl)cos(mklr -7+
H=2R(8) + 1 B )sin(mifr — )| +
_e—%;(rw’) [(A2 P;(k)+ — ke e”lkl) cos(mk(t + 7))+
+ (-%P,-,-(k) + % eizkl)sz’n(mk('r + T'))] } (5.2.17)

En estos propagadores m representa «/4w, cantidad usualmente llamada
“masa topolégica” del modelo [72] y Tmin es el minimo entre 7 y 7/. En las
expresiones de los propagadores se reconocen los términos longitudinales li-
nealmente divergentes que son caracteristicos en la cuantificacién estocastica
de teorias de gauge.
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XN M%t}-w &u%w+ w-éj:}w
(a) () (c)

ey o B

(d) (e)

2.5

Figura 5.2: Representacién grafica de D2 (k, ).

Si no fuera por la presencia de dos tipos de propagadores, cada diagrama
estocastico tiene la forma de un diagrama de Feynman ordinario. Aunque
las reglas para los propagadores estocasticos son distintas de las reglas de
Feynman, se ha probado en varios modelos que la suma de todos los dia-
gramas estocasticos con la misma topologia reproduce el resultado usual del
diagrama de Feynman correspondiente. En particular, es clasico el trabajo
de Namiki et al. [55] en el que se ha mostrado, hasta segundo orden, que este
es el caso para las teorfas de Yang y Mills puras. Con la misma filosofia estu-
diaremos hasta segundo orden las correcciones al propagador de la teoria de
Chern-Simons no abeliana (con el término regulador (5.2.4)) y mostraremos
que su parte transversal reproduce el propagador correcto al tomar el limite
A — oo.

Como mencionamos mds arriba, las funciones de correlacién de dos puntos
(A2(k,)A%(K',7")) contienen términos linealmente divergentes cuando 7 y 7/
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tienden a infinito. Estos términos divergentes son tipicos en los valores de
expectacion de cantidades no invariantes de gauge y se cancelan cuando se
construyen objetos invariantes de gauge como (T'r Ff]) En consecuencia
tendremos en cuenta en lo que sigue sélo los términos que se mantienen
finitos cuando 7 o 7’ tienden a infinito. Usando (5.2.15) y promediando
sobre el ruido n encontramos que, a segundo orden, la funcién de correlacién
de dos puntos estd dada por los diagramas de la Figura 5.2.
Escribiremos

(A3 (K, t)AJ(K',0)) = 6(k + k') Dfj (k, 1) (5.2.18)
con

D32 (k,t) = (@) + 2() + 2(c) + 2(d) + 3(¢) + (), (5.2.19)
donde (a), (b),..", (f) representan las contribuciones de los respectivos dia-

gramas. Por ejemplo, () representa la siguiente contribucidn:

2(b) =

2
(;;)3 /d3k1 dkyb(k — by — ko) VS (b, —ky, —k2) X

V;{fph(—k,kl,kz)/o dt’L dt"Go (k,t —t')

D (ks ', ") Dety (ki ', )G (K, t = 1),
(5.2.20)

Debe notarse aqui que las componentes longitudinales de las lineas ex-
ternas pueden ser obviadas, ya sea porque se anulan o porque se cancelan
al calcular cantidades invariantes o covariantes de gauge. Este punto esta
cuidadosamente tratado en la referencia [55] para teorias de Yang y Mills y
la demostracidn se aplica sin modificaciones a nuestro modelo. En cuanto a
las componentes longitudinales de las lineas internas, ya en el trabajo original
de Parisi y Wu [23] se conjetura que proveen las contribuciones usualmente
asociadas a los efectos de los campos fantasmas de Faddeev y Popov. Aunque
no hay una prueba general, este hecho se ha confirmado explicitamente en
varios ejemplos [60]. En particular, en el caso de las teorfas de Yang y Mills se
ha probado [55] a segundo orden que la parte longitudinal de las lineas inter-
nas reproduce las contribuciones de campos fantasmas en el gauge de Landau.
Como las partes longitudinales de los propagadores (5.2.16) y (5.2.17) coinci-
den con las de los propagadores de Yang y Mills, concluimos que también en
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la teoria de Chern-Simons regulada los diagramas con términos longitudinales
en las lineas internas reconstruyen los efectos de los campos fantasmas. Con-
sideraremos entonces sélo las contribuciones transversales a cada linea de los
diagramas de la Figura 5.2 y compararemos su suma con los correspondientes
diagramas de Feynman construidos sélo con lineas de gluones.

El calculo de las contribuciones de cada diagrama es rutinario pero tedioso
y no consideramos instructivo presentarlas por separado. Sélo como ejemplo,
el diagrama (b) toma la forma

2
2(b) = (2 )3 f d3k1 d3k25(k ki — k2) kaI:l:(k,_kl,—kz) X
‘/ql:lpe( k) kl) kZ)Iiklnmqu(k) kl) k2, m, A), (5221)
donde

Iiklnmqu(k, kl, kz, m, A) =
j vkv
= Py (k) Prn(F1) Prap(k2) Pig () F®) + P (k) Pin(r) Prop(k2) 222 FO2)

m ’Uk u mpukou €5quky
+Pig (k) Pin(k1) T : ij(k)F(s)+Pik(k)Pln(k1)€_J;c2—2€_]qk_F(4)+

nsk s nsk s ] ukv
+Pay () St mp<k2)PJq<k>F<5> + Pa(R) ey 020 ) o

nsksmuku nsksmu u Cjquivy
+Rk(k) €l 1s € z;c 2 P (k)F(7) + P (k) €] : 1s € I;C kz e]qkk F(8) o+
1 2 1 2

€ikr Ry tkr vy ] vkv
+ kk Pln(kl)Pmp(k2)ij(k)F(9) + %_Pln(kl)Pmp(kZ)qu—F(w) +
k,

€ikr m uk u 7 m uk v
L &krkr p k) ”22 JQ(k)F(u)+€k]:; P (k) 2 2“6"’k v p2) 4

k
EtkaT €lnsk'ls fzkrk €Inskls
k k]_ k kl

€ikrkr €lnskls 6-mpu.kZu (15) €ikr k'r €lns kls €1np'u.k2u. €qukv
P. (186)
kR e BE e e e Tk

Pmp(k2)ijI(k)F(13) 2 Pmp(k2)€—J%-—F(l4) +

(5.2.22)

Cada factor F() = FO)(k, ky,kz,m,A) es un cociente de polinomios en los
momentos que aparece al integrar sobre los tiempos ficticios en los vértices
y tomar el limite 7 — co. Las contribuciones de los diagramas con la misma
topologia ((c) y (d)) tienen la misma forma. Los calculos fueron hechos
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utilizando el programa REDUCE y el resultado es:

2(b) + 2(c) + 2(d) =
) .
2y [y kbl — by = E)VE(k, —h1, k) VEEF (b, b, )
(Xl'szk(k) + ;%rikr) (l-\lfpln(kl) + %Glnskls)
Ar+m? K 4 m?
1 m
(77 Pmp(k2) + @fmpukZu) (32 Pjq(k) + Beiquky) (5.2.23)
K+ m? o+ m?
Un célculo andlogo para el diagrama (e) da:
e’ 3 addb
3(e) = 3(2%)3 d’ky Wi, % (5.2.24)
(2 Pir(k) + Beinrk,) (22 Pim (k1) + Femuk) (L Pio (k) + Bejnsks)
i+ m? Mt m? A+ m?

" Teniendo en cuenta las relaciones entre los factores de vértice estocasticos
y los de Feynman es evidente que (5.2.23) y (5.2.24) coinciden, respectiva-
mente, con el lazo (loop) de gluones y los “tadpole” de la teoria de campos
convencional en el gauge de Landau (ver por ejemplo [73]). Por dltimo, el
diagrama (f) se anula debido a la antisimetria del vértice de tres puntos.
Gréficamente, el resultado final es "

(a)+2(b)+2(c)+2(d)= ~nnNNANVL o+ mﬁi}m

(5.2.25)

3(e)+(N= +
(5.2.26)
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donde las lineas onduladas representan el propagador usual (desnudo) de la
teoria de Yang y Mills topolégicamente masiva [73]:

_ (azPii(k) + Freiseks)
=

AU (5.2.27)

y los vértices se pueden leer de la Tabla 5.1 si se ignoran los factores % y
% presentes en el esquema estocédstico. Los diagramas en (5.2.25) y (5.2.26)
reproducen asi el propagador a segundo orden en teoria de perturbaciones de
la teoria de Chern-Simons mas un término de Yang y Mills.

Como conclusién, hemos probado que la introduccién de un término
Tr FZ% en la accién de Chern-Simons no abeliana conduce a un proceso es-
tocdstico que converge a un estado de equilibrio (en el sentido usual en teorias
de gauge). En dicho estado de equilibrio los propagadores que se obtienen
del calculo perturbativo estocastico coinciden, hasta segundo orden, con los
propagadores de gluones en la teoria de Yang y Mills topolégicamente ma-
siva. Hemos argumentado ademas que los diagramas de Feynman con lineas
de fantasmas se obtienen mediante la inclusién de las partes longitudinales
finitas de G y Dg} en las lineas internas de cada diagrama estocéstico.

Si se toma ahora el limite A — oo para deshacerse del regulador, se ve
facilmente que (5.2.25) y (5.2.26) coinciden con las expresiones estandard (no
renormalizadas) de la teoria de Chern-Simons Topolégica (ver por ejemplo
[30]). Podemos entonces refrasear las conclusiones del parrafo anterior afir-
mando que obtuvimos un proceso estocastico convergente que reproduce las
funciones de correlacién de la teoria de Chern-Simons Topoldgica no abeliana.

5.3 La conexidn entre las teorias de Chern-

Simons y YMT

Como hemos mencionado en la introduccién al capitulo 3, la conexién entre
la teoria de Chern-Simons no abeliana en d=3 y la de YMT en d=4 fue
establecida por Baulieu [14] y Yu [15] utilizando la cuantificacién estocéstica.
Por otro lado, Horowitz [12] discutié la misma conexidén en el marco de la
cuantificacién candnica para sistemas con vinculos.

En el enfoque de cuantificacién estocédstica la conexién consiste en probar
la equivalencia entre la funcién de particién estocéstica de la teoria de Chern-
Simons en el limite T — oo y la funcién de particién BRST de la teoria de



5. Cuantificacion estocdstica de ... 89

YMT, de la misma manera que en el capitulo anterior relacionamos las teorias
de Wess-Zumino-Witten y de Chern-Simons.

En el analisis original de la conexién {14, 15] no se tuvo en cuenta la
necesidad de trabajar con una medida invariante para la integral funcional
que define las funciones de particiéon. Como sefialamos en la seccién 1, la
medida naive depende de la métrica y luego el caracter topoldgico de la teoria
cuantica resultante no queda claramente establecido. En la referencia [62] se
estudié este problema usando variables de Fujikawa, que permiten definir una
medida invariante al precio de trabajar con densidades tensoriales en lugar de
los campos originales (ver (5.1.3) y (5.1.4)). Elresultado de ese estudio es que
la. conexién es valida ain utilizando las variables de integracién “correctas”.

Otro punto importante que no se tuvo en cuenta en la derivacién original
es el de la convergencia del proceso estocdstico definido para hacer evolu-
cionar al sistema en tiempo ficticio. Hemos probado en la secciéon anterior
que la introduccién de un regulador en la ecuacién de Langevin (a través
de la accién) conduce al estado de equilibrio apropiado para obtener los
propagadores usuales de la teoria de Chern-Simons no abeliana. Es natural
entonces preguntarse si la conexién puede ser establecida cuando se utiliza el
proceso estocdstico regulado. En esta seccién estudiaremos esta cuestion y
mostraremos que la respuesta es afirmativa. Dado que el tratamiento cuida-
doso de los problemas asociados con la métrica ha sido hecho en [62], con-
tinuaremos por simplicidad nuestro analisis en métrica plana.

A fin de rehacer la prueba de la conexion a la Yu-Baulieu debemos modi-
ficar la ecuacién de Langevin (5.2.5) para la teoria de Chern-Simons mediante
la introduccién de un término de arrastre longitudinal. Este término puede
ser identificado con el que presentamos en la seccidn 3.4.2, que usualmente
se introduce para forzar la convergencia de valores de expectacién de can-
tidades no invariantes de gauge. En el contexto presente no elegiremos un
término que asegure tal convergencia (esencialmente innecesaria), sino que
lo aprovecharemos como un mecanismo natural para introducir una compo-
nente Ag para el campo de gauge y acercarnos a la construccidon de una teoria
efectiva 4-dimensional. La ecuacién de Langevin con el término de arrastre
longitudinal se escribe:

6S
0A;

0, A; = ——— — D) + s, (5.3.1)



5. Cuantificacién estocdstica de ... a0

donde 2 es una funcién arbitraria. En particular, podemos adoptar
K
Q(IE, 7") = —-’EA()(QJ, T). (532)

donde Aq va a ser considerada como componente cero de un campo de gauge
A, = (Ai, Ao) definido sobre la variedad My = M3 x I. Desde el punto de
vista de la cuantificacion estocastica, como Ap es un campo independiente,
se debe proponer su evolucién temporal mediante una nueva ecuacién de
Langevin; resulta conveniente adoptar la siguiente:

0Ao(z,t K

—%——)- — —4—7raiA,' + n(z,t) (5.3.3)
con un ruido 7 gaussiano escalar que toma valores en el algebra de Lie del
grupo G.

Con el propésito de escribir las ecuaciones (5.3.1) y (5.3.3) de manera maés
apropiada reescalearemos algunas variables. Definimos zo = =7, fijamos
e’ = £ y hacemos eA, — A,. Las ecuaciones de Langevin toman entonces
la forma

47 (4w
+ I 57— _n-
FOi — E—AZ'D]F] = P n: (534)

4
0.4, = \/—;’-n. (5.3.5)

En estas ecuaciones usamos las definiciones estandard

P, = 0,A, — 8,4, +ie[A,, A, (5.3.6)

1
P = Fyu A §ewaﬁFaﬂ' (5.3.7)
Estamos ahora en condiciones de establecer la conexion entre la teoria
de Chern-Simons en d=3 y la de YMT en d=4. Como mencionamos al
comienzo de la seccién, las variables de integraciéon adecuadas para asegurar

invarianza de la medida ante transformaciones de la métrica son las variables
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de Fujikawa. Dado el cardcter vectorial (en d=3) y escalar de los ruidos 7; y
n respectivamente, las densidades tensoriales asociadas son [67]

ﬁi == gl/lzTH ﬁ = gl/477. (538)

Sin embargo, como fue probado en [62], la derivacién de la conexién sigue
exactamente los mismos pasos usando las variables de Fujikawa o las variables
originales. Por esa razén no nos preocuparemos ahora por los pesos correctos
(potencias de g7) y por simplicidad trabajaremos con las variables originales;
todos los pasos se pueden repetir sin modificaciones en términos de variables
de Fujikawa.

Partimos de la funcién de particién estocastica asociada con las ecuaciones

(5.3.4) y (5.3.5):
28 = [ DuDrespl-=Tr [ diaai+ohl  (539)

donde d*z = d3zdzy y procedemos a cambiar variables para integrar sobre
los campos de gauge A,, usando

DnDn; = JDA, (5.3.10)

con el jacobiano J dado por

J = detM;, (5.3.11)
y
én
SAL '
M;, = (5.3.12)
Sni
5AL

El jacobiano puede ser representado exponenciando M;, como integral so-
bre campos fantasmas (b, x;) y ¥, (con ndmeros de Grassmann (-1,-1) y 1
respectivamente):

Jd = /DbDXiszﬂe:cp[Tr/ d*z(b, x:)M;, b, (5.3.13)
My

Obviamente el cambio de variables es licito si J # 0, lo cual corresponde, en
el limite A — oo, a que dimM = 0 siendo M el espacio moduli asociado a la
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ecuacién F}f;, = 0. El caso J = 0 (dimM > 0) puede ser tratado extendiendo
el procedimiento que sigue (ver [15] para mas detalles).

Para completar el conjunto de campos fantasmas que caracteriza la sime-
tria BRST de la teoria de YMT introducimos, siguiendo [74], un campo
fantasma c (asociado a la simetria de gauge ordinaria en YMT') que obedezca
la ecuacién de evolucién

D,Dyc— D, =B (5.3.14)

donde B es un ruido gaussiano. Los campos ¢, § y un multiplicador de
Lagrange p se insertan en la funcién de particién mediante la identidad

L= /DpD,Bexp[—Tr/pﬁd“x]. (5.3.15)

Cambiando la variable de integracién 8 por ¢ via (5.3.14) ZE5 se escribe

200 = / DA,DbDxopDb,DcDpDADpe51. (5.3.16)
Aqui X y é son campos fantasmas conmutantes (con nimeros de Grassmann
-2 y 2 respectivamente) que se introducen para exponenciar el determinante
asociado con el cambio de variable de integracién de 8 a ¢. En cuanto a xag,
hemos cambiado las tres componentes del campo fantasma y; por las tres
componentes independientes de un campo fantasma autodual y antisimétrico
(con nimero de Grassmann -1) xag. Con este cambio no sélo adoptamos la
notacién usual en la literatura [6, 15, 14] sino que respetamos el caricter
tensorial correcto del campo en el limite A — oo. La accidén efectiva S.s
toma la forma

1 47 1
Sef = / TT{E(FJ; B WDJ'FJ")Z + E(auAu)2 + p(DpDyc— Dyiby)
M, K
47
+—5X0i(6: Dk Dk — DiDj)j — Xuw Dty — b0y +
+AD,D,¢ + /\(["/’ua Yy + Dnc] + Du['ﬁbu, c])}d4:1;. (6.3.17)

Con el propésito de escribir S.; de una manera mas manejable introduci-
mos multiplicadores de Lagrange 7,5 (autodual y antisimétrico) y 7 para
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linealizar los dos primeros términos y definimos las siguientes transforma-

ciones BRST:
{Q>Au} =Y, {Q,¢p} =0

{Q,0} =n {@,n}=0
{Q Xa} =napg  {Qs7a8} =0 (5.3.18)
{Q.c}=¢ {Q,6}=0
{@,A}=0» {@,p} =0
La accién S,y puede entonces escribirse simplemente como
Ses = {Q, Va} (5.3.19)

donde V), es la siguiente funcional de los campos:

Vo= Ju, @' Tr{gXes(Fih = 3mas) = Xoimpz DiFji+

+ B(0uAu— 1) — MDuhu + DuDsc)} (5.3.20)

De esta manera se ve facilmente que la parte independiente de A de Sy
coincide con la accién construida por Witten para definir la teoria de YMT
[6]. Las transformaciones BRST corresponden a las que presentamos en el
capitulo 1 para construir la accién cuantica de YMT como fijado de gauge
de una accién trivial. Para verlo en forma explicita, es necesario hacer el
cambio de variables [75]:

Yy — Y.+ Due
¢ — ¢+%[c,c]. (5.3.21)

con el cual las transformaciones BRST coinciden con las del capitulo 1 y se
obtiene la accién en la forma (1.4.18)-(1.4.19) a menos de los valores de los
pardmetros de gauge.

Podemos ahora escribir uno de los principales resultados de nuestra in-
vestigacion:

237N = ZgrsrlAl, (5.3.22)
donde

ZEEEA = / D® e {QVa) (5.3.23)
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y D® representa la medida de integracion sobre todos los campos de la teoria.
En palabras, la funcién de particién estocastica para la teoria de Chern-
Simons en d=3 regulada con un término de Yang y Mills coincide con la
funcién de particiéon BRST de una teoria de YMT en d=4 adicionada con
una funcional dependiente del parametro A.

El hecho de que los términos dependientes de A intervienen en S,; sélo
en forma de términos BRST-exactos permite avanzar un paso mas hacia la

teoria de YMT. En realidad, como

YMT \V
5ZBRST /D(I){Q, OV _{Q,VA}, (5.3.24)
entonces
1 625MEIA] OVa
Fo— == < {Q, 51} >=0, (5.3.25)

como sucede en general para TCCTs del tipo Witten. Luego, a nivel de
funcién de particién se observa que, siendo ZXMZI.[A] independiente de A, el
segundo miembro de (5.3.22) puede ser evaluado en el limite A — co. Luego,
podemos escribir

287 = Zhner, | (5.3.26)
donde en el segundo miembro tenemos ahora la funcién de particién de la
teoria de YMT construida por Witten. Esto no significa de ninguna manera
que desde el punto de vista estocdstico el regulador no es necesario. Como
vimos en la seccion anterior, para calcular valores de expectacion en la teoria
de Chern-Simons se debe mantener el regulador finito hasta el final de los
calculos y por tultimo tomar el limite. En ese sentido la ecuacién (5.3.26)
implica que se puede usar el regulador para mantener todas las cantidades que
toman parte en la derivacién de (5.3.22) bien definidas; al final del célculo,
siendo la funcién de particién independiente de A, se puede hacer A — oo
para confirmar la conexién entre los dos modelos. Por lo tanto, desde el
punto de vista tridimensional se debe mantener el regulador para tener un
proceso estocastico bien comportado. Desde el punto de vista de una TCCT
en d=4, debido a (5.3.25) se pueden remover los términos con el pardmetro
A en cualquier etapa de los célculos, no sélo para Z4¥I. sino para cualquier
valor de expectacién (de observables independientes de A) que se calcule.
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De hecho, la férmula bésica de esta discusién es la (5.3.19), que permite
asegurar que

2 §log ZEHS[A]
V9 bgm

es decir que ZEMI.[A] define una TCCT para cualquier valor de A (recorde-

mos que para probar (5.3.27) se deberian utilizar variables de Fujikawa, pero
obviamos los detalles ya que son paralelos a los presentados en la referencia
[62]).

Andlogamente, se observa que

ZYMT
0ZpnsrlA] BBR;T[A] =0 (5.3.28)

para A arbitrario. La independencia de la funcién de particién de la constante
de acoplamiento tiene como consecuencia fundamental que se la puede cal-
cular en forma exacta evaluando sélo el limite de acoplamiento débil (aproxi-
macién semicldsica). Entonces, si se calcula la funcién de particién y luego
se toma el limite A — 00, se puede expresar el resultado como una suma de
contribuciones en torno a los instantones, soluciones clasicas de

Ft =0, (5.3.29)

& Tgp =

=0, (5.3.27)

y obtener el primer invariante de Donaldson (ver seccién 1.4).
Los observables de la teorfa con funcién de particién ZEMI.[A] son clara-
mente los mismos que los de la teoria de YMT. Mds auin, si se construye un

observable O independiente de A, su valor de expectacién también lo es:
0<0> ov
— 7 = = D “ef -
ov
= —<{Q, O_AO} >=0. (5.3.30)

En este punto es interesante mencionar los resultados de Chen et al. [29]
sobre aspectos topoldgicos del cdlculo perturbativo en la teoria de Chern-
Simons. Utilizando tanto regularizacién dimensional como un regulador
Tr Fg-, estos autores mostraron que la funcién B se anula hasta tres la-
zos (loops) y también sugirieron que no hay anomalia ante difeomorfismos
(que podria estar presentes debido a la dependencia en la métrica del regu-
lador). En concreto, mostraron que la parte transversal del propagador de
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la teoria regulada, que tiene dependencia en la métrica y podria dar lugar
a la anomalia, se anula debido a propiedades de la renormalizacién de la
funcién de onda. Nuestros resultados, expresados en las ecuaciones (5.3.22)
y (5.2.26), confirman la independencia de la métrica de las funciones de cor-
relacion.

En lo que respecta a la evaluacidén de otros invariantes topoldgicos uti-
lizando la conexidén (5.3.26), es necesario estudiar las modificaciones que se
deben efectuar en el proceso de cuantificacién estocastica cuando dimM > 0.
Estas modificaciones hacen mas complicado el analisis, pero las conclusiones
de [15] sobre la conexién entre invariantes topoldgicos de la teoria de YMT
y los que aparecen en la teoria de Chern-Simons deberian ser validas cuando
se tiene en cuenta la regulacion del proceso estocastico.

5.4 Analisis de la conexién con un ntcleo
como regulador

En esta seccién discutiremos una forma alternativa de controlar la convergen-
cia del proceso estocastico asociado a la teoria de Chern-Simons, consistente
en la introduccién de un nicleo Kj; no trivial en la ecuacién de Langevin
(5.2.1). Esta alternativa fue desarrollada en las referencias [59, 58] tanto
para el caso abeliano como para el caso no abeliano. En el dltimo, si se elige

Ky = —en0ky (5.4.1)
la ecuacién de Langevin generalizada se escribe

o _ g 0505 |,

Ai = Ky 5 A2 + (5.4.2)

y presenta un estado de equilibrio. En efecto, la parte lineal del término
de arrastre es definida positiva por lo que la parte transversal del campo de
gauge decae exponencialmente con el tiempo ficticio. Mas aun, se ha probado
que los propagadores que se obtienen son correctos a todo orden en teoria de
perturbaciones [59].

Si bien desde el punto de vista de la cuantificacién estocastica este re-
sultado es mucho mads fuerte que el que presentamos en la seccién 2, hay
dificultades al intentar utilizarlo para probar la conexién entre la teoria de
Chern-Simons y la de YMT siguiendo los pasos de la seccién anterior.
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En primer lugar, el operador K;; no es invertible. Este hecho es irrelevante
para definir las funciones de correlacion del ruido 7;; pero es crucial para
dar una formulacion funcional del proceso estocastico y definir la funcién de
particién estocdstica (ver (3.1.18) y (3.1.19)). Este problema se soluciona si
se modifica el nicleo con la adicién de un término longitudinal,

Ky = —Gijkak + a@iaj, (5‘4'3)

con lo cual resulta invertible. Naturalmente, el nuevo término respeta la
evolucién de la parte transversal del campo de gauge; a puede ser tratado
como un parametro de gauge [76].

La segunda dificultad que se encuentra es que, si bien el nuicleo es ahora
invertible, [{51 no es un operador local. Dicho de otra manera, la accién
estocastica efectiva a la que arribaremos siguiendo los pasos de la seccién 2
contiene términos no locales.

A pesar de las dificultades mencionadas, podemos dar un argumento for-
mal alternativo para probar la conexién entre las teorias de Chern-Simons y
YMT siguiendo el esquema presentado en la seccién 4.1. Para ello, volvemos
a escribir la ecuacién de Langevin (5.4.2) (con el nicleo invertible) y la accién
de Chern-Simons en la forma

. .65cs

A= K24, (5.4.4)

Scs = —kT dzKo(z), (5.4.5)
M;

donde por simplicidad hemos evitado los indices e introducido la notacién
Ko para el lagrangiano de Chern-Simons. La funcién de particién estocastica
asociada con la ecuacién de Langevin es la siguiente:

Z.4[Scs] = /Dnexp[—Tr/d3$d3ydt 2(z, ) K™Y (z,y)n(y,t)]. (5.4.6)

Usando (5.4.4) podemos cambiar las variables de integracién y escribir

0 62Scs
Z.si[Ses] = DA det(a - K Az ) X (5.4.7)
X exp[—Tr/dedBydt(AK'IA— 2/.16?;5

+ K(EEy)
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Consideremos ahora la accidén 4-dimensional

§e) =1 [ Poat?905 4, (5.4.8)

” 5A

en la cual los campos de gauge estdn definidos sobre My = M3 x [0,T] (al
final del célculo haremos tender T' — o0). Como discutimos en la seccién
4.1, la accién SC+1 es topolégica en el sentido de que es invariante ante
transformaciones

8A = be(z,t) (5.4.9)
para variaciones ée arbitrarias tales que
8e(z,0) = be(z,T) = 0. (5.4.10)

Para construir la funcién de particién correspondiente a S©+1) fijaremos la
simetria (5.4.9) mediante el método BRST. Tenemos ast:

Zprsr[SCHY] = ' (5.4.11)
/DADbeD¢exp[—S(3+1) - Tr/ dPzdt{Q, x(F — -g—)}]
M,

donde b es un multiplicador de Lagrange y x y % son los campos fantasmas
(con nimero de Grassmann -1 y 1 respectivamente). Las transformaciones

BRST asociadas a (5.4.9) se definen como

{Q,x} =K% {Q,b}=0, (5.4.12)

donde hemos modificado las reglas usuales para introducir K~1 (obsérvese
que se respeta la nilpotencia de @)). Desarrollando el exponente tenemos

Zprst[SC] = / DADbDx D (5.4.13)
exp[—S By _ Tr/ dzdt(K'b(F — é) s xggb)]
- 2! T XA

o bien, integrando el multiplicador b,
Zprsr[SCH] = (5.4.14)
/DADxDzl)emp[—S(gH) —-Tr/ d3xdt(x z/)+ K 1FY).
M, A
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Si ahora elegimos como funcién de gauge

6Scs

F=A-K 5A (5.4.15)

obtenemos
0 828
(3+1) — v CS
ZBRST[S ] /DAdet(Bt K SA2 ) X
xexp[—Tr | d’zdi(AK A — g4l50s | K(‘SSCSV). (5.4.16)
M, 5A 6A

Comparando con (5.4.7) encontramos que

Zprst[SCY] = Zeat[Sos). (5.4.17)

Resta mostrar ahora que SG*1) es la accién cldsica asociada con la teoria
de YMT. Notemos que esta accién no es mas que un término de borde, que
se puede expresar como

SG+) = Q[T] — QI0] (5.4.18)
donde:

Q(t) = —&m /M d*zKo. (5.4.19)

Ahora bien, si definimos un campo de gauge A, en dimensién d=4 como
A, = (A;,0), se puede probar [39] que

lim (QIT] - Q[0]) = — /M a0, (5.4.20)

donde K, es la segunda clase caracteristica de Chern-Simons, ecuacién (1.4.4).
Por lo tanto, después de tomar el limite T' — oo, tenemos que

SCH) = _kr | d*z0,K*, (5.4.21)
M,

o sea que la accién SC+1) coincide con el invariante de Chern-Pontryagin:

B+ = 1—“—Tr /M d*c *F,, F*. (5.4.22)

67
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Recordando la construccién de Baulieu y Singer de la teoria de YMT que
presentamos en la seccién 1.4, se concluye inmediatamente que Zgps7[SCHY)]
es la funcién de particion de la teoria de YMT. Por lo tanto, la ecuacién
(5.4.17) afirma la equivalencia de la funcién de particién estocdstica de la
teoria de Chern-Simons y la funcién de particion BRST de la teoria de Yang
y Mills Topoldgica.

Es necesario, antes de pasar a las conclusiones, sefialar que no hemos
introducido en nuestra derivacion ni los campos fantasmas asociados a la
simetria de gauge ordinaria ni los campos fantasmas de segunda generacién
asociados a la simetria residual que vincula los parametros de la transfor-
macién de gauge con los de los difeomorfismos (5.4.9), caracteristicos de la
teoria de YMT. Los hemos ignorado a fin de presentar més claramente los
argumentos, ya que es trivial tratar la simetria completa correctamente si-
guiendo la construccién de Baulieu y Singer pero manteniendo el operador
K~ en la ley de transformacién de .

En resumen, hemos mostrado que la conexion entre las teorias de Chern-
Simons y de YMT puede ser formalmente establecida cuando se regula el
proceso estocdstico mediante la introduccién de un nicleo en la ecuacién de
Langevin. El aspecto interesante de este enfoque es que la equivalencia entre
la cuantificacién estocastica y la cuantificacion canonica ha sido probada a
todo orden.

5.5 Conclusiones

El interés despertado por las Teorias Cuanticas de Campos Topoldgicas per-
mitid, entre otras aplicaciones, establecer conexiones entre modelos de teoria
de campos en distintas dimensiones. En particular, se han conectado la teoria
de Chern-Simons Topolégica en dimensién d=3 y la teoria de Yang y Mills
Topolégica en d=4 utilizando como herramienta el método de cuantificaciéon
estocastica.

Los estudios originales [14, 15] de esta conexién fueron formales en el
sentido de que no se tuvo cuidado en la convergencia del proceso estocastico
definido para la cuantificacién de la teoria de Chern-Simons. Mds tarde [58,
59] se resolvié el problema de la convergencia siguiendo dos caminos distintos:
la introduccién de un micleo en la ecuacién de Langevin permitié alcanzar
el equilibrio correcto tanto para la teoria abeliana como las no abelianas y
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la introduccién de un término de Maxwell permitié lo mismo para la teoria
abeliana.

En el trabajo que presentamos en este capitulo [2] estudiamos cémo la
convergencia del proceso estocdstico se obtiene en la teoria de Chern-Simons
no abeliana al introducir un regulador T'r F% en la accién (seccién 2). Si-
guiendo el esquema con que Namiki et al. [55] estudiaron la equivalencia entre
la cuantificacidn estocastica y la cuantificacién candénica en la teoria de Yang
y Mills, hemos probado que el proceso estocastico efectivamente converge a
un estado de equilibrio y que en dicho estado se obtienen los propagadores
correctos para la teoria de Chern-Simons. La prueba que presentamos es
valida hasta segundo orden en teoria de perturbaciones y afirma que la parte
transversal de los diagramas estocasticos reproduce los diagramas de Feyn-
man puramente gludnicos que intervienen en la funciéon de correlacién de
dos puntos. Es interesante sefialar que las contribuciones longitudinales se
comportan igual que en la teoria de Yang y Mills pura.

Después de obtener estos resultados la pregunta que quedé abierta es si la
conexién entre las teorias de Chern-Simons y de YMT se puede establecer en
presencia de los reguladores. En la seccidon 3 hemos reanalizado las pruebas
originales y concluimos en que la conexidn es vélida utilizando la regulacién
de la seccién 2. De hecho, debido a que la accién efectiva 4-dimensional
que obtuvimos es una forma BRST exacta ain en presencia del regulador
A, ZEMI[A] define una TCCT para cualquier valor del regulador; el valor
de expectacién del tensor de energia impulso se anula y existen observables
invariantes topoldgicos independientes de A. En el limite A — oo la funcion
de particién que obtuvimos coincide con la definida por Witten para la teorfa
de YMT.

En la seccién 4 discutimos la misma conexién usando un esquema de
regularizacién alternativo, la introduccién de un nicleo en la ecuacién de
Langevin, que permite construir los propagadores de la teoria de Chern-
Simons a todo orden en teoria de perturbaciones. Si bien este procedimiento
conduce a términos no locales en la accién efectiva 4-dimensional, se arriba
a una teoria que formalmente puede ser identificada con la teoria de YMT.



Capitulo 6

Modelos del coset fermidnicos
como teorias topoldogicas

En este capitulo se presenta el tercer trabajo original de esta
Tesis, en el cual se prueba que los modelos del coset G/G definen
Teorias Cuanticas de Campos Topoldgicas a partir de su formu-
lacién fermidnica. Se establece ademas una relacién entre dichos
modelos y los sistemas BF bidimensionales.

102
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Hemos visto en la seccién 2.3 que los modelos del coset, introducidos por
Goddard, Kent y Olive [16] como modelos invariantes conformes de interés
por el valor de su carga central de Virasoro, estan relacionados con las Teorias
Cuénticas de Campos Topoldgicas (TCCTs). De hecho, la cuantificacién via
Integral Funcional de acciones construidas con términos de Chern-Simons da
lugar a una clasificacién de todas las teorias conformes racionales [10].

Recientemente, Witten [20] ha puesto de manifiesto otra relacién mu-
cho més directa entre modelos del coset y TCCTs: los modelos G/G, en su
formulacién bosénica, definen per se TCCTs bidimensionales. Este hecho
admite una interpretacidn intuitiva, ya que el acoplamiento del modelo de
Wess-Zumino-Witten (WZW) correspondiente a un grupo G a campos de
gauge en el dlgebra de Lie de un subgrupo H C G elimina grados de libertad
fisicos de la teoria [49]. El caso en que H = G deja un nimero nulo o a lo
sumo finito de grados de libertad. Mas aun, el tensor de energia-impulso del
modelo G/G se anula en la construccién de Goddard, Kent y Olive y es una
forma BRST exacta en la formulacién bosénica [49]; en todo caso, su valor
de expectacion en estados fisicos es idénticamente nulo. No es de extranar
entonces que la funcién de particién del modelo G/G sea efectivamente in-
dependiente de la métrica.

En este capitulo presentaremos el tercer trabajo original de esta Tesis 3],
en el cual discutimos el caracter topoldgico de la formulaciéon fermidnica de
los modelos del coset G/G. En el curso de este trabajo encontramos ademads
que, en el caso abeliano G = U(1), la funcién de particién del modelo del
coset coincide con la del sistema BF abeliano (ver seccién 1.3). En el caso
en que el grupo G es no abeliano no se arriba a la misma conclusién; sin
embargo, el modelo del coset G/G provee en este caso una extensién natural
de los sistemas BF no abelianos bidimensionales.

Para mayor claridad, presentaremos por separado el caso abeliano en la
seccién 1. El caso no abeliano serd tratado en la seccion 2. En la seccidén 3
discutiremos una segunda supersimetria (aparte de la invarianza BRST) que
caracteriza la accién cuantica del caso abeliano. En la seccidén 4 resumiremos
las conclusiones del capitulo.
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6.1 El modelo U(i)/U(l)

En esta seccion estudiaremos un caso particular de la realizacién fermiénica
del modelo del coset, presentada en general en la seccién 2.2. El caso de in-
terés es el coset U(1)/U(1), en el que se constrifie la dnica corriente fermidnica
de una teoria de fermiones de Dirac libres en la representacién fundamental
del grupo U(1) definida sobre una variedad bidimensional M sin borde. El
objetivo de este estudio es mostrar explicitamente que la funcién de particién
de la teoria no depende de la métrica g,, que se defina sobre la variedad M.
Dicha funcién de particién estd dada por la ecuacién (2.2.21), que repetimos
por comodidad:

Zoopw = [ DIDIDAexs(- [ Eaailipe A0 (611)

En esta ecuacién ¥ (1) es un espinor de Dirac (conjugado) y A4, es un campo
de gauge en el dlgebra de Lie de U(1); g es el determinante de la métrica
guv- Desde luego, es necesario fijar la simetria de gauge para dar sentido a
la integral funcional sobre A,.

Es bien sabido que el determinante fermidnico que aparece al integrar
sobre 1 y 1 en (6.1.1) se puede resolver exactamente [77] en dos dimensiones.
La férmula explicita es

' 1
det(1d+ 4) = emp[————/ d*ze* F,,) x det 19, (6.1.2)
47 M
donde A, y ¢ estan relacionados por la descomposicién:
1
At = —e* 0,0 + 0%y (6.1.3)
V9
(con € = —¢!® = 1). Debe observarse que el exponente en (6.1.2) es una
forma cuadratica sencilla en ¢ ya que
1
" F,, = —0ep. (6.1.4)

27

Serad conveniente sin embargo trabajar en términos de A,. Podemos line-
alizar la dependencia del determinante fermiénico en el campo de gauge si



6. Modelos del coset fermidnicos . .. 105

introducimos un campo escalar ¢ a través de la identidad
1 1
D I 0O d2 o iy 2 —
/ $exp( SW/qu b/gd%z M/Me F,,¢d*z)
1 1
det"iDe:cp[——/ d’ze" F,,¢), (6.1.5)
47 M

con lo cual el determinante fermidnico se expresa

det(ip+ f) = ddit_z_’a / Depexp(—— / $06,/gd*
1 [
arel L ddi). (6.1.6)

Es importante destacar que ¢ es ahora un campo independiente de A,. Los
determinantes en el segundo miembro de (6.1.6) corresponden a las funciones
de particién de fermiones de Dirac libres (en el numerador) y de bosones li-
bres (en el denominador), ambas en una variedad curva (o en presencia de
un campo gravitatorio externo). Debido a la conexidn bosén-fermién en d=2
dimensiones, estas teorias son equivalentes y las funciones de particion son
iguales. Para decirlo en forma rigurosa, podemos, sin pérdida de generalidad,
dar la expresién de dichas funciones de particién en una métrica conforme-
mente plana g,, = exp(0)d,.:

det™20 = det i = exp(Si[o]), (6.1.7)

donde Sp, es la accidon de Liouville
Sc(o) = 12?(_ dzx\/—( g"*0,00,0 + exp(20)) (6.1.8)

para el campo escalar o [78] (en (6.1.8) hemos eliminado constantes indepen-
dientes de la métrica irrelevantes para establecer el cardcter topoldgico de la
teoria).

Una vez integrados los fermiones podemos escribir la funcién de particién
del modelo del coset como

Zyywa) = /DA#'qu'DE'DCD?TeIBp(——Sq), (6.1.9)
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donde la accién cuantica S, toma la forma
S, = —1—/ ¢0¢\/gd’z + —1—/ e F,, ¢d°z
¢ 87 M 4 M .
+ / (@, G4 5. (6.1.10)
M

En estas expresiones hemos implementado el fijado de gauge con la condicién
G[A] = 0 siguiendo el procedimiento BRST. Los campos ¢ y ¢ son los cam-
pos fantasmas (con nimero de Grassmann 1 y -1 respectivamente), = es un
multiplicador de Lagrange y el operador BRST @ asociado a la simetria de
gauge U(1) se define segun las transformaciones

{Q’A#} = —aﬂ-c {Qac} =0
{Q.c} = {Q,7}=0 (6.1.11)
{@,¢}=0

Por simplicidad, adoptaremos un gauge axial y trabajaremos en coorde-
nadas de cono de luz; la condicién de gauge es entonces

G[A] = A- =0, (6.1.12)
de forma tal que los términos de fijado de gauge se reducen a
{Q, E+A_} = 7('+A_ = E+a_c. (6113)

Es facil ahora probar por calculo directo que la funcién de particiéon no
depende de la métrica g,,. Escribamos para ello la accién cuantica en el
gauge elegido:

1
5= [ (gromeva+

1 e”
4n\fg
La integracién de los campos fantasmas da como determinante de Faddeev-
Popov detd_. Luego la integracién sobre el multiplicador de Lagrange =

fuerza la condicién de gauge dando un factor 6(A_), con lo cual la integracién
sobre A_ es ahora trivial y se obtiene

Fo¢+miA_ —:0-¢c)\/gd’z. (6.1.14)

Zu)u) =
deta_/’DA_l.'DqSexp(—siw/ (¢0py/g —40_A,¢)d’z). (6.1.15)
M
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Conviene ahora efectuar la integracién sobre A,, que impone la condicién
J_¢ = 0. El laplaciano en el término restante se anula idénticamente con esa
condicién, por lo que se obtiene finalmente

ZU(I)/U(I) = det 0- /D¢5(a_¢) = 1. _ (6.1.16)

Con esto hemos probado que la funcién de particiéon Zy(1),u) es indepen-
diente de la métrica, o sea que el modelo del coset U(1)/U(1) define una
TCCT. Quizads no sea redundante repetir que hemos ignorado en nuestro
célculo varios factores, pero sélo en el caso en que son independientes de la
métrica. En otras palabras, la funcion de particion en ausencia de fuentes
externas siempre es un nimero que puede ser normalizado a 1; lo que hemos
probado es que dicha normalizacién no cambia ante variaciones de la métrica

de la variedad M.

Podemos llegar al mismo resultado de una manera mas elegante mostran-
do que la funcién de particién (6.1.9)-(6.1.10) coincide con la de un sistema
BF abeliano en d=2 dimensiones (ver seccién 1.3). Para hacerlo es suficiente
hacer el siguiente cambio de variables

A, — A+ geww (6.1.17)

en (6.1.9), que siendo una traslacién deja invariante la medida de integracién
funcional. Después de este cambio Zy(;),u() toma la forma:

ZU(l)/U(l) = /DA#DqﬁDE'DC'DW

exp(—%r/Me“"Fm,.quzx—/M{Q,EC;’[ALL]}\/ﬁdZ:c), (6.1.18)

que es exactamente la funcién de particién del sistema BF para un campo
escalar ¢ (en lugar de B en la seccién 1.3) y una 1-forma A con accién cldsica

1
— e uv 2
SBF— 4WA46 F,wgédx (6.1.19)

y los términos adecuados para el fijado de gauge con la condicién G[A] =0
(es interesante notar que si se trabaja en el gauge de Landau la funcién de
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gauge G[4,] = ﬁ@u(\/_&A“) no se altera ante el cambio (6.1.17)). Hemos
probado entonces que

Zya)wa) = ZBF- (6.1.20)

Hemos visto en la seccién 1.3 que la funcién de particién de un sistema BF
abeliano es una cierta potencia de la torsion de Ray-Singer de la variedad en
la que estd definido. Si la dimensién de la variedad es par, como en nuestro
caso, dicha torsién vale 1, lo cual es consistente con nuestro resultado (6.1.16).

6.2 El caso no abeliano

Vamos a extender ahora los resultados de la seccién anterior al caso de
un grupo de Lie compacto no abeliano G. El determinante fermiénico que
aparece al integrar sobre v y ¥ en la funcién de particién (6.1.1) toma ahora

una forma menos sencilla, que en el gauge de cono de luz A_ = 0 se escribe
[66, 79]:

det(i@+ A) = exp(I[h]) x det i d, (6.2.1)
donde h es un campo que toma valores en G, relacionado con A, segin

Ay = b0k, (6.2.2)

e I[h] es la accién de WZW (2.1.1), que volvemos a escribir aqui en métrica
euclidea:

1

I[h] = S—WTr/Mdzx\/Ea“h_lauh—l-

L / Py b1 8,k 0,hh " O,h. (6.2.3)
127 B
En esta expresién las coordenadas z* (i=1,2) describen la variedad M y
una tercer coordenada t €[0,1] describe el interior de B. Asi h(z,t) es una
extensién de h(z) a la variedad B tal que h(z,1) = h(z) y h(z,0) = ¢, el
elemento unidad de G.

La dependencia del determinante fermiénico (6.2.1) es altamente no li-
neal, pero puede ser linealizada, como en el caso abeliano, introduciendo un
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nuevo campo ¢ € G en la teoria. Si reescribimos la identidad de Polyakov-
Wiegmann [52] (2.3.15) como

1
I[hg] = Ilg]+ I[A] = T /M h~10,hO_gg~ d*z (6.2.4)

es inmediato obtener

/Dg exp(—I[g] + 4%% /M(h'13+h3-gg"1)d2$ =
exp(I[R]) Zwzw (6.2.5)

donde Zwzw es la funcidén de particién del modelo de WZW en la variedad
M,

ZWZW = /'Du exp(—I[u]). (626)

Utilizando (6.2.5) y (6.2.1) podemos escribir el determinante fermiénico en
la forma

det(ig+ A) = (6.2.7)
.f;ﬁ;f / Dy exp(~I[g] + 117 / (A4+0-g97")d"z) (6.28)

El argumento de la exponencial en el segundo miembro es la accién del modelo
de WZW gaugeado con nivel 1 en el gauge axial A- = 0; de hecho, si no
hubiéramos utilizado ninguna condicién de gauge habriamos arribado a la
accién del modelo de WZW gaugeado completa [80].

El determinante det i@ que aparece en (6.2.7) corresponde a la funcién de
particién de fermiones de Dirac libres en la representacién fundamental de G,
en tanto que Zwzw es la funcién de particién de la teoria bosdnica equiva-
lente. Utilizando la conexién bosén-fermién no abeliana en dos dimensiones
se puede mostrar [81) que dichas funciones de particién coinciden,

det 2@ = Zwzw (6.2.9)

y la expresién final para el determinante fermiénico es

det(ig+ A) = /Dg exp(—I[g] + 4%Tr/M(A+B_gg'1)d2x). (6.2.10)
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La funcién de particién del modelo del coset G/G, una vez fijado el gauge
axial, se escribe entonces

Zeic = /DA+DA_’DgDE+DcD7r+ exp(—S;) (6.2.11)
donde
1
S, =I[g] - ——Tr/ (AL0_gg ) d*z +Tr/ {Q,e+A_}\/9d*z(6.2.12)
4r M M

Las transformaciones BRST que definen los términos de fijado de gauge
corresponden a la simetria de gauge del modelo de WZW gaugeado (ver
ecuacién (2.2.12)), como remanente de la simetria de gauge del modelo
fermidnico original (ver ecuacién (2.2.23)). La accién del operador @ so-
bre los campos se da en las reglas siguientes:

{@,Au} = —Duc {Q,c} = 3[c,d]
{Q,e4} =4 {Q,me} =0 (6.2.13)
{Q,g} = —[g’c]

donde tanto los campos fantasmas ¢ y ¢, como el multiplicador de Lagrange
74 toman valores en el dlgebra de Lie de G. La forma explicita de S, es

1
S, =Ilg] — ETT‘ /M(A+6_gg_1)d2:v+

/ (r4 A — &, D_c)\/Gds. (6.2.14)

Como en el caso abeliano, podemos ahora resolver la integral funcional
en (6.2.11) formalmente de manera sencilla. En primer lugar, la integracién
sobre los campos fantasmas da det D_ como determinante de Faddeev-Popov.
Luego la integracién sobre el multiplicador 7 implementa la condicion A_ =
0 a través de una funcional delta. La integracién sobre A_ es asi trivial,
dejando en particular det D_ = det 0_. Después de estos pasos nos queda
por resolver

Zg/6 = /DA+Dg det 0_ exp(—I[g]—i—zll?Tr/ A,8_gg~'d*z).(6.2.15)
M

El campo A, actda en (6.2.15) como un multiplicador que impone la
condicién 8_gg~! = 0 en cada punto de la variedad M. Obviamente se puede
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elegir una extensién de g(z) al interior de B consistente con esta condicién y
con g(z,0) = e tal que 0_gg~' = 0 en cada punto de B. Seglin esta discusién
la funcional de WZW I[g] se anula en el soporte de §(0-gg™') y la funcién
de particién resulta

26/ = det 0 /Dg §(0-gg71). (6.2.16)

La integracion sobre g se entiende mads claramente escribiendo g = exp(a)
(con a en el dlgebra de Lie de G) e integrando sobre a (este cambio de
variables no lleva jacobiano, sino que caracteriza la medida funcional de Haar
para la integracién sobre elementos de un grupo de Lie). Dado que

6(0-gg7*
’L'é—a'—lla_gg—l=o — 8_ (6217)

podemos escribir

6(0_gg™") = (det 8-)7"6(e), (6.2.18)
y llegamos al resultado final

Zeie =1 (6.2.19)

Hemos probado entonces, como en el caso abeliano, que Zg/¢ es indepen-
diente de la métrica de la variedad M (la prueba se deberia extender a un
gauge arbitrario sin dificultad).

Es importante resaltar el punto en el que fue crucial esta.r considerando
el modelo G/G. Si se trabaja con el modelo del coset G/H con H # G se
puede representar el determinante fermidnico en la forma (6.2.1) con h € H o
en la forma (6.2.7) con A4 en el dlgebra de Lie de H. Sin embargo, mientras
Zwzw corresponde a campos bosdnicos en H, el determinante fermidnico
libre atin corresponde a fermiones de Dirac en la representacién fundamental
de G por lo que dichos factores no se cancelan. En ese caso la funcién de
particién del modelo del coset resulta dependiente de la métrica.

Vamos a discutir ahora el anidlogo no abeliano de los pasos que nos per-
mitieron conectar el modelo del coset U(1)/U(1) con el sistema BF abeliano.
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Después de un poco de élgebra, la accién cuantica S, en (6.2.12) se puede
escribir como

1
= | s /dtTr “1(z,4)dug(z, 1)

9-(g~ ($,t)A+($)g($,t) +97'(2,1)049(z,1))] +
TTA{Q,E+A_}J§d2$, (6.2.20)

Sq =

donde la integral en el primer término se extiende sobre B (g(z,t) es la
extensién del campo g que se usa para definir la funcional de WZW). Si se
define un campo Ai(z,t) sobre B segin

1‘1+($, t) = g—l(ma t)A+((I7)g(:IJ, t) it g_l(xa t)&,g(:c,t) (6221)

(comparar con la transformacién (6.1.17) reemplazando g = expt¢ y notando
que en una métrica conformemente plana dy = ﬁ@“) se puede expresar la

accién S, como

S, = 417r Pz /dtTr[a_A+(:v 197 (z, 8)0:9(2,1)]
Tr / (Q,2,A_} 5. (6.2.22)
M

Aunque en esta expresién aparecen campos definidos sobre B, es claro que el
valor de S, depende sélo de los valores de los campos sobre M, como se ve en
(6.2.12). Podemos tratar entonces a S, como funcional de A, (z,1) y cambiar
variables en la integral funcional (6.2.11) que define la funcién de particién
del modelo del coset G/G. Se desprende de (6.2.21) que el jacobiano asociado
al cambio de variables de A, (z) a AL(z,1) es trivial, con lo cual

Za/c = / DA,DA_DgDé, DcDr, exp(—S,) (6.2.23)

con S, dada por (6.2.22). La expresién de A, (z,t) en términos de las nuevas
variables de integracién es

Ay(z,t) = u (2, t) Ay (2, Du(z, t) + v (2, t)0:(z, Du(z,t)  (6.2.24)

con u(z,t) = g~(z,1)g(z, t).
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Aunque las variables relevantes de esta teoria tomen valores en la variedad
M, el primer término de (6.2.22) estd intrinsecamente construido como una
integral en una variedad 3-dimensional; como en la accion de WZW, no es
posible reducir este término a una integral sobre el borde M. Resulta claro
entonces que no se puede establecer una conexién entre el modelo G/G no
abeliano y un sistema BF tal como éstos fueron presentados en la seccién 1.3.
Sin embargo, si comparamos la expresién (6.2.22) con la forma que tomaria

la que obtuvimos en el caso abeliano (ecuacién (6.1.18)) en el gauge A_ =0,
vemos que tiene sentido proponer

S = S’BF + TT/ {Q,E+A_}\/g—d2x (6.2.25)

M

y definir

- 1 1 .

Sor=— [ &2 / G Tr[O_ A, (z,0)9~ (2, 1)dug(2, )] (6.2.26)

4 M 0

como una extension natural de los sistemas BF abelianos en dimensiéon d=2.
Con esta interpretacién no sélo obtenemos

Zg/6 = Zpr =1 (6.2.27)

sino que seguimos un camino paralelo al que extendié con éxito las reglas
de bosonizacién del caso abeliano al no abeliano [42]. Tanto en el proce-
dimiento de bosonizacidén como en nuestra construccién los objetos bésicos
en el caso no abeliano se construyen a partir de elementos g del grupo de
simetria y es necesaria una extensién de la variedad bidimensional original
M a una bola B a fin de obtener una expresion cerrada para los lagrangianos
(ecuaciones (6.2.3) y (6.2.26)). Se puede concluir que la versién no abeliana
de los sistemas BF que se discute en la literatura (ecuacién (1.3.4)), cons-
truida con elementos del dlgebra de Lie de G, es la contrapartida de tomar
Tr [ 8,40*¢d*z como la forma bosonizada de la teoria fermiénica bidimen-
sional con grupo de simetria G. Es bien sabido que dicho procedimiento no
respeta la simetria completa del sistema fermionico.

En vista de la conexién hallada en el caso abeliano entre el modelo del
coset U(1)/U(1) y el sistema BF bidimensional, preferimos considerar a la
accién Sgr como la extensién natural de los sistemas BF no abelianos en dos
dimensiones. La forma de dicha accién en un gauge arbitrario deberia ser

1
Sop L / i / it T r{ g™ (z,8)019(, 1) (6.2.28)
4 Ju 0
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donde F,, es la curvatura (en superficies t=constante) de un campo A,
definido como

Az, t) = g7z, ) Au(2)g(2,t) + /ewg (2, 1)0 g(z, t). (6.2.29)

El estudio cuidadoso de la cuantificacidon de esta accidén y la construccién de
invariantes topolégicos queda como una perspectiva abierta.

6.3 Supersimetrias del modelo del coset G/G

Para concluir con este trabajo vamos a discutir una segunda supersimetria
que, aparte de la simetria BRST, se manifiesta en la accién cuantica S, del
caso abeliano.
Comenzamos por escribir la forma que toma la accién (6.1.10) si se elige
el gauge de Landau
1

\—/_EBM(\/gA“). (6.3.1)

Utilizando las transformaciones BRST (6.1.11) se llega facilmente a la ex-
presion

1 , 1 ,
— a = nv
S &x /M¢ $/gd’z + 4r /M ¢ Fugdat

L #) —eOc %z
+/M(7rﬁ L(v/gAY) — €0c)/gd°z. (6.3.2)

G[AL] =

Siguiendo a Soda [82] en su anilisis de la teoria de Maxwell bidimensional
definimos un operador nilpotente Q* segun las transformaciones:

{Q*ﬁAIL} = —\/-g_fuuayc {Q*,C} = 0

(@8} = —5 {Q", ¢} =0 (6.3.3)
{Q*,ﬂ'} =0
Por calculo directo se observa que no sélo
{@, S} =0 (6.3.4)

sino que S, también es invariante ante la accion de Q™

{Q", 8.} =0 (6.3.5)
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En efecto,
NET I 1 V .
(@5 [ P Fug) =~ [ Eose0,(Fand®)  (636)
o bien
1
@ [ o Fud) =5 [ Vadasoe (637

Por otra parte,

. f0ct = — =
{Q, /M Vgd'zeOe} = —— /M Vadizgtc ' (6.3.8)

y los términos restantes son invariantes por separado. Ademas, ambas sime-
trias definen cohomologias compatibles, ya que

{@,Q"}=0. (6.3.9)

Los operadores () y @* permiten escribir la accién S; como suma de
un término independiente de la métrica (que coincide con Sgr) y términos
Q-exactos o (J*-exactos:

S, = 4i / Pz Fod+ {0, V) +{Q", W), (6.3.10)
T Arn Jy
donde
V = [,,d*z2,(\/gA*), W = —3 [, /9d*zc0é. (6.3.11)

En términos de las funcionales V' y W podemos escribir

1 8Zvaywe) _ <{Q

oW
>+ < {Q7, - 6.3.12
Zywywa) 09w 5 Q 59;“/} ( )

Hemos mostrado en la seccién 1 que el primer miembro es cero, lo que mani-
fiesta el cardcter topoldgico del modelo, en tanto que el valor de expectacion
del conmutador BRST del segundo miembro es nulo en estados fisicos. Luego
concluimos en que

<@ 5

(6.3.13)
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Es interesante comparar este hecho con los resultados de Soda [82]. En la
teoria de Maxwell bidimensional, que no es en principio una TCCT [83,
84, 85], es consistente reducir el espacio de estados fisicos imponiendo si-
multdneamente la condicién BRST Q| fis) = 0y la condicién extra Q*|fis) =
0 (las condiciones de consistencia son justamente (6.3.5) y (6.3.9)). En ese
espacio reducido la accién de Maxwell define una TCCT, como se deduce
ahora de (6.3.12) usando que los valores de expectacién de conmutadores
@* se anulan en los estados fisicos. Por el contrario, en el modelo del coset
U(1)/U(1) hemos mostrado que el cardcter topoldgico del modelo implica la
anulacién de (6.3.13) sin restringir el espacio de estados.

Mencionamos finalmente que los pasos que llevan a la ecuacién (6.3.12)
pueden repetirse sin dificultad utilizando variables de Fujikawa para hacer
explicita la independencia de las medidas de integracién respecto de la métri-
ca [26].

6.4 Conclusiones

En este capitulo hemos mostrado que los modelos del coset G/G, en su
realizacién fermidnica, son modelos topoldgicos: su funcién de particién es
independiente de la métrica que se utilice sobre la variedad bidimensional M
en la cual se define el modelo.

Si bien hemos recurrido esencialmente a la equivalencia con la realizacion
bosénica del modelo del coset, es importante haber establecido que el mo-
delo de fermiones totalmente constrefiidos define una TCCT como medio de
obtener nuevas representaciones de invariantes topolégicos de la variedad M
en términos de funciones de correlacion de operadores fermidnicos. Desde el
punto de vista de la Teoria de Campos es interesante la conexion del mode-
lo del coset G/G con el limite de acoplamiento fuerte de QC D,, ya que se
presenta la perspectiva de analizar la teoria de Yang y Mills (bidimensional)
con materia utilizando herramientas de TCCTs.

En el desarrollo de este trabajo encontramos una equivalencia entre la
funcién de particién del modelo del coset U(1)/U(1) con la del modelo BF
abeliano. Una relacién andloga no se consigue entre el modelo del coset G/G
y los modelos BF no abelianos usuales. Guiados por la extension del primer
resultado y por un fuerte paralelismo con los procedimientos de bosonizacién
no abeliana, hemos propuesto una nueva clase de modelos BF no abelianos
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en variedades bidimensionales sin borde. Consideramos de interés completar
el estudio de dichos modelos.



Conclusiones

En esta Tesis hemos presentado trabajos originales en el area de las Teorias
Cuénticas de Campos Topoldgicas (TCCTs). En lineas generales, analizamos
la construccion de TCCTs en variedades de dimensidén n+41 mediante la
cuantificacion estocdstica de modelos de teoria de campos en dimensién n
y estudiamos el cardcter topoldgico de los modelos del coset G/G en su for-
mulacién fermidnica.

Resumiremos aqui los resultados obtenidos en los capitulos 4, 5 y 6.

La funcién de particién estocastica de una teoria de campos definida sobre
un espacio-tiempo euclideo curvo de dimension n se puede interpretar como
la funcién de particion de otra teoria de campos en dimension n+1, si se trata
al tiempo estocastico como una nueva coordenada fisica. La teorfa n+1 di-
mensional resultante retine todas las caracteristicas de una TCCT. Siguiendo
esta idea atacamos la cuantificacién estocastica de la teoria de Wess-Zumino-
Witten con grupo de simetria G en dimensién d=2; propusimos una ecuacién
de Langevin en término de coordenadas en el algebra de Lie de G y cons-
truimos la funcién de particidn estocastica. Después de algunos cambios de
variables y el tratamiento cuidadoso de los jacobianos asociados logramos
identificar dicha funcién de particién estocastica con la funcién de particién
BRST de la teoria de Chern-Simons Topoldgica en tres dimensiones, bajo
una determinada eleccién de la funcién de gauge [1]. Las mismas teorias
habian sido conectadas siguiendo otro camino {7, 51]: la funcién de particién
de la teoria de Chern-Simons Topoldgica puede ser reducida a una integral
funcional sobre campos en una variedad de dimensién d=2 cuya accién efec-
tiva es la de Wess-Zumino-Witten. Podemos decir que este resultado y el
nuestro se complementan, conectando las teorias en uno y otro sentido.

La técnica estocastica permite también conectar la teoria de Chern-Si-
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mons Topoldgica con la de Yang y Mills Topoldgica en d=4 {14, 15]. Como
mencionamos en la introduccién, los estudios originales de esta conexién no
fueron cuidadosos con la convergencia al equilibrio del proceso estocéastico
utilizado en la cuantificacién. Consideramos de interés buscar una forma
de regular la convergencia de dicho proceso que permitiera reformular la
conexion. En el capitulo 5 mostramos que la introduccién de un término de
Yang y Mills en la accién de Chern-Simons hace que la ecuacién de Langevin
mas sencilla defina un proceso estocastico con un buen estado de equilibrio
[2]. Més concretamente, probamos que el propagador que se obtiene tomando
la parte transversal de cada linea de los diagramas estocasticos reproduce el
resultado estandard de la teoria de Chern-Simons una vez que se elimina el
parametro del regulador, al menos hasta segundo orden en el calculo pertur-
bativo. Por otra parte, encontramos que las contribuciones longitudinales al
propagador son exactamente las mismas que aparecen en la teoria de Yang
y Mills pura. Se ha probado que en el ultimo caso la parte finita de los
diagramas con lineas longitudinales reproduce los efectos de los campos fan-
tasmas en la formulacién candnica [55]; estos resultados se deben aplicar sin
modificaciones a nuestro estudio.

Una vez probada la convergencia del proceso estocastico, rehicimos con
éxito la prueba de la conexién entre las TCCTs de Chern-Simons y de Yang
y Mills en presencia del regulador. En una etapa intermedia de la prueba
obtuvimos ademas una TCCT en cuatro dimensiones del tipo de la de Yang
y Mills: su accién cudntica difiere de la propuesta por Witten [6] sélo en
términos que dependen del parametro de la regulacién y que se pueden ex-
presar como una forma BRST exacta.

Es importante destacar que los invariantes topoldgicos que permite calcu-
lar la teoria de Yang y Mills Topoldgica pueden ser expresados, via la conexion
que obtuvimos, como valores de expectacién estocasticos de observables cons-
truidos en la teoria de Chern-Simons. Este resultado, probado formalmente
en la referencia [15], reviste interés practico recién después de nuestros resul-
tados, ya que los valores de expectacion estdn ahora bien definidos.

En general, la idea subyacente al estudio de la conexién entre teorias de
campos en dimensién n y n+1, ligada a la muchas veces explotada “reduccién
dimensional”, es la de utilizar el conocimiento de un modelo en una dimensién
dada para calcular observables en otro. Asi el conocimiento de los invariantes
de Donaldson en la teoria de Yang y Mills Topoldgica en d=4 permite, en
principio, obtener informacién sobre lazos de Wilson en la teoria de Chern-
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Simons en d=3 a través de la conexién que mostramos en esta Tesis. De
la misma manera, el estudio de estos ultimos provee informacién sobre los
bloques conformes de las teorias conformes bidimensionales, a través de la
conexion entre la teoria de Chern-Simons y la de Wess-Zumino-Witten. Un
aspecto remarcable de nuestro trabajo es entonces la posibilidad de utilizar
resultados de TCCTs en el estudio de teorfas que no lo son (como la de
Wess-Zumino-Witten) via técnicas de cuantificacién estocistica.

La otra linea de estudio en la que hemos obtenido resultados [3] se refiere
a los modelos del coset G/G. Analizamos la realizacién fermidnica de dichos
modelos tanto en el caso abeliano como en el no abeliano y encontramos
por calculo directo que las funciones de particién no dependen de la métrica,
por lo que definen TCCTs. Resulta de interés la construccién de invariantes
topoldgicos a partir de funciones de correlacion fermidnicas.

En el caso abeliano logramos identificar la funcién de particién del mo-
delo del coset U(1)/U(1) con la del sistema BF bidimensional; esta conexién
prueba automadaticamente el cardcter topoldgico del primer modelo. En el
caso no abeliano es natural no esperar la misma identificacién, en vista de
los resultados conocidos de bosonizacién no abeliana en dos dimensiones:
la accién de la teoria bosénica equivalente a un sistema de fermiones con
simetria no abeliana no se puede escribir como una integral sobre la variedad
bidimensional original, sino que hace falta extenderla mediante una nueva
coordenada para escribir el término de Wess-Zumino [42].

Motivados por la conexién establecida en el caso abeliano y por la analogia
de nuestros célculos con la equivalencia boson-fermion en dos dimensiones,
propusimos un nuevo tipo de sistema BF no abeliano en bidimensional. La
funcién de particién de este modelo coincide con la del modelo del coset
G/@G, es independiente de la métrica y se reduce al modelo BF usual en el
caso abeliano G = U(1).

Una perspectiva interesante del modelo propuesto es la construccién de
una teoria de gravedad cudntica en d=2 dimensiones. De hecho, el modelo
BF no abeliano usual es equivalente al modelo de Jackiw y Teitelboim de
gravedad en d=2 si se elige adecuadamente el grupo de gauge (1SO(1,1),
S0(2,1) o SO(1,2)) y se identifican las componentes del campo de gauge
con los campos gravitacionales (zweibeins y conexién espinorial) [86]. Como
se desprende de nuestro trabajo, la extensién del modelo BF que presentamos
tiene una estructura mucho maés rica que el usual (en el mismo sentido que el
modelo de Wess-Zumino-Witten tiene una estructura mas rica que la accién
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[ d*z0,¢°0*¢* como extensién naive de la accidn bosénica abeliana). La
aplicacion del modelo que proponemos posibilita entonces la obtencién de
resultados de interés en el marco de la gravedad bidimensional. Cabe destacar
que, ademas de ser un modelo de ensayo para la mejor comprensién de teorias
realistas de gravedad en cuatro dimensiones, la gravedad bidimensional es un
problema central en el contexto de la teoria de cuerdas.

Las TCCTs han probado ser una herramienta poderosa para el estudio
de geometria y topologia en variedades de distintas dimensiones, a la vez que
ofrecen perspectivas atrayentes y desafios importantes desde el punto de vista
fisico, especialmente en la descripcion de la gravedad cuantica y unificacion
de interacciones. Hay mucho por hacer en este terreno.
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