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Introducción

En esta Tesis presentaremos trabajos originales desarrollados en el contexto de las Teorías Cuánticas de Campos Topológicas (TCCTs). En una primera etapa estudiaremos la construcción de TCCTs en variedades de dimensión n a partir de la cuantificación estocástica de modelos definidos en variedades de dimensión n-1. En particular, daremos una construcción de la teoría de Chern-Simons Topológica a partir de la teoría de Wess-Zumino-Witten [1]. Daremos además una prescripción correcta para cuantificar estocásticamente la teoría de Chern-Simons no abeliana y probaremos que con ella se puede reformular la construcción formal existente de la teoría de Yang y Milis Topológica [2]. En una segunda etapa analizaremos los modelos del coset 
G/G. Probaremos que la realización fermiónica de dichos modelos define una TCCT y encontraremos una conexión entre ellos y los sistemas BF en dos dimensiones [3].En esta introducción presentaremos el contexto en el cual se ubican los trabajos mencionados.

Es conocida la profunda interacción que ha tenido lugar entre la Física y la Matemática a lo largo del tiempo. Más allá de que la Matemática haya provisto de herramientas a la Física o que ésta haya brindado motivaciones a la primera, es innegable que muchos grandes avances han sido simultáneos y que la estructura de conceptos matemáticos ha servido de guía en la formulación de teorías físicamente significativas.El área de la Matemática de interés en esta Tesis, la topología, hizo su primer contribución a la Física teórica en la década del 30, cuando Dirac mostró que los monopolos magnéticos son consistentes en mecánica cuántica sólo si su carga está cuantificada; dicha carga es un número topológico que caracteriza al campo electromagnético. En lo que respecta a la teoría cuántica 
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Introducción 2
de campos, fue recién en la década del 70 que la topología ocupó un papel relevante, cuando se estableció que la anomalía axial se puede describir en términos de la densidad de Chern-Pontryagin. Problemas que se habían considerado casi insuperables fueron resueltos con técnicas que explotaron aspectos topológicos de las configuraciones de campos. Un ejemplo importante es el problema L7(l), es decir la ausencia de un bosón de Goldstone asociado a la ruptura espontánea de la simetría í/(l) axial de QCD. La solución de este problema se encontró en términos de correcciones a la integral funcional debidas a los modos cero que, según el teorema del índice de Atiyah y Singer, posee el operador de Dirac en presencia de instantones.Podemos decir que las TCCTs son la etapa más reciente de esta interacción. Si bien el origen de las mismas se remonta a un trabajo de Schwarz [4] de fines de la década del 70, fue con los trabajos de Donaldson [5] y Witten [6, 7, 8, 9] que se pusieron de manifiesto sus múltiples aplicaciones tanto en Física como en Matemática.El trabajo desarrollado por Donaldson es de orientación netamente matemática, pero se basa en herramientas que atrajeron antes el interés de los físicos. En efecto, Donaldson estudió la geometría y la topología de variedades de cuatro dimensiones a partir del análisis de fibrados vectoriales definidos sobre ellas. En particular, caracterizó invariantes topológicos en términos de la existencia de soluciones de la ecuación de autodualidad de Yang y Milis, en el mismo sentido que las soluciones independientes de la ecuación de Laplace caracterizan variedades bidimensionales. Es claro el papel que desempeñan estos conceptos en la Física de Partículas, donde la variedad de cuatro dimensiones es el espacio-tiempo, los fibrados vectoriales son los campos de gauge y las soluciones de la ecuación de autodualidad, los instantones, han sido utilizados para dar respuesta a importantes problemas: el problema £7(1), modelos de confinamiento de quarks, el ángulo Θ de vacío, etc.Los trabajos de Witten persiguieron el objetivo de construir teorías cuánticas que engloben y generalicen resultados que, como los de Donaldson, sean capaces de aprovechar conocimientos de teoría clásica de campos en la descripción de la geometría y topología de distintas variedades. Las teorías que presentó en 1988, conocidas en general como TCCTs, no sólo cumplieron con este objetivo sino que han encontrado importantes aplicaciones desde el punto de vista físico.La teoría de Yang y Milis Topológica [6] fue presentada como una teoría 



Introducción 3
cuántica de campos cuyos observables describen los polinomios de Donaldson, invariantes topológicos de variedades de dimensión d=4. Además de reproducir estos resultados en forma natural, Witten conectó la teoría de Donaldson en variedades con borde con la teoría de Floer (que describe invariantes topológicos en variedades de dimensión d=3) sobre el borde mediante el estudio de las condiciones de contorno de la integral funcional.Otro tema importante de topología que ha sido de utilidad en Física es la teoría de nudos en variedades tridimensionales. De hecho, los invariantes topológicos asociados a nudos y trenzas están íntimamente conectados con la descripción de sistemas bidimensionales (o 1+1 dimensionales) tanto en teorías conformes como en mecánica estadística. Es bien sabido que las teorías de campos conformes describen el comportamiento de sistemas estadísticos bidimensionales en la vecindad de un punto crítico donde sufran transiciones de fase de segundo orden. La descripción de esta correspondencia se hace naturalmente en términos de trenzas y nudos (que representan gráficamente el contenido algebraico de ambas teorías, el álgebra de Yang- Baxter). Más aún, el espacio de bloques conformes, que determina todas las funciones de Green de las teorías conformes bidimensionales, forma un espacio de representación del grupo de trenzas. Es interesante destacar que también desde el punto de vista matemático la teoría de nudos en tres dimensiones siempre fue estudiada mediante tratamientos bidimensionales, como proyecciones y cortes.La TCCT que abarca estos problemas es la teoría de Chern-Simons Topo- lógica [7]. La misma fue presentada por Witten como una teoría cuántica de campos que permite construir y generalizar los polinomios de Jones (invariantes topológicos asociados a la teoría de nudos) como valores de expectación de líneas de Wilson. Esta teoría no sólo dio lugar a la primer descripción intrínsecamente tridimensional de la teoría de nudos, sino que brindó un enfoque tridimensional que unifica una gran variedad de resultados de teorías conformes bidimensionales. De hecho, se ha probado [10] que cada teoría de campos conforme racional es equivalente a una teoría de Chern-Simons Topológica, dada una elección adecuada del grupo de gauge y las constantes de acoplamiento.Aparte de lo ya señalado, el estudio de la teoría de Chern-Simons Topológica ha permitido una mejor comprensión de las teorías en las cuales el término de Chern-Simons es parte de la acción. Ejemplos de tales teorías son la cromodinámica topológicamente masiva (que permite darle masa al 



Introducción 4
campo de gauge en tres dimensiones sin romper la invarianza de gauge) y los modelos de materia acoplada a un campo de gauge cuya dinámica está dada por un término de Chern-Simons. Estos últimos dan lugar a partículas con estadística fraccionaria y son de gran interés en el efecto Hall cuántico y la superconductividad de alta temperatura crítica.Si bien las TCCTs que mencionamos son las más importantes por su relación con fenómenos físicos, debemos señalar que se han construido teorías de este tipo para describir características topológicas de variedades de cualquier dimensión natural. En particular, los modelos Sigma Topológicos [8] describen variedades de dos dimensiones con estructura compleja; los resultados que se han obtenido se refieren al número de puntos fijos ante difeo- morfismos y a números de intersección de curvas en el espacio de instantones de la teoría.En cuanto a variedades de dimensión mayor que cuatro, los llamados sistemas BF [11] permiten calcular invariantes topológicos relacionados con números de encadenamiento de superficies; los observables de estas teorías son generalizaciones de las líneas de Wilson conocidas como superficies de Wilson.Una característica de interés físico que poseen las TCCTs merece una mención especial: por construcción, las TCCTs son covariantes generales, en el sentido de que se definen sobre una variedad sin una elección a priori de la métrica de dicha variedad; los observables son consecuentemente independientes de la métrica. Esta característica las hace comparables a las teorías usuales de gravedad cuántica, en las cuales la covarianza general se logra porque la métrica es una variable dinámica que como tal debe ser integrada al calcular valores de expectación. Las TCCTs se presentan entonces como una alternativa interesante para construir teorías cuánticas de la gravedad. Se ha especulado mucho acerca de que alguna TCCT describa una “fase” del universo en la cual la simetría ante difeomorfismos no se hubiera roto, así como se han buscado mecanismos de ruptura de dicha simetría. El origen de esta línea de investigación se halla en el trabajo de Witten sobre Gravedad Cuántica Topológica [9]. El progreso que se logró explotando la conexión entre teorías de gravitación y TCCTs es considerable en modelos tridimensionales. Se ha probado que la acción de Hilbert-Einstein que describe la relatividad general en tres dimensiones es en sí misma una TCCT, equivalente a la teoría de Chern-Simons bajo una elección adecuada del grupo de gauge. Utilizando este hecho se ha mostrado que la teoría es renormalizable, 



Introducción 5
finita y exactamente resoluble. También son de importancia los modelos topológicos de gravedad cuántica en dos dimensiones.Consideramos que los resultados mencionados motivan ampliamente el estudio de las TCCTs. Un aspecto interesante de las mismas es que se han establecido relaciones entre distintas teorías en variedades de distinta dimensión. Acabamos de mencionar la relación entre la teoría de Chern- Simons Topológica en dimensión d=3 y el espacio de bloques conformes de una teoría conforme bidimensional. Otro tipo de relación aparece al realizar la cuantificación canónica de TCCTs en el esquema de Schrodinger (teniendo en cuenta que se trata de sistemas con vínculos): la funcional de onda de la teoría de Yang y Milis Topológica en d=4 es una exponencial cuya fase es la acción de Chern-Simons [12]. De la misma manera, los estados de la teoría de Chern-Simons Topológica se relacionan con la acción de Wess-Zumino- Witten en d=2 [13].Más relaciones se encuentran en el marco de la cuantificación estocástica: la función de partición estocástica de la teoría de Chern-Simons coincide con la función de partición BRST de la teoría de Yang y Milis Topológica [14, 15]. Sin embargo, la prueba original de esta conexión no fue cuidadosa en ciertos problemas de convergencia que aparecen en la cuantificación estocástica. En esta Tesis propondremos una forma de regular el proceso estocástico asociado a la cuantificación de la teoría de Chern-Simons; probaremos que los propagadores que se obtienen son correctos y que ∙se puede establecer la conexión con la teoría de Yang y Milis Topológica utilizando la regulación propuesta.Otro objetivo que nos propusimos en esta línea fue estudiar si se puede identificar la función de partición estocástica de la teoría de Wess-Zumino- Witten en d=2 con la función de partición de alguna TCCT en tres dimensiones. Los resultados obtenidos muestran que la TCCT que se construye por este procedimiento es la de Chern-Simons.Luego de estos estudios investigamos los modelos del coset G∣G∙, que muy recientemente han sido analizados como TCCTs [20, 21]. En el caso más general, los modelos del coset G/H [16] son teorías bidimensionales con simetría conforme que han despertado gran interés en los últimos años en conexión con teorías de cuerdas y mecánica estadística. Estos modelos se construyen a partir de campos en alguna representación de un grupo de simetría G mediante la implementación de algún mecanismo que elimine grados de libertad asociados a un subgrupo H C G; este procedimiento ha sido realizado explícitamente tanto con campos bosónicos [17] como con campos 
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fermiónicos [18]. Es de particular importancia el hecho de que, mediante una elección adecuada de los grupos G y H, los modelos del coset proveen realizaciones explícitas de las teorías conformes minimales unitarias (con valores de la carga central de Virasoro en la serie de Friedan, Qiu y Shenker [19]). Estas teorías son exactamente resolubles y, en conexión con la mecánica estadística, permiten calcular exponentes críticos de sistemas estadísticos en la red (Ising, Potts, etc.).El caso particular de los modelos G/G, en los que se eliminan en principio todos los grados de libertad originales, ha sido analizado, como dijimos más arriba, en el contexto de las TCCTs. Se ha probado que la realización bosónica de dichos modelos es efectivamente una TCCT. En esta Tesis probaremos que la realización fermiónica tiene una función de partición independiente de la métrica, por lo que también define una TCCT. Probaremos además que la función de partición del modelo del coset J7(l)∕i∕(l) coincide con la del sistema BF abeliano en dos dimensiones; esto no ocurre en el caso de un grupo G no abeliano, por lo cual encontramos de interés proponer un nuevo tipo de sistemas BF no abelianos en dos dimensiones.

La organización de la Tesis es la siguiente. En el capítulo 1 presentaremos las definiciones y generalidades sobre TCCTs y describiremos las teorías más importantes: teoría de Chern-Simons Topológica, sistemas BF y teoría de Yang y Milis Topológica. En el capítulo 2 presentaremos los modelos de Wess-Zumino-Witten y los modelos del coset, teorías de campos conformes bidimensionales relevantes en el contexto de la TCCT por su relación con la teoría de Chern-Simons Topológica. El capítulo 3 estará destinado a la cuantificación estocástica, que es una herramienta importante en la construcción de TCCTs. Describiremos con cierto detalle las técnicas del cálculo per- turbativo y las peculiaridades del tratamiento de las teorías de gauge; los conceptos presentados serán indispensables para la discusión de la cuantificación estocástica de la teoría de Chern-Simons.En el resto de los capítulos presentaremos los trabajos originales de esta Tesis. El capítulo 4 tratará la conexión entre el modelo de Wess-Zumino- Witten y la teoría de Chern-Simons Topológica en el marco de la cuantificación estocástica. En el capítulo 5 presentaremos la cuantificación estocástica cuidadosa de la teoría de Chern-Simons y estableceremos la conexión con la teoría de Yang y Milis Topológica. En el capítulo 6 analizaremos el 
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carácter topológico del modelo fermiónico del coset G/G y su relación con los sistemas BF. Por último, dedicaremos una sección a las conclusiones generales de la Tesis.



Capítulo 1

Modelos Topológicos

En este capítulo se presentan las definiciones y características generales de las Teorías Cuánticas de Campos Topológicas. Se estudian los casos de interés para el desarrollo de los trabajos originales de esta Tesis: teoría de Chern-Simons Topológica, sistemas BF y teoría de Yang y Mills Topológica.
8



1. Modelos Topológicos 9
Una Teoría Cuántica de Campos Topológica (TCCT) es una teoría cuántica de campos local en la cual la acción clásica tiene la mayor simetría posible compatible con los campos que involucra. De esta manera la eliminación de los grados de libertad redundantes asociados a esa simetría (fijado de gauge) deja un número finito, eventualmente nulo, de grados de libertad físicos. La teoría cuántica, en consecuencia, no tiene excitaciones locales y los únicos observables son cantidades ligadas a la estructura global de la variedad M sobre la cual está definida. Tales cantidades son invariantes ante cambios en la métrica de M, por lo cual corresponden a invariantes topológicos.Las TCCTs fueron introducidas originalmente por Witten [6, 7, 8, 9] tanto con la intención de atacar problemas de interés en Topología y Geometría diferencial utilizando técnicas de teoría cuántica de campos como la de construir modelos cuánticos de gravitación y cuerdas.Desde el punto de vista matemático, se reprodujeron y extendieron resultados sobre invariantes de Donaldson en variedades de dimensión d=4 utilizando la teoría de Yang-Mills Topológica [6], sobre polinomios de Jones y teoría de nudos en d=3 a partir de la teoría de Chern-Simons Topológica[7] y sobre variedades complejas en d=2 con los modelos Sigma Topológicos[8] · Desde el punto de vista físico, las TCCTs son modelos interesantes para describir la gravitación, ya que son covariantes generales (cabe destacar que en la gravedad cuántica usual la covariancia general se obtiene integrando sobre la métrica, en tanto que las TCCTs son naturalmente independientes de la métrica). Más aún, se ha estudiado la posibilidad de que describan una “fase” de ciertos sistemas físicos en los cuales la invariancia ante difeo- morfismos no está rota; la aparición de una métrica en la descripción de los fenómenos físicos se vería como una ruptura de dicha simetría [9]. Por otra parte, existe una íntima conexión entre la teoría de Chern-Simons Topológica y las teorías conformes racionales en d=2 [10], asociadas a su vez con sistemas críticos bidimensionales de Mecánica Estadística (modelos de Ising, Potts, etc.)Una vez establecida la importancia de las TCCTs en la Física y la Matemática, cobra relevancia el análisis de los distintos métodos de cuantificación a aplicar en su estudio, ya que las acciones clásicas que se cuan- tifican tienen características bastante atípicas: alta simetría, ecuaciones de movimiento de primer orden, términos complejos en espacio euclídeo, etc. Para el tratamiento correcto de las simetrías son especialmente indicados 



1. Modelos Topológicos 10
métodos como el de Batalin-Vilkovisky [22], la cuantificación canónica para sistemas con vínculos [12] y la cuantificación estocástica (donde no es necesario el fijado de la simetría) [23]. En cuanto a las ecuaciones de movimiento de primer orden, son apropiados los métodos de reducción hamiltoniana [24]. En este contexto presentaremos en el capítulo 5, como uno de los aportes originales de esta Tesis, la cuantificación estocástica de la teoría de Chern- Simons Topológica [2],Es interesante destacar que utilizando distintos métodos de cuantificación se han descubierto conexiones entre teorías definidas sobre variedades de distinta dimensión. En este terreno se ubican otros aportes de esta Tesis: en el capítulo 4 estableceremos la conexión entre la teoría de Wess-Zumino-Witten en d=2 y la teoría de Chern-Simons en d=3 utilizando la cuantificación estocástica [1] y en el capítulo 5 reformularemos la conexión entre la teoría de Chern-Simons en ¿=3 y la teoría de Yang-Mills Topológica en d=4 [2],En este capítulo daremos una introducción a las TCCTs, haciendo particular hincapié en los modelos que enmarcan los desarrollos originales de esta Tesis. La organización del capítulo es la siguiente: en la sección 1 daremos las definiciones y características generales de las TCCTs. En la sección 2 se describe la teoría de Chern-Simons Topológica y en la sección 3 se discuten los modelos BF, los dos principales representantes de las llamadas TCCTs del tipo Schwarz. La sección 4 está dedicada a la teoría de Yang y Milis Topológica, prototipo de las llamadas TCCTs del tipo Witten.
1.1 DefinicionesDado que este área de la Física creció en forma constructiva y aún está en desarrollo, no es fácil dar una definición a la vez precisa y suficientemente general de TCCT. Siguiendo la referencia [25] daremos aquí los elementos y las características esenciales de las mismas, brindando una “definición de trabajo” útil para la mayor parte de los casos conocidos.El primer ingrediente de una TCCT es un conjunto de campos con una simetría local a la cual se le asocia una carga BRST nilpotente Q y un nuevo conjunto de campos formado por los multiplicadores de Lagrange y campos fantasmas (ghosts) necesarios para fijar la simetría a nivel cuántico. Denominaremos Φ al conjunto de todos estos campos y anotaremos (1-1-1)
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a la variación BRST infinitesimal de una funcional Ό de los campos Φ, donde ε es el parámetro anticonmutante de la variación. {Q,(9} representa, en la formulación hamiltoniana, el conmutador graduado de la carga BRST con funcionales de los campos, en el sentido de que a cada campo se le asigna un grado o número de Grassmann y las llaves representan un conmutador (o anticonmutador) si el número de Grassmann de Ό es par (o impar); en la formulación de integral funcional mantendremos la misma notación para representar la acción del operador BRST sobre el operador O. La acción de 
Q sobre un campo aumenta en uno su número de Grassmann, por lo cual al parámetro c se le asigna el valor -1.El fijado de la simetría se implementa en la formulación hamiltoniana restringiendo el espacio de estados físicos ∣∕is) con la condición (1-1-2)(se dice que ∣∕is) es ζ)^cerrado)∙ Como los vectores de la forma Q∣χ) (llamados Q-exactos) son trivialmente aniquilados por Q no contienen información alguna sobre el estado físico; así ∖fis} y ∖fis), = ∖fis} + Q∣χ) son equivalentes. Se define el espacio de Hilbert físico como las clases de equivalencia de estados Q-cerrados módulo estados Q-exactos; cada una de estas clases se conoce como una cohomología de Q.La segunda característica general es que la teoría está definida sobre un espacio-tiempo euclídeo curvo de dimensión n, o sea una variedad rieman- niana M con métrica gμi, definida positiva. En consecuencia, cualquier funcional de los campos que resulte de integrar un término local sobre la variedad 
M es en general una funcional de la métrica. Al cuantificar la teoría supondremos que la medida de integración funcional se define de manera invariante frente a transformaciones de la métrica y frente a transformaciones BRST de los campos (esta necesidad fue señalada por Witten [6] y la medida fue implementada explícitamente en la referencia [26]).La invarianza BRST de la medida implica el resultado estándard (1.1.3)es decir, el valor de expectación de vacío de un conmutador BRST se anula para cualquier funcional O de los campos. La invarianza de la medida frente a transformaciones de la métrica permite calcular la variación de la función
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de partición. (1.1.4)en términos de la variación de la acción cuántica Sq (o sea la acción clásica más los términos de fijado de gauge):

(1.1.5)En la última ecuación δg significa la variación frente a transformaciones de la métrica. La variación de la acción define el tensor de energía-impulso Tμv de la teoría: (1.1.6)
De (1.1.5) y (1.1.6) se observa que (i-i-npor lo cual es suficiente que Tμμ sea un conmutador BRST para que Z sea independiente de la métrica. La tercer característica que define una TCCT es precisamente que el tensor de energía-impulso se puede escribir como(1.1.8) donde Vμv = lζi∣z(Φ,^) es alguna funcional de los campos y la métrica. Esta característica implica, usando (1.1.3), que el valor de expectación del tensor de energía-impulso es nulo y la teoría no tiene estados excitados.Cuando una cantidad es invariante ante transformaciones suaves de la métrica de la variedad M diremos que es un invariante topológico. Según las definiciones anteriores la función de partición de una TCCT es un invariante topológico. Como mencionamos al comienzo de este capítulo, los observables de una TCCT deben ser invariantes topológicos (en el mismo sentido en que los observables de una teoría de gauge son invariantes de gauge). Para que una cantidad Ό defina uno de tales invariantes es suficiente pedir que:(1.1.9)
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(1.1.10)En efecto, es fácil ver que bajo estas condiciones se obtiene (1.1.11)Cabe señalar que el caso en que O = {Q, O'} satisface las condiciones (1.1.9)- (1.1.10) pero no reviste interés, ya que se verifica automáticamente que (O) — 0; diremos en general que los observables deben ser funcionales invariantes BRST que no sean Q-exactos y cumplan (1.1.10).Una vez definidas en general las TCCTs, es conveniente presentar una clasificación de las mismas. En efecto, existen características distintivas que permiten dividir las TCCTs en dos grupos: teorías del tipo Witten (o coho- mológicas) y teorías del tipo Schwarz (o cuánticas propiamente dichas).• Las teorías del tipo Witten se caracterizan porque la acción cuántica completa Sq se puede escribir como una forma ζ)-exactar (1.1.12)donde V es cierta funcional de los campos de la teoría y de la métrica de la variedad M (por supuesto se pueden agregar términos de borde en (1.1.12) en la forma de integrales de derivadas totales).En este tipo de teorías el operador Q corresponde a una combinación de una simetría “topológica” (i.e. una transformación arbitraria de algunos campos) con otra simetría local (por ejemplo, simetría de gauge ordinaria en teorías de Yang y Milis) y puede ser considerado como una carga BRST a la vez que como una carga supersimétrica.A partir de la forma (1.1.13) de Sq se puede probar que, tanto para la función de partición como para los observables, la aproximación semiclásica es exacta: la integral está dominada por las fluctuaciones alrededor de las soluciones clásicas de la teoría.• Las teorías tipo Schwarz se caracterizan por tener una acción clásica 

Scι no trivial independiente de la métrica. Al fijar las simetrías de esa acción se encuentra una acción cuántica Sq de la forma (1.1.13)En este tipo de teorías el operador Q es el operador BRST correspondiente a una simetría de gauge ordinaria. '
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La aproximación semiclásica no es exacta en principio para las teorías tipo Schwarz; sin embargo, entre las teorías de este tipo conocidas sólo la de Chern-Simons Topológica tiene correcciones radiativas no nulas.En lo que resta del capítulo presentaremos los ejemplos más conocidos de TCCTs de ambos tipos.

1.2 Teoría de Chern-Simons TopológicaLa teoría de Chern-Simons Topológica fue presentada por Witten [7] en 1988 como una teoría de campos exactamente soluble cuyos observables describen la teoría de nudos en variedades de dimensión d=3. En el mismo trabajo se menciona una profunda conexión entre esta teoría definida sobre una variedad Μ = Σ × R y la teoría de campos conforme definida sobre la variedad bidimensional Σ: el espacio de Hilbert de los estados físicos de la teoría de Chern-Simons coincide con el espacio de bloques conformes de la teoría conforme en Σ. Esta conexión, de gran relevancia en áreas vinculadas a las teorías conformes como son la Mecánica Estadística y la Teoría de Cuerdas, despertó gran interés y fue más tarde estudiada en detalle por varios autores [10, 27]; nos referiremos a ella en el próximo capítulo. La teoría de Chern-Simons es actualmente estudiada también para modelar sistemas con estadística fraccionaria [28].Dada una variedad compacta M de dimensión d=3 y un grupo de Lie G simple y compacto, la acción de Chern-Simons se define como
(1.2.1)donde Aμ es un campo de gauge que toma valores en el álgebra de Lie de G y Tr representa la traza, una forma bilineal en el álgebra de Lie normalizada por Tr(tatb} = Nδab (llamamos ta a los generadores de G y N es una constante).La acción de Chern-Simons no es invariante de gauge. Sin embargo, ante transformaciones de gauge su variación depende sólo de la clase de homotopía a la cual pertenezca la transformación1. Dado que G es simple y1En general, el grupo de mapeos continuos M → G no es conexo; sus elementos se clasifican según el grupo de homotopía π3(Gr) definido como el grupo de clases de equivalencia ante deformaciones continuas de los mapeos S3 → G.
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compacto, se encuentra que π3(G) = Z\ cada transformación de gauge está caracterizada por un número entero m llamado número de enrollamiento. Ante tal transformación la acción Scs cambia (1.2.2)donde la constante C depende de k y de la normalización de la traza. Para asegurar que una teoría de gauge es consistente a nivel cuántico es suficiente que exp(iScs) sea monovaluada, o sea que la constante en (1.2.2) sea múltiplo entero de 2π. Encontramos entonces que la constante k en la acción de Chern- Simons debe estar cuantificada; elegiremos la normalización de la traza de forma tal que k debe ser entero.La acción de Chern-Simons es invariante ante transformaciones generales de coordenadas (i.e. es una teoría relativista general). Si bien el elemento de volumen d3x no es invariante, eμi'" tampoco es un tensor, sino una densidad tensorial de peso -1. El producto del elemento de volumen invariante por el tensor de Levi-Civita invariante se escribe (1.2.3)donde g es el determinante de la métrica gμυ definida sobre la variedad. Al simplificarse las potencias de g se observa que la acción de Chern-Simons es invariante frente a transformaciones generales de coordenadas y a la vez independiente de la métrica. Una acción con estas características es invariante ante difeomorfismos (transformaciones arbitrarias de coordenadas, diferenciadles y con inversa diferenciable, sin alterar la métrica de la variedad). Por el análisis precedente podemos afirmar que, para k ∈ Z y mediante una adecuada cuantificación, la acción de Chern-Simons define una TCCT tipo Schwarz.Las cuestiones que se presentan ahora son dos: cómo cuantificar la teoría y qué observables se pueden construir según las condiciones (1.1.9)-(1.1.10) para definir invariantes topológicos.La teoría puede ser cuantificada vía Integral Funcional. Para el correcto tratamiento de la simetría de gauge seguiremos aquí la técnica BRST estándard, ya que no hay simetrías de segunda generación (i.e. simetrías asociadas a los campos auxiliares introducidos para fijar la simetría original). Las transformaciones BRST están dadas por (1.2.4)



1. Modelos Topológicos 16
donde c y c son campos fantasmas y 6 es un campo que funciona como multiplicador de Lagrange. Se verifica inmediatamente que la carga BRST 
Q es nilpotente, ya que Q2Φ = 0 para cada campo. Eligiendo la condición de Lorentz VμAμ = 0 (donde Vμ es la derivada covariante respecto de la métrica) la acción cuántica resulta

(1.2.5)y la función de partición de la teoría está dada por (1.2.6)Es claro que los términos de fijado de gauge introducen en Sq una dependencia en la métrica. Como indicamos en la sección 1, este hecho no altera el carácter topológico de la teoría, sino que es característico de las TCCTs del tipo Schwarz.Para construir invariantes topológicos se necesitan cantidades que cumplan las condiciones (1.1.9)-(1.1.10). Existe una elección que cumple condiciones aún más restrictivas: las líneas de Wilson, cantidades invariantes de gauge e independientes de la métrica de M. Una línea de Wilson W∏(G) se define como sigue: dada una curva cerrada y orientable C en M y una representación irreducible R del grupo G, se construye el elemento de G(1.2.7) donde P significa que en el desarrollo de la exponencial cada integrando debe estar ordenado según la parametrización de la curva C. Dicho elemento se denomina holonomía de Aμ a lo largo de la curva C. Se llama línea de Wilson a la traza de ese elemento en la representación J?, (1.2.8)(la traza en esta expresión no debe confundirse con la traza en el álgebra de Lie de G). La independencia de la métrica de Wr(C') se sigue de la integral de
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línea (integral de una 1-forma en una variedad de dimensión 1) en tanto que la invarianza de gauge se sigue del hecho de que jc Aμdxμ se puede expresar en términos de la curvatura Fμy del campo de gauge.Dado que cada observable se define a partir de una curva cerrada (i.e. un mapeo S1 → M) no es de extrañar que los invariantes topológicos que se obtengan describan propiedades de nudos, que no son otra cosa que clases de equivalencia de mapeos continuos invertibles 5"1 → M. El caso más general de interés, en este contexto, es el de una cadena L, definida como un conjunto de r curvas cerradas Ci que no se intersecan; el observable correspondiente se construye como

(1.2.9)
donde las representaciones irreducibles Ri pueden ser distintas para cada curva. Los invariantes topológicos de esta teoría son los valores de expectación de estos observables: (1.2.10)La propiedad que hace destacable esta teoría es que los invariantes pueden calcularse en forma efectiva. En su trabajo original [7] Witten calculó explícitamente (1.2.10) para una cadena L arbitraria en M = S'3. Dado que cualquier variedad tridimensional sin borde se puede descomponer como unión de variedades M¡ topológicamente equivalentes a S'3, es suficiente estudiar cómo se relaciona Z(M, L) con invariantes calculados en Mi (en este proceso se introduce el concepto de trenzas: conjunto de curvas abiertas que no se intersecan con sus extremos fijos en el borde de la variedad). Las técnicas que permiten hacerlo, presentadas por Witten en el mismo trabajo, se conocen como cirugía de variedades.Para finalizar esta sección comentaremos un punto distintivo de la teoría de Chern-Simons Topológica para un grupo G no abeliano: es la única TCCT conocida en la cual la aproximación semiclásica no es exacta. La acción tiene términos cúbicos que deben ser tratados en forma perturbativa. Mediante un reescaleo Aμ → y∕⅛π∕kAμ se ve que el término perturbativo está dominado por la constante de acoplamiento adimensional g (y2 = 4%/^) y por conteo de potencias se observa que la teoría es renormalizable. La renormalización
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fue estudiada in extenso en las referencias [29, 30]. Mencionaremos aquí tres resultados salientes. En primer lugar, la renormalización de la constante de acoplamiento es un cambio finito, (1.2.11)donde C[G] es el valor del Casimir cuadrático del grupo G en la representación adjunta. En segundo lugar, los contratérminos necesarios introducen una dependencia en la métrica: sin embargo, al menos a 2 lazos, no se encuentra anomalía ante difeomorfismos. Por último, la función β de la teoría, hasta 3 lazos, es idénticamente nula.
1.3 Sistemas BFLos llamados sistemas BF son TCCTs del tipo Schwarz, introducidas por Horowitz [12] como una forma de extender los resultados obtenidos por Witten [9] en teorías de gravitación en tres dimensiones a variedades orientables y cerradas Mn de dimensión n arbitraria.La acción clásica de un sistema BF es una funcional de dos campos A y 
B, formas diferenciales2 en Mn con valores en el álgebra de Lie de un grupo 
G.

2 Por simplicidad de notación utilizaremos el lenguaje de formas diferenciales en la presentación general. Volveremos al lenguaje de componentes al considerar casos particulares en dimensiones bajas.

En el caso abeliano la forma general de la acción clásica es
SBF(∏,q')= í Bqf∖dAp (1.3.1)

JMndonde Ap y Bq son p- y (/-formas diferenciales con p+q+1 = n, d representa la derivada exterior y A representa el producto exterior de formas diferenciales. La integral (1.3.1) es independiente de la métrica en Mn por ser integral de una n-forma diferencial en una variedad de dimensión n. La (p + l)-forma 
dAp es el rotor de Ap (o curvatura del campo Ap); siguiendo el lenguaje de teorías de Yang y Milis se llama

Fa = dAp, (1.3.2) 



1. Modelos Topológicos 19

(1.3.5)

de ahí el nombre de sistemas BF.En el caso en que G es un grupo no abeliano, a fin de respetar la simetría de gauge (que se discute más abajo) el campo A debe ser una 1-forma, con curvatura definida por (1.3.3)y la acción es de la forma (1.3.4)
donde Tr representa la traza en el álgebra de Lie de G.Discutiremos en primer lugar el caso abeliano, teniendo presente que el caso no abeliano en dimensiones n=2 y n=3 es muy similar. Luego trataremos brevemente el último caso en dimensiones n > 4. La acción (1.3.1) es invariante ante ante difeomorfismos y ante transformaciones de gauge
como se sigue de la nilpotencia de la derivada exterior, d2 = 0. Esta simetría puede ser reducible, en el sentido de que existan parámetros ω o Λ no nulos que no produzcan transformaciones en Ap ni en Bg (simetrías de segunda generación). La cuantificación de la teoría puede entonces hacerse usando el método de Faddeev y Popov. Si la simetría es reducible el término cinético de los campos fantasmas tiene modos cero asociados a la simetría de segunda generación; éstos se tratan aplicando nuevamente el método de Faddeev y Popov, dando lugar a campos “fantasmas de fantasmas” (ghost for ghosts). El formalismo general para tratar simetrías reducibles se conoce como método de Batalin y Vilkovisky [22].Además de la simetría de gauge (1.3.5), la acción Sbf tiene simetría armónica (1.3.6)
donde ^fp y 7' son formas armónicas, soluciones de la ecuación de Laplace(1.3.7)
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(cabe señalar que la forma del operador laplaciano depende de la dimensión de la forma sobre la cual actúe). Esta simetría se sigue de que las soluciones de (1.3.7) satisfacen automáticamente dq = 0; como el espacio de formas armónicas es de dimensión finita el tratamiento de esta simetría con el método de Faddeev y Popov es trivial (en particular el determinante asociado es finito y no depende de la métrica [25]). Es costumbre en la literatura ignorar los modos cero armónicos.Para ser más precisos, tomemos el caso de una variedad M3 con A y B 1-formas. La acción clásica es (1.3.8)claramente independiente de la métrica. La simetría de gauge es la de QED tanto para A como para B y es irreducible3. Eligiendo la condición de Lorentz la acción cuántica resulta

(1.3.9)La invarianza BRST es inmediata ante las transformaciones
(1.3.10)

La acción (1.3.9) es cuadrática en todos los campos por lo cual la función de partición se calcula en forma exacta. Las integrales sobre los campos fantasmas dan los determinantes de Faddeev y Popov, en tanto que la parte bosónica, previa simetrización de la acción, da determinantes de laplacianos:(1.3.11)donde ∆i es el laplaciano actuando sobre 1-formas (Aμ, Bμ) y ∆o es el laplaciano actuando sobre escalares (multiplicadores de Lagrange y fantasmas). En esta expresión no resulta fácil notar que la función de partición es3N0 nos extenderemos en el tratamiento de simetrías reducibles ya que no son relevantes en los trabajos que se presentan en esta Tesis. Una exposición detallada se encuentra en [31]·
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un invariante topológico, ya que los operadores laplacianos dependen de la métrica. Sin embargo, el resultado (1.3.11) es la inversa de la torsión de Ray y Singer Tm3 de la variedad M3, un conocido invariante topológico [4, 32].De la expresión (1.3.11) se puede leer en forma naive que la teoría no tiene grados de libertad: cada det-1∕2∆o se considera un grado de libertad bosónico y cada dei1∕2∆o se considera asociado a un campo fantasma, eliminando un grado de libertad bosónico. Además, para este conteo, se considera al laplaciano Δ⅛ como r copias de ∆o, siendo r el número de componentes independientes de una ¿-forma. Este conteo de grados de libertad tan superficial funciona con bastante generalidad y es útil para una primera inspección de cualquier teoría con acción cuadrática.Los resultados que mencionamos para el caso particular S,jbf(3,1) se extienden a cualquier sistema BF abeliano; en general [25] si n es impar(1.3.12)y si n es par (1.3.13) El conteo de grados de libertad da cero en todos los casos.Los observables que dan lugar a invariantes topológicos en los sistemas BF son generalizaciones de las líneas de Wilson, conocidas como superficies de Wilson. Dada una subvariedad Σ de dimensión p + 1 de Mn = Rn y una p-forma diferencial A con valores en el álgebra de Lie de un grupo abeliano, se define una superficie de Wilson como (1.3.14)En un sistema BF ⅛r(n,p) las superficies de Wilson compatibles con el rango de los campos A y B que se pueden construir son W(5Σ,√4) para variedades Σ de dimensión (n —p) y W(∂Σ', para variedades Σ' de dimensión (p + 1). El valor de expectación de cualquiera de estos observables se anula, pero (1.3.15)donde L(∂Σ', 3Σ) es el número de encadenamiento (linking number) de ∂∑' y 5Σ, definido como la cantidad (orientada) de veces que 5Σ interseca la
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superficie Σ (cf. [25] y referencias allí citadas). Cabe señalar que los nudos y cadenas que describe la teoría de Chern-Simons Topológica están incluidos en esta generalización, en el modelo Sbf(⅛∙, 1)· Los invariantes calculados en ambas teorías coinciden.Consideremos ahora un modelo BF en una variedad Mn con grupo de simetría G no abeliano. La acción clásica dada por (1.3.4) posee invarianza ante difeomorfismos, ante transformaciones de gauge no abelianas
(donde el campo A1 se transforma como una conexión de Yang y Milis y 
Bn-2 se transforma como un campo en la representación adjunta) y ante la siguiente transformación; (1.3.17)donde Γn-3 es una (n-3)-forma y Da es la derivada exterior covariante respecto de la conexión Ai,

dA=d + A1. (1.3.18)Esta simetría se verifica usando la identidad de Bianchi, satisfecha por Fa en dimensión n > 3. En el caso no abeliano no hay una simetría análoga a la armónica (1.3.6).En variedades bidimensionales la simetría (1.3.17) no existe y la cuantificación es análoga al caso abeliano. En dimensión n=3 la simetría (1.3.17) sí tiene lugar y es irreducible; la cuantificación es nuevamente paralela al caso abeliano Sijbf(3, 1) y la acción cuántica es la extensión obvia de (1.3.9). En dimensión n ≥ 4 la cuantificación se complica: la simetría (1.3.17) es reducible y se debe recurrir al método de Batalin y Vilkovisky. Sin entrar en detalles, describimos algunos de los problemas que aparecen en este caso. El operador BRST que resulta es nilpotente sólo “on shell” (o sea mediante el uso de las ecuaciones de movimiento). En segundo lugar el operador BRST depende de la métrica y por último la acción cuántica no se puede escribir como la acción clásica más un conmutador BRST. Evidentemente esta situación se aparta mucho de la definición de trabajo que dimos en la sección 1 de este capítulo. Sin embargo, un estudio cuidadoso [33] muestra que la función de partición no depende de la métrica y que tampoco lo hacen los valores de expectación 

(1.3.16)
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de funcionales de A1 invariantes BRST. Estos resultados permiten decir que la teoría de campos resultante es topológica.Otras características y resultados sobre los modelos BF, que escapan a los objetivos de esta Tesis, se pueden encontrar en la referencia [25].
1.4 Teoría de Yang y Mills TopológicaLa teoría de Yang y Milis Topológica fue presentada por Witten [6] en 1988 y se considera como la primer TCCT y el prototipo de las teorías del tipo Witten. Es una teoría de gauge definida en una variedad riemanniana orientable de dimensión d=4, cuya acción cuántica es supersimétrica y se escribe como un conmutador BRST (cf. (1.1.13)).La presentación original de Witten es poco usual: no parte de un la- grangiano clásico, sino que generaliza una teoría cuántica no relativista propuesta por Atiyah [34] para describir invariantes topológicos en tres dimensiones. Usando una amplia gama de argumentos físicos y matemáticos (in- varianza de Lorentz, supersimetría, invarianza BRST, propiedades de ins- tantones, representaciones de grupos de Lie, etc.) se llega a determinar el contenido de campos de la teoría, las leyes de transformación BRST y la forma de la acción cuántica. La construcción de la Teoría de Yang y Milis Topológica a partir de un lagrangiano clásico fue inmediatamente resuelta por otros autores en formas alternativas [35, 36, 37, 38]. Adoptaremos aquí la versión de Baulieu y Singer [35] por ser la más ilustrativa de los conceptos expuestos en la sección 1.Dado un campo de gauge Aμ definido sobre una variedad riemanniana M⅛ orientable de dimensión d=4, con valores en el álgebra de Lie de un grupo G, se define la acción clásica como el invariante de Chern-Pontryagin [39] o carga topológica del campo Αμ:

(1.4.1)
Esta cantidad es independiente de la métrica, invariante de gauge e invariante ante difeomorfismos (o simetría topológica): (1.4.2)
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De hecho, la acción Scι es trivial, en el sentido de que es la integral de una divergencia: (1.4.3)
donde (1.4.4)se conoce como segunda clase característica de Chern-Simons [39]. La razón por la cual se toma (1.4.1) como acción de partida, y no directamente Scι = 0, es la motivación del contenido de campos de la teoría.Para tratar las simetrías de la teoría es conveniente cambiar la parametri- zación de la transformación (1.4.2): si bien las transformaciones de gauge están incluidas en los difeomorfismos4 es conveniente poner en evidencia ambas simetrías escribiendo la transformación completa como

4En realidad, si M4 tiene borde, eμ debe anularse en el borde y la variación por transformaciones de gauge no; en ese caso no se puede absorber esta última en eμ

(1.4.5)donde Dμ = Vμ + [Aμ, ] es la derivada covariante respecto de la conexión Aμ y de la métrica. Los parámetros eμ y e presentan una simetría de segunda generación ante (1.4.6)
que manifiesta la redundancia de (1.4.5).La cuantificación se hace según el método BRST. Al parámetro ε se le asocia un campo fantasma c, escalar anticonmutante de número de Grassmann Gr(c) = 1, y al parámetro eμ se le asocia un campo fantasma ψμ, vector anticonmutante con G,r(≠μ) = 1. La transformación BRST de Aμ, según (1.4.5), resulta (1.4.7)
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La simetría ante (1.4.6) se manifiesta en ≠μ y c; al parámetro ω se asocia entonces un nuevo campo fantasma φ conmutante con Gr(<^) = 2. Las transformaciones BRST de ψμ y c, que se construyen a partir de (1.4.6) y de pedir nilpotencia a Q, resultan
en tanto que la nilpotencia fija la transformación de φ:

(1.4.8)
(1.4.9)Los corchetes que aparecen en las expresiones anteriores indican un conmutador graduado, con el grado de cada campo dado por la suma de su número de Grassmann y su rango como tensor.Para fijar las simetrías se eligen condiciones de gauge. Cada una se introduce en la acción cuántica con un multiplicador de Lagrange; estos últimos se escriben como la transformación BRST de un campo fantasma (antighost). Para fijar la simetría de gauge se elige la condición de Lorentz (1.4.10)por lo cual el multiplicador asociado es un escalar δ y el campo “antighost” es un escalar c anticonmutante con Grr(c) = — 1. Sus transformaciones BRST son (1.4.11)Para fijar la simetría topológica se elige la ecuación de instantones (o ecuaciónde autodualidad) (1.4.12)por lo que el multiplicador de Lagrange asociado es un tensor autodual antisimétrico bμv y el “antighost” correspondiente es un tensor χμu de las mismas características y Gr(χμv) = —1. Sus transformaciones BRST son

En cuanto a la simetría de segunda generación se elige la condición (1.4.14),
(1.4.13)
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El multiplicador asociado η es un escalar anticonmutante con Gr(η) = — 1 y su “antighost” es un escalar φ conmutante con Gr(φ) = —2. Sus transformaciones BRST son (1.4.15)Resta ahora elegir los parámetros de gauge para cada condición. Para reproducir la acción original de Witten se elige el valor 1 para la condición de Lorentz, 0 para (1.4.14) y 1 para la condición de autodualidad. La acción cuántica completa resulta (1.4.16)
o bien, usando las reglas BRST,

(1.4.17)
donde los índices entre corchetes deben ser antisimetrizados y los pares entre llaves indican el conmutador graduado entre campos.Una vez construida la acción cuántica (1.4.17) se observa que la teoría es una TCCT del tipo Witten, ya que la acción clásica de partida es sólo un término de borde. Como tal, puede ser eliminado de la acción cuántica sin alterar la teoría. Luego de este paso y de efectuar las integrales gaussianas sobre los multiplicadores de Lagrange se obtiene la acción original de Witten [6]. Por simplicidad, dejaremos como acción cuántica de la teoría de Yang y Milis Topológica la expresión (1.4.18)
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donde

(1.4.19)Ya que la acción cuántica se escribe como un conmutador BRST, es fácil mostrar que la función de partición no depende de ningún parámetro a que se introduzca en la funcional V: (1.4.20)En particular, si se reescalea el campo de gauge (√4μ → eAμ) para hacer explícita la constante de acoplamiento e, se observa que Z no depende de e (en tanto e ψ 0). Luego la aproximación semiclásica es exacta, es decir, los valores de expectación calculados con la parte cuadrática de la acción son exactos.Este hecho es cierto para toda TCCT del tipo Witten y tanto la función de partición como los observables están dominados por las soluciones clásicas de las ecuaciones de movimiento. El espacio de soluciones de dichas ecuaciones, módulo transformaciones de simetría, se conoce como espacio moduli de la teoría, y muchas veces tiene interés en sí mismo (especialmente cuando los campos son campos de gauge). Resulta por lo tanto relevante señalar que hay una correspondencia entre los observables de una TCCT y los elementos (o cohomologías) del espacio moduli de la teoría [6]. En general, dado un espacio moduli definido por una ecuación y una operación de simetría, es posible construir una TCCT cuyos observables describan ese espacio moduli [4°]∙Como primer invariante topológico daremos una expresión para la función de partición. En la aproximación semiclásica la integral funcional está dominada por las soluciones de las ecuaciones de movimiento; para el campo 
Aμ la ecuación es (1.4.21)
y las soluciones son instantones. Las clases de soluciones equivalentes módulo transformaciones de gauge son los elementos del espacio moduli Λzt.
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En el caso en que la dimensión de Λ4 es cero (o sea que las soluciones de (1.4.21) son aisladas) la función de partición se reduce a una suma de contribuciones en torno a cada instantón. El operador bosónico ∆β que aparece en la parte cuadrática de la acción es exactamente el cuadrado del operador 

Dp que aparece en la parte fermiónica (como es de esperar por la super- simetría); como el operador Dp es antisimétrico, las integrales (gaussianas) dan como resultado (1.4.22)
donde Pf significa el pfaffiano5 (regularizado) del operador Dp. Debido a la relación entre Δ# y Dp este cociente debe valer ±1. Si se fija el signo, digamos +1, en un instantón, se puede determinar unívocamente el signo de las demás contribuciones mediante una interpolación en el espacio de conexiones [6]. La función de partición resulta entonces

5 Dada una matriz antisimétrica Aij de dimensión finita 2n se define
La generalización a dimensión infinita puede ser encontrada en la referencia [41].

(1.4.23)
Este resultado reproduce el primer invariante de Donaldson [5].En el caso en que dzm(Λ4) ψ 0, Z se anula debido a los modos cero de la parte fermiónica. Sin entrar en detalles, diremos que se pueden calcular en este caso nuevos invariantes topológicos. Los mismos resultan de valores de expectación de productos de las siguientes funcionales de los campos [6]:

(1.4.24) 
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donde cada Wk es una ¿-forma diferencial en M4. Dadas r subvariedades cerradas 7,· de dimensión ¿¿ tales que

(1.4.25)
el valor de expectación (no normalizado)

(1.4.26)
define un invariante topológico no trivial (la condición (1.4.25) asegura que se absorban exactamente todos los modos cero fermiónicos, de manera que la integral no se anule). Las integrales funcionales de (1.4.26) pueden ser resueltas formalmente; los resultados se expresan como integrales de formas diferenciales en el espacio moduli Λ4. En esos términos se ve explícitamente que los valores de expectación (1.4.26) coinciden con los polinomios de Donaldson.



Capítulo 2

Modelos relacionados con la
Teoría de Chern-Simons

En este capítulo se introducen el modelo de Wess-Zumino-Witten y los modelos del coset, tanto en su realización bosónica como en su realización fermiónica. Dichos modelos corresponden a teorías conformes bidimensionales profundamente relacionadas con la teoría de Chern-Simons Topológica y serán objeto de estudio en los trabajos originales de los capítulos 4 y 6 de esta Tesis.
30
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La Teoría Cuántica de Campos Topológica (TCCT) de Chern-Simons fue desarrollada originalmente [7] para describir la teoría de nudos en dimensión d=∑3 (cf. sección 1.2). Sin embargo, la cuantificación de la teoría revela una íntima conexión con las teorías de campos conformes racionales en dimensión 

d=2. En efecto, si la variedad tridimensional es de la forma M3 = Σ × R donde Σ es una variedad bidimensional compacta, uno puede interpretar la dirección dada por R como tiempo y usar el formalismo canónico para cuantificar la teoría. Siguiendo este rumbo se encuentra que el espacio de estados físicos es isomorfo al espacio vectorial de bloques conformes de una teoría conforme definida sobre Σ. Estas estructuras juegan un rol central en teorías conformes, ya que determinan todas las funciones de Green de la teoría.Esta relación generó una Sjiga de trabajos [10, 27] que vinculan a la TCCT de Chern-Simons con distintos aspectos de las teorías conformes y temas afines (grupo de trenzas, álgebras de Yang-Baxter, reglas de fusión, grupos cuánticos, etc.). En esta Tesis presentaremos como aporte original una nueva forma de conectar la teoría de Chern-Simons Topológica con la teoría de Wess-Zumino-Witten (WZW), caso particularmente importante de teoría conforme bidimensional. Otro aporte original será el estudio del carácter topológico de las teorías del coset, que también son invariantes conformes. Por este motivo dedicaremos la sección 1 de este capítulo a describir la teoría de WZW y la sección 2 a describir las teorías del coset. La sección 3 estará dedicada a formular la conexión entre la teoría de Chern-Simons Topológica y la de WZW según el enfoque original de Witten [7] y a presentar una conexión entre teorías de Chern-Simons y modelos del coset [10].
2.1 La Teoría de Wess-Zumino-WittenLa teoría de WZW puede verse como un modelo sigma no lineal en el cual se introduce una interacción extra dada por un término de Wess-Zumino. Fue propuesta por Witten en 1984 [42] como una teoría bosónica equivalente a una teoría de fermiones libres en la representación fundamental de O(N) o SU(N) (bosonización no abeliana). La constante de acoplamiento de la interacción dada por el término de Wess-Zumino se elige de manera tal que la acción resulta invariante conforme.En forma precisa, la teoría de WZW es una teoría de campos en dos di-

17« ·
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mensiones cuyo campo básico es un elemento h de un grupo de Lie semisim- ple compacto G definido sobre una variedad riemanniana bidimensional Σ sin borde1. La acción de la teoría es un múltiplo de la funcional de WZW:(2.1.1)
donde Γ[∕z] es el término de Wess-Zumino,

(2-1.2)En la expresión (2.1.1) g⅛ es la métrica sobre Σ, g = det(g,j) y Tr es la traza en el álgebra de Lie de G (notar que h~iδh es un elemento del álgebra de Lie para cualquier variación infinitesimal δh). En el término de Wess- Zumino la integral se extiende sobre B, una variedad tridimensional cuyo borde es Σ; ∆(y) es una extensión suave arbitraria de ∆(x) al interior de B. No es necesario elegir una métrica en B porque Γ[λ] es independiente de la métrica.El término de Wess-Zumino no es univaluado sino que depende de la clase de homotopía a la que pertenezca la extensión elegida para h. Dichas extensiones están clasificadas por el grupo de homotopía π3((J), que para el caso presente es Z. La multivaluación de Γ[∕i] está dada entonces por un período z/: si h es una extensión distinta de h (2.1.3)con m ∈ Z ; elegiremos la normalización de la traza de forma tal que v = 2%. Como comentamos en la sección 1.2 en referencia a la teoría de Chern-Simons Topológica, la teoría cuántica está bien definida a pesar de la multivaluación ya que exp(zT[∕ι]) resulta univaluado. Como conclusión de la discusión precedente, cabe destacar que el valor de exp(zΓ[Λ]) depende sólo del campo h(x) definido sobre Σ y no de la extensión al interior de B.La acción de la teoría se escribe (2.1.4)1Para un tratamiento más general ver la referencia [43].
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donde k es un entero positivo que se conoce como “nivel” de la teoría (k es el nivel del álgebra de Kac-Moody que satisfacen las corrientes de la teoría [44]). La función de partición en métrica euclídea es

(2.1.5)donde Ι)h representa la medida de Haar para campos h : Σ → G, es decir que se integra sobre los valores de h(x) sobre Σ. A nivel cuántico, resulta claro que la teoría es efectivamente bidimensional.Utilizando coordenadas holomorfas sobre Σ,
(2.1.6)

es fácil expresar las ecuaciones de movimiento que se deducen de la acción 
Swzw como
Esta ecuación automáticamente implica (2.1.7)

(2.1.8)Nótese que estas ecuaciones involucran sólo al campo h sobre Σ, o sea que también a nivel clásico la teoría es bidimensional. La solución general de estas ecuaciones se obtiene por simple inspección como (2.1.9)donde u y v son funciones G-valuadas arbitrarias de una sola coordenada.Es importante mencionar [44] que las ecuaciones (2.1.7)-(2.1.8) expresan la conservación de las corrientes (2.1.10)
donde ta (a — 1,..., dímG) son los generadores del grupo G. Estas corrientes corresponden a la invarianza de la acción Swzw ante la transformación quiral(2.1.11)
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donde Ω y Ω son funciones analíticas G-valuadas arbitrarias de z y z respectivamente.Para cerrar esta sección, dos comentarios son de interés. En primer lugar, la teoría de WZW es exactamente soluble debido a las infinitas identidades de Ward conformes que satisfacen las funciones de correlación [44]. En segundo lugar, ciertas extensiones de esta teoría son de utilidad en Física de Partículas como acción efectiva para un modelo bidimensional de piones a bajas energías.
2.2 Modelos del cosetLos modelos del coset son una clase particular de modelos bidimensionales con simetría conforme. A los fines de presentarlos con propiedad resumiremos primero las principales propiedades algebraicas de las teorías de campos conformes.El grupo de transformaciones conformes en dimensión d=2 posee un conjunto infinito de generadores. Una realización de tales generadores está dada por los modos Ln de la componente holomorfa Tzz del tensor de energía- impulso de una teoría conforme, definidos como

(2.2.1)
Estos generadores satisfacen el álgebra de Virasoro (2.2.2)El segundo término del miembro de la derecha se llama extensión centraldel álgebra de Virasoro y está caracterizado por una constante c denominada carga central. Se observa en (2.2.2) que, dada una teoría con simetría conforme, el valor de c determina completamente el álgebra del tensor de energía-impulso.Hay teorías invariantes conformes que son también invariantes ante la acción de un grupo G (vgr. la teoría de WZW presentada en la sección anterior). En este caso existen corrientes Jμ = clásicamente conservadas.
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Si se definen los modos de la componente holomorfa J“ de las corrientes como (2.2.3)
se puede probar que ellos generan las transformaciones de G y satisfacen un álgebra de Kac-Moody: (2.2.4)donde fabc son las constantes de estructura de G y la constante k en el segundo miembro se denomina nivel del álgebra de Kac-Moody. Se observa que el nivel k y el grupo G determinan completamente el álgebra de corrientes de la teoría.En este tipo de teorías el tensor de energía-impulso se puede expresar como una forma cuadrática en las corrientes mediante la construcción de Sugawara [45]. En término de los modos se encuentra que

(2.2.5)
donde Cq es el valor del Casimir cuadrático de G en la representación adjunta y el símbolo : : indica que el producto debe ser ordenado normalmente. A partir de esta relación el valor de la carga central c queda determinado por el grupo G y el nivel de Kac-Moody k. Explícitamente, (2.2.6)La llamada construcción del coset, formulada por Goddard, Kent y Olive [16] en 1986, es una generalización de los resultados anteriores. Dado un subgrupo H C G, se puede repetir la construcción de Sugawara a partir del álgebra de Kac-Moody asociada al grupo H con el mismo nivel k y obtener generadores de Virasoro . El resultado presentado en la referencia [16] es que la diferencia (2.2.7) 
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satisface una nueva álgebra de Virasoro cuya carga central es (2.2.8)Más aún, estos generadores conmutan con las corrientes de H: (2.2.9)En el caso en que H es un subgrupo invariante de G esta nueva álgebra es isomorfa al álgebra de Virasoro del grupo cociente o coset G/H.

La importancia de esta construcción radica en el hecho de que el valor de la carga central (2.2.6) es típicamente (digamos para G — SU(N)) c(G∙, k) > 1, en tanto que algunas de las propiedades más fuertes de las teorías conformes bidimensionales (que las hacen exactamente solubles en forma práctica [46, 19, 47]) se demuestran sólo para modelos minimales, que tienen c < 1. Por otra parte, los modelos minimales son de gran interés porque algunos de ellos describen el comportamiento crítico de ciertos modelos estadísticos en la red con transiciones de fase de segundo orden [48]. Por ejemplo, el modelo de Ising se relaciona con una teoría conforme minimal con c = 1/2, el modelo de Ising tricrítico corresponde a c = 7/10, el modelo de Potts corresponde a c = 4/5, etc. La elección adecuada del grupo G, su subgrupo H y el nivel k permiten generar teorías conformes con valores de c correspondientes a todos los modelos minimales.La construcción de Goddard, Kent y Olive es puramente algebraica, en el sentido de que no se da un conjunto de campos y una acción que realicen explícitamente el álgebra de Virasoro del coset. Tales realizaciones fueron dadas más tarde tanto en una versión bosónica mediante un modelo de WZW acoplado a un campo de gauge (WZW gaugeado) [17, 49] como en una versión fermiónica mediante un modelo de fermiones constreñidos [18, 50]. Describiremos estos dos modelos en sendas subsecciones.
2.2.1 Modelo de WZW gaugeadoEl modelo de WZW gaugeado se construye a partir de la acción de WZW (2.1.4) correspondiente a un grupo G mediante la introducción de un acoplamiento con un campo de gauge A, que toma valores en el álgebra de Lie de un subgrupo H C G. El acoplamiento es tal que respeta la simetría
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conforme. La acción del modelo es

(2.2.10)Los campos de gauge no se propagan, ya que no tienen término cinético en la acción. Las ecuaciones clásicas de movimiento que se obtienen al variar 
Ai fijan a cero las corrientes (2.1.10) correspondientes al subgrupo 77, por lo que se interpreta a los campos de gauge como multiplicadores de Lagrange.Cuánticamente, la teoría está definida por la función de partición(2.2.11)
en la cual es necesario fijar la simetría de gauge. En efecto, la acción (2.2.10) es invariante ante la transformación de gauge (2.2.12)
donde ω ∈ H. Esta simetría puede ser tratada con los métodos de Faddeev- Popov o BRST sin dificultades.La acción (2.2.10) es invariante ante transformaciones generales de coordenadas, por lo cual se puede elegir un sistema de coordenadas en Σ tal que la métrica ffij sea particularmente simple. En dimensión d=2 siempre se puede reducir la métrica (euclídea) a su forma conformemente plana:(2.2.13)donde σ es una función de las coordenadas. Si definimos las coordenadas holomorfas z y z a partir de las coordenadas x' conformemente planas, la acción (2.2.10) toma la forma

que es estándard en la literatura. (2.2.14)
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Se puede probar [49] que el tensor de energía-impulso de esta teoría difiere del construido por Goddard, Kent y Olive sólo en un término BRST-exacto:(2.2.15)Luego la carga central de Virasoro de esta teoría (que se puede evaluar a partir del valor de expectación de vacío (T(z)T(0))) es efectivamente la del modelo del coset G¡H. Como el modelo es invariante conforme, el valor de c determina el álgebra de Virasoro; se concluye que el modelo de WZW gaugeado es una realización explícita del modelo del coset.Cabe señalar que, además de la ya mencionada importancia de este resultado en Mecánica Estadística, el modelo de WZW gaugeado es útil en la descripción efectiva de un modelo bidimensional de piones acoplados a un campo de gauge.

2.2.2 Modelo de fermiones constreñidosEn el trabajo original de Goddard, Kent y Olive [16] se sugiere que la construcción del coset G/H se debería poder realizar a partir de un modelo invariante conforme de fermiones libres vía la eliminación de grados de libertad asociados a las corrientes del subgrupo H. Describiremos la implementación explícita de esta idea siguiendo la referencia [50].Comenzamos con el lagrangiano de fermiones de Dirac libres en la representación fundamental del grupo G: (2.2.16)(se sobreentiende la forma matricial en la representación de G y que las matrices de Dirac corresponden a la métrica <7t∙j∙ de la variedad). Las corrientes fermiónicas asociadas al subgrupo H se escriben (2.2.17)donde ta (a = 1, ...,dimH) son los generadores de H. A fin de eliminar ciertos grados de libertad de la teoría se propone que los estados físicos \fis) sean singletes ante las corrientes (2.2.17): (2.2.18)
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En el marco de la integral funcional esta restricción se logra introduciendo funcionales <5 en la función de partición: (2.2.19)
con lo cual se anula el valor de expectación de las corrientes jf. Si representamos las funcionales δ por medio de multiplicadores de Lagrange A“(2.2.20)la función de partición se escribe
donde (2.2.21)

(2.2.22)se interpreta como un campo de gauge que toma valores en el álgebra de Lie de 
H. El término de “acoplamiento” de A,· con las corrientes fermiónicas respeta la invarianza conforme. Esta función de partición no está bien definida a menos que se fije la simetría de gauge

(2.2.23)
Esta simetría, como la del modelo de WZW gaugeado, se fija sin inconvenientes con los métodos usuales (BRST, Faddeev-Popov).El estudio cuidadoso del tensor de energía-impulso de este modelo de fermiones constreñidos [50] muestra que la carga central de Virasoro coincide con la del modelo del coset G/H calculada por Goddard, Kent y Olive. Por lo tanto el modelo constituye una realización fermiónica del modelo del coset.Por último señalamos que la teoría cuántica definida por (2.2.21) se puede considerar como un sistema de fermiones de Dirac acoplados a un campo de gauge sin dinámica (no se propaga). El caso en que H = G es particularmente interesante ya que esta teoría coincide con el límite de acoplamiento fuerte de QCD2.



2. Modelos relacionados ... 40
2.3 Conexión entre la teoría de Chern-Simons 

y modelos bidimensionalesEn esta sección mostraremos cómo la cuantificación de una acción de Chern- Simons conduce a la teoría de WZW y cómo la cuantificación de una teoría cuya acción es combinación de dos términos de Chern-Simons se vincula con el modelo de WZW gaugeado, realización bosónica del modelo del coset. Los cálculos serán formales.Como señalamos en la introducción de este capítulo, la conexión entre la teoría de Chern-Simons y la de WZW fue esbozada por Witten [7] y analizada en profundidad por varios autores. Los detalles de nuestra presentación se pueden ampliar en la referencia [51].Consideremos la acción de Chern-Simons (1.2.1) correspondiente a un grupo G en una variedad M3 = Σ×R donde Σ es una variedad bidimensional con borde. En este caso se deben elegir condiciones de contorno para el campo A μ en ∂M3 = <9Σ × R. Un criterio general para hacerlo es lograr que no aparezcan términos de borde en las ecuaciones de movimiento. Es fácil ver que la variación de la acción (1.2.1) es (2.3.1)donde hemos llamado ≈t∙ a las coordenadas sobre ∂M3∙, el término de borde aparece naturalmente como integral de una divergencia. Las condiciones de contorno deben entonces anular una de las componentes A, sobre el borde. En lo que sigue usaremos coordenadas τ1, x2 sobre Σ y x° = t para la dirección dada por R e impondremos la condición de contornoAo = 0. (2.3.2)Por otra parte, en una variedad con borde la acción de Chern-Simons no es invariante de gauge a menos que se considere un subgrupo de tales transformaciones dado por elementos ω ∈ G tal que ω(9M3) = 1. Estas transformaciones respetan automáticamente las condiciones de contorno (2.3.2).Mediante el uso de las condiciones de contorno la acción de Chern-Simons puede escribirse como (2.3.3)
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donde se observa que Ao funciona como un multiplicador de Lagrange: la ecuación de movimiento asociada a esa componente no contiene derivadas temporales y constituye un vínculo entre Aχ y A2 (ley de Gauss).A nivel cuántico, la integral sobre Ao en la función de partición impone el vínculo: (2.3.4)En el caso en que Σ es un disco (o una variedad topológicamente equivalente) el vínculo se resuelve en forma explícita parametrizando las componentes Al∙ como (2.3.5)donde h es un campo que toma valores en G. Se puede probar que hay una relación uno a uno entre los A¿ que satisfacen el vínculo y los campos 
h : M3 → G. Luego podemos cambiar la variable de integración en la función de partición. El comportamiento de la medida es (2.3.6)ya que el jacobiano asociado al cambio de variables se cancela con el determinante que resulta de cambiar variables en la funcional delta. La función de partición resulta (2.3.7)En esta expresión, como en (2.3.4), es necesario fijar el gauge. Ahora bien, una transformación de gauge dada por cu actúa sobre h según (2.3.8)Dado que cu es arbitrario excepto por la condición ω(∂M3) = 1 para respetar las condiciones de borde, lo único que representa configuraciones físicamente distinguibles es el valor de h en ∂M3. Fijar el gauge es entonces equivalente a integrar solamente sobre los valores de h en ∂M3.Por último, el exponente de (2.3.7) se puede reescribir, integrando por partes, como un término de borde y otro en M3, con lo cual (2.3.9)
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con

(2.3.10)
La acción efectiva Sej corresponde a la teoría de WZW con nivel k sobre la variedad ∂M%. La forma no diagonal del término cinético es la que aparece al usar coordenadas de cono de luz.La igualdad que hemos probado entre la función de partición de la teoría de Chern-Simons Topológica y la teoría de WZW establece la conexión entre ambas teorías a nivel cuántico.Una generalización del argumento precedente [10] permite conectar teorías de Chern-Simons con un modelo de WZW gaugeado. Consideremos un grupo G con un subgrupo H y la siguiente acción: (2.3.11)donde Aμ y Bμ son campos de gauge independientes en las álgebras de Lie de G y H respectivamente. La variedad sobre la cual se define la teoría es 
M3 — Σ×R con Σ topológicamente equivalente a un disco. Las condiciones de contorno, según el criterio de que no haya términos de borde en las ecuaciones de movimiento, deben asegurar que (2.3.12)sobre ∂M3 (hemos elegido la misma representación para las álgebras de G y 
H). La condición Ao = Bo = 0 naturalmente conduce a dos teorías de WZW desacopladas, según los pasos que llevan de (2.3.4) a (2.3.9). Sin embargo, se puede considerar una condición más suave: si llamamos P∏ al proyector del álgebra de Lie de G sobre la de H (ortogonal según la forma cuadrática definida por la traza), las condiciones

(2.3.13)
aseguran la validez de (2.3.12).
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Un tratamiento análogo al caso anterior permite mostrar que la función de partición de la acción (2.3.11) es igual a la función de partición de dos acciones de WZW acopladas:

(2.3.14)
donde u ∈ G, v ∈ H y A es un multiplicador de Lagrange con valores en el álgebra de Lie de H introducido para forzar las condiciones de contorno; a;1 es la coordenada correspondiente a 5Σ. Para identificar la función de partición (2.3.14) con un modelo de WZW gaugeado es necesario cambiar u → hv y usar la identidad de Polyakov-Wiegmann [52]:

(2.3.15)
(recordando que x0, x1 son coordenadas tipo cono de luz). La función de partición toma así la forma (2.2.11): (2.3.16) donde S∖h, αt∙] es la acción del modelo de WZW gaugeado si se define a0 = A y ai = υ~1∂1υ.Esta construcción, que conecta a los modelos del coset con TCCTs, es útil desde el punto de teorías de campos conformes porque da lugar a una clasificación de todas las teorías conformes racionales [10].



Capítulo 3

Cuantificación Estocástica

En este capítulo se presenta el método de cuantificación estocástica, que es particularmente ventajoso en el tratamiento de teorías de gauge y será utilizado en el capítulo 5 para cuantificar la teoría de Chern-Simons Topológica. Por otra parte, este método provee un mecanismo para conectar teorías de campos en variedades de distinta dimensión. Dicho método será empleado en trabajos posteriores.
44
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En este capítulo describiremos el método de Cuantificación Estocástica, introducido por Parisi y Wu [23] en 1981. Dicho método es una herramienta básica en los trabajos originales que presentaremos en los capítulos 4 y 5.La motivación original para formular un método alternativo de cuantificación en teoría de campos fue desarrollar un método capaz de tratar teorías de gauge sin necesidad de fijar esta simetría. De esta manera se evita la introducción de campos fantasmas vía el método de Faddeev-Popov o estados no físicos en el espacio de Fock según los procedimientos BRST o de Gupta- Bleuler y sin embargo se obtienen las funciones de correlación correctas para operadores invariantes de gauge.Más tarde, el interés en este método aumentó al encontrarse nuevas aplicaciones, en particular en relación con teorías supersimétricas, con el mapeo de Nicolai y con la construcción de TCCTs. Es en esta última área que el método de cuantificación estocástica será de utilidad para los trabajos que se presentan en esta Tesis.La organización del capítulo es la siguiente: en la sección 1 haremos un breve repaso de procesos estocásticos clásicos, con el objeto de fijar algunos conceptos, definiciones y notación. En la sección 2 presentaremos el método de Cuantificación Estocástica de una teoría de campos, ejemplificando los procedimientos básicos con la teoría de un campo escalar. En la sección 3 analizaremos el cálculo perturbativo de las funciones de correlación de la teoría, tomando como ejemplo una interacción λφ3 en la teoría escalar. Finalmente, la sección 4 estará dedicada a las teorías de gauge, con especial énfasis en distinguir el comportamiento de las cantidades invariantes y no invariantes de gauge y la posibilidad de alterar el comportamiento de estas últimas utilizando el llamado fijado de gauge estocástico.

3.1 Procesos estocásticos clásicosLos procesos estocásticos han sido ampliamente estudiados por la Mecánica Estadística clásica [53], y en general describen la evolución de un sistema acoplado a una fuente externa aleatoria, usualmente llamada ruido. Por fuente externa aleatoria nos referimos a una fuerza externa cuyo comportamiento no se conoce (o no interesa conocer) en detalle; lo que sí se conoce es su caracterización como variable aleatoria, en términos de su distribución de probabilidad o de sus funciones de correlación.
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Consideremos un sistema físico descrito por un campo <∕>(τ,i), donde x representa las coordenadas espaciales (x ∈ Rn) y t representa el tiempo en un intervalo [0, T], acoplado a un ruido descrito por una variable aleatoria (77) cuyos valores posibles están dados por las funciones (3.1.1)con una distribución de probabilidad P[η] tal que (3.1.2)(3.1.3)La integral en (3.1.3) es la suma sobre todos los valores posibles de η.Una cantidad Φ que dependa de η define una nueva variable aleatoria, cuyo valor de expectación (o esperanza) está dado por (3.1.4) 

que es simplemente un promedio de Φ pesado sobre el ruido. En particular, 
η(x,t) para x y t fijos es una variable aleatoria, lo mismo que los productos IK=i*7(z.Λ)∙ Sus valores de expectación se denominan funciones de correlación de n puntos o momentos de la distribución P[77]:

(3.1.5)
Una distribución de probabilidad particularmente importante la constituye el ruido blanco gaussiano (asociado a procesos estocásticos marko- vianos) dado por

donde la constante de normalización N está dada por (3.1.6)
(3.1.7)
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Es inmediato calcular las dos primeras funciones de correlación de este ruido:(3.1.8)(3.1.9)Estas caracterizan completamente a la distribución, ya que las funciones de k puntos (¿ > 3) se anulan para k impar y están dadas por una descomposición tipo Wick para k par: (3.1.10)
donde Γ representa las distintas formas de combinar los puntos de a pares e 
(i,j') representa los distintos pares de cada combinación. Cabe señalar que si P[η] está dada por (3.1.6) la medida de integración funcional introducida en la ecuación (3.1.3) puede ser rigurosamente definida como una medida de Wiener [54].Nos dedicaremos en lo que sigue al comportamiento de un sistema físico descrito por un campo φ(x) acoplado a un ruido blanco gaussiano. Si suponemos que el proceso estocástico según el cual evoluciona <∕>(x) es un proceso markoviano (i.e. la probabilidad de que φ(x,t + áí) tome un determinado valor depende únicamente del valor de φ(x,t) y no de la historia previa), la ecuación diferencial que debe satisfacer φ(x-,t) es entonces de primer orden en derivadas respecto de t y lineal en el ruido. Una ecuación de tal tipo se denomina ecuación de Langevin.Estudiaremos el caso en que la evolución temporal del sistema está regida por la ecuación de Langevin más simple: (3.1.11)donde V[≠] es una funcional de φ, usualmente llamada “potencial de arrastre” .Notemos que en ausencia de ruido, la evolución temporal es proporcional a un término de arrastre dado por el gradiente de V[<∕>]. Más aún, si (3.1.12)donde L es un operador lineal semidefinido positivo, (3.1.11) toma entonces la forma de una ecuación de difusión (se dice que el sistema es puramente
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disipativo). Esta característica asegura que el ruido lleva al sistema hacia un estado de equilibrio, en el cual la disipación dada por el término de arrastre está balanceada, en promedio, con el ruido.Para hacer precisa esta afirmación, debemos analizar la distribución de probabilidad de φ como variable aleatoria. Notemos que φ es en efecto una variable aleatoria en el sentido de que, dada una condición inicial (3.1.13) la ecuación de Langevin (3.1.11) define unívocamente a φ(x,t') como una funcional de η que llamaremos φη(x,t). La distribución de probabilidad de <∕>(τ), como función de t, está dada formalmente por (3.1.14)
donde los “brackets” ( ) indican (como en la ecuación (3.1.4)) un promedio sobre el ruido η. La distribución (3.1.14) corresponde a la probabilidad condicional de que la variable aleatoria φ tome el valor φ(x) al tiempo t dado el valor φo(x) a i = 0; no debe confundirse con la probabilidad de que φ tome el valor φ(x,t') para todo t ∈ [0,71].La ecuación de Langevin (3.1.11) implica que la distribución de probabilidad P[φ, t] satisfaga la llamada ecuación de Fokker-Planck:

(3.1.15)
A partir de esta ecuación se puede probar (extendiendo el intervalo [0, T] a [0,∞)) que P[φ, t] tiene un límite estacionario para t → oo:

(3.1.16)
(si existe un estado estacionario, es inmediato verificar que el dado por (3.1.16) satisface la ecuación (3.1.15)). A esta situación nos referiremos de ahora en más como estado de equilibrio del proceso estocástico. Bajo condiciones muy generales, se puede probar que el estado de equilibrio no depende del estado inicial del sistema.
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Podemos ahora considerar una forma más general de la ecuación de Langevin mediante la introducción de un núcleo ∕<(x,j∕) en el término de arrastre: (3.1.17)acompañada por una distribución de probabilidad del ruido dada por(3.1.18)La función de correlación de dos puntos resulta (3.1.19)en tanto que la de 2k puntos sigue dada por una descomposición de Wick como en (3.1.10). La ecuación de Fokker-Planck que se deduce de (3.1.17) y (3.1.18) es

La propiedad más importante del proceso estocástico definido por (3.1.17) y (3.1.18) (o alternativamente por (3.1.20)) es que, si tiene estado de equilibrio, éste es el mismo que el del proceso definido por (3.1.7) y (3.1.11), como se. puede ver por simple inspección de las ecuaciones de Fokker-Planck correspondientes.Esta última observación indica que, si es de interés hacer evolucionar al sistema a un estado de equilibrio dado, uno tiene libertad en la elección del núcleo K. Más aún, en el caso en que el operador L definido en (3.1.12) no sea semidefinido positivo, el proceso estocástico puede no tener estado de equilibrio sino con la elección de un núcleo adecuado. Volveremos a este punto al discutir la cuantificación estocástica de la teoría de Chern-Simons en el capítulo 5.
3.2 Cuantificación EstocásticaLa idea original de Parisi y Wu [23] al proponer este método de cuantificación se basó en la analogía entre un sistema termodinámico en equilibrio con distribución de Boltzman (3.2.1)

(3.1.20)
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(donde k es la constante de Boltzman, T es la temperatura y E la energía del estado descrito por </>) y la versión euclídea de la integral de Feynman en la cual el peso de cada trayectoria del sistema está dado por (3.2.2)donde ħ es la constante de Planck y S es la acción euclídea de la trayectoria descrita por φ.

La cuantificación estocástica de una teoría de campos en espacio- 
tiempo euclídeo permite calcular las funciones de correlación de 
los campos cuantificados como valores de expectación de campos 
clásicos puestos a evolucionar en un tiempo ficticio según una 
ecuación de Langevin, en el límite en el cual el sistema llega a un 
estado de equilibrio.A continuación describimos cómo se implementa el método en el caso de un campo escalar (adoptaremos en lo que sigue unidades tales que ħ — 1).Dado un sistema físico descrito por un campo escalar <^>(τ), donde x representa las coordenadas de un espacio-tiempo euclídeo de n dimensiones, con acción S[<∕>], se introduce una coordenada extra t que llamaremos tiempo ficticio: (3.2.3)y se postula que el sistema evoluciona en t según una ecuación diferencial estocástica que tenga como estado de equilibrio la distribución (3.2.2). Como vimos en la sección 1, una elección apropiada es la ecuación de Langevin (3.1.11) con V[^] — S[φ] (3.2.4)

donde las funciones de correlación del ruido están dadas por (3.1.8-3.1.10)1. La funcional S[φ] en (3.2.4) se obtiene integrando la densidad lagrangiana de la teoría, evaluada en φ(x,tfi sobre x y sobre t (en general quedará claro por 1Para un campo escalar libre, — (—□ + m2)ó asegura un estado de equilibrio. Veremos más adelante que en algunos casos más complicados es necesaria la introducción de un núcleo como en (3.1.17).
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el contexto si nos referimos a la acción clásica del sistema o a esta extensión a n+1 dimensiones).Una vez definido el proceso estocástico, se resuelve la ecuación de Langevin con alguna condición inicial (3.2.5)y se pueden calcular los valores de expectación

(3.2.6)como promedios sobre el ruido.La afirmación central del método consiste en que las funciones de correlación (3.2.6) evaluadas a tiempos ficticios t iguales coinciden, en el límite para t → oo, con las funciones de Green de la teoría cuántica usual definida por S[φ]∙. (3.2.7)En los casos en que el término de arrastre sea un operador lineal semidefinido positivo actuando sobre los campos de la teoría, la afirmación (3.2.7) es un teorema bien conocido en Mecánica Estadística. Sin embargo, la equivalencia entre la cuantificación estocástica y los resultados usuales (cuantificación canónica, integral funcional) va más allá de los casos simples, y ha sido probada en diversas teorías y por diferentes métodos [55, 56, 57, 58, 59, 2]. En el capítulo 5 mostraremos, como uno de los aportes originales de esta Tesis, cómo cuantificar estocásticamente la teoría no abeliana de Chern-Simons.Los valores de expectación (3.2.6) se pueden representar de dos maneras: mediante una formulación funcional o resolviendo explícitamente la ecuación de Langevin. En la formulación funcional se calculan como derivadas respecto de una fuente externa J de una funcional generatriz (3.2.8)evaluadas en J = 0 (nótese que en (3.2.8) φ es una funcional de η). Para trabajar con Z[J] es conveniente cambiar la variable de integración η por φ.
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La expresión de η y el jacobiano correspondiente se obtienen de la ecuación de Langevin, con lo cual
donde (3.2.10)
Llamaremos función de partición estocástica a Z[0].Para evaluar funciones de correlación resolviendo explícitamente la ecuación de Langevin dividiremos el cálculo en tres etapas básicas: en primer lugar, resolver la ecuación de Langevin; en segundo lugar, calcular los valores medios sobre el ruido a tiempos ficticios t iguales y por último tomar el límite para t → oo.Más en detalle, las etapas son las siguientes:• En líneas generales, para resolver la ecuación de Langevin se busca la función de Green causal (en el tiempo ficticio) de la parte lineal y homogénea en los campos. La solución se expresa entonces como una convolución de esta función de Green con el ruido y los eventuales términos no lineales de δS∕δφ∙, si hay términos no lineales, esta expresión es una ecuación integral que se resuelve en forma iterativa y conduce a un desarrollo perturbativo.• Una vez expresada la solución en términos del ruido, los valores medios a calcular de reducen a valores de expectación de productos de ruidos. Por lo tanto no es necesario “resolver” la integral funcional en (3.2.6), sino que basta utilizar las expresiones (3.1.8-3.1.10).• El límite t → ∞ en los. valores de expectación aparece en general bien definido si la ecuación de Langevin que se adopta es la adecuada. Sólo comentaremos que, en el caso en que la. teoría tenga otro parámetro sobre el cual se deba tomar un límite (vgr. un “cut-off” ultravioleta o una masa introducida para evitar divergencias infrarrojas), puede ser necesario prescribir el orden en que se toman los límites para llegar al resultado correcto.En la próxima sección estudiaremos en detalle este mecanismo en la teoría
λφ3.
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3.3 El cálculo perturbativoPara describir la manera de resolver la ecuación de Langevin cuando hay presentes términos no lineales, consideremos por simplicidad la teoría de un campo escalar φ en un espacio tiempo euclídeo de n dimensiones con un término de autointeracción λφ3. La acción (extendida por la introducción del tiempo ficticio) está dada por (3.3.1)donde m es la masa del campo φ y λ un parámetro real. La ecuación de Langevin correspondiente a esta acción, (3.3.2)tiene una parte lineal en </>, un término cuadrático y el término del ruido. Para resolverla es conveniente trabajar con la transformada de Fourier de los campos respecto de las coordenadas (no transformaremos el tiempo ficticio):(3.3.3) La ecuación de Langevin se transforma entonces en

(3.3.4)en tanto que las funciones de correlación del ruido devienen (3.3.5)El primer paso para resolver la ecuación (3.3.4) es encontrar su función de Green causal G,(⅛,i) (3.3.6)cuyo resultado es (3.3.7)
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Como segundo paso, expresamos la solución general de la parte lineal de la ecuación de Langevin (correspondiente a la teoría libre, A = 0) como convolución de G(k,t) con el ruido más la solución general de la ecuación homogénea: (3.3.8)
donde C es una constante arbitraria. Si imponemos la condición inicial(3.3.9)y utilizamos la función de Heaviside en la función de Green (3.3.7), encontramos la solución particular, causal, que para t > 0 resulta:

(3.3.10)Observemos que para t grande (i ⅛rj⅛) la solución no depende de la condición inicial impuesta. Supondremos entonces por simplicidad que 
φ0(k) ≡ 0.Por último, consideramos el término cuadrático como inhomogeneidad en la ecuación de Langevin, con lo cual en lugar de (3.3.10) tenemos la ecuación integral

(3.3.11)
Esta ecuación se resuelve en forma iterativa: el primer miembro da la solución a orden m al reemplazar el orden m — 1 en el miembro de la derecha. Usando una notación compacta, podemos escribir la solución como

(3.3.12)
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donde se sobreentienden las variables y las integrales. Más útil aún es la notación gráfica:

(3.3.13)
donde cada segmento representa un propagador estocástico y cada cruz representa un ruido. Se sobreentiende un factor A/2 y la conservación del momento en cada vértice, así como las integraciones sobre el tiempo ficticio en cada vértice y en cada cruz y sobre un impulso en cada vértice.Una vez resuelta la ecuación de Langevin en forma perturbativa, consideremos una función de correlación de l puntos {φη(kl, i)... φη(kι, tf)η', como las integrales sobre tiempos ficticios y momentos conmutan con el promedio sobre el ruido, los valores de expectación sólo se deben tomar sobre productos de ruidos. La descomposición de Wick de las funciones de correlación de ruidos permite una interpretación gráfica sencilla del cálculo: si se representa cada campo φ por un desarrollo diagramático, el promedio estocástico significa juntar las cruces de a pares de todas las formas posibles. Por ejemplo, la función de correlación de dos puntos, a segundo orden en A, resulta:

(3.3.14)

En estos diagramas las líneas con una cruz representan la contribución a orden cero a la función de dos puntos: (3.3.15)
(3.3.16)

o explícitamente,
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Usando (3.3.5) es fácil resolver las integrales, con lo cual

(3.3.17)Notemos que la ¿(¿ + ¿') asegura la conservación del momento a lo largo de las líneas cruzadas y que el límite t = t, → oo da el propagador libre usual.En general, las funciones de correlación están dadas por un desarrollo dia- gramático similar a los diagramas de Feynman, por lo que cabe destacar las semejanzas y las diferencias. En primer lugar, los diagramas estocásticos que contribuyen a una dada función de correlación a cierto orden tienen la misma topología que los diagramas de Feynman correspondientes; sin embargo, en los diagramas estocásticos hay dos tipos de propagadores: las líneas sin cruz representan a la función de Green estocástica G(k, t — í') y las líneas cruzadas representan el orden cero del propagador, D(¿;í,T). En consecuencia, para cada diagrama de Feynman existe un conjunto de diagramas estocásticos con la misma topología, que difieren en la ubicación de las líneas cruzadas y sin cruzar. En segundo lugar, los dos tipos de diagramas tienen los mismos vértices y las mismas leyes de conservación e integración de momentos, pero en los estocásticos se incluyen también las integraciones sobre el tiempo ficticio. Por último, los diagramas estocásticos permiten una lectura causal (no física, sino en tiempo ficticio): a partir de cada vértice hay una sola manera de llegar a una pata externa siguiendo líneas no cruzadas, y en ese camino los tiempos se recorren en orden creciente.El resto del trabajo necesario para llegar a las funciones de correlación consiste en resolver las integrales sobre el tiempo ficticio en cada vértice y sobre los momentos libres en cada lazo. Las integrales sobre el tiempo son sencillas y se pueden dar reglas [60] para construir el resultado en forma mecánica, aunque algo engorrosa. Preferimos señalar los pasos para hacerlas en forma ordenada. Debido al valor absoluto que aparece en D(¿;¿,/'), conviene separar las contribuciones debidas a distintas maneras de ordenar el tiempo asociado a cada vértice y recordar que sólo contribuyen los órdenes que respetan la causalidad. Dado un orden fijo, es fácil ver que todos los términos que involucren la segunda exponencial del propagador cruzado (3.3.17) darán un resultado exponencialmente decreciente en el límite t → oo; por lo tanto, es correcto prescindir de ese término en todas las etapas del cálculo. Asimismo, se puede ver que en cada integral sólo el límite superior 
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dará una contribución no nula al resultado final. Finalmente, una vez resueltas las integrales, corresponde tomar el límite para el tiempo t (asociado a las patas externas) yendo a infinito.Antes de realizar las integrales sobre los momentos, conviene sumar todos los diagramas estocásticos con la misma topología (ya que tienen los mismos momentos en las patas externas y las mismas integrales sobre lazos). Podemos enunciar ahora un resultado importante, que en el marco del cálculo perturbativo prueba la equivalencia entre la cuantificación estocástica y la cuantificación canónica:

La suma de todos los diagramas estocásticos con una topología 
dada da el mismo resultado que el diagrama de Feynman con la 
misma topología.Esta afirmación ha sido probada a todo orden en algunas teorías, en particular para campos escalares con autointeracciones polinómicas, y en los primeros órdenes perturbativos en otras [55, 59, 60]. Sin embargo, cada demostración es constructiva y se carece de pruebas generales. En el capítulo 5 probaremos [2] esta equivalencia a segundo orden para la teoría no abeliana de Chern-Simons.Una vez sumados los diagramas con la misma topología, las integrales sobre los momentos son las usuales en los diagramas de Feynman; en particular, presentan las mismas divergencias y pueden ser renormalizadas de la misma manera.

3.4 Teorías de gaugeLas peculiaridades de la cuantificación de teorías de gauge se originan como es sabido, en dificultades asociadas al tratamiento de la simetría de gauge. En la cuantificación canónica esta simetría impone vínculos a los momentos canónicamente conjugados a los campos Aμ y obliga a introducir una métrica indefinida en el espacio de estados. En la Integral Funcional aparecen modos cero asociados con los parámetros de la simetría de gauge que dan lugar a divergencias. Estas divergencias tienen carácter puramente geométrico y pueden ser absorbidas en las constantes de normalización; esto se consigue factoreando la integral sobre las órbitas del grupo de gauge según el método de Faddeev-Popov, o integrando sobre las cohomologías de dicho grupo según 
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el método BRST. En ambos casos el precio a pagar es la introducción de campos fantasmas en la teoría. Más aún, se sabe que en general no es posible encontrar una condición que fije global y unívocamente el gauge (el problema asociado se conoce como ambigüedad de Gribov [61]).En el marco de la cuantificación estocástica la situación es radicalmente diferente: los valores de expectación de cantidades invariantes de gauge (en particular todos los observables) se calculan sin necesidad de fijar la simetría de gauge. En el apartado 2.4.1 ilustraremos este hecho en detalle en la teoría abeliana de Maxwell y luego en la teoría (no abeliana) de Yang y Milis. En el apartado 2.4.2 discutiremos la posibilidad y el significado de implementar un fijado de gauge en el método de cuantificación estocástica.
3.4.1 Teorías de Maxwell y de Yang y MillsConsideremos en primer lugar la teoría abeliana de Maxwell, cuya acción está dada por (3.4.1)donde Fμy = ∂μAv — ∂uAμ es el tensor de intensidad de campo asociado al campo de gauge Aμ {μ = 1... n) y estudiemos el proceso estocástico definido por la ecuación de Langevin (3.4.2)donde S es la acción (3.4.1) extendida para incluir la dependencia en t y el ruido ημ es un campo vectorial cuyas funciones de correlación están dadas por (3.4.3)El término de arrastre en la (3.4.2) está dado por las ecuaciones de movimiento de Maxwell (3.4.4)y la ecuación de Langevin en espacio de impulsos resulta (3.4.5)
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Es conveniente introducir los proyectores

(3.4.6)transversal y longitudinal respectivamente y proyectar la ecuación (3.4.5):
(3.4.7)
(3.4.8)Se observa entonces que la parte transversal contiene un término de disipación que asegura la convergencia del proceso estocástico, en tanto que la parte longitudinal de Aμ fluctúa a merced del ruido. En efecto, la solución causal para A? es análoga a la expresión (3.3.10):
(3.4.9)mientras que para la parte longitudinal se encuentra

(3.4.10)La componente longitudinal no se relaja hacia un estado de equilibrio y depende de las condiciones iniciales para todo t. Este mal comportamiento se debe naturalmente a la simetría de gauge, por la cual las ecuaciones de Maxwell no determinan el valor (clásico) de la parte longitudinal del campo 
Αμ· El mal comportamiento de A^ se refleja en la función de correlación de dos puntos. Con condiciones iniciales Aμo = 0 ésta resulta:

(3.4.11)
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cuya parte transversal tiende al propagador usual en el gauge de Feynman a la vez que la parte longitudinal diverge linealmente con t 2. Desde el punto de vista de la distribución de probabilidad para una configuración Aμ(xfi ésta no tiene estado de equilibrio.¿Por qué decimos entonces que no hace falta fijar el gauge (o sea la parte longitudinal)? La respuesta es que las cantidades invariantes de gauge se construyen a partir de (3.4.12)y este valor de expectación, que se construye a su vez a partir de la expresión (3.4.11), no depende de la parte longitudinal: los términos potencialmente divergentes se cancelan entre sí por la antisimetría de los índices. Explícitamente, (3.4.13)
que coincide con el resultado usual.En conclusión, el sistema evoluciona en forma adecuada a través de configuraciones físicamente distinguibles en tanto que realiza una “caminata aleatoria” a lo largo de las órbitas del grupo de gauge. Los valores de expectación físicos no reflejan esta caminata aleatoria.

Consideremos ahora el caso de la teoría de Yang y Milis, correspondiente a un grupo no abeliano G. La acción de esta teoría es (3.4.14)
donde Fμv = ∂μAav-∂υAaμ- efabcAbμAcu. Los índices latinos (a, δ,c) se refieren a componentes en el álgebra de Lie del grupo G, fabc son las constantes 2EIigiendo adecuadamente las condiciones iniciales se puede reproducir la parte transversal con el parámetro a usual, pero la parte longitudinal siempre diverge linealmente.
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de estructura de dicha álgebra y e es la constante de acoplamiento de la autointeracción de los campos Aa.La ecuación de Langevin (3.4.2) se escribe en este caso en la forma

(3.4.15)donde Dvab es la derivada covariante (3.4.16)y el ruido 77μ(τ,i) tiene componentes en el álgebra de Lie de G; sus funciones de correlación son: (3.4.17)Se observa que la ecuación de Langevin tiene términos cuadráticos y cúbicos en los campos, por lo cual debe ser resuelta en forma perturbativa. En espacio de impulsos conviene escribirla como
(3.4.18)donde M“ y N“ son los términos de interacción cuadrático y cúbico respectivamente. La parte lineal de (3.4.18) coincide con la ecuación de Langevin del caso abeliano, por lo que la parte longitudinal de las funciones de correlación {AμAb) presenta divergencias.Corresponde, sin embargo, estudiar las funciones de correlación (Fμi,.F1μσ). En el trabajo original de Parisi y Wu [23] se argumenta que tales funciones se aproximan a un estado de equilibrio, a todo orden en el cálculo perturbativo. Nos limitaremos aquí a describir los resultados del cálculo per- turbativo a orden e2, verificados explícitamente en [55]. En primer lugar, señalemos que tanto el propagador estocástico como el propagador cruzado tienen términos transversales (proporcionales a T,μμ) y términos longitudinales (proporcionales a Lμμ)j las posibles divergencias para t → 00 sólo pueden provenir de estos últimos. En segundo lugar, se verifica que las contribuciones potencialmente divergentes se cancelan al calcular {FμvFbσ) y en consecuencia en cualquier cantidad invariante de gauge. Resulta entonces
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lícito no considerarlas al calcular (A“A^). En tercer lugar, y este es el resultado más interesante, las contribuciones provenientes exclusivamente de los 
términos transversales reproducen el resultado de los diagramas de Feynman construidos con líneas gluónicas. Las contribuciones con uno o más términos longitudinales reproducen la suma de los diagramas de Feynman que contienen líneas de fantasmas, correspondientes al fijado de gauge de Landau según el método de Faddeev-Popov.En resumen, la cuantificación estocástica de las teorías de Yang y Milis da los valores de expectación correctos para cantidades invariantes dé gauge sin necesidad de fijar la simetría.
3.4.2 Fijado de gauge estocásticoSi bien hemos mostrado que es innecesario fijar el gauge en el método de cuantificación estocástica, analizaremos ahora la posibilidad de alterar el procedimiento para modificar el comportamiento de las cantidades no invariantes de gauge (respetando los valores de expectación de las cantidades invariantes de gauge). La técnica que permite hacerlo, introducida por Zwanziger [56], se llama fijado de gauge estocástico.A fin de respetar los resultados obtenidos para cantidades invariantes de gauge, uno debe limitarse a considerar transformaciones de gauge del campo 
Aμ. Si estudiamos por simplicidad el caso abeliano, éstas son de la forma(3.4.19)Es inmediato verificar que la ecuación de Langevin (3.4.5) no se modifica a menos que ω dependa del tiempo estocástico, en cuyo caso se obtiene(3.4.20)El término nuevo en esta ecuación se conoce como término de arrastre de Zwanziger y se observa que sólo afecta a la parte longitudinal de Bμ. La función ω(⅛, /) es arbitraria y se puede elegir en términos del propio campo 
Aμ o como un campo independiente, que satisfaga una ecuación de evolución ad-hoc.Para elegir ω(k, í) en términos de Aμ se utilizan condiciones de gauge es- tocásticas, que generalizan las condiciones de gauge ordinarias. Por ejemplo,
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la condición covariante que generaliza el gauge de Lorentz kμBμ = 0 es(3.4.21)Utilizando esta condición es fácil mostrar que la función de correlación de dos puntos no diverge, sino que reproduce el propagador usual en el “gauge 
a”: (3.4.22)Por otra parte, la ecuación de Fokker-Planck que se deriva de la ecuación de Langevin (3.4.20) con la condición (3.4.21) resulta

(3.4.23)
Esta ecuación sí tiene estado de equilibrio, que coincide con la densidad usual en la integral funcional: (3.4.24)Este resultado prueba la equivalencia entre la cuantificación con integral funcional y la cuantificación estocástica con fijado de gauge.Cabe señalar que se puede elegir ω(⅛,i) de forma tal que no dé un buen comportamiento para las cantidades no invariantes de gauge. En el capítulo 5 aprovecharemos la libertad de elección del término de Zwanziger de una manera completamente diferente, definiendo cu(¿, í) como un campo independiente.



Capítulo 4

Conexión entre las teorías de
Wess-Zumino-Witten y de 
Chern-Simons

En este capítulo se presenta el primer trabajo original de esta Tesis. En él se establece una conexión a nivel cuántico entre las teorías de Wess-Zumino-Witten y de Chern-Simons Topológica. La herramienta básica en el tratamiento del problema es el método de cuantificación estocástica.
64



4. Conexión entre las teorías de WZW y CS 65
A partir del interés generado por las Teorías Cuánticas de Campos Topo- lógicas (TCCTs) se han establecido diversas conexiones entre distintos modelos, generalmente en variedades de dimensión diferente. Por ejemplo, Horowitz [12] mostró que en la cuantificación canónica (para sistemas con vínculos) de la teoría de Yang y Milis Topológica en d=4 aparece naturalmente la acción de Chern-Simons en dimensión d=3 como fase de las funcionales de onda. La misma conexión se puede establecer [14, 15, 62] siguiendo una dirección en cierto sentido opuesta: la función de partición que se obtiene al cuantificar estocásticamente la teoría de Chern-Simons coincide con la función de partición construida por Witten [6] para la teoría de Yang y Milis Topológica. Usando el método de cuantificación estocástica se han llegado a establecer relaciones análogas entre otras teorías [63].En este capítulo presentaremos un trabajo original de esta Tesis [1], en el cual estudiamos la conexión entre la teoría de Wess-Zumino-Witten (WZW) en d=2 y la teoría de Chern-Simons Topológica en d=3 (cf. sección 2.3) desde el punto de vista de la cuantificación estocástica. Mostraremos que la función de partición estocástica de la teoría de WZW es igual a la función de partición de la teoría de Chern-Simons en el formalismo BRST con la elección de cierta condición de gauge. El tiempo estocástico provee la dimensión extra para ligar d—2 con d=3.Para presentar con claridad la forma en que estableceremos la conexión, organizaremos este capítulo en dos secciones. En la sección 1 estudiaremos el caso sencillo de un campo escalar siguiendo la referencia [64]: mostraremos cómo se puede conectar mediante la cuantificación estocástica una teoría n- dimensional con otra teoría, de carácter topológico, enn + 1 dimensiones. En la sección 2 aplicaremos los resultados obtenidos al caso de interés, la teoría de WZW en d—2, y probaremos que la teoría topológica 3-dimensional que aparece es la teoría de Chern-Simons Topológica.

4.1 Interpretación topológica de la cuantifi
cación estocásticaConsideremos un campo escalar φ definido sobre una variedad n-dimensional 

Mn con cierta acción S^n∖ Según la técnica de cuantificación estocástica, introducimos un tiempo ficticio τ y definimos un proceso estocástico regido
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por la ecuación de Langevin

(4.1.1)donde η es un ruido blanco gaussiano escalar. Como vimos en la sección 3.2, la función de partición estocástica de este modelo está dada por
(cf. ecuación (3.2.9)) donde det∆ es el jacobiano asociado al cambio de variables de integración η → φ∖ el operador Δ está dado por

(4.1.3)Debemos señalar que en el argumento de la exponencial en (4.1.2) hemos omitido un término de borde que no tiene importancia en la formulación estocástica [65].Consideremos ahora otro modelo, el de un campo escalar φ definido sobre la'variedad Mn+ι = Mn × [0, Τ’] con acción 
donde la coordenada τ toma valores en [0, T]. La acción (4.1.4) es de carácter topológico, ya que tiene la forma de integral de una derivada total, y se puede expresar en términos de como (4.1.5)Nuestra intención es ahora calcular la función de partición (en el formalismo de integral funcional) de este modelo, para lo cual debemos implementar el fijado de la simetría “topológica” que se sigue de (4.1.5): (4.1.6)donde ε(x, τ) es una función arbitraria tal que (4.1.7)

(4.1.2)

(4.1.4)
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Siguiendo el procedimiento BRST construimos la acción cuántica mediante una función de gauge F[φ] y un operador nilpotente Q definido por

(4.1.8)
donde b es el multiplicador de Lagrange y Vs ≠ son l°s campos fantasmas. La forma -de la acción cuántica es (4.1.9)y la función de partición se obtiene integrando sobre todos los campos:(4.1.10)Una elección adecuada de la función de gauge F[φ] conduce a la conexión a nivel cuántico entre las teorías con acción y S,(n+1∖ En efecto, si elegimos

(4.1.11)
es fácil ver que la acción cuántica (4.1.9) se escribe explícitamente

(4.1.12)En la expresión (4.1.10) se puede realizar la integración (gaussiana) sobre el campo auxiliar b y la integral sobre los campos fantasmas (que define formalmente el determinante del operador Δ). Es inmediato verificar que el resultado de dichas integraciones coincide con la expresión (4.1.2), es decir(4.1.13)con lo cual queda establecida la conexión: la función de partición estocástica de la teoría n-dimensional con acción clásica coincide con la función de 
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partición BRST de la teoría topológica (n+l)-dimensional con acción clásica S,(n+1).Antes de aplicar este cálculo a la teoría de WZW comentaremos cómo la conexión entre y S,(n+1) se puede analizar desde el punto de vista de la cuantificación canónica para sistemas con vínculos [12]. De hecho, el sistema definido por la acción S,(n^t^1) tiene vínculos; si se elige la coordenada τ como tiempo físico, es inmediato calcular el momento π canónicamente conjugado a φ y hallar que

(4.1.14)Esto es, el momento π no es independiente del campo φ. Clásicamente, el vínculo (4.1.15)genera las transformaciones de simetría (4.1.6). A nivel cuántico, este vínculo debe ser impuesto sobre los estados físicos. Trabajando en la representación de Schrδdinger, la condición (4.1.16)se expresa como
(4.1.17)ya que los estados se representan por funcionales de onda y los operadores φ y π satisfacen las reglas canónicas de conmutación a través de las realizaciones
(4.1.18)

La ecuación del vínculo tiene como única solución (4.1.19)Se observa así que la conexión entre y S,(n+1) se manifiesta nuevamente a nivel cuántico en este enfoque: la funcional de onda que representa al único



4. Conexión entre las teorías de ~WZW y CS 69
estado de la TCCT cuya acción clásica es S^-n+1^ tiene por fase a la acción S,(n).Podemos llevar más lejos esta analogía entre las conexiones según los dos métodos notando que el proceso estocástico definido por la ecuación de Langevin (4.1.1) tiene, bajo condiciones bastante generales, una distribución de equilibrio (4.1.20)que se puede identificar con la versión euclídea de la funcional de onda (4.1.19). .
4.2 Cuantificación estocástica de la teoría de 

WZWEn esta sección aplicaremos el resultado de la sección anterior, expresado en la igualdad (4.1.13), al caso de interés en esta Tesis: partiendo de la acción del modelo de WZW en la variedad M2 (o sea = Swzw) mostraremos que la acción topológica S,(2^l^1) definida según (4.1.4) se puede identificar con la acción de Chern-Simons en la variedad M3 = M2 × [0,Γ].Consideremos la acción de WZW correspondiente al grupo G = SU(N) definida por simplicidad sobre la variedad M2 = S1 × R. En vista del resultado presentado en la sección 2.3 escribiremos Inacción en coordenadas tipo cono de luz:
(4.2.1)

En esta expresión las coordenadas x y t corresponden a S1 y R respectivamente, con h(x + 2π) = h(x). El interior de S1 × R es B = D × R donde D es un disco (∂D = S1). Para normalizar la traza en el álgebra de Lie de G usamos la convención Tr{tatb} = 6ab, de manera que k es un entero.Para proceder a la cuantificación estocástica de esta teoría se debe proponer una ecuación de Langevin adecuada. Dado que el campo h es un elemento del grupo SU(N) no es sencillo trabajar con la derivada δSwzw/δh
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(en el sentido de elegir una representación matricial particular para los elementos del grupo y derivar respecto de los elementos independientes de la matriz representante de A). Como es usual al estudiar clásicamente la teoría, tomaremos coordenadas φ tangentes a la variedad del grupo (elementos del álgebra de Lie) tales que (4.2.2)(de todas maneras, mantendremos la notación en términos de A). Es fácil entonces calcular (4.2.3)con lo cual la ecuación de Langevin más sencilla se escribe (4.2.4)donde η toma valores en el álgebra de Lie de G y sus componentes son ruidosblancos gaussianos independientes: (4.2.5)En (4.2.4) usamos la notación τ para el tiempo ficticio. Cabe señalar que la ecuación de Langevin (4.2.4) da la evolución en tiempo ficticio de los valores físicamente relevantes de A, es decir los valores sobre Mi.Una vez propuesta la ecuación de Langevin podemos dar la forma de la función de partición estocástica:

(4.2.6)donde el operador Δ se deduce de (4.2.4) como (4-2.7)Siguiendo los mismos pasos que para el caso escalar de la sección anterior seprueba que (4.2.8)
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En la construcción de Zbrst∖S^2 j'^1'i]se ha utilizado la definición (4.2.9)
donde M3 = S1 × R × [0, Τ'], en tanto que la función de gauge empleada es:(4.2.10)Nuestro objetivo es ahora relacionar la acción lS,(2+1) co∏ la acción de Chern-Simons. Para ser más precisos, probaremos que ¾flsτ[S,(2+1)] es en realidad la función de partición de la teoría de Chern-Simons definida sobre 
M3 cuando se elige cierta condición de gauge. Comencemos por escribir la forma explícita de ¾βsy[5^2+1^ en (4.2.8):

(4.2.11)Para hacer contacto con los campos de la teoría de Chern-Simons interpretaremos —ih~1∂xh como la componente en la dirección x de un campo de gauge Ai en tres dimensiones. Por otra parte, para dar lugar a la componente en la dirección t, introducimos un nuevo campo u ∈ G en la forma: (4.2.12)con a en el álgebra de Lie de G, e insertamos la identidad (4.2.13)
en la función de partición ¾λst[<S'^2+1)] dada en (4.2.11):

(4.2.14)
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Además, a fin de obtener las dimensiones correctas para interpretar a τ como coordenada física, resulta natural introducir un parámetro μ con dimensiones de masa y sustituir (4.2.15)Después de estos pasos previos estamos en condiciones de introducir las mencionadas componentes del campo de gauge a través del siguiente cambio de variables: (4.2.16)
Este cambio tiene asociado un jacobiano no trivial [66]; las medidas de integración se relacionan de la siguiente manera:

(4.2.17)
donde Dx y Dτ son las derivadas covariantes usuales

(4.2.18)
En términos de las nuevas variables, Δ toma la forma (4.2.19)en tanto que la funcional ¿(a) introducida en (4.2.13) se escribe (4.2.20)Como era de esperar, la condición a = 0 (i.e. u = A) equivale a Fxr = 0 ya que en ese caso Ax y Aτ son componentes de un campo de gauge puro en las secciones t = cte.Para dar lugar a todas las componentes de un campo de gauge en dimensión d—3 es necesario contar con una tercer componente At- Esta se puede introducir (como un multiplicador de Lagrange) en la siguiente representación de la funcional delta: (4.2.21)
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Usando todos estos resultados podemos volver a escribir la función de partición (4.2.11) en la forma

La conexión con la teoría de Chern-Simons se hace evidente si renombramos las coordenadas de M3:

(4.2.23)
con lo cual podemos escribir

En efecto, los dos primeros términos de la acción cuántica en (4.2.24) son laacción de Chern-Simons escrita en la forma (2.3.3), usando la condición decontorno √4∩ — 0 en ∂Mα. (4.2.25)El resto de lo términos en (4.2.24) son los términos de fijado de gauge construidos con la función de gauge (4.2.26)y las transformaciones BRST estándard (1.2.4):
(4.2.27)



4. Conexión entre las teorías de WZW y CS 74
(nótese que el factor de escala μ introducido en (4.2.15) sólo aparece en términos BRST-exactos, por lo cual Zbrst es independiente de μ).En resumen, hemos probado que
y luego, según el resultado (4.2.8), (4.2.28)

(4.2.29)Así, comenzando con la teoría de WZW en dos dimensiones hemos establecido la igualdad entre su función de partición estocástica y la función de partición BRST de la teoría de Chern-Simons en d—3.Como aplicaciones de la conexión hallada, es de interés investigar el cálculo de valores de expectación de líneas de Wilson en la teoría de Chern- Simons utilizando Zestwzw y técnicas propias del método estocástico. Por otra parte, merece atención la construcción de funcionales de onda para describir estados de la teoría de Chern-Simons siguiendo la línea presentada al final de la sección anterior. De hecho, esta teoría se puede cuantificar [13] trabajando en el gauge axial Ao = 0 y reduciendo el espacio de fases mediante el uso de la ley de Gauss; las relaciones de conmutación que se deducen de los corchetes de Poisson clásicos entre las componentes A1 y A2 son [7, 24]:
(4.2.30)(i.e. una componente juega el papel de “coordenada” y la otra de “momento”). En este esquema los estados físicos de la teoría están dados por funcionales (digamos de Αχ) cuya fase es la acción de WZW (una vez que se parametriza Ai = -ih~1∂ιh). En el marco de la cuantificación canónica para sistemas con vínculos una relación de este tipo podría ser analizada a la luz de nuestra identificación de S,(2+1) con la acción de Chern-Simons.Otro aspecto de interés en la conexión que hemos hallado es que puede ser vista como complemento de la establecida en [7, 51] siguiendo un camino en cierto sentido inverso. Como mencionamos en la introducción a esta Tesis, ha sido de importancia para el estudio de teorías conformes bidimensionales el enfoque tridimensional que sugiere el hecho de que la teoría de WZW aparezca en el proceso de cuantificación de la teoría de Chern-Simons Topológica.



Capítulo 5

Cuantificación estocástica de 
la teoría de Chern-Simons

En este capítulo se presenta otro trabajo original de esta Tesis. En él se obtiene una regulación correcta para la cuantificación estocástica de la teoría de Chern-Simons Topológica. Utilizando esta regulación y otra ya conocida se analiza la conexión entre la teoría de Chern-Simons Topológica y la de Yang y Milis Topológica desde el punto de vista de la cuantificación estocástica.
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La cuantificación estocástica de las Teorías de Campos Topológicas presenta, en muchos aspectos, dificultades que permanecieron sin respuesta satisfactoria durante cierto tiempo. En este capítulo presentaremos el segundo trabajo original de esta Tesis [2], en el cual estudiamos algunas de ellas.En particular, discutimos cuidadosamente el problema de convergencia al equilibrio del proceso estocástico asociado a la teoría de Chern-Simons no abeliana. Con ese propósito introducimos un regulador apropiado en la ecuación de Langevin que rige el proceso y mostramos que el cálculo per- turbativo estocástico conduce a los diagramas de Feynman ordinarios de la teoría. Por otra parte, mostramos que la conexión entre la teoría de Chern- Simons en dimensión d—3 y la teoría de Yang y Milis Topológica (YMT) en 

d=4, que fue establecida originalmente sin tener en cuenta la convergencia del proceso estocástico [14, 15, 62], es válida cuando se tiene en cuenta el esquema de regulación que proponemos.Es interesante destacar que en una etapa intermedia de la mencionada conexión obtenemos una Teoría Cuántica de Campos Topológica (TCCT) del tipo de la de Yang y Milis, que incluye en su acción términos nuevos provenientes del regulador utilizado; si bien estos términos dependen de la métrica, mostramos que tanto la función de partición como los observables de la teoría de YMT son invariantes topológicos en la teoría modificada.La organización de este capítulo es la siguiente: en la sección 1 resumiremos las dificultades asociadas a la cuantificación de Teorías de Campos Topológicas, especialmente la de Chern-Simons. En la sección 2 estudiamos la cuantificación estocástica de la teoría de Chern-Simons y probamos que las funciones de correlación que se obtienen en presencia del regulador reproducen los diagramas de Feynman usuales hasta segundo orden en la constante de acoplamiento. La conexión entre la teoría de Chern-Simons y la de YMT se revisa en la sección 3. En la sección 4 aprovecharemos otra forma de regular el proceso estocástico [59] para dar una prueba formal de la misma conexión. Por último, cerraremos el capítulo con algunas conclusiones en la sección 5.
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5.1 Dificultades del proceso de cuantifica

ciónA fin de presentar con precisión los problemas que vamos a discutir en este capítulo, resumiremos en esta sección las características básicas de la cuantificación de Teorías de Campos Topológicas.En primer lugar, como la acción S[φ] no depende de la métrica de la variedad en que se trabaja, se plantean varios problemas. En el formalismo de la integral funcional, la métrica puede entrar en los términos BRST necesarios para fijar la simetría ante difeomorfismos. Debe entonces asegurarse que el carácter topológico de la teoría no se pierda en la cuantificación. Como hemos dicho antes, la acción cuántica ∙Sq[Φ] cuya exponencial da el factor de peso en la integral funcional tiene la forma
(5.1.1)donde Q es el operador BRST que se construye a partir de las simetrías de la acción clásica S[<∕>] y W es una funcional de todos los campos Φ (que incluyen los campos originales φ, los multiplicadores de Lagrange y todas las generaciones de campos fantasmas) y de la métrica gμμ. Es fácil ver que
(5.1.2)

debido a que el valor de expectación de vacío de conmutadores BRST se anula. Sin embargo, para inferir que la función de partición es en realidad independiente de la métrica, debe especificarse una medida de integración funcional invariante ante cambios de la métrica. De hecho, la medida naive Ί?Φ no lo es. La “buena” medida de integración se puede definir tomando como variables de integración no los campos originales Φ sino densidades tensoriales apropiadas conocidas como variables de Fujikawa [67, 26, 68]:(5.1.3)donde ωa es un peso asociado al campo Φα y g es el determinante de la métrica. La función de partición Z de la TCCT se define entonces como(5.1.4)
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donde Φ y gμy se consideran variables independientes. A partir de (5.1.2) y (5.1.3) se puede mostrar rigurosamente que el carácter topológico del modelo se respeta en la cuantificación: (5.1.5)
El mismo cuidado en la medida de integración debe ser tenido en cuenta al definir la función de partición estocástica para una TCCT [62].Aparte de este último, hay nuevos problemas en la cuantificación estocástica asociados a características de las TCCTs. En particular, como la acción S[φ] es independiente de la métrica, no adquiere un factor i al pasar del espacio de Minkowski al espacio euclídeo. Esto representa un problema porque la cuantificación estocástica fue formulada originalmente para acciones euclideas reales. El problema de cómo tratar acciones complejas ha sido cuidadosamente analizado [69, 70] hace ya un tiempo y volvió a recibir atención en el contexto de las TCCTs [59, 71].En la teoría de Chern-Simons Topológica hay aún otra fuente de problemas para la cuantificación estocástica: como la acción es lineal (en lugar de ser cuadrática) en derivadas, es de esperar que el proceso estocástico asociado a través de una ecuación de Langevin náíve no tienda un estado de equilibrio. A fin de resolver este problema se han propuesto tratamientos más refinados para la ecuación de Langevin. Los mismos se basan en la introducción de un núcleo no trivial [59, 58] tanto para el caso abeliano como para grupos no abelianos o en la introducción de un término de Maxwell como regulador [59] en el caso abeliano. En ambos casos se ha probado que se obtienen los propagadores convencionales, con lo cual se reproducen los resultados usuales de la teoría de Chern-Simons.La solución provista por la introducción de un núcleo en el caso no abeliano presenta algunas dificultades formales en el estudio de la conexión entre las teorías de Chern-Simons en d=3 y YMT en d=4, dificultades que discutiremos en la sección 4. Para evitarlas, extenderemos la solución provista por la introducción de un término de Maxwell como regulador al caso no abeliano y probaremos que los propagadores que se obtienen en la teoría regulada coinciden con los usuales de la teoría de Chern-Simons. Luego examinaremos la mencionada conexión, concluyendo en que aún puede ser establecida en el marco de la regulación que proponemos.
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5.2 Regulación del proceso estocásticoComo señalamos en la sección anterior, la cuantificación estocástica de la teoría de Chern-Simons presenta problemas de convergencia hacia un estado de equilibrio si se utiliza la ecuación de Langevin náíve (5.2.1)donde SGs es la acción de Chern-Simons. Dichos problemas surgen de características elementales de la teoría: la independencia de la métrica conduce a una acción euclídea imaginaria y, siendo la teoría lineal en derivadas, el término de arrastre 6S'[A.t∙]∕6A,∙ no es definido positivo.Wu y Zhu [59] han discutido cómo manejar ambos problemas. Por un lado, se puede utilizar un formalismo complejo para la ecuación de Langevin [69] y se observa que no hay inconsistencias debidas al factor i en la acción euclídea. En cuanto al segundo punto, dichos autores introducen, para el caso abeliano, un término F¿2· que actúa como regulador. El proceso estocástico tiene así un estado de equilibrio y se prueba que al remover el regulador se obtienen los resultados usuales para los propagadores de la teoría.En esta sección estudiaremos este problema de convergencia para la teoría de Chern-Simons no abeliana en métrica plana. Para ello introducimos un término TrF2· y analizamos tanto la convergencia del proceso estocástico como los propagadores que se obtienen en la teoría regulada.La acción euclídea para la teoría de Chern-Simons no abeliana en d—3 con un término regulador TrF2j (a veces llamada acción de Yang y Milis topológicamente masiva [72]) se escribe (5.2.2)con (5.2.3)

(5.2.4)y
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En estas expresiones Ai (i = 1,2,3) toma valores en el álgebra de Lie del grupo de gauge G, con generadores ta normalizados de forma tal que 

Tr tatb = δab y M3 es una variedad tridimensional compacta. La constante κ toma valores ke2 con k ∈ Z para que exp(-Scs) sea univaluada (cf. sección 1.2) y la constante de acoplamiento e (que puede ser absorbida mediante un reescaleo de los campos de gauge) se mantiene explícita a fin de ordenar el cálculo perturbativo.En (5.2.4) el parámetro Λ es un regulador que se hará tender a infinito al final de los cálculos para recuperar la teoría de Chern-Simons pura. Este tipo de regulador ha sido utilizado [29] en el estudio de la renormalización de la teoría de Chern-Simons no abeliana. Es importante destacar que el término (5.2.4) hace que la acción S dependa de la métrica; en consecuencia, se debe determinar si la acción efectiva que se obtiene en el proceso de cuan- tificación canónica es independiente de la métrica o si aparece una anomalía ante difeomorfismos. Al respecto, Chen et al. [29] han argumentado que tal anomalía no aparece y nuestros resultados, en el contexto de la cuantificación estocástica, confirman este hecho.Para cuantificar estocásticamente la acción (5.2.2) proponemos como e- cuación de Langevin la siguiente: (5.2.5)donde τ es el tiempo estocástico (τ ∈ [0, T]) y 7/,· es un ruido blanco gaussiano que toma valores en el álgebra de Lie de G. En la ecuación (5.2.5) se puede introducir un término de la forma Ωt∙Ω (donde Di es la derivada covariante y Ω es una función arbitraria, cf. sección 3.4) como fijado de gauge estocástico [56]. Más aún, en el análisis de la conexión entre las teorías de Chern-Simons y YMT aparece naturalmente un término de arrastre de este tipo al derivar la ecuación de Langevin a partir de la conmutatividad de las transformaciones BRST y la evolución en tiempo ficticio [14]. En ese contexto la función arbitraria Ω provee una forma natural de introducir la componente Ao del campo de gauge de la teoría efectiva en dimensión d=4. Volveremos sobre este punto en la próxima sección.En el formalismo de la cuantificación estocástica los valores de expectación de vacío se calculan como el límite (para τ → oo) de los valores de expectación estocásticos: (5.2.6)
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Aquí Aη representa la solución de la ecuación de Langevin para cierta condición inicial (Aη es una funcional del ruido η) y el primer miembro es el valor de expectación de vacío de una funcional F[A] en la teoría cuántica definida a partir de la acción (5.2.2). Los valores de expectación estocásticos se calculan a partir de las funciones de correlación que caracterizan al ruido gaussiano:

(5.2.7)Seguiremos ahora los pasos indicados en el capítulo 3 para resolver la ecuación de Langevin. En espacio de impulsos la misma se escribe (5.2.8)donde Áf = ∂Af∕∂τ y Pij(k) y Y-1(k,t) se definen como
(5.2.9)

(5.2.10)

En (5.2.11) V⅛bkc y W-jbkld son los factores de vértice de tres y cuatro puntos respectivamente que se muestran en la Tabla 5.1. Se debe observar que el factor de vértice de tres puntos es | del correspondiente factor en las reglas de Feynman convencionales, en tanto que el de cuatro puntos es | del factor convencional correspondiente.Para resolver (5.2.8) en forma perturbativa es conveniente transformarla en una ecuación integral. Usando como condición inicial A“(fe,0) = 0 se obtiene (5.2.11)
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DIAGRAMA NOTACION FORMULA

donde G^{k. τ — τ') es la función de Green (causal) de orden cero asociada a la ecuación (5.2.8): (5.2.12)El resultado para Gfj se obtiene fácilmente como
(5.2.13)

Como vimos en el capítulo 3, es útil reescribir (5.2.11) en forma simbólica:(5.2.14)con lo cual el desarrollo perturbativo de la solución se escribe (5.2.15)
y se representa gráficamente como se ve en la Figura 5.1.La forma práctica de calcular una función de correlación de n puntos 
{A⅛(ki, τ) ∙ ∙ ∙ A°^(kn, τ))η es utilizar diagramas estocásticos: se dibuja un desarrollo para cada A“(Ar, τ) y se unen las cruces de a pares de todas las

Tabla 5.1: Vértices estocásticos.
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Figura 5.1: Desarrollo perturbativo de A¿(¿,í).
maneras posibles; la suma de los diagramas resultantes da la función de correlación buscada, según se desprende de las correlaciones de ruidos (5.2.7).Los dos propagadores que aparecen en los diagramas son:a) el propagador estocástico dado por la función de Green (5.2.13):

(5.2.16)b) el propagador cruzado, que corresponde al orden más bajo en (A^(⅛,τ)Aξ(-⅛,√))√

(5.2.17)En estos propagadores m representa ∕c∕4σr, cantidad usualmente llamada “masa topológica” del modelo [72] y τ7nι∙n es el mínimo entre τ y τ'. En las expresiones de los propagadores se reconocen los términos longitudinales linealmente divergentes que son característicos en la cuantificación estocástica de teorías de gauge.
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Figura 5.2: Representación gráfica de D“j(¿, i).
Si no fuera por la presencia de dos tipos de propagadores, cada diagrama estocástico tiene la forma de un diagrama de Feynman ordinario. Aunque las reglas para los propagadores estocásticos son distintas de las reglas de Feynman, se ha probado en varios modelos que la suma de todos los diagramas estocásticos con la misma topología reproduce el resultado usual del diagrama de Feynman correspondiente. En particular, es clásico el trabajo de Namiki et al. [55] en el que se ha mostrado, hasta segundo orden, que este es el caso para las teorías de Yang y Milis puras. Con la misma filosofía estudiaremos hasta segundo orden las correcciones al propagador de la teoría de Chern-Simons no abeliana (con el término regulador (5.2.4)) y mostraremos que su parte transversal reproduce el propagador correcto al tomar el límite A → oo.Como mencionamos más arriba, las funciones de correlación de dos puntos (A“(¿, τ)Aj(⅛,, τ')) contienen términos linealmente divergentes cuando τyτ' 
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tienden a infinito. Estos términos divergentes son típicos en los valores de expectación de cantidades no invariantes de gauge y se cancelan cuando se construyen objetos invariantes de gauge como {TrF⅛). En consecuencia tendremos en cuenta en lo que sigue sólo los términos que se mantienen finitos cuando τ o τ' tienden a infinito. Usando (5.2.15) y promediando sobre el ruido η encontramos que, a segundo orden, la función de correlación de dos puntos está dada por los diagramas de la Figura 5.2.

Escribiremos (5.2.18) con (5.2.19)

(5.2.20)Debe notarse aquí que las componentes longitudinales de las líneas externas pueden ser obviadas, ya sea porque se anulan o porque se cancelan al calcular cantidades invariantes o covariantes de gauge. Este punto está cuidadosamente tratado en la referencia [55] para teorías de Yang y Milis y la demostración se aplica sin modificaciones a nuestro modelo. En cuanto a las componentes longitudinales de las líneas internas, ya en el trabajo original de Parisi y Wu [23] se conjetura que proveen las contribuciones usualmente asociadas a los efectos de los campos fantasmas de Faddeev y Popov. Aunque no hay una prueba general, este hecho se ha confirmado explícitamente en varios ejemplos [60]. En particular, en el caso de las teorías de Yang y Milis se ha probado [55] a segundo orden que la parte longitudinal de las líneas internas reproduce las contribuciones de campos fantasmas en el gauge de Landau. Como las partes longitudinales de los propagadores (5.2.16) y (5.2.17) coinciden con las de los propagadores de Yang y Milis, concluimos que también en

donde (α), (δ),..'., (/) representan las contribuciones de los respectivos diagramas. Por ejemplo, (6) representa la siguiente contribución:
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la teoría de Chern-Simons regulada los diagramas con términos longitudinales en las líneas internas reconstruyen los efectos de los campos fantasmas. Consideraremos entonces sólo las contribuciones transversales a cada línea de los diagramas de la Figura 5.2 y compararemos su suma con los correspondientes diagramas 'de Feynman construidos sólo con líneas de gluones.El cálculo de las contribuciones de cada diagrama es rutinario pero tedioso y no consideramos instructivo presentarlas por separado. Sólo como ejemplo, el diagrama (δ) toma la forma

donde

(5.2.22)Cada factor = F^t∖k,k1,k2, m, Λ) es un cociente de polinomios en los momentos que aparece al integrar sobre los tiempos ficticios en los vértices y tomar el límite τ → oo. Las contribuciones de los diagramas con la misma topología ((c) y (d)) tienen la misma forma. Los cálculos fueron hechos
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(5.2.23)

(5.2.24)

utilizando el programa REDUCE y el resultado es:

Un cálculo análogo para el diagrama (e) da:

Teniendo en cuenta las relaciones entre los factores de vértice estocásticos y los de Feynman es evidente que (5.2.23) y (5.2.24) coinciden, respectivamente, con el lazo (loop) de gluones y los “tadpole” de la teoría de campos convencional en el gauge de Landau (ver por ejemplo [73]). Por último, el diagrama (/) se anula debido a la antisimetría del vértice de tres puntos. Gráficamente, el resultado final es

(5.2.26)

(5.2.25)
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donde las líneas onduladas representan el propagador usual (desnudo) de la teoría de Yang y Milis topológicamente masiva [73]: (5.2.27)y los vértices se pueden leer de la Tabla 5.1 si se ignoran los factores | y | presentes en el esquema estocástico. Los diagramas en (5.2.25) y (5.2.26) reproducen así el propagador a segundo orden en teoría de perturbaciones de la teoría de Chern-Simons más un término de Yang y Milis.Como conclusión, hemos probado que la introducción de un término 
Tr F⅛ en la acción de Chern-Simons no abeliana conduce a un proceso estocástico que converge a un estado de equilibrio (en el sentido usual en teorías de gauge). En dicho estado de equilibrio los propagadores que se obtienen del cálculo perturbativo estocástico coinciden, hasta segundo orden, con los propagadores de gluones en la teoría de Yang y Milis topológicamente masiva. Hemos argumentado además que los diagramas de Feynman con líneas de fantasmas se obtienen mediante la inclusión de las partes longitudinales finitas de Gfj y Dfj en las líneas internas de cada diagrama estocástico.Si se toma ahora el límite A → ∞ para deshacerse del regulador, se ve fácilmente que (5.2.25) y (5.2.26) coinciden con las expresiones estándard (no renormalizadas) de la teoría de Chern-Simons Topológica (ver por ejemplo [30]). Podemos entonces refrasear las conclusiones del párrafo anterior afirmando que obtuvimos un proceso estocástico convergente que reproduce las funciones de correlación de la teoría de Chern-Simons Topológica no abeliana.
5.3 La conexión entre las teorías de Chern- 

Simons y YMTComo hemos mencionado en la introducción al capítulo 3, la conexión entre la teoría de Chern-Simons no abeliana en d=3 y la de YMT en d=4 fue establecida por Baulieu [14] y Yu [15] utilizando la cuantificación estocástica. Por otro lado, Horowitz [12] discutió la misma conexión en el marco de la cuantificación canónica para sistemas con vínculos.En el enfoque de cuantificación estocástica la conexión consiste en probar la equivalencia entre la función de partición estocástica de la teoría de Chern- Simons en el límite T → oo y la función de partición BRST de la teoría de 
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YMT, de la misma manera que en el capítulo anterior relacionamos las teorías de Wess-Zumino-Witten y de Chern-Simons.En el análisis original de la conexión [14, 15] no se tuvo en cuenta la necesidad de trabajar con una medida invariante para la integral funcional que define las funciones de partición. Como señalamos en la sección 1, la medida na’íve depende de la métrica y luego el carácter topológico de la teoría cuántica resultante no queda claramente establecido. En la referencia [62] se estudió este problema usando variables de Fujikawa, que permiten definir una medida invariante al precio de trabajar con densidades tensoriales en lugar de los campos originales (ver (5.1.3) y (5.1.4)). El resultado de ese estudio es que la conexión es válida aún utilizando las variables de integración “correctas”.Otro punto importante que no se tuvo en cuenta en la derivación original es el de la convergencia del proceso estocástico definido para hacer evolucionar al sistema en tiempo ficticio. Hemos probado en la sección anterior que la introducción de un regulador en la ecuación de Langevin (a través de la acción) conduce al estado de equilibrio apropiado para obtener los propagadores usuales de la teoría de Chern-Simons no abeliana. Es natural entonces preguntarse si la conexión puede ser establecida cuando se utiliza el proceso estocástico regulado. En esta sección estudiaremos esta cuestión y mostraremos que la respuesta es afirmativa. Dado que el tratamiento cuidadoso de los problemas asociados con la métrica ha sido hecho en [62], continuaremos por simplicidad nuestro análisis en métrica plana.A fin de rehacer la prueba de la conexión a la Yu-Baulieu debemos modificar la ecuación de Langevin (5.2.5) para la teoría de Chern-Simons mediante la introducción de un término de arrastre longitudinal. Este término puede ser identificado con el que presentamos en la sección 3.4.2, que usualmente se introduce para forzar la convergencia de valores de expectación de cantidades no invariantes de gauge. En el contexto presente no elegiremos un término que asegure tal convergencia (esencialmente innecesaria), sino que lo aprovecharemos como un mecanismo natural para introducir una componente Ao para el campo de gauge y acercarnos a la construcción de una teoría efectiva 4-dimensional. La ecuación de Langevin con el término de arrastre longitudinal se escribe: (5.3.1)



5. Cuantificación estocástica de ... 90
donde Ω es una función arbitraria. En particular, podemos adoptar (5.3.2)donde Ao va a ser considerada como componente cero de un campo de gauge
Aμ ≡ (Ai, Ao) definido sobre la variedad M4 — M3 × I. Desde el punto de vista de la cuantificación estocástica, como Ao es un campo independiente, se debe proponer su evolución temporal mediante una nueva ecuación de Langevin; resulta conveniente adoptar la siguiente: (5.3.3)con un ruido η gaussiano escalar que toma valores en el álgebra de Lie del grupo G.Con el propósito de escribir las ecuaciones (5.3.1) y (5.3.3) de manera más apropiada reescalearemos algunas variables. Definimos xq — ^τ, fijamos e2 = y hacemos eAμ → Aμ. Las ecuaciones de Langevin toman entonces la forma (5.3.4)y (5.3.5)En estas ecuaciones usamos las definiciones estándard (5.3.6)y (5.3.7)Estamos ahora en condiciones de establecer la conexión entre la teoría de Chern-Simons en d=3 y la de YMT en d=4. Como mencionamos al comienzo de la sección, las variables de integración adecuadas para asegurar invarianza de la medida ante transformaciones de la métrica son las variables
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de Fujikawa. Dado el carácter vectorial (en d=3) y escalar de los ruidos 77t y 
η respectivamente, las densidades tensoriales asociadas son [67] (5.3.8)Sin embargo, como fue probado en [62], la derivación de la conexión sigue exactamente los mismos pasos usando las variables de Fujikawa o las variables originales. Por esa razón no nos preocuparemos ahora por los pesos correctos (potencias de y por simplicidad trabajaremos con las variables originales; todos los pasos se pueden repetir sin modificaciones en términos de variables de Fujikawa.Partimos de la función de partición estocástica asociada con las ecuaciones (5.3.4) y (5.3.5): (5.3.9)
donde d4x — d3xdxo y procedemos a cambiar variables para integrar sobre los campos de gauge Aμ, usando (5.3.10)con el jacobiano J dado por (5.3.11)

(5.3.12)
El jacobiano puede ser representado exponenciando M{u como integral sobre campos fantasmas (b, χ,∙) y ≠jz (con números de Grassmann (-1,-1) y 1 respectivamente): (5.3.13)
Obviamente el cambio de variables es lícito si J ≠ 0, lo cual corresponde, en el límite A → ∞, a que dimAd. — 0 siendo M. el espacio moduli asociado a la

y
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ecuación F+, = 0. El caso J = 0 (dimM. > 0) puede ser tratado extendiendo el procedimiento que sigue (ver [15] para más detalles).Para completar el conjunto de campos fantasmas que caracteriza la simetría BRST de la teoría de YMT introducimos, siguiendo [74], un campo fantasma c (asociado a la simetría de gauge ordinaria en YMT) que obedezca la ecuación de evolución (5.3.14)donde β es un ruido gaussiano. Los campos c, β y un multiplicador de Lagrange p se insertan en la función de partición mediante la identidad(5.3.15)
Cambiando la variable de integración β por c vía (5.3.14) Z^ se escribe

(5.3.16)Aquí A y φ son campos fantasmas conmutantes (con números de Grassmann -2 y 2 respectivamente) que se introducen para exponenciar el determinante asociado con el cambio de variable de integración de β a c. En cuanto a χaβ, hemos cambiado las tres componentes del campo fantasma χ,∙ por las tres componentes independientes de un campo fantasma autodual y antisimétrico (con número de Grassmann -1) χaβ. Con este cambio no sólo adoptamos la notación usual en la literatura [6, 15, 14] sino que respetamos el carácter tensorial correcto del campo en el límite A → oo. La acción efectiva Sej toma la forma

Con el propósito de escribir Se∕ de una manera más manejable introducimos multiplicadores de Lagrange ηaβ (autodual y antisimétrico) y η para
(5.3.17)
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linealizar los dos primeros términos y definimos las siguientes transformaciones BRST:

La acción Sef puede entonces escribirse simplemente como
donde es la siguiente funcional de los campos:

(5.3.18)
(5.3.19)

(5.3.20)De esta manera se ve fácilmente que la parte independiente de A de Sef coincide con la acción construida por Witten para definir la teoría de YMT [6]. Las transformaciones BRST corresponden a las que presentamos en el capítulo 1 para construir la acción cuántica de YMT como fijado de gauge de una acción trivial. Para verlo en forma explícita, es necesario hacer el cambio de variables [75]:
(5.3.21) con el cual las transformaciones BRST coinciden con las del capítulo 1 y se obtiene la acción en la forma (1.4.18)-(1.4.19) a menos de los valores de los parámetros de gauge.Podemos ahora escribir uno de los principales resultados de nuestra investigación: (5.3.22)donde (5.3.23)
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y DΦ representa la medida de integración sobre todos los campos de la teoría. En palabras, la función de partición estocástica para la teoría de Chern- Simons en d=3 regulada con un término de Yang y Milis coincide con la función de partición BRST de una teoría de YMT en d=4 adicionada con una funcional dependiente del parámetro Λ.El hecho de que los términos dependientes de A intervienen en Sef sólo en forma de términos BRST-exactos permite avanzar un paso más hacia la teoría de YMT. En realidad, como

(5.3.24)entonces (5.3.25)como sucede en general para TCCTs del tipo Witten. Luego, a nivel de función de partición se observa que, siendo independiente de A, elsegundo miembro de (5.3.22) puede ser evaluado en el límite A → oo. Luego, podemos escribir (5.3.26)donde en el segundo miembro tenemos ahora la función de partición de la teoría de YMT construida por Witten. Esto no significa de ninguna manera que desde el punto de vista estocástico el regulador no es necesario. Como vimos en la sección anterior, para calcular valores de expectación en la teoría de Chern-Simons se debe mantener el regulador finito hasta el final de los cálculos y por último tomar el límite. En ese sentido la ecuación (5.3.26) implica que se puede usar el regulador para mantener todas las cantidades que toman parte en la derivación de (5.3.22) bien definidas; al final del cálculo, siendo la función de partición independiente de A, se puede hacer A → oo para confirmar la conexión entre los dos modelos. Por lo tanto, desde el punto de vista tridimensional se debe mantener el regulador para tener un proceso estocástico bien comportado. Desde el punto de vista de una TCCT en d=4, debido a (5.3.25) se pueden remover los términos con el parámetro A en cualquier etapa de los cálculos, no sólo para Zfi^^T sino para cualquier valor de expectación (de observables independientes de A) que se calcule.
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De hecho, la fórmula básica de esta discusión es la (5.3.19), que permite asegurar que (5.3.27)es decir que -ZβR^[Λ,] define una TCCT para cualquier valor de Λ (recordemos que para probar (5.3.27) se deberían utilizar variables de Fujikawa, pero obviamos los detalles ya que son paralelos a los presentados en la referencia [62])·Análogamente, se observa que

(5.3.28)para A arbitrario. La independencia de la función de partición de la constante de acoplamiento tiene como consecuencia fundamental que se la puede calcular en forma exacta evaluando sólo el límite de acoplamiento débil (aproximación semi clásica). Entonces, si se calcula la función de partición y luego se toma el límite A → oo, se puede expresar el resultado como una suma de contribuciones en torno a los instantones, soluciones clásicas de (5.3.29)y obtener el primer invariante de Donaldson (ver sección 1.4).Los observables de la teoría con función de partición Zbrst[Λ] son claramente los mismos que los de la teoría de YMT. Más aún, si se construye un observable Ό independiente de A, su valor de expectación también lo es: 
(5.3.30)En este punto es interesante mencionar los resultados de Chen et al. [29] sobre aspectos topológicos del cálculo perturbativo en la teoría de Chern- Simons. Utilizando tanto regularización dimensional como un regulador 

Tr F2j, estos autores mostraron que la función β se anula hasta tres lazos (loops) y también sugirieron que no hay anomalía ante difeomorfismos (que podría estar presentes debido a la dependencia en la métrica del regulador). En concreto, mostraron que la parte transversal del propagador de 
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la teoría regulada, que tiene dependencia en la métrica y podría dar lugar a la anomalía, se anula debido a propiedades de la renormalización de la función de onda. Nuestros resultados, expresados en las ecuaciones (5.3.22) y (5.2.26), confirman la independencia de la métrica de las funciones de correlación.En lo que respecta a la evaluación de otros invariantes topológicos utilizando la conexión (5.3.26), es necesario estudiar las modificaciones que se deben efectuar en el proceso de cuantificación estocástica cuando dimΛ4 > 0. Estas modificaciones hacen más complicado el análisis, pero las conclusiones de [15] sobre la conexión entre invariantes topológicos de la teoría de YMT y los que aparecen en la teoría de Chern-Simons deberían ser válidas cuando se tiene en cuenta la regulación del proceso estocástico.
5.4 Análisis de la conexión con un núcleo 

como reguladorEn esta sección discutiremos una forma alternativa de controlar la convergencia del proceso estocástico asociado a la teoría de Chern-Simons, consistente en la introducción de un núcleo no trivial en la ecuación de Langevin (5.2.1). Esta alternativa fue desarrollada en las referencias [59, 58] tanto para el caso abeliano como para el caso no abeliano. En el último, si se elige(5.4.1)la ecuación de Langevin generalizada se escribe (5.4.2)y presenta un estado de equilibrio. En efecto, la parte lineal del término de arrastre es definida positiva por lo que la parte transversal del campo de gauge decae exponencialmente con el tiempo ficticio. Más aún, se ha probado que los propagadores que se obtienen son correctos a todo orden en teoría de perturbaciones [59].Si bien desde el punto de vista de la cuantificación estocástica este resultado es mucho más fuerte que el que presentamos en la sección 2, hay dificultades al intentar utilizarlo para probar la conexión entre la teoría de Chern-Simons y la de YMT siguiendo los pasos de la sección anterior.
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En primer lugar, el operador Kij no es invertible. Este hecho es irrelevante para definir las funciones de correlación del ruido τ∣ij pero es crucial para dar una formulación funcional del proceso estocástico y definir la función de partición estocástica (ver (3.1.18) y (3.1.19)). Este problema se soluciona si se modifica el núcleo con la adición de un término longitudinal, (5.4.3)con lo cual resulta invertible. Naturalmente, el nuevo término respeta la evolución de la parte transversal del campo de gauge; a puede ser tratado como un parámetro de gauge [76].La segunda dificultad que se encuentra es que, si bien el núcleo es ahora invertible, K⅛1 no es un operador local. Dicho de otra manera, la acción estocástica efectiva a la que arribaremos siguiendo los pasos de la sección 2 contiene términos no locales.A pesar de las dificultades mencionadas, podemos dar un argumento formal alternativo para probar la conexión entre las teorías de Chern-Simons y YMT siguiendo el esquema presentado en la sección 4.1. Para ello, volvemos a escribir la ecuación de Langevin (5.4.2) (con el núcleo invertible) y la acción de Chern-Simons en la forma (5.4.4)

(5.4.5)donde por simplicidad hemos evitado los índices e introducido la notación
1CO para el lagrangiano de Chern-Simons. La función de partición estocástica asociada con la ecuación de Langevin es la siguiente: (5.4.6)Usando (5.4.4) podemos cambiar las variables de integración y escribir(5.4.7)
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Consideremos ahora la acción 4-dimensional (5.4.8)en la cual los campos de gauge están definidos sobre Mi = M3 × [0,T] (al final del cálculo haremos tender T → oo). Como discutimos en la sección 4.1, la acción 5,(3+1) es topológica en el sentido de que es invariante ante transformaciones (5.4.9)para variaciones δe arbitrarias tales que (5.4.10) Para construir la función de partición correspondiente a 1S,(3+1) fijaremos la simetría (5.4.9) mediante el método BRST. Tenemos así: (5.4.11)

donde b es un multiplicador de Lagrange y χ y ≠ son los campos fantasmas (con número de Grassmann -1 y 1 respectivamente). Las transformaciones BRST asociadas a (5.4.9) se definen como (5.4.12)donde hemos modificado las reglas usuales para introducir K 1 (obsérvese que se respeta la nilpotencia de Q). Desarrollando el exponente tenemos(5.4.13)
o bien, integrando el multiplicador b,

(5.4.14)
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Si ahora elegimos como función de gauge

(5.4.15) obtenemos
(5.4.16)

Comparando con (5.4.7) encontramos que (5.4.17)Resta mostrar ahora que S^3+1^ es la acción clásica asociada con la teoríade YMT. Notemos que esta acción no es más que un término de borde, que se puede expresar como (5.4.18)donde: (5.4.19)Ahora bien, si definimos un campo de gauge Aμ en dimensión d=4 como 
Aμ = (A¿,0), se puede probar [39] que (5.4.20)
donde JCμ es la segunda clase característica de Chern-Simons, ecuación (1.4.4). Por lo tanto, después de tomar el límite T → ∞, tenemos que (5.4.21)
o sea que la acción S,(3+1) coincide con el invariante de Chern-Pontryagin:(5.4.22)
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Recordando la construcción de Baulieu y Singer de la teoría de YMT que presentamos en la sección 1.4, se concluye inmediatamente que Zrrst[S,^3+1)] 
es la función de partición de la teoría de YMT. Por lo tanto, la ecuación (5.4.17) afirma la equivalencia de la función de partición estocástica de la teoría de Chern-Simons y la función de partición BRST de la teoría de Yang y Milis Topológica.Es necesario, antes de pasar a las conclusiones, señalar que no hemos introducido en nuestra derivación ni los campos fantasmas asociados a la simetría de gauge ordinaria ni los campos fantasmas de segunda generación asociados a la simetría residual que vincula los parámetros de la transformación de gauge con los de los difeomorfismos (5.4.9), característicos de la teoría de YMT. Los hemos ignorado a fin de presentar más claramente los argumentos, ya que es trivial tratar la simetría completa correctamente siguiendo la construcción de Baulieu y Singer pero manteniendo el operador 
K~1 en la ley de transformación de χ.En resumen, hemos mostrado que la conexión entre las teorías de Chern- Simons y de YMT puede ser formalmente establecida cuando se regula el proceso estocástico mediante la introducción de un núcleo en la ecuación de Langevin. El aspecto interesante de este enfoque es que la equivalencia entre la cuantificación estocástica y la cuantificación canónica ha sido probada a todo orden.
5.5 ConclusionesEl interés despertado por las Teorías Cuánticas de Campos Topológicas permitió, entre otras aplicaciones, establecer conexiones entre modelos de teoría de campos en distintas dimensiones. En particular, se han conectado la teoría de Chern-Simons Topológica en dimensión d—3 y la teoría de Yang y Milis Topológica en d=4 utilizando como herramienta el método de cuantificación estocástica.Los estudios originales [14, 15] de esta conexión fueron formales en el sentido de que no se tuvo cuidado en la convergencia del proceso estocástico definido para la cuantificación de la teoría de Chern-Simons. Más tarde [58, 59] se resolvió el problema de la convergencia siguiendo dos caminos distintos: la introducción de un núcleo en la ecuación de Langevin permitió alcanzar el equilibrio correcto tanto para la teoría abeliana como las no abelianas y 
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la introducción de un término de Maxwell permitió lo mismo para la teoría abeliana.En el trabajo que presentamos en este capítulo [2] estudiamos cómo la convergencia del proceso estocástico se obtiene en la teoría de Chern-Simons no abeliana al introducir un regulador TrF2j en la acción (sección 2). Siguiendo el esquema con que Namiki et al. [55] estudiaron la equivalencia entre la cuantificación estocástica y la cuantificación canónica en la teoría de Yang y Milis, hemos probado que el proceso estocástico efectivamente converge a un estado de equilibrio y que en dicho estado se obtienen los propagadores correctos para la teoría de Chern-Simons. La prueba que presentamos es válida hasta segundo orden en teoría de perturbaciones y afirma que la parte transversal de los diagramas estocásticos reproduce los diagramas de Feynman puramente gluónicos que intervienen en la función de correlación de dos puntos. Es interesante señalar que las contribuciones longitudinales se comportan igual que en la teoría de Yang y Milis pura.Después de obtener estos resultados la pregunta que quedó abierta es si la conexión entre las teorías de Chern-Simons y de YMT se puede establecer en presencia de los reguladores. En la sección 3 hemos reanalizado las pruebas originales y concluimos en que la conexión es válida utilizando la regulación de la sección 2. De hecho, debido a que la acción efectiva 4-dimensional que obtuvimos es una forma BRST exacta aún en presencia del regulador Λ, ZbbstÍA] define una TCCT para cualquier valor del regulador; el valor de expectación del tensor de energía impulso se anula y existen observables invariantes topológicos independientes de Λ. En el límite Λ → ∞ la función de partición que obtuvimos coincide con la definida por Witten para la teoría de YMT.En la sección 4 discutimos la misma conexión usando un esquema de regularización alternativo, la introducción de un núcleo en la ecuación de Langevin, que permite construir los propagadores de la teoría de Chern- Simons a todo orden en teoría de perturbaciones. Si bien este procedimiento conduce a términos no locales en la acción efectiva 4-dimensional, se arriba a una teoría que formalmente puede ser identificada con la teoría de YMT.



Capítulo 6

Modelos del coset fermiónicos 
como teorías topológicas

En este capítulo se presenta el tercer trabajo original de esta Tesis, en el cual se prueba que los modelos del coset G/G definen Teorías Cuánticas de Campos Topológicas a partir de su formulación fermiónica. Se establece además una relación entre dichos modelos y los sistemas BF bidimensionales.
102
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Hemos visto en la sección 2.3 que los modelos del coset, introducidos por Goddard, Kent y Olive [16] como modelos invariantes conformes de interés por el valor de su carga central de Virasoro, están relacionados con las Teorías Cuánticas de Campos Topológicas (TCCTs). De hecho, la cuantificación vía Integral Funcional de acciones construidas con términos de Chern-Simons da lugar a una clasificación de todas las teorías conformes racionales [10].Recientemente, Witten [20] ha puesto de manifiesto otra relación mucho más directa entre modelos del coset y TCCTs: los modelos G∣G^ en su formulación bosónica, definen per se TCCTs bidimensionales. Este hecho admite una interpretación intuitiva, ya que el acoplamiento del modelo de Wess-Zumino-Witten (WZW) correspondiente a un grupo G a campos de gauge en el álgebra de Lie de un subgrupo H C G elimina grados de libertad físicos de la teoría [49]. El caso en que H = G deja un número nulo o a lo sumo finito de grados de libertad. Más aún, el tensor de energía-impulso del modelo G/G se anula en la construcción de Goddard, Kent y Olive y es una forma BRST exacta en la formulación bosónica [49]; en todo caso, su valor de expectación en estados físicos es idénticamente nulo. No es de extrañar entonces que la función de partición del modelo G/G sea efectivamente independiente de la métrica.En este capítulo presentaremos el tercer trabajo original de esta Tesis [3], en el cual discutimos el carácter topológico de la formulación fermiónica de los modelos del coset G/G. En el curso de este trabajo encontramos además que, en el caso abeliano G = U(l), la función de partición del modelo del coset coincide con la del sistema BF abeliano (ver sección 1.3). En el caso en que el grupo G es no abeliano no se arriba a la misma conclusión; sin embargo, el modelo del coset G/G provee en este caso una extensión natural de los sistemas BF no abelianos bidimensionales.Para mayor claridad, presentaremos por separado el caso abeliano en la sección 1. El caso no abeliano será tratado en la sección 2. En la sección 3 discutiremos una segunda supersimetría (aparte de la invarianza BRST) que caracteriza la acción cuántica del caso abeliano. En la sección 4 resumiremos las conclusiones del capítulo.
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6.1 El modelo U(1)∕U(1)En esta sección estudiaremos un caso particular de la realización fermiónica del modelo del coset, presentada en general en la sección 2.2. El caso de interés es el coset ¡7(l)/¡7(l),enel que se constriñe la única corriente fermiónica de una teoría de fermiones de Dirac libres en la representación fundamental del grupo ¡7(1) definida sobre una variedad bidimensional M sin borde. El objetivo de este estudio es mostrar explícitamente que la función de partición de la teoría no depende de la métrica gμυ que se defina sobre la variedad M. Dicha función de partición está dada por la ecuación (2.2.21), que repetimos por comodidad: (6.1.1)
En esta ecuación ψ (ψ) es un espinor de Dirac (conjugado) y Aμ es un campo de gauge en el álgebra de Lie de ¡7(1); g es el determinante de la métrica 
gμυ. Desde luego, es necesario fijar la simetría de gauge para dar sentido a la integral funcional sobre Aμ.Es bien sabido que el determinante fermiónico que aparece al integrar sobre ψ y ≠ en (6.1.1) se puede resolver exactamente [77] en dos dimensiones. La fórmula explícita es (6.1.2)
donde Aμ y φ están relacionados por la descomposición: (6.1.3)
(con e01 = —e10 = 1). Debe observarse que el exponente en (6.1.2) es una forma cuadrática sencilla en φ ya que (6.1.4)
Será conveniente sin embargo trabajar en términos de Aμ. Podemos line- alizar la dependencia del determinante fermiónico en el campo de gauge si
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introducimos un campo escalar φ a través de la identidad

(6.1.5)con lo cual el determinante fermiónico se expresa
(6.1.6)Es importante destacar que φ es ahora un campo independiente de Aμ. Los determinantes en el segundo miembro de (6.1.6) corresponden a las funciones de partición de fermiones de Dirac libres (en el numerador) y de bosones libres (en el denominador), ambas en una variedad curva (o en presencia de un campo gravitatorio externo). Debido a la conexión bosón-fermión en d=2 dimensiones, estas teorías son equivalentes y las funciones de partición son iguales. Para decirlo en forma rigurosa, podemos, sin pérdida de generalidad, dar la expresión de dichas funciones de partición en una métrica conformemente plana gμu = exp(σ)0μi∕ (6.1.7)donde Sl es la acción de Liouville (6.1.8)

para el campo escalar σ [78] (en (6.1.8) hemos eliminado constantes indepen
dientes de la métrica irrelevantes para establecer el carácter topológico de la teoría).Una vez integrados los fermiones podemos escribir la función de partición del modelo del coset como (6.1.9)
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donde la acción cuántica Sq toma la forma

(6.1.10)En estas expresiones hemos implementado el fijado de gauge con la condición G[A] = 0 siguiendo el procedimiento BRST. Los campos c y c son los campos fantasmas (con número de Grassmann 1 y -1 respectivamente), π es un multiplicador de Lagrange y el operador BRST Q asociado a la simetría de gauge 17(1) se define según las transformaciones
(6.1.11)

Por simplicidad, adoptaremos un gauge axial y trabajaremos en coordenadas de cono de luz; la condición de gauge es entonces (6.1.12)de forma tal que los términos de fijado de gauge se reducen a (6.1.13)Es fácil ahora probar por cálculo directo que la función de partición nodepende de la métrica gμ,υ. Escribamos para ello la acción cuántica en el gauge elegido: (6.1.14)
La integración de los campos fantasmas da como determinante de Faddeev- Popov det∂-. Luego la integración sobre el multiplicador de Lagrange % fuerza la condición de gauge dando un factor Ó(A_), con lo cual la integración sobre A_ es ahora trivial y se obtiene

(6.1.15)
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Conviene ahora efectuar la integración sobre A+, que impone la condición 
∂-φ = 0. El laplaciano en el término restante se anula idénticamente con esa condición, por lo que se obtiene finalmente (6.1.16)Con esto hemos probado que la función de partición -¾7(ι)∕σ(ι) e≡ independiente de la métrica, o sea que el modelo del coset δZ(l)∕C7(l) define una TCCT. Quizás no sea redundante repetir que hemos ignorado en nuestro cálculo varios factores, pero sólo en el caso en que son independientes de la métrica. En otras palabras, la función de partición en ausencia de fuentes externas siempre es un número que puede ser normalizado a 1; lo que hemos probado es que dicha normalización no cambia ante variaciones de la métrica de la variedad M.Podemos llegar al mismo resultado de una manera más elegante mostrando que la función de partición (6.1.9)-(6.1.10) coincide con la de un sistema BF abeliano en d=2 dimensiones (ver sección 1.3). Para hacerlo es suficiente hacer el siguiente cambio de variables (6.1.17)en (6.1.9), que siendo una traslación deja invariante la medida de integración funcional. Después de este cambio Zu(ι)∕u(ι) toma la forma:

(6.1.18)que es exactamente la función de partición del sistema BF para un campo escalar φ (en lugar de B en la sección 1.3) y una 1-forma A con acción clásica(6.1.19)
y los términos adecuados para el fijado de gauge con la condición G[Aμ] = 0 (es interesante notar que si se trabaja en el gauge de Landau la función de 
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gauge G[Aμ] = -^∂μ(y∕gAμ) no se altera ante el cambio (6.1.17)). Hemos probado entonces que (6.1.20)Hemos visto en la sección 1.3 que la función de partición de un sistema BF abeliano es una cierta potencia de la torsión de Ray-Singer de la variedad en la que está definido. Si la dimensión de la variedad es par, como en nuestro caso, dicha torsión vale 1, lo cual es consistente con nuestro resultado (6.1.16).
6.2 El caso no abelianoVamos a extender ahora los resultados de la sección anterior al caso de un grupo de Lie compacto no abeliano G. El determinante fermiónico que aparece al integrar sobre ≠ y ≠ en la función de partición (6.1.1) toma ahora una forma menos sencilla, que en el gauge de cono de luz A_ = 0 se escribe [66, 79]: (6.2.1)donde h es un campo que toma valores en G, relacionado con A+ según(6.2.2) e I[h\ es la acción de WZW (2.1.1), que volvemos a escribir aquí en métricaeuclídea:

(6.2.3)
En esta expresión las coordenadas xt (i=l,2) describen la variedad M y una tercer coordenada t ∈[0,l] describe el interior de B. Así h(x,t) es una extensión de ∕z(x) a la variedad B tal que A(z,l) = A(x) y ½(αr,O) = e, el elemento unidad de G.La dependencia del determinante fermiónico (6.2.1) es altamente no lineal, pero puede ser linealizada, como en el caso abeliano, introduciendo un
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nuevo campo g ∈ G en la teoría. Si reescribimos la identidad de Polyakov- Wiegmann [52] (2.3.15) como

(6.2.4)es inmediato obtener
(6.2.5)donde Zwzw es la función de partición del modelo de WZW en la variedad 

M, (6.2.6)Utilizando (6.2.5) y (6.2.1) podemos escribir el determinante fermiónico en la forma (6.2.7)(6.2.8)El argumento de la exponencial en el segundo miembro es la acción del modelode WZW gaugeado con nivel 1 en el gauge axial Á_ = 0; de hecho, si no hubiéramos utilizado ninguna condición de gauge habríamos arribado a la acción del modelo de WZW gaugeado completa [80].El determinante det iβ que aparece en (6.2.7) corresponde a la función de partición de fermiones de Dirac libres en la representación fundamental de G, en tanto que Zwzw es la función de partición de la teoría bosónica equivalente. Utilizando la conexión bosón-fermión no abeliana en dos dimensiones se puede mostrar [81] que dichas funciones de partición coinciden, (6.2.9)y la expresión final para el determinante fermiónico es (6.2.10)
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La función de partición del modelo del coset G/G, una vez fijado el gauge axial, se escribe entonces (6.2.11)donde
Las transformaciones BRST que definen los términos de fijado de gauge corresponden a la simetría de gauge del modelo de WZW gaugeado (ver ecuación (2.2.12)), como remanente de la simetría de gauge del modelo fermiónico original (ver ecuación (2.2.23)). La acción del operador Q sobre los campos se da en las reglas siguientes:

(6.2.13)
donde tanto los campos fantasmas c y c+ como el multiplicador de Lagrange 7r+ toman valores en el álgebra de Lie de G. La forma explícita de Sq es

(6.2.14)Como en el caso abeliano, podemos ahora resolver la integral funcional en (6.2.11) formalmente de manera sencilla. En primer lugar, la integración sobre los campos fantasmas da det D_ como determinante de Faddeev-Popov. Luego la integración sobre el multiplicador π+ implementa la condición Á_ = 0 a través de una funcional delta. La integración sobre A- es así trivial, dejando en particular detD_ = det∂-. Después de estos pasos nos queda por resolver .(6.2.15)El campo A+ actúa en (6.2.15) como un multiplicador que impone la condición ∂-gg~1 = 0 en cada punto de la variedad M. Obviamente se puede
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elegir una extensión de g(x) al interior de B consistente con esta condición y con g(x, 0) — e tal que ∂-gg~1 = 0 en cada punto de B. Según esta discusión la funcional de WZW I[g] se anula en el soporte de δ(∂-gg~1) y la función de partición resulta (6.2.16)La integración sobre g se entiende más claramente escribiendo g = exp(α) (con a en el álgebra de Lie de G) e integrando sobre a (este cambio de variables no lleva jacobiano, sino que caracteriza la medida funcional de Haar para la integración sobre elementos de un grupo de Lie). Dado que
(6.2.17)podemos escribir (6.2.18)y llegamos al resultado final (6.2.19)Hemos probado entonces, como en el caso abeliano, que Zq∣q es independiente de la métrica de la variedad M (la prueba se debería extender a un gauge arbitrario sin dificultad).Es importante resaltar el punto en el que fue crucial estar considerando el modelo G/G. Si se trabaja con el modelo del coset G/H con H ψ G se puede representar el determinante fermiónico en la forma (6.2.1) con h ∈ H o en la forma (6.2.7) con A+ en el álgebra de Lie de H. Sin embargo, mientras 

Zwzw corresponde a campos bosónicos en 77, el determinante fermiónico libre aún corresponde a fermiones de Dirac en la representación fundamental de G por lo que dichos factores no se cancelan. En ese caso la función de partición del modelo del coset resulta dependiente de la métrica.Vamos a discutir ahora el análogo no abeliano de los pasos que nos permitieron conectar el modelo del coset t∕(l)∕i∕(l) con el sistema BF abeliano.
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Después de un poco de álgebra, la acción cuántica Sq en (6.2.12) se puede escribir como

(6.2.20)donde la integral en el primer término se extiende sobre B (g(x,t) es la extensión del campo g que se usa para definir la funcional de WZW). Si se define un campo A+(x,t) sobre B según (6.2.21)(comparar con la transformación (6.1.17) reemplazando g = e×ptφ y notando que en una métrica conformemente plana ∂+ = se puede expresar laacción Sq como
(6.2.22)Aunque en esta expresión aparecen campos definidos sobre B, es claro que el valor de Sq depende sólo de los valores de los campos sobre M, como se ve en (6.2.12). Podemos tratar entonces a Sq como funcional de Ajr{x, 1) y cambiar variables en la integral funcional (6.2.11) que define la función de partición del modelo del coset G/G. Se desprende de (6.2.21) que el jacobiano asociado al cambio de variables de A+{x} a A+(τ, 1) es trivial, con lo cual (6.2.23)con Sq dada por (6.2.22). La expresión de A+(τ,i) en términos de las nuevas variables de integración es (6.2.24)
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Aunque las variables relevantes de esta teoría tomen valores en la variedad 

M, el primer término de (6.2.22) está intrínsecamente construido como una integral en una variedad 3-dimensional; como en la acción de WZW, no es posible reducir este término a una integral sobre el borde M. Resulta claro entonces que no se puede establecer una conexión entre el modelo G/G no abeliano y un sistema BF tal como éstos fueron presentados en la sección 1.3. Sin embargo, si comparamos la expresión (6.2.22) con la forma que tomaría la que obtuvimos en el caso abeliano (ecuación (6.1.18)) en el gauge A_ = 0, vemos aue tiene sentido proponer (6.2.25)y definir (6.2.26) como una extensión natural de los sistemas BF abelianos en dimensión d=2.Con esta interpretación no sólo obtenemos (6.2.27)sino que seguimos un camino paralelo al que extendió con éxito las reglas de bosonización del caso abeliano al no abeliano [42]. Tanto en el procedimiento de bosonización como en nuestra construcción los objetos básicos en el caso no abeliano se construyen a partir de elementos g del grupo de simetría y es necesaria una extensión de la variedad bidimensional original 
M a una bola B a fin de obtener una expresión cerrada para los lagrangianos (ecuaciones (6.2.3) y (6.2.26)). Se puede concluir que la versión no abeliana de los sistemas BF que se discute en la literatura (ecuación (1.3.4)), construida con elementos del álgebra de Lie de G, es la contrapartida de tomar 
Tr f ∂μ,φ∂μφd2x como la forma bosonizada de la teoría fermiónica bidimensional con grupo de simetría G. Es bien sabido que dicho procedimiento no respeta la simetría completa del sistema fermiónico.En vista de la conexión hallada en el caso abeliano entre el modelo del coset δZ(l)∕L7(l) y el sistema BF bidimensional, preferimos considerar a la acción Sbf como la extensión natural de los sistemas BF no abelianos en dos dimensiones. La forma de dicha acción en un gauge arbitrario debería ser(6.2.28)
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donde Fμy es la curvatura (en superficies i=constante) de un campo Aμ definido como

Aμ(x,t) = g~1(x,t')Aμ(x')g(x,t') + y∕geμyg~'i(x, t')∂vg(x, t). (6.2.29)El estudio cuidadoso de la cuantificación de esta acción y la construcción de invariantes topológicos queda como una perspectiva abierta.
6.3 Supersimetrías del modelo del coset G/GPara concluir con este trabajo vamos a discutir una segunda supersimetría que, aparte de la simetría BRST, se manifiesta en la acción cuántica Sq del caso abeliano.Comenzamos por escribir la forma que toma la acción (6.1.10) si se elige el gauge de Landau (6.3.1)
Utilizando las transformaciones BRST (6.1.11) se llega fácilmente a la expresión

(6.3.2)
Siguiendo a Soda [82] en su análisis de la teoría de Maxwell bidimensional definimos un operador nilpotente Q* según las transformaciones:

(6.3.3)
Por cálculo directo se observa que no sólo (6.3.4)sino que Sq también es invariante ante la acción de Q*: (6.3.5)
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(6.3.6)
(6.3.7)
(6.3.8)y los términos restantes son invariantes por separado. Además, ambas simetrías definen cohomologías compatibles, ya que (6.3.9)Los operadores Q y Q* permiten escribir la acción Sq como suma de un término independiente de la métrica (que coincide con Sbf) y términos Q-exactos o Q*-exactos:

(6.3.12)
Hemos mostrado en la sección 1 que el primer miembro es cero, lo que manifiesta el carácter topológico del modelo, en tanto que el valor de expectación del conmutador BRST del segundo miembro es nulo en estados físicos. Luego concluimos en que (6.3.13)

(6.3.10)
(6.3.11)donde

En términos de las funcionales V y W podemos escribir

Por otra parte,
o bien
En efecto,
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Es interesante comparar este hecho con los resultados de Soda [82]. En la teoría de Maxwell bidimensional, que no es en principio una TCCT [83, 84, 85], es consistente reducir el espacio de estados físicos imponiendo simultáneamente la condición BRST Q∖fis} — 0 y la condición extra Q*∖fis) = 0 (las condiciones de consistencia son justamente (6.3.5) y (6.3.9)). En ese espacio reducido la acción de Maxwell define una TCCT, como se deduce ahora de (6.3.12) usando que los valores de expectación de conmutadores 
Q* se anulan en los estados físicos. Por el contrario, en el modelo del coset 
U(1')∕U(1') hemos mostrado que el carácter topológico del modelo implica la anulación de (6.3.13) sin restringir el espacio de estados.Mencionamos finalmente que los pasos que llevan a la ecuación (6.3.12) pueden repetirse sin dificultad utilizando variables de Fujikawa para hacer explícita la independencia de las medidas de integración respecto de la métrica [26].
6.4 ConclusionesEn este capítulo hemos mostrado que los modelos del coset G/G, en su realización fermiónica, son modelos topológicos: su función de partición es independiente de la métrica que se utilice sobre la variedad bidimensional M en la cual se define el modelo.Si bien hemos recurrido esencialmente a la equivalencia con la realización bosónica del modelo del coset, es importante haber establecido que el modelo de fermiones totalmente constreñidos define una TCCT como medio de obtener nuevas representaciones de invariantes topológicos de la variedad M en términos de funciones de correlación de operadores fermiónicos. Desde el punto de vista de la Teoría de Campos es interesante la conexión del modelo del coset G/G con el límite de acoplamiento fuerte de QCD2, ya que se presenta la perspectiva de analizar la teoría de Yang y Milis (bidimensional) con materia utilizando herramientas de TCCTs.En el desarrollo de este trabajo encontramos una equivalencia entre la función de partición del modelo del coset 77(1)∕77(1) con la del modelo BF abeliano. Una relación análoga no se consigue entre el modelo del coset G/G y los modelos BF no abelianos usuales. Guiados por la extensión del primer resultado y por un fuerte paralelismo con los procedimientos de bosonización no abeliana, hemos propuesto una nueva clase de modelos BF no abelianos 
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en variedades bidimensionales sin borde. Consideramos de interés completar el estudio de dichos modelos.



Conclusiones

En esta Tesis hemos presentado trabajos originales en el área de las Teorías Cuánticas de Campos Topológicas (TCCTs). En líneas generales, analizamos la construcción de TCCTs en variedades de dimensión n+1 mediante la cuantificación estocástica de modelos de teoría de campos en dimensión n y estudiamos el carácter topológico de los modelos del coset G/G en su formulación fermiónica.Resumiremos aquí los resultados obtenidos en los capítulos 4, 5 y 6.
La función de partición estocástica de una teoría de campos definida sobre un espacio-tiempo euclídeo curvo de dimensión n se puede interpretar como la función de partición de otra teoría de campos en dimensión n+1, si se trata al tiempo estocástico como una nueva coordenada física. La teoría n+1 dimensional resultante reúne todas las características de una TCCT. Siguiendo esta idea atacamos la cuantificación estocástica de la teoría de Wess-Zumino- Witten con grupo de simetría G en dimensión d=2; propusimos una ecuación de Langevin en término de coordenadas en el álgebra de Lie de G y construimos la función de partición estocástica. Después de algunos cambios de variables y el tratamiento cuidadoso de los jacobianos asociados logramos identificar dicha función de partición estocástica con la función de partición BRST de la teoría de Chern-Simons Topológica en tres dimensiones, bajo una determinada elección de la función de gauge [1]. Las mismas teorías habían sido conectadas siguiendo otro camino [7, 51]: la función de partición de la teoría de Chern-Simons Topológica puede ser reducida a una integral funcional sobre campos en una variedad de dimensión d=2 cuya acción efectiva es la de Wess-Zumino-Witten. Podemos decir que este resultado y el nuestro se complementan, conectando las teorías en uno y otro sentido.La técnica estocástica permite también conectar la teoría de Chern-Si- 
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mons Topológica con la de Yang y Milis Topológica en d—4 [14, 15]. Como mencionamos en la introducción, los estudios originales de esta conexión no fueron cuidadosos con la convergencia al equilibrio del proceso estocástico utilizado en la cuantificación. Consideramos de interés buscar una forma de regular la convergencia de dicho proceso que permitiera reformular la conexión. En el capítulo 5 mostramos que la introducción de un término de Yang y Milis en la acción de Chern-Simons hace que la ecuación de Langevin más sencilla defina un proceso estocástico con un buen estado de equilibrio[2].  Más concretamente, probamos que el propagador que se obtiene tomando la parte transversal de cada línea de los diagramas estocásticos reproduce el resultado estándard de la teoría de Chern-Simons una vez que se elimina el parámetro del regulador, al menos hasta segundo orden en el cálculo pertur- bativo. Por otra parte, encontramos que las contribuciones longitudinales al propagador son exactamente las mismas que aparecen en la teoría de Yang y Milis pura. Se ha probado que en el último caso la parte finita de los diagramas con líneas longitudinales reproduce los efectos de los campos fantasmas en la formulación canónica [55]; estos resultados se deben aplicar sin modificaciones a nuestro estudio.Una vez probada la convergencia del proceso estocástico, rehicimos con éxito la prueba de la conexión entre las TCCTs de Chern-Simons y de Yang y Milis en presencia del regulador. En una etapa intermedia de la prueba obtuvimos además una TCCT en cuatro dimensiones del tipo de la de Yang y Milis: su acción cuántica difiere de la propuesta por Witten [6] sólo en términos que dependen del parámetro de la regulación y que se pueden expresar como una forma BRST exacta.Es importante destacar que los invariantes topológicos que permite calcular la teoría de Yang y Milis Topológica pueden ser expresados, vía la conexión que obtuvimos, como valores de expectación estocásticos de observables construidos en la teoría de Chern-Simons. Este resultado, probado formalmente en la referencia [15], reviste interés práctico recién después de nuestros resultados, ya que los valores de expectación están ahora bien definidos.En general, la idea subyacente al estudio de la conexión entre teorías de campos en dimensión n y n+1, ligada a la muchas veces explotada “reducción dimensional”, es la de utilizar el conocimiento de un modelo en una dimensión dada para calcular observables en otro. Así el conocimiento de los invariantes de Donaldson en la teoría de Yang y Milis Topológica en d=4 permite, en principio, obtener información sobre lazos de Wilson en la teoría de Chern- 
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Simons en d=3 a través de la conexión que mostramos en esta Tesis. De la misma manera, el estudio de estos últimos provee información sobre los bloques conformes de las teorías conformes bidimensionales, a través de la conexión entre la teoría de Chern-Simons y la de Wess-Zumino-Witten. Un aspecto remarcable de nuestro trabajo es entonces la posibilidad de utilizar resultados de TCCTs en el estudio de teorías que no lo son (como la de Wess-Zumino-Witten) vía técnicas de cuantificación estocástica.La otra línea de estudio en la que hemos obtenido resultados [3] se refiere a los modelos del coset G/G. Analizamos la realización fermiónica de dichos modelos tanto en el caso abeliano como en el no abeliano y encontramos por cálculo directo que las funciones de partición no dependen de la métrica, por lo que definen TCCTs. Resulta de interés la construcción de invariantes topológicos a partir de funciones de correlación fermiónicas.En el caso abeliano logramos identificar la función de partición del modelo del coset U(1)∕U(1) con la del sistema BF bidimensional; esta conexión prueba automáticamente el carácter topológico del primer modelo. En el caso no abeliano es natural no esperar la misma identificación, en vista de los resultados conocidos de bosonización no abeliana en dos dimensiones: la acción de la teoría bosónica equivalente a un sistema de fermiones con simetría no abeliana no se puede escribir como una integral sobre la variedad bidimensional original, sino que hace falta extenderla mediante una nueva coordenada para escribir el término de Wess-Zumino [42].Motivados por la conexión establecida en el caso abeliano y por la analogía de nuestros cálculos con la equivalencia bosón-fermión en dos dimensiones, propusimos un nuevo tipo de sistema BF no abeliano en bidimensional. La función de partición de este modelo coincide con la del modelo del coset 
G/G, es independiente de la métrica y se reduce al modelo BF usual en el caso abeliano G = U(l).Una perspectiva interesante del modelo propuesto es la construcción de una teoría de gravedad cuántica en d=2 dimensiones. De hecho, el modelo BF no abeliano usual es equivalente al modelo de Jackiw y Teitelboim de gravedad en d=2 si se elige adecuadamente el grupo de gauge (ISO(1,1), SCl(2,1) o S<9(l,2)) y se identifican las componentes del campo de gauge con los campos gravitacionales (zweibeins y conexión espinorial) [86]. Como se desprende de nuestro trabajo, la extensión del modelo BF que presentamos tiene una estructura mucho más rica que el usual (en el mismo sentido que el modelo de Wess-Zumino-Witten tiene una estructura más rica que la acción 
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f d2x∂μφa∂μφa como extensión na’ive de la acción bosónica abeliana). La aplicación del modelo que proponemos posibilita entonces la obtención de resultados de interés en el marco de la gravedad bidimensional. Cabe destacar que, además de ser un modelo de ensayo para la mejor comprensión de teorías realistas de gravedad en cuatro dimensiones, la gravedad bidimensional es un problema central en el contexto de la teoría de cuerdas.

Las TCCTs han probado ser una herramienta poderosa para el estudio de geometría y topología en variedades de distintas dimensiones, a la vez que ofrecen perspectivas atrayentes y desafíos importantes desde el punto de vista físico, especialmente en la descripción de la gravedad cuántica y unificación de interacciones. Hay mucho por hacer en este terreno.
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