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Resumen

En el presente trabajo de tésis se estudian diversos modelos de sistemas desordenados,
mediante el uso intensivo de simulaciones Monte Carlo. El anadlisis de propiedades estaticas
y dindmicas, permite lograr un entendimiento mas profundo de los procesos que se simulan.

Con el propésito de estudiar la influencia que los defectos superficiales de tipo escalén
ejercen sobre una monocapa adsorbida, se analiza el comportamiento critico del modelo
estandard de percolacion en una geometria rectangular. Se calculan algunas propiedades
de interés, como la funcién de distribucién de largos de clusters de percolacién a p., los
perfiles de densidad y la funcién de correlacion. El efecto ejercido por los bordes de la
muestra, es entendido en base al uso de una hipétesis de escala denominada multiscaling.

Observaciones muy recientes basadas en imagenes STM, han demostrado que moléculas
de oxigeno se quimisorben disociativamente sobre una superficie de Al(111) y que al menos
parte del exceso de energia, aparece como grados de libertad paralelos a la superficie, dando
lugar a un movimiento traslacional durante el cual esta energia es disipada. Estas obser-
vaciones, motivaron el desarrollo del modelo de adsorcion de dimeros calientes. El estudio
del comportamiento critico de este modelo, lo sitia dentro de la clase de universalidad del
modelo estandard de percolacion. Con el propdsito de simular la preferencia observada
para la adsorcién de monémeros sobre los bordes de los escalones, se estudia el modelo de
deposicién de dimeros muy calientes. El andlisis de las propiedades de transporte sobre
los clusters de percolacién generados mediante este mecanismo, conduce a interesantes
resultados, que se diferencian tanto de las propiedades dinamicas del modelo estandard de
percolacién, como de dichas propiedades dinamicas en un espacio homogéneo.

Finalmente se estudian dos modelos de sistemas dindamicos que exhiben transiciones
de fase irreversibles. Estos modelos han sido derivados de modelos autématas celulares
(el ”Juego de la Vida” de J. Conway y el "Juego unidimensional de la Vida”), con el
propdsito de analizar la conexién entre las dinamicas fuera del equilibrio que presentan y
otras dindmicas fuera del equilibrio en procesos disipativos. Los modelos son denomina-
dos modelo 2JV estocastico y modelo 1JV estocastico. El estudio del comportamiento
critico de ambos modelos, se efectia utilizando la técnica del anilisis epidémico. Se
realiza ademds un andlisis de la estabilidad dindmica de los sistemas, mediante el uso de
la técnica de la propagacion del dafio. El modelo 2JV estocastico presenta una transicion
irreversible ”vida-muerte” de primer orden. La "fase vida” exhibe un comportamiento
cadtico. El modelo 1JV estocastico presenta un comportamiento mas complejo que el
modelo 2JV estocdstico. Se hallan tres fases llamadas ”saturacién, vida y muerte”, de
manera que dos transiciones irreversibles son posibles: ”vida-saturacion” y ”vida-muerte”.
El andlisis del comportamiento critico, indica que el modelo 1JV estocastico pertenece a
la clase de universalidad de la percolacién dirigida. Un analisis de la estabilidad dinamica
del sistema, indica que la fase vida presenta dos regiones caéticas y una frozen.



Introduccién: Aspectos Generales.

Estructuras desordenadas generadas por procesos aleatorios, que son autosimi-
lares sobre ciertas escalas de longitud y tiempo son muy comunes en la naturaleza.
Dichas estructuras, pueden ser encontradas desde las mas grandes a las mas pequenas
escalas: en galaxias y paisajes, en terremotos y fracturas, en agregados y coloides, en
superficies rugosas e interfaces, en vidrios y polimeros, en proteinas y otras grandes
moléculas, etc. En los dltimos afios una amplia variedad de estructuras complejas
de interés han sido caracterizadas cuantitativamente usando la idea de dimensién
fractal d;: una dimensién que es propia de la forma geométrica bajo consideracién y
a menudo no es una cantidad entera. La clave del progreso esta en el reconocimiento
que muchas estructuras aleatorias obedecen a una simetria. Esta simetria de escala
tiene la consecuencia que tales objetos lucen similares sobre diferentes escalas de
observacion.

Existen ejemplos de estructuras fractales que observamos cotidianamente como
nubes o rayos [1-3]. A decir verdad, el mismo acto de observar, requiere que las
células nerviosas de la retina del ojo envien una senal, y estas células nerviosas son
ellas mismas objetos fractales [4].

Por otro lado cabe mencionar ejemplos de estructuras fractales que han
surgido a partir de modelos tedricos, como clusters infinitos de percolacion, agrega-
dos limitados por difusion, modelos de polimeros, etc.

Hoy en dia existen alrededor de 103 fractales reconocidos en la naturaleza, aunque
una década atras, cuando B. Mandelbrot escribié el clasico texto titulado ” Fractal
Geometry of Nature” muchos de esos sistemas no eran reconocidos como fractales.

Resulta a menudo sorprendente que sistemas fisicos que en principio parecen
diferentes puedan ser estudiados utilizando el mismo modelo tedrico. Por ejem-
plo, fenémenos tales como transiciones sol-gel, crecimiento de peliculas metalicas
delgadas, adsorcion sobre superficies solidas, difusion de fluidos en medios porosos,

conduccién eléctrica en medios desordenados, etc, puedan ser analizados en base al



modelo de percolacién. El modelo de agregacién limitada por difusién (DLA) posee
alrededor de 50 sistemas fisicos en los cuales es aplicable. Estructuras del tipo DLA
surgen naturalmente en el estudio de muchos fenémenos de interés para fisicos y
quimicos como la deposicién electroquimica [5], solidificacién dendritica [6-9], rup-
tura dieléctrica [10], crecimiento de colonias de bacterias [11], disolucién quimica
[12], cristalizacién rapida de la lava [13], crecimiento externo de las neuronas [14,
15], etc. Se hace en consecuencia evidente la importancia de estos modelos (y de
muchos otros no nombrados), ya que su estudio abre luz sobre la extensa variedad
de fendmenos que representan.

En los ultimos afos, un gran nimero de fenémenos muy interesantes han sido
estudiados, en los cuales es necesario un nimero infinito de exponentes para su
descripcién. Tales fenémenos, llamados fenémenos multifractales, han conformado
recientemente un area de investigacién extremadamente activa sobre diferentes cam-
pos que van desde la fisica y quimica hasta la dindmica de fluidos y meteorologia.

En los siguientes capitulos se trataran diversas caracteristicas de modelos de
sistemas desordenados. El modelo estandard de percolacion representa el caso mas
simple de sistema desordenado. Vale la pena entonces finalizar esta seccion introduc-
toria con una muy breve resefia histérica sobre este modelo. El primer trabajo que
introduce el concepto de percolacién fue realizado por Flory y Stockmayer alrede-
dor de 50 afios atrds cuando estudiaban el proceso de gelacién [16]. El nombre
percolacion fue sugerido por Broadbent y Hammersley en 1957 cuando estudiaban
la difusién de fluidos en medios aleatorios [17]. Ellos también introdujeron los im-
portantes conceptos geométricos y probabilisticos. Los desarrollos de la teoria de
transiciones de fase en los afos subsiguientes, en particular el método de la ex-
pansién en serie de Domb [18] y la teoria del grupo de renormalizaciéon de Wilson,
Fisher y Kadanoff [19], estimularon enormemente el estudio de la transicién de fase
geométrica. El concepto de fractal introducido por Mandelbrot [1] ha resultado
ser una herramienta poderosa, la cual, junto con el desarrollo de las computado-
ras a gran escala, han contribuido de manera significativa al entendimiento de la

percolacién y de una gran variedad de sistemas desordenados.



En este trabajo de tésis se estudian diversos modelos de sistemas desordenados
mediante el uso intensivo de simulaciones Monte Carlo. Estas simulaciones han
sido realizadas en un sistema de procesadores que trabajan en paralelo llamados
"transputers”. El lenguaje adecuado para programacion con estos procesadores es
el "OCCAM” [20], el cual ha sido desarrollado especialmente para este fin. Los
datos obtenidos de las simulaciones son interpretados mediante teorias de escala y
eventualmente se emplearan calculos analiticos.

El trabajo de tésis esta organizado de la siguiente manera. En el capitulo 1
se estudian miiltiples aspectos del comportamiento critico del modelo estandard de
percolacién en una geometria rectangular. El capitulo 2 estd dedicado al analisis
de diversas caracteristicas del modelo de adsorcién secuencial de dimeros calientes y
del modelo de adsorcién de dimeros muy calientes. En el capitulo 3 se estudian dos
modelos de sistemas dindmicos que exhiben transiciones de fase irreversibles. Estos
modelos dindmicos han sido derivados de modelos autématas celulares (modelo de
Conway y "juego de la vida” en una dimensién) con el propésito de investigar sus

comportamientos criticos y comparar con otros procesos fuera del equilibrio.






Capitulo 1

Modelo estandard de percolacion

1.1 Introduccion

Consideremos una red cuadrada donde cada sitio esta ocupado aleatoriamente con
probabilidad p, o desocupado con probabilidad (1 — p). Sitios ocupados o desocupa-
dos pueden representar distintas propiedades fisicas. Por simplicidad supongamos
que los sitios ocupados representan conductores eléctricos, los desocupados repre-

sentan aislantes, y que la corriente eléctrica puede fluir entre sitios conductores que

T
AN
s

Son primeros vecinos.

Figura 1.1 Definicién de cluster. Los clusters, grupos de cuadra-
dos vecinos ocupados, son marcados con un circulo excepto cuando

el cluster consiste de un sélo cuadrado.
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6 CAP{TULO 1. MODELO ESTANDARD DE PERCOLACION

Ahora definimos un ” cluster” como un grupo de primeros vecinos ocupados (ver
figura 1.1). A baja concentracién p, los sitios conductores o estan aislados o forman
pequenos clusters. Luego, a baja concentracién p, la mezcla es un aislante, ya que
no existe un camino conductor que conecte los extremos opuestos de la red. Por otro
lado, para grandes valores de p, existen muchos caminos conductores entre extremos
opuestos de la red y en consecuencia la mezcla es un conductor. Por lo tanto,
para alguna concentracién intermedia, debe existir un umbral de concentracién p.,
donde por primera vez la corriente eléctrica pueda percolar de un extremo a otro
del sistema. Por debajo de p. tenemos un aislante y por encima un conductor. La
concentracién umbral es llamada umbral de percolacidn o concentracion critica ya
que separa dos fases de caracteriticas diferentes. En contraste con las transiciones
de fase térmicas, donde la trasicion entre dos fases ocurre a una temperatura critica,
la transicién percolativa descripta aqui es una transiciéon de fase geométrica, la cual
esta caracterizada por las propiedades geométricas de los clusters mas grandes en la
vecindad de p.. Para valores de p por debajo de p, sdlo existen clusters pequefios de
sitios ocupados. Cuando se incrementa la concentracion, crece también el tamano
promedio de los clusters que se forman. A la concentracion critica p., aparece
por primera vez un gran cluster que conecta los extremos opuestos del sistema.
Llamamos a este cluster cluster de percolacion o cluster infinito ya que su tamaiio
diverge cuando el tamafio de la red es llevado a infinito. Para p > p. la densidad del
cluster infinito aumenta, ya que mas y mas sitios forman parte del cluster infinito.
Al mismo tiempo, el tamafo promedio de los clusters finitos que no pertenecen al
cluster infinito decrece. Trivialmente, a p = 1, todos los sitios pertenecen al cluster

infinito.

"percolacién por sitios” (site percolation).

Hasta aqui sélo hemos definido la
Su contraparte es llamada percolacién por lazos (bond percolation) y se define de
la siguiente manera. Imaginemos que todos los sitios de una red cuadrada estan
ocupados y que dibujamos lineas entre sitios vecinos de la red. Luego cada linea
puede representar un lazo abierto (open bond) con probabilidad p o un lazo cerrado

(closed bond) con probabilidad (1 — p). Un cluster es entonces un grupo de sitios
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conectados por lazos abiertos.

Tabla 1.1 Concentraciones criticas para diferentes redes. ”Sitio”
se refiere a percolacién por sitios y "lazo” a la percolacién por
lazos. En todos los casos, s6lo los primeros vecinos forman clusters
y no existen interacciones entre sitios o lazos. Si los resultados no

son exactos, el error probablemente afecta a la iltima cifra decimal

Red Sitio Lazo
Panal de abeja 0.6962 || 0.65271
Cuadrada 0.592746 1/2
Triangular 1/2 0.34729
Diamante 0.43 0.388
Cubica simple 0.3116 0.2488
BCC 0.246 0.1803
FCC 0.198 0.119
d=4 hipercubica 0.197 0.1601
d=5 hipercibica 0.141 0.1182
d=6 hipercubica 0.107 0.0942
d=T hipercubica 0.089 0.0787

Los procesos percolativos estan siendo estudiados con creciente interés debido a
sus multiples aplicaciones en diversas ramas de la fisica y la fisicoquimica. Gran
parte de los trabajos realizados en percolacion en dos dimensiones utilizando dife-
rentes técnicas, han sido llevados a cabo en geometria cuadrada L x L [21-26].
Sin embargo, numerosos autores han considerado también geometrias no cuadradas
en teoria de percolacion. En efecto, geometrias L x M han sido estudiadas con los
métodos de la matriz de transferencia (transfer matriz) y renormalizacién fenomeno-
légica (phenomenological renormalization) [27-31, y referencias alli citadas]. Ade-
mas, estudios realizados sobre otros modelos en geometria rectangular, tales como
por ejemplo el modelo de Ising [32-34, y referencias alli citadas |, han demostrado
que ésta es una aproximacion util la cual contribuye al entendimiento cabal del pro-
blema. En particular, esta geometria es adecuada para el estudio de fenémenos de
adsorcién en superficies escalonadas [32-36] como asi también de procesos de difusién

y conduccién en medios estratificados.
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1.2 Introduccion Tedrica

Como muchos otros problemas en fisica tedrica, el problema de percolacién tiene
solucién exacta en una dimension, y algunos aspectos de esa solucién son validos
en dimensiones mas altas. Estudiemos el problema de percolacién en una cadena
lineal infinita, donde cada sitio de red esti separado por una distancia fija de sus
vecinos. Cada uno de estos sitios es ocupado aleatoriamente con probabilidad p. Un
cluster es un grupo de sitios vecinos ocupados. Un sélo sitio vacio dividiria el grupo
en dos clusters diferentes. Para que un cluster resulte separado de otros clusters,
tanto el sitio vecino de la izquierda como el de la derecha deben estar vacios. La
probabilidad de que un sitio esté ocupado es p. Ya que todos los sitios son ocupados
aleatoriamente, la probabilidad de que s sitios arbitrarios estén ocupados es p°. La
probabilidad de que un extremo del cluster tenga un vecino desocupado es (1 — p).
Por lo tanto, la probabilidad total de que un sitio de la red sea un extremo de un
cluster de tamafio s es p*(1 — p) 2.

Cuantos clusters de tamafio s tenemos en la cadena, si la longitud L de la cadena
es mucho mayor que la longitud del cluster ? Cada sitio tiene una probabilidad
p*(1 — p)? de ser el extremo de dicho cluster, y hay L de tales sitios (cuando se
ignora el pequenio nimero de sitios de los extremos de la cadena completa para los
cuales la situacién es diferente, ya que no resta espacio para colocar s sitios ocupados
y dos desocupados). Asi, el nimero total de s-clusters, despreciando los efectos de
los extremos, es Lp®(1 — p)2. En consecuencia se observa que es practico hablar
del nimero de s-clusters por sitio de red, el cual es el nimero total dividido por L,
o sea, p*(1 — p)%. Este valor asi normalizado, es independiente del tamafio de la

red L y es igual a la probabilidad de que un sitio sea extremo de un s-cluster. Asi
definimos n ; como
n, = p*(1—p)? (1.1)
Para p < 1, n, tiende a cero si el tamafio del cluster s tiende a infinito.
La probabilidad de que un sitio arbitrario sea parte de un cluster de tamafio s

y no sélo un extremo, es mayor por un factor s ya que ahora ese sitio puede ser
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cualquiera de los s sitios que forman el cluster. Asi esta probabilidad es n 4s.

Cual es el umbral de percolacién? A p = 1 todos los sitios de la cadena estan
ocupados y la cadena en su totalidad conforma un sélo cluster. Para cualquier valor
de p menor que la unidad, habra algunos huecos en la cadena. Asi en una cadena
de longitud L se encontrarin en promedio (1 — p)L sitios vacios. Para L tendiendo
a infinito a p fijo, este nimero también tiende a infinito. Asi tendremos al menos
un sitio vacio en la cadena, lo cual significa que no hay una fila continua de sitios
ocupados y en consecuencia no existe un cluster unidimensional que conecte los dos
extremos. En otras palabras, no tenemos un cluster de percolacién para p < 1. Asi

el umbral de percolacién es la unidad:
pe =1 (1.2)

Luego, no es posible observar la regién p > p. para percolacién en una dimensién.

Como se discutié anteriormente, la probabilidad de que un sitio pertenezca a un
cluster de tamafio s es sn,. Cada sitio ocupado debe pertenecer a un cluster, ya que
un sitio ocupado aislado por vecinos desocupados, son también clusters de tamano
unidad. La probabilidad de que un sitio arbitrario pertenezca a cualquier cluster es

entonces igual a la probabilidad p de que esté ocupado. Asi
donss=p (p <pe) (1.3)

La suma va desde s = 1 hasta s = oco. Esta ley también puede ser corroborada

directamente a partir de la ecuacién (1.1) y de la solucién para series geométricas:

Yr-pfs = (-pTre)

s

= (1- p)zp———d(z(:i;ps)
= (1 _ p)2pd(p/(;p_ P))

= D
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Para d > 1, la ecuacién (1.3) es también vélida sélo que se deben tomar en cuenta
separadamente los sitios pertenecientes al cluster infinito. Luego la ecuacién (1.3)
esta restringida a p < p.. Audn en una dimensién a p = p. = 1, existe un sélo cluster
que cubre toda la red, asi s = co y n, = 0, lo cual hace que la ecuacién (1.3) resulte
indefinida a p = 1.

Escojamos aleatoriamente un sitio de red que sea parte de un cluster finito. Qué
tamaifio promedio tiene este cluster ? Existe una probabilidad sn, de que un sitio
arbitrario (ocupado o no) pertenezca a un s-cluster, y una probabilidad ¥, n,s de
que pertenezca a cualquier cluster finito. Asi w, = n,s/ ¥, n,s es la probabilidad
de que el cluster contenga exactamente s sitios. El tamano promedio del cluster S

que se mide en este proceso de elegir al azar un sitio de algin cluster es

2
S=Yws=Y Zn:s \ (1.4)

Se ha definido S de tal manera que la ecuacién (1.4) es también la definicién de S

cuando d > 1 con la dnica condicién de que el cluster infinito sea excluido de la
sumas. Se calcula ahora el tamafio medio del cluster explicitamente. De la ecuacion
(1.3) vemos que el denominador de la ecuacién (1.4) es simplemente p. El numerador

es
5 d : 5
(1-p?3 s’ =(1-p)° (pg) 2P

donde la suma corre nuevamente desde s = 1 a s = 0o, y donde el truco utilizado

en la derivacién de la ecuacién (1.3) se aplica dos veces de manera de calcular las

sumas mediante derivadas de sumas mas simples. Asi

_(1+p)
(1-p)

El tamafo medio del cluster diverge cuando p se aproxima a p.. Se obtienen resul-

S

(p<pe) (1.5)

tados similares para d > 1. Esta divergencia es una caracteristica esperada, ya que
si existe un cluster infinito presente para valores de p > p., luego para valores de p

sensiblemente menores que p. se presentan ya clusters muy grandes aunque finitos.
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Se puede definir la funcién de correlacién g(r) como la probabilidad de que un
sitio localizado a una distancia r de un sitio ocupado pertenezca al mismo cluster.
Para r = 0, g(0) es igual a la unidad. Para r = 1, el sitio vecino pertenece al mismo
cluster si y sdlo si estd ocupado y esto ocurre con probabilidad p. Para un sitio a
una distancia r, este sitio y los (r — 1) sitios intermedios deben estar ocupados sin

excepcién, y esto sucede con probabilidad p”. Por lo tanto

g(r)=p" (1.6)

para todo p y 7. Para p < 1, la funcién de correlacion tiende exponencialmente a

cero cuando la distancia r tiende a infinito:

g(r) = exp(—r/¢)

donde ’ ’
")~ -7 (L.7)

La dltima igualdad en la ecuacién (1.7) es valida solamente para p cercano a

£=

p. = 1 y utiliza la expansiéon In(1 — ) = —z para = pequeno. La cantidad ¢ es
llamada longitud de correlacién o conectividad y se observa que también diverge a
Pc- Se cumple que para dimensiones mas altas (d > 1), la longitud de correlacién es
proporcional al diametro medio de un cluster tipico. Esta relacion resulta ser obvia
para d = 1. La longitud de un cluster de s sitios es (s—1) lo cual no es muy diferente
de s si s es grande. Asi la longitud promedio £ varia como el tamafo promedio del

cluster S:
S o (p — pc) (1.8)

Desafortunadamente, esta relacion resulta ser mas complicada para d > 1. De
validez mas general es la relacidon entre la suma sobre todas las distancias r de la

funcién de correlacion y el tamano medio del cluster:

Zg(r) =S (1.9)
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Se observa a partir de esta solucién exacta, que algunas cantidades divergen en el
umbral de percolacién y que esta divergencia puede ser descripta por simples leyes
de potencias, como 1/(p. — p), al menos asintéticamente (p — p.). Esto mismo es

valido para d > 1 donde aun el problema no ha sido resuelto exactamente.

Las cantidades S y ¢ tienen analogos para las transiciones de fase térmicas. En
fluidos cerca del punto critico, se observa opalecencia critica en experimentos de
dispersion de luz, ya que la compresibilidad (el andlogo de S) y la longitud de cor-
relacién divergen alli. Otro ejemplo ilustrativo es la transicién de fase magnética. A
bajas temperaturas algunos materiales exhiben magnetizacién espontinea m > 0 en
ausencia de campo magnético externo (fase ferromagnética). Cuando se incrementa
la temperatura, la magnetizacion espontanea decrece continuamente y se anula a la

temperatura critica T.. En la fase paramagnética, por encima de T, m = 0.

Un material magnético esta compuesto de momentos magnéticos elementales
(spins). La interaccién entre ellos favorece la formacién de un estado ordenado
donde todos los momentos son paralelos, mientras el aumento de energia térmica
conduce a un estado donde los momentos tienen orientaciones aleatorias. A bajas
temperaturas la interaccién spin-spin domina, y se observan correlaciones de largo
alcance, lo cual es evidente ya que la magnetizacion espontanea m es distinta de
cero. Ya que m describe el orden en el sistema, es llamado pardmetro de orden.
Cuando se incrementa la temperatura m(T') decrece, y cerca de T, se comporta como
m(T) ~ (T. — T)?. Para T > T, la energia térmica domina. Luego, sélo pueden
existir clusters finitos de momentos alineados temporariamente, y su orientacién

aleatoria conduce a una magnetizacion nula.

En percolacién, la concentracién de sitios ocupados p juega el mismo rol que
la temperatura para las transiciones de fase térmicas. En general, para d > 1,
la transicién percolativa esta caracterizada por las propiedades geométricas de los
clusters cerca del punto critico p.. Una cantidad de importancia es la probabilidad
P,, de que un sitio pertenezca al cluster infinito. Para p < p., sdlo existen clusters

finitos, entonces P,, = 0. Para p > p., P» se comporta de manera similar a la
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magnetizacién para T < T, y crece con p siguiendo una ley de potencia
Py~ (p—p.)° (1.10)

De forma similar a la magnetizacién, P,, describe el orden en percolacién y puede
ser identificado como el parametro de orden del sistema.

El tamano lineal de los clusters finitos, por encima y por debajo de p., esta
caracterizado por la longitud de correlacién €. La longitud de correlacién se define
como una distancia media entre dos sitios que pertenecen al mismo cluster finito.

Cuando p se apfoxima. a p., £ se comporta como
{~[p—pc|™ (1.11)

con el mismo exponente v para p < p. como para p > p.. El tamafo medio de los

clusters finitos también diverge a p.,
S~p=pc|™" (1.12)

y nuevamente con el mismo exponente tanto por encima como por debajo del umbral.
Para obtener £ y S, se requiere realizar promedios sobre todos los clusters finitos en
lared. Para sistemas magnéticos, cantidades analogas a Py, y S son la magnetizacién
m y la suceptibilidad x (ver tabla 1.2).

Los exponentes 3, v y v describen el comportamiento critico de cantidades aso-
ciadas con la transicién en percolaciéon, y son llamados ezponentes criticos. Los
exponentes son universales y no dependen ni de los detalles estructurales de la red
(sea triangular o cuadrada), ni del tipo de percolacién (sea por sitios o por lazos);
s6lo dependen de la dimensidn d de la red. Esta propiedad de universalidad es una
caracteristica general de las transiciones de fase, en el caso en que el pardmetro
de orden tiende a cero continuamente en el punto critico (transiciones de fase de
segundo orden). Esto es debido a que en una transicién de fase de segundo orden la
longitud de correlacion £, que es la inica longitud relevante del sistema, diverge en el

punto critico y en consecuencia, cuando se desea describir el sistema cerca del punto
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critico, todos sus detalles resultan irrelevantes. Por ejemplo, la magnetizacién en
cualquier material magnético tridimensional, estd descripta por el mismo exponente
B, sin importar la estructura cristalina o el tipo de interaccién entre los momentos
magnéticos, siempre que ésta sea de corto alcance.

Los exponentes 3, v y 7 no son los unicos exponentes criticos que caracterizan
la transicién en percolacién. Por ejemplo, la distribucién de tamano de clusters n ,,
esta descripta por otros exponentes a, 7 y 0. Sin embargo, existen relaciones y
todos los exponentes pueden ser obtenidos a partir del conocimiento de sélo dos de
ellos.

En la tabla 1.2 son mostrados los exponentes g, v y « para percolacién en dos,
tres y seis dimensiones, y se comparan con los exponentes analogos correspondientes
a una transicién de fase magnética. Los exponentes considerados aqui describen
las propiedades geométricas de la transicion en percolacion. Las propiedades fisicas
asociadas con la transicién, también se comportan como leyes de potencias cerca de
Pc, ¥ estan caracterizadas por exponentes criticos. Como ejemplos se puede citar la
conductividad, la velocidad con que se desparrama una epidemia cerca de la proba-
bilidad critica de infeccién, etc. Se presume que los exponentes dinamicos no pueden
ser relacionados en general con los exponentes geométricos discutidos anteriormente.
Las propiedades de transporte en medios desordenados seran tratadas en el capitulo
2.

Tabla 1.2 Valores exactos y mejores estimaciones de los expo-

nentes criticos en percolacién y magnetismo. & Valor exacto [37,
38); b Simulacién numérica [39]; ¢ Exacto [40, 41]

Percolacion d=2 d=3 d>6
Parametro de orden Py, : 8 5/36% || 0.417 £0.003° 1¢
Longitud de correlacion { : v 4/3* | 0.87540.008> || 1/2¢
Tamafio medio del cluster S : v || 43/18° [ 1.795 & 0.005 1¢
Magnetismo d=2 d=3 d>4
Parametro de orden m : 1/8 0.32 1/2
Longitud de correlacion £ : v 1 0.63 1/2
Suceptibilidad x : 7/4 1.24 1
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Se analizardn ahora algunas propiedades estructurales de interés, ya que con-
duciran al concepto de dimensién fractal. Se define el radio de giro de un s-cluster

de la siguiente manera:

s . — 2
R = z'izﬂ (1.13)
=1

donde

ro =y _ri/s (1.14)

1=1
es la posicién del centro de masa del cluster, y r;j es la posicion del i-ésimo sitio del
cluster.
Si se promedia sobre todos los clusters que tienen un tamano dado s, el promedio
de los radios al cuadrado es denotado como R?. Se puede relacionar también R, con

una distancia promedio entre dos sitios del cluster:
2R2 — I ry — rj |2
=2 (1.15)
3

como se puede derivar facilmente después de centrar el origen de coordenadas en el
centro de masa del cluster: rg = 0.

La funcién de correlacién g(r) es la probabilidad de que un sitio situado a una
distancia r de un sitio ocupado pertenezca al mismo cluster. El nimero promedio
de sitios que estdn conectados a un sitio ocupado en el origen es entonces ¥, g(r).
Por otro lado, este promedio es igual a 3=, s?n,/p, ya que sn,/p es la probabilidad
de que un sitio ocupado pertenezca a un s-cluster, o sea a un cluster que contiene s

sitios mutuamente conectados. Asi
pS=> s*n,=p) g(r) (1.16)
S T

El segundo momento de la distribucion de tamano de cluster es igual a la suma sobre
todas las correlaciones (a menos de un factor p). Por encima de p,, esta relacién es

también valida si se sustrae la contribucién del cluster infinito, lo cual se consigue

reemplazando g(r) por g(r) — P2
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Se puede dar una definicién operativa de la longitud de correlacién £ a partir de

la funcién de correlacién g(r)

X, r?g(r)

= > o) (1.17)

Dado que para un determinado cluster, 2R? es la distancia cuadratica media entre
dos sitios del cluster, un sitio pertenece a un s-cluster con probabilidad sn, y luego
estéd conectado a s sitios, el promedio correspondiente sobre 2R? d4 la longitud de
correlacion al cuadrado

_ 2Y%, Ris™n,

2
e (1.18)

Asi, a menos de algunos factores numéricos, la longitud de correlacién es el radio
de aquellos clusters que dan la contribucién principal al segundo momento de la
distribucién de tamafo de clusters cerca del umbral de percolaciéon. Se ha visto
anteriormente que muchas cantidades de interés que involucran sumas sobre los
tamanos de clusters, divergen en el umbral de percolacién. Se observa de la ecuacion
(1.18) que la longitud de correlacién, la cual es simplemente el radio de aquellos
clusters que dén la contribucién fundamental a esta divergencia, es también una de
ellas. Luego existe una y sélo una longitud £ que domina el comportamiento critico.

Este efecto es el fundamento de la teoria de escala.

Consideremos un cluster infinito a la concentracion critica en dos dimensiones.
Un ejemplo representativo de cluster infinito es el mostrado en la figura 1.2. Colo-
quemos un marco de tamafio Ixl, con ! € que el tamano de la red, en el centro de
la figura 1.2 y contemos cuantos puntos dentro de este marco pertenecen al clus-
ter infinito. Llamemos M (l) a esta cantidad. Podemos efectuar este ejercicio con
marcos de tamano [ = 3,5,7,9, etc. Se observa en la figura 1.2 que el cluster es
bastante ramificado y contiene huecos en diversas escalas de longitud. Si se mide
M(!) como una funcién de ! a p., uno esperaria en primera instancia que M(l) crezca

linealmente con el area del marco 2.
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Figura 1.2 Cluster de percolacién generado en una red cuadrada
bidimensional (L = 70) a la concentracion critica p. = 0.592746.
Sin embargo este no es el resultado, ya que si se grafica log M(l) versus log! se

encuentra una linea recta de pendiente 1.9, lo cual implica que a p, se tiene
M(l) o< I'?

donde el exponente 1.9 se denomina dimension fractal. La dimension fractal dy
describe en promedio, como la masa M del cluster dentro de un marco de lado r se

escalea con r,

M(r) ~ i (1.19)

Una medida de M(r) requiere un promedio sobre las diferentes configuraciones de
clusters o, equivalentemente, sobre diferentes marcos centrados en diferentes puntos
sobre el cluster infinito.

Por encima y por debajo de p., el tamafio medio de los clusters finitos en el
sistemna, est4 descripto por la longitud de correlacion €. A p,, £ diverge y se presentan
huecos en el cluster infinito sobre todas las escalas de longitud. En consecuencia,
el cluster infinito a p. es un objeto autosimilar, en el sentido que su aspecto, en

promedio, es el mismo sobre distintas escalas de longitud (mayores que la celda
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unidad y menores que el tamafio de la red). Por encima de p., £ representa también
el tamano lineal de los huecos en el cluster infinito. Ya que £ es finita por encima de
P, €l cluster infinito puede ser autosimilar solo sobre escalas de longitud menores
que £. Se puede interpretar a {(p) como una longitud tipica hasta la cual el cluster
es autosimilar y puede ser considerado como un fractal. Para escalas de longitud
mayores que ¢, la estructura del cluster no es autosimilar y puede ser considerado
como homogéneo. Matematicamente podemos expresar las estas conclusiones de la

siguiente forma:
rir, < ¢
Milr) = { rd, r>¢

Es posible relacionar la dimensién fractal del cluster de percolacién dy, con los

(1.20)

exponentes # y v. La probabilidad de que un sitio arbitrario localizado dentro de
un circulo de radio r menor que ¢ pertenezca al cluster infinito, es la razén entre el

numero de sitios del cluster infinito y el numero total de sitios.
rds
rd’

Po ~ r<t. (1.21)

Esta ecuacién es correcta para 7 = af, donde a es una constante arbitraria menor
que 1. Sustituyendo r = a en (1.21) se obtiene
£
&
Ambos miembros de la ecuacién son potencias de (p — p.). Sustituyendo (1.10) y
(1.11) en (1.22) se sigue [40-43],

Py ~ (1.22)

dy=d—B/v. (1.23)

Asi, la dimensién fractal del cluster infinito a p. no es una nueva dimensién, sino
que depende de los exponentes 8 y v. Ya que B y v son exponentes universales, ds
también lo es.

Hemos visto que la distribucién de tamafio de clusters n,(p) juega un papel

central en la descripcién de la transicién geométrica en percolacion. A partir de
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ella, se pueden calcular todas las cantidades de interés que describen la transicién,
tales como el tamafio medio de los clusters S, la longitud de correlacién, el radio
cuadratico medio de los clusters finitos R?, etc. Pero desafortunadamente n,(p) no
se conoce exactamente para d > 1. Sin embargo [21, 23, 41], no toda la informacién
contenida en n,(p) es necesaria para conocer el comportamiento de las cantidades
relevantes cerca del umbral de percolacién. Lo importante es la forma de escala de
ns(p), a partir de la cual puede ser aplicada una teoria de escala para hallar las
relaciones entre los distintos exponentes criticos, o también determinar el compor-
tamiento dominante de cantidades importantes sobre escalas de longitud r < £ y
r > €. Se describe ahora una teoria de escala que describe el cambio en el compor-
tamiento sobre escalas de longitud r < £ a r > £ (crossover), en cantidades como
P, y M(r). Considérese la probabilidad P, de que un sitio ocupado pertenezca
al cluster infinito. Para determinar P,, se escoge un subsistema de tamano lineal
r y se halla la fraccién de sitios en este sistema que pertenecen al cluster infinito.
Sir > ¢, el sistema se comporta como si fuera r = oo, y consecuentemente P, es
independiente de r y est4 descripto por P, ~ (p — p.)?. Por otro parte, si r < ¢, el
numero de sitios del cluster infinito dentro de un circulo de radio r es proporcional
a r%. El nimero total de sitios ocupados dentro del mismo circulo es proporcional
a prd, y luego P, ~ r¥~%, Ya que ¢ es la tnica longitud caracteristica, se puede
asumir que P,, depende de r y ¢ via la razén r/{. Esto conduce a la siguiente

proposicién de escala

Poo ~ (p = pc) G(r/€) ~ €771 G(r/€) (1.24)

La funcién de escala G describe el crossover en el comportamiento de P, para
r/é K lar/f > 1. Con el propésito de obtener los resultados esperados en los dos

limites, se debe requerir que

G(z) ~ {

A partir de (1.25) podemos determinar cémo se comporta la masa media M del

z4—d, rk1

constante, z > 1. (L2)

cluster infinito con 7 y ¢ para p > p.. Ya que M ~ r¢P,(r,£), la masa media del
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cluster infinito adopta la siguiente forma de escala
M ~ r4=PIYH (7 [£), H(z) = z°/*G(z), (1.26)

y recobramos (1.20) y (1.23). Las ecuaciones (1.25) y (1.26) generalizan (1.19) para
P2 pe

Considérese un sistema finito, por ejemplo una red cuadrada de L x L sitios.
Se espera que las cantidades de interés que caracterizan la transicién geométrica
en percolacion, dependan de la magnitud L del sistema. Ya que la longitud ca-
racteristica del sistema es la longitud de correlacién £ (la cual es definida para un
sistema infinito), se tendra un comportamiento diferente para L/¢ > 1 que para
L/¢ k1.

Considérese nuevamente P,. Para L > ¢, el sistema se comporta como si
L = oo, es decir, P,, es independiente de L y esta descripto por Po, ~ (p — p.)P.
Para £ > L > 1, el nimero de sitios del cluster infinito dentro de un marco L x L es
proporcional a L%/, Se obtiene P,, dividiendo por el nimero total de sitios ocupados
en el marco L x L, el cual es pL?, luego P, ~ L% 2. Como ¢ es la tnica longitud
caracteristica, P., sélo depende de L via la razén L/¢, lo cual conduce, en analogia

con (1.26), a la siguiente proposicion de escala
P ~ (p— p)AG(L[€) ~ €4 G(L/¢€) (1.27)

La funcién de escala G(z) describe el crossover en el comportamiento de P, para
L/¢ < 1aL/§ > 1. Con el propésito de obtener los resultados esperados para
ambos regimenes, se debe tener A=y

G(z) ~ { constante, z > 1. (1.28)

Para ver las consecuencias de estas relaciones, supongamos que se van a efectuar si-
mulaciones computacionales sobre una red triangular, donde la concentracién critica
para percolacién por sitios es conocida exactamente (p. = 1/2), con el propésito de

calcular P. Escojamos una red grande, L = 1000, y ocupémosla aleatoriamente
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con probabilidad p. Luego se analizan los clusters y se determina el tamano del
cluster infinito (si es que existe). Se repiten los calculos sobre un gran nimero de
configuraciones diferentes y se promedia el valor de P, sobre todas las configura-
ciones. Para p > p., donde ¢ es conderablemente mas pequeno que L = 1000, no
se advierten efectos de tamaifio finito. Acordemente, si nos aproximamos a p., Pe
decrecera como (p — p)?, en la medida que L >> . Si nos aproximamos mas atin a
p. alcanzaremos una concentracion p* para la cual L ~ {. Entre p* y p., L < €y
P,, permanece aproximadamente constante a un valor finito.

Este comportamiento puede ser entendido de la siguiente manera. En un sistema
finito del orden de 108 sitios, un pequefio cambio en la concentracién es equivalente
a agregar o sustraer en promedio unos pocos sitios ocupados, lo cual deja al sistema
practicamente inalterado. En esta red no se puede apreciar la diferencia en Py
para p = p. + 107% y para p = p. + 10~!2. El pequefio cambio en la concentracién
resulta mdas efectivo si se toman sistemas mas grandes, y para el sistema infinito
ocurren cambios drasticos ain muy cerca de p.. En el ejemplo anterior, P,, decrece
en un factor 10? que es del orden de 10. Es obvio que los efectos de tamaifio finito
descriptos aqui también ocurren en la distribucion de tamano de clusters y en otras
cantidades relacionadas.

Es conveniente escribir la relacién de escala (1.24) de manera diferente. Si se

multiplica y divide a (1.24) por L=/" se obtiene
Py ~ L7PIVH(L/$), (1.29)

donde H(z) = G(z)z?/¥ como en (1.26)

A partir de argumentos de escala se puede ver que en principio existen dos
maneras de determinar un exponente critico 2 de alguna cantidad X, con X ~
(p—p:)~?, mediante simulaciones computacionales. En vez de determinar la cantidad
X (por ejemplo Py, o S) directamente como una funcién de (p — p.), uno puede
calcular X a p. para sistemas de diferentes tamanos. De esta manera se obtiene
X ~ L*", y si v es conocido se puede hallar z

Toda la discusién anterior se bas6 en la suposicion que p. era conocido. Cémo
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se identifica p. a partir de simulaciones sobre redes finitas? Ya que la red es finita,
hay una probabilidad finita de encontrar un cluster que percola a cualquier concen-
tracion. Para percolacion en una dimensidn, la probabilidad de encontrar tal cluster
es I1 = p©' = exp—L/¢. Asi, para un dado L, hay una probabilidad mayor que 1/e
de encontrar un cluster de percolacién si { > L, es decir (1 —p) < L1,

Para un sistema infinito II = 1 encima de p. y Il = 0 por debajo de p.. Ademaés
el resultado unidimensional se aproxima a este limite cuando L — oo. Ya que se
espera que II se aproxime a una funcion escalén para L — oo, se podria definir un
umbral efectivo p.s a la concentracién para la cual II = 0.5 (la eleccién I = 1/3,
o I = 1/e, es también buena). Este umbral efectivo p.s se deberia aproximar a p.
cuando L — oo. Si se considera nuevamente como ejemplo el caso unidimensional
se tiene que &(pes) = L, luego (p. — p) ~ L71.

Se pueden aplicar ahora estas ideas para d > 1, donde el umbral de percolacién
P es menor que la unidad. Sea II(p, L) la probabilidad de que exista un cluster de
percolacién en una red de dimension lineal L a la concentraciéon p. En un sistema
infinito se tiene II = 1 encima de p. y II = 0 por debajo de p.. La cantidad dII/dp
da la probabilidad de que exista un cluster de percolacion cuando la concentracién
es incrementada de p a p + dp. Dado que en un sistema infinito Il = 1 para todo
P > P, el exponente critico de II es cero, y en forma analoga a la ecuacién (1.29) se

tiene

I = @[(p — p.)L'"] (1.30)

para L grande y cerca de p.. La funcién de escala ¢ se incrementa de cero a uno
si su argumento crece desde —oo (muy por debajo del umbral de percolacién) hasta

+00 (muy por encima del umbral de percolacién). La derivada es

dIl y .
5 = Lo =)L) (L.31)

(Cuando L — oo esta derivada se aproxima a la funcidn delta.)

La concentracién promedio p,g, a la cual por primera vez un cluster conecta los
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bordes del sistema se define como
dIl
av — —)d; 1.32
pew = [ (3 )dp (1.32)

donde la integral va desde p=0ap=1.

Cémo este umbral de percolacién efectivo p,, para un sistema de tamano L, se
aproxima al valor asintético p. para un sistema infinito? Partiendo de las ecuaciones
(1.31) y (1.32) se encuentra

Pav — pe & L™V/” (1.33)

Esta variacién de py, con el tamafo del sistema L, es una manera de deternimar
el exponente critico v: se grafica p,, vs L~ intentando diferentes valores del
exponente y se selecciona el valor de v para el cual se obtiene la mejor recta para L
grande. En el caso unidimensional uno tiene dIl/dp = Lp"~!. Luego p,, = L/(L+1)
y 1 — pay = 1/(L + 1) en concordancia con la ecuacion (1.33).

No sélo ps, se aproxima a p. como L=/, Si se define un umbral efectivo de
percolacién para redes finitas como el punto donde la curva II(p) tiene un punto
de inflexién, este umbral también se aproxima a p. como L~'/*, tal como se sigue
de la ecuacién (1.32). En otras palabras la ecuacién (1.33) es valida para cualquier
definicién razonable del umbral de percolacion para sistemas finitos; sélo la constante
de proporcionalidad es diferente para las diferentes definiciones.

Gran parte del trabajo que se expondra posteriormente, fue efectuada utilizando
el modelo estandard de percolacion en geometria rectangular. Las consideraciones
previas de escala son igualmente validas en esta geometria, con la salvedad de que
una nueva variable de escala M debe ser tenida en cuenta. En consecuencia, las
funciones de escala correspondientes a las distintas cantidades de interés, dependeran
ademds de la razén L/M de la muestra.

Algunos aspectos del comportamiento critico del modelo estandard de perco-
lacién en una geometria L x M, como la probabilidad de percolacion, la probabi-
lidad de pertenecer al cluster de percolacién, etc, han sido estudiados [35] en mi
tésis de grado y los resultados que a continuacion se exponen contribuyen a un en-

tendimiento mdas profundo del modelo. Para tal fin se analiza a p. la funcién de
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distribucion de largos de los clusters de percolacién, los perfiles de densidad y la

funcién de correlaciéon.

1.3 Resultados y su discusién

Estudio del comportamiento critico del modelo estandard de percolacién
en una geometria L x M

Se analizard en esta seccién el modelo estandard de percolacién sobre una red
cuadrada en geometria rectangular L X M en el umbral de percolacién p. y con
el vinculo L <« M. Los estudios se basan en el uso intensivo de simulaciones
Monte Carlo usando condiciones de contorno abiertas en ambas direcciones (L y
M). La interpretacién de los resultados se realiza mediante argumentos de escala.
Una caracteristica notable del modelo bajo el vinculo L <« M, es el crecimiento

preferencial de clusters de percolacion en la direccion L de la red (ver figura 1.3).
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100

Figura 1.3 Configuraciones tipicas de redes rectangulares de
tamaiio L = 20 x M = 100 tomadas a diferentes valores de la
probabilidad de ocupacién p. Los sitios ocupados que pertenecen
a clusters de percolacion en la direccion L son mostrados con

simbolos negros, los que no pertenecen se muestran en simbolos
huecos y los sitios desocupados son dejados en blanco. a) p = 0.5,

b) p=p. = 0.592746, c) p = 0.7.
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En efecto, para una probabilidad de ocupacién relativamente baja (p = 0.5)
ya han crecido clusters que percolan en la direccién L. Para p = p. = 0.592746
se observan numerosos clusters de percolaciéon en la direccién L. El desarrollo de
clusters de percolacion en la direccion M ocurre con muy poca frecuencia a p.
para L <« M, pero se observan a menudo para p = 0.7 >> p.. En consecuencia
se estudiaran distintas cantidades de interés como la distribucién de largos de los

clusters de percolacion, los perfiles de densidad y la funcién de correlacién.

e I. La funcién de distribucién de largos a p..

El estudio de algunas distribuciones adecuadas, brinda informacién importante
sobre las propiedades estructurales del cluster [44, y referencias alli citadas] y
en consecuencia su estudio es de gran interés. Por ejemplo las distribuciones
de probabilidades de varias propiedades fractales tales como la distribucién de
voltajes en percolacién y las probabilidades de crecimiento en el modelo DLA
son del tipo log-normal [45-47]. También existen célculos de la distribucién de
masa dentro de un cierto radio para clusters de percolacion generados sobre
la red de Bethe (Cayley tree) y de clusters DLA [48, 49]. En gran parte de
los casos se observa comportamiento multifractal, es decir, que se necesita una
jerarquia infinita de exponentes independientes para caracterizar los diferentes
momentos.

La funcién de distribucién de largos de clusters D(l, L), es definida como la
probabilidad de que un cluster tenga largo ! en una red de ancho L, tomando
L <« M. Se debe notar que todos los clusters considerados deben percolar
en la direccién L, y asi, el largo es medido en la direccién perpendicular M.
En el limite L < M la dependencia de D(l, L) con M puede ser despreciada.
La figura 1.4 muestra un grifico de D(l,L) versus ! en escala logaritmica
para redes de diferentes tamaifios. Se observa que las curvas no son simétricas
alrededor del maximo y que la altura de dichos maximos decrece cuando L

crece, independientemente del largo M de la red. Con el propésito de entender
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esta dependencia se analiza el comportamiento de escala de D(l, L).

107

1072

. D(, L)

1073 1 1 :
R
{

Figura 1.4 Gréfico log-log de la distribucion de largos de clus-
ters de percolacién D(l, L) versus [ utilizando redes de diferentes
tamaiios como es indicado con simbolos. La recta de pendiente —1
ha sido dibujada con el propdsito de mostrar el comportamiento
del maximo de la distribucidn.

Se evallia en primera instancia el largo medio de los clusters < lgf, > definido
como

<lgy>=)ID(,L). - (1.34)
Se asume ahora que a p = p,, D(I,L) es una funcién homogénea de sus va-
riables. Luego

D, L) = L~ £(I/L). | (1.35)

donde w es un exponente a determinar y f es una adecuada funcién de escala.
Combinando las ecuaciones (1.34) y (1.35) y transformando la sumatoria en

una integracién mediante técnicas estandard [23] se sigue
<oy >= [IL™f(/L)dl = > / uf(u)du. (1.36)

" donde u=1 /L. Luego :
< lgp > L*v. (1.37)
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Dado que el largo medio de los clusters se comporta como < lgf, > L! [35], el
valor de w debe ser w = 1. Antes de comprobar la validez de estos argumentos,

es conveniente analizar la dependencia con L de la abcisa [,,, de] maximo de

la distribucién D(!, L).

T I 1 I
®
30 + -
1
m
20 | -
10 -
1 1 1 1
6 12 18 24

L

Figura 1.5 Grafico de I, versus L para redes de diferentes tamafios.
La recta de pendiente 4/3 es dibujada con el propésito de comparacién.

La figura 1.5 muestra un grifico de [, versus L para redes de diferentes

tamafios. [, exhibe un comportamiento lineal con pendiente cercana a 4/3.
En consecuencia

ln =4/3L, L« M. (1.38)
Se presume que las desviaciones del comportamiento lineal observadas para
las redes de mayor tamaiio, es,debido a la falta de una estadistica apropiada.

Luego, reemplazando la ecuacién (1.38) en (1.35) se tiene
D(Im, L) = L™ f(Im/L) = L™ f(4/3). (1.39)

entonces la magnitud del maximo de D(I, L) deberia decaer como L™ (w = 1).

Lafigura 1.6 muestra un grifico de D(ln, L) versus L™ para redes de diferentes
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tamaios. La recta obtenida confirma la validez de la hipétesis de escala (1.35)

conw=1.

Figura 1.6 Grifico de D(ln, L) versus L% (w = 1) para diferentes
tamaiios de red como es especificado por simbolos. Notar que para
ciertos valores de L, las diferencias debidas a cambios en la longitud
M de lared, son menores que el tamano mismo de los puntos. La recta
de pendiente 1/2 ha sido dibujada con el propdsito de comparacion.

Figura 1.7 Gréfico de la distribucién de largos de los clusters de per-
colacién ‘normalizada con respecto al maximo versus {/L para difer-
entes tamaiios de red. La curva dibujada corresponde al mejor ajuste
obtenido con la distribucién exp-exp dada por la ecuacién (1.40) uti-
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lizando las constantes y exponentes listados en (1.41).
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De la pendiente de la figura (1.6) se puede evaluar también la funcién de escala
para un valor particular de su argumento, es decir f(4/3) = 1/2.

Un test mas concluyente de la hipétesis de escala involucrada en la ecuacién
(1.35), se muestra en la figura 1.7 donde se grafica D(I,L)/D(l,,L) versus
/L para muestras de diferentes tamafios. El excelente colapso de los datos
observado en el grafico corrobora la validez de la ecuacién (1.35). Ademais la

forma de la curva colapsada sugiere que la funcién de distribucién puede ser

del tipo exp-exp, es decir
D(I,L)L* = exp[A + B(I/L)™2* 4+ C(I/L)??). (1.40)

donde A, B y C son constantes y A; y A, son exponentes caracteristicos. Una
regresién por cuadrados minimos de los datos conduce al mejor ajuste (curva
trazada en la figura (1.7)) con los siguientes resultados:

A849, & _46.6

& 386, Ay A, 0.2l (1.41)

II. Los perfiles de densidad. Los perfiles de densidad de los clusters que
percolan en la direccién L se definen como la probabilidad F(z,¢, L, M) de que
un sitio localizado en la i-ésima fila paralela a la direccion M pertenezca al
cluster de percolacién, es decir

M
F(i, &, L,M) = (pM)™' 3" c(4, ) i=1,---,L (1.42)

i=1
donde ¢ es la longitud de correlacién, p es la probabilidad de ocupacién y
c(t,7) = 1 (c(3,7) = 0) si el sitio 2, j pertenece al cluster de percolacién (caso
contrario). Acorde con la ecuacién (1.33), para valores de p cercanos a p. y

para L — oo la longitud de correlaciéon se comporta como
fox|p—p|™ (1.43)

donde v es el exponente de la longitud de correlacién (v = 4/3 en dos dimen-

siones [21-26]. En estas condiciones se espera que los perfiles de densidad sean
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funciones homogéneas de sus argumentos, esto es
F(i,§,L,M) = L*F(i/L,{/L, L/ M) (1.44)

donde z es un exponente a determinar y F(i/L,£/L,L/M) es una adecuada
funcién de escala. Debido al vinculo L < M, los perfiles de densidad resultan
independientes de M. De manera que, utilizando la ecuacién (1.43) la ecuacién
(1.44) resulta

F(i,¢, L) = L°F(i/ L, (p — p.)L''"] (1.45)

donde F es otra funcién de escala.
Por otro lado, la probabilidad de percolacién P(p), definida como la proba-
bilidad de que un sitio pertenezca a algin cluster de percolacion, puede ser

escrita en términos de los perfiles de densidad como

L L _
P(p) = LY F(,€,L) = I~ S Fli/ L, (p — pe) L), (1.46)

=1 =1

Transformando la segunda sumatoria en una intergral se obtiene
P(p) = L= [Fli/L, (p - p)L"")ds (147)
y esta integral puede ser expresada en términos de la variable u = i/L. Luego
P(p) = L* [ Flu,(p — p.)L"*)du (1.48)

A la probabilidad critica y para grandes redes, la probabilidad de percolacion

se comporta como
P(p) < L7P/¥ (1.49)

donde 8 = 5/36 en dos dimensiones [21-26]. Dado que cuando p = p. el se-
gundo argumento de F en la ecuacién (1.48) se anula, se concluye a partir de

las ecuaciones (1.48) y (1.49) que z = —f/v.
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Figura 1.8 (a) Gréfico de los perfiles de densidad F(1, L) versus
{i—(L/2)} para redes de diferentes tamaiios (L x M): V¥, 9 x 420;
V, 12 x 440; o, 16 x 576; O, 25 x 150. (b) Gréfico de F(i, L)LP/*
versus i/ L para redes de distintos tamanos (L x M): o, 16 x 576;
e, 12 x 440; V, 9 x 420; ¥, 6 x 200; O, 24 x 600. (c) Gréfico de
F(i/L,ApLY*)LP!" versus i/L, con ApL'/¥ = 0.24, para redes
de diferentes tamaifios (L x M): O, 15 x 120; ¥, 20 x 160; o, 30 x
240; ¥, 25 x 200.

Luego, la ecuacién (1.45) resulta

F(i,¢,L) = L™"Fi/ L, (p — p) L'V").
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(1.50)

La figura 1.8a muestra un grafico de los perfiles de densidad F(z,L) versus

{:—(L/2)} en el umbral de percolacién y utilizando redes de distintos tamafios.

Como consecuencia de la pérdida de vecinos en los bordes de la muestra, los
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