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Capitulo 1

Introduccion

Desde sus inicios, uno de los problemas fundamentales de la Teoria Cudntica
de Campos ha sido el del estudio de soluciones clasicas a las ecuaciones de
movimiento que describen la dinamica de los sistemas fisicos, para luego
desarrollar métodos de cuantificacion en los que estas soluciones juegan un
papel central. Tras los trabajos pioneros de Skyrme [1] sobre soluciones loca-
lizadas en una region finita de ciertas teorias de campos, que representarian
a particulas como el protén, se produjo un gran avance en este terreno en el
transcurso de los afos '70.

Nielsen y Olesen [2], en 1973, en trabajos relacionados con la teoria de
cuerdas y los modelos duales, encontraron en una teoria de campos - el mo-
delo abeliano de Higgs - soluciones del tipo vortice que también aparecen
en la teorfa fenomenoldgica de Ginzburg-Landau [3] de la superconductivi-
dad tipo II. Poco después, 't Hooft [4] y Polyakov [5] hallaron, en la ex-
tensién no-abeliana del modelo anterior - el modelo de Georgi-Glashow -
soluciones extendidas con propiedades de monopolo magnético. Finalmente,
Belavin, Polyakov, Schwartz y Tyupkin [6], estudiando la versién euclidea
de una teoria de Yang-Mills pura, encontraron soluciones localizadas en el
espacio-tiempo (instantones). Desde hace dos décadas, este tipo de solu-
ciones, asi como el papel que juegan en la cuantificacién de modelos de in-
teracciones fundamentales, han sido objeto de numerosas investigaciones.

A pesar de su caracter clasico, las caracteristicas de las soluciones de ener-
gia finita, llamadas solitones, se asemejan notablemente a las de las particulas
elementales, siendo que las teorias de campos que pretenden describir a estas



ultimas son naturalmente teorias cuanticas. Tomando a los solitones como
objetos basicos, a mediados de los anos 70, se comenzé a investigar su cuan-
tificacion, asi como la de los instantones.

Solitones e instantones comparten dos particularidades de gran interés:

(1) Son de naturaleza no-perturbativa:

No pueden ser obtenidos partiendo de soluciones de la parte lineal de las
ecuaciones de movimiento y tratando las contribuciones no-lineales de manera
perturbativa. Resulta entonces natural el que sus efectos cuanticos también lo
sean. Es por ello que el interés de la fisica de particulas por estas soluciones
aumentd cuando en los anos '70, principalmente en el contexto de las inte-
racciones fuertes, se consideraron problemas que no admiten una descripcién
perturbativa.

(ii) Fstdn caracterizados por un indice topologico:

Este indice esta relacionado con su comportamiento asintotico. Para los
solitones, este indice es una cantidad conservada que, en la teoria cudntica,
corresponde a un nimero cuantico que caracteriza al estado de solitdn, dis-
tinto de aquellos asociados a simetrias del Lagrangiano. Para el caso de los
instantones, el indice topoldgico conduce a la existencia de una familia de
estados de vacio caracterizados por el angulo de “vacio §”, con importantes
consecuencias experimentales.

El nimero topoldgico de un solitén esta vinculado a la variedad definida
por las configuraciones que minimizan la energia potencial. Por ser soluciones
estaticas, los solitones pueden obtenerse aplicando un principio variacional al
Hamiltoniano del modelo. En los modelos que admiten solitones topolégicos,
la energia tiene una sucesion de minimos que corresponden a los distintos
valores que puede tomar el indice topolégico.

Un hecho remarcable, originalmente sefialado por Bogomol’nyi [7], es que
los minimos de la energia en cada sector topoldgico, resultan proporcionales
al valor que toma en dicho sector el numero topolégico. Mds ain, las configu-
raciones de campos clasicos correspondientes a estos minimos, son solucién
de un sisterna de ecuaciones diferenciales de primer orden denominadas ecua-
ciones de Bogomol'nyi (consistentes con las ecuaciones de Euler-Lagrange de
segundo orden).

La existencia de esta cota de naturaleza topoldgica para la energia (cono-
cida como cota de Bogomol’'nyi), y del conjunto de ecuaciones de primer orden




que acompanan su saturacion, requiere ciertas condiciones sobre las constan-
tes de acoplamiento y la energia potencial del modelo considerado {7, 8], lo
que tiene importantes consecuencias fisicas!. Notablemente, como veremos a
lo largo de esta Tesis, estas restricciones en el espacio de parametros coincid-
en con las condiciones necesarias para construir la extension supersimétrica
del modelo.

Las condiciones que deben imponerse a las constantes de acoplamiento del
modelo abeliano de Higgs a fin de que admita la existencia de una cota de
Bogomol'nyi coinciden, como sefialaron originalmente de Vega y Schaposnik
[9], con aquellas que resultan de introducir dicho modelo en el sector bosénico
de una teoria supersimétrica [10, 11]. La existencia de esta relacion entre las
constantes de acoplamiento en el modelo abeliano de Higgs supersimétrico fue
estudiada posteriormente por Di Vecchia y Ferrara [12]. El primer paso im-
portante en la comprension de esta conexion entre dos hechos que a primera
vista aparecen sin relacion alguna, fue dado poco tiempo después por Witten
y Olive [13]. Estudiando la extensiéon N = 2 supersimétrica del modelo de
Georgi-Glashow, encontraron que el algebra de supercargas tiene una carga
central que viene dada en términos de una integral de superficie. En presen-
cia de una configuracion del tipo monopolo, dicha extension central resulta
proporcional a la carga topoldgica. Por lo tanto, dado que los autovalores
de la carga central deben ser siempre menores o iguales que la masa [14], la
cota de Bogomol’nyi de este modelo podria interpretarse como resultante del
algebra de supersimetria extendida.

A comienzos de los 90, el tema recuperd interés a partir de nuevos tra-
bajos sobre soluciones de teorias de gauge en distinto nimero de dimensiones
espacio-temporales. La existencia de ecuaciones de Bogomol’nyi en el modelo
de Chern-Simons-Higgs encontradas simultdneamente por Hong, Kim y Pac
[15] y Jackiw y Weinberg [16], requiere de una relacién particular entre las
constantes de acoplamiento y de un potencial de Higgs de sexto orden cuyo
origen puede ser atribuido a una supersimetria subyacente al modelo, como
demostraron Lee, Lee y Weinberg [17] poco tiempo después. Posteriormente,
Hlousek y Spector [18] probaron que, bajo ciertas hipdtesis, una teorfa de
campos que admite la existencia de soluciones con topologia no-trivial puede

1En la versién relativista de la teoria de Ginzburg-Landau, la relacidn critica resultante
entre la carga eléctrica y la constante de acoplamiento del parametro de orden, corresponde
precisamente al valor que separa los regimenes de superconductividad tipo I y tipo II.



ser sumergida en el sector bosénico de una teoria N = 2 supersimétrica,
de tal suerte que la extensién central del algebra de supersimetria resulta
proporcional a la carga topoldgica. Asi, la presencia de una cota de Bogo-
mol’nyi en estas teorias resultaria una consecuencia inmediata del algebra de
supersimetria extendida.

Una consecuencia de gran importancia que resulta de lo anterior es que,
originado en el algebra de supercargas, el espectro de masas forzado por
la supersimetria seria exacto a nivel cuantico. En particular, en el modelo
de Georgi-Glashow, el valor exacto de la masa de un estado de n. cuantos
de carga eléctrica y n,, cuantos de carga magnética que satura la cota de
Bogomol’'nyi, viene dado por la siguiente expresion:

1672
o2

, (L1)

Esta relacion muestra una simetria frente al intercambio n. ¢ n,,, acom-
paiiado del reemplazo e ¢ 47 /e. Este resultado llevé a Montonen y Olive
[19] a conjeturar la existencia de una dualidad exacta en este modelo, co-
rrespondiente a las simetrias de la formula anterior. Debemos notar que esta
simetria relaciona el régimen no-perturbativo de la teoria de Georgi-Glashow
con el desarrollo perturbativo de una teoria en la que los monopolos serian
las particulas elementales mientras que las particulas cargadas resultarian ser
solitones.

En los tltimos dos afios, la generalizacion de la conjetura de Montonen y
Olive en el marco de las teorias supersimétricas ha derivado en la obtencién
de resultados exactos de naturaleza no-perturbativa en ciertas teorias cudn-
ticas de campos a partir de los trabajos de Seiberg y Witten [20], y en una
verdadera revolucion en el contexto de la unificacién de las teorias de super-
cuerdas originada, en gran medida, en los trabajos de Hull y Townsend [21] y
Witten [22]. La posible existencia de una relacién genérica entre las cotas de
Bogomol’'nyi y la supersimetria extendida jugaria un rol fundamental en este
esquema al permitir calcular un espectro de masas exacto en el que resulte
posible contrastar la conjetura de dualidad.

M(ne,ng) = v\/n§e2 + n2,

En este marco se inscribe la presente Tesis. En ella, mostramos el ori-
gen de la relacién que vincula a la existencia de una cota de Bogomol'nyi
en teorias de campos con ruptura espontinea de simetria, y la presencia
de una estructura supersimétrica N = 2 subyacente al modelo considerado.
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Ademas, extendemos los resultados al caso de una supersimetria local de
manera de incluir un acoplamiento a la gravedad. Asi, nuestros resultados
tienen también interés en una gran variedad de problemas cosmolégicos como
el de la “censura césmica” [23], el problema de la constante cosmoldgica [24],
la clasificacién de agujeros negros y p-branas negras [23, 25, 26], el cdlculo
microscépico de la entropia de los agujeros negros extremales [27, 28, 29],
etc.

Parte de los resultados originales que discutimos en esta Tesis, se encuen-
tran resumidos en los trabajos:

Supersymmetry and Bogomol’'nyi equations for the Abelian Higgs model
Physics Letters B329 (1994) 39

Supergravity and a Bogomol’nyi bound in three dimensions
Nuclear Physics B458 (1996) 165

Bogomol’nyt Bounds and Killing Spinors in d = 3 Supergravity
Physics Letters B375 (1996) 163

realizados en colaboracion junto a Carlos Nuifiez y Fidel Schaposnik.

Para comenzar, centrandonos en el modelo abeliano de Higgs en 2 + 1
dimensiones, demostramos que la relacién critica entre las constantes de aco-
plamiento, necesaria para la existencia de una cota de Bogomol’'nyi, es una
condicién que resulta de la inmersion del modelo en una teoria N = 2 su-
persimétrica. Obtenemos la cota y las ecuaciones de Bogomol'nyi a partir
de la estructura del algebra de supersimetria extendida, cuya extensién cen-
tral resulta proporcional a la carga topoldgica del sistema, y estudiamos las
supersimetrias remanentes exhibidas por las soluciones de estas ecuaciones.
A pesar de que los trabajos de Hlousek y Spector excluyen, en principio, a
las teorias de campos en dos dimensiones, presentamos un modelo bidimen-
sional con soluciones instantdnicas que verifican la realizacién de un esquema
analogo y explicamos el por qué de este resultado.

También extendemos estos resultados al dominio de las teorias gravita-
cionales, estudiando modelos acoplados a la supergravedad extendida N = 2.
En estos sistemas, la construccion de supercargas no-rotas presenta dificulta-
des relacionadas con la necesidad de considerar configuraciones masivas (que
han de saturar la cota de Bogomol’'nyi), las que producen una geometria asin-
toticamente conica. Para este tipo de geometrias, Witten [24] conjeturd re-
cientemente la inexistencia de espinores supercovariantemente constantes en



el infinito. Estos espinores resultan, como explicaremos mas adelante, nece-
sarios para la construccién de supercargas no-rotas.

Mostramos, en el modelo abeliano de Higgs, que la aparicion de una fase
de Bohm-Aharonov debida a la presencia de los vortices, permite resolver
las dificultades planteadas por la singularidad cénica y encontrar espinores
supercovariantemente constantes en el infinito. Como condicién necesaria
para que este resultado tenga lugar, los vortices deben saturar la cota de
Bogomol’nyi del modelo. Por lo tanto, esperariamos comprobar la existen-
cia de una supersimetria remanente sobre dichas configuraciones, repitiendo
el esquema deducido para los sistemas sin gravedad. Dado que los estados
cuanticos pertenecientes a un mismo supermultiplete deben tener la misma
masa, esto llevaria a un conflicto con la fenomenologia de las particulas ele-
mentales: ninguna particula bosonica con la masa del electron, por ejemplo,
ha sido detectada. Sin embargo, los modos cero fermidnicos que permiten
construir el supermultiplete dentro del cudl transforma el vértice, resultan
no-normalizables por lo que no deben tenerse en cuenta para la construccién
del espacio de Hilbert fisico. En consecuencia, la configuracién resultante no
preserva ninguna de las supersimetrias del lagrangiano. A las ecuaciones de
Bogomol’'nyi de la materia se suma una nueva ecuacién de primer orden, a la
que interpretamos como la ecuacion de Bogomol’'nyi del campo gravitacional,
cuya integrabilidad esta dada por las ecuaciones de Einstein.

Nuestros resultados se generalizan a un conjunto de modelos tan amplio
como el de las teorias previamente consideradas en ausencia de gravitacidn.
Ademas de estudiar en detalle el caso del modelo abeliano de Higgs aco-
plado a supergravedad N = 2, estudiamos otro sistema de interés fisico -
el modelo CP™ -, en el que el campo de gauge que define a la corriente to-
polégica es meramente auxiliar. Por ultimo, analizamos las consecuencias
que nuestros resultados tienen con respecto al llamado problema de la cons-
tante cosmoldgica en el contexto de las teorias de supergravedad, discutido
recientemente por Witten [24].

El plan de la Tesis es el siguiente. En el capitulo 2 discutimos algunas
nociones generales acerca de las soluciones regulares de energia finita que
tienen lugar en teorias clasicas de campos, su naturaleza topoldgica segin
el grupo de homotopia que resulta del vacio de Higgs de la teoria, la cota
y las ecuaciones de Bogomol'nyi. Ilustramos estos conceptos con algunos
ejemplos. En particular, estudiamos el modelo abeliano de Higgs, en el que



mostramos la aparicién y el origen de la relacion critica entre las constantes
de acoplamiento. En el capitulo 3 introducimos elementos generales de su-
persimetria como el algebra de supersimetria extendida, los supermultipletes,
el superespacio y el mecanismo de construccién de acciones supersimétricas.
Construimos, asimismo, las supercargas conservadas asociadas a la supersi-
metria global, y discutimos la dimensionalidad de las distintas representa-
ciones del algebra.

En el capitulo 4, demostramos que la existencia de la cota y las ecuaciones
de Bogomol'nyi en el modelo abeliano de Higgs puede ser entendida como
la consecuencia natural de la posibilidad de extender al modelo de manera
tal que adquiera una invarianza supersimétrica N = 2. Mostramos que
la supersimetria requiere que las constantes de acoplamiento satisfagan una
relacidn critica, y que las configuraciones que saturan la cota de Bogomol'nyi
rompen la mitad de las supersimetrias del lagrangiano. Discutimos el marco
general de estos resultados y su extension a otros modelos. Consideramos, por
ultimo, un sistema bidimensional en el que deducimos la cota y las ecuaciones
de Bogomol’nyi correspondientes a configuraciones instantdnicas, a partir de
una estructura supersimétrica subyacente. Mostramos, para finalizar, cémo
debe modificarse el esquema presentado para incluir en forma genérica a
ciertos sistemas instantonicos.

El capitulo 5 es dedicado a la introduccién de algunos conceptos basicos
de las teorias de supergravedad: aspectos geométricos y construccién de un
lagrangiano genérico que incluya campos de materia y presente esta simetria.
Discutimos en detalle la forma de los generadores del algebra de supergrave-
dad extendida, partiendo alternativamente de las formulaciones lagrangiana y
hamiltoniana de la teoria. Subrayamos la necesidad de disponer de espinores

supercovariantemente constantes en el infinito a fin de poder construir super-
cargas no-rotas.

En el capitulo 6, tras construir el modelo abeliano de Higgs acoplado a la
supergravedad N = 2 en (2 + 1)-dimensiones usando los procedimientos de
célculo tensorial local y reduccién dimensional, mostramos cémo se pueden
aplicar los esquemas del capitulo 4. La existencia de una cota de Bogomol'nyi
en el modelo resulta asi una consecuencia directa de su inmersién en el sec-
tor bosénico de la teoria de supergravedad extendida. A las ecuaciones de
Bogomol'nyi de los campos de materia se afiade una ecuacién para el campo
gravitatorio, cuya condicion de integrabilidad corresponde a las ecuaciones de



Einstein del sistema. Mostramos la existencia de espinores supercovariante-
mente constantes en el infinito en presencia de los vortices de Nielsen-Olesen,
y extendemos estos resultados a un amplio conjunto de sistemas. Sefialamos
las implicaciones de nuestros resultados sobre el problema de la constante
cosmoldgica en teorias de supergravedad. El capitulo 7 contiene las conclu-
siones de esta Tesis. En un apéndice, por ultimo, explicamos las convenciones
adoptadas para realizar los calculos presentados.



Capitulo 2

Solitones e Instantones en Teoria
Clasica de Campos

En el presente capitulo discutimos algunas nociones generales acerca de las
soluciones regulares de energia finita y de accion finita en teorias cldsicas de
campos. En la secciéon 2.1 describimos los elementos matematicos necesa-
rios para la caracterizacion de estas soluciones de acuerdo a su naturaleza
topoldgica. Introducimos la nocién de vacio de Higgs y de grupos de ho-
motopia. En la seccién 2.2 ilustramos estos tépicos desarrollando algunos
ejemplos que resultan de particular relevancia: el monopolo de 't Hooft -
Polyakov, el vortice de Nielsen - Olesen y el instantén. En la seccién 2.3 ex-
plicamos qué se entiende por cota y ecuaciones de Bogomol’nyi, ilustrando su
aparicion en los sistemas arriba mencionados. Finalmente, introducimos en
la seccion 2.4 el modelo abeliano de Higgs. Encontramos la cota y las ecua-
ciones de Bogomol’'nyi para este modelo, mostrando que vienen acompanadas
de una relacion critica entre las constantes de acoplamiento del sistema.

2.1 Soluciones de Naturaleza Topolégica en Te-
orias de Gauge

A partir de las ideas de Skyrme [1] y en el marco de la integral funcio-
nal, se pudo mostrar que las soluciones de las ecuaciones de movimiento
clasicas constituyen un buen punto de partida para cdlculos perturbativos y
no-perturbativos [30].



En la formulacién habitual de la teoria de campos, los campos de materia
(sus excitaciones) son tratados como objetos puntuales. Aun en el contexto
clasico esto acarrea dificultades andlogas a las creadas por la divergencia que
aparece al calcular la autoenergia de una carga puntual. En la teoria cuantica,
lejos de desaparecer, este tipo de divergencias se hacen mas graves. Si bien
los métodos de renormalizacion permiten controlarlas, resulta de interés estu-
diar soluciones extendidas que representen configuraciones regulares estables
y de energia finita, que, en particular, podrian evitarlas y dar cuenta de
propiedades basicas como, por ejemplo, el confinamiento.

Las ecuaciones de movimiento de las teorias de campos utilizadas en
modelos de interacciones fundamentales son, en general, no-lineales y por
ello admiten soluciones conocidas como solitones (soluciones extendidas en
el espacio, de energia finita en espacio-tiempo minkowskiano) e instantones
(soluciones extendidas en el espacio-tiempo euclideo, de accién finita). En
particular, las teorias de gauge, que dan una descripcién unificada de todas
las interacciones conocidas en la Naturaleza, exhiben soluciones de este tipo,
de gran interés en diversos campos de la fisica. Vértices, monopolos e instan-
tones tienen importantes aplicaciones en la fisica de particulas, la cosmologia,
la astrofisica y la materia condensada.

Las soluciones tipo soliton pueden ser de naturaleza topoldgica o no-topo-
légica, segin estén asociadas o no a alguna propiedad global del espacio-
tiempo y de la simetria de gauge de la teoria considerada. Para comprender
las propiedades basicas de estas soluciones, consideremos una teoria de cam-
pos invariante frente a transformaciones pertenecientes a un dado grupo de
gauge compacto G. Los campos deben transformar de acuerdo a alguna re-
presentacién del grupo en cuestién. Asi, un campo ¢ en la representacién
adjunta de G, es transformado segin:

p>¢ =g 'dg , geG. (2.1)

Si se trata de una simetria local, resulta necesario introducir una conexién
de modo que la diferenciacion de los campos esté bien definida. Podemos
asociar a dicha conexién un elemento del dlgebra de Lie de G:

A, = AT, (2.2)

donde T%,a = 1...dimG son los generadores del élgebra. De este modo,
podemos definir la derivada covariante como:

D, = 8, —ie[A,,] . (2.3)
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de tal manera que, bajo transformaciones de gauge,
1
A, AL =g Aug+ (07, (2.4)
la derivada (2.3) resulta covariante:

D,[A] = ¢7'D,[Alg . (2.5)

El conmutador de dos componentes de la derivada covariante da como
resultado una componente del tensor (antisimétrico) de curvatura correspon-
diente a la conexion A ,:

[Du,D,,] = —ieFW , (26)

que toma sus valores en el algebra de Lie del grupo G. F,, es el tensor de
campo de la teoria. Sus propiedades de transformacién frente a un cambio
de gauge son:

F, - F, = g 'F,q. (2.7)

Sélo en el caso abeliano el tensor de campo es invariante de gauge.
El Lagrangiano de una teoria de gauge,

L=L(¢,A,), (2.8)

es un escalar bajo el grupo de transformaciones de Poincaré y cambia, a lo
sumo, en una divergencia frente a transformaciones de gauge. Una confi-
guracion de esta teoria tendra, en general, energia finita si las contribuciones
de los distintos campos de la teoria son despreciables O(1/r?) en todo el
espacio,

Dop~0 , V(p)~0, (2.9)
F. ~0, (2.10)
excepto en un numero finito de regiones compactas U;,...,U,. En estas

regiones se hallaran, eventualmente, las soluciones extendidas de naturaleza
topolégica. Consideraremos, por simplicidad, el caso de una dnica regién
compacta U con borde ¥ = 0U, describiendo asi una solucién concentrada
en una dada region del espacio. Resultan también de interés configuracio-
nes clasicas con invarianza traslacional en alguna direccién determinada, en
cuyo caso el requisito que debe imponerse es el de densidad lineal de energia
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finita. O, en forma mas general, configuraciones de mayor dimensionalidad
con densidad (hiper)superficial de energia finita. En estos casos, la discusién
realizada a continuacion debe pensarse constreiiida al subespacio ortogonal a
las direcciones de invarianza.

El potencial de Higgs V(&) debe ser invariante de gauge. De esta manera,
si ¢, estd en el minimo del potencial, su transformado frente a un elemento
de G, ¢7, ha de estarlo también. Luego, si definimos en el espacio de campos
a la variedad del vacio de Higgs M como

M ={$/V(¢)=0}, (2.11)

es inmediato notar que el grupo G actia sobre M de modo que cada g € G
toma un punto de M y lo proyecta en otro punto de la misma variedad.
Si asumimos que toda la degeneracion del vacio se debe a la simetria de
gauge, y no a alguna simetria accidental del potencial V(¢), entonces M
resulta constituido por una unica érbita del grupo G [31]. Es decir, G actia
transitivamente sobre M:

V(é1,2) e M, g€ G/ ¢1=¢5. (2.12)

El caso de interés para el estudio de configuraciones extendidas de origen
topologico es el de aquellas teorias en las que M es no-trivial, vale decir,
consiste de mas de un punto. Equivalentemente, ¢ es, en ese caso, un campo
de Higgs (tiene valor de expectacién no-nulo).

Consideremos un elemento ¢ € M. Llamaremos pequefio grupo H al
subgrupo de G que deja invariante a ¢:

H={hcG/¢"=¢} (2.13)

(si G es transitivo en M, H no depende del elemento particular ¢). Notemos
que H es el grupo de gauge que caracteriza a la simetria del vacio de Higgs
de la teoria. Es inmediato, entonces, que la variedad M resulta ser el espacio

coset G/H:
M=G/H. (2.14)

Una vez que se determina H para un dado modelo, la variedad que describe
el vacio de Higgs queda especificada. En la regién del espacio externa a la
region compacta U, la derivada covariante del campo de Higgs debe anularse
por lo que, a partir de la ecuacion (2.6), vemos que

[Fuu,‘ﬂ =0. (2.15)
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Dado que los generadores de H son aquellos que aniquilan a ¢, esta ecuacién
indica que las unicas componentes del tensor electromagnético a las que es
permeable el vacio de Higgs, son aquellas correspondientes al grupo de si-
metria residual H.

Al crecer el pardametro temporal ¢, el campo de Higgs ¢(x,t) define una
homotopia sobre la superficie ¥, es decir, una aplicaciéon que varia continua-
mente con el tiempo (asumimos implicitamente que la variacién es continua
como consecuencia de las ecuaciones de campo clasicas). Resulta, pues, na-
tural el concepto de clase de homotopia como el conjunto de todos las apli-
caciones ¢ : ¥ — M tales que cualquier par de ellos ¢y, ¢, pueden ser vistos
como las aplicaciones inicial y final de una homotopia. De este modo, po-
demos clasificar las configuraciones del campo de Higgs de acuerdo a la clase
de homotopia que le corresponde. Esta clasificacién es invariante de gauge y
no depende de la eleccién particular de ¥ (siempre que envuelva a la regién
U una sola vez y con una orientacién determinada). Por construccién, es
evidente que también es independiente del tiempo. Por lo tanto, la clase de
homotopia relacionada con la configuracién es una cantidad cuantificada que
aparece a nivel cldsico, de origen puramente topoldgico.

Es posible definir una operacion entre clases de homotopia (si se deja
fijo un cierto punto base de M) de manera que el conjunto de clases mas
la operacién constituyan un grupo. Este grupo es conocido como el grupo
de homotopia II,(M), donde la n indica que consideraremos ¥ isomorfa a
una n-esfera S”. La operacion de grupo asociada a II,(G/H) correspondera,
precisamente, a la ley de combinacién de estos nimeros cudnticos de origen
topoldgico.

2.2 Algunos Ejemplos

Para ilustrar los argumentos precedentes, consideraremos en forma concisa
algunos casos de interés como el monopolo y el vértice. Ademads, incluiremos
un ejemplo de instantones en cuatro dimensiones euclideas que puede ser
pensado, dentro del esquema de la seccién anterior, como el solitén de una
teoria de gauge en un espacio-tiempo de 5 dimensiones.

Monopolo de ’t Hooft - Polyakov
En 1974, ’t Hooft [4] y Polyakov [5] encontraron, en forma independiente,
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que el modelo de Georgi-Glashow exhibe soluciones clasicas, regulares y ex-
tendidas, con una carga magnética asociada. Se trata de una solucion estatica
al modelo descrito por el lagrangiano

1
Loo = —SFLP™ 4 D0 g 0, (216)

con simetria de gauge G = SO(3). Una configuracién de vacio de esta teoria,
rompe la simetria del lagrangiano a un grupo residual H = U(1), al cual
estard asociado el electromagnetismo. El borde ¥ de la regiéon compacta del
espacio U en la que se concentrara la solucion, es isomorfo a la esfera S2.
Por lo tanto, el grupo de homotopia de interés en este problema resulta

I(50(3)/U(1) = 2, (2.17)

donde Z es el grupo de los enteros frente a la adiciéon. De modo que las solu-
ciones de la teoria podran clasificarse de acuerdo a un nimero entero n que es
proporcional a la carga magnética del monopolo. La ecuacién (2.15) nos dice
que fuera de la region U sobrevive unicamente el campo electromagnético
residual, mientras que las excitaciones restantes del campo de gauge decaen
debido a la masa adquirida a través del mecanismo de ruptura espontanea de
simetria.

La carga magnética puede ser explicitamente escrita como una cantidad
de naturaleza topoldgica a través de la expresién

4mn

1 la 1 ¢
g = —% fé fijkﬁabc¢ 8j¢3”8k¢ ds,- = T ) (2.18)

donde n es el entero que indica el nimero de veces que el campo <£ enrolla al
grupo interno sobre la superficie ¥. La integral anterior resulta ser el indice
de Poincaré-Hopf de la aplicacion definida por el campo de Higgs.
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Vértice de Nielsen - Olesen

Consideremos un modelo andlogo al anterior, con un grupo interno de
simetria abeliano: G = U(1), cuya dinamica esta dada a partir del siguiente
lagrangiano:

1

Ly = 1

1
Fu F* + 5(Du¢)'(D"¢) = V(9) , (2.19)
en el que el potencial de Higgs

V(¢) = A(¢*¢ —v?)? (2.20)

es invariante frente a las transformaciones de gauge U(1), mientras que sus
configuraciones de vacio rompen totalmente dicha simetria. Al tratarse de
una teoria abeliana, hemos eliminado la notacion (iso)vectorial del campo de
gauge y del tensor de campo.

En 1973, Nielsen y Olesen [2] encontraron que este modelo, conocido como
el modelo abeliano de Higgs, admite soluciones estaticas e independientes de
una de las coordenadas, representando lineas de flujo magnético!. Siguiendo
el argumento que sigue a la ecuacién (2.10), debemos considerar en este caso
una region compacta U en el plano ortogonal a la direccién de invarianza
traslacional. De este modo, su borde ¥ resulta isomorfo a una circunferencia
S1. El célculo del grupo de homotopia correspondiente,

L) =2, (2.21)

nos indica que las soluciones de la teoria son clasificadas por un ndmero
entero - proporcional al fluyjo magnético - de naturaleza topoldgica, que se
combina aditivamente. Como consecuencia de la ecuacion (2.15), el campo
electromagnético estard concentrado en la regién U.

El flujo magnético resulta entonces, clasicamente cuantificado, como ve-
remos explicitamente en la Seccion 2.4,

5 o 2mn
<I>_/UB-ds_——, (2.22)

e

Nos referiremos al campo de gauge como electromagnético aunque rigurosamente no

corresponda, ya que el mecanismo de ruptura espontdnea de simetria convierte a los fotones
en excitaciones masivas.
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donde n es el entero que indica el nimero de veces que U(1) es enrollado en
S por el campo de Higgs.

Instantén

Consideremos, finalmente, el caso de soluciones localizadas que minimizan
la accién de Yang-Mills euclidea para un grupo de gauge SU(2). El borde de
una region compacta del espacio-tiempo es isomorfo a la esfera tridimensional
S3 al igual que el grupo de Lie SU(2). Dado que existen aplicaciones no-
triviales de S° en S3,

(SU(2) = Z , (2.23)

las soluciones instantonicas pueden, en principio, estar presentes en teorias
de gauge puras, sin necesidad de introducir un mecanismo de ruptura es-
pontdnea de simetria. De hecho, Belavin, Polyakov, Schwartz y Tyupkin
[6] encontraron en 1975 soluciones instanténicas en una teoria de Yang-Mills
pura. La carga topoldgica del instantén resulta ser un entero n,

2

2
9 4 a e __ g 3 .
T /Ud ceun S, = 1 j{d Qs (2.24)

n =

conocido como el indice de Pontryagin, relacionado con la integral en el borde
de la forma de Chern-Simons Q¢s,

Qcs = €un (AZ&,A‘; + ‘geabcAZA,’jAj) . (2.25)

La solucidn se encuentra concentrada en la regién U.

Es necesario aclarar, finalmente, que la sola presencia de un grupo de
homotopia no-trivial no garantiza la existencia de solitones en un determinado
modelo. En rigor, la condicién de energia finita (o de accién finita en el caso
de los instantones) debe ser considerada con sumo cuidado [32, 33].

2.3 Cotas y Ecuaciones de Bogomol’nyi

Las soluciones extendidas de naturaleza topoldgica en teoria clasica de cam-
pos presentan una serie de caracteristicas comunes que las dotan de un ma-
yor interés. Su carga topolégica puede ser vista como la integral espacial
de la componente temporal de una corriente cuya divergencia se anula sin
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necesidad de imponer las ecuaciones de movimiento. La estabilidad de las
configuraciones de minima carga topologica esta garantizada por su caracter
topoldgico.

Estudiando la estabilidad de configuraciones de numero topoldgico mayor,
Bogomol’'nyi encontrd en 1976 [7] que ésta puede ser probada sélo cuando
las constantes de acoplamiento de la teoria cumplen con ciertas condiciones
particulares dependientes del modelo. Mas ain, la masa de estas soluciones
puede hallarse en forma analitica bajo las mismas condiciones, presentando
las siguientes peculiaridades:

(i) La masa resulta proporcional a la carga topoldgica de la configuracion.
Dado que estas configuraciones son estables, una solucién genérica de la
teoria, perteneciente al mismo sector topoldgico, tendra una masa superi-
or o igual a la suya. Es decir, la masa de una solucién cualquiera de la teoria
clasica, sujeta a las restricciones arriba mencionadas sobre las constantes de
acoplamiento, presenta una cota inferior usualmente llamada, cota de Bogo-
mol’nyi. Cada sector topolégico tendra un valor para esta masa minima,
proporcional a su niumero topoldgico.

(ii) Las configuraciones de masa minima, en cada sector topoldgico, son
solucidon de un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden consis-
tentes con las ecuaciones de Euler-Lagrange. Este conjunto de ecuaciones de
Bogomol’nyi resulta, en principio, de integrabilidad mas sencilla, aunque, en
general, no se encuentra solucién analitica para ellas. No obstante, para de-
terminar el espectro de masas minimas de los distintos sectores topoldgicos,
no es necesario conocer la solucién explicita. Es suficiente el saber que tal
solucién existe.

Este par de elementos, cota y ecuaciones de Bogomol’nyi, han sido desde
entonces encontrados en innumerables modelos, atin en el contexto de las
teorias gravitatorias. A fin de mostrar de un modo mas simple la manera en la
que los mismos aparecen, discutiremos brevemente los casos del monopolo de
't Hooft-Polyakov y del instantén BPST. Dejaremos para la préxima seccién,
el analisis detallado del modelo abeliano de Higgs.

Monopolos

La masa de una configuracion estatica correspondiente al lagrangiano
(2.16), resulta de la componente Ty del tensor energia-impulso :

1 1 ‘
M= /Ud% [ZF;;-F;; + 3D Digt + A8 — )] | (2.26)
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donde hemos impuesto la condicién Aj = 0 que nos restringe a configuracio-
nes eléctricamente neutras. La ecuacién anterior puede ser reescrita como

1 a a 3 a /a 2\2
M = Ld@t [Z (Fij + 6:’]‘ka¢ ) + /\((]5 ¢ -0 )
1
+ §£C;iji§¢ad5k . (227)
La integral de superficie es proporcional a la carga magnética del monopolo
1 a 1d 47er
ié Ciijiqu dSk = 62 n. (228)

Aqui, Mw = ev es la masa de los bosones de gauge W*.
Si A > 0, resulta inmediato comprobar que la masa de las configuraciones
satisface una cota de Bogomol’'nyi:

47TMW

M2 —

In| . (2.29)

Mads atin, la cota es saturada siempre y cuando se satisfaga la condicién de

Prasad-Sommerfield? [8]
A=0, (2.30)

y las configuraciones de campo sean solucién de un conjunto de ecuaciones
de primer orden:

Fi‘;' = :té,'jkad)a a (231)
Llamaremos monopolos BPS a estas soluciones de minima energia. El doble
signo esta relacionado con el caracter soliténico o antisoliténico de las respec-
tivas soluciones y explica, por otra parte, la aparicién del valor absoluto en
la desigualdad (2.29). Es importante observar que la masa de un monopolo
BPS de carga topoldgica N es igual a la suma de N monopolos de carga
unidad. Los monopolos BPS no interactian entre si.
Por ultimo, si consideramos la posibilidad de tener objetos eléctricamente

cargados (diones de carga (), encontraremos que la masa de tales configura-
ciones obedece la cota Bogomol’nyi:

M 2> M(ne,nm) , (2.32)

2Con esto queremos decir que la constante de acoplamiento se anula, pero preservando
la estructura del mecanismo de ruptura espontianea de simetria.
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donde M (n.,nn,) no es otra cosa que la cantidad presentada en la ecuacion
(1.1). Como mencionamos anteriormente, la expresion anterior evidencia
una simetria de dualidad fuerte/débil frente al intercambio de particulas ele-
mentales y solitones.

Instantones

El instantén de Belavin-Polyakov-Schwartz-Tyupkin es una solucién loca-
lizada en el espacio-tiempo (euclideo) y de accién finita de la teoria de gauge
SU(2) descrita por una accion de Yang-Mills

1
Sym = §/d4xTerv . (2.33)
Es posible reescribir la accion, de manera sencilla, como:
1 1 2 2n?
Sym = Z/d4$Tr (FIW F §€uuz\pF)\p) F ?TL y (234)

donde n resulta el indice de Pontryagin del campo de gauge (ver ec.(2.24)).
Entonces, es inmediato ver que la accién presenta una cota inferior

2m?

que es saturada si y solo si el campo de gauge es solucién de las ecuaciones
de autodualidad 1

Fu,, = iiful’/\pF/\P i (236)
Nuevamente, el doble signo hace referencia a la posibilidad de tener instan-
tones de carga topoldgica negativa o positiva respectivamente.

El esquema presentado en estos dos ejemplos, se repite en una infinidad de
modelos de teoria clasica de campos. Esta de acuerdo con el perfil de energias
de estos modelos: las soluciones pertenecientes a distintos sectores topoldgicos
presentan valles, separados entre si por barreras de energfa infinita, con la

consiguiente conservacion de la carga topoldgica.

2.4 El Modelo Abeliano de Higgs

Consideraremos, en esta seccion, la aparicién de la cota y las ecuaciones de
Bogomol'nyi en el modelo abeliano de Higgs. Este modelo, originalmente
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introducido por Higgs [34] para explicar el mecanismo de ruptura esponténea
de simetria, servira de laboratorio para nuestras investigaciones a lo largo de
esta Tesis por lo que realizaremos un analisis mas detallado que el presentado
anteriormente para monopolos e instantones. Escribamos, nuevamente, el
lagrangiano del modelo abeliano de Higgs:

!
4

cuyas ecuaciones de movimiento resultan:

D= =7 Fu " + S(D,8)(D'6) = Mg =), (237

)
D,D*¢ = — Zq(;b) (2.38)
y
0"F,, =ed,, (2.39)
donde J, es la corriente de materia
J, = %(q&*(D,,qS) — (D, 9)"*$) . (2.40)

Con el objeto de obtener soluciones de naturaleza topoldgica, conside-
raremos configuraciones estaticas e independientes de una de las coordenadas
espaciales a la que identificamos como z2. Bajo estas condiciones, la ecuacién
(2.9) restringe el espacio de soluciones al de aquellas eléctricamente neutras
Ap = 0, y con un potencial vector perpendicular a la direccién de inavarianza,
Az = 0 [32]. Para este subespacio de soluciones el espacio en el infinito es
isomorfo a una circunferencia S'. Se tiene, entonces, el resultado (2.21):

mL(U(1) =2 . (2.41)

de modo que cada solucién puede clasificarse con un nimero entero segin el
comportamiento asintético de los campos que la constituyen.

La energia por unidad de longitud para este tipo de configuraciones re-
sulta:

£ = /U &z [iF{j + %ID,-qSIZ + A" d— )] . (2.42)

Es conveniente describir al plano transversal del vértice usando coordenadas
espaciales complejas

z=x+1y , Z=z—1y (2.43)
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de modo que las componentes no nulas de la métrica resultan, simplemente:

1
2z = Nzz — — 7% - 2.44
Mz =1 5 (2.44)

En este nuevo sistema de coordenadas, la energia puede ser escrita como
1 1
£ = 5 /U 1dzdz [5.7:2 + D,¢D;¢" + D:¢D,¢* + MN(¢p* ¢ — v2)2] ,  (2.45)
donde hemos definido el campo magnético (escalar) segiin

F = ¢ F,; (2.46)

siendo €*¥ = —2i el tensor de Levi-Civita covariante, escrito en la métrica con-
forme. Es posible acomodar los términos en la ecuacion anterior llevéandola
a alguna de las siguientes - significativas - expresiones:

£ = %/Uidzdé [% (}'— (10l - vz))2 + (A = 68—2) (16]* — v?)?

+ 2D,¢D;¢] + % }i (J — ev?A) - dl, (2.47)
o bien,
1 ) 1 2 2
£ = 5 f stz |5 (745008 =) + (3= 5) ot - o
+ 2D;¢D,4"] — % fz (J — ev?A) - dl . (2.48)

En una configuracién de densidad lineal de energia finita, la corriente del
Higgs debe anularse asintéticamente mas rapido que |z|~!, de modo que su
contribucion a la integral de contorno, en las ecuaciones anteriores, es nula,

féf-dho. (2.49)

Por otra parte, de acuerdo con la ecuacién (2.10), el potencial vector re-
sulta ser un gradiente, a orden 1/r, en el contorno de la regién en la que
esta concentrado el campo magnético,

A~ —

o |-

Vx , (2.50)
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mientras que las ecuaciones (2.9) sobre el campo de Higgs, le dictan un com-
portamiento asintético, al mismo orden, en términos de la funcion escalar x,
segun:

b~ eXv . (2.51)

En este lenguaje, una solucion en el n-simo sector topoldgico estara identi-
ficada, simplemente, por la condicién

x(2m) — x(0) = 2mn . (2.52)

De este modo, el flujo magnético de una configuracién clasica de energia finita
resulta cuantificado

L2
@:yiA-dl:—ﬂ, (2.53)

por razones puramente topolégicas, como lo son los comportamientos a gran-
des distancias de los campos.

Volviendo a las ecuaciones (2.47) y (2.48), es inmediato observar que, si
A > €?/8 (correspondiente a la superconductividad tipo II descrita por el
modelo de Ginzburg-Landau [3]), los primeros tres términos del lado derecho
son definidos positivos. Por lo tanto, para esta region en el espacio de parame-
tros, la densidad lineal de energia presenta una cota inferior que, después de
(2.49) y (2.53), resulta proporcional a la carga topoldgica de la configuracién

M;

E> To |n|, (2.54)
donde M3 = e%v? es la masa del campo de gauge y o = €2/47 es la constante
de estructura fina. Los dos signos posibles del valor absoluto identifican el
origen de esta desigualdad a partir de (2.47) o (2.48) respectivamente. Esta
cota de Bogomol'nyi es saturada si y sdlo si la constante de acoplamiento y
la carga eléctrica del campo de Higgs se identifican segun

A=—, (2.55)
y los campos de la teoria obedecen el siguiente conjunto de ecuaciones de

Bogomol'nyi:
e
= §(|¢|2 —v?) y D=0, (2.56)
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0, alternativamente,

F=—(¢]*~v?) y D:p=0, (2.57)

e
2
segin el signo de n. La solucion exacta de este sistema, que representa
un vortice de carga topologica n centrado en el origen de coordenadas, fue
hallada [9] y verifica las ecuaciones de movimiento de la teoria. Asimismo,
las componentes espaciales del tensor de energia-impulso T;; se anulan para
esta solucién [9].
La energia de una configuracion de n vortices de carga topoldgica unidad,
solucién de las ecuaciones de Bogomol'nyi,

M?
—An

£ =
4a '’

(2.58)
resulta igual a n veces la energia de un vértice con dicha carga. Es decir,
los vortices que saturan la cota Bogomol’'nyi no interactian entre si. Las
soluciones de los sistemas (2.56) o (2.57) resultan ser los modos cero del
modelo abeliano de Higgs [7].

La condicién (2.55) representa una severa restriccién en el espacio de
parametros de la teoria. Esta condicion coincide con el valor critico que, en
la teoria de Ginzbug-Landau [3], diferencia a la superconductividad tipo II,
de aquella en la que el efecto Meisner tiene lugar (tipo I). Mas interesante
aun, es el hecho de que tal relacidn entre las constantes de acoplamiento sea
necesaria a fin de hacer el modelo abeliano de Higgs supersimétrico [10], como
fue sefialado en la Ref.[9).

En los ultimos 10 anos han sido consideradas una gran variedad de teorias
que exhiben vértices que saturan una cota de Bogomol'nyi (ver, por ejem-
plo, [35]-[39]). En todos los casos, el esquema presentado en esta seccién
se ha repetido: deben satisfacerse ciertas condiciones sobre las constantes de
acoplamiento y el potencial de Higgs de la teoria a fin de saturar la cota.
Las configuraciones resultantes resuelven un sistema de ecuaciones de primer
orden y son tales que los vértices que constituyen un dado multi-vértice no
interactuan entre si. En algunos de los casos, fue estudiada la existencia de
una relacion entre las condiciones necesarias para alcanzar la cota, y la po-
sibilidad de incorporar - bajo las mismas condiciones - a la teoria particular
en el sector bosénico de un modelo supersimétrico [17, 40]. En este sentido,
demostraremos en el capitulo 4 que la condicién (2.55) y la existencia de la
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cota de Bogomol’'nyi (2.54), son una consecuencia directa de la inmersién del
modelo abeliano de Higgs en una teoria N = 2 supersimétrica. Mostraremos
en este contexto, asimismo, el origen de las ecuaciones de Bogomol'nyi (2.56)
y (2.57) que son satisfechas por las configuraciones que saturan la cota. Con-
sideraremos, en el proximo capitulo, algunas nociones de supersimetria ne-
cesarias para llevar adelante esta tarea.
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Capitulo 3

Supersimetria en Teoria de
Campos

A fin de estudiar la relacién existente entre los aspectos topologicos dis-
cutidos precedentemente y la supersimetria extendida, introduciremos en este
capitulo algunos elementos generales de supersimetria. En la seccién 3.1 des-
cribimos el dlgebra de supersimetria N-extendida en un espacio-tiempo te-
tradimensional, mientras que en la 3.2 discutimos los multipletes que trans-
forman segun las representaciones irreducibles de dicha algebra. Realizamos
esto ultimo, también, para el caso de una teoria supersimétrica en un espacio-
tiempo tridimensional. En la seccion 3.3 presentamos la formulacién de estas
teorias en términos de supercampos evaluados en el superespacio. Explicamos
el mecanismo de construcciéon de una accién supersimétrica mediante térmi-
nos tipo-D y tipo-F. Por ultimo, en la seccién 3.4, construimos las supercargas
conservadas asociadas a la supersimetria global, y discutimos la dimensiona-
lidad de las distintas representaciones del algebra. Finalmente, mostramos el
interés de esta construccién en relacion a la exactitud del espectro de masas
de las configuraciones que saturan una cota de Bogomol'nyi.

3.1 Introduccién

No hay evidencias experimentales firmes, de que la supersimetria sea una
simetria de la naturaleza. Sin embargo, el nimero de razones tedricas por las
que parece necesario recurrir a ella, ha ido aumentando progresivamente en los
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ultimos 20 afios. Desde la escala de energia del modelo standard electrodébil
hasta la escala de Planck de la gravedad cuantica, los intentos de unificacién
de las interacciones fundamentales se encuentran repetidamente con el at-
ractivo interrogante acerca de la posible existencia de una (super)simetria
que relacione los sectores bosénico y fermidnico. Su existencia permitiria
entender, en el contexto de las teorias de gran unificacién, de qué mane-
ra las interacciones electrodébil y fuerte han tenido su origen en una unica
interaccién presente a altas temperaturas (T' ~ 10'°GeV) que se presume
tuvieron lugar en periodos tempranos del Universo.

Se especula que, de existir una teoria que unifique todas las interacciones
tanto a nivel cldsico como cudntico, ésta podria ser supersimétrica (las candid-
atas mas prometedoras son, en este sentido, las teorias de supercuerdas). La
diferencia principal entre las dos interacciones de largo alcance, la gravedad
y el electromagnetismo, generalmente pensada como un impedimento para la
unificacion de las mismas, radica en el caracter exclusivamente atractivo de
la primera. Precisamente en este hecho reposa la razon principal para buscar
la eventual teoria unificadora en el contexto de algin modelo supersimétrico:
una fuerza atractiva es mediada por un campo de espin par, mientras que el
electromagnetismo tiene por particula mediadora al fotén, excitacién de un
campo de espin 1. Sélo la supersimetria es capaz de considerar multipletes
que contengan juntos a estos mediadores. Mas atn, dichos multipletes de-
berdn contener campos de materia (fermidnicos). En Teoria Cudantica de
Campos, la unica manera conocida en el presente de unificar todas las in-
teracciones (incluida la gravitatoria), se basa en la supersimetria. En efecto,
la supergravedad (supersimetria local) unifica de manera natural a la grav-
itacion con las restantes interacciones.

(Qué es, entonces, la supersimetria? En forma amplia se podria decir
que es una simetria que “mezcla” fermiones (basicamente materia) y bo-
sones (basicamente mediadores de las interacciones) en un mismo multiplete.
Consecuencia inmediata de este hecho es que sus generadores deben ser de
naturaleza fermidnica. Por otra parte, al relacionar campos de distinto valor
de espin, la supersimetria resulta ser una simetria interna que se combina de
manera no-trivial con el grupo de Poincaré. En 1967, Coleman y Mandula
[41] probaron, bajo hipétesis muy generales, que cualquier grupo de Lie que
contenga al grupo de Poincaré P y a un grupo de simetria interna G, resulta
ser el producto directo P x G. Es decir, no es posible combinar de manera no-
trivial las simetrias internas de una teoria con las del espacio-tiempo, dentro
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de un grupo de Lie. Los generadores de las simetrias internas conmutan con
el momento y el momento angular, de modo que los multipletes irreducibles
de estos grupos de simetria no pueden contener particulas de distinta masa
o de diferente espin.

La estructura del grupo de Lie, al menos en el entorno de la identidad,
estd determinada enteramente por el algebra de Lie. Por lo tanto, se debe
generalizar ésta a fin de poder construir el dlgebra de los generadores de
supersimetria que admita representaciones que mezclen campos de distinto
espin. Gol’fand y Likhtman [42] resolvieron el problema introduciendo el
algebra de Lie graduada en la que los generadores se dividen en pares P e
impares Z, segun satisfagan relaciones de conmutacion o anticonmutacioén de
acuerdo al esquema siguiente:

P,Pl=P , [P,I|=T y {I,I}=P. (3.1)

Los generadores del grupo de Poincaré P4 y J4p son operadores pares que
satisfacen la siguiente algebra de Lie:

[Pa,Pel =0 , [Pa,JBc]l =naPc —nacPs

y [JaB,Jep) = napJdsc + neeJap — nacIBp — MBDJAC ; (3.2)

mientras que los generadores de la supersimetria (), resultan impares, dada
su naturaleza fermidnica, de modo que satisfacen relaciones de anticonmuta-
cién

{Qaa Qﬁ} = Pag - (3'3)
El algebra de Lie graduada se completa con los conmutadores entre ope-

radores pares e impares como, por ejemplo,
bs Toma. Comy

[Qas Jas) = (caB) Qs .+ §-spinars (3.4)

Utilizando las identidades de Jacobi generalizadas, se puede comprobar que
las matrices cap forman una representacion del dlgebra de Lorentz. En otras
palabras, (), transforma en una representaciéon (fermiénica) del grupo de
Lorentz. Mas ain, los operadores de simetria fermidnicos sélo pueden tener
un valor de espin igual a 1/2 [43]. Eligiendo la representacién irreducible
(0,2) @ (3,0), las matrices c4p resultan ser proporcionales a las matrices de
espin Y4B

1 1
CAB = EZAB = Z(FA I's —TI'gl'a), (3.5)
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construidas a partir de las matrices de Dirac I'4, de donde resulta claro que
el subindice de ), describe su caracter espinorial.

Es posible elegir en este punto, sin perder generalidad, ¢}, como un es-
pinor de Majorana | - Nobae A shivpk

Qo = aﬁQﬁ » 2 1 L (3.6)

donde Cop = —Cpo es la matriz de conjugacion de carga. Haciendo uso
nuevamente de las identidades de Jacobi generalizadas, es posible derivar el
resto del algebra de supersimetria. Asi, resulta inmediato comprobar que el
generador de supersimetria conmuta con Py

[Qa, Pa] =0, (3.7)

y admite una simetria interna generada por un operador par de rotaciones
quirales R,

[Qa, B] = i(I's)°Qp - (3.8)
Finalmente, el algebra de supersimetria mas general posible, compatible
con el teorema de Coleman-Mandula, resulta:

{QG,QB} = Q(FAC)aﬁPA . (39)

Es decir, la aplicacidon sucesiva de dos transformaciones de supersimetria
produce una traslacion.
Resulta de sumo interés considerar el caso de una teoria invariante frente a
N transformaciones independientes de supersimetria. Se habla, en este caso,
de una teoria con supersimetria N-extendida. Llamando a los generadores
I,I =1,...,N se comprueba de inmediato que las ecuaciones (3.4), (3.5)
y (3.7) se modifican trivialmente (el supraindice I es ciego frente a las trans-
formaciones del grupo de Poincaré). El dlgebra de supersimetria se extiende
para incorporar nuevos términos U/ y V17

{Q2, @5} = 2T*C)apd™ Pa + CapU"™ + (T5C)agV" (3.10)

antisimétricos en los indices (/,J), denominados cargas centrales. Como
consecuencia de las identidades de Jacobi generalizadas, ellas conmutan con
todos los generadores del algebra y entre si. Por iltimo, el grupo interno
de simetria que admite una teoria con N supersimetrias puede ser obtenido
mediante el uso, una vez mas, de las identidades de Jacobi, y resulta U(N)
en ausencia de cargas centrales y, en general, USp(2q1) x ... x USp(2qx) x
U(N —2q) con k < N/2y q= 3%, ¢ =[N/2], cuando las cargas centrales
estdn presentes en el dlgebra [14].
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3.2 Multipletes Supersimétricos

Para escribir explicitamente modelos invariantes supersimétricos, el paso
siguiente consiste en encontrar representaciones irreducibles en términos de
un conjunto de campos cuanticos que conformen un (super)multiplete. Un
multiplete supersimétrico (o supermultiplete) estd constituido por un con-
junto de campos que pueden ser transformados entre si mediante operaciones
de supersimetria. Las leyes de transformacion estaran dictadas por el algebra
de supersimetria presentada anteriormente.

Debido a que los generadores de supersimetria conmutan con el momento
(3.7), los estados cuanticos pertenecientes a un supermultiplete deben tener
la misma masa. He aqui una de las primeras dificultades fenomenoldgicas de
esta formulacién: ninguna particula bosénica con la masa del electrén, por
ejemplo, ha sido detectada. Esta objeciéon puede ser respondida invocando
el mecanismo de ruptura espontanea de supersimetria, que permitiria te-
ner una teoria con dinamica supersimétrica, pero con un estado de vacio
no-supersimétrico. A través de este mecanismo, los compafieros de mul-
tiplete de las particulas observadas podrian haber adquirido masas enormes
haciéndose inobservables desde el punto de vista experimental. Algunas de
estas particulas se consideran como posibles constituyentes de la denominada
materia oscura que podria proveer la mayor parte de la masa del universo.
La supersimetria se encuentra espontaneamente rota si y sélo si el estado de
menor energia (el vacio) tiene energia no nula [44]. Este hecho tiene relevancia
en el contexto de la cosmologia, como veremos mas adelante.

La representacion mas practica de los multipletes supersimétricos estd da-
da en términos de campos. Con ellos construiremos, de manera sencilla,
teorias de campos que presenten esta invarianza. Consideremos, entonces, la
construccién de aquellos multipletes que seran de interés en la construccién de
acciones con invarianza supersimétrica N =1 en 3 y 4 dimensiones espacio-
temporales. Comenzaremos por el caso tetradimensional, en el que resulta
mas simple realizar los calculos en una formulacién biespinorial del 4lgebra de
supersimetria (ver Apéndice), en la que se toma partido explicito de la repre-
sentacion espinorial del grupo de Lorentz en que se acomodan las supercargas.

Multiplete Quiral (N =1,d = 4)

Consideremos un campo escalar complejo ¢ como base de nuestra repre-
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sentacion. El multiplete quiral se construye sobre la base de una condicién
de quiralidad sobre dicho campo

(Qur ] = 0. (3.11)
La accién de @), sobre ¢ nos lleva al campo fermidnico del multiplete
[Qaa¢] = _iEa ) (312)

donde =, es un espinor de Weyl. Si actuamos sobre estos campos con Q4 y
Qa, utilizando el algebra y las identidades de Jacobi, es facil comprobar que

{QOHE,B} = iéaﬁF Yy {Qde EB} = (O'u)dﬁau(ﬁ 0 (313)

con F' un campo escalar complejo. Finalmente, la accién de los generadores
del algebra sobre F' no da lugar a nuevos campos.

El multiplete quiral resulta, entonces, representado por el conjunto de
campos

®: (4,2, F). (3.14)

La transformacion de supersimetria de parametro espinorial (anticonmutante)
€, generada por las cargas Q) y @,

60 = i[eQ + Qe @], (3.15)
resulta, en términos de los campos componentes:
dp=€= , d==10,¢0"¢+ Fe y OF =10,=Zc"e . (3.16)

Si pedimos que ¢ sea real, es inmediato comprobar que resulta simplemente
una constante.

Multiplete Vectorial (N = 1,d = 4)

Si eliminamos la restricciéon de quiralidad definida nos encontraremos con
un conjunto de campos mas grande al que llamaremos multiplete vectorial
V. Esta constituido por un campo escalar S, tres campos pseudoescalares
C, Py D, un campo vectorial A, - en principio, todos complejos -, y sus
comparneros fermidnicos representados por dos espinores de Dirac p y A:

V:(C,p,S,P,A,, A, D) . (3.17)
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Contrariamente a lo que ocurre con el campo quiral, es posible imponer una
condicion de realidad

V=Vt (3.18)

de modo que los campos bosdnicos resulten reales y los espinores Majorana.
Si pensamos al campo A, como un campo de gauge, debemos definir consis-
tentemente las transformaciones de gauge de sus compaifieros de multiplete. Si
intentamos construir ahora una accion invariante frente a transformaciones de
supersimetria y de gauge, nos encontraremos con una accién no-polinémica
[44]. Existe, sin embargo, la posibilidad de realizar un fijado de gauge de
modo que este problema desaparezca. El gauge de Wess-Zumino

C=p=S=P=0, (3.19)

permite construir acciones polindmicas en los campos. Es un gauge no-
supersimétrico. Es decir, para permanecer en él tras una transformacién de
supersimetria, debe agregarse una transformacion de gauge (cuyo parametro
depende del campo A,). Esta transformacion es tal, que corrige todas las de-
rivadas agregandoles la conexién que las convierte en derivadas covariantes de
gauge. De este modo, las transformaciones del multiplete quiral se modifican:

d¢p=¢= , d==1D,pote+ Fe y OF =1D, =o€, (3.20)

mientras que las leyes de transformacion de los campos componentes del
multiplete vectorial resultan, explicitamente,

dA, = % (ca”/_\ i E&“A) , 0A= %a”"F,u,e + %De

y 6D =

B | =

(ec*0,A — &60,A) . (3.21)

Multiplete Escalar (N = 1,d = 3)

En 3 dimensiones, el generador de supersimetria resulta ser un espinor de
Majorana de dos componentes reales (ver Apéndice). Consecuentemente, la
condicién de realidad puede ser implementada sobre el multiplete que tiene
por componente fundamental a un campo escalar complejo (lo llamaremos
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escalar por no existir la condicion de quiralidad en el caso tridimensional). Asi
es que tenemos dos posibles representaciones, el multiplete escalar complejo:

O: (6,0, F). (3.22)
con leyes de transformacién dadas por!
Sp=—¢€p , p=uv*eDydp+ Fe y OF = —ie Py, (3.23)
y el multiplete escalar real
S:(N,x,D), (3.24)

que transforma segun:

SN =—€x , dx=u7"ed, N+ De y 6D = —1€ gy . (3.25)

Multiplete Vectorial (N =1,d = 3)

El multiplete vectorial real I' resulta - en el gauge de Wess-Zumino -
simplemente dado por el campo de gauge A, y un espinor de Majorana p,

[:(ALp) .- (3.26)

Sus leyes de transformacion estan dadas por:

6A, = ~ievp y Ip=—=Fu0c. (3.27)

3.3 Superespacio, Supercampos y Acciones Su-
persimétricas
Una formulacién particularmente util, elegante y compacta para la construc-

cién de teorias supersimétricas y el calculo de correcciones cuanticas en las
mismas, es la que resulta de la definicién del superespacio. Introduciremos,

11,as derivadas covariantes estdn presentes debido a que estamos considerando la exis-
tencia de una invarianza de gauge respecto de la cual imponemos el gauge de Wess-Zumino.
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pues, el superespacio como una variedad que puede ser descrita localmente
por las coordenadas espacio-temporales z#, mas un conjunto de coordenadas
anticonmutantes 8, y 0% que se acomodan, en el caso tetradimensional, en es-
pinores de Weyl. Sobre esta variedad, las transformaciones de supersimetria
se traducen en traslaciones

(z#,0,8) — (z* + i00"€ — iec*0,0 + ¢,0 + &) . (3.28)

Esta traslacion en el superespacio es generada por el operador diferencial

€@ + €Q,

0

E)
Qu = 55 —i0%F 0 v Q=5

o — %", ﬁaa“ : (3.29)

donde @, y @ generan, por otra parte, al dlgebra de supersimetria (3.9)
escrita en la formulacién biespinorial. Notamos, a partir de (3.29), que las
dimensiones de masa de Q y Q son m!/?, mientras que las coordenadas grass-
manianas § y 0 tienen dimensionalidad m~'/2. Es posible construir un nuevo
conjunto de operadores diferenciales D, y Dj,

- 3

== B o _=___ a M
D, = 30 +1i0%.0%0, y D EYE 10%0%:0, , (3.30)

que anticonmutan con los generadores Q y Q:

{Da, Qp} = {Day @4} = {Ds, Qp} = {Ds,Qp} =0, (3.31)

de modo que operan en forma covariante (supersimétrica) sobre funciones
definidas en el superespacio. Los supercampos son, precisamente, estas fun-
ciones F(z,0,0) que tienen como dominio alguna regién del superespacio.
Dado el caracter anticonmutante de § y 8, la expansién en series de Taylor
de un supercampo en estas coordenadas se corta a un dado orden,

F(z,0,0) = f(z)+0¢(z) + 0x(z) + 600m(z) + 00n(z) + 60*0v,(x)
+ 000X(z) + 000y (z) + 0000d(z) . (3.32)

Las leyes de transformacion para estos supercampos resultan definidas segin

5. F(z,0,0) = i(eQ + €Q)F(z,0,0) , (3.33)
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y el desarrollo en series de Taylor de ambos miembros de la ecuacién ante-
rior proporciona las leyes de transformacion de los campos componentes. El
parametro de la transformacién ¢ tiene dimensiones m~'/2. Los supercam-
pos forman representaciones lineales del algebra de supersimetria: tanto la
combinacion lineal de supercampos, como su producto, dan lugar a nuevos
supercampos. Estas representaciones, no obstante, son en general reducibles.
Podemos constrenir el supercampo a representaciones irreducibles, imponién-
dole vinculos covariantes como DF = 0 o F = F!. Llamaremos supercampo
quiral ® a aquél que satisface la primera de estas condiciones, mientras que
denominaremos supercampo vectorial V al que verifica la condiciéon de re-
alidad. Ellos conforman representaciones irreducibles que se corresponden
exactamente con aquellas que, con el mismo nombre, hemos introducido en
las ecuaciones (3.14) y (3.17) de la Seccion anterior. Para construir explicita-
mente un supercampo, dado el elemento base de la representacién, que no es
mas que F(z,0,0), debemos realizar una traslacién en el superespacio:

F(z,0,0) = exp [0Q + Q] F(z,0,0) . (3.34)

Asi, el supercampo quiral resulta dado, en términos de sus campos compo-
nentes, por la siguiente expresion:

®(y,0) = d(y) + 0v(y) + 00F (y) , (3.35)

en la que y = = + 1000, evidenciando la condicién de quiralidad impuesta
sobre el supercampo. Las leyes de transformacion para ¢, ¥ y F deriva-
das a través de (3.33), son exactamente las presentadas anteriormente en la
ecuacion (3.16). El producto de supercampos quirales da lugar a nuevos su-
percampos quirales. En cambio, el producto de un campo quiral con uno
antiquiral, arroja como resultado un supercampo de naturaleza vectorial.

El supercampo vectorial, por su parte, puede ser escrito de manera com-
pacta en el gauge de Wess-Zumino como

V = —00*0A,(c) + i0005(z) — i099p(z) + ~0600D(z) (3.36)

De este modo, podemos ver al supercampo vectorial como la generalizacién
supersimétrica del campo de gauge. Asimismo, podemos construir un su-
percampo quiral invariante de gauge W, correspondiente al tensor electro-
magnético, mediante la condicion (covariante):

W, = —éz'):DDav , (3.37)
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con una descomposicion en campos componentes dada por

. l —v &
Wa = —ipa(y) + 0aD(y) — 5(0"0"0)a b (y) + 000558,0%(y) . (3.38)
Anilogamente, el supercampo antiquiral Wy,
_ 1 _
Ws = —L—lDDDg,V , (3.39)

tiene un desarrollo similar en campos componentes, dependientes de la varia-
ble y' = 2 — 1000 a raiz de su pertenencia a un supermultiplete antiquiral.

Debido a que las coordenadas grassmannianas del superespacio tienen di-
mensiones negativas de masa, los campos F' 'y D deben ser los de mayor
dimensionalidad en sus respectivos multipletes. Consecuencia directa de este
hecho, resulta el que sus transformaciones de supersimetria no puedan ser
otra cosa que derivadas totales de campos de menor dimensionalidad?. De
este modo, un lagrangiano invariante supersimétrico puede ser construido
considerando la componente F' de algin supercampo quiral o, alternativa-
mente, como la componente D de un supercampo vectorial. En términos
del superespacio, recordando que las dnicas integrales sobre las variables de
Grassmann que arrojan un resultado no-trivial son:

/ 42609 = J/ 42609 =1 , (3.40)

la componente F' de un supercampo quiral ® puede ser convenientemente
escrita como

F= / %0 ® (3.41)

mientras que la componente D de un supercampo vectorial V resulta, sim-
plemente,

D= J/ 2042V . (3.42)

De este modo, la accion supersimétrica mas general posible, puede escribirse
esquematicamente como

S = J/ d*2(d?0 @ + h.c.) + J/ drd0d0 V (3.43)

2De este hecho también se deduce que F'y D deban ser campos auxiliares, es decir, sin
término cinético en el lagrangiano.
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donde @® es algin supercampo quiral y V algin supercampo vectorial, con-
struidos mediante el uso del calculo tensorial supersimétrico [45] a partir de
los supercampos fundamentales de la teoria.

Consideremos dos ejemplos sencillos que resultaran de gran utilidad para
el capitulo préximo. Podemos construir un supercampo quiral multiplicando
factores quirales W,. Asi, el producto €**W,Wj es, por construccién, un
supercampo quiral invariante Lorentz. La integral espacio-temporal de su
componente F' resultara, entonces, una accion con invarianza supersimétrica.
Explicitamente,

% / P zd*9PWo W5 + hoc. = / dz [—iFu,,F‘“’ —ipot 8,5 + %D? ‘,

(3.44)

es la version supersimétrica del término de Maxwell, en la que vemos aparecer

el término cinético del fotino y queda en evidencia el caracter auxiliar del
campo D.

Si hacemos, en cambio, el producto de un supercampo quiral ® con otro
antiquiral ®', resulta un supercampo vectorial. El producto de éste con otros
campos vectoriales, seguira siendo de naturaleza vectorial. De este modo,
la componente D del campo vectorial ®'e¥®, tendra que ser una accién
supersimétrica. El calculo explicito muestra que tal cantidad,

[ ddoroetevs /d“ [ $)*(D*$) — —zpaﬂDﬂlp + —|F|2
+ (a6~ pg) + EDIOF] | (3.45)

no es mas que la extension supersimétrica del término cinético de un campo
escalar complejo. Contiene el término cinético del Higgsino cargado, junto
con otros términos auxiliares y de interaccion.

Cuando el grupo de simetria interna es abeliano, como es el caso en la
presente discusion, es posible sumar a la acciéon un término lineal en el su-
percampo vectorial,

/ d'zd?9d20¢y = ¢ / dz D, (3.46)
conocido como el término de Fayet-Iliopoulos, relacionado con la ruptura

espontanea de supersimetria y la generacion de potenciales de ruptura de
simetria interna.
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En el caso tridimensional, la discusién varia ligeramente. Los espinores
tienen tan solo dos componentes, de modo que el superespacio esta descrito
localmente por coordenadas (z*,0%), donde 6 es un espinor de Majorana
(real). Los operadores que representan a la supercarga y a la derivada cova-
riante son analogos a los definidos en (3.29) y (3.30)

b, o g i
Qo = 5ga 1(v*0)a0, y D, = 50+ +1(7"#6)o0, . (3.47)
Las principales diferencias con el caso tetradimensional, son las siguientes:

(i) Es posible imponer la condicién de realidad al supercampo escalar, dando
lugar a

S(z,0) = N(z) + 0xalz) — %OQGGD(.’E) , (3.48)

que contiene un campo escalar real N, un fermién de Majorana x, y un
segundo campo escalar real que, al estar en la potencia maxima del desarrollo
del supercampo en las coordenadas anticonmutantes, resulta ser un campo
auxiliar.

(ii) El supercampo vectorial lleva un indice espinorial I',, y en el gauge de
Wess-Zumino se escribe como:

La(z,0) =1A,(2)(4"0)0 — 076,p4(2) , (3.49)
donde el fotén A,, es acompafiado por el fotino p, que resulta un espinor de
Majorana.

3.4 La Supercarga de Noether

La posibilidad de construir acciones explicitamente invariantes frente a trans-
formaciones de supersimetria implica la existencia de teorias cuanticas de
campos en las cuales los generadores @, y Q% pueden ser representados en
términos de corrientes espinoriales J* y J*%,

Qo = J[ Pz T y @ = /dsw J*, (3.50)

conservadas

8,JY =0y 8,J" =0, (3.51)
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presentes en estas teorias como consecuencia del teorema de Noether. Las
corrientes J# y J** son, entonces, expresiones locales en los operadores de
campo. El dlgebra (3.9) es satisfecha a partir de las relaciones canénicas de
anticonmutacion y el espacio de Fock resultante se ajusta a alguna represen-
tacion del algebra de supersimetria. Volviendo a la notacién espinorial de
4-componentes, el método de Noether prescribe la siguiente expresion para
la corriente conservada,

5L
=) ==+,
@Vl 5

SL
AR

5T — o+ (3.52)

donde {®} y {V¥} representan los conjuntos completos de campos bosénicos
y fermiodnicos del modelo considerado. El término 8* aparece de la libertad
del lagrangiano, ain siendo invariante supersimétrico, de cambiar en una
divergencia,

§C=V,0" . (3.53)

La carga de supersimetria resultara, simplemente, la integral espacial de la
componente temporal de la corriente (3.52). Demostraremos, antes de seguir
adelante, que existe una expresion mas simple para dicha carga.

Proposicion: En una teoria supersimétrica con términos cinéticos candnicos
para los fermiones y con paréntesis de Poisson fundamentales dados por

{llo(Z,1), 27, 1)} = (& — ¢) y {TI§(&,1), Yp(§,1)} = 38%°(F — 9), la

carga supersimétrica puede escribirse como

Q=2 Mgd¥ . (3.54)
v

Demostracion: Para demostrar la proposiciéon, debemos probar que Q, defini-
da segun (3.54), genera correctamente las transformaciones de supersimetria
sobre los campos bosdnicos (sobre los campos fermidnicos, la prueba es tri-
vial). Consideremos, pues,

{Q,0} =2) {Iyd¥,0} =2 My{6¥,d}, (3.55)

dado que los términos cinéticos fermidnicos tienen la forma candnica. Ahora,
utilizando las identidades de Jacobi graduadas,

{5\11,(1)} = {{Q7‘I’})¢)} = —{{(I),Q},\Il} - {{Q,\I/},Q} = {5<D7\I]} . (356)
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Pero, resulta inmediato que

2) 1g{60, 0} =60, (3.57)
v

por lo que Q es el generador de las transformaciones de supersimetria Q.

Terminaremos la presente secciéon con una corta discusién acerca de la
dimensionalidad de las representaciones del dlgebra de supersimetria, que
resultara de relevancia mas adelante.

Particulas masivas sin carga central: En el sistema de referencia en el
que la particula esta en reposo, el dlgebra de supersimetria (3.10), reescrita
en la formulacién biespinorial, toma la forma siguiente en ausencia de cargas
centrales:

{QL, Q1) =2Mé 56 y {QL QI =10L,Q}=0.  (3.58)

Un simple reescaleo af = (2M)~Y2QL y (af)t = (2M)~1/2Q1, nos muestra
que dicha algebra es isomorfa al algebra de 2N operadores de creacién y
destruccion fermioénicos. Las representaciones de ésta son bien conocidas.
Se construyen a partir de un vacio de Clifford Q, alQ = 0, por sucesivas
aplicaciones de los operadores de creacién (al)f,

)al...an 1 Il

gl b by — _(aa.)T e (ai':.)TQ . (3.59)

V(™) resulta antisimétrico frente al intercambio de pares de indices (as, I;) y

(a;, I;). Cada par de indices toma 2N diferentes valores por lo que, dado

el cardcter anticonmutante de los (af )!, n debe ser menor o igual que 2N.

Para cada valor de n, tendremos | 2:, \ estados diferentes. Entonces, la

dimensionalidad de la representacion de estados de una particula masiva en
ausencia de cargas centrales, resulta:

n

2N
drv,z=0 = Y ( 2N ) =22V (3.60)

n=0

Si el vacio 2 es no-degenerado, estaremos en presencia del multiplete irredu-
cible masivo fundamental.
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Particulas no-masivas sin carga central: En un sistema de referencia tipo-
luz, el tetravector P* toma la forma (E, 0,0, — £). El dlgebra de supersimetria
(3.10), adquire la siguiente expresion:

@.ap=2(% §)e v @hai=(@hai=0. e

De este modo, efectuando nuevamente un reescaleo a! = (4M)™1/2Q! y
(a")t = (4M)~'72Q!, vemos que el dlgebra (3.61) consiste de N operado-
res de creacién y destruccién fermiénicos. Los operadores (a!)' y af suben y
bajan en 1/2 la helicidad de un cierto estado. Consecuentemente, a! aniquila
al estado de menor helicidad. Un calculo similar al del caso anterior, permite
deducir la dimensionalidad de la representacion de estados de una particula
no-masiva sin cargas centrales. Resulta:

N
N
dM:O,Z:O = Z ( n ) =2 ) (3-62)

n=0

la raiz cuadrada de la dimensionalidad de la representacion masiva.

Particulas masivas con carga central: El édlgebra correspondiente a la
supersimetria extendida con carga central, en la formulaciéon biespinorial,
resulta ser, a partir de la ecuacién (3.10):

{QL,Qf} = 2M6 458", (3.63)
{Qi @3} = capZ™ y {QLQf} = 52", (3.64)
con Z!Y = —Z7! mientras que Z es la matriz hermitica conjugada de Z.

Supongamos que N es par (el caso impar se resuelve de manera aniloga).
Entonces, podemos descomponer los indices I como I = (a,m), donde a =
1,2ym=1,..., %N. Ahora, siempre es posible rotar Z!/, a través de una
transformacién unitaria Z7/ = ULU{ Z¥L de modo que resulte Z(»™®m) =
€*6™" Z,, [46]. La misma rotacién, actuando sobre las supercargas, da lugar

X i
a operadores Q! = UIQ? y su correspondiente @, de modo que el dlgebra
(3.63-3.64) puede ser reescrita como:

A(a,m 5(6m) ab cmn
{QU™, Q5 '} = 2M6, ;6%6™ (3.65)
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Na,m) Albn abcmn s(am) =i(bn) ab cmn
{Ql ),Q(gb )}=€a5€ 6 Z, oy {Qs L Qj } = eq5¢ 6™ Z, . (3.66)

Una vez mads, combinamos y reescaleamos las supercargas en términos de

5 = A(2,m) :
operadores a', = 2-1/2(Qm) 4 €0 5@ ) y sus conjugados (a7.)!, a

fin de simplificar el dlgebra, de tal modo que los 1inicos paréntesis no-nulos
resultan:

{aZ ., (agi)f} = 0,50™"(2M £ Z,,) . (3.67)
De estas relaciones vemos que Z, < 2M para todo n. Mads aiun, si existen
un conjunto de Z; = 2M, con : = 1,...,r, los correspondientes operadores

m

a?_ se anulan, dejando un algebra de Clifford de 2(N — r) operadores de
creacion y destruccion. En este caso, la dimensionalidad de la representacién
de estados de una particula masiva con cargas centrales, resulta:

N-—r N —_7r N_r
dwz=3 |~ )=2"". (3.68)

n=0

A los supermultipletes correspondientes a campos sin masa o a campos
masivos con algunas cargas centrales maximales, se los llama supermultipletes
“cortos” dada su menor dimensionalidad. Andlogamente, se conoce como su-
permultipletes “largos” a aquellos correspondientes a supercampos masivos
sin carga central o sin cargas centrales maximales. La distinta dimensionali-
dad de las representaciones del algebra de supersimetria tiene consecuencias
fisicas de gran relevancia. A pesar de que la teoria perturbativa no da cuenta,
en principio, del espectro exacto de masas, es de esperar que la misma sea
capaz de responder cuestiones cualitativas como el nimero de estados de
particula del sistema y en qué representaciones del algebra transforman. Por
lo tanto, si la supersimetria es una simetria exacta de estas teorias, la sat-
uracion clasica de la cota de Bogomol'nyi, que constriiie a los solitones a
transformar dentro de un supermultiplete “corto”, debe garantizar necesaria-
mente la saturacién exacta de dicha cota.

En el capitulo siguiente estudiaremos la conexion existente entre la super-
simetria y las ecuaciones de Bogomol’'nyi en un modelo abeliano.
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Capitulo 4

Supersimetria y Ecuaciones de
Bogomol’'nyi en el Modelo
Abeliano de Higgs

En el presente capitulo demostraremos que la existencia de una cota y un con-
junto de ecuaciones de Bogomol’'nyi, en el modelo abeliano de Higgs, puede ser
entendida como la consecuencia natural de una supersimetria N = 2 admitida
por la extensién supersimétrica del Lagrangiano del modelo. Presentamos
asi los primeros resultados originales de esta Tesis, contenidos en parte en
la Ref.[40]. Estudiaremos configuraciones estdticas del modelo abeliano de
Higgs independientes de una de las coordenadas espaciales. Trabajaremos,
equivalentemente, en un espacio-tiempo de 2 + 1 dimensiones eliminando del
problema dicha coordenada de invarianza.

En la seccién 4.1 construimos el lagrangiano del modelo abeliano de Higgs
N = 2 supersimétrico, partiendo de un lagrangiano N = 1, de modo tal que
resulte evidente la necesidad de imponer la relacién critica entre las cons-
tantes de acoplamiento para extender la supersimetria. En la seccion 4.2
deducimos la cota y las ecuaciones de Bogomol’nyi a partir del algebra de
supersimetria extendida, mostrando que las configuraciones que saturan di-
cha cota rompen la mitad de las supersimetrias del lagrangiano. El marco
general de estos resultados, y su extension a otros modelos, es discutida en
la seccién 4.3. En la seccion 4.4, consideramos un sistema bidimensional en
el que deducimos la cota y las ecuaciones de Bogomol’'nyi correspondientes
a configuraciones instantdnicas, a partir de una estructura supersimétrica
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subyacente. Mostramos, para finalizar, cémo debe modificarse el esquema
presentado para incluir en forma genérica a los instantones de sistemas que
pueden ser entendidos como la reduccién dimensional de modelos que admiten
la existencia de solitones topologicos.

4.1 Modelo Abeliano de Higgs N = 2 Super-
simétrico

A fin de construir un lagrangiano supersimétrico que contenga al del modelo
abeliano de Higgs (2.37) en su sector bosénico, debemos acomodar los campos
fundamentales de la teoria dentro de sus respectivos multipletes. Para ello
trabajaremos en la representacién de supercampos explicada en el capitulo
anterior. El campo de Higgs ¢ es acompaiado por el Higgsino ¢ y un campo
auxiliar F' dentro de un campo escalar complejo

(z,0) = B(z) + Ov(z) — —;-GHF(x) , (4.1)

mientras que el fotén A, y el fotino p deben ser acomodados en un multiplete
vectorial

To(z,0) = 1A (2)(7#0)0 — 08pa(z) . (4.2)

Con el objeto de supersimetrizar el potencial de Higgs, consideraremos la
presencia de un supercampo escalar real

B 1
S(z,0) = N(z) + 0x(z) — 509D(:1:) , (4.3)
con el cual introduciremos un término de Fayet-Iliopoulos que implemente la

ruptura de simetria. Resulta de utilidad introducir el supercampo espinorial
‘electromagnético’

W, = %DDE,F , (4.4)

ya que es invariante de gauge como puede verse de inmediato a partir de su
expresion explicita:

Wa(2,6) = pa(e) + i B0 00 = 300p)a(e) . (45)
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en la que hemos introducido la definicion del dual del tensor electromagnético

1
Eéuu,\FUA . (4.6)

Las convenciones elegidas para las matrices v estan detalladas en el Apéndice.
Con todos estos elementos podemos construir el lagrangiano del modelo
abeliano de Higgs con supersimetrfa N=1:

H, =

Lrims / d20 [ WW — —(D +iel)®*(D — iel')® — %1‘):9735

™

+ V2)A59*® 4 ¢S}, (4.7)

donde £ es el coeficiente real del término de Fayet-Iliopoulos. El lagrangiano
(4.7) puede ser escrito en términos de los campos componentes, después de
realizar la integracion explicita sobre las coordenadas Grassmann del super-
espacio, resultando:

1

" 7 l 2
5(0uN)(@"N) + 5(Du)"(D*) + 3D

+ \/_D|¢>|2+§D-I——|F|2+\/_N(F*¢+F¢)

1
EN:I = __F,u.uFm/ +

+ 29 Pp + xé9><+ MM (2A) /2Ny

+ 5 (Bt~ pe) - (2A)‘/fgyx¢ + X9¢7)} - (4.8)

Los campos D y F no tienen dinamica, por lo que podemos hallar su valor
en términos de los otros campos de la teoria,

D=V2\$|*+¢ y F=—-2V2AN¢ . (4.9)

de modo que, si redefinimos el parametro de Fayet-Iliopoulos en términos de
un nimero real positivo v*:

£ = —vV2M? (4.10)

el lagrangiano toma la forma
Lnat = —7Fu™ + 3(ON)@N) + 5(Dud)" (D) — AN|g
— MIBF =) + 25 B+ 5X Px+ 59 DY
— VENGY + S(lpp — p0d) — VIR + 106} . (411)
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Ly=1 en (4.11) es invariante frente al siguiente conjunto de transformaciones
infinitesimales de supersimetria:

dp=—tH,y"e , 8A,= —ieyp, (4.12)
SN =ex , 6x=—V2X(|d|* - v¥)e — v ed,N , (4.13)
dp=ep y oY =—iv’eD,dp— V8AN ¢ | (4.14)

donde € es un parametro (espinor de Majorana) anticonmutante.

Impongamos al lagrangiano anterior una supersimetria adicional a fin de
construir el modelo abeliano de Higgs N = 2 supersimétrico. El supercampo
S proveera, a través del campo ¥, el segundo ‘gaugino’que acompaiie al fotino
en la constitucion de un multiplete irreducible N = 2 (la condicién de super-
simetria extendida exige la presencia exclusiva de fermiones de Dirac en el
lagrangiano, una vez que los campos auxiliares han sido eliminados!). Po-
demos combinar los espinores x y p en un fermién de Dirac X,

Y=x—1p. (4.15)

El lagrangiano del modelo se escribe, entonces, como
1
Ly=t = —gFunFY+ (8 N)(9"N) + ( D,¢)"(D"¢) — 4AAN?|4|*

— M4~ + S5 PS4 1T Py — VIANGY

_ e+\/__¢2¢+h ) 6—4\/8_)\

(PZ°¢ + h.c.), (4.16)
donde X° es el conjugado de carga del espinor ¥ y es obtenido, en la re-
presentacion de Majorana, por simple conjugacién compleja. Las leyes de
transformacién (4.12) y (4.13), por su parte, toman el siguiente aspecto:

1
SA, = 1 ey, X+ hec) , 6N= 3 (€X + h.c.) (4.17)

5 (

1Los conjuntos de campos auxiliares en las representaciones de supersimetria N =1y
N = 2 son muy diferentes y no pueden ser traducidos entre si. Por esta razén, a fin de
evidenciar la presencia de una supersimetria mayor en el lagrangiano, deben ser eliminados
primero los campos auxiliares [44].
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y 8% =—(Huo" + VZA(|42 - v?) +i #N) e . (4.18)

La supersimetria del lagrangiano (4.16) sera N = 2 extendida si las trans-
formaciones (4.14), (4.17) y (4.18) continuan siendo simetrias cuando el
parametro € es un espinor de Dirac. Esto es equivalente a pedir la inva-
rianza supersimétrica para un € que sea un espinor de Majorana, seguida
de una rotacién de fase fermiénica ¥ — €*p y ¥ — € *Y. Entonces, la
supersimetria extendida N = 2 puede ser obtenida requiriendo la conser-
vacion del numero fermidnico - asociada a la invarianza frente a rotaciones
de fase fermidnicas - en el lagrangiano supersimétrico (4.16). De este modo,
probamos que la invarianza supersimétrica N = 2 tiene lugar en el modelo
abeliano de Higgs en 2 + 1 dimensiones, si y solo si
e

)= T (4.19)

De hecho, bajo una rotacion de fase, el término ¥¥°¢ y su complejo conjugado
adquieren una fase, e® y e~%® respectivamente, violando la conservacién
de la carga fermidnica. La condicién (4.19) asegura la anulacién de estos
términos a nivel del lagrangiano. Este resultado es natural: la ampliacién
de la simetria de la teoria exige ciertas condiciones sobre las constantes de
acoplamiento, a fin de poder acomodar distintos multipletes N = 1 dentro de
un unico multiplete N = 2.

Para concluir, escribamos el lagrangiano del modelo abeliano de Higgs
N = 2 supersimétrico:

2
Lner = ~FuF* + L(OuN)ON) + 5(Dud) (D*9) — S(If o)
2 o 2 ~ ~
— SNG4 58 PS4 o PY — SNGY — S($S+ hie.) (4.20)

invariante frente a las transformaciones (4.14), (4.17) y (4.18), llevadas a cabo
con un parametro espinorial complejo e.

4.2 Superalgebra N =2 y Ecuaciones de Bogo-
mol’nyi

En esta Seccién demostraremos que la existencia de una cota de Bogomol'nyi
en el modelo abeliano de Higgs es una consecuencia natural de la extension
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que admite, dentro del sector bosénico de una teoria N = 2 supersimétrica.

Comenzaremos calculando la carga central del algebra de supersimetria
extendida en términos de los campos de la teoria. A tal fin, construimos
la supercarga generadora de las transformaciones de supersimetria N = 2
(4.14), (4.17) y (4.18), usando el teorema de Noether. Segin demostramos
en la seccion 3.4, la supercarga N = 2 puede ser escrita como:

@ = [da|(=5e Fum+i DN = (19 = v%)) 15
+ (ie) - No") 1] . (421)

Como nos interesa la conexion entre el dlgebra de supercargas y las ecuaciones
de Bogomol’'nyi en el modelo abeliano de Higgs, consideraremos configura-
ciones bosdnicas del sistema descrito por el lagrangiano (4.20) en las que el
campo N es idénticamente nulo,

N=0, (4.22)

e impondremos, al término de los calculos algebraicos, la condicién de que
los campos fermionicos se anulen. Asi, dada una funcional F que depende de
campos bosénicos y fermidnicos, llamaremos F| a dicha cantidad evaluada
en un background puramente bosodnico,

f| = f|{¢}=o 5 (4.23)

Sobre configuraciones puramente bosodnicas, las unicas transformaciones de
supersimetria no-triviales resultan ser aquellas correspondientes a los campos
fermidnicos. Por ultimo, dado que las ecuaciones de Bogomol’'nyi correspon-
den a configuraciones estaticas y eléctricamente neutras, Ag = 0, imponemos
estas condiciones en el sistema (dado que las transformaciones bosonicas
son triviales sobre la configuracion de interés, podemos imponer estas condi-
ciones directamente sobre la supercarga). Podemos calcular, ahora, el dlgebra
descrita por la supercarga N = 2 (4.21) y su conjugada Q,

@ = [d2[s (~5e  Fum—i PN - S - "))
+ P (-ipo-SNg)] (4.24)
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y resulta:

{Qa. Q%) = (10)a"€ + 8.°2 (4.25)

donde £ es la energia de la configuracién, escrita previamente en (2.42),
mientras que la carga central Z esta dada por:

7= [ da [ Fy (1o - ) +i (DD |, (426)

con 7,7 = 1,2. La expresion de la carga central puede ser llevada a una
integral de superficie. De hecho, el integrando en (4.26) es la divergencia de
una funcional & que depende de los campos y sus derivadas espaciales,

ll !I_‘l! (»;_}2 L
w'=¢ ?AJ +19* Do | . (4.27)
Aplicando el teorema de Stokes, podemos escribir la carga central como una
integral de contorno:

Z:/&fo:%fﬂmwr (4.28)

Esto muestra que la carga central es puramente topologica. De hecho, las
condiciones de energia finita garantizan que D;¢ — 0 suficientemente rapido
en el infinito, por lo que

7_ en? Audz’ ]\i’
S u ¢t = —mvin = ———an , (4.29)

donde n (n € Z) caracteriza la clase de homotopia a la que pertenece la
configuracion, segin vimos en el primer capitulo. Asi, la carga central del
dlgebra de supersimetria extendida resulta proporcional a la carga topoldgica
del sistema.

La existencia de una identidad entre la carga central N = 2 y la carga
topolégica de un sistema, fue sefialada originalmente en el modelo SO(3)
de Georgi y Glashow por Olive y Witten [13] y, mds recientemente, en
el modelo abeliano de Chern-Simons-Higgs por Lee, Lee y Weinberg [17].
Hlousek y Spector [18]-[47], analizaron esta relacién en un contexto mas ge-
neral, probando que los modelos con una sola supersimetria que admiten la
definicién de una corriente topologica, poseen en realidad una segunda su-
persimetria de modo tal que la carga central del superalgebra coincide con
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la carga topolégica de la configuracién bosénica. Recordemos, sin embargo,
que a fin de obtener un modelo con supersimetria extendida fue necesario
imponer la condicién (4.19), la misma que debe ser impuesta en el modelo
abeliano de Higgs para hallar una cota de Bogomol'nyi. Asi, esta condicién
resulta inevitable tanto para alcanzar la supersimetria N = 2 como para ob-
tener las ecuaciones de Bogomol'nyi. Un resultado andlogo tiene lugar en la
teoria de Chern-Simons-Higgs abeliana, en la que las condiciones necesarias
para obtener las ecuaciones de Bogomol’'nyi para vértices autoduales [15, 16},
son idénticas a las necesarias para la extension supersimétrica [17]. En este
ultimo ejemplo, a la condicién sobre las constantes de acoplamiento se agrega,
interesantemente, una restriccion sobre el perfil del potencial de Higgs, el que
debe ser de sexto orden [17].

A la luz de lo discutido precedentemente, podemos enunciar nuestro re-
sultado que extiende los de Hlousek y Spector a los modelos con ruptura
espontanea de simetria, del siguiente modo:

Para teorias de gauge con ruptura espontianea de simetria que admiten la
definicion de una carga topolégica y pueden ser sumergidas en el sector
bosdnico de una teoria supersimétrica, la extension a una supersimetria N = 2
- que impone ciertas condiciones sobre las constantes de acoplamiento y el
potencial de ruptura -, tiene una carga central directamente proporcional a
la carga topolégica [40].

Asi, el anilisis de las Refs.[18]-[47] se mantiene en los casos en que la
ruptura de simetria fuerza condiciones adicionales para la extension super-
simétrica, asi como para la obtencién de ecuaciones de Bogomol'nyi.

Probemos, ahora, que el algebra de supersimetria extendida impone la
cota de Bogomol’'nyi. Si multiplicamos la ecuacién (4.25) por el proyector
Py =(1++°)/2 y tomamos la traza, obtenemos:

2

_ M
{Qu)e Q) =€F 2, (4.30)

donde Q(+)a es la proyeccién de la supercarga por el operador Py. Tomando
el valor de expectacién de (4.30) en un estado arbitrario, obtenemos la cota
Bogomol’nyi sobre la energia de las configuraciones,

M2
& j:4—;n : (4.31)
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que coincide exactamente con la hallada anteriormente (2.54) por un camino
totalmente distinto.

Por construccion, resulta evidente que las configuraciones que saturan
la cota de Bogomol’'nyi, son aquellas sobre las que se anulan las supercar-
gas espinoriales proyectadas Q(;)o 0 Q(-)a, seguin el signo que aparezca en
(4.31). Equivalentemente, las transformaciones generadas por estas super-
cargas sobre todos los campos de la teoria, deben anularse en el background
establecido por tales configuraciones. A partir de las leyes de transformacién
supersimétricas (4.14), (4.17) y (4.18), resulta inmediato que la condicién an-
terior se verifica toda vez que la configuracién de campos bosénicos satisfaga
el siguiente conjunto de ecuaciones de primer orden:

e
F=2(éP~) y D=0, (432)
o, alternativamente,

F=-(#f =) y D=0, (4.33)

‘
2
seglin se opere con Q)(4)o 0 Q(-)o- Reconocemos inmediatamente en (4.32) y
(4.33) a las ecuaciones de Bogomol’nyi (2.56) y (2.57) del modelo abeliano de
Higgs presentadas en el Capitulo 2. Sus soluciones resuelven, naturalmente,
el sistema de ecuaciones de Euler-Lagrange estaticas.

Dada una configuracion del sistema que sea solucion de las ecuaciones de
Bogomol’nyi (2.56), resulta ahora evidente que las transformaciones de su-
persimetria generadas por (}(4) la dejan invariante. En cambio, si hacemos
actuar al generador restante J(—y sobre la solucion de estas ecuaciones, ob-
tenemos como resultado una configuracién que ni siquiera pertenece al sector
bosonico de la teoria, ya que:

S =e(|¢l> —v¥)e- #0 , Sy = Dspe_ #0. (4.34)

Tal como habiamos sefialado anteriormente, la mitad de las supersimetrias
se rompen sobre la configuraciéon de voértice que satura la cota de Bogo-
mol’nyi. Mas aun, la cantidad (4.34) no es mas que el modo cero fermidnico
de Nambu-Goldstone, correspondiente a la supersimetria rota, en el back-
ground solitonico. Este modo cero es normalizable debido al caracteristico
decaimiento exponencial del campo de Higgs lejos del “nucleo” del vértice. El
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espectro solitonico se obtiene cuantificando el modo cero fermidnico. Aparece,
asi, un par de operadores b! y b correspondientes al modo cero, que obedecen
el algebra:

(ot} =1 , {b,b}={b',0'} =0, (4.35)

creando y destruyendo un modo cero fermidénico que, por supuesto, aporta
un grado de libertad espinorial pero no contribuye a la energia de la con-
figuracion. De esta manera se puede construir el supermultiplete dentro del
cual transforma el vortice que satura la cota de Bogomol’'nyi. Se trata de un
supermultiplete “corto”, de modo que el valor obtenido previamente para su
masa resulta, en principio, exacto a nivel cuantico.

4.3 Elementos Generales de la Construccion

Podemos describir el esquema seguido en la Seccién anterior en términos mas
generales de modo que resulte evidente su aplicabilidad en otros modelos.
Nos restringiremos, por simplicidad, al caso de sistemas tridimensionales.
La extensién de nuestro esquema a modelos de mayor dimensionalidad (en
particular, a sistemas realistas en 3 4+ 1-dimensiones), es inmediata.

Sea, entonces, una teoria de campos en 2+1 que admite soluciones clasicas
con topologia no-trivial en el sentido descrito en el capitulo 2. Siempre es
posible sumergir el lagrangiano de esta teoria en el sector bosénico de algin
modelo supersimétrico. Para ello, introducimos un supercampo para cada
campo presente en el lagrangiano de interacciéon L;,; que queremos super-
simetrizar. Mediante la aplicacién de derivadas supercovariantes apropia-
das, siempre es posible obtener un supercampo en el cual el campo original
aparezca como la componente mas baja en el desarrollo en potencias de 4
(8§ = 0), al que denominamos supercampo asociado al campo en cuestién
[48]. Reemplazando cada campo en L;,; por su supercampo asociado, se ob-
tiene una expresién L3 ,, evaluada en el superespacio, que tiene a L;,; como
componente mas baja.

Podemos introducir un supercampo adicional = con un término cuadratico

acompafiado de un acoplamiento E\/Cf;lt (la raiz cuadrada no es fuente de
problemas ya que una serie de Taylor en variables de Grassmann siempre
termina). Por otra parte, como estamos pensando en un uso de la supersi-
metria como una herramienta para responder cuestiones clasicas en el sistema
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puramente bosdénico, no nos preocupamos por cuestiones como la renorma-
lizabilidad de la teoria supersimétrica. Resulta inmediato ver que la elimi-
nacion del campo auxiliar que se encuentra en la componente mas alta de
=, dara lugar al lagrangiano de interaccién deseado, mas otros términos que
se anulan sobre configuraciones de la teoria bosénica de interés. Del mismo
modo, la funcional que da la energia de la teoria extendida se reduce a la de
la teoria original cuando es evaluada sobre estas configuraciones.

La teoria considerada, por hipotesis, admite la definicién de una corriente
topoldgica conservada J,. Al hacer la teoria supersimétrica, esta corriente
formara parte de la expansion de un supercampo espinorial de corriente 7,

T =n+i(y*0)J, — 00 @y, (4.36)

de modo que la ley de conservacién 0,J* = 0 puede ser escrita de modo su-
percovariante como DJ = 0. Del mismo modo en que la corriente topoldgica
puede ser escrita en términos de un potencial, J, = CW,\(?"A’\, la superco-
rriente puede ser representada en términos de un supercampo espinorial H,
segun:

Ja = ﬁpa‘H . (437)

Las expresiones anteriores presentan una invarianza, H, — Ho + D.{1, que
nos permite realizar un fijado de gauge mediante la condicion DH = 0. Si
definimos ahora un nuevo supercampo ¥,

S = DY (yH)opH? (4.38)

veremos que J, aparece en él como la comonente mas alta. Mas atn, es
inmediato probar que ¥, describe un multiplete de corrientes conservadas,

$E = VA4 055" — 00" | 9,54 =0. (4.39)

Es imprescindible, a continuacién, indagar la naturaleza de la corriente es-
pinorial conservada S# que aparece en la construccién anterior. De acuerdo
al teorema de Haag-Lopuszanski-Sohnius [43], esta corriente es trivial (sobre
los estados fisicos), o bien es la supercorriente de la teoria N = 1 o, por
ultimo, se trata de una nueva supercorriente que corresponde a una supersi-
metria adicional de la teoria. Ahora bien, la ecuacion (4.39) nos indica que la
transformada de esta supercorriente, generada por la supersimetria original
del modelo,

{Qa) S5} = Juy (4.40)
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resulta ser la corriente topoldgica. De este modo, sdlo la tercera posibilidad
puede ser correcta: la teoria admite una seqgunda supersimetria. Mas ain, la
integral espacial de la componente temporal de la ecuacién (4.40) da lugar
a la identidad entre la carga central del dlgebra supersimétrica extendida y
la carga topoldgica (apropiadamente normalizada) de la configuracién clésica
considerada?. La extensién N = 2 supersimétrica de la teoria que admite
configuraciones clasicas con topologia no-trivial, tiene a la carga topoldgica
por carga central. De este modo, la existencia de una cota de Bogomol’nyi
resulta inmediata.

Este argumento puede ser extendido a dimensiones mayores [18] de ma-
nera sencilla. En cambio, no es valido, en principio, para sistemas de menor
dimensionalidad. En teorias bidimensionales, por ejemplo, pueden apare-
cer cargas centrales ain en el caso de supersimetria simple, y no resultan
necesariamente iguales a la carga topoldgica. Tal es el caso del modelo de
seno-Gordon [12, 13], cuyas soluciones topoldgicas son denominadas ‘kinks’,
que admite una supersimetria simple en la que aparece una carga central
igual a la carga topologica de la configuraciéon mdédulo 2, en lugar de la carga
topoldgica a secas. En la Ref.[18] se argumenta que este hecho se debe, funda-
mentalmente, a que el potencial de la corriente topoldgica resulta un campo
escalar en dos dimensiones, ya que los supercampos asociados no resultan
suficientemente constrenidos. En la seccion siguiente consideraremos un mo-
delo bidimensional en el que impondremos la construccion descrita en las
primeras dos secciones para hallar una cota de Bogomol'nyi de la accién, sat-
urada por soluciones instantonicas. Discutiremos, posteriormente, como se
compatibiliza este resultado con las objeciones planteadas en este paragrafo.

4.4 Caso bidimensional: el instanton

Demostraremos en esta Seccion, en forma explicita, el funcionamiento del es-
quema discutido precedentemente, en un modelo en dos dimensiones euclide-
as en el que las soluciones topoldgicas resultan ser instantones. La conexién
entre la supersimetria y las ecuaciones de Bogomol’nyi (tambien conocidas
como ecuaciones de autodualidad) en modelos bidimensionales, resultan de

2La interpretacién de la corriente V,, es simple; resulta de la invarianza frente a trans-
formaciones del grupo O(2) que toda teoria supersimétrica N = 2 posee en 2 + 1. Este
grupo actia en el espacio de supercargas tratandolas como miembros de un doblete.
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particular interés en el contexto de las teorias gravitatorias: un modelo que
describa a la gravedad acoplada a la materia en d = 2 puede ser construido a
partir de teorias topoldgicas en las que las ecuaciones de autodualidad juegan
un papel central [49]. En este contexto, tal como ocurre en el estudio de
soluciones de agujero negro tetradimensionales [23], la supersimetria puede
aportar un marco natural para analizar propiedades clasicas y cuanticas del
sistema.

El modelo que estudiaremos a continuacion, introducido originalmente en
la Ref.[12], resulta descrito por (el sector bosénico de) el siguiente lagrangiano
N =1 supersimétrico:

1 1 = .
Lyet = —ZFfu l(a P~ 5(0.M) ~ (DB + le2zﬂ<1>2

+ 2/) Pp + ;zb P+ - X Ix — —¢A¢P+w¢/\75p‘1> (4.41)
— WV2AMY s — 12\/_<I> Chysx — AANM2B? — A(82 — §y?)?

en el que ® es un doblete (real) de campos de Higgs en la representacién
adjunta de SO(2), i es un doblete de fermiones de Majorana, Py x son fer-
miones de Majorana y M (P) es un escalar (pseudoescalar) real. Se entiende
que -0 significa ¥*®?, mientras que ¥ A ® no es mas que el pseudoescalar

€ ®®. Por una argumentacién anéloga a la establecida en la seccién 4.1, la
condicién (4.19) resulta necesaria para la imposicién de una segunda supersi-
metria en el sistema. Asi, podemos acomodar nuevamente a los fermiones de
Majorana x y p dentro de un espinor de Dirac ¥ = p + i75)x ¥, tras imponer
la condicién (4.19), verificar que el conjunto siguiente de transformaciones
N = 2 deja invariante a la accion:

511!)0 _ [&1!)(@ + 6P")’5) _ GMCGb] q)b : 51<Da — Z',d)a , 62¢‘1 = _ieab,ysd)b’
S10° = 5 [P+ ePys) —eME®| B, 5 M =i ey,

1 .
850 = (Z1)"s PP~ gewFu o Gy = —innEt,

E(52 - (1)02) ) 60,P = _i’YSEa, (442)

820 = €% oM + 5

donde hemos separado explicitamente las transformaciones frente a cada una
de las supersimetrias, 6¢ = §;¢6n' + d2¢n%. Resulta inmediato verificar que
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la anulacion de las transformaciones de supersimetria generadas por Q(4)a ¥
®@(-)a» en un background puramente bosénico, da lugar al sistema:

(G180 =0y (5,+8)5=0, (4.43)

que no es otra cosa que el conjunto de las ecuaciones de Bogomol'nyi del
modelo descrito por el sector bosénico del lagrangiano (4.42):

P=%M , ¢, F,=2e® —®?2) y ¢,e?D, o =+D, & . (4.44)

Las soluciones de este sistema de ecuaciones saturan una cota de la accion
instantdnica.

La obtencién de las ecuaciones de Bogomol'nyi y de la cota correspon-
diente para la accion euclidea por un método analogo al presentado anterior-
mente, no es mas que una huella de origen del modelo discutido: proviene
de la reduccién dimensional del modelo abeliano de Higgs. El lagrangiano
(4.42) puede ser obtenido por reduccién dimensional, partiendo del lagran-
giano (4.8), incluyendo la identificaciéon Ag = P. De este modo, podemos
imaginar el proceso inverso mediante el cual agregamos a la teoria bidimen-
sional una coordenada extra temporal, asi como todos los campos adicionales
que sean necesarios para converger a un sistema estatico en 2+ 1 dimensiones.
Entonces, el nimero instantonico de la teoria en dos dimensiones I, se con-
vierte en una carga topologica conservada para los solitones (vértices) de la
teoria 2 + 1 dimensional 7544,

Iy =Ty . (4.45)

Por otra parte, es evidente que, identificando a cada configuracion instanto-
nica de la teoria bidimensional con una solucién estdtica solitonica de la
teoria tridimensional en la que los eventuales campos adicionales se anulan,
la accién euclidea de la primera S; resultara idéntica a la energia del vortice
correspondiente Fy;,

Sz - E2+1 . (446)

Entonces, la cota de Bogomol’nyi de la accion euclidea del sistema bidimen-
sional resulta como corolario de la existencia de una cota analoga en el modelo
de dimensién mayor,

By 2 |Ton| = Sz 2 |I2] (4.47)
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que a su vez proviene, segin hemos demostrado, de la presencia de una
supersimetria extendida subyacente al modelo.

Este esquema puede ser repetido para cualquier nimero de dimensiones
superior a 2 [48], y permite extender todas las conclusiones de las secciones
anteriores al caso instantonico. Debemos notar, sin embargo, que la argu-
mentacion precedente no puede ser utilizada cuando la teoria euclidea posee
términos que contienen expresiones especificas de su dimensionalidad como,
por ejemplo, tensores de Levi-Civita.
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Capitulo 5

Nociones de Supergravedad

5.1 Introduccion

La supergravedad es la teoria de gauge que resulta de imponer la supersi-
metria como una invarianza local. Un hecho notable, al que debe su nombre,
es que una simetria de gauge de este tipo entre fermiones y bosones sélo puede
ser implementada en una teoria de campos si el espacio-tiempo es curvo y,
por lo tanto, la gravedad esta presente. Esto puede ser entendido de un
modo simple recordando que, de acuerdo con el algebra de supercargas, dos
transformaciones de supersimetria sucesivas dan lugar a una traslaciéon. Con-
secuentemente, si imponemos la invarianza supersimétrica como una simetria
local, la teoria correspondiente resultara invariante ante traslaciones locales
0, lo que es lo mismo, transformaciones generales de coordenadas. La teoria
de gauge de la supersimetria contiene ast a la gravedad y es, por lo tanto,
conocida como supergravedad [50, 51].

Las teorias de supergravedad dan una descripcion unificada, a nivel cuan-
tico, de la gravitacion y las restantes interacciones. Esta unificacién se ex-
tiende hasta el principio general sobre el cual se construyen estas interac-
ciones: la invarianza de gauge. Si damos rango de invarianza local a N
supersimetrias admitidas por un modelo, resulta una teoria de supergrave-
dad N-extendida. El primer modelo estudiado con supergravedad extendida
N = 2 por Ferrara y van Nieuwenhuizen en 1977 [52], unifica el electro-
magnetismo con la gravedad adicionando un gravitino complejo al foton y al
graviton. En este mismo modelo se comprobé explicitamente la cancelacion
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entre los diagramas divergentes de la teoria de Maxwell-Einstein pura, y
aquellos nuevos diagramas que contienen gravitinos en las lineas internas.

El estudio de algunos aspectos formales de las teorias de supergravedad
extendida, puede brindar respuestas, inclusive, a problemas abiertos en el
contexto de las teorias gravitatorias. Un ejemplo notable lo constituye la
demostracion de la positividad de la energia en la teoria de la relatividad
general llevada a cabo por Deser y Teitelboim [53], a partir de la observacién
hecha por Teitelboim [54] segun la cual el Hamiltoniano cudntico de la su-
pergravedad puede escribirse como

H= %ter , (5.1)

donde Q es la supercarga. De este modo, el limite A — 0 de la expresion
anterior resulta en el teorema de la positividad de la energia en la relatividad
general [55]. Inspirado por estos argumentos, Witten [56] dio una prueba
elegante y rigurosa del mismo. Posteriormente, Horowitz y Strominger [57],
Deser [58] y Teitelboim [59] mostraron que estos resultados derivan del uso de
la supergravedad como una herramienta de calculo poderosa para investigar
la estructura de las teorias clasicas de la gravitacion.

Mas recientemente, la supergravedad ha sido utilizada para estudiar pro-
blemas de interés en el ambito de la cosmologia como el de la constante cos-
moldgica [24] y el cédlculo microscépico de la entropia de Bekenstein-Hawking
[60, 61] en ciertos agujeros negros que son solucién, a bajas energias, de la
teoria de supercuerdas [27, 28, 29]. Contagiados de este espiritu, también
los resultados de esta Tesis grafican la enorme utilidad que puede tener el
estudio de teorias supergravitatorias para la comprension de fenémenos que
se presentan en teorias gravitatorias no-supersimétricas.

El campo de gauge correspondiente a la supersimetria local ha de ser
fermidnico y tener, asimismo, un indice Lorentz vectorial: lo denotaremos
como V¥y;. Una transformacién infinitesimal de supergravedad sobre dicho
campo toma la forma

2
6n = ~Dare , (5.2)

con Dye la derivada supercovariante del parametro espinorial. Wy, es un
campo de Majorana de espin 3/2 llamado gravitino ya que pertenece al
mismo multiplete que el tensor simétrico de dos indices gy que describe
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al campo del gravitén (de espin 2). El conteo de grados de libertad “off-
shell” (sin haber eliminado a los campos auxiliares a través de sus ecuaciones
de movimiento algebraicas), indica que deben existir campos auxiliares en
el supermultiplete que compensen la diferencia entre los grados de libertad
bosonicos y fermidnicos. Existen diversos conjuntos de campos auxiliares
que cumplen con tal condiciéon. Trabajaremos en la formulacién minima, en
la que no aparecen espinores auxiliares, y los grados de libertad bosénicos
son provistos por un campo escalar M, un campo pseudoescalar N y un
pseudovector byy.

5.2 Elementos Geométricos

No existen representaciones del grupo de transformaciones generales de co-
ordenadas que se comporten como espinores frente al subgrupo de Lorentz
[62]. Por este motivo, dado que las teorias de supergravedad incluyen campos
fermidnicos como el gravitino, los campos de materia y los compaieros super-
simétricos de los bosones mediadores, una formulacién que permita resolver
este punto es necesaria. Para ello, definimos en cada punto z del espacio-
tiempo, un conjunto de coordenadas £2(z), localmente inerciales en dicho
punto. Podemos, entonces, escribir la métrica en un sistema de coordenadas
genérico (no-inercial) como:

gmn(z) = Vi(@)Vi (2)nas (5.3)
donde hemos introducido la cantidad Vy#(z) que resulta
967 ()
Vig(z) = =22, 5.4
Denotamos los indices espacio-temporales “curvos” con letras mayisculas
de la segunda mitad del alfabeto M, N, R,..., mientras que utilizamos la
primera mitad A, B,C, ... para caracterizar a los indices “planos”, referidos

al sistema de coordenadas localmente inercial £24(z) en cada punto z del
espacio-tiempo. Fijadas las coordenadas localmente inerciales £2(z) en cada
punto, las derivadas parciales Vjj(x) cambian frente a una transformacién
| de coordenadas no-inerciales: =™ — 2/, d do a la regla:
general de coordenadas no-inerciales: z™ — z'™, de acuerdo a la regla:
N
az"™

V](} — VIA = a:U_MVN . (55)
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Es decir, las cantidades Vj}(z) definen un conjunto de 4 campos vectoriales
covariantes al que se lo suele llamar tétrada o “vierbein”. Dado un campo
vectorial contravariante AM(z), podemos utilizar la tétrada para referir sus
componentes en el punto = al sistema de coordenadas localmente inercial
& (z):

At(z) = V3 (z)AM(z) . (5.6)

Notemos que las cantidades A“4(z) son campos escalares. Podemos hacer
lo mismo con campos vectoriales covariantes y, en general, con campos
tensoriales segtn:

Aa(z) = V¥ (2)Am(z) , B%(z) = V3(2)VM(2)BY(z) ... (5.7)

donde V' (z), N . .\
Ve (2) = napg™ " (2)Vi(2) (58)

es, simplemente, la inversa de la tétrada:
V'@V () =65" vy Vi(e)Vg'(z) = 6% . (5.9)

Una vez que hemos definido un sistema de coordenadas localmente inerciales
en cada punto del espacio-tiempo, los campos espinoriales pueden ser in-
troducidos en el formalismo sin que sus propiedades de transformacion bajo
el grupo de Lorentz entren en conflicto con la invarianza frente a transfor-
maciones generales de coordenadas. Dado que la fisica no puede depender
del sistema de referencia inercial elegido en cada punto, las ecuaciones de
movimiento y la accion deben ser invariantes con respecto a redefiniciones
de estos sistemas de coordenadas localmente inerciales en cada punto del
espacio-tiempo. En otras palabras, la accién debe ser invariante frente a
transformaciones de Lorentz locales A%3(z) que actian sobre los campos de
la teoria de acuerdo a sus indices localmente inerciales:

At(z) — A(2)AB(z) , B%(r) — A% (2)AL(2)B%(z) ... (5.10)
donde, claro esta,
nasA’(2)A(2) = nep - (5.11)
En general, un campo ®,(z) transformara de acuerdo a la regla:
On(z) — ®p(x) = 3 [D(A(2)]n Pm(2) (5.12)
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donde D(A(z)) es una representacion del grupo de Lorentz infinitesimal para
cada punto del espacio-tiempo. De este modo, cada campo de la teoria resulta
definido por sus propiedades de transformacién tanto frente a las transforma-
ciones generales de coordenadas, como frente al grupo de Lorentz local que
resulta de cambiar la eleccion del sistema de coordenadas localmente inercial.
Asi, el campo de Dirac, por ejemplo, se comporta como un escalar frente a
transformaciones generales de coordenadas y un espinor de Lorentz, mientras
que la tétrada Vjf es un vector coordenado, asi como un vector de Lorentz.
La accion, claro estd, debe ser un escalar coordenado y Lorentziano.

Para poder escribir, en esta formulacién, una densidad Lagrangiana apro-
piada, debemos definir la diferenciacion covariante sobre los campos. Si defi-
nimos la derivacion en el sistema de coordenadas localmente inercial a través
de la expresion

m_9

8,4 =i 1“_4 ()_T—M 9 (513)

las propiedades de transformacién frente al grupo de Lorentz local no son

apropiadas, aunque desde el punto de vista de las transformaciones generales

de coordenadas (5.13) represente un conjunto de campos escalares. En efecto,
dD(A(z

04®n(z) — AB(z) Z D(A(z))0B + Vé‘d%

m nm

O, (z). (5.14)

de modo que, a fin de construir un operador diferencial D4 que resulte un
escalar coordenado y un vector frente a transformaciones de Lorentz,

Dy®,(z) — AL (2) Y [D(A(2))],,, PDB®m(z) , (5.15)

m

debemos introducir una conexién matricial Q4(z), cuya transformacién de
Lorentz local contenga un término inhomogéneo que cancele al segundo térmi-
no del miembro derecho de la ecuacién (5.14):

Q4(z) — D(A(z))Q4(z) D' (A(z)) — Vf(l‘)%

D' (A(z)) . (5.16)
Para conocer la estructura de la matriz Q4(z), podemos considerar transfor-
maciones de Lorentz infinitesimales, en cuyo caso la matriz D(A(z)) toma la
forma:

D(A(z)) =1+ %wAB(x)EAB : (5.17)
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donde wyp(z) = —wpa(z) es el pardmetro de la transformacién y 348 son un
conjunto de matrices constantes que satisfacen el dlgebra de Lorentz (3.2). Fi-
nalmente, utilizando las propiedades de transformacion de la tétrada en tanto

vector de Lorentz, podemos deducir la siguiente expresién para la conexién
Qa(x):

~ 1
Qa(z) = §EBCV,§V(J:)V}4(J:)VMV0N(:E) , (5.18)
donde oV
VMVCN = 0.%_(;3[ = FIA',[NVCL (5.19)

es la derivada covariante (frente a transformaciones generales de coorde-
nadas). 4,5 son los simbolos de Christoffel correspondientes a la métrica
del espacio-tiempo segun:

rL_Llop [39PN dgpm BQMN]. (5.20)

MN =59 |9oM T 9N T 5P

Finalmente, hemos encontrado una expresién para la derivada covariante
frente al grupo de Lorentz local

0 1~
DA = VAMDM = Vf{w (&E_M + ZQMAB(.T)ZAB> y (521)

introduciendo un campo de gauge QM 4B asociado a dicha simetria,
Omap(z) = VI (2)VaVan(z) — VY (2)VaVan(z) , (5.22)

que recibe el nombre de conexién espinorial. Haciendo uso de las ecuaciones
5.3 5.19), podemos escribir dicha conexién puramente en términos del
9
campo de tétrada seguin:

. 1 1
Qmas(V) = §V,{V (OMVBN — ONVBM) — EVE];V (OmMVan — ONVam)
1
~ SVEVEVE (OnVos — dsVor) (5.23)

En ausencia de torsion, el conmutador de estas derivadas covariantes esta re-
lacionado con la curvatura de las rotaciones espinoriales [63]

1
[Dm, Dn] = ZRMA'?BZAB ; (5.24)
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que, a su vez, verifica la siguiente identidad con el tensor de Riemann del
espacio-tiempo:

Rynrs = Ry PVarVas (5.25)

Si contraemos indices en el miembro derecho de la ecuacion anterior, llegamos
a una expresion para el escalar de curvatura R en términos del campo de
tétrada y de la conexion espinorial:

R(V,Q) = Ry £B(QV)VNVM . (5.26)

En esta formulacién, consideraremos a la tétrada como el campo que describe
la geometria del espacio-tiempo (es decir, la gravitacion).

5.3 Supergravedad Pura

Consideraremos brevemente en esta seccion, la construccion de la teoria de
supergravedad pura en un espacio-tiempo tetradimensional. Dado que el
gravitino es el campo de gauge de la supersimetria local, sabemos que su ley
de transformacién debe estar dada por la ecuacidn (5.2), en la que la derivada
Dy puede ser escrita en términos de la conexién espinorial,

2 f
S = = (0 + EQM,«,BE“‘B) 2. (5.27)

Ademas, dado que el parametro anticonmutante € es un espinor de Majorana,
el generador de las transformaciones de Lorentz que aparece en la ecuacion
anterior puede ser escrito en términos de los elementos del algebra de Clifford
como:

1
o = E(I‘AFB - 814y . (5.28)

Un lagrangiano que resulte invariante frente a la transformacion (5.27), puede
ser obtenido de manera sencilla covariantizando el término de Rarita-Schwin-
ger utilizado para describir la dinamica de campos de espin 3/2 como el
gravitino:

1 o
Ly = —EeMNRS\IIMFsFNDR\IIS : (5.29)

Las matrices I'™(2) se obtienen a partir de los generadores del algebra de
Clifford por medio de la tétrada:

™ (z) = VM(z)[4 . (5.30)
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El lagrangiano (5.29) es invariante frente a las transformaciones (5.27) sélo si
el campo gravitacional satisface las ecuaciones de Einstein sin fuentes. Esto
se debe a la necesidad de introducir el término cinético de la tétrada,

1 ~
Ly = -3 VR(V,) , (5.31)

que corresponde al lagrangiano de Einstein (V es el determinante de la
tétrada). Dado que la tétrada es el campo bosonico del multiplete de Einstein
cuyos estados no-masivos poseen la maxima helicidad posible, su ley de trans-
formacion supersimétrica sélo puede tomar la siguiente forma en términos del
campo de gravitino:

SVip = kel Wy (5.32)

El lagrangiano total £ = Ly + Ly resulta invariante supersimétrico frente
al conjunto de transformaciones locales (5.27) y (5.32). Es evidente que,
la conexién espinorial puramente bosdnica dada en (5.22) no resulta super-
covariante. En presencia de supersimetria la deducciéon que nos llevé a su
obtencién debe ser modificada ligeramente a fin de tener en cuenta dicha
invarianza. Aparece, entonces, una contribucién fermiodnica en la conexién
espinorial, que adquiere la siguiente expresion:
2
Quas(V, ) = Qarap(V) + % (\i’MFA\I’B + WAl ¥p — ‘i’MFB‘I’A) :
(5.33)
La (super)conexion espinorial Qpap(V, ¥) es una cantidad supercovariante.
La contribucién fermidnica adicionada en (5.33), proporciona torsion al espa-
cio-tiempo. Esto resulta evidente del calculo del conmutador de dos derivadas
supercovariantes escritas en términos de la superconexion espinorial Q745:

1 ) 1
[Dun, Dn] = XR,,,,;?HLAB + EHA.,-;‘\,DA , (5.34)

en el que aparece un término de torsién R4 (V, V),
2 B
Ry (V,0) = V2V U Y. . (5.35)

La inclusidn del término de torsion en la conexion espinorial sélo modifica al
lagrangiano de supergravedad pura y sus correspondientes transformaciones
a través de la correccién que introduce en la superderivada covariante.
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Hemos construido, de esta manera, la teoria de supergravedad pura, pero
en su version “on-shell” (sin campos auxiliares, de modo que el dlgebra de
supersimetria cierra unicamente sobre las ecuaciones de movimiento). A fin
de poder construir, en la préoxima seccion, acciones invariantes frente a su-
persimetria local que contengan a otros multipletes, introducimos los campos
auxiliares de la formulacion minima: M, N y by. Al tratarse de campos
auxiliares, sus leyes de transformacion supersimétricas deben ser tales que se
anulen sobre las ecuaciones de movimiento. Esto restringe considerablemente
los posibles términos que pueden aparecer a las siguientes expresiones:

6M = a(eT'yyRM) , 6N = b(iel'sTy RM)

y by = c(iels Ryy) + d(selsTy T RY) (5.36)

donde a, b. ¢ y d son parametros reales que deben ser determinados mediante
el requisito de que estas transformaciones cierren un algebra. R es el tensor
de campo del gravitino,

RM = iMNRSD TN DR(Q(V, ¥)) Vs (5.37)

y se anula sobre las ecuaciones de movimiento. Los valores que toman los
distintos parametros resultan:

b) Z

El hecho de que el algebra aun no cierre “off-shell” se debe a que no hemos
considerado la posibilidad de que las leyes de transformacion de los campos
contengan términos que dependan de los campos auxiliares y se anulen sobre
las ecuaciones de movimiento. Teniendo en cuenta este tipo de términos,
es posible llegar a un algebra cerrada de las leyes de transformacién de los
campos que integran el multiplete de Einstein, sin hacer uso de las ecuaciones
de Euler-Lagrange de la supergravedad pura [64]. El resultado estd dado por
el siguiente conjunto de transformaciones:

SVt = kel AWy,
2 | 1 1 .
§Wn = =Du(V, W))e +iTs (b — sTar ) €= 3Ta(M +iTsN)e,
K
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5M = _%v-lerMRM — SiElsWUpb™ — kelM Uy M + ZE(M +ilsN)IM Wy,

1

6N = —VIel Dy RY + gaprM _kelM N — giEFs(M—i-iI‘sN)FM\IIM,

3i 1
Sby = EZV—IEFs (gMN - ngPN> RN + kel Von Ty — gEFN\IINbM
. gz@Mrs(M +ilsN)e — %e,\?CDbBEFsFC\DD . (5.39)

El élgebra descrita por estas transformaciones resulta ser una generalizacién
del dlgebra de supersimetria global dada en la ecuacién (3.9), explicitamente,

[561’ 562] = 5genera1 coord. (252FM61) + 5Lorentz local(2E2 FM€IQMAB
2K ;
- 752 (ZAB(M +:[sN) + CABMNbMFN) €1)

+ 5supersimetria(_KEZFMQ\DM) . (540)

El resultado de aplicar dos transformaciones locales de supersimetria suce-
sivas, no solo se traduce en una transformacion general de coordenadas de
parametro 2é;1'p7€;, sino que produce ademas transformaciones locales de
Lorentz y de supersimetria con parametros dependientes de los campos.

Finalmente, el lagrangiano de supergravedad pura off-shell, invariante
frente a las transformaciones (5.39), resulta:

1  _ 1
Lsa=-55VR+ %\IJMRM — V(M + N? — bysb™) . (5.41)

Es inmediato constatar que la eliminacién de los campos auxiliares por medio
de sus ecuaciones de movimiento algebraicas, conducen al Lagrangiano y sus
transformaciones a la forma dada en las ecuaciones (5.27), (5.29), (5.31) y
(5.32), es decir, a la formulacién ‘on-shell’de la supergravedad pura.

5.4 Materia Acoplada a la Supergravedad

La construccién explicita de lagrangianos invariantes frente a una transfor-
macion de supersimetria local, que describan un sistema de materia acoplada
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a supergravedad, puede ser realizada a través de diversos métodos. Men-
cionaremos dos de ellos que son los mas difundidos: el célculo tensorial lo-
cal y el cdlculo tensorial superconforme. El célculo tensorial local [65, 66]
parte del conocimiento de las representaciones irreducibles del algebra de su-
pergravedad off-shell (5.40) y de las leyes de transformacién de los campos
componentes de los respectivos supermultipletes. Consiste, basicamente, en
la construccién de nuevos supermultipletes a partir de aquellos que contienen
a los campos fundamentales de la teoria. Requiere, entonces, una formu-
lacion off-shell de la supergravedad, como la que desarrollamos en la seccién
anterior.

El calculo tensorial local puede ser realizado, al igual que en el caso global
discutido en el capitulo 3, en términos de supercampos. De este modo, los
supermultipletes tienen la misma constitucion en términos de campos compo-
nentes que en el caso de supersimetria global. No obstante, resulta inmediato
verificar que la dependencia del parametro infinitesimal en las coordenadas
espacio-temporales modifica sustancialmente las leyes de transformacion. Las
derivadas deben ser reemplazadas por derivadas supercovariantes para que
el algebra cierre a orden x°. El calculo explicito de las leyes de transfor-
maciéon que conducen a un algebra de supergravedad cerrada e igual a la
de la ecuacion (5.40), a todo orden de la constante gravitacional, puede ser
realizado mediante el procedimiento sugerido en la Ref.[64].

Veamos, explicitamente, las leyes de transformacion resultantes de la im-
posicién del algebra de supergravedad N = 1 (5.40) sobre los campos com-
ponentes que transforman dentro de distintas representaciones irreducibles.
Las transformaciones de supersimetria local para los miembros del supermul-
tiplete quiral @ : (¢,=_, F'), estan dadas por las siguientes expresiones:

S§p=e.Z. , 6= =TMDyde, + Fe_ | (5.42)
§F = e, TMDy=_ — gé_ (Ve + ibaT™e,) | (5.43)

donde hemos debido introducir las derivadas supercovariantes corregidas por
términos proporcionales a la constante gravitacional Dy ¢y Dp=_, de acuerdo
a lo senalado anteriormente, segun:

A K - _
Dud = 0ud — SUp_=_ (5.44)
e = (DM - %bM) = - (Y DwgUu_+ Flyy) . (5.45)
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En la ecuacién (5.43), hemos escrito los campos auxiliares reales del mul-
tiplete de Einstein M y N, en términos de un campo escalar complejo
U= M+:N. Los subindices “—” y “+” denotan respectivamente las compo-
nentes izquierda y derecha de los fermiones, que explicitamos al estar traba-
jando en el formalismo de espinores de cuatro componentes (ver Apéndice).
Es interesante resaltar que, debido a la aparicion de la constante gravitacional
en el algebra, los campos del multiplete de Einstein (en particular, los auxi-
liares), se cuelan en las leyes de transformacion de los campos de materia,
como resulta evidente en las ecuaciones anteriores. Por esta razon es que el
calculo tensorial local debe ser realizado en la formulacion “off-shell” de la
supergravedad.

El otro supermultiplete que resulta de sumo interés en la construccién de
modelos de materia acoplada a supergravedad es el supermultiplete vectorial
(3.17). En el gauge de Wess-Zumino, estd compuesto por el campo de gauge
Apm, €l gaugino A y un campo auxiliar D. Sus variaciones frente a una trans-
formacion local de supersimetria pueden ser obtenidas de un modo anélogo
al caso anterior y resultan:

1
SAM = —5 (E_FMA+ + €+FMA_) - (546)
SA = %EMNFMNC + 2 De (5.47)

1 - N
§D =5 (&M DyAy — €, TMDyA_) (5.48)

&

donde el tensor de campo corregido resulta
A K o
Fun = Fun ~ 5 (YmDNA — UNTHA) | (5.49)

en tanto que la derivada supercovariante corregida actia sobre A de acuerdo
a la siguiente expresion:

Dah = (Dy + %"rm) A+ (SVPEnp = 2TsD) Wy . (5.50)
Nuevamente podemos verificar que los cambios respecto de las leyes de trans-

formacidn globales estan dados en términos de la supercovariantizacion de los
operadores diferenciales, junto a la aparicion de correcciones proporcionales
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a la constante gravitacional - que contienen a los campos del multiplete de
Einstein - debidas a la estructura mas compleja que adopta el algebra.

La aparicion de bys en los operadores diferenciales supercovariantes re-
fleja el hecho de que estos supermultipletes son también representaciones del
algebra de gravedad superconforme. Esto permite utilizar €l método de la
equivalencia de gauge [67] dentro del célculo tensorial superconforme como
herramienta para la construccién de lagrangianos de sistemas supergravita-
torios. Este consiste en la aplicacion sistematica de los siguientes pasos:

(i) definir una simetria extra, su algebra y sus transformaciones (en nuestro
caso, la simetria conforme),

(ii) elegir campos compensadores dentro de alguna representacién de la sime-
tria extendida,

(ii1) construir una accién invariante con la simetria extendida,

(iv) elegir un fijado de gauge en los campos compensadores que elimine las
simetrias no deseadas,

(v) reescribir la accién y las transformaciones usando los valores de los cam-
pos compensadores del paso anterior.

Las ventajas del calculo tensorial superconforme sobre la aproximacién del
calculo tensorial local son varias: al tener una simetria mayor en el lagran-
giano de partida las expresiones son mas simples, no es necesario especificar
desde el comienzo el set de campos auxiliares a utilizar y, principalmente,
permite evitar laboriosos reescaleos de los campos necesarios para llevar la
accion a una forma candnica, como veremos en el capitulo 6.

La ultima etapa del calculo tensorial consiste en hallar una densidad la-
grangiana invariante. En el caso rigido encontramos que las leyes de trans-
formacion de las componentes F' y D de los supermultipletes quiral y vectorial
estan dados por derivadas totales. De alli concluimos que la densidad lagran-
giana mas general posible puede escribirse, simplemente, como:

L=CLr+Lp. (5.51)

En una teoria de supergravedad las componentes F' y D que resultan del
calculo tensorial local no transforman como derivadas totales como puede
verse a partir de las ecuaciones (5.43), (5.45), (5.48) y (5.50). Utilizando
el método de Noether a cada orden de la constante gravitacional, es posible
encontrar que la siguiente expresion corresponde a una densidad lagrangiana
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‘tipo F’, invariante frente a transformaciones locales de supersimetria:
1 1= - 1
VIl =F+ SUe+ 5@M+FM-_ + Z\DM+2MN\1;N+¢ +he, (552

mientras que la formula correspondiente a una densidad lagrangiana super-
gravitatoria ‘tipo D’, resulta:

MNRS

2 _
V-Lp = D-— ?WMFMF5A+ ;AM (bM+ %’“ 7 merR\ps)

3k 6MNRS

- 3(HU*+UH*)—§p (stF Rm+ g

\IJR\T!NI‘S\IJM)

2K2 1
+ = ﬁva - 5v N RM 4 (U - beM)] L (553)
donde hemos redefinido a los campos reales S y P en términos de un campo
escalar complejo H = 5 + :P. Estas expresiones, junto con las reglas de
composicién de multipletes (que resultan idénticas al caso global), completan
la construccion del célculo tensorial local.

Terminaremos esta seccion escribiendo la accién mas general posible para
un sistema de materia acoplada a la supergravedad con invarianza de gauge
frente a transformaciones de un grupo de Lie G. Esta accion nos servira de
punto de partida para los célculos que realizaremos en el préximo capitulo.
Se puede probar, bajo hipdtesis muy generales, que puede ser escrita en
términos de 3 funcionales de los supercampos independientes entre si [68]:
(i) un supermultiplete vectorial arbitrario A(®, ®e??V) construido a partir de
los supercampos quirales de materia ® y ®, y del supercampo vectorial ¥ de
modo que resulte invariante de gauge,

(ii) un superpotencial quiral g(®) invariante frente a G que, en el caso global,
debe ser un polinomio de a lo sumo tercer orden en ® para preservar la
condicién de renormalizabilidad de la teoria y, finalmente,

(iii) una funcional quiral f,;(®) que transforma como el producto simétrico
de la representacion adjunta de G.

La expresion de esta accién en el superespacio, separando en forma expli-
cita las contribuciones ‘tipo D’y ‘tipo F’, resulta:

s=[d d‘*oE[ (®,5e*”) + Re

[ (90®) + fu(@wew?)]| , (550
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donde E denota al determinante de la supertétrada en el superespacio [69],
mientras que I es el supercampo quiral de la curvatura escalar que debe ser
introducido en el término ‘tipo F’de la accidn, toda vez que el sistema resulta
inmerso en un espacio-tiempo curvo [70]. Si el grupo de gauge es abeliano, es
posible introducir el equivalente local del término de Fayet-Iliopoulos, como
veremos en el siguiente capitulo.

5.5 La Carga de la Supergravedad

Finalizaremos este capitulo discutiendo algunos aspectos relacionados con la
construccion de las cargas conservadas de la supergravedad y del dlgebra que
ellas generan. En una teoria supergravitatoria, al igual que en la relatividad
general, dado que el espacio-tiempo es curvo, no se tiene un grupo global
de isometrias que permitan definir cargas conservadas como en el caso de un
espacio-tiempo plano. No obstante, si el espacio-tiempo tiene un comporta-
miento asintético adecuado, se podran definir cargas conservadas asociadas
a los generadores del grupo de transformaciones en la region asintética. Asi,
dichos generadores deben resultar escritos en términos de integrales de super-
ficie. La energia, por ejemplo, podra ser identificada como la carga asociada a
las traslaciones temporales realizadas en el infinito, de acuerdo a lo mostrado
originalmente por Teitelboim [54].

Consideremos un espacio-tiempo con métrica gyy que tiende asintética-
mente a una solucién de las ecuaciones de Einstein de vacio segtin:

gMN = gmN + hun , (5.55)

con hprny — 0 en el infinito, donde

_ _ 1 .

GMN == RMN - §gMNR =0. (5.56)
Las cantidades con una barra estan calculadas puramente en términos de la
métrica asintética gyrnv. La descomposicion (5.55) es covariante y no implica
de modo alguno que hpy represente pequernias correcciones. El tensor de
Einstein Gpn puede ser escrito como

Gun = Gun + Giin — tun (5.57)
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donde G%’N es lineal en hpsny mientras que tyn, al que definiremos como
el tensor de energia-momento del campo gravitacional, contiene términos de
segundo orden y superiores en hpsy. El tensor energia-momento total Oy
resulta:

Oumn = Tun +tun = Ghify (5.58)

y satisface, a partir de la identidad de Bianchi, la ecuacién
VMY =0 | (5.59)

donde Vs es la derivada covariante respecto de la métrica gpn. La conser-
vacion covariante (5.59) no es suficiente para construir cargas conservadas.
Sin embargo, si introducimos los vectores de Killing, kp}, a = 1...Ny, de la
métrica asintotica gy,

Vaky +Vnks =0, (5.60)
es inmediato ver que podemos definir una densidad vectorial conservada J,f,

JA; = \/—g@MNkNa y (561)

de la que resultan un conjunto de N cargas conservadas K¢,
K® = / OMNE 24sy . (5.62)
b

Si el cuadrivector k;f es tipo tiempo, entonces K* da la energia relativa a
la métrica de energia nula, gy = gun. Escritas a partir de un conjunto
de corrientes conservadas, las cargas K°® pueden ser expresadas mediante el
teorema de Gauss como integrales de superficie. Usando la descomposicién
de Opn dada en (5.58), y el comportamiento asintético Tary — 0, podemos
encontrar la forma explicita [71]:

, 1 N
Ko = }g ST N kR VM VE dSsr (5.63)
en términos de la conexién 'V AB correspondiente a la métrica hpn. Es-
tas cargas conservadas, en definitiva, han podido ser construidas a partir del

hecho de haber considerado un conjunto de geometrias que tienden asintdtica-
mente a una unica configuraciéon gayn, de la que identificamos sus vectores
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de Killing k,7. Es decir, las dificultades de la covarianza general han sido
evitadas mediante la especificacion de las condiciones de contorno sobre el
conjunto de soluciones fisicamente admisibles.

Las cargas conservadas resultantes de la invarianza frente a transforma-
ciones locales de supersimetria pueden ser obtenidas de manera similar. En
analogia con los vectores de Killing que dejan a la métrica gpn invariante,
supondremos que existen espinores de Killing n; que generan transformacio-
nes locales de supersimetria que dejan invariante al valor asintotico nulo del
gravitino,

V=0, (5.64)

donde Vj; es el operador diferencial supercovariante (5.39) evaluado en la
métrica asintética gun [72]. Resultard conveniente escribir al espinor de
Killing n; como una combinacién lineal n; = ¢,,nf* de elementos impares de
un algebra de Grassmann ¢, /¢y, cp, = —CnCm, de modo que los 77 formen un
conjunto linealmente independiente de campos espinoriales anticonmutantes
que verifican (5.64).

Para completar la construccion de las supercargas sélo nos resta, en ana-
logia con lo realizado con el conjunto de invarianzas de la métrica del espacio-
tiempo, considerar la ecuacién de movimiento del campo de gauge de la super-
simetria, es decir, el gravitino. Dada una teoria de supergravedad descrita por
la accién (5.54), a pesar de que no hemos explicitado aiin las tres funcionales
arbitrarias de las que depende, el gravitino debe satisfacer una ecuacién de
movimiento de Rarita-Schwinger, que podemos separar en las partes lineal y
no-lineal segiin:

CMNRSF5I:‘N@R\I»‘S == @M y (565)

donde, i )
l-—‘N = ‘/}\/}[‘A ’ (566)

de modo que OM | compuesta por términos no-lineales y fuentes, satisface:
V@M =0. (5.67)

Por lo tanto, haciendo uso de los espinores de Killing conmutantes n7*, cuya

existencia hemos supuesto, podemos definir un conjunto de cantidades J*™,

JM = ypreM | (5.68)
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que pueden escribirse como derivadas totales:
JPM = 0p (Vg MNRST Dy W) (5.69)
Usando el lema de Schwartz, tenemos finalmente:
oI =0. (5.70)

Las cargas de supergravedad resultaran, simplemente, de evaluar la integral

p ? p k) g
de las corrientes de supersimetria J/*M sobre una hipersuperficie ¥ tipo es-
pacio:

QT = /“ﬁ}"eMNRSI‘sf‘NWR\IISdEM . (571)

De (5.69), usando el teorema de Stokes, podemos escribir las supercargas Qp
en la forma:

|
oF = 5 ){3 T N DI (5.72)

donde O es el borde de £. Tanto la integral de superficie (5.72) como la
obtenida para los generadores K* en (5.63), no cambian si la métrica gy es
reemplazada por gyn (realizandose las contracciones con ésta tltima). Del
mismo modo, podemos relajar las condiciones (5.60) y (5.64) sobre k;3 y
n7*, imponiéndoles sélo que tiendan asintéticamente a vectores y espinores
de Killing respectivamente. Hablaremos, pues, de vectores y espinores de
Killing asintoticos para referirnos a estas cantidades que resultan necesarias
para la definicién de las cargas conservadas. Debemos notar que el hecho
de que todos los generadores puedan definirse por integrales de superficie es
muy conveniente en vistas de que el espacio-tiempo puede tener una topologia
no-trivial.

Resulta interesante plantearse, en este punto, las siguientes preguntas
acerca de la naturaleza de las supercargas encontradas: (i) json las trans-
formaciones generadas por (5.72) verdaderamente locales?, (ii) jcudl es el
algebra que satisfacen los generadores Q7'7 Mostraremos a continuacién que
las transformaciones generadas por Q7 son locales y que, a pesar de ello, estos
generadores satisfacen un algebra de supersimetria global. Para ello, resulta
conveniente trabajar en la formulacion Hamiltoniana de la supergravedad.
En esta formulacion, las invarianzas de gauge se traducen en la existencia
de un conjunto de vinculos de primera clase [73]. Consideremos los vinculos
correspondientes a la supersimetria local (resultados analogos pueden ser ob-
tenidos para las simetrias restantes [74]). A partir de la forma del término
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de Rarita-Schwinger, se ve que la componente temporal del gravitino ¥q, en-
tra en el Hamiltoniano como un multiplicador de Lagrange arbitrario. Por
lo tanto, el factor que lo acompafa en el Hamiltoniano Hy, en el que los
vinculos atin no han sido implementados,

Ho = /}:d3a;®og+... , (5.73)

resultara ser un vinculo de primera clase - equivalente a la ‘ley de Gauss’- de
la supergravedad,

Gr0. (5.74)

La forma explicita de G, resulta una generalizacién simple de la obtenida para
la supergravedad pura [75]:

1 "
G = I, - o[, Y]V, ¥y, (5.75)

donde I,J = 1,2,3 son indices espaciales y Il son las variables canénica-
mente conjugadas de las componentes espaciales de la tétrada VA.

El Hamiltoniano H, correspondera a un generador de evolucién temporal
apropiado sélo si sus derivadas funcionales estan bien definidas. Esto significa
que la variacion de Hy debe poder escribirse como una integral de volumen
lineal en las variaciones de los campos,

/ \
§Ho = / @z | Y as(2)60(z) + 3 bn(2)oll(z) | . (5.76)
\{e} {m} /

La derivada funcional de Hg con respecto a un cierto campo, resultara dada
p s
por el coeficiente que acompana a la variaciéon de dicho campo en el desarrollo

anterior: 57 5
0o 0o

Las variaciones permitidas a los campos deben circunscribirse al espacio de
fases que contiene a las soluciones de interés fisico [74] de modo que, por
ejemplo, den lugar a una supercarga espinorial @ finita y bien definida. La
‘ley de Gauss’(5.75) de un sistema con vinculos de primera clase, genera las
transformaciones de gauge que, en nuestro caso, son las de supersimetria lo-
cal. No obstante, el generador G esta constrenido a anularse en la superficie
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definida por los vinculos. Por otra parte, esperamos encontrar leyes de con-
servacién no-triviales asociadas a las transformaciones de supersimetria glo-
bal (pensadas como un caso particular). Estas aparecen, como mostraremos
a continuacion, de correcciones a los generadores debidas a integrales de su-
perficie, como la que obtuvimos en (5.72).

Si estudiamos la variacion del Hamiltoniano Hg, considerando que el
multiplicador ¥y se aproxima asintéticamente a un valor finito y constante!
\ilo(oo), resulta inmediato que, tras una integracion por partes:

§Ho = —¥o(00)6Q + (integral de volumen) + ... , (5.78)

donde i
Q= ¢ dsr,1]u,, (5.79)

es una expresién andloga a la obtenida en la discusion precedente (5.72). Por
lo tanto, si queremos tener un Hamiltoniano consistente (5.76), que genere la
dindmica del sistema cuando las transformaciones de supersimetria no-nulas
en el infinito estan permitidas, tendremos que corregir Ho de modo que el
término de superficie en (5.78) desaparezca:

H = Ho+ Yo(0)Q . (5.80)

Esto puede entenderse en los siguientes términos: se ha impuesto al multipli-
cador de Lagrange ¥, un comportamiento asintético distinto al del generador
G (que se anula asintéticamente). Una transformacién de supersimetria gene-
rada con un parametro tal, es impropia [76], es decir, cambia el estado fisico
del sistema. No es posible eliminar la posibilidad de hacer este tipo de trans-
formaciones por un fijado de gauge. Es por ello que obtenemos un generador
Q que no se anula débilmente, al que denominaremos la supercarga total del
sistema. Notemos que @ se modifica frente a una transformacion de supersi-
metria de acuerdo al dlgebra de supersimetria global. Esto puede verificarse
introduciendo en (5.79) la ley de transformacién del gravitino (camino que
seguiremos en el préximo capitulo) o, mejor aun, expresando la parte asinté-
tica del conmutador de dos transformaciones como una funcién de las partes

!Consideramos este comportamiento asintStico para ¥g ya que queremos estudiar las
transformaciones de supersimetria global para obtener su generador no-nulo, la supercarga
total.
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asintéticas de las transformaciones originales [77]. Si la teoria de supergrave-
dad de partida es una teoria N-extendida, el algebra de supersimetria global
que generaran las Q! sera, también, N-extendida [54].

Atn cuando los valores numéricos de la integral de superficie transformen
correctamente, no es posible usar a Q aun como un generador: los términos
de superficie no tienen derivadas funcionales bien definidas y, por lo tanto,
sus paréntesis de Poisson con los distintos campos de la teoria no existen.
Las integrales de superficie generarian, ingenuamente, una transformacién
que coincide con la identidad en todo su dominio excepto en el borde. Lo
que esta ocurriendo es que ain no hemos impuesto las condiciones de gauge
[53]. Una vez que fijamos dichas condiciones (por ejemplo, mediante la con-
dicién natural YW = 0), los vinculos pasan a ser de segunda clase y pueden
ser tratados como cantidades que se anulan idénticamente, siempre que re-
emplacemos los paréntesis de Poisson originales por los paréntesis de Dirac
correspondientes a las condiciones de gauge elegidas [73].

Los paréntesis de Dirac son de naturaleza no-local, y es debido a este
hecho que los valores asintdticos de los multiplicadores de Lagrange determi-
naran, en forma precisa, el valor de los mismos en todo el espacio. Entonces,
tiene verdadero sentido hablar de una transformacion local, generada por Q
mediante la aplicacién de paréntesis de Dirac, dada en términos del valor a-
sintdtico del pardmetro Wo(oco). Una vez que se realiza el fijado de gauge, sélo
pueden ser realizadas transformaciones impropias que preserven la condicién
de gauge. Asi, el valor asintdtico del parametro define en forma precisa a la
transformacién en cada punto del espacio [76]. El hecho de que un término
de superficie genere una transformacion local definida sobre todo el espacio,
en apariencia paraddjico, se explica por la no-localidad de los paréntesis de
Dirac que hace necesario conocer el valor de los campos sobre todo el espacio
para poder evaluarlos.

Resumiendo, las integrales de superficie satisfacen el algebra global de
supersimetria correspondiente, a pesar de que generan transformaciones de
supergravedad. La razdn estd en que, luego de que se realiza el fijado de
gauge, el parametro de la transformacion esta determinado en todos los pun-

tos del espacio por su valor en el infinito, donde el espacio-tiempo es plano
[54].
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Capitulo 6

Supergravedad Extendida y
Ecuaciones de Bogomol’'nyi

A fin de estudiar la relacién entre la supersimetria local extendida y la existen-
cia de una cota de Bogomol’'nyi, consideraremos inicialmente el acoplamiento
del modelo abeliano de Higgs a la supergravedad N = 2 en un espacio-tiempo
tridimensional. La manera mas simple de construir la accién de dicho sistema
se basa en el uso del cdlculo tensorial (local) explicado en el capitulo anterior.
Partimos de la densidad lagrangiana del modelo abeliano de Higgs acoplado
a la supergravedad N = 1 en d = 4, para luego aplicar el procedimiento
usual de reduccién dimensional. Mostramos que la existencia de una cota de
Bogomol’nyi en el modelo es una consecuencia natural de su inmersién en el
sector bosénico de la teoria de supergravedad extendida. A las ecuaciones de
Bogomol'nyi de los campo de materia se aflade una ecuacién de primer orden
para el campo gravitatorio cuya condicion de integrabilidad corresponde a las
ecuaciones de Einstein del sistema.

Mostramos la existencia de espinores supercovariantemente constantes
en el sistema, en presencia de aquellas configuraciones que saturan la co-
ta de Bogomol’nyi. Discutimos las implicaciones que estos resultados tien-
en sobre el problema de la constante cosmoldgica en teorias supergravitat-
orias tridimensionales. Ademas de presentar estos calculos, generalizamos
los resultados a un conjunto amplio de sistemas tridimensionales cuya carac-
teristica basica reside en la existencia de soluciones extendidas de naturaleza
topoldgica. Parte de los resultados originales presentados en este capitulo se
encuentran publicados en las Refs.[78, 79].
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6.1 Modelo Abeliano de Higgs acoplado a la
Supergravedad N =1en d =4

La construccién explicita de una accién que describa al modelo abeliano de
Higgs embebido en una teoria de supergravedad N = 1, es mds sencilla si se
parte de la formulacién en el superespacio. Al igual que en el contexto de
supersimetria global, la obtencién de un potencial de ruptura espontdnea de
simetria en el sector bosénico de la teoria, puede ser implementado mediante
la introduccién de un término de Fayet-Iliopoulos. Sin embargo, la expresion
de dicho término en presencia de supersimetria local difiere considerable-
mente de la que vimos en el capitulo 3 para una teorfa con supersimetria
rigida. Puede ser obtenida de un modo directo a través del calculo tensorial
superconforme presentado en el capitulo anterior [80].

La presencia de un término de Fayet-Iliopoulos en la accién de supergra-
vedad, fuerza al superpotencial g(®) a ser invariante frente a la simetria R
discutida con anterioridad y, como veremos mas adelante, brinda una con-
tribucién adicional a la carga de todos los fermiones presentes en la teoria.
Consideramos una teoria con superpotencial nulo y con dinamica de Maxwell
para el campo electromagnético. Esto corresponde al caso:

9(®) =0y f(®)=1. (6.1)

La introduccién del término de Fayet-Iliopoulos en la accién (5.54), junto con
las condiciones anteriores, resulta en la siguiente accion de supergravedad

N=1:
4 4 1 29V 2 2 T
S = /d zd*0E [EA(Q,% V) exp (—£x?V) + Re (EWW” . (6.2)

donde @ es el supercampo quiral de materia, V es el supercampo de gauge
vectorial y W es el supercampo espinorial que contiene al tensor electro-
magnético. La funcional A(®,®e??) es invariante de gauge y su expresién
explicita sera precisada mas adelante. El parametro de Fayet-Iliopoulos £ es
real y ¢ es la carga eléctrica.

La accion (6.2) puede ser escrita en términos de los campos componentes
tras realizar el célculo tensorial en términos de supercampos. Resulta:

L= EBos + £F'er (63)
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En las ecuaciones anteriores, V es el determinante del vierbein,
V(:IZ) = E(x’gvy”g:@:o ’ (66)

R es el escalar de Ricci y T es una funcional del campo de Higgs definida
segun:

T(4¢") = A(@, B™)|,_g, - (6.7)

La derivada que actia sobre el fotino, Dy, ha sido definida en la ecuacién
(5.50). Un escaleo de Weyl del campo de la tétrada y de los campos fermiéni-
cos, asi como una eleccién particular de la (hasta ahora arbitraria) funcional
Y, seran necesarios de modo que el lagrangiano (6.3) tome su forma canénica.

Antes de proceder en esa direccién, podemos comprobar que (6.3) es in-
variante frente al conjunto de transformaciones de supersimetria local (5.39),
(5.42), (5.43), (5.46)-(5.48) encontrado en el capitulo 5, tras una ligera mo-
dificacién en las leyes de transformacién (5.42) y (5.43), proporcional a la
carga eléctrica:

Duéd — (Du —igAm)d , DuZ- — (Dur —igAM)=- , (6.8)

y, por ultimo,

§F — §F + iqdeA . (6.9)

Este cambio en las propiedades de transformacion de los campos componentes
del multiplete quiral proviene de haber fijado el gauge de Wess-Zumino que,
como explicamos con anterioridad, no es covariante frente a transformaciones
de supersimetria.

Podemos eliminar los campos auxiliares U, D, F'y by con el objeto de
encontrar la expresién explicita de la teoria on-shell. Asi, el lagrangiano
fermidnico (6.5) resulta:

2 MNRS 2
V' Lpey = %TC Uy DTy (DR o i3£: ARFS) U
1 - R 4 (0T = MmN
— 2/\(@—1 1 AF5)A— 3 (8(}5‘_‘—2 DyVUn_ + h.c.
aZT o S 3§K’2 - —1 pint
— MHGD—Z(WF 1 )A)~+V Lre (6.10)
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donde L7 se refiere a los términos de interaccién que involucran campos
fermidnicos, cuya forma explicita no resulta de interés en la presente dis-
cusién. Es importante destacar la aparicion de una contribucién adicional
3¢k?/4 a la carga de todos los fermiones de la teoria, cuyo origen debe atri-
buirse a la inclusién del término de Fayet-Iliopoulos en la acciéon de partida
[81].

En un background puramente bosdnico, las unicas transformaciones de
supersimetria que sobreviven corresponden a los campos fermidnicos:

1
SA4| = -2 MNPy invey — 5 (% — qp— ¢> , 6=_|= 5FMDM¢>€+
2 oY oY .
(5\I}M_| = = (DM + — [ a¢(DM¢) 8¢*(DM¢) — €K2TAMj|> €_
1 aY . 7
P I'n (@(ﬁ) *(Q@ —&x*T Al & (6.11)
Por su parte, el sector bosénico del lagrangiano de la teoria resulta:
vaiLl = Lyr_ 21 (Dm¢)(DMe)™ — MRgNSF F
5 9695 M 4 MNIRs
1L (8r_. . 0T . 2
+ o7 ( 5 “Dmo — fa—(DM@) - §N2T-f1-n-f)
1{ 8T 1 :
-3 (q¢6_q5 §§I<EZT) . (6.12)

A fin de llevar (6.12) a su forma canodnica, hacemos un escaleo de Weyl
en la tétrada

3 1/2 i .
A o -y )
Vit = Vit (——KQT) = Ve s 7047 (6.13)
2

MN MN KT 9

q — g (_T) ) V — E4T2V 9 (6']‘4)
en términos de la funcional J (¢, ¢*),
k2T

01208 (1) 019

82



Resta elegir una funcional J(¢,¢*) que logre que el lagrangiano bosénico
coincida con el del modelo abeliano de Higgs. Es inmediato comprobar que

’,‘:2

nos lleva a un término cinético para el campo de Higgs con la forma canodnica
que requiere el modelo. Si redefinimos, ademas, el parametro de Fayet-
Iliopoulos como

£E=—qv*/3, (6.17)
el sector bosénico de la teoria corresponde al modelo abeliano de Higgs mini-
mamente acoplado a la gravedad:

-1 L R MR _NS
‘/ = —_—— — _g F F —_

q2 2 212
- Lol -7 (6.18)

(Due)(DY )"

Notemos que la constante de acoplamiento del potencial de Higgs esta rela-
cionada a la carga eléctrica por la condicién (4.19) que obtuvimos en el
capitulo 4 como un requisito necesario para realizar la extensién de la su-
persimetria global del modelo a N = 2 y, al mismo tiempo, para encontrar
una cota de Bogomol'nyi de la energia por unidad de longitud en el modelo
abeliano de Higgs. En este capitulo, sin embargo, dicha condicién emerge en
un lagrangiano que tiene una unica supersimetria. La razon es simple: las
configuraciones de vértice presentan invarianza traslacional en una de las di-
recciones espaciales. Por lo tanto, la aplicacion del dlgebra de supersimetria
para probar la existencia de una cota de Bogomol’nyi debe ser realizada a con-
tinuacién de una reduccion dimensional del lagrangiano del sistema (6.18) en
la coordenada correspondiente a la invarianza. Como veremos en la préoxima
seccion, el procedimiento de reduccién dimensional duplica las supersimetrias
del modelo, de modo que la condicién (4.19) resulta asociada, en definitiva,
a la presencia de una invarianza supersimétrica extendida N = 2.

Debemos estudiar atin las transformaciones de Weyl sobre el sector fer-
midnico de la teoria correspondientes a las realizadas sobre la tétrada (6.13).
Tras estas transformaciones, aparece un término cinético candmico para el
gravitino (dado por la accién de Rarita-Schwinger) y los demds campos
fermionicos. Veremos que el potencial de Higgs y la corriente de Higgs to-
man, tras el escaleo, su forma usual en las expresiones (6.11) que dan las
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leyes de transformacién de los campos fermidnicos frente a la supersimetria
local. Bajo el escaleo de Weyl, los campos fermiénicos transforman segin:

3 \1/4 3\ -3/4
Upr — <_Z2T) Upy , A— (—m> A, (6.19)
3 \-1/4
y B ("ﬁ) = (6.20)
mientras que el parametro ¢ debe modificarse segin la relacion:
3 \1/4
€— <_;2—T_> €. (6.21)

De este modo, los términos cinéticos correspondientes a estos campos ad-
quieren su forma candnica, excepto por un término mixto (presente ya en la
segunda linea de la ec.(6.10)). A través de una simple redefinicién

1 0T

\I/M_ — \IJM_ — HT#FME-}- 3 (622)

el lagrangiano cinético fermidnico resulta finalmente diagonalizado:

1 MNRS_ 2..2
VlLp, = "56 ULy (DRH‘Z”;

vV

— %E(@—i<q+qv4K)A)E

1_ 2.2 .
~ A (p - z‘q”; Am) A+ V-Lgm (6.23)

ARF5> Ug

y las transformaciones de supersimetria de los campos fermiénicos toman la
siguiente forma:

1 ) 1
0A4| = §EMNFMNC+ + %(Mz —-ofle, , 8B |= §FMDM¢€+
2 ik? 2
donde ,
1
Ju = 3 (#(Dme)" — ¢"(Dm¢)) (6.25)
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es la corriente del campo de Higgs. La expresion (6.23) pone de manifiesto
la aparicién de una carga extra por parte de todos los fermiones del sistema.
Esto jugara un papel importante en los argumentos que desarrollaremos en
las siguientes secciones.

6.2 Reduccién Dimensional y Supergravedad
Extendida

Derivaremos ahora el Lagrangiano correspondiente al modelo abeliano de
Higgs tridimensional acoplado a la supergravedad N = 2, a través de la
reduccién dimensional de (6.18).

Comenzamos por separar en la tétrada las componentes que corresponden
a la dimensién que va a ser eliminada a través del proceso de reduccién

dimensional,
a

Vit = ( ¢ (:: ) : (6.26)

donde usamos g,a = 0,1,2 para denotar los indices curvos y planos (re-
spectivamente) que corresponderdn al espacio-tiempo tridimensional result-
ante e imponemos a todos los campos la independencia respecto de la coorde-
nada que ha de eliminarse, a la que identificamos con (z3). En la ecuacién
(6.26), €}, es la triada de la variedad tridimensional resultante, ¢, un campo
vectorial frente al grupo de Lorentz en dicha variedad y ¢ un campo escalar
real. Hemos elegido el gauge V> = 0, que puede ser fijado mediante una
transformacion local de Lorentz apropiada [82]. En efecto, una variacion in-
finitesimal de Vj bajo transformaciones locales de supersimetria y de Lorentz
y una transformacion general de coordenadas, toma la forma:

Vit = keTAU N + W ViE + OV + €RORVYE (6.27)

donde €, w?; y £F son los correspondientes pardmetros locales. De este modo,
podemos ver que la libertad asociada a la invarianza frente a transformaciones
generales de coordenadas en cuatro dimensiones puede ser aprovechada para
imponer

a, =0 y ¢=1, (6.28)

preservando la invarianza frente a las transformaciones del grupo de Poin-
caré local en el espacio-tiempo reducido tridimensional. Estas condiciones
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desconectan algunos aspectos de la fisica resultante en el sistema tridimen-
sional, de aquella que tiene lugar en el modelo de partida, a diferencia de lo
que ocurre con la reduccién dimensional & la Kaluza - Klein [82, 83, 84] y el
procedimiento presentado en la Ref.[85], que preserva la dindmica del modelo
de dimensionalidad mayor.
Con las condiciones anteriores, el tensor métrico en d = 4 resulta:
W
gV = VIVEAE = (¢ : (6.29)
\ 0 -1
donde n8 = diag(+ — ——). La conexién espinorial sobre una configuracién

puramente bosénica, por su parte, toma la forma de la correspondiente al
espacio-tiempo reducido,

1 m._m 1
Qeab| = weas| = —;j{ec el —erer)Onems + ;Z-eTeZanemc —(aeb), (6.30)
mientras que todas las demds componentes se anulan. Entonces, el escalar
de Ricci en cuatro dimensiones R se reduce, simplemente, al de la variedad
tridimensional que denotaremos como K.
Tras la reduccién dimensional, el lagrangiano (6.18) resulta:

- 1 1 vo 1 *
€ 1L| = _WR - Egupg Fu Fpe + E(D;ﬂs)(Dud’)
1 M q 20 412 ¢ 2 212
+ 50,50°5 - Tt - L(lg - o2y, (6.31)
donde hemos identificado:
Ay =(4A,,S5) .

El lagrangiano (6.31) describe la dinamica del sector bosénico del modelo
abeliano de Higgs tridimensional acoplado a supergravedad N = 2. Est4 dado,
simplemente, por el acoplamiento minimo del sector bosénico del modelo
abeliano de Higgs N = 2 supersimétrico (4.20) al campo gravitacional.

Estudiaremos ahora la reduccién dimensional de las leyes de transforma-
cion supersimétricas dadas en (6.24). Especificamos la representacién para
el algebra de Clifford tetradimensional,

[*"=4"®™1 , MP=1Qin , P =1@n
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Eab — O.ab ® 1 , 2(13 — _ESa — 70. ® T , (632)

en términos de las matrices de Dirac 2 x 2 en tres dimensiones v* y del
generador de espin del grupo de Lorentz tridimensional 0®® = 1/2[y%,~4%]. 7,
en tanto, son las matrices de Pauli. En esta representacion, los espinores de
Majorana tetradimensionales toman la forma

v = ( 2%1 ’ ) (6.33)

donde ¥, y ¥, son espinores reales de 2-componentes, que pueden ser con-
siderados como campos de Majorana tridimensionales. Con estos espinores
de Majorana, podemos construir un fermién de Dirac en tres dimensiones
como:

Y=V, +1¥,.

Finalmente, en el procedimiento de reduccién dimensional, debemos tener
en cuenta las correcciones a las leyes de transformacion de todos los campos,
en correspondencia con las realizadas anteriormente, a fin de mantenernos en
el gauge elegido para la tétrada. Asi, las transformaciones supersimétricas
de los campos fermidnicos resultan:

6\ = SFuwo™ e+ Z(141" = v)e+7"9,5¢

(Do +iqSe)e , oys| = —l— S(Igl* = v¥)e, (6.34)

N —

x| =
2 2.
Sl = = (D +2 (Ju+qv Au)) = ;V
Hemos incluido la transformacion correspondiente a 13, un campo fermidnico
remanente del modelo tetradimensional de partida. Nuestro interés se centrara,
sin embargo, en aquellas configuraciones bosénicas en las que el campo escal-
ar S se anula idénticamente. Sobre estas soluciones, la ley de transformacion
para el campo 3 resultard trivial. Debido a que € es un espinor de Dirac,
las expresiones (6.34) son las leyes de transformacién fermiénicas frente a
supersimetria local extendida N = 2. Como mencionamos anteriormente, el
procedimiento de reduccién dimensional ha duplicado las supersimetrias del
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modelo de partida. Hemos introducido en (6.34) la definicién de la derivada
supercovariante V, segun:

= 1 ab K” 2

Ve=|(0,+ 7 Wnab? + lZ(J" + quv*A,) ] €. (6.35)

Resta llevar a cabo la reduccion dimensional del lagrangiano fermionico

(6.23), que nos dara la contraparte fermiodnica del lagrangiano bosénico N = 2
(6.31). A fin de obtener un término cinético correctamente diagonalizado,
debemos realizar la siguiente transformacion,

¢u — ¢u + i'Yud)S ) (636)

tras la cudl, el lagrangiano fermionico resultante es:

1 pua T "*7 [ ( / ’U2f€2 \
= —ze™ o= XIP—ig|l+—— .
Lfer 5" VeVibs = 5X (P zq(\ + )A)x (6.37)
w22

v2ik?

€< . € - :
- 5/\(@—“1 1 -'71)/\—51/)3(127—19‘

\

.a) do + Lint

Hemos incluido en el dltimo término, L . todas las interacciones restantes
que involucran a campos fermidnicos. Notamos que la reduccién dimensional
preserva la carga extra adquirida por los campos fermionicos en el sistema
tetradimensional.

6.3 Supercarga y Geometria del modelo tridi-
mensional

En esta seccidn, construiremos las cargas de supersimetria local que gene-
ran las transformaciones que dejan invariante al lagrangiano (6.31) y (6.38)
del modelo abeliano de Higgs acoplado a supergravedad N = 2 en 2 +1
dimensiones. Previamente, discutiremos algunos aspectos relacionados con
la geometria del espacio-tiempo emergente en teorias gravitatorias tridimen-
sionales.

En 2 4+ 1 dimensiones, la curvatura del espacio-tiempo puede ser entera-
mente descrita en términos del tensor de Ricci [62],

1
Ropon = 00 Bux — Ry — guw Brx + gun By — E(gz\ug;m — gangu) R . (6.38)
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Como consecuencia de este hecho, las ecuaciones de movimiento ligan de
manera directa al tensor de Riemann con el tensor de Einstein,

R/\uvn = f/\uacunﬁGaﬁ 3 (639)

de modo que, tanto en ausencia de materia como en el exterior de una dis-
tribucién de fuentes, el espacio-tiempo es plano. En este sentido, la relativi-
dad general en 2 + 1 dimensiones es dindmicamente trivial: un conjunto de
masas puntuales no interactda gravitacionalmente entre si. De este modo, la
energia total identificada con el generador de traslaciones temporales definido
asintéticamente, reviste un caracter puramente topoldgico para un sistema de
n masas puntuales [86]. Ain cuando la masa se encuentre repartida segin al-
guna distribucién extendida, en la medida en que asintéticamente 7,,, — 0, la
curvatura del espacio-tiempo se ird haciendo plana, de acuerdo con la ecuacién
(6.39). Debemos sefialar, no obstante, que aunque la curvatura resulte as-
intéticamente plana, la métrica no describe un espacio-tiempo plano. Para
ilustrar este punto, escribiremos la métrica de un espacio-tiempo estatico en
términos de un conjunto de coordenadas que describen localmente a una su-
perficie II, ortogonal en todos lados al campo vectorial de Killing tipo-tiempo
%, asociado a dicha estaticidad:

ds? = dt® + g;;dz'dz’ (6.40)

donde g;; es una funcién que depende solamente de las variables espaciales
que describen a la superficie II.

Toda métrica bidimensional es conformemente equivalente a una métrica
de Kahler, por lo que podemos escribir el intervalo en la forma:

ds* = dt* — 0dzdz , (6.41)

donde 2 es una funcién de las coordenadas conformes z, z sobre la superficie

II, ©(z, z). Para cualquier configuracién de energia finita, las ecuaciones de
Einstein

1
G. =R, — §guuR = g?Tp* (6.42)

restringen el comportamiento asintotico de §2 a la forma

N(z,2) > (22)” 2 (6.43)



en la que M es la masa total de la fuente de materia,
1
M=— / dzdz Q2T (6.44)
27

De este modo, la métrica (6.41) se acerca asintéticamente a la métrica de un
cono plano con un angulo de déficit § proporcional a la masa M de la fuente de
materia § = 2rk?M [87]. Si la masa de las configuracién M es mayor que la
masa de Planck, M, = k7%, la métrica resulta singular. Para el caso especial
en que M = M, el cono se degenera y el espacio es asintdticamente cilindrico
(nosotros consideraremos M < M,). La masa M es debida exclusivamente a
la materia. La razén de este hecho particular al caso tridimensional, estd en
que la densidad de Euler completa \/—gGog resulta una divergencia para la
métrica estética (6.41) [86]. En 3 + 1 dimensiones, en cambio, esto es cierto
sélo para la parte linealizada G4y, alrededor de la solucién asintdtica (5.58)
y (5.59), de modo que la energfa total alli resulta la suma de la contribucién
de la materia y de los términos no-lineales de origen gravitacionales.

El hecho de que cualquier configuracién masiva produzca una geometria
asintéticamente cénica en d = 3, crea un serio problema en nuestro intento
de obtener una cota de Bogomol’'nyi a partir de la existencia de una super-
simetria extendida subyacente al modelo. En el capitulo anterior mostramos
que los generadores de supersimetria local deben construirse a partir de es-
pinores que asintoticamente resulten supercovariantemente constantes. Una
transformacién generada por operadores construidos a partir de espinores que
no satisfagan esta condicion modificara el comportamiento asintético de los
campos, de manera que no sean soluciones admisibles en la teoria. En otras
palabras, en ausencia de espinores de Killing asintdticos, cualquier config-
uracion de la teoria rompe la supersimetria existente a nivel del lagrangiano.
Como mostraremos de inmediato, en una geometria asintéticamente conica
no existen, en principio, espinores supercovariantemente constantes, tal como
recientemente observara Witten [24].

El argumento de Witten puede ser presentado de la manera siguiente:
consideremos un espinor de Killing asintético 1, y evaluemos el resultado de
realizar un transporte paralelo a lo largo de una curva cerrada I', de radio
suficientemente grande, que rodee al origen. En ese caso, n adquiere una fase
dada por la circulacién de la conexién espinorial dual wj,

2(@)lr = Pexp (5 f wividet) nia)lo. (6.45)
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P denota que el desarrollo de la exponencial debe respetar el orden en el que
el camino I' es recorrido. Hemos introducido en (6.45) la cantidad w? que
esta dada en términos de la conexién espinorial por la siguiente expresion:

1

w? = ic“bcwubc . (6.46)

I

Para la métrica del espacio-tiempo (6.41), podemos elegir una configuracion,
para el campo de triada e, dada por:

=e =1 , =07 (6.47)

-mientras todas las demds componentes resultan nulas -, toda vez que es-
cribamos la métrica plana (del plano tangente) en coordenadas conformes,

Moo = —2n4- = —2n_4y =1. (6.48)
La tnica componente no-nula de la conexién espinorial resulta:

w?=—0;logQ , (6.49)

z

de modo que la ecuacién (6.45) puede ser escrita como:

n(z)|ar = Pexp (% f[ 0s log Qd?’yo) n(z)o - (6.50)

Siendo la regién de integracién una curva de radio grande, podemos insertar
(6.43) en la integral anterior, arribando a la expresion:

1
N+(z)|2r = exp (ﬂ:;{i) n+(x)o , (6.51)
segin el espinor resulte ‘quiralé ‘anti-quiral’frente a la matriz v°,

n(z)s = £n(z)+ . (6.52)

El dngulo de déficit § en espacios asintdticamente conicos es menor que 27,
de manera que el transporte paralelo da lugar a una holonomia no-trivial que
resulta en la imposibilidad de tener un espinor 7 bien definido.

Las consecuencias fisicas (recordemos que estamos discutiendo el caso 2+1
dimensional) de este hecho, sefialadas por Witten [24], son sumamente interes-
antes. Las teorias supergravitatorias llevan, en general, a una dicotomia: la
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supersimetria no esta rota y, consecuentemente, los bosones y los fermio-
nes estan degenerados, o bien la supersimetria esta rota y la constante cos-
moldgica de la teoria resulta distinta de cero. Ninguna de estas alternativas
aparece como satisfactoria. Ambas nos llevan a resultados en contradiccion
con la experiencia. El punto notable, es que en un espacio-tiempo 2 + 1 di-
mensional, como consecuencia de (6.51), la supersimetria sélo se preserva en
una configuracién no masiva, es decir, en el vacio. De este modo, ain cuando
la supersimetria se aplica al vacio - asegurando la anulacién de la constante
cosmoldgica -, no ocurre lo mismo para los estados excitados, por lo que
no debemos esperar que haya una degeneracién entre bosones y fermiones
[24]. Claro estd que este mecanismo es especial de 2 4+ 1 dimensiones. Sin
embargo, recientemente, ha dado lugar a posibles extensiones a modelos en
4 dimensiones [88], debido a la existencia de una dualidad entre teorias en
d = 3 con supersimetria rota por una singularidad cénica, y teorias en d = 4
en el régimen de acoplamiento fuerte [89).

La existencia de una cota topoldgica en el modelo abeliano de Higgs aco-
plado a la gravedad [90] - con ecuaciones de autodualidad que resultan, sim-
plemente, la covariantizacién de las obtenidas originalmente por Bogomol'nyi
[7] -, junto con la construccién realizada en el capitulo 4 en ausencia de
gravedad, permiten intuir la existencia de algiin mecanismo que resuelva la
dificultad presentada por (6.51). Como veremos mas adelante, en el modelo
abeliano de Higgs, dicho mecanismo estd relacionado con el efecto Bohm-
Aharonov.

6.4 El Algebra de Supergravedad y la Forma
de Nester generalizada

En esta seccidn procederemos en forma “ingenua” a la construccion del
algebra de supercargas correspondiente a la supergravedad extendida del
modelo. Es decir, supondremos que el sistema admite espinores de Killing
asintéticos a pesar de los argumentos contrarios discutidos en la seccion an-
terior (mas adelante, esta hipétesis resultara justificada convenientemente).
Mostraremos que el algebra de supersimetria puede ser escrita en términos
de la circulacidn, a lo largo de una trayectoria cerrada en el infinito, de una
1-forma.
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Comenzaremos escribiendo las ecuaciones de movimiento del lagrangiano
(6.31) y (6.38) para los campos bosénicos, en un background en el que todos
los fermiones se anulan idénticamente. Resultan:

1

\/_—gau(\/__gF‘w) =—qJ", (6.53)

=D Va0 ) = S e - i Se, (654)
1 I — 2 2
= 0.(V=G0"S) = 415 (6:55)

La contribucién de los campos de materia a las ecuaciones de Einstein (6.42),

viene dada por la expresién del tensor de energia-impulso T2,

1 1
Tp* = —g"FuFn- 5(Dud)(Dud)” — 5(Dud)"(Dv¢) = 0,50,5
1 1 1 #
+ 9w [_FP”FM + =(D,9)(D*¢)" — -0,50"S — q_S2|¢|2
4 2 2 2
q2
b Lor -] (6.5

Teniendo en cuenta que nos concentraremos en el modelo abeliano de Higgs
acoplado a la gravedad, imponemos la condicién

S=0 (6.57)

sobre las configuraciones clasicas del modelo. Mas ain, dado que las ecua-
ciones de Bogomol’nyi hacen referencia a soluciones estéticas con Ay = 0,
también imponemos estas condiciones sobre dichas configuraciones (notar
que de este modo T = 0). La masa (6.44) de una configuracién sujeta
a las condiciones anteriores, resulta:

1 _ 1 q2
— d Q2 - 2 _A* _ . * 1 2 _ 2\2 .
M —Qﬁ/dz z [2}' + D,¢D;¢* + D;¢D,¢* + 8(|¢| v?)

(6.58)
Para construir las supercargas del modelo, seguiremos el método de No-
ether discutido en 3.4. La corriente conservada J*[¢] correspondiente a la
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supersimetria local extendida del lagrangiano (6.31) y (6.38), esta dada por
la siguiente expresion:

_ ' 1
T = =3 (50 + (19 = 7)) ¢ = sxr(P9)e

2 ePh

K €

P, Voe+ hoc. + ... (6.59)

donde los puntos suspensivos representan a una gran cantidad de términos
que contienen tres campos fermidnicos, y que no son relevantes para nuestra
construccién ya que, después de calcular el algebra de supersimetria N = 2,
la evaluaremos en el background puramente bosdnico en el que estos términos
no tendran contribucion alguna.

Las supercargas Q[e] asociadas a la corriente (6.59), pueden ser obtenidas
mediante una integral de dicha corriente sobre una superficie tipo-espacio X,

Q[ = /Ej“[e]dzu = Qe +iQale] , (6.60)

cuyo elemento de area hemos denotado por d¥,. En esta expresion, Qy, I=1,2,
son las supercargas Majorana, generadoras de las transformaciones de super-
simetria N = 2. Ahora bien, podemos imponer la ecuaciéon de movimiento
del gravitino,

9 eHoP

2 "R - 1 ] 1
.8, = T (5Fwo™ + 261 - 1) + 504 (D8),  (661)

K

de modo que, tras una integracion por partes, podemos escribir a la super-
carga como la circulacién del gravitino alrededor del contorno orientado 9%,

&

Qle] = —é ]48 _@buda (6.62)

Debemos remarcar en este punto, que la expresion anterior coincide con
los resultados obtenidos por Teitelboim [54] para supergravedad pura en un
espacio-tiempo tetradimensional y con los que hubiéramos obtenido a partir
de la argumentacion seguida en el capitulo anterior (5.65)-(5.72), luego de
practicar la reduccién dimensional correspondiente. La carga (6.62) genera
las transformaciones frente a las cuales el lagrangiano (6.31) y (6.38) es in-
variante. No obstante, como discutimos anteriormente, de no resultar € un
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espinor de Killing asintdtico, la supersimetria del lagrangiano estara rota
sobre las soluciones.

Como explicamos al final del capitulo 5, si € resulta un espinor de Killing
asintético, el algebra satisfecha por las supercargas Majorana Q; (6.60), no
es otra cosa que un algebra de supersimetria rigida N = 2. All{ utilizamos la
formulacién hamiltoniana de la teoria para realizar la demostracion de este
hecho y entender cémo una transformacion local de supersimetria puede estar
dada enteramente en términos de un valor asintético constante del parametro
¢, una vez que todos los gauge han sido fijados. A continuacion veremos
otra manera de obtener este resultado, en la que se explicitan conveniente-
mente algunas cantidades de interés para nuestro procedimiento. Como se
explica en la Ref.[54], no es posible realizar el célculo del algebra de su-
percargas evaluando (ingenuamente) los corchetes de Poisson a partir de la
expresion (6.62), ya que los términos de superficie no tienen bien definidas
sus derivadas funcionales y, por lo tanto, los corchetes de Poisson con los
diferentes campos de la teoria no resultan bien definidos. Podemos, no obs-
tante, asumir que hemos impuesto las condiciones de gauge que promueven a
Qle] a ser el generador de transformaciones de supersimetria local, toda vez
que reemplacemos los paréntesis de Poisson graduados por paréntesis de Dir-
ac graduados. Entonces, podemos evaluar el algebra de supersimetria sobre
una configuracion puramente bosonica, simplemente haciendo actuar en el
integrando de (6.62) la transformacién de supersimetria generada por QJe],

{Qld, Qld}| = .06l = — §_bpulds* (6.63)

Introduciendo la ley de transformacién del gravitino (6.34) en la expresién
anterior, resulta:

— 4 ,\
{Qld, Qlel}l = = § _eV,eda . (6.64)

El algebra de supercargas evaluada sobre una configuraciéon puramente bosd-
nica, resulta ser la integral sobre el contorno unidimensional de una 1-forma
w, construida a partir del parametro fermionico:

(Qld, Q=5 f v, (6.65)
w = eV eds* | (6.66)
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a la que denominaremos forma de Nester generalizada en un espacio-tiempo
tridimensional. La forma de Nester [71, 91] fue introducida como una versién
covariante de la cantidad tetradimensional utilizada por Witten [56] para de-
mostrar la positividad de la energia en la Relatividad General. Su relaciéon
con el algebra de supersimetria en la teoria de supergravedad pura fue ob-
servada inicialmente por Horowitz y Strominger [57], Deser [58] y Teitelboim
[59]. En teorias que describen materia acoplada a la supergravedad, una gen-
eralizacién de la forma de Nester ha permitido realizar demostraciones a la
Witten de la existencia de cotas inferiores en la masa ADM [92] de sistemas
en 3+ 1y 4+ 1 dimensiones [93]-[96]. En un trabajo reciente, K. Becker, M.
Becker y Strominger [97] introdujeron una cantidad analoga para un sistema
tridimensional que, a la luz de nuestra construccién basada en el algebra su-
persimétrica, puede ser entendida como la extensién de la forma de Nester
generalizada a sistemas en 2 + 1 dimensiones (6.66).

6.5 Cotas y Ecuaciones de Bogomol’nyi del sis-
tema

Hemos conseguido escribir el algebra de supercargas N = 2 en términos
de la circulacién de la forma de Nester generalizada. Las cargas, a su vez,
fueron construidas a partir de un parametro ¢ cuya condiciéon de espinor
covariantemente constante en el infinito ain debe ser probada. Mostraremos
a continuacion, en nuestro modelo tridimensional, que la integral de linea de
la forma de Nester generalizada w definida anteriormente es definida positiva.
Obtendremos, a partir de este resultado, la cota de Bogomol’nyi del sistema
y su conexion con la supergravedad extendida N = 2.

Primeramente, podemos usar el teorema de Stokes para escribir la integral
de w como una integral de superficie sobre X:

ﬁzw = /2 OV 5(eV €)dT, (6.67)

cuyo integrando puede expandirse segun:

A = 1 A A
PV 5(eV 1€) = PV eV e + ge“UﬂE[Vg, V.,]e. (6.68)
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Usando la definicién de la derivada supercovariante (6.35), encontramos que
el conmutador del segundo término puede escribirse como:

Ao 1
[V V] = iRu,,abEab +
Ahora, introduciendo este resultado en (6.68) y teniendo en cuenta las ecua-
ciones de Einstein (6.42), podemos escribir el integrando (6.67) en términos
de las leyes de transformacion frente a la supersimetria extendida para los

campos fermidnicos A y Y, segin la siguiente expresion:

: 2.2 - .2
“1“2” Fo + %(aw/,, —8,7,), (6.69)

f€2

PV 5(eV 4€) = e‘“’"ﬁ@pe + 5 3V 8 + afy”cscx] : (6.70)

Elegiremos, ahora, una superficie de integraciéon X tipo-espacio, de modo que
el diferencial de superficie puede escribirse como dX, = (dX;,0). Entonces,
solamente necesitamos calcular la componente temporal de la ecuacién (6.70)
la cual, tras algunas operaciones en el algebra de Clifford, se lee:

V0,0 = (7)) (F¥se) — g (1) (9¢)
L PEN i
+ S satear+sadsn]. (6.71)
Es posible ver, en este punto, que la imposicion de la siguiente condicion,
7'Vie=0, (6.72)

generalizacién de la llamada condicién de Witten [56], conduce a que el miem-
bro derecho de la ecuacién (6.71) sea definido positivo

OV 5(eV,€) > 0 . (6.73)

Entonces, recordando la relacién (6.67) entre el dlgebra de supercargas y la
circulacién de w, llegamos a la siguiente cota:

{Qle], Qlel}| >0, (6.74)

que es saturada si y solo si las configuraciones de campos bosénicos son tales
que preservan el background puramente bosonico:

§A=0, (6.75)
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Sox =0 (6.76)

y, por ultimo,

Vie=0. (6.77)
La condicién (6.77) refleja nuestra eleccién de la superficie de integracién X.
Es inmediato ver que una eleccién genérica implicaria, en lugar de (6.77),

Vae=0. (6.78)

El hecho de que nos hayamos visto forzados a utilizar la condicion de
Witten generalizada (6.72), proviene de la necesidad de imponer las condi-
ciones de gauge y los vinculos sobre los campos a fin de que, como vimos en
la ltima seccién del capitulo anterior, la supercarga Q[¢] pueda actuar como
el generador de las transformaciones de supersimetria local. Debemos elimi-
nar los grados de libertad longitudinales (que pueden tener norma negativa),
forzando la eleccién del gauge transverso:

Yapi=0. (6.79)

Los parametros ¢ de las transformaciones de supersimetria local deben ser
tales que mantengan las condiciones de gauge introducidas. La condicién
(6.79) es preservada, justamente, si se satisface la condicion de Witten gene-
ralizada (6.72). Las transformaciones definidas con los paréntesis de Dirac
preservan automaticamente esta condicion.

La forma explicita de las ecuaciones (6.75)-(6.78) que hemos obtenido
para el caso en el que la cota (6.74) se encuentra saturada, resulta:

1 .
b= [F,“,a‘“’ 2 %(W - v2)] e=0, (6.80)
1
bx = 5(Pg)e =0, (6.81)
2
S, = (Du + i%(Ju + quAu)) e=0. (6.82)

Si no imponemos, en este punto, alguna restriccion sobre el parametro de la
transformacion, es inmediato observar que las ecuaciones (6.80) y (6.81) sélo
admiten una solucién trivial. De hecho, escribiendo

€= ( Zj ) , (6.83)
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podemos comprobar que las condiciones
S, A=06,x=0, (6.84)

implican 6._X # 0, 8._x # 0 para soluciones no-triviales. Entonces, dado
que nos interesa encontrar ecuaciones de Bogomol'nyi para configuraciones
topolégicamente no-triviales, tiene sentido que asignemos al parametro € una
cierta ‘quiralidad’!. Impondremos, por ejemplo, que € tenga sélo una com-
ponente compleja independiente e,

= ( ‘0+ ) , (6.85)

solucién de la condicién de Witten generalizada (6.72) que, bajo la condicién
anterior, toma la forma:

V.. =0. (6.86)
Para esta eleccidn del pardmetro, resulta inmediato comprobar que
S = (F = (19 — o)) e =0, (6.87)
1
Se,x = 5(D2¢)6+ =0, (6.88)

son las mismas ecuaciones de Bogomol’'nyi para los campos de materia del
caso rigido (2.56) y (4.32) escritas en forma covariante. De haber realiza-
do la otra eleccion posible en la ‘quiralidad’del parametro de supersimetria,
habriamos obtenido el otro conjunto de ecuaciones de autodualidad (2.57) y
(4.33). Mds ain, podemos afirmar, a esta altura, que (6.87) y (6.88) son las
ecuaciones de Bogomol’'nyi de la materia para el modelo abeliano de Higgs
acoplado a la gravedad, comparandolas con las obtenidas originalmente, en un
contexto no-supersimétrico, por Comtet y Gibbons en el mismo modelo [90].
Lo que ain no resulta del todo claro en esta etapa de nuestra construccion, es

'La eleccién que realizamos aqui corresponde, en realidad, a aquella que da lugar a
la combinacién de supercargas que se anula sobre las configuraciones que tienen un valor
de la carga central igual a la masa. Esto resulta claro tras verificar que el dlgebra de los
generadores resulta un algebra de supersimetria global en términos de los parametros en

el infinito, por lo que sus representaciones también se corresponden con aquellas del caso
rigido [14].
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cémo estan relacionadas las ecuaciones anteriores con la existencia de una co-
ta de naturaleza topoldgica en el modelo. Para aclarar este punto, debemos
apelar al cdlculo del algebra de supercargas (6.64), que podemos escribir,
explicitando la forma de la superderivada covariante, como:

_ 4 )
{QkLQkH|=;Eﬁzd%ah”+z£E&Uﬁ+qﬂAgmﬁ. (6.89)

La integral estd realizada sobre el contorno X de la superficie tipo-espacio
¥, que asumiremos de radio R grande pero finito para evitar divergencias
infrarrojas. Podemos hacer uso, entonces, del comportamiento asintético de
los distintos campos que aparecen en (6.89). La conexién espinorial (6.49)
que contribuye a la derivada covariante en el primer término del lado derecho
de la ecuacién anterior, se comporta segun:

0_)K2M
z 2z °

w (6.90)
Respecto del campo electromagnético y de la corriente del campo de Higgs,
a fin de que la masa de la configuracion (6.58) resulte finita, las siguientes
condiciones asintoticas deben verificarse:
mn mn 1 1
Aa—— | Ah L%OCQ ,kﬁOGﬁ, (6.91)
qz qz 2% 2z
donde n es el nimero topoldgico que caracteriza la cantidad de cuantos de
flujo magnético de la solucién. Finalmente, el comportamiento asintético del
parametro €, sera escrito en la forma:

€ = O(22)ew (6.92)

donde ©(zz) puede ser determinada a partir de la condicién (6.72). Usando
los comportamientos asintoticos anteriores, evaluamos la integral de linea
(6.89), que resulta:

{Qe], Qlel} = (M&wu%€0o — v*néx€ns)O(22)2. (6.93)

La relacion de este resultado con el algebra global de supersimetria exten-
dida (4.25) no es un accidente: como discutimos anteriormente, las transfor-
maciones de supersimetria en el infinito espacial deben satisfacer un algebra
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supersimétrica rigida. Debemos demostrar que los parametros € son superco-
variantemente constantes en el infinito para poder garantizar que la supersi-
metria es valida sobre las soluciones del sistema. De acuerdo con lo explicado
anteriormente, consideraremos un parametro espinorial “quiral” e, de modo
que, tras determinar la forma explicita de la funcic')n 0O(z22) a partir de (6.86),

O(22) = (22)7"
(

la expresién del algebra de supercargas (6.93) se reduzca a:

{Qlel, QLel} = (M — v?n)ch eesn®(R)? . (6.95)
De este modo, dejamos al descubierto el hecho de que la cota obtenida an-

teriormente (6.74), no e<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>