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El tam bor (inctal. Una membrana vibrando se sostiene a su borde por una forma liada 1 
(arriba a la izquierda) en lugar de la clásiea circular. Esto origina que los modos 
resonantes de vibración estén fuertemente localizados en el espacio, como puede 

observarse por el paso de un haz láser en paralelo y muy cercano a la membrana vibrante. 
(Bernard Sapoval, “Les Fractals”, Edilions Aditech, Paris, 1990)
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In tr o d u cc ió n  G eneral.

La gran complejidad y estructu ra  in trincada que caracteriza a los fractalcs, que 
pueden obtenerse a partir de ecuaciones m atem áticas sencillas, los hace im portantes 
en diversas aplicaciones artísticas y tecnológicas. Seguramente el lector los conoce a 
través de estructuras de tipo coloreadas con formas geométricas llamativas que habrá 
visto alguna vez. Con los algoritm os fractalcs se pueden crear modelos precisos de 
plantas, líneas costeras, m ontañas, nubes, sistem as biológicos y otros objetos natu 
rales que serían difíciles, o hasta  imposible, do modelar por otros medios. D urante 
la últim a década, científicos que traba jan  en las más diversas áreas han reconocido 
que la mayoría de sus experim entos poseen una complejidad geométrica especial. La 
introducción de este tipo de formas geométricas se debe principalm ente a la activi
dad de B. B. M andelbrot, que llamó la atención hacia las propiedades geométricas 
particulares de dichos objetos y clió el nombre fractal para estas formas que podían 
caracterizarse por una dimcnsionalidacl no entera (fractal).

Además, los fractalcs proveen una forma de alm acenar la estructu ra  detallada de 
objetos complejos en forma com pacta y eficiente. Los objetos fractalcs han posibilita
do a estudiar áreas relacionadas tales como el caos, el aparente com portam iento 
aleatorio de ciertas ecuaciones y la caracterización de sistem as muy complejos en 
su estructura .

Un área de investigación muy im portante de la ciencia y la tecnología lo representa 
el estudio de las propiedades de diferentes objetos a través de su interacción con 
ondas. En particular, las ondas electrom agnéticas constituyen un método de amplio 
desarrollo, principalm ente caracterizadas por su muy poca (o casi nula, en algunos 
casos) interacción con el objeto de interés. E sta  interacción y la distribución de 
intensidad que de ella resulta, ha dado lugar a diferentes tipos de estudios tales como 
difracción, scattering o propagación de ondas en un medio en particular. En estos 
tipo de desarrollos tiene im portancia tam bién la relación entre el tam año del objeto 
a estudiar (o de sus componentes) y la longitud de onda de la radiación incidente. 
Interesa fundam entalm ente obtener información del objeto a partir de la contenida 
en la onda reflejada o transm itida. Es decir, interesa relacionar la distribución de 
intensidad de la radiación electrom agnética con las características y propiedades del 
objeto  en cuestión. El estudio del speckle, am pliam ente desarrollado en óptica es un 
ejemplo de esto, donde se relaciona la distribución estadística del campo dispersado 
por la correspondiente distribución de las rugosidades de una superficie.

La pregunta fundam ental en nuestro caso es: por qué estudiar fractalcs y su 
interacción con ondas electrom agnéticas?. Es sabido ahora que la geom etría fractal 
es “lo norm al” , m ientras que la geom etría caracterizada por curvas regulares y “de 
buen com portam iento” o derivables son los casos “anómalos . Es im poitan te  entonces 
iniciar un estudio más profundo tendiente a estudiar la interacción de ondas con la 
geom etría d e 'u n  objeto, y ver en que form a esta  geom etría queda reflejada en las 
ondas resultantes que salen desde el objeto. Con esta finalidad desarrollamos primero 
algunos de los conceptos fundam entales para  el estudio de la geom etría fractal, que 
serán aplicados posteriorm ente en el área de la física en que estam os interesados.

En el capítulo /  se presenta una introducción m atem ática básica a los conceptos



necesarios para utilizar en geometría, fractal. Es enfocado en un sentido inris general, 
ya que interesan en este caso los aspectos geométricos de diversos conjuntos, dando 
cjcmlos <pie permiten vislumbrar las posteriores aplicaciones a conjuntos fractales. Los 
conjuntos y sus propiedades de medida y dimensión son introducidos en esta sección, 
así como casos mas específico como lo es la medida de IlaussdoríT y las posibles defini
ciones de dimensión, de las cuales la de IlaussdoríF-Besicovich y la de box-counting 
son ejemplos a tener en cuenta. Se muestran finalmente algunos ejemplos de fractales 
en la naturaleza que inspiraron las aplicaciones de estos objetos geométricos.

En el capítulo I I  se introducen conceptos mas específicos y que hacen a la geometría 
fractal, tales como auto-similaridad y auto-afinidad, contracción y algunos teoremas 
relacionados (pie dan la base para el método de construcción con Sistemas de Fun
ciones lloradas ( I F S ) } el cual fue prineiplamcntc desarrollado por Barnsley y que 
constituye un trabajo fundamental especialmente para nosotros porque puede rela
cionarse con métodos de procesamiento de imágenes. Luego se dan varios ejemplos 
de funciones o conjuntos fractales matemáticos, como el conjunto de Cantor, el de 
Kocli o los de Sicrpinski, los cuales son importantes porque sobre ellos se realizan 
los posteriores estudios de difracción y seattering por ondas electromagnéticas. La 
mayor parte del capítulo I I  está dedicada a los métodos de construcción que liemos 
desarrollado, utilizando distribuciones periódicas. También se tra ta  el caso de con
juntos fractales cpie poseen diferente forma funcional de la frontera ¡jara los dominios 
involucrados, lo cjue da  una estructura  fina diferente en cada paso de la iteración. A 
partir  de estos tipos de caracterización,.introducir la aleatoriedad en un fractal es una 
cosa sencilla, sin embargo también pueden lograrse casos de cuasi-aleatoriedad si solo 
algunas de las componentes periódicas tienen este tipo de distribución. El construir 
conjuntos fractales con funciones rectangulares es el principal logro sin dudas y, si 
bien estri relacionado con las I F S  en los métodos de construcción, permiten dar una 
visión diferente sobre los conjuntos fractales. La posibilidad de filtrado de compo
nentes es un caso especial de importantes consecuencias en el procesamiento óptico y 
electromagnético de la información.

Al final de los capítulos I  y  I I  puede encontrarse una extensa bibliografía que 
incluye los fundamentos y las mas diversas aplicaciones de los objetos fractales.

El capítulo I I I  contiene las aplicaciones a la óptica clásica, es decir la relacionada 
con una teoría escalar de los campos electromagnéticos, de los lesultados obtenidos 
a partir de los métodos de construcción enunciados en el capítulo anterior, relacio
nando c.on las aplicaciones corrientes de los parámetros y conceptos desarrollados por 
otros autores, como T. Asakura y su grupo de trabajo, A. Laktakhia y T. Alieva. Se 
muestran aquí diversos resultados experimentales con redes de difracción fractal, el 
estudio de la auto-similaridad en diversos casos tanto en la región de Fraunhofer como 
en la de Frcsnel. En una segunda parte se desarrollan brevemente algunos temas que 
hemos estado estudiando y que en el futuro nos interesaría relacionar con los concep
tos que aquí utilizamos referidos a geometría fractal. Estos ejemplos se refieren al 
estudio de superficies mediante métodos spccklc y de microscopía óptica, aplicaciones 
al procesamiento óptico de la información, construcción de formas fractales mediante 
métodos intcrferométricos, superposición de imágenes con distribuciones aleatorias 
de elementos y formulación de entropía para  el estudio de la propagación de haces
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electromagneticos en diversos medios.
El capítulo I V  se refiere a las aplicaciones en el Ambito de una teoría vector

ial. Comenzamos con una introducción a los fundamentos de la interacción entre 
la radiación y la materia, y mostramos una relación entre la geometría fractal y las 
excitaciones no lineales de una superficie que ha sido desarrollado por otros autores. 
Los aportes que liemos conseguido en este sentido tienen que ver con multicapas y 
superficies, utilizando métodos de impedancia de entrada de tales estructuras, liemos 
relacionado en este sentido con resultados obtenidos por D. L. J aggard y aplicaciones 
desarrolladas anteriormente por R. A. Depine. Dos temas importantes son finalmente 
considerados en este sentido, como es el caso de los efectos no especulares y antenas. 
En el primer caso relacionando con un funtamento de entropía que ya liemos pub
licado y en el segundo caso porque los métodos matemáticos que desarrollamos en 
el capítulo IJ  también pueden ser aplicados al estudio de la radiación por antenas 
fractales. Este último tema lia sido principalmente estudiado por D. L. «laggard y C. 
Puente en diversos trabajos.

3



CAPITULO I

INTRODUCCION A LOS CONCEPTOS BASICOS 
UTILIZADOS EN GEOMETRÍA FRACTAL



1 . In tro d u cc ió n .

Introducim os aquí los conceptos necesarios sobre teoría de conjuntos y topología 
para  el estudio de estructuras frac tales. Se presentan teoremas y definiciones desde 
los aspectos básicos hasta, como com pacticidad, conjunto de Borel y transform a
ciones linealcas, hasta el concepto de medida, medida de IlaussdoríT, dimensión y 
co-dimensión. También se incluyen las propiedades deseables de una dimensión y al
gunas de las cuestiones planteadas en los trabajos que orientaron a las aplicaciones 
de fraetales en la naturaleza.

2 . T eoría  m a te m á tic a  b ásica .

Desarrollamos a continuación algunos conceptos básicos sobre teoría de conjun
tos y topología, de utilidad en la comprensión de los objetos fraetales (pie aquí nos 
interesa. El estudio general se realiza en el espacio euclídeo R n donde la distancia 
entre los puntos x  =  ( x j ,..., x n ) c y  =  (y j , ...y /n ) está definida como:

(1)

D e fin ic ió n  0. Una bola de centro en el punto x y radio r se define mediante:

(2)
para  el caso estrictam ente menor se dice que la bola es abierta. Este concepto se 
utiliza para  la definición de conjunto abierto y conjunto cerrado como se m uestra en 
la figura 1.

C o m p a c tic id a d . Un conjunto A es com pacto si cualquier colección de conjuntos 
abiertos (pie cubre a A (esto es, con la unión conteniendo a A) tiene una subcolección 
finita que tam bién cubre a A. La intersección de cualquier colección de conjuntos

com pactos es compacto. P ara  una secuencia Ai )  A2 )  la intersección Aj es

110 vacía. Además, si A¿ está contenida en X (conjunto abierto), entonces Ai

tam bién esta contenida en X para  algún k.

C o n ju n to  d e  B o re l. Es un concepto m atem áticam ente im portante, muy em
pleado en la teoría de fractales. Es la menor colección de subconjuntos de Kn con las 
siguientes propiedades:

a) todo conjunto abierto  y todo conjunto cerrado es un conjunto de Borel.
b) la unión (o intersección) de toda colección finita o num erable de conjuntos de 

Borel es un conjunto de Borel.



Sean X e Y dos conjuntos cualesquiera, entonces un mapeo, función o transforma
ción /  de X en Y asocia un punto / ( x )  de Y a cada punto x de X. Una transformación 
T  : R n —> R" es una similaridad si para una constante c y para todo x , y  E R rt se 
cumple (pie: |7',(x) — 7 ’(y)| =  c |x  — y|. Y en el caso que la transformación conserve 
las distancias y /o  los ángulos se denomina una congruencia o isometría. Son ejem
plos de congruencias las traslaciones 7’(x) =  x 4- a , las rotaciones con centro en a  tal 
que |7’(x) — a| =  |x — a |,  la transformación identidad / (x )  =  x y las reflexiones que 
mapean puntos a su imagen especular.

T r a n s f o r m a c ió n  l in e a l .  Es aquella función T  : R n — ► R n cpic verifica:

para t odo x,  y  E R u y A E K. Si S  : R n —► R n es de la forma 5"(x) =  T{x)  + a, tal 
que 7^(x) =  ü <=> x  =  0 (oslo significa que es no singular) y a  E R", entonces .S(x) 
es llamada una transformación afín o una afinidad. En la figura 2 se pueden observar 
distintos ejemplos de transformaciones definidas sobre un conjunte) ele puntos A.

F u n c io n e s  d e  H o ld e r  y d e  L lp sch l tz .  Una función /  : X —» Y es llamada una 
función ele: Holder ele expolíente a  si:

Si o pued e: tomar el valor 1 entonces f  es llamada función de Lipschitz, y bi- 
Lipschilz si se cumple que:

C u r v a s  r e c t ificab les .  Son λ (F) la longituel d e la línevi p lana poligonal en el 
plano x  — y , dada  en forma paramétrica mediante la variable indcpcnd icnlc i. Esta  
curva puede d cscribirse med iante los puntos ( f ( to ) ,  f ( t1 ) ,  f  ( t2 ) , . . .  f  ( tp -1 ) )  donde 
f ( l i )  = (x ( t i ) , y (t i)] .Y P  es la secuencia finita t 1 ,  t 2 . . . t p ) ,  que corresponde a los 
puntos medidos sobre la poligonal. Se dice que el arcoiris rectificable si el límite 
superior ele los números reales A(P)  cuando) p —* 0 0  es el número finito L q ue se llama 
entonces la longitud de la curva T, tal como se muestra en la figura 3. Supongamos que 
todos las elementos son de la misma longitud 7/(p) y que los intervalos A t = t - t i - 1
son tod os iguales para todo i. Entonces la secuencia P  es equivalente a dar el número 
p de pasos de med id a

Si se tiene entonces un número N  de pasoss en la línea poligonal, tendremos que:

6

(3)

(4)

(5)

( 6 )



F i g u r a  1 -  D e  izq u ier d a  a derecha:  c o n ju n to  ab ierto ,  c o n  b o la s  c o n te n id a s  en  él,  c o n ju n to  cerrad o  c o n  un 
s u c e s i ó n  qu e  c o n v e r g e  h a c ia  el l ím i te  y  al Final, l ím ite  de l  c o n ju n to .

F i g u r a  2  -  E l e f e c t o  d e  a lg u n a s  t r a n s fo r m a c io n e s  s o b re  el c o n ju n to  A .

F i g u r a  3  -  C u rv a  r e c t i f i c a b le  T  , a p r o x im a d a  m e d ia n t e  la p o l ig o n a l   λ  c o n  in te rv a lo s  A i.



Sin embargo, existen curvas que no cum plen con la condición (7), o sea no son 
rectificables, y por lo tan to  se presentan como curvas "anóm alas” . En la figura 4 
se ilustra el com portam iento (que es característico de aquellas curvas que son muy 
irregulares cuando se mide el perím etro el perím etro de la misma como función de la 
unidad de medida n (elementos de igual logitud) utilizada. Aquí se lia diferenciado 
entre la curva rectificable R , y la curva fractal F, que denomina a la o tra  clase. Como 
ejemplo de las curvas de tipo F  podemos citar las costas en ciertas regiones (ver figura
5).

La suposición de M andelbrot, en térm inos de una longitud característica l0 y la 
pendiente de la curva F, es que:

( 8)

(9)

( 10)

( 1 1 )

se tiene que:

lo cual m uestra que cuando el parám etro  de escalamiento A >  1 , la longitud tiende 
a infinito para n —> 0 . Un resultado más general queda expresado en térm inos del 
valor 7  que divide el conjunto de números reales en dos subconjuntos de acuerdo a la 
medida de la poligonal A„. De acuerdo a la relación:

nos lleva a que la medición del perím etro en términos del parám etro  7/, y queda dado 
por:

la operación de encontrar el parám etro de dimensión A del espacio es llam ada la 
operación de medida de este espacio.

2.1. M edidas y d istribuciones de masa.

Una medida es una m anera de darle un parám etro  a un conjunto (nos intere
sarem os por conjuntos incluidos en Rn) para  tener idea de tam año relacionado con el 
mismo. Llamamos a u  una m edida de RTl si asigna un número no negativo (posible
m ente oo) a cada subconjunto de R n , tal que:

7

(7)

La rectificabilidad de la curva implica que:



Figura 4 -  C o m p a r a c ió n  d e  una cu r v a  fracta l y  una cu rv a  r e c t if ic a b le .
(A . L e  M é h a u lé , Fractal Geometries: Theory and Applications, pág . 5 , C R C  P ress  In c ., B o c a  R a to n , 1 9 9 1 )

Figura 5 -  E je m p lo  d e  fracta l e n  la n a tu ra leza : la s c o s ta s  d e  N o r u e g a



c) Si A 1,.. A2 ,... r;s una secuencia numerable (o finita) de conjuntos, entonces:

( 12)

( 1 3 )

( 1 4 )

( 1 5 )

y se da la igualdad cuando los A1 son conjuntos disjuntos.
Son A C B, el cual puedo expresarse como una unión disjunta: A =  B U ( A \E ) ,  

con:

y finalmente:

Más generalmente, si para δ >  U, Aδ es siempre un conjunto de Borel que se 
incrementa cuando 6 decrece, esto es: Aδ< C Aδ para 0 <  δ < δ , entonces:

El soporto de una medirla u es el conjunto cerrado mas pequeño X tal que u (Rn\X) =  
0. El soporte de una medida es siempre cerrado y x está en el soporte si y solo si 
u. (Br (x)) >  0 para torio radio positivo r. Se dice que u. es una medida sobre el con
junto  A, si este contiene el soporte de ¡i. Una medida sobre un conjunto limitado de. 
R n para el cual O <  u ( R " ) <  oo es una distribución de masa y u (A) es la masa del 
conjunto A.

D ef in ic ió n  1. Un espacio metrico (X ,d) es un espacio X jun to  con una función 
de medirla real d' : X x X —► R, quc mide la distancia entre pares que puntos x e y  en 
X. Se requiere (que d cumpla con las siguientes condiciones:

D e f in ic ió n  2. Una función f  : Xi —► X2 , desde un espacio métrico (Xj,rf) en otro 
espacio métrico (X2, d ) es continua si para cada e >  0 y x  € X i , hay un δ tal que:

( 1 6 )
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cumple que

Para una secuencia de conjuntos de Borel que se incrementa: A) C A2 C..., se



D efin ic ió n  .3. Una transformación f  : X — > X sobro un espacio métrico (X ,d) es 
llamada un mapeo do contracción si hay una constante O ≤  a  < 1 tal que:

D efin ic ió n  4. Sea (X,r/) un espacio mètrico completo, entonces 1I(X) denota el 
espacio cuyos puntos son los subconjuntos compactos de X, distintos del conjuntos 
vacío. Nota: este será el espacio de los conjuntos f ractales.

Incluimos a continuación algunos ejemplos clasicos que forman parte de la teoria 
de la medida, para desarrollar posteriormente el concepto de medida de Hausdoríl, 
que es de utilidad en la teoría de frac ta les

P r o b a b i l i d a d  y t e o r í a  d e  la  m e d id a .  La probabilidad es una medida; cumple 
con la definición anterior. Posee las siguientes propiedades:

a) Probabilidad condicional, dados dos acontecimientos A y B, la probabilidad de 
que ocurra A habiendo ocurrido B está dada por:

(18)

b) Eventos independientes. Para dos eventos independientes A y B, o una secuencia 
de eventos A1., independientes entre ellos, se tiene que:

siendo J  un intervalo natural inicial.

M e d i d a  d e  L e b e s g u e .  Si A =  / / x 1 . . . , x n )  E R : a ,  ≤  x i  ≤  b i )  es un sistema
coordenado en R n , el volumen u-dimensional de A está dado por:

entonces, la medida u-dimensional de Lebesgue está dada por:

9

(17)

( 19)

( 20)

(21)

M e d i d a  d e  H a u s d o r í ff.
Existe una amplia variedad de dimensiones fractales, pero la definición de llaus- 

dorff, basada en la construcción de Caratlióodory, es la mas antigua y la mas impor
tante. Tiene la ventaja de estar definida sobre cualquier conjunto y ser matem ática
mente la más conveniente, así como de sencilla manipulación.



(22)

(23)

( 24)

(25)

(26)

(27)

(28)
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para n —» 0

2.2. D im ensión  y co-dlm ensión .

Mandelbrol dcmoslró que el área A  y  el perímetro A de una curva están rela
cionadas por la ecuación:

para las constantes c > 0 y cy  > 0. Entonces para  cada s\

donde A F =  {Ax : x G F}. Listas propiedades de escalamiento se comparan con las 
usuales de longitud y área en la figura G.

La medida de Hausdoríl generaliza las ideas familiares de longitud, área, volumen, 
etc. Puede demostrarse que para los subconjuntos de Rn , la medida u-dimensional 
de Ilausdorir está dentro de un múltiplo constante de la medida n -dimensional de 
Lebcsguc (el volumen n-dimensional).

P r o p i e d a d  d e  e sc a la m ie n to .  Si F C R" y A >  0 entonces

donde A se llama la dimensión de la curva.
Hay varios objetos de este tipo caracterizados por tener perímetros muy grandes 

y  pequeña masa. Una dimensión importante es la dimensión de masa fractal A m y

Para una colección {F1} numerable de conjuntos de Líorel disjuntos:

Esta es la mayor distancia de cualquier par de puntos de Ü. Si (U i) es una

entonces (U1}colección finita de conjuntos de diámetro <d que cubre a F

es un d -cubrimiento ele F. Si s >  Ü, para cualquier 6 >  0 definimos:

Si (U C R n es no vacío, el diámetro ele U se define como:
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que no es la misma que la dimensión A anteriorm ente utilizada. Se puede m ostrar la 
relación entre estos parám etros utilizando una bola como medida, lo cual ikxs lleva a 
obtener la ley exponencial:

( 2 9 )

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

En o tras palabras, la dimensión de Hausdorff-Bcsicovicli es la dimensión crítica 
para el cual la medida M d. cam bia de cero a infinito:

Si s =  dim II F entonces H s(F) puedo ser 0 o bien oo, o bien puede satisfacer:

donde ( es llam ada la co-dimensión del objeto, y está asociada a las propiedades 
intensivas del objeto.

D im ensión  de riausdoríT-Besicovicli.
A partir de la definición (23) puede m ostrarse que existe un valor crítico de la 

medida de Ilausdorír que produce un salto  entre 0 e co. Este se gráfica en la figura 
7, y el valor es llamado la dimensión de Ilausdorír, (pie form alm ente se define como:

en consecuencia, la densidad fractal relativa al objeto está dada por:

en térm inos del contenido de la bola M  y su correspondiente radio R. Supongamos 
que un objeto de dimensión A está en un espacio de dimensión d, entonces la masa 
dentro de una bola de radio R  está dada por la ecuación anterior. Pero la bola también 
encierra un contenido del medio cpie rodea dado por:

D im ensión  de box-countlng.
Relacionada con la mayoría de las definiciones de medición es im portante la 

medición a escala de <5. P ara  cada <5 medimos un conjunto que ignore irregulari
dades de tam año menor a <5, y vemos como estas mediciones so com portan cuando 
δ —> 0. Por ejemplo, si F es un plano curvo, entonces nuestra medición M d (F) podría 
ser el núm ero de pasos requeridos por un par de divisores colocados a longitud d para 
cubrir F. Entonces, una medición de la dimensión de F se determ ina por una ley de 
potencia. Si:

(35)



F ig u r a  6  -  C o n ju n to s  e s c a la d o s  p or un  fa cto r  

F ig u r a  7 -  La D im e n s ió n  d e  I la u s d o r f f - B c s ic o v ic h  en  e l v a lo r  para e l c u a l se  p r o d u ce

e l  sa llo  d e sd e  00 a 0



para las constantes c y s, se podría decir que F tiene dimensión .s, con c considerada 
como la longitud s-dimensional de F. Finalmente:

(36)

Estos resultados poseen facilidad de cálculo computacional y experimental, ya que 
s puede estimarse como el gradiente de una gráfica log-log trazada sobre un rango 
apropiado de 6. Este método está ejemplificado gráficamente para el caso de la costa 
de Noruega. E l resultado (36) define entonces la dimensión de box-counting que será 
notada mediante dimB F.

P r o p i e d a d e s  d e s e a b le s  d e  u n a  d im e n s ió n .  Nos referimos como ejemplo a la 
dimensión de Ilausdoríf, que posee, entonces las siguientes propiedades:

O t r a s  d e f in ic io n es  d e  d im e n s ió n .
Una amplia variedad de otras definiciones de dimensión lian sido introducidas, 

la mayoría de limitada aplicabilidad. La forma especial de las curvas da lugar a las 
diversas definiciones. Una curva de Jordán C  se define como la imagen de un intervalo 
[a, b] bajo una Inyección continua f  : [n, b] —> R n (restringiendo así la atención a las 
curvas (pie no se intersectan entre sí). Si C  es la curva y δ > 0 definimos M δ(C)  como 
el número máximo de puntos xσ„, X1, . . . ,x m en la curva C  en ese orden, de manera 
que |x k — Xk_ 1| =  d para k = l ,2 , . . . ,m .  Así ( M d(C)  — 1)d puede pensarse como la 
longitud de la curva C  medida utilizando un par de divisores con puntos colocados a 
una distancia <5 de separación. La dimensión del divisor se define como:

(37)

suponiendo que el límite existe (de otra manera definiríamos dimensiones superiores 
e inferiores del divisor utilizando limites superiores e inferiores).

3. Los fr a c ta le s  e n la n a tu ra leza  y  e n la ciencia .

La auto-similaridad parece ser una de las construcciones principales fundamen
tales en la naturaleza. Por millones de años la evolución ha dado forma a los organis
mos basándose en la supervivencia del mejor adaptado. En muchas plantas y también
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5)i n v a r i a n c i a  d e  L ip sch l tz :  d im  u  f/ ( F) =  d im  u F si /  es una transforma bi- 
Lipschitz.

6) C o n ju n to s  n u m e ra b le s :  d im  u F =  0 si F es finito o numerable.
7) C o n ju n to s  a b ie r to s :  Si F es abierto subconjunto de R n , entonces dim u F =  n .

3) E s t a b i l i d a d  n u m e ra b le :  dim//

4) I n v a r l a n c i a  g e o m é tr ic a :  d im  u f (F) =  d im  u F para traslaciones, rotaciones, 
similaridad o afinidad.

1) M o n o t o n ic id ad :  Si E C F entonces dim// E <  dim// F
2) E s ta b i l id a d :  d im / / (E U F )  =  max(dim// E, dim// F).



órganos d e animales, es to ha llevado a estructuras hacíales ramificadas. Por ejemplo, 
en un árbol las es tructuras ramificadas permiten capturar una máxima cantidad de 
luz solar por medio de las hojas; el sistema de vasos sanguíneos en un pulmón tiene 
una ramificación similar de manera (pie la máxima cantidad de oxígeno pueda ser 
asimilada. Aunque la aulo-similaridad de estos objetos no sea estricta en el sentido 
matemático, podemos identificar los bloques que construyen la estructura, o sea las 
ramas en diferentes niveles. Mencionamos esta falta total de similaridad en el sentido 
matemático debido a las limitaciones de la naturaleza, en cuanto a que si se desea 
representar una estructura  de este tipo mediante un método matemático iterativo de 
construcción, el número de dichas iteraciones estará limitado. Es por eso que en un 
sentido riguroso, deberíamos hablar de pre-fractales y no de fractahs, sin embargo se 
sobreentiende el contexto en el cual se inscriben dichos términos y muchas veces se 
usan ambos indistintamente.

Varias formas naturales; poseen la propiedad de ser irregulares pero aún así obe
decer algunas leyes de escalamiento en potencias. Una de las consecuencias es (pie 
resulta imposible asignar cantidades tales como la longitud o área de superficie a estas 
formas naturales. Un típico ejemplo de esto es cuando uno quiere medir la longitud 
de la costa de Noruega (ver figura 5), evidentemente este problema no posee una re
spuesta simple. Si alguien midiera cierta cantidad de kilómetros, alguna otra persona 
con una mejor técnica de medición podría obtener un resultado diferente!. Entonces, 
lo im portante  sería caracterizarla desde el punto de vista de sus irregularidades.

En muchos casos el mundo inanimado contiene algunas características fractales. 
Una montaña, por ejemplo, puede verse como todo rango de montañas a diferentes es
calas. La distribución de los cráteres en la luna obedece algunas leyes de escalamiento 
en potencias, como un fract al. Las rías, costas y nubes son otros ejemplos. Sin em
bargo, es generalmente imposible encontrar bloques de construcción jerárquicos para 
estas objetos como en el caso de la materia viviente. No existe una aparente aulo- 
similaridad, pero aún así los objetos se ven iguales en el sentido estadístico (que se 
encontrará) cuando se magnifican.

Estos conceptos de alcatoricdad nos llevan al fenómeno de percolación con apli
caciones (pie van desde la fragmentación de un núcleo atómico hasta  la formación de 
cluslers en las galaxias. Un experimento que lleva a estructuras fractales aleatorias 
dcndrílicas (en forma de árbol) en una escala intermedia es el proceso de agregación 
electroquímica. Un modelo matemático de este proceso de agregación se basa en el 
movimiento Browniano de partículas y puede iinplemenlarse en una computadora sin 
complicaciones.
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CAPITULO II:

METODOS DE GENERA CION DE 
ESTRUCTURAS FRACTALES CON DOMINIOS 

PERIODICOS Y SUS PROPIEDADES 
DERIVADAS



1 . C o n stru cc ió n  de form as fracta les .

E s nuestro  in teres poder desarrollar aquí los fundamentos matemáticos para la 
construcción de objetos fractales regulares, que pueden ser utilizados como m odos de 
difracción, superficies rugosas o antenas, que a su vez nos brindan la posibilidad de 
estudiar las propiedades del campo electromagnético dispersado o generado por estas 
estructuras.

La forma de representación de conjuntos fractalcs a través de una superposición 
multiplicativa de componentes pcrienlicas, puede relacionarse con la construcciem 
misma del fractal. Utilizando una secuencia ele conjuntos come* unión ele interva
los elisjuntos y, en una forma similar al metodo que emplea un Sistema de Igniciones 
Iteradas ( IFS*), se pueelen realizar las operaciones de intersección necesarias entre los 
dominios distribuidos en forma periódica. Igualmente, el métoele) 1FS provee el maree) 
teeu iee) nee:esario para fundamentar la utilización de tales dominios periódicos.

1.1. A uto-sim ilaridael y auto-afinidad.

Introducimos a continuación algunos conceptos básicos, propios ele los desarrollos 
teoricéis epie involucran objetos fractalcs, que serán empleados y constituirán la base 
del presente trabajo. Estas propiedades matemáticas básicas ele tales objetos son de 
interés para poder caracterizarlos desdo diferentes puntos de vista.

Como se ha desarrollado en el capítulo anterior, una transformación de similaridad 
es aquella que transforma puntos x =  (.Ti, ...,.X/v) en el espacio de N  dimensiones en 
puntos x 1 = (r X \ ,..., r .x/v) con una relación de escala r. Un conjunto fractal F se 
dice que es auto-similar con raspéete) a una relación ele escala r,  si F es la unión ele 
N  subconjuníos disyuntos H i , HNv , cada uno de ellos congruente al conjunto 7'(F) 
(esto e\s, idénticos a través de un cambio de escala, una traslación y /o  una rotación), 
obtenielo a partir  de F por una transformación de similarielael definida en O < r  < 1. El 
conjunto F es estadísticamente auto-similar si es la unión de N  subconjuntos elisjuntexs, 
está escalado en r  desde el conjunto original y es estadísticamente idéntico en todo 
respecto a r(F).

Una transformación auto-afín es la que transforma puntos x =  (:iq, ...,.T/v) en 
los nuevos puntos x ' =  (r, x l t . . . , rN x N ), elonde las relaciones ele escala r l f . . . , rN no 
son todas igualéis. Un conjunto es auto-afín con respecto a una relación vectorial 
r  =  (r1 , . . . , r N ) si F es la unión ele N  subconjuntos disyuntos H i , HN y cada uno 
de ellos es congruente al conjunto r(F) obtenido a partir de F por una t r a n s f o m a i on 
afín.

Del mismo modo, dadas las contracciones H , , . . . H m, decimos cpie un subconjunto 
F C X es invariante para las transformaciones H ¡ si:

(1)
En las figuras 1 (a) y l(b) se puede visualizar el concepto de conjunto auto-similar



y a u t.o-a fín respectivam ente, utilizando el ejemplo de transformaciones auto-similares 
y auto-afines ya m ostrados en la correspondiente figura 1 del capítulo anterior.

A continuación damos un teorem a (que utiliza el concepto de unión e intersección 
entre conjuntos para la construcción de un conjunto fractal, y nos perm ite comenzar 
a visualizar el concepto de Sistem a de Funciones Iteradas y el m étodo de construcción 
de conjuntos fraclalcs a través de ellas.

T e o re m a  1. Sean H i ,..., H n  contracciones sobre X C R n , tal que:

O tra  propiedad de las estructuras o funciones que poseen cierto grado de simila- 
ridad, la cual adem ás es útil para  representar la invariancia en escala, queda dada pol
la relación de homogeneidad:

donde A es un factor arb itrario  y o  es un expolíente de escalamiento que depende 
de las propiedades topológicas de la función / ( x ) .  Toda estructura  o función fractal 
cumple con la igualdad (5), pero no es una característica reciproca. Como nosotros 
desarrollam os la mayor p a rte  de los estudios a partir del conocimiento de la fractalidad 
del objeto, esta propiedad constituye la base para poder relacionar el factor de cambio 
de escala del cam po con el correspondiente cambio de escala (o ley exponencial) del 
objeto fractal.

Consideremos como ejemplo la función de W eicrstrass-M andelbiot coseno-fiacial 
definida m ediante la función:

(6)
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(2)

(3)

(4)

(5 )

y denotam os como A k al conjunto en la /r-ésima iteración de A, cuya secuencia está 
dada por: Aª (E) =  E, (E) =  A k  (E )) para k  >  1, entonces:

con ci <  l para cada i. Entonces existe un único conjunto compacto no-vacío F 
que es invariante para las H , y satisface la condición (1). Ademas, si definimos una 
transform ación A,  sobre la clase de conjuntos compactos no vacíos TJ, mediante:



F i g u r a  1 -  F o rm a  d e  con stru ir  un  c o n ju n to  (a )  a u to - s im i la r  y  (b )  a u to -a f ín ,  m e d ia n te  el  
a g r u p a m ic n to  d e  o b je to s  a u to - s im i la r e s  y  a u to -a f in e s  c o n tru idos  in d iv id u a lc m e n tc  en e l  c a p ítu lo

anterior.

(b)

F i g u r a  2 -  G r á f ic a  o b te n id a  para la fu n c ió n  d e  W e ie r s t r a s s -M a n d e lb r o t  para d i fe r e n te s  v a lo re s
d e  s u s  p a r á m e tr o s  D y  b.

(b)( a )
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para la cu a l  b tiene; una dependencia trivial y solo determina hasta qué punto las 
irregularidades de la curva se hacen visibles. Ademàs 1 <  D < 2 y se cumple la 
condición de escalamiento anterior (ecuación (5)) ya que:

(7)

(8)

(9 )

(10)

para todo B E H (X) es un mapeo de contracción sobre el espacio métrico completo 
(H(X),7-{5((d)) con el factor de contractividad s. Esto es:

T e o r e m a  2. Sea {X : IE „ ,h =  1 , 2 , N )  un I FS  con factor de contractividad s. 
Entonces la transformación W  : H (X) —> H (X) definida por:

D e f in ic ió n  2. Un Sistema, de Punciones Iteradas (IFS)  consiste en  un espacio 
métrico completo (X, d ) junto con un conjunto finito de mapeos de contracción WU : 
X —► X, con los factores respectivos s u (u =  1 , 2 Su factor de contractividad 
es s =  max {.sn : n  = 1 ,2,..., N) .

nota: con la notación f on se simboliza la composición de funciones tal que fn (n+ 1)(x) =
f of on(x) = f (f (x)).

Definimos ahora el espacio métrico (H (X ),7 l º (d ) ) , donde 7 l º (d )  es la métrica de 
Hausdorír, y mostramos a continuación algunas conclusiones interesantes.

L e m a  1. Sea W  : X —> X un mapeo de contracción sobre el espacio métrico (X, d) , 
entonces II´ es continua y mapea H(X) en sí mismo.

y por lo tanto, se ve que se verifica la propiedad anteriormente mencionada en (ó). 
Algunos ejemplos de funciones definidas por la ecuación (6), obtenidas para distintos 
valores; del parámetro b se pueden observar en la figura 2.

1.2. S i s t e m a  d e  F u n c io n e s  i t e r a d a s  ( IFS) .

D e fin ic ió n  1. Sea f  : X — ► X una transformación sobre un espacio métrico. Un 
punto x /  E X es llamado punto fijo de la transformación si f (x /)  =  Xi .

T e o r e m a  d e l  M a p e o  d e  c o n t r a c c ió n .  Sea f  : X —> X un mapeo de contracción 
sobre un espacio métrico completo (X,.d). Entonces f  posee exactamente un punto 
fijo X i E X y para cualquier punto x, la secuencia ( f e n (x) : n  =  0, 1,2,...} converge 
a X f . listo es:



(11)

1.9

para todo B,C E H(X). El único pun io  fijo, A E H (X), obedece:

y está dado por A =  lim Won(B) para cualquier B EII (X). En la figura 3 se gráfica la 
forma de obtención del invariante F utilizando sucesivas contracciones, lo cual muestra 
en alguna medida los conceptos hasta aquí desarrollados en esta sección.

D ef in ic ió n  3. El punto fijo A E I I (X) dcscripto en el T e o r e m a  1 es llamado el 
a tractor del IF S

D ef in ic ió n  4. Sea (X ,d) un espacio métrico y sea C E II (X). Definimos una 
transformación Wa : I1I(X) —► I I (X) mediante IV0(B) =  C para todo B G I I (X). En
tonces Wa,, es llamada una transformación de condensación y  C  es llamado el conjunto 
de condensación asociado.

T e o r e m a  d e l  C o llage .  Sea (X,d) un espacio métrico completo. Sea L E I1(X) y 
sea E ≥  0. Elegimos un IF S  con condensación, con factor de contractividad 0 ≤  s < 1, 
tal que:

(12)

donde H (d ) es la métrica de Hausdoríf y A es el atractor del IFS. Una aplicación 
interesan!.e de estos resultados es la compresión y decompresión do datas. Si una ima
gen complicada puede codificarse con una pequeña cantidad de información entonces 
dicha imagen puede transmitirse o almacenarse con una alta eficiencia. El teorema 
del Collage da una idea de que tan buena aproximación es un conjunto L al invariante 
de una colección de contracciones W n .

Con frecuencia los conjuntos invariantes en el plano que proveen buenas imágenes 
de objetos físicos tendrán un área positiva, no así los fractales en el sentido usual. Sin 
embargo, dichos conjuntos bien pueden delimitarse por curvas fractales, una carac
terística que agrega realismo a las imágenes de objetos naturales. Estas ieleas pueden 
extenderse para dar imágenes sombreadas o coloreadas, asignanelo probabilidades a 
cada transformación ele contracción, lo cual define una distribución de masa fractal 
en el conjunto invariante F, y el conjunto puede sombrearse o colorearse ele acuerdo 
a la densidad local de masa.



F i g u r a  3 -  M é t o d o  de c o n s t r u c c ió n  de l  in var ian te  ¥ a partir d e  c o n t r a c c io n e s  I I  d e  un c o n ju n to  ¥. in icia l .

F i g u r a  4  -  D i f e r e n t e s  c a s o s  de  barras d e  C a n to r  q u e  serán  c o n s id e r a d o s  a lo  largo  de l  p r e se n te  trabajo.  En  
l o s  d o s  c a s o s  q u e  e s tá n  en  e l  c e n tr o  la d i m e n s i ó n  e s  D=0.5, p ero  p o s e e n  d i fe r e n te  la cu nar id ad .



D efin ic ió n  5. Un sistema de funciones iteradas con probabilidades consiste de los 
conjuntosI F 5 {X : W :  \W1, W2...,Wn), junto  con el conjunto de números( p 1 ,  p 2 . . . p n ) , ,
tal que:

( 13)

La probabilidad está asociada con la transformación W1.

El método general de IF S  permite describir imágenes de objetos naturales a través 
de un reducido número de transformaciones y probabilidades en una manera efectiva. 
Esto representa una enorme compresión de información compararla con la requerida 
para detallar el color en cada pixel de una imagen y es fácil producir una amplificación 
de una región pequeña. La desventaja es que existe una alta  correlación dentro del 
conjunto que forma la imagen, si bien el método es excelente para darnos una idea 
general de la misma. Asimismo es complicado obtener el conjunto de transformaciones 
para representar un objeto o imagen.

1.3. A lgunos ejem plos de fractales.

con la unión disyunta entre cada Hi

siendo /V el minierò de segmentos de longitud l =  1/3n un cierto paso de la iteración, 
y r el factor de cambio de escala. Por el contrario, su dimensión topològica es cero. 
Otros conjuntos de Cantor (con diferente lacunaridad) pueden ser obtenidos variando 
los valores de N  y r , como se muestra también en la figura \  para el conjunto con

dimensión

D e f in ic ió n  6. Se dice que para una secuencia de conjuntos Hi se satisface la 
condición de conjunto abierto si existe un límite abierto no vacío A, tal que:

(15)

2 0

( 1 4 )

Un ejemplo muy simple de fractal lo constituye el conjunto de Cantor triàdico,

el cual da origen a un fractal de dimensión y se construye como

se muestra en el primer ejemplo de la figura 4. A partir de un intervalo inicial, 
denominado iniciador, se lo divide en tres partes iguales y se quita el tercio central, 
este resultado obtenido constituye el generador. El proceso se repite sucesivamente 
aplicando la (s truc tu ra  del generador a las partes que van quedando. La dimensión 
fractal del conjunto de Cantor es:



Te o r e m a  3. Supongamos que la condición de conjunto abierto se satisface; para las 
similaridados Hi sobre R n con relaciones ci (1≤ i  ≤  m) .  Si F es el conjunto invariante 
cpie satisface la condición de la igualdad (15), entonces d im  H  F — d ih /j F =  s, donde 
s está dado por:

y también, para osle valor de s, 0 < 7C (F) <  oo.

Si ambas porciones en el franctal de Canfor fueran diferentes, la dimensión se puede 
obtener a pa r tir de la fórmula:

Un ejemplo puede visualizarse en el último caso de la figura -1 para el fractal de 
Cantor de dimensión D =  0.6110 y el par de segmentos que se obtiene es r1 =  1/4 y 
1'2 = 2/5 respectivamente, a partir de la barra inicial.

Para crear la curva de Koch comenzamos con el segmento de línea y aplicamos el 
generador tal como se muestra en la figura n (a). Fractal bidimensional significa que la 
menor dimensión enclídea del espacio donde el fractal se encuentra es dos. El iniciador 
también puede ser entonces un triángulo o hexágono, para el caso bidimensional, y el 
generador se puede aplicar sobre cada uno de sus Ia d o s  c arpeta de Sierpinski es 
otro ejemplo de este tipo de objetos bidimensionales, comenzando con un cuadrado al 
cual se divide en nueve partes iguales como muestra la figura 5(b). Entonces, remove
mos el cuadrarlo central y repetimos el proe:rso sobre los ocho cuaelrados rodantes. El 
generador de la carpeta ele Sierpinski consiste de ocho transformaciemes. Caela una 
de ratas simplemente escala el cuadrarles en x , y , trasladándolo luego a cada una ele 
las ocho pediciones, Este procedimiento es similar a la construcción riel fractal ele 
Canten-. El triángulo ele Sierpinski (ver figura 5(c)) comienza con un triángulo y, en 
un procese) que también ed similar al conjunto ele Canfor se quita el triángulo central. 
Esto proceso se repite con los sucesivos triángulos obtenidos.

2 . C o n ju n to s F racta les  y  D o m in io s  D istr ib u id o s  en  Form a P e 
riód ica .

Como ya hemos visto, las transformaciones básicas para construir los objetos frac- 
tales son tres: cambio ele escala, traslacáem y rotación; en consecuencia, nos basaremos 
en ellas para aplicarlas a distribuciones perieklicas de dominios cuya superposición 
nos permita construir conjuntos fractales. Llamamos dominios periexfie:os a cierta 
distribución ele conjuntos disyuntos ubicarlos en el plano tal como se muestra en la

21

( 1 7 )

(18)



F i g u r a  5 -  E j e m p l o s  d e  fracta lcs  d c t e r m in í s t i c o s  u t i l i z a d o s  e n  los  e x p e r i m e n t o s  y  c á l c u l o s  d e s a r r o l la d o s  

e n  e l  p r e s e n te  trabajo,  (a )  F ractal  d e  K o c h ,  a la d e r e c h a  p u e d e n  o b s e r v a r s e  e l  r e s u la d o  o b t e n id o  para ( a l ) 
in ic ia d o r  tr ian gu lar  y  (a 2 )  p e n t a g o n a l ,  (b )  C a r p e ta  d e  S ic r p in s k i  y  ( c )  T r iá n g u lo  d e  S ie r p in sk i .

( b )

(c)

(a2)

( a l )

(a)



figura G(a). La región sombreada seleccionada incluye un cambio de escala sobre la 
distribución inicial, cuyo proceso será aplicado iterativamente.

Sea (X,d) un espacio métrico compacto, la función característica de un conjunto 
A C X está definida por:

(19)

( 2 0 )

En el caso de-contar con dos conjuntos A c X y B c X ,  es sencillo demostrar la 
siguiente propiedad para la intersección de ambos conjuntos:

que se puede visualizar en la figura G(b).
Entonces, para una dada secuencia a partir  de la cual se puede definir un 

dominio como superposición de las mismas, se cumplirá la siguiente condición:

( 21)

( 22)

donde N  representa el orden del proceso para obtener la estructura final o el número 
de operaciones similares a realizar.

Si una secuencia de dominios A1 periódicamente distribuidos e incluidos dentro 
del dominio inicial A„ poseen la siguiente propiedad (ver por ejemplo la figura 7):

donde cada secuencia está compuesta por la unión de subconjuntos disyuntos que son 
versiones escaladas de A0:

(23)

Entonces se obtiene finalmente la estructura fractal mediante la operación:

(2 4 )
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Figura 7 -  Método de construcción del conjunto de Cantor para D 0.6309

Figura 6 -  (a) Superposición de dos versiones escaladas de dominios periódicamente distribuidos, (b) 
Función característica de la intersección de dos conjuntos



temiendo en cuenta que el objeto fractal, en el sentido estrictamente matemático, se 
consigue cuando N  —► oo. Finalmente, en virtud de las propiedades de los conjun
tos considerados se tiene el resultado (con cada dominio puede relacionarse con la 
correspondiente función característica mediante:

( 25 )

(26)

(27)

lo cual significa (pie para cada orden l de la iteración, se puede definir la función ca- 
racterísitica del conjunto fractal (pie se obtienen mediante el proceso de superposición 
de dominios distribuidos.

2.1. C onjuntos de Cantor.

Se utiliza aquí una función densidad de Cantor, q u e  se obtiene como superposición 
multiplicativa de funciones periódicas. Consideramos una variación a lo largo de 
una sola dimensión, o sea para un intervalo unidimensional, dentro del cual rpieda 
definida la secuencia de dominios disyuntas A1. Si dicha secuencia es periódicamente 
distribuida, por ejemplo dentro del intervalo (L/2, L/2)se tiene la propiedad:

La función característica para cada subconjunto puede ponerse, de acuerdo a 
la definición ( 19), como:

(28)

siendo A¿ el ancho de cada subconjunto Hi, i  y  xo1  punto central de los mismos.

Donde

B  es un conjunlo de Borei.

2 3



(29)

(30)

Teniendo en cuenta la definición anterior, la función característica de cada secuen
cia Ai puede representarse entonces mediante:

De esta forma, el fractal de Cantor de dimensión D  =  I n 2 / I n 3  =  0 . 6 309 es 
obtenido, a través de la función densidad:

para el cual se efectúa siempre un cambio do escala dado por el factor 3, siendo 
ahora el punto central de cada escalón rectangular definido para los subconjuntos 

Ht, i Se ha adicionado aquí el exponento gt € {0,1}, con lo cual se puede filtrar 
individualmente cada componente periódica. listo significa que la estructura fractal 
se obtiene sólo cuando (ji =  1 para todo l. De acuerdo a los valores dados para la 
secuencia g  se pueden obtener también estructuras incompletas y, como caso límite 
gi =  0 para todo l < N  y (Jn =  1, se obtiene una distribución periódica. Dado que 
existen muchas posibilidades de configuración, llamaremos estado de una estructura 
fractal al dado por la secuencia gi y orden de la misma al mayor subíndice l = N . En 
la figura 8 se observan los primeros órdenes obtenidos para el fractal de Cantor dado 
por la función densidad de la expresión (30).

Observamos también que la función densidad anterior describe un tipo de estruc
tura para la cual es 1 solo para los valores correspondientes a la llamada estructura 
fina del conjunto, o intervalo más pequeño para cada orden N  (todos de la misma 
longitud). Puede también obtenerse el conjunto complementario fácilmente, con lo 
cual se tiene una estructura  fina variable de acuerdo al número de iteraciones u orden 
de la misma:

(31)

donde se utilizó el símbolo t para indicar que corresponde al conjunto o función 
densidad complementaria.

Una estructura  más general y a la vez más compleja puede ser obtenida utilizando 
intervalos con diferente longitud y /o  trasladados a lo largo del eje, con lo cual se 
combinan las operaciones básicas (traslación y cambio de escala) que pueden definirse 
en una dimensión. El método, de acuerdo a la teoría de conjuntos, queda graficado 
en la figura 9 para conjuntos de Canfor con diferente dimensión y /o  lacunaridad. ba 
combinación de funcione» rectángulo escaladas de diferente forma da las correspon
diente» funciones densidad de Canfor para tales distribuciones.
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(a)

(b)

(c)

F ig u r a  8 — P r im er o s  ó r d e n e s  para c l fracta l d e  C an tor  c o n  D-~0.6309



(b)

F ig u r a  9 -  M é to d o  d e  c o n s tr u c c ió n  d e l c o n ju n to  fra cla l d e  C an tor  para D=0.5, pero  c o n  d ife re n te
la cu n a r id a d .



( a )

(c)

F ig u r a  10 -  P r im er o s  ó r d e n e s  para D -  0.5

(b)



(a)

(b)

F i g u r a  11 -  Ig u a l  q u e  e n  la F ig u ra  10, p e r o  d i fe re n te  lacunar idad.



2.2. G eneralización a otros conjuntos fractales regulares.

Interesa ahora poder extemder los resultarlos a conjuntos fractales contenidos en 
el plano, con lo cual se podrán construir estructuras con una mayor dimensión, esto 
es 1 <  D <  2 utilizando los métodos ele superposición multiplicativa hasta  ahora 
expuestos. Las transformaciones básicas utilizadas para la generación ele conjuntos 
fractales se van a denotar en la siguiente forma:

25

En una forma general, utilizando un nùmero infinito de dominios periódicamente 
distribuidos, se puede; representar la densidad ele Cantor mediante;:

T ra s la c io n

dotación ,

Cambio de escala ,

(33)
que constituyen las operaciones básicas ap licadas sobre dominios. Siendo T, 9I y 9II los 
operadores aplicarlos sobre los puntos del conjunto C X, d  es el vector t raslacion

en la figura 11. Ambas estructuras quedan diferenciadas en su lacunaridad, la cual 
es otra propiedad del conjunto fractal cpie se refiere a la forma en cpic se distribuye 
internamente la estructura  fina. Encele verificarse también que, mediante la expresión 
(32), se obtiene como caso particular la densidad de Cantor definida en (30).

siendo N  el orden elel objeto fractal, Ri y S i son valores constantes dentro del in
tervalo) en q ue se define cada componente rectangular centrada en los puntos xi y Xi 
respectivamente. Además, gi y h i pueden tomar, como antes, los valores dentro del 
conjunto (0, 1} y A], A 2 son los correspemelientcs p eríodos de las funciones rectan
gulares escaladas. Entonces, la combinación ele dos funciones p eriód icas con diferente 
escalamiento nos permite obtener otro tipo de conjunto de Cantor, ya sea con diferente 
d imensióu y /o  lacunaridad lo cual representa una generalización del resultarlo previo. 
A dem as dene  tenerse en cuenta el número ele componentes pcrióelicas escalaelas ejue 
intervienen en caela caso ejue podemos denotar mediante ni (I), n21). Las figuras 10
y lI representan los fractales ele Canto r  co n  d imensión 0.5, donde se han utilizarlo

(32)

los siguientes datos: en el caso mostrado en la 
Para el ejemplo mostrarlo



( 3 4 )

O el ángulo de rotación y m  el factor de magnificación.

2 .2 .1 .  C a r p e t a  d e  S ie rp ln sk i .

Ya que la construcción de la carpeta de Sicrpinski os muy similar a la del conjunto 
de Cantor, pueden emplearse funciones rectangulares bidimensionales para representar 
el conjunto fractal que aquí nos interesa. Esto es, empleando funciones escaladas del 
tipo:

Sin embargo, los pasos a seguir son un poco mas largos, ya que debe utilizarse 
la función complementaria debido a que este fractal posee estructura fina variable. 
Primeramente utilizamos una función bidimensional similar a la función densidad del 
conjunto de Cantor y además una generalización bidimensional para la definición de 
función simple. Entonces llegamos a:

(35)

(36 )

2G

Aquí también se ve que cuando los exponentes g¡ (£ {0,1) ) son todos iguales 
a 1 podrá obtenerse la carpeta de Sicrpinski sin componentes filtradas. Los x oi c 
y aj  corresponden a los puntos centrales de cada dominio de ancho L /3 1 1 (=  íí, en 
nuestro caso).

pueden ser calculados a partirLos valores centrales de cada intervalo 

de:

con la función ventana que define los límites del conjunto fractal dada por:



(C )

(b)

(a)

Figura 12 -  P r im e r a s  c o m p o n e n t e s  y  ó r d e n e s  c o r r e s p o n d ie n te s  para la C arpeta  d e  S ie r s p in s k i .



definición para cada eje coordenado. El valor (pie Loma g¡ (/ = 1. N ) para un cierto 
estado de la función G(x0, y 0) es precisamente el que determina cuales componentes 
periódicas bidimensionales son consideradas dentro de la p roductoria. Las funciónes 
rectangulares utilizadas son mostradas en la figura 12(u) y 12(/>), mientras «pie para 
conseguir la carpeta de Sierpinslci se utiliza la función complementaria de cada com
ponente con la que se obtiene, por ejemplo, la figura l2(c). La expresión matemática 
final a ser considerada ¡jara representar la carpeta de Sierpinski es:

( 3 7 )

(38)

2.2.2. Triángulo de Sierpinski.

Más compleja aún es la construcción de este conjunto fractal a través de funciones 
rectángulo superpuestas y en ángulo con los ejes coordenados. Si consideramos ahora 
la función rectángulo bidimensional, pero teniendo en cuenta un cambio de escala y 
una deformación en ángulo (en este caso será de 60"), se tendrá entonces que:

donde aquí se han usado las operaciones entre conjuntos.

También, llamamos N  al orden de la estructura y e s  e 1 intervalo de

donde el símbolo “f ” indica la función complementaria, y R ( x 0)y 0) denota la función 
bidimensional compuesta por la sumatoria de funciones rectángulo. En notación uti
lizando operacioness sobre los dominios, tendremos:

2 7



(c )

Figura 13 -  Método de construcción del triángulo de Sierpinski: (a) Funciones tipo rectangulares que son 
superpuestas multiplicativamente, (b) Diminios triangulares periódicos, (c) Obtención de los dominios 
como en el caso descripto en (a), y resultado de superponer la función rectángulo a lo largo del eje y.

(a)

(b)



cuyo gráfico aparece en la figura 13(a), y está centrada en el punto:
(39)

( 4 0 )

(41)

( 4 2 )

(43)

(44)
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El triángulo de Sierpinski se obtiene a partir  de la superposición de funciones del 
tipo:

con lo cual, se expresa finalmente en la forma:

donde se tiene la definición siguiente:

y además:



Nuevamente, cuando los expolíenles g/ (E {0, 1 )  son lodos iguales a 1, se obtiene 
el  triangulo do Sierpinski sin las coniponenles filtradas. Donde adicionalmente se 
ob tienen las siguientes relaciones:

(47)

2 9

(46)

(45)

siendo y cada recta hace un ángulo con el eje x. Las

figuras 13(b) y 13(c), muestran la construcción del gasket de Sierpinski con el método 
dcscripto.

En una forma general, en términos de los dominios aquí definidos, podemos utilizar 
la notación:

2.2.3. Fractal de Koch.

Debido a que este conjunto fractal lia sido utilizado en la obtención de varios 
resultados teóricos y experimentales en el área de óptica, incluimos a continuación 
una forma de construcción mediante la superposición de dominios periódicos. A partir 
de haber obtenido las estructuras fractales para los casos anteriores, en términos de 
dominios definidos por funciones rectangulares, es fácil hacer una extensión .al caso 
del fractal de Koch bidimensional. Esto se muestra en la figura lá, donde se gráfica 
el método de obtención para dos casos con diferente iniciador: triángulo y cuadrado, 
respectivamente.

Damos también otro método de construcción que se ha utilizado en aplicaciones 
ópticas. Como ya se explicó, el generador es un conjunto de m  segmentos conectados 
con longitud L/ / i  donde L es la longitud del segmento iniciador. Después de /V 
sustituciones tenemos que el fractal de Koch de orden N  se obtiene mediante sucesivos 
cambios de císcala, traslaciones y rotaciones, y está dado por:

donde, siendo que x =  (x, y ), el segmento inicial está definido por:

( 4 8 )



F i g u r a  14  -  M é t o d o  d e  c o n s t r u c c i ó n  d e  fr a c ta lc s  d e  K o c h  c o n  d i fe r e n te s  in ic ia d o r e s ,  u t i l iz a n d o

d o m i n i o s  d i s t in to s

(a)

(b)



Otra representación puede obtenerse a partir de la superposición de dominios 
utilizando los operadores definirlos en el conjunto ríe ecuaciones (33), aplicados a los 
mismos, y finalmente se llega a expresión:

(49)

La dimensión fraetal de la curva de Kocli, queda definida entonces mediante:

( 5 0 )

Como una extensión mas nos referimos a la figura 15, donde se muestra el proceso 
para construir otro tipo de fraetal con elementos hexagonales y que admitiría también 
un método ríe construcción con dominios periódicos en la forma que aquí liemos 
desarrollarlo.

2.3. Conjuntos fractales construidos cíclicam ente.

El término “cíclicamente" aquí significa q ue en cada iteración se disponen do
minios obtenidos geométricamente a partir  de un dominio inicial, y utilizando las 
operaciones ya mencionadas para la construcción de un conjunto fraetal. Esto sig
nifica que a partir  del dominio inicial, cambiando ciertos parámetros en la fórmula que 
define su contorno, cambiará la estructura del paso en consideración de la iteración. 
Esto genera conjuntos fractales con variaciones en cada paso iterativo y que pueden 
repetir su estructura después de varias pasos. A partir de la ecuación (25), puede 
verse que rlarlo que los valores que adopta la función característica x  [I I i] son 0 o 1, 
esta puede ser implcntada a través de funciones adecuadas a la simetría del contorno 
del conjunto esto es, utilizando por ejemplo funciones rectángulo y /o  cilindricas.

Se pueden combinar funciones cilindricas y /o  rectángulo de modo que el fraetal de 
Sierpinski tome diferente estructura para cada interación. Las funciones cilindricas, 
por ejemplo, están dadas por:

( 5 1 )
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siendo además r 0 =  ( x , y ).



F ig u r a  1 5  -  P r o c e s o  para g e n e ra r  un  fracta l c o n  e le m e n to s  h e x a g o n a le s  e n c a ja d o s  u n o  d en tro  d e  o tro .

F ig u r a  1 6  - (a )  E je m p lo  d e  c ó m o  var ia  e l p a rá m etro  k en  c a d a  c ic lo  d e  ite r a c ió n  para c o n str u ir  e l c o n ju n to  

fra cta l. (b )  O p e r a c io n e s  b á s ic a s  d e  c a m b io  d e  e sc a la  y  r o ta c ió n  e n  un  cu a d ra d o .

(b)

(a)

(c)(a) (b)



(c) (d)

F ig m  a 1 7  -  R e p r e s e n ta c ió n  d e  fig u r a s  c o n  lo s  s ig u ie n te s  p arám etros: (a ) s=0.1, p2=3, p¡=¡ (para  
e l re s to );  (b )  s=0.8, p2=20, p¡=l (para  e l resto ); ( c )  s=0.3,po=l, p¡=1.7, p2=p3=I.S, p4=1.2, ps= l , 

p6 = 1.4, (d ) 5 = / ,  p0=1.8, p¡=2.8, p2=2.5, p}=2, p4=p¡=¡, p2=l.5.

(b)( a )



En una for ma más general puede utilizarse una función que representa el contorno 
de la estructura fina mediante:

(52)

(53)

para la cual se dan los casas límites siguientes:

Diferentes tipos de estructuras obtenidas se muestran en la figura 16(a) de acuerdo 
a los parámetros k y s utilizados en cada caso. Los mismos parámetros pueden 
tomar diferentes valores (los cuales pueden ser inclusive aleatorios) en cada ciclo de 
la construcción del fractal, para obtener estructura fina variable en cada paso de la 
iteración. En la figura 16 (b) se muestra una forma de implementar algunas operaciones 
interesantes como rotación y cambio de escala, mediante los valores que adopte el 
parámetro k  y el ángulo inicial Q0. En la figura 17 se muestran algunos ejemplos de 
las curvas obtenidas a través de la ecuación (51) cuando se varían los parámetros p i .

3. O p era c io n es con  con ju n to s frac ta les.

La superposición de conjuntos fractales y las operaciones que con ellos puedan 
realizarse tiene consecuencias sobre la dimensión del conjunto final resultante. A par
tir de dos conjuntos fractales puede obtenerse otro con una dimensión diferente y en 
consecuencia, aplicado por ejemplo al caso de scattering esto deberá tener inciden
cia sobre los campos electromagnéticos dispersados. Mostramos aquí algunas de las 
operaciones que en el futuro podrán ser tenidas en cuenta en algunas aplicaciones.

3.1. P roducto  cartesiano de Fractales.

Si E C R n y F C R m son ambos conjuntos de Borel. Su producto cartesiano es:

( 5 4 )

( 5 5 )

entonces se verifica que:
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3.2. Intersección  de Fractales.

Sean E ,F  C R" conjuntos de Borel, y sea G un grupo de transformaciones sobre 
R n . Entonces:

4. A lea to r iza c ió n  y  cu a si-a lea to r iza c ió n .

Si, por ejemplo, se utilizan generadores aleatorios para cada componente de un 
dominio con una distribución periódica, se pueden obtener diferentes configuraciones 
de cuasi-aleatoricdad en la estructura. Aleatorizar un fractal clásico dotcrminístico 
es el primer y más simple acercamiento para generar una forma ‘natural’.

El método para incluir alcatoriedad en la construcción del "copo de nieve” de 
Koch requiere únicamente una pequeña modificación a la construcción clásica. Se 
reemplazará un segmento de línea recta, por una línea partida en cuatro segmentos, 
cada uno un tercio tan largo como el segmento original. De igual forma, la forma del 
generador será la misma. Sin embargo, existen dos posibles orientaciones en el paso 
de reemplazo: el ángulo pequeño puede ir ya sea a la izquierda o derecha, ver figura 
18.

Escogeremos una de estas orientaciones de forma aleatoria en cada paso de reem
plazo. Llamemos al resultado la curva aleatoria de Koch. Al componer tres diferentes 
versiones ele la curva ele Koch colocaelas ele manera que sus puntas finales coincidan 
obtenemos el copo de nieve aleatorio ele Koch. En este proceso algunas características 
del fractal de Koch se m antcndran . Por ejcmplo , la dimensión fractal ele la curva será 
la misma (alrexledor de 1.2G). Pero la apariencia visual es drásticamente diferente; se 
ve mucho mas parecid a a la línea costera de una isla que la curva original del copo 
de nieve.

En el ejemplo ele fractales aleatorios tratarlo en el párrafo anterior, se tuvieron q uc 
tomar decisiones aleatorias en el proceso ele construcción. Carla decisión se basó en 
la elección de una de dos posibilidades. Ahora daremos un ejemplo dónde se utiliza 
un número aleatorio ele un intervalo entero, el gasket aleatorizado ele Sierpiuski. El 
proceso de construcción es idéntico al original. Pero, para este caso cada paso en 
el triángulo se subdivide en cuatro subtriángulos, de los que el central es removielo. 
Sin embargo , en la s ubdivision podemos ahora permitir subtriángulos ejue no son 
equiláteros. En cada lado elel triángulo que se subdivd irá, escogemos luego un punto

3 2

(5 6 )

para un conjunto ele movimientos a  £ G ele medida positiva en los siguientes casos:

a) G esta en el grupo ele similaridades y E y F son conjuntes arbitrarios.
b) G es el grupo ele movimientos rígidos, E es arbitrario y F es una curva, superficie 

o manifolel rectificable.
c) G es el grupo de movimientos rígidejs y E y F son arbitrarios, con dim II/ E > 

1/2 (n  4- l) o bien dimII F >1/2( n  +  1).



F ig u r a  1 8  -  A le a to r iz a c ió n  en  e l fra c la l d e  K o c li
F ig u r a  19  -  D o s  e je m p lo s  d e  a le a to r iz a c ió n  en  la 

fo rm a  y  d is tr ib u c ió n  d e  lo s  tr iá n g u lo s  en  e l g a sk e l  
d e  S ie r p in sk i.

F ig u r a  2 0  -  E je m p lo  d e  m u lt ifr a c ta lid a d  e n  e l c o n ju n to  d e  C an tor.

(b)

(a)



aleatoriamente y conectamos los tres puntos para obtener cuatro subtriángulos. El 
subtriángulo central es removido y el procedimiento se repite, ver figura 10(a).

Ahora discutiremos la modificación del gasked de Sicrpinski. Esto nos llevará 
directamente a un fenómeno físico con muchas aplicacione: percolación. De nuevo 
utilizamos la subdivisión estándar en triángulos equiláteros. Una modificación sen
cilla es entonces, escoger uno de los cuatro subtriángulos en el paso de reemplazo 
aleatoriamente y removerlos. Así el subtriángulo central puede removerse, pero uno 
diferente podría seleccionarse y removerse, ver figura 19(b). En esta figura podemos 
ver clusters pequeños y grandes de triángulos conectados. Un cluster se define como 
una elección de triángulos negros, que se encuentran conectados a través de sus la
dos y se encuentran completamente rodeados por triángulos blancos. Hay un cluster 
que conecta los tres lados del triángulo mas grande? Cual es In probabilidad de que 
eso suceda? Cual es el tamaño esperado del cluster mas glande? Preguntas de este 
tipo son relevantes en la teoría de percolación, cuyas respuestas se utilizarán en las 
aplicaciones incluidas en el próximo capítulo.

Sea II un subconjunto abierto de R" con la clausura II, sea m  >  2 un entero, y sea 
también 0 <  b <  1. Tomamos Ώ la clase de secuencias decreciente II =  Á 1 D A2 D 
A3 D ... de conjuntos cerrados satisfaciendo las siguientes condiciones: el conjunto

A k  
e s  

es una unión de m k conjuntos cerrados !!{, .. donde ij =  l , . . . ,m  (1 < i < A:) y

Hi,..., ik es similar a II o bien es el conjunto vacío.
Asumimos que, para cada i1 . . . . ,  ik  el conjunto H i , . . . ,   contiene Hi,..., ik, i (1≤

i ≤  m ) y que estos conjuntos son disyuntos, esto es, escencialmente equivalentes
a la condición de conjunto abierto. Si Hi1...,ik es no vacío, escribimos Cii....i4,  =
|Hi 1. . . i 4I /  |I I i1...i4I para la relación de similaridad entre sucesivos conjuntos y toma

mos CIi. . . i4 =  U si O Hi1. . . ,  ik el conjunto vacío. Escribimos luego:

Sea P la medida de probabilidad de una familia de subconjuntos de U tal que las
Ciu ...,ik son variables random. Supongamos que dadas Ci1...,ik >  0, o  s e a  q u e  Hi1,ik
es no vacío, C i1,...,ik tiene idéntica contribución a Cil...,ik> para cada secuencia i 1 , - - -, i k y
para 1 ≤  i ≤  m. Asumimos que las Ci1......ik  son independientes, excepto que, para
cada secuencia i1,..., ik, las variables random Ci1...,ik,1,...., Ci1,....,m necesiten no ser
independientes. Esto define una distribución de probabilidad auto-similar sobre las 
construcciones de Ώ . Escribimos N  para el número (random) de las C i , . . . ,C k que 
son positivas; esto es, el número de conjuntos H i , . . . ,H k  que son no vacíos.

T e o r e m a  4. El conjunto F dcscripto tiene la probabilidad q de estar vacío, donde 
q es la menor raíz no negativa de la ecuación polinominl:

3 3

(57)

con probabilidad 1 -  q el conjunto F tiene dimensiones de Ilaussdoríl y box-counting 
dadas por la solución s de:



( 58)

siendo E la esperanza m atem ática.

5 . A u to c o rre la c ió n  ele fu n cion es fracta les.

La propiedad característica del cambio de escala, que mejor puede relacionarse 
con hechos físicos y posibilidad de una medición es la aulocon elación que poseen 
infernam ente las estructuras fractales. lis ta  autocorrelación se puede verificar a dife
rentes escalas en el conjunto fractal. Dada la función / ( x ) ,  la función autocorrelación 
se define por:

cuya transform ada de Fourier esta relacionada con la función autocorrelación medi
ante:

( 6 2)

6 . M u ltifra c ta lid a d .

Las medidas m ultifractales están relacionadas con el estudio de una distribución 
de cantidades físicas u otros soportes geométricos. El soporte puede ser un plano 
ordinario, la superficie o un volumen, o puede ser el mismo fractal. La idea es (pie 
una m edida fractal puede ser representada en térm inos de subconjuntos fractales in- 
terrelacionados teniendo diferentes exponentes de escalamiento, lo cual lleva a nuevas 
aplicaciones a los sistem as físicos. Es por esto que el estudio de los m ultifractales es 
un cam po de rápido desarrollo.
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(59)

( 6O)

(61)

si (B) es pequeño, se satisface la ley de potencia:

y adem ás, se esperaría que s sea la dimensión de box. Existe una íntima relación con 
el espectro de potencia de la función / :



Si se modifica la construcción del conjunto de Cantor (ver figura 20, considerando 
la barra inicial con una densidad p0, una longitud l„ y en consecuencia una masa 
La operación de aplicar el generador consiste altura en cortar la barra inicial en dos 
barras de masa u 1 =  u 2 = 0 , 5 u o  y con una longitud para cada parte 

El proceso conserva la masa, así que:

la cual diverge cuando li -> 0.

7. C o n c lu s io n es  y  fu turos desarrollos.

A par t ir de los desarrollos que se obtuvieron para diferentes estructuras fractalcs, 
utilizando funcionas periódicas rectangulares, clasicas de la teoría óptica, pueden 
derivarse interesantes resultados desde el punto de vista básico y aplicado. La ex
tensión a diversas formas fractalcs que pueden emplearse en diferentes modelos físicos 
permiten estudiar el efecto de cada componente. Fundamentalmente es este el punto 
central: la descomposición o construcción de conjuntos y /o  funciones fractalcs a partir 
de conjuntos y /o  funciones más simples.

Es nuestro interés extender tales construcciones con distribuciones periódicas a 
otros conceptos señalados al final de este capitulo, tales como alcatoriodad y mul- 
tifractalidad, para  poder estudiar fenómenos aún mas complejos desde el punto de 
vista físico en relación a las propiedades de interacción onda-geometría. Esto es muy 
importante, ya que las propiedades de los objetos tendrán consecuencias sobre los 
campos de seattering, algunas de las cuales se verán en el siguiente capitulo.

La función densidad de Cantor se ha definido en una forma similar a las funciones 
de Walsh. Con esto se ve que ambas funciones pertenecen a una misma clase, y poseen 
un escalamiento. Sin embargo es sencillo probar que las funciones de Walsh forman 
un conjunto ortonormal completo y las densidades de Cantor no.

( G 5 )

(63)
Lo cual constituye un proceso de aglutinamiento ya que lleva la distribución de ñausa 
original a regiones pequeñas con alta densidad. Los segmentos de ñausa de lontigud
11 están (landos por:

(64)
y la densidad de cada pequeña porción es:
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RESULTADOS DE LA TEORIA ESCALAR Y 
APLICACIONES EN PROCESAMIENTO OPTICO

DE LA INFORMACION

CAPITULO III



1. E stu d io s  en  las reg ion es de F resnel y  F raunliofer.

Los casos más conocidos de redes de difracción qne han dado lugar a numerosos 
estudios y aplicaciones en óptica son aquellos que poseen una periodicidad o una 
cuasi-periodicidad en su estructura. Sin embargo, numerosos estudios han surgido a 
lo largo de esta década principalmente, relativos a la difracción debido a redes planas 
con una cierta geometría particular, lo que representa un concepto más general que 
el anterior, pues las incluye.

Las propiedades geométricas propias de un objeto fractal deben, en alguna forma, 
quedar reflejadas en su interacción con las ondas electromagnéticas. Tal es el ob
jeto de estudio en las regiones de campo lejano y cercano. Si bien en esta primera 
instancia tenemos definidas las propiedades de la estructura fractal, la finalidad de 
estos estudios es poder resolver lo que se denominaría Problema Inverso, esto es, a 
partir de la es tructura  del campo poder determinar las propiedades geométricas del 
objeto. Aquí se hace hincapié en algunos resultados obtenidos de la teoría escalar 
de la difracción y se presentan imágenes de la intensidad de campo medida con sis
temas opfo-clcctrónicos. El objetivo es poder establecer parámetros adecuados que 
nos permitan reconocer propiedades de la estructura  geométrica.

1.1. Determ inación  de la dimensión y otras propiedades por métodos ópti
cos.

La forma mas directa de obtener información sobre la geometría de un objeto es 
digitalizar una imagen de este. El sistema es sencillo y fácil de montar a los fines exper
imentales. Fundamentalmente, se requiere una cámara de video y una computadora, 
con una plaqueta adecuada de procesamiento de imágenes. Los datos almacenados en 
la forma de un arreglo bidimensional de pixeles cuyos valores conteniendo diferentes 
niveles de grises o colores corresponden a las regiones ocupadas por la imagen. Los 
datos pueden evaluarse utilizando los métodos clásicos para el cálculo de la dimen
sión D. Existen diferentes procedimientos como el de box counting, Kolmogorov, 
Minkowski, l lu rs t  o Fourier, que permiten realizar el análisis dimensional (teniendo 
cada uno sus ventajas y desventajas), pero que en general llevan a diferentes resul
tados. El principal cucstionamiento al procesamiento de imágenes surge porque en 
general se tra tan  imágenes contenidas en el espacio tridimensional mediante métodos 
que procesan en el plano (de dos dimensiones).

Tal como lo ha señalado Vicksek, "la dimensión fractal de la proyección de un 
objeto en un plano (d — M)-dimensional (d es la dimensión del espacio que lo contiene) 
es la misma que su dimensión fractal original si D  < d — M . Desafortunadamente, 
solo existen argumentos heurísticos que soportan esta suposición y pueden ocurrir 
desviaciones considerables de ella, especialmente cuando D  es un poco más pequeña 
que d — M .  Adicionalmente, si D  es mayor que d — M  el método no es aplicable, ya 
que en este caso la proyección es simplemente un objeto (d — M)-dimensionaP’. Sin 
embargo, dado que en este trabajo estamos por el momento interesados en fractales



contenidos en un espacio bidimensional, no tendremos este tipo de problemas aunque 
es bueno señalarlo para ser considerado en futuros desarrollos. Además, debido a 
que las estructuras poseen algún tipo de simetría intrínseca, pueden implementarse 
métodos sencillos para la medida de la dimensión, o bien clasificar los patrones de 
difracción efectuando un corte a la imagen. Con esto, se puede calcular la dimensión de 
un cierto patrón de intensidad utilizando el método de Richardson, es decir, midiendo 
el perímetro total para una cierta unidad de longitud característica para diferentes 
rangos de esta y gradeando la curva log — log como conviene hacer en estos casos, 
para una mejor visualización de los resultados.

La propagación del campo electromagnético dispersado por una cierta transini- 
tancia, en el marco de una teoría escalar de la difracción, está regida por la conocida 
integral de Frcsnel:

siendo T ( E0, n0) la función transmitancia.
A partir de la propiedad de escalamiento para  una función fractal, mostrada en 

la ecuación (5) del capítulo anterior, el campo electromagnético a lo largo de su 
propagación se expresa entonces mediante:

donde a  es un exponente de escalamiento. Esto es, el campo cumple con la propiedad:

(3)

que es la relación de escalamiento dentro de la región de Fresnel. Como se ve, existe 
un relación de escala tanto en las coordenadas transversales como en la dirección de 
propagación del campo.

Esta  propiedad también se vuelve importante para poder establecer la relación 
de escala en campo lejano a partir de la correspondiente a la transmitancia fractal. 
Ya ha sido probado (A. Lakhtakia and II. J. Caulfield) que para el caso general de 
transformadas integrales definidas mediante:

siendo f ( v )  una función con la propiedad de escalamiento antes mencionada y K( ^ , v )  
el núcleo de la transformada integral, que esta función transformada F(£) tiene la 
propiedad de escalamiento dado por:
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donde D  es la dimensión fractal de f ( v )  y n  = 0 para el caso de la transformada de 
Fourier, como aquí nos interesa.

2. R eg ió n  d e F raunhofer.

En un sentido general, para una transmitancia bidimcnsional, el campo lejano en 
la región de Fraunhofer está dado por:

(5)

( 6 )

(7)

(8)

siendo ( x0, y0) el sistema de coordenadas adherido a la red de difracción y (x1 .  y1) el 
sistema de coordenadas sobre una pantalla transversal a la dirección de propagación 
z. Además, A es la longitud de onda de la radiación electromagnética y k =  2tt/λ es el 
vector de onda. El operador T  {} indica la transformada de Fouricr en el espacio de 
las frecuencias

Si la red de difracción se expresa como producto de funciones periódicas, como es 
el caso de las funciones de densidad fractal definidas en el capítulo anterior, entonces 
el campo se obtiene mediante:

donde el símbolo (x)indica la convolutoria de la transformada de Fouricr del campo 
sobre cada una de las componentes periódicas R { x 0, y 0). En esta misma forma se 
pueden calcular los casos de una red de Cantor, la carpeta y el triángulo de Sierpinski.

Si se considera que los elementos constitutivos de estructura  fina son con forma de 
rectángulos uni-dimensionales como es el caso de una red de Cantor, el campo puede 
expresarse en una forma sencilla:

siendo C(x0j) la densidad de Cantor tra tad a  en el capítulo anterior.
Por ejemplo, cuando la dimensión fractal es D = ln 2 /  ln 3 =  0.0109, la distribución 

de intensidad queda expresada a través de:

donde se ve claramente que esta se divide en un factor de forma y un factor de 
estructura. El primero está relacionado con la envolvente del patrón de difracción y
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el último con la denominada estructura  fina, es decir la forma en que se distribuyen 
los elementos más pequeños de la estructura que producen la difracción.

La expresión dada por la ecuación (30) del capítulo anterior para la red de difrac
ción y la obtenida para la distribución de intensidad correpondiente a partir de la 
ecuación (9), nos permite estudiar la contribución de cada componente periódica so
bre el patrón de difracción completo.

Las figuras l(a)  — l(c) muestran los primeros órdenes de la transmitaucia fractal 
de Cantor junto  a sus correspondientes patrones de intensidad para N  =  1,2 y 3 
respectivamente, calculados en la región de Eraunhofer. Como ha sido observado por 
otros autores, en el caso de fractalcs de Cantor y de Koch, la distribución do intensi
dad puede ser dividida en un dominio periódico y un dominio fractal. La extensión 
de ambos dominios está relacionada con la estructura fina compleja del objeto, o el 
segmento más fino en el caso del conjunto de Cantor. En esta forma, cuando una 
función rectangular con componente periódica de menor período es agregada el orden 
o estado se incrementa y son obtenidas mayores frecuencias espaciales en el patrón 
de intensidad. La distribución individual de la intensidad difractada para cada com
ponente periódica se muestra en la figura 2 (para una red de Cantor de orden G), 
donde los máximos secundarios están siempre en relación directa con el cambio de 
escala de cada componente. Para  las componentes periódicas de orden G, los máx
imos secundarios coinciden y están superpuestos y entonces el patrón de intensidad 
cubre la región contenida bajo la envolvente sinc2. De tales resultados se desprende 
la conveniencia señalada por algunos autores de utilizar orden 5 o G como mínimo, 
para la obtención de buenos resultados en el estudio de la relación geométrica entre 
el objeto y la intensidad de campo.

Como ya se demostró para  el “target" de Cantor, el patrón de intensidad para 
un dado orden fractal es una versión magnificada de los órdenes previos. Una modu
lación entre órdenes sucesivos puede ser observada dentro del dominio fractal, con un 
factor de cambio de escala de 3. Entonces, en el patrón de intensidad hay una auto- 
similaridad implícita directamente derivada de la correspondiente auto-similaridad 
del objeto fractal. Sin embargo, la forma en la cual la densidad de Cantor C(x0) ha 
sido definida, permite filtrar cualquier componente periódica si los correspondientes 
exponentos g¡ son iguales a cero. En este caso, la propiedad de reescalamiento o 
magnificación para dos órdenes diferentes es perturbada y hay una pérdida de auto- 
similaridad en el objeto y en el patrón de intensidad difractado por él. Este hecho 
muestra la alta  sensibilidad del campo en relación a la geometría del objeto. El fil
trado de cualquier componente cambia el factor de estructura de la distribución de 
intensidad inicial dada en la ecuación (9), pero no cambia el factor de forma como 
se muestra en la figura 3 donde se han considerado diferentes secuencias para los ex
ponentes f/j. En la figura 3(a) se ve el patrón de difracción del fractal de Cantor de 
orden G, con gi = 1. Los sucesivos resultados corresponden a los siguientes estados: 
3(b): g i =  g2 =  0, g3 =g 4 =  g5 =  g6 =  1; 3(c): g1 =  g2 =  1,g 3 =  g4 =  0.g 5 =  g6 =  1.
3(d): gi =  g2 =  g3 =  g4 =  g5, =  0, g6 = 1. En dichas figuras se pueden observar las 
distribuciones de intensidad para  estados intermedios y compararse con el caso del 
patrón para  el fractal de Cantor mostrado en la figura 3(a). En nuestros cálculos ten
dremos en cuenta estas secuencias, además del caso: g i =  g2 =  1, g 3 =  g4 =  g5 =  0,
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x  / L  r e la t io n  o
(a)

x  / L  r e la t io n
O

0

(C)

F ig u r a  1 -  O r d e n e s   1 ,2 y 3 ju n to  c o n  su  c o r r e sp o n d ie n te  patrón  de d ifr a c c ió n  en  ca d a  c a s o  para un a  red
d e  C an tor  d e  o r d e n  6.

(b)



(a) (d)

(c) (f)

F ig u r a  2 -  P a tró n  d e  d ifr a c c ió n  para  ca d a  u n a  d e  las c o m p o n e n te s  p e r ió d ic a s  q u e  c o m p o n e n  un a  red d e

d ifr a c c ió n  d e  C a n to r  d e  o rd en  6.

( b ) (e)



(d)

P atrón  d e  d ifr a c c ió n  para d ife r e n te s  s e c u e n c ia s  d e  filtrad o  en  la fu n c ió n  d e n s id a d  d e  C antor  

g2=gj=g4=gs=g6=l\ ( b )gl=g2 = 0, gj=g4=gs=gó = l; (c) gl=g2 =I. g}=g4 = 0, gs=g6 = l', (d )
gl=g2=g3=g4=g5 = 0, g = l

( b )

(c)(a)



g6 =  1 • Resultados experimentales que muestren la diferente estructura fina en cada 
caso pueden ser obtenidos con el montaje de difracción general de la figura 4(a ). Con 
el mismo se obtuvieron las imágenes de los estados correspondientes a los casos (u) y 
(6) anteriormente calculados, los cuales se muestran en la figura 4(6).

Todo esto otorga un marco experimental, con una base formal anteriormente de
tallada, que puede ser utilizado para describir propiedades básicas o bien con fines de 
procesamiento óptico, cuando las operaciones entre conjuntos o la convolución puedan 
llegar a ser ut ilizadas o implementadas ópticamente.

Para  una mejor visión de la es tructura  del campo lejano difractado para los casos 
de fractales de Sierpinski y Kocli emplearemos los operadores de cambio de escala, 
traslación y rotación definidos ahora sobre funciones, y calculando la transformada 
de Fouricr de la correspondiente función transmitanc.ia.

En una forma general se tiene que, para un fractal .FN(x) de orden N , donde n ( N)  
es el número de elementos cpie lo constituyen (esto es, el número de veces (pie se ha 
aplicado el generador al iniciador), el campo puede expresarse como:

( 10)

donde los operadores y la transformada correspondiente se definen mediante:

siendo d  el vector de traslación, 0 el ángulo de rotación (ambos dependen del elemento 
k considerado) y m  es la magnificación; el cambio de coordenadas es x  —► q en la 
transformada de Fouricr. El resultado matemático que se obtiene para la expresión 
de la transformada de Fouricr del fractal de Koch en estas condiciones es:

( 1.2 )

y algunas imágenes del patrón de difracción en campo lejano conteniendo diferentes 
iniciadores pueden observarse en la figura 5.

En la figura G(a) se ve un cálculo de la distribución de intensidad difractada para la 
componente de orden 2 en el caso de la carpeta  de Sierpinski y luego algunas imágenes
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Figura 4 -  (a) Montaje experimental, (b) patrón de intensidad para las secuencias: g i~ g 2“:0, 
g3=g4=g5=g6=l y gi=g2=g3=g4=g5=g6=l respectivamente.

( b )

F i g u r a  5  -  F ractal  d e  K o c l i  c o n  in ic ia d o r  c u a d r a d o  y  p e n ta g o n a l  ju n to  c o n  su c o r r e s p o n d ie n te  patrón de  

d i f r a c c ió n  (J. U o z u m i ,  T. A s a k u r a ,  K. E. P e ip o n e n ,  R. S i l v c n n o i n e n  and M . S a v o la in e n ,  H du ca t io n  and
T r a in in g  in O p t ic s ,  V o l .  I, p. 139 ,  1 9 9 3 )

(a)
( a )

(b)(b)

( a )



obtenidas con cámara C C D  para la misma en campo lejano (figura 6(b)) para òrdenes 
fractales 3 y 4 respectivamente.

En la figura 7 se muestran diferentes casos de redes de difi acción fractal. En 
la primera imagen (figura 7(a)) se puede visualizar el patrón de difracción cuando 
la componente de orden 2 lia sido filtrada en el caso de la carpeta de Sierpinski. La 
estructura  del patrón de difracción y el filtrado de la primera componente para el caso 
del triángulo de Sierpinski se muestra en las figuras 7(6) respectivamente. La pequeña 
imagen entre ellas nos muestra un detalle de la estructura del máximo central. No se 
observan diferencias entre ambos casos debido a que el principal aporte corresponde 
a las componentes de estructura  fina, y en este caso el filtrado de la componente de 
orden 1 tiene el mismo efecto que el de una pantalla complementaria. Es interesante 
destacar también que puede verse claramente que la estructura total resulta de una 
superposición de funciones rectángulo a lo largo de tres direcciones diferentes. Estas 
pueden verse en las imágenes y son una prueba del tipo de construcción que hicimos 
en el capítulo anterior.

Para  mostrar los patrones de difracción de otras estructuras y las variaciones 
que tienen lugar en las componentes de estructura  fina, vemos primeramente en la 
figura 7(c) los patrones para los dos primeros órdenes de la carpeta de Sierpinki. 
La diferencia entre los patrones de intensidad está obviamente, relacionada en forma 
directa con la geometría de la estructura inicial y esto nos sirve para poder predecir 
como será la distribución de intensidad ya que será el generador el (pie se repita al 
igual que su correspondiente distribución espectral en campo lejano, Todo esto es 
útil para podér estudiar estructuras cada vez mas complejas, al igual que diferentes 
combinaciones entre ellas.

Como un ejemplo do lo anterior tenemos la combinación de círculos y cuadrados 
dispuestos en diferente forma, lo que por supuesto tiene también su influencia sobre el 
patrón de difracción, y esto a su vez representa un resultado útil para procesamiento 
óptico de la información. Observamos en la figura 7(d) que una mejor distribución 
de los órdenes difractados se consigue cuando todos los elementos de estructura fina 
son de la misma naturaleza y que en el primer caso, aún siendo muy pequeños los 
círculos que intervienen (podrían aproximarse a cuadrados, pues están en el orden 3) 
conservan influencia sobre la distribución de intensidad. Estos son también hechos 
interesantes a los fines de procesamiento óptico.

Debemos destacar también que pueden obtenerse estructuras fractales con una 
cierta alcaloriedad o cuasi-alcatoricdad en su estructura geométrica, esto da lugar a 
nuevos estudios relacionados con temas estadísticos que aquí no vamos a desarrollar, 
pero los resultados presentados pueden ser fácilmente extendidos a estos caso. Como 
ya hemos señalado también, una cuasi-alcatoricdad puede ser obtenida si se incluyen 
este tipo de variaciones en una o varias de las componentes de la transmitancia fractal.

Existen otros resultados interesantes obtenidos por otros autores que involucran 
el concepto de masa fractal, con la cual se puede expresar una propiedad exponencial:
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(a)

(b)

Figura 6 - Patrones de intensidad para la carpeta de Sierpisnki: (a) componente periódica de 
orden 2. (b) Distribuciones de intensidad para órdenes 3 y 4 respectivamente.



( d )( c )

(a) (b)

figura 7 -  P a tro n es  ele d i f r a c c ió n  e n  d i fe r e n te s  c a s o s :  (a )  C arpeta  d e  S ie r p in s k i  c o n 

orden  2  f i ltrada, (b )  D o s  c a s o s  para e l  tr iá n g u lo  d e  S ie r p in s k i .  (c )  G e n e r a d o r e s  c o n  

c o m p l e j a  en  la ca rp eta  de  S ie r p in s k i .  (d )  C o m b in a c i ó n  d e  e structuras  c ir cu la re s



E n el caso de transparencias rotacionales (fractalcs construidos usando rotaciones, 
ver figura 8(a)), para las cuales se tiene una distribución multifractal de masa sobre

la distribución de intensidad puede ser determinada desde (figura

t al como os mostrado en la figura 8(c), siendo ahora q la variable de frecuencias 
espaciales en la región de campo lejano y D  la dimensión fractal.

2.1. Auto-siinilaridad del campo difractado.

Todas las situaciones consideradas anteriormente pueden ser cuantiíicadas a través 
de la función auto-similaridad (T. Asakura et n i) ,  la cual se define como la correlación 
de la intensidad del campo y una versión magnificada de ella:

(15)

donde la integral se calcula dentro de la región R  para la función que es el 
factor de estructura  de la distribución de intensidad, o sea que a partir del patrón de 
intensidad se debe normalizar este con la envolvente.

Se ha observado que la función auto-similaridad tiene una periodicidad que coin
cide con potencias de 3, y también está, relacionada con el fractal de Cantor utilizado 
aquí, que es para  los valores m  =  3 1 , 3 2 , 3 3 .... aunque los valores de los p icos para la 
distribución de intensidad obtenidos en tales posiciones dependen del orden o estado. 
Aquí, se ha utilizado un fractal de orden 6 , asi que también es posible calcular un 
grado de auto-similaridad para  estructuras incompletas cuando algunas componentes 
periódicas son filtradas correlacionando la distribución de intensidad de la red en este 
caso y su versión magnificada por un factor m  =  3.

Los patrones correspondientes se muestran en las figuras 9(a) — 9(d), donde se 
pueden ver claramente los dominios fractal y periódico. El comportamiento de los 
picos de auto-similaridad para una magnificación 3 correspondientes a la secuencia 
usada en los patrones de intensidad de la figura 3 se muestran en la tabla 1. Dos casos
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donde Pn es la masa total sobre Fa y f  es una función cualquiera. Las propiedades 
fractalcs quedan demostradas en el factor de estructura del patrón de intensidad, las 
cuales siguen una ley exponencial del tipo:



F ig u r a  8 -  (a )  C o n ju n to  fracta l c o n  r o ta c ió n  d e  o r d e n  7  y  (b )  su  patrón  fa c to r  d e  estru ctu ra . (C . P. 

D e ttm a n n  a n d  N . E. F ra n k c l, “ S tru c tu re  fa c to r  o f  d e te r m in is t ic  fra cta ls  w ith  r o ta tio n s” , F ra c ta ls , V o l .  1,

N °  2 , 2 5 3 - 2 6 1 ,  1 9 9 3 ) .
(c )  G r á f ic o  log-log d a n d o  las v a r ia c io n e s  d e l o rd en  7 d e l fa c to r  de  e s tn ic lu r a  <S7(q)> para las barras dc  

C a n to r. S e  c o m p a r a n  v a lo r e s  t e ó r ic o s  (* )  y  e x p e r im e n ta le s  (o ) .  (C . A lla in  and M . C lo ilr e , “ O p tic a l  

d if fr a c t io n  o n  fr a c ta ls” , P liy s . R e v . B , V o l .  3 3 , N  5 , 3 5 6 6 - 3 5 6 9 ,  1 9 8 6 )

(c)

Cb)(a)



son considerados: (1) la región R. coincide approximadamente con el intervalo cen
tral [—108, 108] (ver figura 9(a)) y (2) para  un intervalo mayor que el mencionado en 
(1), pero incluyendo la región [ — L,L\ .  A partir de los resultados de auto-similnridad 
mostrados en la tabla 1, puede verse (pie los tres primeros tienen relativamente buena 
auto-similaridad y los dos restantes valores corresponden a una auto-similaridad po
bre, también cuando la región se extiende en el dominio periódico, tiene un menor 
grado de auto-similaridad. Evidentemente, la contribución de las componentes rec
tangulares más cercanas a la de menor período, para un cierto orden del objeto fractal, 
son las que tienen más peso para evaluar el parámetro S( m) .  La envolvente incluida 
en la figura G es el factor de forma que no se modifica; sin embargo, el grado de auto- 
similaridad tiene cambios. La división en dos dominios: forma y estructura, es una 
consecuencia de la transformada de Fourier en la región de Fraunliofer. Entonces, 
se asume como un buen método comparar no sólo órdenes sucesivos, sino también 
cuando algunas componentes periódicas son filtradas en el orden fractal. El patrón 
de difracción fue dividido en dos dominios: fractal y periódico; sin embargo, desde 
las figuras 9(a) — 9(d) puede verse que hay un dominio periódico intrínseco con la 
contribución de componentes periódicas.

El objeto fractal considerado aquí tiene un número finito de componentes periódi
cas, lo cual se refleja en la estructura  fina compleja del patrón de Fraunliofer. Para 
estados altos del fractal de Cantor o si el objeto es generado por un nùmero finito de 
funciones periódicas, se espera que el patrón de difracción ocupe toda la región bajo 
la envolvencle. Para  un caso hipotético de este tipo no habrá una clara división entre 
los dominios fractal y periódico, pero el filtrado a alguna componente rectangular da 
como resultado la introducción de diferencias dentro del dominio periódico intrínseco. 
Tal comportamiento se enfatiza de acuerdo con el número finito de componentes per
iódicas o iteraciones utilizadas para generar el fractal. El proceso multiplicativo con 
funciones rectangulares es, en alguna medida, reflejado en la superposición de las 
frecuencias espaciales correspondientes a cada una de ellas.

Unos gráficos más completos de la función auto-similaridad son mostrados en 
la figura 10, también para los estados de la tabla 1. Un mayor valor para S ( m )  
corresponde a un alto grado de superposición entre la función intensidad y alguna 
versión magnificada de ella. El análisis que sería hecho con estos resultados es muy 
similar al caso en el que la auto-similaridad en las regiones de Fresnel y Fraunliofer sean 
comparadas. Grandes valores en la función auto-similaridad son observados para el 
factor log3(m)  =  1, 2, 3,..., pero hay un decrecimiento cuando el fractal es incompleto. 
Además, desde la ecuación (9) y la información dada por las figuras 9(n ) - ( d ) ,  el factor 
de estructura  es caracterizado principalmente por la función rectangular con menor 
período a través de los correspondientes picos en el patrón de intensidad, si bien el 
grado de auto-similaridad es principalmente caracterizado por el balance entre las 
componentes periódicas que originan mayores y menores frecuencias espaciales en el 
patrón de difracción.

Otro parámetro importante para distinguir la auto-similaridad para diferentes 
casos es la función contraste (o visibilidad):

(16)
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F i g u r a  9 -  D o m i n i o s  p e r ió d ic o ,  fractal y  p e r ió d ic o  in tr ín se c o  para lo s  c a s o s  y a  m o s tr a d o s  e n  la f igura 3.  
A q u í  s e  p u e d e n  v e r  m a s  c la r a m e n te  c a d a  d o m in io ,  p u e s  e l  pa trón  de  in te n s id a d  h a s id o  n o r m a l iz d o  c o n  la

e n v o l v e n t e . .

(b)

(a) (c)

(d)
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la cual posibilita obtener el grado de auto-similaridad para frnctales completos o 
incompletos, como los casos que aquí se evalúan. El contraste para cada caso es 
calculado teniendo en cuenta las fluctuaciones de las curvas en el gráfico de la función 
auto-similaridad, incluyendo en la ecuación (1G) un máximo relativo (en m =  1) 
junto  con los mínimos anterior y posterior. Debido en cada caso a que el factor 
de estructura  ha sido modificado, existe una gran diferencia entre esta situación y 
cuando se comparan las regiones de Fresncl y Fraunhofcr. Entonces, se propone como 
parámet ro de grado de auto-similaridad la media entre el contraste del primer máximo 
relativo (m — 3) con los corrcspodicntes mínimos anterior (7/1 =  3$) y posterior 
(m =  3 2 ), esto es:

los valores de la función contraste para las secuencias usadas aquí están incluidos en 
la tabla 1. Do allí se puede deducir que es un parámetro (pie permite cuantificar el 
estado (o geometría) de la red de difracción obtenida por medio de una densidad de 
Cantor.

2.2. Auto-similaridad en orden.

Pueden también correlacionarse diferentes órdenes del patrón de difracción ori
ginado por la transmitancia fractal (esto también lo veremos aplicado al caso de 
mulíicapas hacíales), para saber a part ir de que momento de la iteración que origina 
el objeto ya comienzan a mantenerse estables las propiedades hacíales. Si además se 
correlacionan dos estados iguales, uno de los cuales es un orden fractal y el otro posee 
algunas componentes filtradas, puede estudiarse cuales son las componentes periódicas 
que faltan dentro de las es tructura  mediante este procedimiento. Definimos entonces 
la auto-similaridad en orden como la correlación de dos órdenes diferentes S  y S 1 de 
la estructura, en la forma:

2.3. Auto-similaridad en dirección.

Las propiedades dircccionales de una red de difracción y el aporte de frecuen
cias conocido a través de la teoría y la práctica del efecto Moiré tienen incidencia 
también en la superposición de estructuras de tipo periódica como las estudiadas 
aquí. Si se dan dos direcciones coordenadas (x, y) ,  se puede establecer la auto- 
similaridad de una cierta función en relación a esta coordenada, por lo tanto, defin
imos la auto-similaridad direccional como las componentes de una función vectorial 
de auto-similaridad dada por:

(17)
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( 1 9 )

En la figura 11 se muestra como quedan dos redes de Cantor superpuestas en una 
forma similar a las redes de difracción periódicas y cuasi-periódicas, donde ahora la 
frecuencia vectorial corresponderá a cada componente periódica del fractal. Definir 
una dirección en la auto-similaridad es importante para los casos en (pie pueden existir 
deformaciones en cada red de difracción fractal, bien directamente diferencias en su 
dimensión.

2.4. Auto-similaridad compuesta.

En muchos casos dos o más efectos pucdqn estar combinados, por lo tanto es 
útil definir una función auto-similaridad compuesta. Es decir, no solo es necesario 
por ejemplo correlacionar la función con una versión magnificada de la misma, sino 
a veces es útil poder determinar si existe alguna componente filtrada o bien si se ha 
llegado a un orden los suficientemente alto como para asegurar la fractalidad de la 
estructura  y del campo. Se propone entonces una auto-similaridad compuesta dada 
por:

( 20)

valores típicos en este caso pueden fluctuar entre 0.6 y 0.9 de acuerdo a los órdenes cpie 
se comparen. Sin embargo, es de esperar que a partir de un cierto orden y por encima 
de él, no existirán grandes diferencias en la función de auto-similaridad compuesta y 
conservará un valor alto. Esto depende siempre de la naturaleza y el tipo de estructura 
fina de la red de difracción y la forma en que se combinen los elementos constitutivos 
que representan el generador.

3. R eg ió n  de F resnel.

El campo en este caso está dado por:
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Figura 11 -  Superposición de dos redes de Cantor.

Figure 13 -  Patrón de intensidad para la posición de la primera auto-imagen para la componente de
menor período en un Cantor de orden 5.

Figura 12 -  Difracción en la región de Fresnel para la carpeta de Sierpinski con órdenes 3 y 4
respectivamente.



igualmente que para la región de campo lejano, y definiendo ahora la convolutoria (x). 
La distribución de intensidad está dada entonces mediante:

(22)

Algunas imágenes obtenidas en la región de Frcsncl se muestran el figura 12 en 
el caso de la carpeta de Sierpinski, para órdenes 3 y 4 respectivamente, con lo cual 
puede verse la compleja forma del campo dentro de esta región. Ya no será tan 
sencillo el poder caracterizar la distribución de intensidad a travos de una función de 
auto-similar'¡dad.

3.1. Efecto Talbot.

Debido a que las redes de difracción íractal se pueden obtener a partir de funciones 
periódicas, como se demostró en el capítulo anterior, es digno estudiar el fenómeno 
de formación de auto-imágenes en la región de Fresncl. El fundamento podría obten
erse en una forma similar a la utilizada con funciones de Walsli, a partir de una 
transmilancia del tipo ya definido en el capítulo anterior:

(2 3 )

Un mayor valor para S ( m )  corresponde a un alto grado de superposición entre la 
función intensidad y alguna versión magnificada de ella. El análisis que sería hecho 
con estos resultados es muy similar al caso en el que la auto-similaridad en las regiones 
de Frcsnel y Fraunhofer sean comparadas.

donde la sumatoria sobre las funciones rectángulo tienen una forma matemática 
similar a las funciones de Ilademacher, pero con un factor de escalamiento 3 en este 
caso. El campo en la región de Fresncl, para un orden suficientemente alto de la 
es tructura  fractal, puede descomponerse entonces en una forma similar. Las posiciones 
de autoimágenes para cada componente periódica están dadas por:

(24)

donde m es un entero y d es el período de la red de difracción. Como aquí obtenemos 
redes escaladas, podernos hacer consideraciones sobre el escalamiento. Este método 
introduce claramente una forma de medir la lacunaridad do una red de difracción 
a través de las posiciones de autoimágenes, es decir, en los ejemplos dados en el 
capítulo anterior cuando se tenía dos redes con la misma dimensión pero diferente 
lacunaridad, esta puede medirse a través de las componentes escaladas que aparecen 
en posiciones diferentes para cada caso. Por ejemplo, para una dimensión D = 0.5, 
en el primer caso se tiene que el factor de escalamiento es y =  4 en el segundo caso 
es y = 9 . Entonces, podiendo medir estas posiciones z r  de las autoimágenes, se 
puede determinar la relación de lacunaridad y diferenciar entre redes con la misma
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dimensión pero Inclinaridad diferente. En la figura 13 se puede observar la distribución 
de intensidad en una posición cercana a la correspondiente a la primera autoimagen 
de la componente periódica de menos período, para el caso de una icd de Cantor 
de orden 5. Dicha posición es de alrededor de 15.5cm para una transparencia cuya 
dimensión es cerca de 30mm .

O tra  propiedad cpie puede ser utilizada es la superposición y puede entonces rela
cionarse con la dimensión, ya que cu el caso de efecto Talbot fraccioual puede no 
existir una relación entera entre los correspondientes coeficientes, y se tendrán dos 
posiciones Talbot para cada red superpuesta normalmente.

3.2. T r a n s f o r m a d a  f ra c c io n al.

El arreglo experimental que se desea investigar fue desarrollado por primera vez 
por C. Allain and M. Cloitrc, pero en nuestro caso efectuamos mediciones entre la 
red de difracción y el plano de Fouricr, como se muestra cu la figura M.

La red fractal G es iluminada por una onda esférica cpic convcige sobre la pantalla 
S,  donde d es la distancia entre la red y el plano de Fouricr. La amplitud de campo 
compleja os:

(25)

(26)

(28)

(29)

donde f (x , y) denota la transmitancia.
Entonces para la distancia d¡ (medida desde el plano de entrada) en la aproxi

mación paraxial de la teoría escalar de la difracción, la propagación del campo elec
tromagnético puede ser escrito como:

En el plano de la red está dada por:

(27)

y en el sistema de referencia de la transformada canónica integral se representa como:

con el kernel:
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F i g u r a  14 -  A r r e g lo  e x p e r im e n ta l  para v e r i f ic a r  la e s tructura  a u to -s im i la r  de l  patrón d e  in te n s id a d  en  la

r e g ió n  d e  F rcsn c l .

Focal plane
Figura 15 -  D i s t r ib u c ió n  de  in te n s id a d  a lo  la rg o  d e  la d ir e c c ió n  d e  p r o p a g a c ió n  d e s d e  la transp arenc ia  

hasta  la r e g ió n  d e  F r a u n h o fc r  ( la s  d i m e n s i o n e s  e s tá n  e n  c m )

(a) (b)

F i g u r e  16  -  D i s t r ib u c ió n  d e  in te n s id a d  para las p o s ic io n e s :

I r a n s v c isa l  en mm).

( l o n g i t u d



donde; A = ( d - d 1 ) / d , D = d 1 y  D = 1 .  Esta transformada es parametrizada por una 
matriz de transferencia AI de 2 x 2 con determinante igual a 1:

(30)
para todo par de coordenadas ( r ,u) y (y,v).  Los parámetros de esta matriz A, tt 
dependen de la distancia d¡ . Es fácil ver cpic la transformada integral canónica se 
reduce a la transformada de Fouricr si c/t- =  d.  El sistema óptico dcscripto por esta 
transformada integral es usualmente nombrado de primer orden. Consideraremos las 
distribuciones de intensidad del campo frac tal \F{u,v)di)\2 =  |Em (u, u) |2 para los 
diferentes planos d,- E (0, d ).

Una propiedad típica de la mayoría de las estructuras fractalcs es cpie sus medidas 
son auto-afines. Suponiendo que se tiene la medida fractal d/ i (r , y)  - -  f ( x , y ) d x d y  
para una red de difracción fractal que es auto-afín con un expolíenle de escala II 
alrededor de algún punto (rq. i/o):

(31)

(32)

relacionadas por:

De los teoremas de escalamiento y corriemiento para la transformada de la integral 
cónica y la relación (31) las distribuciones de intensidad para los patrones de difracción 
en las distancias d\ y d¿ de tal forma que

(33)

(34)

(35)

(36)

De la (32) se pueden obtener las distancias d\ y ¿2 para las que la relación de 
afinidad (33) puede observarse

Cabe notar que el escalamiento de las coordenadas d^jydx en el lado derecho de 
la ecuación (33) será uno cuando

La distribución de intensidad en los planos correspondientes será similar entre sí:
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y las relaciones de las distribuciones intensidad define el exponente escalado II.
Por lo general, para fractales finitos reales, la relación (31) no es siempre cierta 

pra toda p, sin embargo, para algunas secuencias 
y N  es un nivel fractal: 
relación (33) se transforma en:

donde d | y r/2 están relacionadas por:

(38)

De igual forma, la relación (33) para hacíales con soporte finito es válida en 
cualquier caso, excepto cuando A , D  =  0 (d1 =  0 ,d 1 =  d), la ecuación (37) para 
estructuras finitas es solamente cierta para una región d¡ € (d,d-, d ] ,  donde d depende 
del tam año del fractal real y la longitud de onda A. Para d¿ en la región 0, 6] el patrón 
de difracción es casi el mismo que para la distancia 0 y para di  > d — d es un patrón 
de difracción quasi-Fraunhofer. Para  dk =  pQ2kdd/ (d  +  d(p2k/0 — 1)) la estructura  se 
asocia a un fractal de nivel N  — k + 1 y en la distancia d/v la estructura se relaciona 
estrechamente con el generador del fractal investigado. Así, las observaciones de la 
evolución del patrón de difracción para la distancia d¡ E ( d , d - d )  revela la estructura 
jerárquica del objeto fractal.

Para  los fractalcs reales con escalamiento discreto pk/0 la relación (36) puede obser
varse para los planos:

Para  los fractales conocidos como el conjunto triàdico de C autor y la carpeta 
de Sicrpinski (p0 =  3) de nivel 4, derivamos el siguiente conjunto de distancias
con distribuciones de intensidad similares (d1(k), d2(k)) =  (d/ 4 , 3d/4),  ( d / 10/ 9d / 10),
(d//28, 27d /28), (d/ /82 ,81d/82), donde k  =  1,...,4. Para fractales de nivel finito N  la 
similaridad se da únicamente en parte de los patrones de difracción en las distancias 

di(k) y d2(k), puesto que estos patrones se asocian con los fractales de diferentes niveles 
(ver ecuación (37)). Sin embargo, a partir de las observaciones de distribuciones de in
tensidad similares, corridas una de o tra  en ( (2d, ( k )  - d)xo/d,  (2d\(k) — d)yo/d)  el punto 

(xo,y0) pueden determinarse alrededor de la localización de la simetría escalada.
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Usando el arreglo experimental que se mostró en la figura 14, podemos comentar 
algunos interesantes resultados. En la figura 15 se muestra la evolución del patrón 
de intensidad desde la red de difracción de Cantor de orden 5 utilizada, hasta la 
posición del plano de Fourier. Este resultado confirma estudios teóricos previamente 
desarrollado por T. Alieva ct al. en relación a la evolución del espectro de Fourier 
usando una transformada de Radon-YVigncr (R W T),  y el poder contar con estos datos 
es útil para  analizar el comportamiento de la auto-similaridad en la propagación a lo 
largo de la región de Frcsncl. Para  ciertos planos, siendo d = 4m, se obtuvieron los 
patrones de intensidad mostrados en la figura 16 para las posiciones donde se esperan 
distribuciones de intensidad similares. En la figura 17 se muestran dos cortes para el 
par de distancias (r//4.3r//4) cpie muestan autosimilaridad en difluentes posiciones a 
lo largo de cada distribución.
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4. A p lica c io n es  al p ro cesa m ie n to  óp tico .

Se presentan aquí algunos trabajos cu desarrollo, no necesariamente en relación 
d irecta  con la geom etría fractal, pero que son de interés para posteriores relaciones y 
aplicaciones en dicha área. El estudio de las superficies y la caracterización desde el 
punto de vista fractal es de interés no solo para  poder correlacionar las propiedades 
geom étrico-aleatorias de la estructura , sino tam bién para poderla reconstruir a partir 
de unos pocos dalos. En este sentido loS métodos de estudio que figuran entre los más 
im portantes desde el punto de v ista óptico, se relacionan con microscopía y speckle. 
Además, el manejo de la información óptica utilizando sistem as de procesamiento que 
aprovechen la geom etría y sus propiedades impresas sobre el campo son tie interés en
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áreas como óptica computacional y procesamiento de señales en general. La posibili
dad de realizar filtrado y modificar la es tructura  de las redes fractalcs lleva a nuevos 
campos de aplicación en estos temas. El estudio de imágenes y superposición de las 
mismas obteniendo estructuras cuasi-Moiré, permiten sacar nuevas características y 
propiedades del objeto y extender las aplicaciones a otros ámbitos relacionando con 
ciencia de materiales, como es el caso de la percolación y efectos de la visión. Poste
riormente, el estudio de la propagación de ondas electromagnéticas y su formulación 
desde un punto de vista de entropía permite utilizar este parámetro dentro de la 
óptica con una formulación mas cercana a la teoría termodinámica, y que permitirá 
extenderla a propagación en medios desordenados y caóticos, donde la teoría fractal 
desempeña un rol fundamental.

4.1.  E s tu d io  d e  su p e rf ic ie s .  I n t e r f e r o m e t r i a  S p e c k l e

La posibilidad de los métodos fractalcs de generar estructuras para represen
tar superficies con una gran complejidad prácticamente no tiene límites. Medir las 
rugosidades y formas de una superficie es importante, pues estas tienen inllucncia 
sobre muchas de las propiedades que derivan de dicha superficie. Diferentes méto
dos pueden ser implementados para este fin, y existen sistemas que ya permiten este 
tipo de mediciones, como el microscopio de fuerza atómica ( AFM)  cuyo software in
corporado permite, por ejemplo, obtener los resultados mostrados en la figura 18. 
Igualmente, el análisis de objetos inhomogéneos y medios complejos, a través de los 
spcckles formados cuando son iluminados con luz coherente o parcialmente coherente, 
es uno de los problemas de interés de la óptica estadística. El estudio de la evolu
ción de la dimensión de Haussdorff o las anteriormente mencionadas en este capítulo 
en relación al procesamiento de imágenes, o bien las propiedades de correlación de 
una superficie son algunos de estos parámetros que interesa medir. Algunos trabajos 
reportados demuestran que la fractalidacl del patrón de intensidad de una superficie 
tiene una dependencia angular, y puede establecerse una ley exponencial de la forma:

(39)

(40)

donde a  es un parámetro que depende de las propiedades topológicas de la superficie 
y 0S es el ángulo de seattering respecto a la normal a la superficie. El rango de 
ángulo de seattering que corresponde a la dependencia (39) está relacionado con las 
frecuencias espaciales:

para el cual f s es la frecuencia espacial y A la longitud de onda utilizada en el testeo 
experimental.

Técnicas de speckle más elaborada pueden darnos mayor información sobre los 
parámetros de una superficie como los que aquí nos interesan. Cuando un difusor es 
iluminado se produce un alto contraste en los patrones de spcckle , pero también puede 
ser visto en los patrones de interferencia, pues está asociado con la coherencia del haz 
del láser. Luego de muchos estudios los métodos de speckle han tenido inumerables
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F ig u r a  18  -  (a )  E stru ctu ra  d e  u n a  s u p e r f ic ie  y  (b )  c a r a c te r iz a c ió n  fracta l d e  la m ism a , o b te n id a  c o n  un  
e q u ip o  d e  m ic r o sc o p ía  AFM (g e n t ile z a :  L ic . M . B a b , D c p to  d e  F ís ic a  -  U N S )

F ig u r a  1 9  -  (a )  M o n ta je  e x p e r im e n ta l D S P I , y  (b )  v is ib i l id a d  d e  la s fran jas d e  in te r fe re n c ia  para una
s u p e r f ic ie  m e tá lic a  c o n  d ife r e n te s  r u g o s id a d e s .

F ig u r a  2 0  -  (a )  P o te n c ia  e sp e c tr a l para d ife r e n te s  

s u p e r f ic ie s  c o m o  fu n c ió n  d e  la altura d e  su  e sc a la  
(R . S . S a y le s  a n d  T . R . T h o m a s , “ S u r fa c e  

to p o g r a p h y  as a n o n sta t io n a r y  ra n d o m  p r o c e s s ” , 
N a tu re  2 7 1 , 4 3 1 - 4 3 4 ,  1 9 7 8 ) . (b )  F u n c ió n  d c  

c o r r e la c ió n  para un a  s u p e r f ic ie  fra cta l c o n  

c o m p o n e n te  d e  B e s s e l  m o d if ic a d a  d e  s e g u n d a  c la s e  

(C . J. R . S h ep p a rd , “ S c a tte r in g  b y  fracta l su r fa c e s  

w ith  an  o u ter  s c a le ” , O p tic s  C o m m . 1 2 2 , 1 7 8 -1 8 8 ,  
1 9 9 6

(b)

(a)



aplicaciones y dentro de ellos las aplicaciones en lo que se refiere a las rugosidades de 
superficies.

La idea básica de correlacionar dos imágenes de la misma superficie bajo difercnl.es 
ángulos de iluminación lleva a la idea del cálculo de la dimensión de esta superficie y de 
los parámetros estadísticos. Un experimento que utiliza el método de Digital Spcckle 
P a t t ern Interferomctry (D S P I ) es mostrado en la figura 19(a ). Posibilita medir las 
rugosidades de una superficie utilizando mediciones ópticas y procesamiento digital 
de la información.

Si se tiene que el campo antes y después de rotar la superficie está dado por las 
siguiente igualdades:

(41)

(42)

(43)

con lo cual se llega a que la visibilidad:

puede ser medida y entonces se puede caracterizar la rugosidad como lo muestra la 
figura 19(6). Otro tipo de correlación involucraría la misma superficie y los cambios 
dimensionales cuando existen cambios sobre ella (como por ejemplo cambios en su 
tem peratura  o tensiones).

Existen métodos para la generación y estudio de los parámetros característicos de 
superficies con propiedades fractalcs. Un resultado importante es la ley exponencial 
que se ha verificado para  las rugosidades de varias superficies, y cuyo resultado es 
mostrado en la figura 20(n). Ya que la función correlación de una superficie puede 
ser expresada en base a la función de potencia espectral, en dicha figura se muestra 
esta función en términos de la longitud de onda de las ondulaciones de la superficies. 
Además, también ha sido considerado el caso en que la función correlación de la 
superficie está dada por una función de Bcssel modificada, la cual involucra el caso 
que normalmente consideran los estudios de spcckle (correlación exponencial). Un
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donde Z  es la altura del elemento j - ésimo de scattering, φ es una constante de fase, 
A 1 es la amplitud incidente y A 2 es la amplitud reflejada.

El método D SP I  detecta una cantidad proporcional a ( ( 11 -12)  2)1/2,, la cual
finalmente está dada por:



ejemplo del resultado obtenido para la función correlación de la superficie se muestra 
en la figura 20(b), lo cual tendrá consecuencias sobre los estudios de patrones de 
speckle que puedan realizarse.
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4.2. P rocesam iento  de la Inform ación. Speckle M odulado por Franjas de 
Young.

Desde el experimento de Abbe-Portcr (ver figura 21), las técnicas de filtrado 
espacial se han hecho importantes en el tratamiendo de la información óptica. Aquí se 
muestra un método de filtrado espacial combinado con franjas de Young, para obtener 
un método con aplicaciones a procesamiento de imágenes fractales.Cuando un objeto 
tiene speckle en su imagen, podemos aplicar filtrado óptico si el patrón de speckle es 
modulado con franjas de Young. Como el tamaño del speckle es muy pequeño, en la
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F ig u r a  21 -  E x p e r im e n to  d e  A b b e -P o r ter .

(c)

( b )

(a)

F ig u r a  2 3  -  C a m p o s  e le c tr o m a g n é t ic o s  q u e  g r a d e a n  e l p r o c e s o  o b te n id o  c o n  e l arreg lo  e x p e r im e n ta l d e  
la fig u ra  an ter ior , (a )  C a m p o  d e sp u é s  d e  a travesar  e l ro tad or R¡. (b ) C o m p o n e n te s  para ca d a  p o la r iz a c ió n  

e n  PJ . ( c )  D ife r e n c ia  d e  fa se  d e b id a  al p o la r iz a d o r  P2.

F ig u r a  2 2  -  M o n ta je  e x p e r im e n ta l para e l filtra d o  m e d ia n te  sp e c k le  m o d u la d o  por
franjas d e  Y o u n g  (Y F M S )



F ig u r a  2 4  -  (a )  Im a g e n  típ ic a  d e  s p e c k le  d e sd e  una s u p e r f ic ie ,  (b )  S p e c k le  m o d u la d o  p o r  franjas d e 
Y o u n g , ( c )  T r a n sfo r m a d a d  d e  F o u r ie r  so b r e  u n a  v e n ta n a  en  la fig u ra  (b )

(a)

(b)

Fig u r a  2 5  -  (a )  C o m p o n e n te  p e r ió d ic a  d e  o r d e n  3 e  im a g e n  q u e  resu lta  d e  filtrar e s ta  c o m p o n e n te , (b)) 
C o m p o n e n te  p e r ió d ic a  d e  o r d e n  4 y  f iltr a d o  d e  la m ism a .



imagen no pueden verse las franjas de Young. Entonces, una forma de dem ostrar su 
existencia es producir un cambio de fase en ir en las franjas de interferencia usando 
polarizadorcs.

El arreglo experim ental se m uestra en la figura 22, y consta de un método opto- 
digital que utiliza una cíim ara CCD  y un software adecuado de procesamiento {IMAGE- 
PRO )  para realizar el filtrado.

La figura 23 m uestra el fenómeno físico en sí. El rotador R  polariza el haz láser 
en la en trada  del arreglo c ilum ina el difusor D, el objeto F  y la doble apertu ra  Y 
con los polarizadorcs P 1. Todos estos hechos se m uestran en las figuras. La figura 
corresponde a los cam pos obtenidos después de atravesar el polarizador P 2. Ambas 
secuencias son obtenidas para dos posiciones del rotador R  (con una diferencia angular 
de 7r/2). El resultado es un cambio de fase en tt en la distribución de intensidad de las 
franjas de Young. El efecto obtenido puede verse com parando las figuras 24, donde 
en el últim o caso se ve las franjas de Young m odulando al speckle. La figura 24(c) 
es la transform ada de Fourier para este caso, donde aparecen los diferentes órdenes 
de intensidad. C ada paso indicado en la figura ha sido utilizado para filtrar una de 
las com ponentes periódicas del objeto fractal de Sierpinski, obteniéndose finalmente 
el objeto sin franjas de Young pero con spccldc, como se ve en la figura 25 para la 
carpeta  de Sierpinski.

P ara  un buen procesam iento debemos tener en cuenta cual es la relación entre 
los granos de speckle y la separación entre las rendijas, y tam bién considerar que el 
objeto  fractal no tenga muy alto orden como para distorsionar el grano de speckle por 
difracción.
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4.3. Interferoinetría y obtención de estructuras fractales.

H asta  ahora hemos m ostrado como pueden obtenerse estructuras de tipo frac- 
tal a partir de funciones rectangular o bien, a partir de dominios donde las únicas
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posibilidades eran que la función tome los valores 0 o 1. Sin embargo, utilizando 
la definición de función simple se puede construir patrones continuos, sin saltos en
tre dos valores, de modo de poder tener funciones periódicas discretas. El teorema 
del m uestreo asegura que es una buena representación de una función y que adenitis 
posee base experim ental, ya que esta representada por puntos discretos obtenidos por 
ejemplo con una cám ara C C D .

En una forma general, el patrón Moiró es obtenido cuando dos distribuciones 
de franjas son superpuestas. Aquí usamos una superposición m ultiplicativa que es 
obtenida desde:

siendo el subíndice M  referido al patrón Moiré obtenido, F  a las franjas medidas y R  a 
las franjas de referencia obtenidas desde el registro inicial. El efecto Moiró es logrado 
cuando las siguientes condiciones sobre las frecuencias de las franjas es obtenido:

donde /„, es la intensidad media, Cn estAn definidos para  n  =  1 ,2 ,... y φ es la 
información angular de fase del interferograrna y representa el orden de franja N  en 
cada punto del patrón  para  φ (x, y) = 2 tt N ( x ,  y). P ara  el interferom etro de Miclielson, 
como el utilizado aquí, se tiene la distribución de franjas:

(47)

Utilizando la ecuación (44) puede dem ostrarse que, para  cada desplazam iento cn 
la superficie, tenemos el correspondiente resultado:

(48)

donde v Q es la frecuencia de las franjas de interferencia obtenidas con cám ara C C D , 
v s es la correspondiente frecuencia del patrón  de franjas generado por com putadora, 
M  es la magnificación de la lente utilizada y A es el desplazam iento de la superficie 
(que en este caso es uno de los espejos del interferóinetro).

Un experim ento sim ilar puede desarrollarse para  la determ inación del desplaza
m iento cn un rango mas pequeño, tal como el interferóinetro de Michelson m ostrado 
en la figura 2G. En este caso, la distribución de intensidad es registrada con una
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(44)

(45)

donde v ¡.- es la frecuencia de la distribución If  (x ,y )  y  v R  e s  la  d e  IR (x ,y )
La distribución de intensidad de un interferograrna general, incluyendo casos que 

no son simples distribuciones armónicas, puede ser expresado corno una serie de fun
ciones periódicas:

(46)



F ig u r a  2 6  -  A r r e g lo  e x p e r im e n ta l c o n  e l in tc r fe ró m e tro  d e  M ic h e ls o n .

F ig u r a  2 8  -  D e  arriba h a c ia  abajo : P atrón  M o ir é  

en tre  lo s  p r im er o s  d o s  r e g is tr o s , y  p a trón  M o ir é  

en tre  e l  s e g u n d o  y  tercer  r eg istro .

F ig u r a  2 7  — D e  arriba h a c ia  a b ajo : p r im er o , 

s e g u n d o  r e g is tr o  d e  fran jas o b te n id a s  c o n  e l  a r re g lo  

e x p e r im e n ta l d e  la  fig u ra  a n ter io r . Y  d e b a jo  p a tró n  
d e  fran jas g e n e r a d o  p o r  c o m p u ta d o r a .



cám ara C C D  con 512 x 512 fotodiodos y un software para el procesamiento de imá
genes. Los resultados de patrones de franjas obtenidos se m uestran en la figura 27, 
m ediante una secuencia de imágenes (de arriba hacia abajo): para  la posición inicial, 
cuando la superficie es desplazada, y el patrón  generado por com putadora a partir del 
patrón inicial. El resultado obtenido al aplicar un Moiré m ultiplicativo se observa en 
las figuras 28. El corrim iento en el patrón  de Moiré es acorde al desplazamiento de 
casi 3/.mi de la superficie. En igual forma pueden superponerse franjas con diferente 
escalam iento, tales como las que se m uestran en las figuras 29(a) y 29(5), y obtener 
las franjas m ostradas en la figura 29(c) con una estructu ra  más compleja. En esta 
forma, pueden conseguirse estructuras conteniendo una cierta auto-sim ilaridad con 
este tipo de distribuciones.
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4.4. S u p e r p o s ic ió n  d e  I m á g e n e s  y p e rc o la c ió n .

El fenómeno de percolación es aquel por el cual se obtiene un ordenamiento ge
ométrico de las estructuras que involucran un cierto hecho, por lo tanto se habla de 
transiciones de fase de tipo geométrico. La percolación puede verse como un fenó
meno crítico en la distribución de probabilidad de los elementos constituyentes de 
la estructura. Como estos están en una relación directa con el patrón de intensidad 
(si se piensa en una distribución con la imagen impresa sobre una transparencia y 
proyectada sobre una pantalla), entonces la distribución de intensidad misma puede 
verse como un fenómeno crítico. Un ejemplo do esta situación puede verse en la figura
30. Si se adjudican probabilidades de ocupación a los componentes triangulares del 
gasket de Sierpinski, se comprueba que existen chistéis que se forman por encima 
de una probabilidad crítica (pc =  0.5928), pues en el caso de la figura 30(n) no hay 
muchas conexiones entre los elementos, mientras que en la figura 30(c) prácticamente 
todos están conectados.

Estudiamos estos hechos a partir de la superposición de dos imágenes con las cor
respondientes operaciones de cambio de escala, traslación y rotación. Algunas situa
ciones parecidas han sido estudiadas en la formación de estructuras particulares in
volucrando temas como correlación, reconocimiento de patrones y visión. Suponemos 
que tenemos dos imágenes idénticas y que rotamos una sobre otra, o bien que tenemos 
una imagen y una versión magnificada de ella y  las superponemos, o bien le agregamos 
una rotación a este último caso. Todo esto se muestra en la figura 31.

Desde la teoría de percolación se tienen los siguientes hechos:

(49)

donde pc es una probabilidad crítica, £ es la longitud de correlación, M (r )  es la masa 
fractal contenida dentro de un radio r y d¡ la dimensión fractal. Existe percolación 
debido a que puede adjudicarse una probabilidad a la ocupación de un elemento idén
tico en las posiciones cercanas a cada elemento (cuando una imagen se rota sobre la 
otra). Al aum entar el ángulo, esta probabilidad disminuye y por lo tanto encontramos 
que los clusters, poco a poco, desaparecen.

En la superposición de dos imágenes, se tendrá una proporcionalidad de la dis
tribución de intensidad crítica (la que forma los elusters) con la probabilidad crítica y 
además, una dependencia con el ángulo de la masa fractal contenida dentro del radio 
v. Esto es, se tendrá la relación:

( 5 0 )

Junto  con los ejemplos cine liemos tenido en cuenta en la figura 31, pueden obser
varse las gráficas que verifica que la forma de los elusters puede representarse mediante 
la ley exponencial:
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F ig u r a  2 9  -  (a )  y  (b )  P a tro n es  d e  in te r fe r e n c ia  g u a r d a n d o  un  c ie r to  e sc a la m ie n to  en tre  a m b o s , (c )  P atrón  

d e  in te n s id a d  m a s c o m p le jo  al su p e rp o n e r  m u lt ip lic a t iv a m e n te  lo s  d o s  a n ter io res .

F ig u r a  3 0  -  E stru c tu ra s  o b te n id a s  a l a d ju d ica r  v a lo r e s  d e  p r o b a b ilid a d  para c a d a  tr ia n g u lito  d e  estru ctu ra  

fin a . S e  v e  c o m o  se  fo rm a n  lo s  c lu s te r s  c u a n d o  la p r o b a b ilid a d  d e  o c u p a c ió n  e s  m a s a lta , para p>pc-

F ig u r a  3 1  -  D ife r e n te s  c a s o s  d e  s u p e r p o s ic ió n  d e  im á g e n e s  c o n  d is tr ib u c io n e s  a lea to r ia s: (a )  una im a g e n  

c o n  su  r e p lic a , p e r o  c o n  u n a  r o ta c ió n  en tre  e lla s ,  (b )  U n a  im a g e n  c o n  un a  v e r s ió n  m a g n if ic a d a  d e  e lla , (c )  
U n a  im a g e n  c o n  u n a  v e r s ió n  m a g n if ic a d a  d e  e lla , p e r o  c o n  u n a  r o ta c ió n  para e sta  ú lt im a . A l la d o  p u ed en  

v e r s e  lo s  r e s p e c t iv o s  r e s u lta d o s  para lo s  d ife r e n te s  p a rá m etro s  d e  la e c u a c ió n  (5 1 ) .



(51)

para diferentes valores de los parám etros A, k y dependiendo del ángulo de rotación 
entre am bas imágenes.
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4 .5 . E n t r o p ía  y  f ra c ta le s . F u n c ió n  d e  E n tr o p ía  E le c tro m a g n é t ic a .

Las distribuciones de intensidad están muy claram ente relacionadas con la teoría 
de curvas, y estas a su vez tienen una relación im portante con el concepto de en
tropía. Diferentes situaciones de un sistem a pueden ser caracterizados de acuerdo a 
las propiedades de curvas dentro de él (ver corno ejemplo la figura 32). P ara  sintetizar, 
la relación entre entropía y curvas queda dada a través de la dimensión:

(51)

(52)

Una curva 1º de entropía nula, se dice que es determ inista, una de entropía unitaria  
se dice que es caótica. Queremos ahora caracterizar la distribución de intensidad de un 
haz cuando se propaga en el vacío, lo que podrá luego ser extendido a la propagación 
en diferentes medios. Esto nos perm itirá, en un futuro, relacionar nuevamente el 
concepto de entropía con los objetos fractales.

Un haz que se propaga libremente, después de haber interactuado con un objeto 
y lejos de el, puede ser considerado como un sistem a aislado. Se define una total 
entropía para  cada com ponente de un haz electrom agnético y estacionario con un 
perfil de intensidad aún sin especificar (para  ambos modos de polarización, T E  y 
T M )  como:

donde S (r, r c ) indica la entropía medida en espacio—r (siendo r„ la posición del origen 
de coordenadas para  la distribución de intensidad) y S (k, k 0) lo correspondiente al 
espacio — k de los vectores de onda (La transform ada de Fourier del anterior, donde 
k 0 es la com ponente central de ambos). La función de entropía es aditiva, dado que 
ambos espacios son independientes uno del otro y consecuentemente ambos forman 
diferentes subsistem as del sistem a total. Así del concepto dado a través de la teoría 
de la información, tenemos que:

(53)

donde, si se utilizan los haces con sim etría cilindrica, se puede expresar como función 
de una coordenada única en cada caso. Pero en general se tendría:

(54)
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F ig u r a  3 2  -  E n tro p ía  d e  una cu rv a . S im u la c ió n  d e  la tr a n sm is ió n  a c ú st ic a  en e l o c é a n o . D ia g r a m a  d e  

a m p litu d -fa s e  en  e l p la n o  c o m p le jo .  (J. P re n d y , N a tu rc  3 4 2 ,  2 2 3 , N o v .  1 9 8 9 )

(b)

F ig u r a  3 3  -  (a )  O p e r a c ió n  d e  c o n v o lu c ió n  para o b te n e r  una a p r o x im a c ió n  (b ) a un  h a z  su p e r -g a u ss ia n o ,  

c o n  ín d ic e  d e  su p e r -g a u ss ia n id a d  a. ( c )  D is tr ib u c ió n  d e  en tr o p ía  d e l h a z  en  c a d a  c a so , (c )  d e r iv a d a  d e  la 

e n tr o p ía , q u e  in d ic a  la d ir e c c ió n  d e  m á x im a  v a r ia c ió n  a lo  largo  d e  la c o o r d e n a d a  tra n sv ersa l.

(a)

(d)(c)



(57)
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( 5 6 )
y entonces, la solución para  la propagación a lo largo del ojo 2 en la región do Fresnel 
puede expresarse a través de:

donde W,. y W g son los anchos característicos para  cada función. Esta  operación 
permite obtener perfiles con una distribución uniforme de energía que, desde el punto 
de vista teórico, puede resultar interesante para  aplicaciones en lasérs para  proce
samiento do materiales o para abordar el estudio de haces supor-gaussianos. Los 
diferentes perfiles obtenidos a través del producto de convolución, representan una 
aproximación a la distribución exp | -(x/W)2a  ) como so muestra en la figura 33(b) para 
dilorontes índices de super-gaussianidad.

La función entropía para  diferentes perfiles puede verse en la figura lY,)(c) para la 
posición z =  0; también, los índices s u p e r - g a ussianos, que corresponden a la aproxi
mación de los perfiles supor-gaussianos, se indican en cada caso. Como se esperaba, 
exisl.e una a lta  correlación entre la distribución intensidad y la función entropía, pues 
es sabido de la termodinámica clásica que ambas formulaciones (energética y en- 
trópica) son equivalentes. La figura 33(d ) muestra la derivada para  cada caso, que 
indica que la variación de la entropía se da. en el sentido de la coordenada transversal.

P a ra  obtener la forma funcional para  la propagación de haces-SGL L definidos en la 
ecuación (55), debemos desarrollar el producto de convolución entre el perfil inicial y 
la correspondiente exponencial do Frosnel. Debido a la asociatividad del producto de 
convolución, la propagación de los haces-5GL  en la región de Frosnel puede estudiarse 
comenzando desde la definición dada  por la ecuación (55), que finalmente se obtiene 
al resolver la integral:

4.G. Propagación de H aces-SGL en el espacio libre.

Consideremos perfiles de haces uni-dimensionales obtenidos a través de la convolución 
entre funciones gaussianns y rectangulares (figura 33(n)). Esto es:

(55)



( b ) (d)

F ig u r a  3 4  -  P r o p a g a c ió n  d e  u n  h a z  su p e r -g a u ss ia n o  e n  un  m e d io  s in  d isp e r s ió n , isó tr o p o  y  e s ta c io n a r io .  
L a s p o s ic io n e s  e s tá n  in d ic a d a s  p o r  e l n ú m er o  d e  F re sn e l Nf

F ig u r a  3 5  -  P r o c e s o  q u e  c a ra c te r iz a  la p r o p a g a c ió n  d e  u n  h a z  su p e r -g a u ss ia n o  (a )  c u rv a  te ó r ica  y  (b )  

v e r if ic a c ió n  e x p e r im e n ta l para e l  c a s o  g a u s s ia n o  (c o n  a  = /)

(a) ( c )

( b )(a)



Como ejemplo, la propagación ele un haz que representa una aproximación a un 
perfil super-gmvssiano con índice a =  5 ( W,. =  1.9, W g 0.3) se m uestra en la 
figura 34 para diferentes posiciones en la dirección de propagación, que se encuentran 
relacionadas con el núm ero de Fresnel N f  definido por:

(58)

donde A es la longitud de onda del haz m onocrom ático.
Podemos ver en la figura 35 la intensidad m edia como función de el ancho cara- 

catorístico del haz q u e contiene 99% de la energía total). Que es, de igual m anera, 
sim ilar al resultado a los obtenidos para  un proceso term odinám ico politrópico. En 
este caso estim am os el ancho p ara  diferentes posiciones a lo largo de la trayectoria 
del haz y calculamos la correspondiente intensidad media. Así, se pueden a ju sta r los 
puntos cuadrados con la curva, utilizando algún m étodo de aproxim ación, como el de 
B-splinc que es el utilizado en el presente caso.

D ada la com plejidad para  analizar y ser capaz de asociar los diferentes procesos 
considerados en term odinám ica con la correspondiente propagación de haces super- 
gaussianos, por si solos, presentam os esta  aproxim ación haciendo una com paración 
con los gases ideales, dejando para  un futuro traba jo  un análisis inas completo

Corolario 2 - El haz de expansión se lleva en dirección de la entropía m áxim a local 
y la posición inicial del extrom al cpie indica dicha expansión depende de el índice de 
super-gnussi anidad.

La cuantiíicación y dirección de dicha variación se obtiene considerando dos estados 
p ara  el sistem a (inicial y final). En la figura 34(6) se pueden ver, jun to  a los puntos 
medidos, los estados correspondientes p a ra  el spo t de láser obtenido con una cám ara 
C C D  y esto puede ser de utilidad, pues constituyen o tra  forma de caracterizar la 
propagación de una onda dentro  de un medio.
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5. C o n c lu s io n es  y  fu tu ro s d esarro llo s .

El estudio de la difracción por redes fractales ópticas y la aplicación al proce
sam iento óptico de la inform ación ha sido presentada en este capítulo. Hemos visto 
algunas propiedades interesantes de la función auto-sim ilaridad in troducida por T. 
A sakura e.t a i .  El teína de estudio de la difracción por redes fractales puede ser 
fácilmente extendido a redes aleatorias y cuasi-aleatorias. Esto podría traer como 
consecuencia que nuevas funciones de sim ilaridad puedan ser definidas para  estim ar 
la relación en tre  parám etros estadísticos. En el fu turo se prevé el estudio mas detallado 
de estru c tu ras  con geom etría variable en su estru c tu ra  fina, al igual que profundizar 
aún mas los estudios en la región de Fresnel ya que por un lado surgen interesantes 
aplicaciones del fenómeno de autoim ágenes, debido a la superposición de funciones 
periódicas y las posibilidades de medición de otros parám etros de la estructu ra . Tam 
bién, se ve que existen zonas de a lta  correlación entre la función original y sus réplicas 
dentro  de la región de Fresnel, que no habían sido detectadas en las inediciones e im- 
plem entación num érica de la función auto-sim ilaridad.

Diferentes consideraciones son presentadas aquí para  futuras aplicaciones y rela
ciones con la geom etría fractal, en lo que hace al estudio de superficies, utilizando 
técnicas de m icroscopía óptica. Es im portan te  poder caracterizar la función correla
ción para  la generación dinám ica de este tipo de superficies. Además, las técnicas de
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speckle resultan im complemento im porlante  de las anteriores en el rango visible por 
.su facilidad de montaje. Con esto pueden estudiarse las variaciones de tem peratura  
o de tensiones que soporta  una superficie a través de las variaciones en su dimensión, 
lili procesamiento óptico de la información genera muchas aplicaciones tanto en imá
genes, para  obtener las características fractalcs y poder estudiar fallas en estructuras 
o bien para generar nuevas estructuras conteniendo otro tipo de información óptica. 
En este sentido un formalismo matemático es necesario irnplementar para relacionar 
dichas propiedades con las diferentes operaciones de superposición tipo Moiré o bien 
de filtrado de componentes. En otro sentido, la propagación en medio desordena
dos ofrece nuevas posibilidades a través de su caracterización de la entropía espacial. 
Pueden combinarse diferentes resultados como los métodos de auto-imágenes y proce
samiento para obtener las propiedades correspondientes, pero además el método de 
entropía favorece, la. formulación en un marco formal más gencrcal al poder relacionar 
con la teoría termodinámica.
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RESULTADOS DE LA TEORIA VECTORIAL Y 
ALGUNAS DE SUS APLICACIONES

CAPITULO IV:



1. In te ra cc ió n  d e  la  rad iac ión  e le c tr o m a g n é tic a  con  la  m ateria .

Iniciamos aquí el estudio de la relación que existo entre las propiedades geom étri
cas de las objetos y los cam pos electrom agnéticos que interaccionan con ellos. Es 
sabido que diferentes propiedades (desde el punto  de v ista electrom agnético) pueden 
derivarse cuando las dimensiones del objeto  son com parables con la longitud de onda 
de la radiación incidente. Diversos efectos relacionados con la polarización y las 
propiedades gcom étrico-estadísticas com enzarán a ser tenidas en cuenta de aquí en 
mas. .Es in te n sa n te  poder diferenciar los efectos que tiene dicha geometría; referida a 
estructu ras con distribución de tipo  fractal, periódica y cuasi-periódica, sobre las on
das d ispersadas por la superficie de separación en tre  dos medios o tam bién el efecto de 
la es tru c tu ra  volum étrica de un medio m aterial sobre la onda reflejada o transm itida.

Las propiedades de propagación, reflexión, refracción y scattering  de ondas elec
trom agnéticas son adecuadam ente descriptas por las ecuaciones de Maxwell de la 
electrodinám ica clásica. E ste  problem a físico es bien conocido y en la figura 1 se 
m uestra la incidencia de una onda sobre la interface que separa dos medios. Además, 
ríe acuerdo con las ecuaciones de onda de Maxwell:

se puede verificar que las soluciones, p ara  las ondas salientes desde la ínter face, son 
de la forma:

cu donde, como es sabido E (x ,¿ ) y B (x ,£ ) son los vectores cam po eléctrico y cam po 
m agnótico respectivam ente, A; es el vector de onda y u) la frecuencia de la radiación, 
ñ  es el versor norm al a la superficie de la interface, /i y e son constantes del m aterial 
sobre el que incide la onda y S es el vector de Poynting. Las condiciones de contorno 
para  resolver este sim ple problem a se pueden expresar mediante:

(1)

(2)



F ig u r a  2 -  S im p le  m o d e lo  d e  la s  o s c i la c io n e s  d e  
p la sm a .

F ig u r a  1 -  I n c id e n c ia  d e  u n a  o n d a  

e le c tr o m a g n é t ic a  so b r e  u n a  in te r fa c e  e n tre  d o s  

m e d io s  c a r a c te r iz a d o s  p o r  la s c o n s ta n te s  (e/,uI) y  

( E2 .u 2 )  r e s p e c t iv a m e n te .

(b)(a)
F ig u r a  3  -  C u r v a s  d e  d is p e r s ió n  para  p o la r ito n e s  s u p e r f ic ia le s :  (a )  P la s m o n e s  y  (b )  F o lio n e s  ó p t ic o s .  (R . 

F. W a llis  a n d  G . I. S tc g m a n , Electromagnetic Surface Excitations, S p r in g e r -V e r la g , B e r lín , 1 9 8 6 )

F ig u r a  4  — S c a tte r in g  e le c t r o m a g n é t ic o  p o r  un a  s u p e r f ic ie  u n i-d im e n s io n a l (f(x)) en tre  d o s  m e d io s  1 y  2.



con lo cual so obtienen fácilmente las expresiones para  los coeficientes de Fresnel, do 
acuerdo con la dirección do polarización de la radiación incidente. El resultado en 
cada caso es:

- E  perpendicular al plano de incidencia o modo TE :

( 3)

(4)

- E  p e rpend icu la r  al p lano do incidencia o m odo 'T E :

( 5 )

donde los subíndices i, r  y t indican los cam pos incidente, reflejado y transm itido  
desde la interface; igualm ente, el subíndice 1 se refiere al medio desde el cual incide 
la radiación electrom agnética y el 2 al medio sobre el (pie se refleja y transm ite.

1.1. E fectos superficiales

El modelo de D rude es la más sim ple formulación clásica p ara  poder visualizar el 
efecto de la radiación sobre un m aterial. Describe principalm ente lo (pie ocurre en el 
caso de la reflexión m etálica y de sem iconductores que poseen una a lta  densidad de 
electrones libres dentro  del m aterial (ver figura 2). Las principales características de 
este modelo son:

1.) E n tre  colisiones, la interacción de los electrones entre sí y con los iones de la 
red del m aterial son despreciables.

2) Tales colisiones son eventos instantáneos, que a lteran  ab rup tam ente  la velocidad 
del electrón.
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3) La probabilidad por unidad do tiem po de que un electrón experim ente una colisión 
está dada por el valor 1/r siendo r  el tiem po de relajación.

3) Los electrones està n en equilibrio térm ico con los alrededores solo a través de 
las colisiones.

Uno d e los resultados más im portan tes de este modelo está relacionado con la 
constan te  de perm itiv idad  eléctrica del m aterial, la cual se dem uestra que estó dada 
por:

( 6 )

donde se tiene que wp es la frecuencia de plasm a, m  la masa y e la carga del electrón 
respectivam ente y n  la densidad de electrones libres.

Cuando una onda se propaga en un medio (suponemos que este es lineal, isótropo, 
no m agnético y sin pérdidas), sus propiedades son modificadas por el acoplam iento de 
la onda con las excitaciones elementales del medio. La excitación acoplada se llama 
polaritón y consiste de un fotón acoplado a un plasm ón, folión óptico, magnón, etc. 
Una onda superficial electrom agnética es un polaritón en el cual el cam po electro
m agnético está  localizado sobre la superficie. Es sencillo dem ostrar, para  el caso de 
superficies planarcs que, si se tienen las constantes de atenuación de los medios:

( 7 )

y se utilizan las soluciones de onda a las ecuaciones de Maxwell en cada medio y las 
condiciones de contorno, entónces se llega finalm ente a la relación de dispersión:

siendo α1 (w) y α2 (w) positivos, entonces cuando existe un polaritón superficial E1 (w) 
y € i (w) tienen signos contrarios, lo cual implica un valor complejo para  el segundo 
medio y de esta  forma se consigue una a lta  reílectividad. Igualm ente, se verifica que 
en estas condiciones hay solam ente un modo superficial T M .  Damos a continuación 
algunos ejemplos de posibles casos de polaritones.

P la s m o n e s  s u p e r f ic ia le s . Se da en el caso de metales y sem iconductores que 
posean electrones libres de moverse sobre la superficie. A partir de la ecuación (G) del 
modelo do D rude se puede dem ostrar que la frecuencia del plasmón superficial está 
dada por:
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(9)

( 10)

( l l )

donde wLo y w To  son las frecuencias longitudinal y transversal de los fonones ópticos. 
Si en este caso el segundo medio es el vacío, entonces se tiene; el resultado:

un dibujo de la relación obten ida se m uestra en la figura 3a.

Foliones óp ticos superficiales. En este caso representam os m ateriales como los 
alcalinos o sem iconductores polares, con una o mas ram as ópticas. Si por ejemplo se 
tiene un cristal cúbico con dos átom os por celda unidad, y la función de perm itividad 
eléctrica está  dada  entonces mediante:

En la figura 3b se m uestra la relación de dispersión wso(A:).

Modelos más complicados pueden desarrollarse a partir de los estudios de los 
sólidos y la teoría de cam pos, pero no profundizarem os al respecto, sino que lo que 
sigue sirve para  darle una base física a los diferentes aspectos que luego m ostrarem os 
y que son de interés para  desarrollos posteriores en el modelado de superficies y de 
estructu ras que contengan geom etría fractal.

En general, las interacciones no lineales ópticas ocurren cada vez que los cam pos 
(coherentes) ópticos de uno o más haces láser son lo suficientem ente grandes para  
producir en un medio (adicionalm ente a  la respuesta lineal) cam pos de polarización 
no lineal. Pueden entenderse como los térm inos de segundo (y más alto) orden do 
una expansión en serie de polarización proporcional al producto  de dos o mas de los 
cam pos incidentes. Un térm ino de segundo orden solo puede darse en ciertas clases de 
cristales que carecen de centro de inversión, m ientras que los de tercer orden ocurren 
en todos los m ateriales. Los cam pos de polarización no lineal son las fuentes de cam pos 
ópticos en nuevas frecuencias; si se hacen coincidentes en fase, crecen linealm ente con 
la propagación.

Muchos fenómenos ópticos, se realzan sobre un film de metal rugoso. Esto se 
asocia com únm ente con la excitación de plasm ónes superficiales. T ípicam ente se re
conocen dos tipos de plasmónos superficiales: onda de plasmónos superficiales ( S P W )  
y plasm ónes superficiales localizados (L S P ). Los S P W  sg propagan lateralm ente por

81



la superficie; del m aterial: los LSP  se confinan a particulas de m elal que son mucho 
más pequeñass en t am año que lalo n g itu d  d e  o n d a  de la luz incidente.

Evidencia reciente, sugiere que los films de m etal depositados en frío son estruc
tu ras fractales auto-afines. Las estructu ras fractales no poseen invarianza traslacional 
y no pueden transm itir ondas de corriente ordinarias (tales como las SP \V t por ejem 
plo). M atem áticam ente, esto es consecuencia del hecho de que las o ndas de corriente 
no son eigenmodos del operador de sim etría  de dilatación que, en general, caracteriza 
las superficies con auto-afinidad y los clausters fractales La eficiencia de las fractales 
para  desechar las ondas de corriente puede llevar a un entendim iento detallado de la 
“auto-estabilización” de la m ayoría de los fractalcs encontrados en la nalu r a leza.

Los eigenmodos dipolares en los com puestos fractalcs son substancialemente dife
rentes d e aquellos encontrados en otro medio. Los agregados fractalcs poseen una 
variedad de eigenmodos ( fractones) dipolares, distribuidos sobre un amplio rango es
pectral. Para el caso fie una  colección tridim ensional convencional de partículas (tales 
como una esfera aleatoria  com pacta de partículas o un gas aleatorio de partículas), los 
espectros d e  absorción son máximos cerca de una resonancia relativam ente angosta 
de partícu las individuales. Los eigenmodos dipolares de los fractales pueden excitarse 
por un cam po eléctrico homogéneo, m ientras que sólo un modo dipolar puedo sor 
excitado por el mismo tipo  de cam po en una esfera dieléctrica. T anto  en el medio 
continuo como en la mayoría de los medios microscópicamente desordenados, pero ho
mogéneos en prom edio, los medios dipolares (polaritones) se encuentran generalm ente 
delocalizados sobre grandes áreas. Todos los rnonómeros absorben energía luminosa 
con aproxim adam ente igual relación en las regiones cuyas dimensiones lineales exce
den significativam ente la longitud de onda del cam po incidente. Contrario  a esto, 
los fractones en m ateriales manocompuestas, tales como los clusters de fractales y los 
films delgados auto-afines, son de corto rango y tienden fuertem ente a ser localizados. 
Estos com putstos tienen eigenstados que con frecuencia pertenecen a la resolución de 
la sub-longitud de onda. Dichos medios irregulares no son homogéneos en promedio, 
y perm anecerán desordenados en todas las posibles escalas; por lo tan to , no poseen 
sim etría  traslacional. En su lugar son sim étricos con respecto a la trasform ación de 
escala (i.e;. invariante en escala).

La absorción de la luz por una colección ele rnonómeros confinados en regiones 
sub-longituel d e  o n d a pueden ser mucho mayor que la d e cualquier o tro  rnonómero 
ensam blado, simplemente; porque la variación ele; densidad en las diferentes regieuies 
ele un ob je to  d o n d e mas o menos vacío está presente), Por lo tan to  se p o d rían esperar 
fuertes fluctuaciones de cam pos locales que se asociarían con dicha localización de los 
e ig e m o d o s  ópticos. Las fluctuaciones espacíalas de  los cam pos locales incen tivan  
enorm em ente un gran número de efectos ópticos para  nanocom puestos..

En films auto-afinas, las oscilaciones d e plasmónos asociadas con diferentes ca- 
racteristicas d e  rugosidad in teractúan  d e m anera im portan te  con cada una a través 
de fuerzas dipolares, o mas específicam ente m ultipolares. Así las oscilaciones ele 
p lasm ones en superficies auto-afines no son S P W  convencionales ni LSP. Deberían 
tra ta rse  como eigenmodos colectivos formados por la interacción entre diferentes ca
racterísticas de un film auto-afín.

A diferencia d e las superficies aleatorias con p equeñas inhomogeneidades espa-
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ciales, la contribución a las armónicas espaciales más altas (con la amplitud mayor 
que la de la longitud d e ond a ele la armónica) juegan un rol im portante  en la descom
posición de Fourier de una superficie auto-afín. Esto significa que ni la perturbación 
de, Maylcigh ni el enfoque de Kircholl (óptica geométrica) pueden aplicarse para de
scribir las propiedades ópticas ele una estructura  auto-afín. Además ele estes dos 
acercamientos básicos, existe; un enfoque de perturbación de fase, que es  en  c ierto  
sentido,  intermedio entre los dos métodos propuestos anteriormente y no puede ser 
aplicado para una superficie auto-afín.
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2. E l p ro b lem a  g en era l d e  sc a tte r in g  e le c tr o m a g n é tic o .

La m agnitud más im portan te  en el scatteriíig por una superficie es la rcflectancia 
bidirectional ( B R DF ) ,  que es una función multidimensional que describe la depen
dencia angular y en polarización de la intensidad de luz reflejada y dispersada por una 
superficie. Se expresa en términos de la resolución angular o intensidad diferencial de 
scattering (^~) y la sección transversal a,  de la siguiente manera:

(12)
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siendo I  la intensidad incidente, la intensidad en cam po lejano, A„ el área ilu
m inada consideradas p ara  cada polarización. En general, el problem a de scattering  
requiere la solución de una ecuación integral que relaciona los cam pos incidentes so
bre un cierto objeto  y los dispersados por éste. Diversos métodos han sido I,enidos 
en cuenta, y los mas conocidos son las teorías de Rayleigh y Kirehoir, y luego la 
desarrollada por Beckman.

101 problem a básico del scattering  de una onda plana por una superficie con ru 
gosidades se esquem atiza en la figura 4, para  una superficie uni-dimensional. Esta 
superficie puedo tener tam bién una sim etría  de tipo  cilindrico a lo largo de uno de los 
ejes coordenados, con lo cu a l es posible conseguir el m ontaje conocido como difracción 
cónica. El problem a más sencillo de resolver en estas casos es cuando la onda incidente 
tiene el vector polarización en la dirección de este eje de sim etría (como sería el caso 
de la figura 4), y entonces se dice que la incidencia es en la sección principal. Si con
sideram os este caso, siendo que la forma general del cam po incidente m onocrom ático 
es:

(13)

(14 )

En am bos medios debe verificarse que los cam pos electrom agnéticos deben ser 
solución de la ecuación de onda de, Helmholtz:

debiendo satisfacer las siguientes condiciones de contorno sobre la superficie de sepa
ración de am bos medios:

y siendo v0 una constan te  igual a  1 p ara  el m odo T E  y a para  el modo T M .

Los prim eros estudios sobre teoría vectorial fueron desarrolladas para  redes de 
difracción, es decir, con una periodicidad incluida en su distribución. Existen diver
sos m étodos que se lian em pleado a lo largo de los años en esta área. Las prim eras 
aplicaciones se referían a la dispersión de ondas electrom agnéticas por redes con un 
m aterial de conductiv idad muy a lta  (incluso infinita) y luego fue extendida a m ateri
ales con cualquier valor en su constan te  de conductividad. Ya que nuestro principal 
logro m atem ático  ha sido la descomposición de fractalcs en funciones periódicas, nos

8 4

teniendo en cuenta  las siguientes definiciones:

(1 5 )

(16)



siendo d u n desplazam iento en x y D  se refiere al cam po difractado e i al cam po 
incidente. En el caso de una red de difracción (con conductividad finita), la solución 
m atem ática para  calcular los cam pos d ifractados desde un arreglo periódico es:

- Modo T E :

8 5

Los coeficientes T ni y  L ni representan  las am plitudes complejas de los órdenes 
difractados por la red. E stán  dados por:

(20)

( 19)

( 2 1 )

donde para  am bos casos se ha definido:

- M odo  T M :

(17)

( 18)

interesa estudiar el efecto sobre cada com ponente en el marco de una teoría vectorial 
de difracción p ara  este caso. A continuación dam os un resultado que se com prueba 
fácilmente para  el caso de un m aterial conductor perfecto, y se familiariza con el 
teorem a de F loquet-Bloch, pero puesto para  el caso electromagnético:
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La densidad de energia total queda dada por:

(22)

Finalmente, tenemos quo e l promedio temporal de la componente z  del vector de 
Poynting es:

(23)

donde se tiene quo los subindices / y 1) indiean el campo incidente y difrac tado 
respectiva mcnte.
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3. R e flex ió n  y  tra n sm is ió n  en  u n a  in terface .

La propagación de ondas en líneas de transm isión es un problem a unidim ensional 
y mucho más sim ple que la propagación de ondas electrom agnéticas en un medio 
m aterial. D ebido a la analogía en tre  am bos tipos de problem as, pueden resolverse 
situaciones com plejas en térm inos de la línea de transm isión equivalente.

Las ecuaciones que describen el potencial y la corriente en una línea de transm isión 
que se; extiende a lo largo de uno de los ejes coordenados son:

(24)

p ara  las cuales L  es la inductancia, C  es la capacitancia y adem ás se tienen las 
relaciones: (velocidad ele fase). La solución general

(25)

(26)

donde tam bién se define la impendancia característica de la línea dada por:

8 7

está  d ada por:
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í í .l .  Relación con la reflexión y transmisión en electrom agnetismo.

M ostram os un m étodo que resuelvo el problem a de reflexión y transm isión elec
trom agnético utilizando la línea de transm isión equivalente. Pero vemos que en un 
caso general, debem os hacer distinción en tre  los modos T E  y T M  rato  se puede ver 
en la figura 5a y 5b, donde se m uestra la equivalencia m encionada entre los problem as 
electrom agnético y de líneas de transm isión.

(2 7 )

(2 8 )

(29)

(3 0 )

Se obtienen entonces los coeficientes de Fresnel:

•  M odo T M  : Ei  == V1 , H1 =  I t , —u  eos 20 = L  , — C,  y la impedancia
característica  es:

Se obtienen entonces los coeficientes de Fresnel:

Hemos encontrado finalm ente las coeficientes de reflexión y transm isión para  cada 
polarización, en función de las im pedancias de cada medio, o de la línea de transm isión 
equivalente. Los ángulos 0 1 y 02 quedan, por supuesto, vinculados a través de la ley 
de Sncll.

4. M é to d o  d e  im p e d a n c ia  su p e rfic ia l variab le.

La difracción y el sca ttering  de ondas electrom agnéticas por estructu ras planares 
tiene aplicaciones en acusto-óptica, óptica computacional e in tegrada, holografía y 
espectroscopia. Varios autores han tra tad o  estos problem as desde diferentes puntos de 
vista cuando estas estructu ras planares poseen índice de refracción variable con alguna



(a) (b)

F ig u r a  5  -  E q u iv a le n c ia  en tre  e l  p r o b le m a  d e  r e f le x ió n  y  tr a n sm is ió n  en  u n a  in te r fa c e  y  e l  
c o r r e s p o n d ie n te  a l ín e a s  d e  tr a n sm is ió n  para (a ): m o d o  TE, (b ): m o d o  TM. (c )  P arte  real y  p ar le  

im a g in a r ia  d e  la im p c d a n c ia  su p e r f ic ia l  e n  la in te r fa c e  a ire -p la ta  {n~0.17+2.94 i)

( c )



de las coordenadas espaciales. Tales estructu ras lian sido llam ada superficies con 
variaciones en el medio para  distinguirlas de las superficies con variaciones espaciales.

Existe una aproxim ación para  el estudio de roclos de difracción y superficies ru 
gosas, las cuales están  incluidas en el segundo tipo de estructuras, que consiste en 
reem plazarlas por un plano con im pedancia p e rtu rb ad a  con una función espacial. 
E ste mótenlo lia sido inicialm ente usado para  describir cualitativam ente las anom alías 
VVooel en redes de difracción, p ara  el estudio de efectos no especulares en haces electro- 
magnóticos, y posteriorm ente extendido a superficies rugosas con micro-rugosidades.

4 .1 . C á lc u lo s  u s a n d o  la  fu n c ió n  im p e d a n c ia  d e  e n t r a d a .

Es posible dem ostrar que las im pedancias ele en trada para una superficie, para  
cada modo ele polarización, en térm inos ele las im pedancias de los medios, epieda 
expresada m ediante:

P ara  astas im pedancias superficiales, la parte  real o im aginaria en función de la 
com ponente angular de un haz m onocrom atico , es graficada en la figura 5c para  el 
caso ele la interface aire-p lata  (índice de refracción n  =  0.17 T  2.94Í). Por coeficientes; 
ele Fresnel para  reflexión y transm isión son entonces:

(32)

(33)

Ya que índice ele refracción variable im plica im pedancia superficial variable, podemos 
utilizar esta  función en nuestros cálculos, incluyendo una perturbación en la función 
im pedancia en los coeficientes de Fresnel, m ediante:

(3 4 )
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y debemos tener en cuenta que:

(35)

es la transform ada de Fourier de la función im pedancia.
La transform ada de Fourier del cam po (eléctrico o magnético) la ponemos como:

(36)
y se puede de este modo, realizar estudios para  paquetes de ondas y ondas planas.

Las expresiones a las que se llega para  los cam pos reflejados y transm itidos, en 
cada modo de polarización, son:

Modo TE:

C am po reflejado:

( 3 9 )

C am po transm itido:

M odo T M \

C am po reflejado:

(37)



Cam po transm itido:

(40)

E ste  conjunto de ecuaciones perm ito igualm ente resolver el problem a de sca tte r- 
ing electrom agnetico por una superficie plana con índice de refracción variable, o 
bien utilizar la aproxim ación de im pedancia reem plazando un plano con im pedancia 
variable en lugar de la superficie rugosa correspondiente, el cual se denom ina modelo 
canónico. La función im pedancia constituye de esta  m anera el núcleo de las ecuaciones 
integrales, y es im portan te  poder calcularla para  resolver diferentes casos, como los 
m ostrados en la figura G para  medio con índice de refracción gradual ( GRIN)  y medio 
no-lineal (con una variación del tipo Korr).

El m étodo que reem plaza la red de difracción por un plano con im pedancia es 
m ostrado en la figura 7, y en este caso hacemos la suposición que hay una corre
spondencia en tre  la distribución geom étrica de ambos tipos de estructu ras, esto es, 
para  redes de difracción periódicas la im pedancia superficial tend rá  una perturbación 
periódica, p a ra  superficies rugosas la misma será aleatoria y para  redes frac taléis ele 
C antor tend rá  una perturbación fractal ele este mismo tipo. E ste  m etodo nos perm i
tirá  calcular la distribución de in tensid a d d el cam po lejano ca n d o  tales funciones se 
colocan como una perturbación  al plano con im pedancia constante.

La forma funcional de las barras de densidad de Cantor, que  aqu í se utilizarán 
como una perturbación  a la función im pedancia, se definieron en las ecuaciones (30) 
y (32) del capítulo I I .  E stas ecuaciones nos perm iten tam bién el estudio de estados 
interm edios en tre  fractales determ inisticos y to talm ente  aleatorios. La a lcatorización 
se obtiene cuando se involucra un generador aleatorio en la construcción del objeto, 
como se hace con otros m étodos. La cuasi-auto-sim ilarielad se alcanza cuando alguna 
com ponente rectangular en la función densidad tiene un parám etro a leatorio con una 
d istrubución estad ística  como se m uestra a continuación.

La figura 8 m uestra el patrón  ele intensidad dispersado obtenido a partir de la 
ecuación (39) para  la p olarizacion T E  cumíelo la función com pleta ele C antor es u ti
lizada en cada caso (este) es, sin com ponentes filtradas ni aleatorias). C uando la 
función densidad se calcula como el p roducto  de seis com ponentes periódicas, se e)b- 
tienen diferentes estruc tu ras en los d iferentcs cam pos difractados, siendo en todos los  
casos: R i =  Sj  =  0.1 y el ancho de la es tru c tu ra  fina com parable a la longitud de onda 
de la radiación incidente. Le>s cáculos fueron realizaelos para  estructu ras fractales cem 
(a): D =  0.G309, (b) y (c): D =  0.Í) (pero am bas con diferente lacunarielad).

La estrecha relación en tre  el cam po dispersado y las propiedades gcométrico- 
estaelísticas de la red de difracción pueden estudiarse cuando se aplican d iferent.es 
grados d e aleatoriedad, es decir cuasi-aleatoriedad, y m ediante el filtrado de algunas 
com ponentes. P ara  este caso se utliza un parám etro  ele aleatorieelael con una elis
trubución gaussiana en tre  —1 y 1. La figura 9(a) m uestra la función de densidael cení 
com ponentes p eriód icas ele orden 3 y A con un grado de aleatorieelael m ientras que
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(C )

F i g u r a  6  -  F u n c ió n  im p c d a n c ia  su p e r f ic ia l  para d i f e r e n te s  in terfa ces .  A i r e - m e d i o  G R IN : (a)  m o d o  T E  y 

(b )  m o d o  T M .  (c )  A i r e - m e d i o  n o  l in ea l  ( c o n  un a  n o  l in c a l id a d  Kcrr). E n  c a d a  c a s o  la im p c d a n c ia  e s  

fu n c ió n  d e  las c o o r d e n a d a s  e s p a c i a l e s  y  d e  las c o m p o n e n t e s  a n g u la r e s  de l  v e c to r  d e  ond a .

(b)(a)



una desviación del com portam iento  fractnl d e term inístico en el patrón de intensidad 
se observa en correspondiente patrón de scattering , aunque se conservan los m áxi
mos secundarios. Se pueden observar cambios en el nivel de intensidad del patrón de 
difracción en la figura 8(a), debidos a la inclusión de variables aleatorias en algunas 
com ponentes. .listo significa que las propiedades estadísticas para  cada com ponente 
periódica y las características de distribución de intensidad se encuentran muy rela
cionadas y por lo tan to  no solam ente la geom etría puede influir la fractalidad de la 
distribución. Hemos clasificado este caso como una perturbación cuasi-estadística 
debido a que las propiedades estadísticas del cam po se relacionan con algunas com 
ponentes en la función de densidad. La figura 9(6) m uestra la densidad de Canfor 
y su correspondiente intensidad dispersada cuando la com ponente que contribuye al 
estado 4 es filtrada en la ecuación (30) (capítulo / / ) .  Como se m uestra para  el caso 
en la región de Praunhofer, se obtiene una periodicidad intrínseca en el paflón de 
intensidad debido a que algunos picos son visibles en la distribución de dispersión. 
Para este caso, los cambios en las propiedades geom étricas se consideran ju n to  con 
la perturbación  estadística. La caracterización del patrón  de intensidad, a través de 
dichos cambios en la estructu ra  tom an im portancia desde el punto de vista del proce
sam iento electrom agnético y óptico, es decir, para  aplicaciones de m icro-óptica y para 
el estudio  de defectos en la red de difracción relacionados con características geom étri
cas. En las figuras 9(c) y 9 (d) se lia adicionado una aleatorización en las com ponentes 
3 y 4 de las perturbaciones con D =  U.5, para  las cuales anteriorm ente se obtuvo 
el pa trón  de difracción com pleto. Nuevam ente en este caso puede observarse que la 
diferencia en aleaforización y lacunaridad quedarán reflejadas en la distribución de 
intensidad, listo  os de esperar, por eso es conveniente la inclusión de parám etros que 
nos perm itan  diferenciar en tre  uno y o tro  caso, y ese es uno de nuestros objetivos 
fundam entales al iniciar estos estudios.

Para esto caso se enfatiza el eslabón entre las redes de difracción fractal con una 
cuasi-aleatorización estructu ra l y su correspondiente patrón  intensidad en el cam po 
lejano. Se introduce el caso de transm isión para  el m étodo de im pedancia desde los 
coeficientes de Presnel y consideram os los dos tipos de cambios en la función densidad 
que utilizam os como una perturbación a la im pedancia superficial. Se tienen cambios 
estadísticos y geométricos. Los prim eros, relacionados con la aleaforización y el otro 
con el filtrado de com ponentes individuales en la función densidad.
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F ig u r a  7  -  (a )  D ifr a c c ió n  d e  u n a  o n d a  p la n a  p o r  un a  red  d e  C a n to r , y  (b )  m é to d o  d e  im p e d a n c ia  q u e  

p e r m ite  c a lc u la r  la in te n s id a d  d e  c a m p o  le ja n o .

Angular component (oc/k)
(a)

F ig u r a  8  -  S c a lte r in g  c o n  d ife r e n te s  p e r tu r b a c io n e s  d e  C a n to r  para  la fu n c ió n  im p c d a n c ia :  (a )  D=0.6309, 
(b )  y  (c) D=0.5f pero con diferente lacunaridad en cada caso.

A n g u la r  c o m p o n e n t  (o t/k )

(b)

A n g u la r  c o m p o n e n t  ( a / k )

( c )

(b)
(a)



Spatial coordinate

(b)

F ig u r a  9  -  S c a lte r in g  p o r  im p e d a n c ia  su p e r f ic ia l  c o n  p e r tu r b a c ió n  ran d o in . (a )  C u a s i-a le a to r iz a c ió n  para  

D=0.6309 e n  la s  c o m p o n e n te s  d e  o r d e n  3 y  4. (b )  E l m is m o  c a so  q u e  (a ) , p ero  c o n  la c o m p o n e n te  d e  

o r d e n  4  filtra d a , ( c )  D=0.5t c o n  a le a to r iz a c ió n  e n  o r d e n  3 y  4. (d )  E l m is m o  c a so  q u e  e n  (c ) ,  p ero

diferente lacunaridad.

(a)

(d)

(c )
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5. M u ltic a p a s  y  d is tr ib u c ió n  g eo m étr ica .

C uando, en lugar de considerar una sola interface, se consideran dos interfaces 
(por ejem plo una lám ina planoparalela). La presencia de al menos dos interfaces 
significa cpie se producirán  sucesivas reflexiones y las propiedades del film quedarán 
determ inadas por la sum a ele las mismas. Decimos que el film es elelgaelo cumíelo 
los efectos de interferencia son detectados en el haz reflejd o o transm itido , esto es,
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cumulo la diferencia de cam ino óptico en tre  los linees es menor que la longitud de 
coherencia del haz electrom agnético incidente.

Utilizando las condiciones de contorno de Maxwell pueden derivarse para este caso 
los cam pos reflejados y transm itidos. Un film queda, representado finalm ente m ediante 
una m atriz característica.

C uando se disponen varias capas de diferente m aterial, puede calcularse tam bién 
una m atriz característica como producto  de las m atrices correspondientes a cada una 
de las capas. lDs de interés el estudio de estas estructu ras, que pueden ser utilizadas por 
ejemplo como filtros o espejos ópticos, y que en general pueden tener una geom etría 
periódica o cuasi-periódica. Sin em bargo, tam bién han sido estudiadas m ulticapas 
con geom etría fractal, aunque en este caso debido a que la e struc tu ra  se vuelve efec
tivam ente auto-sim ilar p ara  un orden con gran cantidad de capas, es que podemos 
hablar de superredes y los resultados son fundam entalm ente teóricos.

Existen interesantes estudios acerca de superredes fractales acerca de superredes 
fractales y las características (pie se ven reflejadas en su interacción con cam pos elec
trom agnéticos.

D iferentes m étodos tam bién pueden ser usados para  calcular esta  interacción entre 
ondas y geom etría, y caracterizar la función reflectancia de la estructura: m atricial, 
de im pedancia o m étodos que aprovechan la estructu ra  geom étrica para  lograr una 
mayor rapidez y eficiencia de cóm puto son algunos ejemplos.

Un fractal detorm inístico dispuesto en m ulticapa, tal como las barras de C antor, 
se m uestra en la figura 10, eu la que la pa rte  media del grosor 7 //3  es removido de 
una capa de grosor 77 (figura 10(a)). La capa inicial de grosor II  tiene un índice 
de refracción v .2 y  esta  rodeada por un medio con índice 7¡q. La capa que ha sido 
rem ovida de grosor 77/3 es reem plazada por o tra  capa del mismo grosor pero con 
índice de refracción n i .

De esta  manera, el grosor de una sim ple capa es ahora H / 3 N , el m étodo consiste 
en reem plazar to d a  la es tru c tu ra  fractal por un sim ple problem a de reflexión en una 
sola superficie, basado en el conocim iento de la reflexión en una única capa.

5.1. C álculo de la Intensidad.

Usando la teoría  de films y m ulticapas, un medio m aterial con TV — 1. capas puede 
ser estudiado. Si n0 y n N son las adm itancias ópticas para  el prim er y últim o medio, 
puede establecerse una relación para los cam pos tangenciales de la prim era y últim a 
interface de una m ulticapa periódica, la cual está  dada por:

donde:

(41)

(42)

siendo para  la k-ésinia capa: n k el índice de refracción, dk el ancho correspondiente, 
el águlo de refracción (que puede obtenerse aplicando sucesivam ente la ley de Sncll
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a p a rtir d el ángulo de incidencia 0o), y λ  la longitud de onda de la radiación incidente. 
La adm itancia  de en trada  está  dada por: Y  = C/B  y entonces, la reflectanciaa es:

dado que, para  una onda plana el ángulo de incidencia se relaciona con la com ponente 
angular αo del vector de onda (ver definiciones (14)), se podrá poner la reflec ta ncia 
en función de esta  com ponente. Si se tiene un haz m onocrom ático, con com ponente 
central α 0 , se tend rá  que la distribución de intensidad que incide, en este caso, sobre 
la es tru c tu ra  estará  dada por:

(44)

donde, a  os la variable que representa la distribución angular para el haz incidente.

5.2. Im p ed an cia  de en trada de un film.

El metodo que utilizam os para  nuestros calculos emplea la función im pedancia 
de en trad a  de la m ulticapa en forma iterativa. Com enzando por una sola capa (que 
indicam os como medio 2). entre los medios 1 y 3. D enotam os las im pedancias super

(45)

(46)

De esta  m anera, los resu ltados expresados en las ecuaciones (32) y (33) para  
resolver el problem a de reflexión en una superficie pueden ser utilizados con esta 
im pedancia de en trada , como se m uestra en la figura 11, esto es, la reflexión sobre 
una única capa equivale a resolver el problem a de reflexión para  una sola superficie 
o interface (figura l l ( b)) con una im pedancia equivalente Z R. De igual forma, son 
equivalentes la im pedancia de en trada  Z x pa ra  una línea de transm isión con una 
carga como se m uestra en la figura I I (c). De esta  m anera, la ecuación (14) perm ite 
resolver el problem a de la reflexión en una capa delgada m ediante la solución do la 
reflexión en una superficie caracterizada por la im pedancia de en trada  de la estructura .

A nálogam ente a otros m étodos que involucran el concepto de im pedancia equiv
alente o índice de refracción equivalente, como la formulación de H erpin , en este
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mente. En una forma sim ilar al resultado p ara  la im pedancia de (Mitrada de una línea 
de transm isión, obtenem os:

respectiva-



F i g u r a  10  -  M u lt ic a p a  f iacta l  y  e l  p r o b le m a  e l e c t r o m a g n é t i c o  de  r e f l e x ió n  s o b re  e lla .

F i g u r a  11 -  M é t o d o  q u e  u t i l iz a  la im p e d a n c ia  d e  en trada  para r e e m p la z a r  un  f i lm  por una  s u p e r f ic ie .



trabajo  caracterizam os la es tru c tu ra  multicapa com enzando con una sola im pedancia 
superficial.

La aplicación iterativa de las ecuaciones (45) y (4G) perm ite resolver el problem a 
de una estru c tu ra  m ulticapa m ediante el cálculo sucesivo de la im pcdancia de en trada 
para  cada capa, sin utilizar edículo m atricial. Él proceso correspondiente se m uestra 
en la figura 12. El principal interós de este trab a jo  es aplicar dicho m étodo para  car
acterizar los diferentes parám etros, im pcdancia de en trada  y reflectancia, y com parar 
dos tipos de estru c tu ra  geométrica: periódica y distribución fractal. Esto perm iritá  
relacionar la im pcdancia y la reflectancia, ju n to  con la geom etría de las estructuras 
m ulticapa, con las características que posea del haz reflejado.

P ara una capa sim ple, la reflectancia y am bas com ponentes de la im pedancia 
superficial, es decir, las partes real e im aginaria se m uestran en en la figura 13 para 
in terp re tar dichas partes como función del grosor para  un film homogéneo (n2 =  1.732, 
n ¡ =  n,3  = 1) con λ =  6OOmu. La parte  real puedo asociarse con los efectos pantalla  
de un arreglo en los cam pos incidentes con relación inversa a la reflectancia, m ientras 
que la p a rte  im aginaria se relacionaría con la capacidad para  alm acenar energía de la 
d istribución y tiene máximos y mínimos relacionados a los punios de inflexión de la 
reflectancia.

5.3. Grado de auto-s im ilaridad en orden de la distribución Intensidad.

U tilizando la transform ada de Fourier del cam po incidente, la distribución del 
haz reflejado por la e s tru c tu ra  puede expresarse como:

(47)

que es una función de las com ponentes angulares. De m anera sim ilar a las redes de
difracción, puede verse que en la ecuación (47) es posible dividir la función intensidad

en un factor de forma dado por el perfil intensidad del haz incidente (λ(α,α oo ) )2, y

un factor de e stru c tu ra  dado por la función de reflcctancia R(a) .
Como os bien sabido, el grado de auto-sim ilaridad de cierta función puede definirse 

a traves del coeficiente de correlación en tre  dicha función y su versión magnificada. 
A quí definiremos la auto-sim ilaridad en orden para  dicha función (en el conjunto de 
los reales) como el valor obtenido cuando se correlacionan das estados diferentes de 
esta  función. E n este caso, la correlación debe establecerse para  las reflectancias 
correspondientes de dos estados de m ulticapa ( S  y S 1). P ara  este caso, la expresión 
m atem ática obten ida p ara  una función f (a-) en el estado S  y en el estado S ´, es:
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Angular component (a/k)

( b )

F i g u r a  13  -  (a )  F u n c i ó n  r e f l e c ta n c ia  d e  una ú n ica  c a p a ,  c o n  ín d ic e  d e  r e f r a c c ió n  n~ 1.732, (b )  y  ( c )  partes  

rea l  e  im a g in a r ia  d e  la im p e d a n c ia  d e  en trada  c o r r e s p o n d ie n te ,  c o n  λ =600nm.

T h i c k n e s s  t o  w a v e l e n g l h  r a t i o

(a)

Angula]- coiuponent (a/k)
(c)

F i g u r a  12 -  M é t o d o  g e n e r a l  c a l c u l a n d o  i t e r a t iv a m e n te  la im p e d a n c i a d e  entrada d e  c a d a  c a p a  in d iv id u a l



Donde Δ  es el intervalo en el que se quiere calcular el grado de a u to-.similaridad en 
orden de la función f (α1  a 2 , que depende de la variable angular a  centrada en a 0.

Se empleó un m étodo iterativo  para  el cálculo de la impedancia de en trada  para 
una distribución de C antor m ediante la aplicación sucesiva de. las ecuaciones (45) y 
(4G). E ste procedim iento asegura que la reflofctancia e im pedancia conservarán las 
características de auto-sim ilaridad que son 'típ icas de la estructura .

El núm ero necesario de pasos para  obtener la im pedancia de en trada es 2N'+1 — 1. 
Para cada uno de estos pasos, la im pedancia do en trada del sistem a puede expresarse 
como función de la im pedancia de en trada  del generador inicial que se m ostró gráfi
cam ente en la figura 10(a ). m ediante el m étodo iterativo, revelando así, la estructu ra  
auto-sim ilar de la distribución. Esto significa que es posible obtener una relación de 
tipo:

(49)
donde Z 1/E  es la im pedancia de en trada  para  el generador (con N = 1 = ).

P ara  poder com parar de alguna forma am bas estructuras (periódica y fractal) el 
ancho de la b a rra  de C antor mas pequeña, o la estructu ra  fina del conjunto de Cantor, 
se iguala al ancho de cada capa de la distribución periódica. El otro parám etro  que 
tam bién se m antuvo igual, en am bos casos, es el número de capas en la estsructu ra  
m ulticapa. E ste número puede ser referido como el orden de la m ulticapa. En todos 
los casos la longitud de onda fué λ =  500m m y los índices de refracción d e cada medio 
m aterial fueron ni =  1 y n.2 =  1.5, respectivam ente.

Las curvas de reflcctancia y la am plitud  de la im pedancia de en trada  se m uestran 
en la figura M para el orden seis de las barras de C antor en función de la relación en tre  
el espesor fie la e s tru c tu ra  fina y la longitud de onda de la radiación en incidencia 
normal. Estos resultados pueden com pararse con los obtenidos para  el caso periódico 
m ostrado en la figura 14. En todos los casos se observa (con un trazo blanco) el resul
tado  p a ra  orden 1. Debe reconocerse que la e struc tu ra  periódica inicial se encuentra 
im plícita en la d istribución, a pesar que se diluya al increm entar el orden. Una vista 
am plificada de la gráfica previa en la figura 1.4(b) m uestra la a lta  correlación existente 
entre la rcílcctancia para  dos órdenes sucesivos -G y 7- cuando se tiene una m ulticapa 
con distribución fractal. Pero en el caso periódico esta  es una correlación pobre como 
se m uestra  en la m ism a figura.

R esulta in teresan te com parar la d istribución angular de dos ordenes para  la re
flexión cuando un haz incide en am bas estructuras. Se hicieron los cálculos para  
una estru c tu ra  delgada con un ancho com parable en m agnitud con la longitud de 
onda, increm entando este ancho h  p a ra  obtener los resultados sucesivos. También 
puede com pararse la d istribución periódica y fractal del conjunto de C antor desde 
o tro punto  de vista, como lo m uestran los resultados obtenidos en las figuras 1.5 y 
1G en cuanto  a los parám etros de módulo y fase de la im pedancia de en trada y re
flcctancia como función de la com ponente angular del vector de onda. P ara  estos 
casos y se observan efectos sim ilares a  los anteriores, en la figura 14. La influencia 
de la e s tru c tu ra  geom étrica en los parám etros se evidencia cuando se correlacionan 
dos órdenes diferentes. La Tabla 1, m uestra los resultados obtenidos de una medición
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(C)

Figura 14 -  Comparación de parámetros de una mullicapa fractal (gráficos de la izquierda) y una 
periódica (gráficos de la derecha), como función de la relación ancho/longitud de onda incidente: (a) 

refleclancia para orden 6, (b) ampliación de la curva anterior para comparar órdenes 6 y 7, (c) módulo de
la función inipedancia.

'thickness to wavelength ratio'Ihickness to wavelength ratio
(a)

'Thickness to wavelength ratio
(b)

'Thickness to wavelength ratio

'Thickness to wavelength ratioThickness to wavelength ratio



de aulo-sim ilaridad en orden de diferentes órdenes para  un fracla l de Cautor, que se 
consideró de acuerdo a la definición dada por la ecuación (48), donde el área consid
erada éra A =  3 a  (que contiene 90% de la intensidad to tal del haz incidente). Al 
adicionar [jarras en una estru c tu ra  periódica introduce nuevos picos, que tiene una 
ba ja  coi relación con los previos. Sin embargo, para  el caso fractal se observa una cor
respondencia casi to tal que puede confirm arse dado que, a medida que se increm ente 
el orden se van obteniendo mas detalles en la distribución de intensidad.

El análisis de los resultados obtenidos, nos perm ite probar la existencia de auto- 
sim ilaridad en los parám etros involucrados. De esta m anera, los ejemplos m ostrados, 
sugieren que el com portam iento de los parám etros electrom ágneticos esta de acuerdo 
con el arreglo de la estructu ra  inulticapa y de alguna m anera refleja el com portam iento 
fractal. De m anera general, de acuerdo a los resultados obtenidos, tenemos una alta  
correlación para  el caso fractal y una baja  para  el caso periódico, excepto cuando 
am bos ordenes corresponden a una a lfa  reflexión de la estructura.

De los resultadas obtenidos se pudo observar que el arreglo periódico posee una 
a lta  correlación cuando se verifica una alfa reflectancia para  am bos ordenes, de o tra  
m anera, los valores típicos de la aufo-sim ilaridad en orden se m antienen por debajo 
de 0 .8 , siendo este valor la divisón en tre  una aufo-sim ilaridad alfa y una ba ja  en orden 
para  rnulticapas. P a ra  el caso de una estru c tu ra  fractal, son valores por arriba  de 0.95 
en l.odos los casos probados. Ya (pie esperam os com parar todas estas conclusiones en 
trabajos posteriores con redes de difracción de Canfor y los residí,ados obtenidos 
p ara  las mediciones de auto-sim ilaridad en los casos aquí presentados, calculamos el 
grado de aufo-sim ilaridad cu la distribución de intensidad reflejada, cuando un haz 
monocrom áfinco gaussiano incide sobre la e s tru c tu ra  con una dispersión angular a a =  
10~37m i_1. Dado nuestro futuro infere« en la obtención de resultados experim entales 
a p a rtir de la medición de la intensidad del haz reflejado, desarrollarem os el cácalo 
de la aufo-sim ilaridad para  estos, donde se utilizó un perfil gaussiano para  el haz 
incidente.

En síntesis, se obtuvieron la im pedancia de en trada  y reflectancia para una mulf- 
ieapa con distribución periódica y fractal y se dem ostró cómo se observa un com por
tam iento  de aufo-sim ilaridad de acuerdo al tipo de estructura . La función im pcdancia 
superficial caracteriza  la reflectancia do forma cualita tiva para  sus partes real o imag
inaria. Los resultados obtenidos para  la m ulfieapa fractal (calculadas a partir de la 
im pcdancia de en trada) son acordes a las curvas de reflectancia reportadas por otros 
autores. Se dem ostró que toda  la es tru c tu ra  puede reemi)lazarse por una superficie 
que conserve las características del sistem a y los cambios en los parám etros involu
crados. Se im plem entó un m étodo iterativo directo (pie perm ite obtener una relación 
sim ple de la fractalidad de la estruc tu ra  con la im pcdancia de en trada , y subsecuente
m ente con la reflectancia. E sto  resu lta  de im portancia para  las posibles aplicaciones 
en m icroondas, ondas m ilim étricas u óptica in tegrada de este tipo de arreglos, donde 
los efectos no especulares son de im portancia.

liem os correlacionado los patrones de intensidad en orden generados para  dos es
tru c tu ras  diferentes: periódica y de Canfor, cuando se hace incidir un haz gaussiano.Se 
encontró que de este parám etro  so puede calcular un grado de aulo-sim ilaridad para 
cada estructura De igual m anera, en un futuro se pretende com parar la geom etría
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(e)
Angular conponcnl (α/k)

Figura 1 5  -  P a rá m e tro s  c a r a c te r ís t ic o s  d e  la e stru ctu ra  fracla l: (a )  m ó d u lo  y  (b )  fa se  d e  la fu n c ió n  

im p c d a n c ia  d e  en tra d a , ( c )  y  (d )  R c f lc c ta n c ia  c o m o  fu n c ió n  d e l á n g u lo  d e  in c id e n c ia  para d o s  ó r d e n e s  (6 
y  7) r e s p e c t iv a m e n te ,  lo  c u a l p e r m ite  v e r  la estru ctu ra  a u to -s im ila r , (c )  H a c e s  g a u s s ia n o s  ic U c ja d o s  para

u n  c a s o  d e  b aja  r c f lc c ta n c ia  (h~λ ).

Angular component (a/k)
(a)

Angular component (α/k)
(c)

Angular commuent (a/k)
(d)

Angular component (a/k) 
(b)

Angular component (α/k)



Angular component (αt/k)

F ig u r a  1 6  -  P a rá m e tro s  c a r a c te r ís t ic o s  d e  la e stru ctu ra  p e r ió d ic a : (a )  m ó d u lo  y  (b )  fa se  d e  la fu n c ió n  

im p e d a n c ia  d e  en tra d a , ( c )  y  (d )  R e f le c ta n c ia  c o m o  fu n c ió n  d e l á n g u lo  d e  in c id e n c ia  para d o s  ó r d e n e s  {6 
y  7) r e s p e c t iv a m e n te ,  lo  c u a l p e r m ite  v e r  q u e  la estru ctu ra  n o  e s  a u to -s im ila r

IN-ORDER SELF-SIMIL.ARITY FOR 
THE REFLECTED FIELD

CORRELATED 
ORDERS

FRACTAL PERIODIC

4-5 0.967R88754 0.725863609

4-6 0.954192195 0.702816939

4-7 0.946804119 0.701046701

5-6 0.984002931
0.426UIU626

5-7 0.973527395 0.507811885

6-7 0.989014688 0.677473215

T a b l a 1 -  A u to -s im ila r id a d  e n tre  d ife r e n te s  ó r d e n e s  d e  la s m u lt ic a p a s  fracta l y  p e r ió d ic a , c o n  lo  cu a l  

p u e d e  c o m p r o b a r se  u n a  d ife r e n c ia  d e  v a lo r e s  en  to d o s  lo s  c a s o s .

Angular component (α/k)

Angular component (α/k)Angular component (α/k)



para  redes de difracción y m ulticapas para  estu diar sus propiedades relacionándolas 
con la función de au to-siimilarielael en orden.

Como e s obvio, cambios en la posición de los gaps, los elementos con ancho variable 
entre las capas más linas del frac tal de C antor, producirán cambios en la distribución 
geom étrica de la m ulticapa, que resulta  im portan te  para la evaluación del campo 
reflejado desde la es tru c tu ra  com pleta. P ara  hacer esta evaluación, se utilizó un 
generador aleatorio con una distribución gaussiana para  lograr la redistribución de 
los gaps. Los resu ltados de este proceso se pueden ver gráficam ente en la figura 17, 
para  un gap con ancho h y un orden fractal 3. De esta forma, las propiedades ópticas 
del cam po reflejado pueden calcularse sin cam biar el camino óptico hacia la estructu ra .

Ah o ra  aplicam os este tipo de cálculo a la reflexión de un haz láser gaussinuo desd e 
una m ulticapa ele ord en 6 , en la que una capa de vidrio ( índice d e refracción 11 =  1.5) y 
una de aire: se distribuyen a lte rn ativamente. Dos p ropiedades fundam entales surgen ele 
las gráficas de reflectancia como función ele la com ponente angular. La prim era de ellas 
se refiero a la d istrib u ción periódica intrínseca relacionarla con la reflectancia en una 
sola capa, que corresponde a la capa mas pequeña (o estructu ra  lina). listo  se m uestra 
en las figuras 17(a) y 17(b) , donde las d imensiones fractales D  =  I n 2 / l n 3  = 0.6309 
y D = ln 2 /  ln4  =  0.5 son utilizadas respe:ctivamente. En estas figuras se observa con 
facilidad q ue la period icid ad esta  im plícita en la d istribución de la reflectancia. El 
caso (a) se refiere a la elistribución clásica ele C antor en m ulticapas, m ientras quc el 
caso (b) corresponde a la elistribución gaussiana.

Para cuantificar el cambio en la d istribución geom étrica a través del patrón de 
in tensidad , in troducimos la correlación en tre  la dlistribución de iutensidad en cada 
caso como una medición del grado ele sim ilarid ad . Esta correlación se im plem entó 
num éricam ente para  la d istribucion de: intensielad angular; se define de: form a similar 
a  la au to-sim ilaridad en las re d es de d ifracción de C antor o a la correlación en orden 
p ara  m ulticapas fractales. D efinimos esta  función de similarielael como:
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(50)

d o n d e  Ic  (x )  y  lr  (x )  representan la elistribución ele intensielael clásica y  los gaps ele
C antor a lea to rizados respectivam ente. La T abla 2 m uestra los valores ele similarielael 
que perm iten  cuantificar las d iferencias en tre  am bas d istribuciones para  varios anchos 
de estruc tu ra . Así, los p a tronens  de: intensiedad d el cam po reflejado cam bian ele acuerde 
a la posición d e los  gaps en la geom etría de la m ulticapa.

Como conclusión, hacemos hincapié en la estrecha relación que existe entre les gaps 
d e la d istribución fractal en m ulticapa y las propiedades de las ondas electrom agnéti- 
cas reflejadas. El ancho de la es tru c tu ra  fina tiene influencia sobre la legalización d e 
los mínimos en la d istribución periódica intrínseca de la reflectancia, m ientras que la 
p osicion de los gaps influye sobre la d istribución interna de les valores de reflectan- 
cia. Con la función ele similariela d efinida en este trabajo , podem os correlacionar



F i g u r a  17  -  (a )  C a m b io  e n  la  g e o m e t r ía  d e  la m u l l i c a p a  fractal a través  d e  un c a m b i o  en  la d i s tr ib u c ió n

d e  lo s  g a p s .
R e f l c c t a n c ia  para o r d e n  6 y  d i m e n s i ó n  fracta l  D=0.6309 para d o s  d i s t r ib u c io n e s  d i fe re n te s :  (b )  m u l t ic a p a  

d e  C a n to r  n o r m a l  y  ( c )  d i s t r ib u c ió n  a lea to r ia  e n  lo s  g a p s .

R e f l c c t a n c ia  d e  o r d e n  6 y  d i m e n s i ó n  fractal  D~0.5 para d o s  d i fe r e n te s  d i s tr ib u c io n e s :  (d )  m u l l i c a p a  de  

C a n to r  n o r m a l  y  ( e )  d i s t r ib u c ió n  a lea to r ia  e n  lo s  g a p s .



dicha distribución con la correspondiente a la m ulticapa clásica de C antor, que puedo 
tom arse como referencia.

P uede imple mentarse  tam bién otro m étodo que tom a ventaja  de la distribución 
geom étrica de la estructu ra . De los coeficientes d e reflexión y transm isión para una 
sola capa se pueden obtener, en forma recursiva, los correspondientes coeficientes para  
com pletar el conjunto. Siendo las funciones generatrices para  u na sola capa:

(51)

donde n g es el número de gaps, α i = 1 , 2 ,  n g — 1 el tam año del gap norm alizado y 00„ 
el ángulo de incidencia, con las condiciones iniciales: gen,.(ng) =  x  y g en t (ng) =  y. 
Los coeficientes de reflexión y transm isión se expresan, finalmente, como:

(52)
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G. E fe c to s  n o -e sp e c u la r e s

Otros fenómenos de interés en la región electromagnética son los efectos no- 
especulares, y aquí iniciamos el estudio para  futuras aplicaciones en redes  de difracción 
y multicapas com parando las diferentes geometrías que hasta ahora hemos consid
erado. Además, en el presente desarrollo se cálculan los corrimientos angulares y 
laterales cuando un haz super-Gaussiano monocromático, definido espacialmente por:

(53)

se hace incidir sobre la estructura. El parám etro  a (como ya señalamos en el capí
tulo anterior) se define como el índice de super-gaussianidad y a  correspondo a la 
dispersión característica, similar al perfil gaussiano. La distribución de intensidad en 
el dominio espacial se muestra en la figura 18(a) y corresponde a la transformada 
de Fourier mostrada en la figura 18(b )  para  distintos órdenes de supor-guassianidad 
con un ángulo de incidencia caracterizado por la relación a 0/ k  =  0.5 (0 = 30°). 
P a ra  ver de manera simple la forma funcional de los campos electromagnéticos y las 
transformadas de Fourier, utilizamos una famila de haces que aproxima los haces 
super-gaussianos (supergaussian-like beams, S L G f  obtenida como convolución entre 
una función rectangular y una gaussiana, como ya ha sido aplicada en el capítulo 
anterior en el estudio de entropía. Así, para  dichos casos, la transformada de Fourier 
tiene la siguiente forma matemática:

(5á)

donde a a y ón son los respectivos anchos característicos en el espacio o de las com
ponentes angulares.
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En este caso, las fórmulas obtenidas para  los efectos no especulares se aplican a 
cada m áxim o (central y secundario,

Se espera que en am bos casos se den m últiples efectos no especulares, pero la 
influencia del pico central en el com portam iento  del haz reflejado será mas pequeño 
en el últim o caso.
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d istinguim os dos casos d e interés teórico:
a) La propagación del haz puede describirse m ediante la utilización de la aproxi

mación paraxial. Con esto se indica que Δα<< k k y entonces β (α ) puedo desarrollarse 
en serie de T ay lo r

(55)

de esta m anera, se obtiene una aproxim ación al com portam iento de onda plana y la 
forma general del haz reflejado, a  p a rtir  de la ecuación (9), es:

(56)

donde se transform aron las coordenadas (xi, yi) —» ( x i ,  y i )  de coordenadas incidentes 
a reflejadas respectivam ente, de acuerdo a lo ya hecho por otros autores. Finalm ente, 
la propagación del centro de gravedad puede tom arse en cuenta para  este caso. La 
figura 19 (a) ilustra un haz de este tip o , donde el módulo de la transform ada de Fourier 
se despliega ju n to  con la gaussiana (σα =  10- 3) y las com ponentes s ine (δα =  10- 4 ),de 
acuerdo con la definición (54). Los efectos no especulares pueden obtenerse de la 
ecuación (56) de m anera sencilla.

b) El haz es espectralm ente ancho no tiene un alto  índice de super-gaussianidad. 
Para este caso, debido a la forma funcional, Δ α  << k  en los alrededores de cada 
máximo secundario. La aproxim ación paraxial puede aplicarse para  estos máximos 
secundarios y el haz tendrá m últiples efectos no especulares. En dado caso, el módulo 
de la transform ada de Fourier del cam po electrom agnético se m uestra en la figura 
19(b). De acuerdo a la figura 20, donde se indican las transform aciones de coorde
nadas, tenemos la siguiente distribución para  el cam po reflejado:

(57)



Angular component (ot/k)
( b )

F ig u r a  1 8  -  D is tr ib u c ió n  d e  in te n s id a d  para h a c e s  

c o n  d ife r e n te  ín d ic e  d e  s u p e r -g a u ss ia n id a d  en: (a )  
d o m in io  e s p a c ia l ,  (b )  d o m in io  d e  la tr a n sfo rm a d a  d e  

F o u r ic r .

Angular component (o/k)
( b )

F ig u r a  1 9  -  M ó d u lo  d e  la tr a n sfo rm a d a  d e  F o u ricr  

d e l c a m p o  e le c tr o m a g n é t ic o , c o n  d ife r e n te s  

p a rá m etro s: (a )σ α = 1 0  -3 n m -1 ,  δ α = 1 0 -4 n m -1 , y  

(b)σα=10 -2nm-1, δα=10-3nm-1

F ig u r a  2 0  -  R e p r e s e n ta c ió n  e sp e c tr a l  para la r e f le x ió n  d e  un  h a z  su p e r -g a u ss ia n o  e n  la in te r fa c e  en tre  d o s  

m e d io s  ( /  y  2). S e  m u e str a  ta m b ié n  la tr a n sfo r m a c ió n  d e  c o o r d e n a d a s  m ú lt ip le  (xi yi) -> (xi, yi)

A n g u la r  c o m p o n e n t  ( u /k )

( a )

Spatial coordinate
(a)



Angular conponent (a/k)
(b)

F ig u r a  1 8  -  D is tr ib u c ió n  d e  in te n s id a d  para h a c e s  

c o n  d ife r e n te  ín d ic e  d e  su p e r -g a u ss ia n id a d  en: (a )  
d o m in io  e s p a c ia l,  (b )  d o m in io  d e  la tr a n sfo rm a d a  d e  

F o u r ier .

Angular component (a/k)
(b)

F ig u r a  1 9  -  M ó d u lo  d e  la tra n sfo rm a d a  d e  F o u rier  

d e l c a m p o  e le c tr o m a g n é t ic o ,  c o n  d ife r e n te s  

p a rá m etro s: (a )  aa=10 3nm-' , da~10-4 nm-1, y (b )  

σα=10 -2nm -1, δα=10-3nm -1

F ig u r a  2 0  — R e p r e s e n ta c ió n  e sp e c tr a l para la r e f le x ió n  d e  un  h a z  su p e r -g a u ss ia n o  e n  la in te r fa c e  en tre  d o s  

m e d io s  (I y 2). S e  m u e str a  ta m b ié n  la tr a n sfo r m a c ió n  d e  c o o r d e n a d a s  m ú lt ip le  (xiyi)-> (xi, y i)

Spatial coordinate
(a)

A n g n la r  v o m p o n e n t /k )

(a)



G.'JL. C orrim iento A ngular.

De las ecuaciones (50) y (57) puede demostrarse que el corrimiento angular del 
haz, reflejado cuando el campo incidente tiene un perfil gaussiano es la solución de la 
siguiente ecuación:

(58)

que puede resolverse numéricamente para obtener la dirección angular (dada por α´0) 
del haz reflejado y permito calcular el corrimiento angular.

Se desarrollaron los cálculos para  los índices de refracción n 1 =  1, n 2 =  1.732 
y n3 = 5.15 +  1..83i respectivamente. Los resultados obtenidos para los diferentes 
valores del índice de super-gaussianidad a (para la polarización-T E ) se muestran en 
la ligara 21 para: a.) interface simple y b) film (grosor II =  10A). La evaluación 
numérica de la ecuación (58) se logia de la intersección entre las curvas y el valor 
cero del eje horizontal, lo cual da las raíces correspondientes para  dicha ecuación. 
Se demuestra que se obtienen diferentes valores del cambio angular para los picos 
central y secundario, dependiendo del índice a. Los cambios angulares para  el máximo 
relativo, dependen de la estructura  (interface simple y film). De acuerdo con las 
caracaterísticas del haz, para  una concentración energética no-difractiva o alta , cuando 
el valor de la supergaussianidad se incrementa el cambio angular se reduce para valores 
de a mayores.

La posición para  los máximos relativos puedo evaluarse en detalle, pero se espera 
que el patrón de intensidad tenga los cambios angulares correlacionados, de alguna 
forma, entre  cada pico.

Las figuras 22(a) y 22(b) son los resultados gráficos para  la po la rización-?^? , de 
manera similar a la figura 21.. Como en este caso, existen diferencias entre las curvas 
y los cambios de posición angular. De este análisis, se puede observar, que para todas 
las figuras, la posición mínima se mantiene sin variación.

En síntesis, el problema de calcular la impedancia de entrada de un film, per
mito resolver de forma simple, el cambio angular obteniendo las raíces de la ecuación 
(58). Las figuras 23(a) y 23(b) muestran el cambio angular en el pico central del 
haz reflejado cuando a =  5. liste análisis con haces super-gaussianos puede utilizarse 
para  caracterizar el tipo de estructura  involucrada (superficie simple o film) y para 
obtener los diferentes parámetros de dicha estructura. Para máximos múltiples, los 
cambios angulares pueden observarse aún cuando el haz se encuentro en incidencia 
normal y, por lo tanto, la comparación entre los resultados para diferentes índices de 
supergaussianidad permiten la caracterización de la estructura.

G.2. C orrim iento Lateral .

Es sabido que, considerando la aproximación paraxial, el desplazamiento longitudinal 
se calcula a través de:

( 5 9 )
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Angular component (a/k)
(b)

F i g u r a  2 3  -  (a )  U n a  a m p l i a c i ó n  d e  la d i s tr ib u c ió n  d e  in te n s id a d  para o b s e r v a r  e l  p i c o  centra l ,  (b )  U n a  

a m p l i a c i ó n  para o b s e r v a r  e l  p r im er  m á x i m o  se c u n d a r io .

Angular conponcnt (o/k)

(b)

Angular component (a/k)

(a)
F i g u r a  21  -  G r á f i c o  de  la s  r a íc e s  d e  la  e c u a c i ó n  ( 5 1 )  d e l  c o r r im ie n to  a n gu lar ,  para p o la r iz a c ió n  TE: (a)

un a  ú n ic a  s u p e r f i c ie  y  (b )  f i lm  c o n  11=101.

Angular coinponcnt (a/k)

(a)
Angular componentt (α/k)

(b)
F i g u r a  2 2  -  G r á f i c o  d e  la s  r a íc e s  d e  la e c u a c i ó n  ( 5 1 )  d e l  c o r r im ie n to  angu lar ,  para p o la r iz a c ió n  TM: (a)

u n a  ú n ic a  s u p e r f i c ie  y  (b )  f i lm  c o n  11=10/1.

Angular conponent (a/k)
(a)



Si reem plazam os por la expresión de reflectancia (ver ecuaciones (32)) y con
siderando que α 2 +  β 2 = k 2, obtenemos:

(60)

am bas expresiones deben evaluarse en a 0 (o para  varios máximos) y puede verse 
que la im pedancia de en trada  de la es tru c tu ra  caracteriza la respuesta electrom ag
nética de esta estruc tu ra

En la figura 24 se m uestra una aplicación de las ecuaciones (6O), donde hemos 
calculado la reflectancia para  un film v itreo (77 =  5λ ) sobre un sub stra to  de ger- 
manio. De acuerdo a los resultados obtenidos por otros autores, los cambios abruptos 
en el desplazam iento longitudinal tienen correspondencia con los cambios abruptos 
en la reflectancia. Se relacionaron los desplazam ientos longitudinales, m ostrados en 
la figura 24(c), con los picas que aparecen en la parte  im aginaria de la función im
pedancia, como se m uestra en la figura 24 (6), dado que dicha porción de la función 
im pedancia se relaciona con el alm acenam iento de energía en la estructu ra . Si el haz 
considerado tiene una distribución angular am plia, como se m ostró en la figura 19 (b), 
la aproxim ación paraxial puede ser aplicada a cada máximo secundario tal como se 
afirmó anteriorm ente.

Se investigaron los corrim ientos angulares y laterales en la reflexión de un haz 
su p er-gaussiano, m ostrando que la distribución espectral de estas haces conduce a 
efectos m últiples no especulares cuando se aplican aproximaciones paraxiales a cada 
máximo, l os resultados obtenidos nos dan diferentes desplazam ientos como función 
de los picos centrales y secundarios, y dependientes del índice de super-gaussianidad. 
Estos resultados perm iten  obtener las características de la estructu ra  si los cambios 
angulares para  cada pico pueden medirse. Creemos que se puede obtener un m étodo 
para  obtener las características del film a través de la caracterización de los efectos 
no especularos.

La existencia de varios máximos en los haces super-G aussianos nos perm itirían 
obtener inform ación para  cada uno de estos máximas. El m étodo utlizado aqui, cal
cular la im pedancia de en trada  y reducir el problem a volumétrico al que una sola 
superficie, perm ite una extensión a m ulticapa si se aplica a través de un proceso de 
iteración. P ara  ilustrar esta  idea, en las figuras 25(a) y 25(6) se m uestran los cor
rim ientos angulares y longitudinales respectivam ente, como función de la com ponente 
angular incidente, p ara  films con diferentes grosores

Nuestro objetivo en un futuro, es aplicar estos estudios a m ulticapas con diferentes 
geom etrías (con distribuciones periódicas y fractales) para  com parar la influencia de 
dichas estructu ras en los cambios no especulares estudiados aqui, y así caracterizarlos 
m ediante haces super-gaussianos. El m étodo sim ple utilizado en el cálculo de la 
im pedancia de en trada , perm ite  dicha extensión a varias capas, aplicando un m étodo 
de iteración sim ple y reduciendo el problem a a una superficie simple. Los m ateriales
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Angular component (a/k)

(a)

Angular component (a/k)
(a)

Angular conponcnt (a/k)
(b)Angular component (a/k) 

(C )

Angular component (a/k)

(b)

F ig u r a  2 4  -  (a )  R e f lc c la n c ia ,  (b )  parte  im a g in a r ia  
d e  la fu n c ió n  im p e d a n c ia , y  ( c )  d e sp la z a m ie n to  

lateral ( r e la t iv o  a la lo n g itu d  d e  o n d a ) , para u n  f ilm  

d e  m a ter ia l v itr e o  ( c o n  H-5λ) so b r e  u n  su b stra to  d e  

g e r m a n io .

F ig u r a  2 5  -  (a ) C a m b io  a n g u la r , y  (b )  
d e s p la z a m ie n to  la tera l (r e la t iv o  a la lo n g itu d  d e  

o n d a )  para d o s  d ife r e n te s  e s p e s o r e s  d e l f ilm  II=2λ , 
3.5λ  (m a ter ia l v itr e o  so b re  un  su b stra to  d e  

g e r m a n io ) .



no lineales o a n i s o t rópicos pueden estudiarse también, e inclusive puedo relacionarse 
la función entropía con los cambios realizados a estas estructuras.
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7. A rreg lo s  fra cta les  y  arreg lo s d e  factores.

Nos interesa aquí estudiar sistemas fractales que operan como antenas, para los 
cuales es posible aplicar el método de superposición de dominios periódicamente dis
tribuidos. La operación en multifrecuencia de arreglos fractales ya ha sido estudiada, 
por ejemplo pa ra  estructuras de Cantor. Una antena lineal de Cantor C(z) alineada 
a lo largo de la dirección z  puede describirse mediante una convolución múltiple de 
varias funciones delta, cada una de las cuales escalada con un factor d , tal que:

donde d es un factor de escala arbitrario, ® indica el operador convolución y f ( z )  os 
el conjunto igualmente espaciado con N  funciones delta:

(62)
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siendo d. el espaciado entre dem onios de arreglos para  cada conjunto. Para el conjunto 
de C antor clásico, el número de elementos en f  (z) es TV =  2, y el factor de escala 
característico  es d  =  3. El correspondiente factor del arreglo es C  (ψ ) y puede ser 
escrito en la forma de una sucesión infinita como:

(63)

donde ψ  =  k d  cos 0 +  β  como es usual en la teoría de arreglos. Vemos aquí una 
sim ilitud con la fórmula obtenida en la ecuación (30) del capítulo II .  El factor de 
arreglo os auto-escalable cuando se escala con d, esto es:

( 6 4 )

lo cual significa que el factor de arreglo es constante para  cualquier conjunto de 
frecuencias.

7.1. A n ten as firactales. A ntena de Slerpinskl.

Un ejemplo de an tena  m ultibanda de orden 5 se m uestra en la figura 26(a). P ara  la 
construcción de un monopolo de Sierjiinski se utilizan t ecnicas de circuitos impresos 
sobre un su b stra to  dieléctrico (h  =  1 .588m m ,ET = 2 .5). De acuerdo a resultados 
ya reportados principalm ente por P uen te  et al.} la antena evidencia claram ente cinco 
bandas de operación en las fecuencias 0.44, 1.75, 3.51, 7.01 y 13.89 GI I z .  Las ban
das están  espaciadas periódicam ente en escala logarítm ica por un factor 2, que es 
precisam ente el factor de escala en tre  el gaskot y  los subgaskels de la estruc tu ra  de 
Sierjiinski. La prim era Vianda se encuentra corrida con respecto a la posición esjier- 
ada. Este fenómeno puede relacionarse con el efecto de corte, debido a la falta de 
ajiorto  de com ponentes periódicas.

La form a básica del patrón  de intensidad para  la antena fractal se m antiene casi 
constan te  a través de las bandas. De m anera contraria, la an tena  triangular Euclirl- 
eana (con forma de moño), presenta un pa trón  con un número cresciente de lóbulos 
cuando se aum enta la frecuencia. M ientras que una operación m ultibanda piuede es
tablecerse para  una an tena  fractal desde los puntos do v ista de im pedacina de entrarla 
y patrones de radiación, la an tena Euclideana  es de una sola banda. Estos resultados 
son im p o r ta n te s si se pretende analizar la operación del monopolo de Sierjiinski u ti
lizando por ejemplo los casos de com ponentes filtradas dentro de la superposicion de 
dominios periódicos. Solo liemos introducido esta sección para  relacionar los métodos 
aquí desarrollados con o tras aplicaciones electrom agnéticas.
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8. C o n c lu s io n es .

Los métodos matemáticos introducidos en el capítulo I I  pueden ser implementados 
en el caso electromagnético, cuando las dimensiones de las componentes de estructura  
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C o n c lu s io n es  G en era les .

A lo largo de este trabajo  se ha mostrado que existe una íntima relación entre 
la geometría del objeto y el patrón de intensidad del campo por el dispersado. A 
t al punto que la caracterización de la es tructura  del campo difractado, por ejemplo a 
través de la función auto-similaridad, es sensible a los cambios producidos en la propia 
estructura  lina del objeto. Se lian encontrado también diferentes casos interesantes en 
cuanto a la conservación de auto-similaridad dentro de las regiones de campo cercano 
y lejano. Ya que las estructura  fractales pueden estar incompletas, y en este caso es 
difícil entonces hablar de fractal como normalmente se lo considera, liemos introducido 
los conceptos de estado (cuando la (estructura puede estar incompleta) y orden del 
objeto, y también el estudio de la auto-similaridad para cada uno de estos casos.

El primor resultarlo de estudio en la presente tesis, y que se ha convertido aquí 
en tal punto  central de las aplicaciones a óptica y electromagnetismo, es el desarrollo 
matemático que nos permite construir objetos fractales uni- y bi-dimonsionales a 
partir  que una distribución periódica de funciones de tipo rectangular, y una posterior 
generalización para  dominios distribuirlos en forma periódica con una frontera que 
puede ser do cualquier forma. Esto define entonces la estructura fina del fractal, la 
cual es im portan te  porque tiene mucha influencia en el campo difractado como se 
mostró para  el caso de retios de Cantor y para  la carpeta de Sierpinski, cuantío esta 
tiene estruc tu ra  variable en forma cíclica.

Se estudiaron diferentes estructuras fractales regulares y con la posibilidad de ex
tender dicho estudio a formas cuasi aleatorias, a través de la aleatorieriedad de algunas 
de las componentes periódicas que se utilizan para  construir el objeto fractal. bos 
resultados experimentales que nos permiten relacionar con los cálculos realizados, y 
además con fundamentos en trabajos previos de diferentes autores, son un elemento 
im portan t e también dentro de esta tesis. En síntesis, el logro más im portante  os haber 
obtenido algunos objetos fractales contenidos en el plano a partir  de funciones per
iódicas rectangulares y su posterior utilización experimental como redes de difracción 
óptica. Una relación interesante de este tipo de desarrollo sería con funciones ortonor- 
males, para  formar una base que nos perm ita  construir diferentes tipos de funciones 
escaladas, lo cual daría un marco formal más im portante  para  considerar en futuras 
aplicaciones.

Es interesante entonces poder continuar los trabajos en esta dirección, ya no solo 
desde el punto  de vista matemático en que debería verse claramente la relación entre 
el método aquí presentado y el ya conocido de I F S , sino también por las posibles 
aplicaciones en procesamiento óptico de la información a que pueden dar lugar estas 
formas geométricas, aún cuando estén incompletas en el número de componentes 
periódicas que intervienen. Esto también lleva al estudio de objetos más complejos en 
su estructura , aunque sean aleatorios, ya que una periodicidad intrínseca puede estar 
contenida dentro del objeto y detectada a través del campo dispersado. Un ejemplo 
de esto lo constituye la distribución de Cantor en multicapas, donde se vió que el 
ordenamiento de capas periódicas de orden 1 queda implícita dentro de las de más 
alto orden.



Aún no se han desarrollado aplicaciones im portan tes  en diferentes direcciones, sin 
embargo es digno de destacar que muchos estudios experimentales han demostrado 
que el tipo de geometría periódica o fractal puede ser diferenciado entre sí, y también 
liemos mostrado aquí que puede ser cuanfi c a d o  en el caso de estructuras multicapas. 
Este parám etro  de cuantificacion es sensible a la adición de una aleatoriedad en la 
distribución d e las capas de la estructura,

La geometría y sus influencias en los sistemas físicos, en un sentido general ahora, 
constituye evidentemente una im portante  área de estudio que aún no ha sido del 
todo explotada, fundamentalmente para  obtener información del objeto a través de la 
interacción con ondas como aquí lo hemos hecho. Preparamos aquí las herramientas 
para  estudios posteriores, como es el caso de la formulación de entropía o el speekle 
digital, que pueden ser métodos de importancia en la caracterización geométrica de 
medios y superficies.

Finalmente, volvemos a hacer hincapié en que esta tesis pretende ser el inicio de 
futuros trabajos  tanto teóricos como experimentales, en los que básicamente interesa 
resolver y estudiar el problema de la interacción onda-geometría del objeto, como 
nos habíamos propuesto e interesado, y de acuerdo a lo señalado en la introducción 
general. Es por eso  que el contenido de algunos temas es adicional a los intereses 
futuros, como es el caso de microscopía, excitaciones superficiales y  antenas, aunque 
aún no hemos hecho aplicaciones concretas en esa dirección.
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