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El tambor fractal. Una membrana vibrando se sosliene a su bordc por una forma fractal
(arriba a la izquierda) en lugar dc la clasica circular. Esto origina que los modos
resonantes de vibracion estén fuertcmente localizados en el espacio, como puede

obscrvarsc por el paso de un haz lascr cn paralelo y muy cercano a la membrana vibrante.

(Bernard Sapoval, “Les Fractals”, Editions Aditech, Paris, 1990)
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Introduccién General.

La gran complejidad y estruclura intrincada que caracteriza a los fractales, que
pucden oblenerse a parlir de ecuaciones matemadticas sencillas, los hace importantes
cn diversas aplicaciones artfsticas y tecnolégicas. Scguramente el lector los conoce a
través de estructuras de tipo coloreadas con formas geométricas llamaltivas que habr4
visto alguna vez. Con los algoritmos fractales se pueden crear modclos precisos de
plantas, lincas costeras, montanas, nubes, sistemas biolégicos y otros objectos natu-
rales que serfan dilfciles, o hasta imposible, de modelar por otros medios. Durante
la dltima década, cientificos que trabajan en las mds diversas dreas han reconocido
que la mayorfa de sus experimentos poscen una complejidad geomeétrica especial. La
introduccion de este Lipo de formas geométricas se debe principalmente a la activi-
dad de B. B. Mandelbrot, que llamé la alencién hacia las propicdades geomeétricas
particularcs de dichos objetos y ié cl nombre fractal para estas formas que podfan
caracterizarse por una dimensionalidad no entera (fractal).

Ademads, los fractales proveen una forma de almacenar la estructura detallada de
objelos complejos en forma compacta y clicicnte. Los objetos [raclales han posibilita-
do a cstudiar 4reas relacionadas tales como el caos, cl aparente comportamicnlo
aleatorio de ciertas ecuaciones y la caraclerizacién de sistemas muy complejos en
su estructura.

Un 4rea de invesligacién muy importante de la ciencia y la tecnologfa lo representa
cl estudio de las propiedades de diferentes objetos a través de su interaccién con
ondas. En particular, las ondas clectromagnétlicas constituyen un método de amplio
desarrollo, principalmente caraclerizadas por su muy poca (o casi nula, cn algunos
casos) interaccién con el objeto de interés. Esta interaccién y la distribucién de
intensidad que de clla resulta, ha dado lugar a dilerentes tipos de estudios Lales como
difraccién, scattering o propagacién de ondas en un medio en particular. En cstos
tipo de desarrollos tiene importancia también la relacién entre el tamaiio del objeto
a estudiar (o de sus componentes) y la longitud de onda de la radiacién incidente.
Interesa fundamentalmente obtener informacién del objeto a partir de la contenida
en la onda reflejada o transmitida. Es dccir, interesa relacionar la distribucién de
intensidad de la radiacién electromagnética con las caracter(sticas y propiedades del
objeto en cuestién. El estudio del speckle, ampliamente desarrollado en dptica es un
cjemplo de esto, donde se relaciona la distribucién estadfstica del campo dispersado
por la correspondicnte distribucién de las rugosidades de una superficie.

La pregunta fundamental en nuestro caso es: por qué estudiar [ractales y su
interaccion con ondas clectromagnéticas?. Es sabido ahora que la geometrfa fractal
s “lo normal”, micntras que la geometrfa caracterizada por curvas regulares y “de
buen comportamicnto” o derivables son los casos “anémalos”. Es importante entonces
iniciar un cstudio més profundo tendiente a estudiar la interaccién de ondas con la
geometrfa de'un objeto, y ver en que forma csta geometrfa queda reflejada en las
ondas resultantes que salen desde el objeto. Con esta finalidad desarrollamos primero
algunos de los conceptos [undamentales para el estudio de la geometrfa fractal, que
serdn aplicados posteriormente en el drea de la [fsica en que estamos interesados.

En cl capitulo I se presenta una introduccién matem4tica bésica a los conceptos



necesarios para utilizar en geometrfa fractal. Es enfocado en un sentido mds general,
ya que interesan en esle caso los aspectos geométricos de diversos conjuntos, dando
cjemlos que permiten vislumbrar las posteriores aplicaciones a conjuntos fractales. Los
conjuntos y sus propiedades de medida y dimensién son introducidos en esta seccién,
asf como casos mas especflico como lo es la medida de HaussdorfT y las posibles defini-
ciones de dimensidn, de las cuales la de Haussdorfl-Besicovicli y la de box-counting
son cjemplos a tener en cuenta. Se muestran finalmente algunos ejemplos de fractales
cn la naturaleza que inspiraron las aplicaciones de estos objetos geomélricos.

En el capftulo 7T se introducen conceptos mas especficos y que hacen a la geometria
fractal, tales como auto-similaridad y auto-afinidad, contraccién y algunos tcoremas
relacionados que dan la base para el método de construccién con Sistemas de Fun-
ciones lteradas (IFS), el cual fue principlamiente desarrollado por Barnsley y que
conslituye un trabajo fundamental especialimente para nosotros porque puede rela-
cionarse con métodos de procesaniicnto de imdgenes. Lucgo se dan varios cjemplos
de funciones o conjuntos fractales matemdticos, como el conjunto de Cantor, cl de
och o los de Sierpinski, los cuales son importantes porque sobre cllos se realizan
los posteriores estudios de difraccién y scattering por ondas clectromagnéticas. La
mayor parte del capftulo /T estd dedicada a los mélodos de construccién que hemos
desarrollado, utilizando distribuciones periddicas. También se trata el caso de con-
juntos fractales que poseen diferente forma funcional de la frontera para los dominios
involucrados, lo que da una estructura fina diferente en cada paso de la ileracién. A
partir de estos tipos de caractlerizacién,.introducir la aleatoricdad en un fractal es una
cosa scncilla, sin embargo también pueden lograrse casos de cuasi-aleatoricdad si solo
algunas de las componentes periddicas tienen este tipo de distribucién. El construfr
conjuntos fractales con [unciones rectangulares es el principal logro sin dudas y, si
bien est4 relacionado con las JF'S en los métodos de construccién, permiten dar una
visién diferente sobre los conjuntos [ractales. La posibilidad de filtrado de compo-
nentes cs un caso especial de importantes consecuencias en el procesamicnto éptico y
cleclromagnético de la informacién.

Al final de los capftulos [ y IT puecde encontrarse una extensa bibliograffa que
incluye los fundamentos y las mas diversas aplicaciones de los objetos fractales.

Il capftulo 111 contiene las aplicaciones a la éplica cldsica, es decir la relacionada
con una Leorfa escalar de los campos clectromagnéticos, de los resultados obtenidos
a partir de los métodos de construccién enunciados en el capftulo anterior, relacio-
nando con las aplicaciones corricnles de los pardmelros y conceptos desarrollados por
olros autores, como T. Asakura y su grupo de trabajo, A. Laktakhia y ‘I'. Alieva. Se
muestran aquf diversos resullados experimentales con redes de difraccién fractal, el
estudio de la auto-similaridad en diversos casos tanto en la region de Fraunhofer como
en la de Fresnel. Eun una segunda parle se desarrollan brevemente algunos teinas que
liemos eslado estudiando y que en el [uluro nos interesar{a relacionar con los concep-
tos que aquf utilizamos referidos a geometrfa fractal. Eslos ejemplos sc refieren al
estudio de superlicies mediante métodos speckle y de microscopfa 6ptica, aplicaciones
al procesamicnto éplico de la informacién, construccién de formas [ractales mediante
mélodos interferomélricos, superposicién de imdgenes con distribuciones alealorias
de clementos y formulacién de entropfa para cl estudio de la propagacién de haces



clectromiagnéticos en diversos medios.

ol capftulo [V sc refiere a las aplicaciones en el 4mbilo de una teorfa vector-
ial.  Comenzamos con una introduccién a los fundamentos de la interaccién cntre
lIn radiacion y la materia, y mostramos una relacién cntre la geometrfa fractal y las
excilaciones no lineales de una superficic que ha sido desarrollado por olros aulores.
Los aportes que hemos conseguido en este sentido tienen que ver con multicapas y
superlicies, ulilizando métodos de impedancia de entrada de Lales estructuras. Hemos
relacionado en cste sentido con resultados oblenidos por D. L. Jaggard y aplicaciones
desarrolladas anteriormente por R. A. Depine. Dos temas importantes son finalmente
considerados en este sentido, como cs ¢l caso de los efectos no especulares y antenas.
IEn el primer caso relacionando con un funtamento de entropfa que ya hemos pub-
licado y en el segundo caso porque los mélodos matemdticos que desarrollamos en
cl capftulo I también pueden ser aplicados al estudio de la radiacion por antenas
fractales. Esteiltimo tema ha sido principalimente estudiado por D. L. Jaggard y C.
Puente en diversos trabajos.



CAPITULO I

INTRODUCCION A LOS CONCEPTOS BASICOS
UTILIZADOS EN GEOMETRIA FRACTAL




1. Introduccion.

Introducimos aquf los conceplos nccesarios sobre Leorfa de (:6||j|1nl,us y topologfa
para cl cstudio de cstructuras fracltales. Sc presentan teoremas y definiciones desde
los aspeclos basicos hasta, como compacticidad, conjunto de Borel y transforma-
ciones linealeas, hasla el concepto de medida, medida de Haussdor[l, dimensién y
co-dimension. También sc incluyen las propicdades deseables de una dimensién y al-
gunas dc las cucstiones planteadas en los trabajos que orientaron a las aplicaciones
de fractales en la naturaleza.

2. Teoria matematica basica.

Desarrollamos a continuacion algunos conceplos bédsicos sobre Leorfa de conjun-
tos y topologfa, de ulilidad en la comprension de los objelos fractales gue aquf nos
interesa. I3l estudio general se realiza en ¢l espacio euclfdeo R™ donde la distancia
entre los puntos x = (zy,...,Tn) ¢ Yy = (¥1,...,Yn) ¢sld dclinida como:

(1

Delinicién 0. Una bola de centro en el punto x y radio 7 se define mediante:

B.(x)={y:ly—-x|<r} , (2)

pata cl caso cstricltamente menor se dice que la bola es abicrta. [sle conceplo sc
utiliza para la deflinicién de conjunto abicrto y conjunto cerrado como se mucstra cn
la figura 1.

Compacticidad. Un conjunto A es compacto si cualquicr coleccion de conjuntos
abicrtos que cubre a A (esto es, con la unién conteniendo a A) tiene una subcoleccién
finita que también cubre a A, La interseccién de cualquicr coleccién de conjuntos

o0
compaclos cs compaclo. ['ara una sccucncia Ay D Az D ..., lainterseccion [] A os
1=1

k
00
no vacfa. Ademds, si [] Ai cstd contenida en X (conjunto abicrto), entonces (] A
i=1 =1

también csta contenida en X para algin K.

Conjunto de Borel. s un concepto matemdticamente importante, muy cin-
pleado en la teorfa de fractales. Es la menor coleccién de subconjuntos de R" con las
siguicntes propicdades:

a) todo conjunto abicrto y todo conjunto cerrado es un conjunto de Borel.
b) la unién (o interseccién) de toda coleccion finita o numecrable de conjuntos de
Borel es un conjunto de Borel.



Scan X ¢ Y dos conjunlos cualesquiera, entonces un mapceo, funcién o Lransforma-
cion [ de X en Y asocia un punto f(x) de Y a cada punto x de X. Una transformacion
T R" — R" ¢s una similaridad si para una constante ¢ y para Ltodo x,y € R" sc
cumple que: |7(x) =1(y)] = c|x —y|. Y en el caso que la translormacion conserve
las distancias y/o los dngulos se denomina una congruencia o isomnetrfa. Son cjem-
plos de congrucucias las traslaciones T'(x) = x + a, las rotaciones con centro en a Lal
que |[1'(x) — a] = |x — al, la transformacién identidad 7(x) = x y Ias rellexiones que
mapean punlos a su imagen especular.

‘Iransformacidén lineal. I aquella funcion 1" : R® — R que verifica:

Tx+y) = T'x)+T(y) , (3)
T(Ax) = AT(x) ,

"paratodox, y € R*y A€ R. Si §: R" — R" cs de la forma S(x) = T(x) + a, tal
que T'(x) = 0 <= z = 0 (csto significa que es no singular) y a € R*, entonces S(x)
es llamada una transformacién affn o una afinidad. I5n la figura 2 sc pueden observar
dislintos cjemplos de transformaciones definidas sobre un conjunto de puntos A.

Funciones de Holder y de Llpschltz. Una funcién f: X — Y cs llamada una
funcion de Holder de exponente a si:

()= fy) <clx=-y|® x,Y € X, c cs alguna constante (1)

Si o pucde tomar el valor 1 entonces f es llamada funcién de Lipschitz, y bi-
Lipschit.z si se cumple que:

alx=y|<IfX) =S <z |x—y] xye€X, 0<c €63 <00 (5)

Curvas rectificables. Sca A(/?) la longitud de la lfnca plana poligonal en ¢l
plano = — y, dada en forma paramélrica mediante la variable independicnte ¢, Esta
curva puede describirse mediante los puntos [f(¢,), f(t1), f(t2), ..., S(tp-1)]) donde
f(t) = [=(t),y(t)] ¥y P os la sccuencia finita t;,t2,...,¢p], que corresponde a los
puntos medidos sobre la poligonal. Se dice que el arco es rectificable si el lfmite
superior de los mimeros reales A(F?) cuando p — oo es el nimero [inito L que se llama
entonces la longitud de la curva T, tal como se mucstra en la figura 3. Supongamos que
todos los clementos son de la misma longitud 7(p) y que los intervalos At = ¢; —ti_,
son Lodos iguales para todo i. I3ntonces la secuencia P es equivalente a dar el nimero
p de pasos de mncedida.

Si sc tiene entouces un mimero N de pasos cn la lfnea poligonal, tendremos que:

A(p) = N(p) n(p) (6)



Figura 1 — De izquicrda a derecha: conjunto abicerto, con bolas contenidas en él, conjunto cerrado con un
succesion que converge hacia cl limile y al final, limite del conjunto.
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NO DIRECTA
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Figura 2 - El efecto de algunas transfonnaciones sobre el conjunto A.

Figura 3 — Curva rectificable 1", aproximada mediante la poligonal A con intervalos Af .



La rvectificabilidad de la curva implica que:

Mp) — L enando p — 00, 0 sea cuando At — 0 y os linito. (7)

Sin embargo, existen curvas que no cumplen con la condicién (7), o sea no son
rectificables, y por lo lanlo se presentan como curvas “anémalas”. Bn la figara 4
se ilustra el comportamicnto que cs caraclerfstico de aquellas curvas que son muy
irregulares cuando se mide el perfinetro el perfmetro de la misma como funcién de la
unidad de medida 1) (clementos de igual logitud) utilizada. Aquf se ha diferenciado
cntre la curva rectilicable IR, y la curva [raclal I7) que denomina a la otra clase. Comno
cjemplo de las curvas de Lipo I7 podemos cilar las costas en ciertas regiones (ver figura
9).

La suposicién de Mandclbrot, en términos de una longitud caraclerfstica [, y la
pendicnte de la curva 17, es que:

N@) mm)® =12, (8)

nos lleva a que la medicién del perfimetro en términos del pardmetro 7}, y queda dado
por:

Ap=10 98 ~ytt2 (9)

lo cual muestra que cuando cl pardmetro de escalamiento A > 1, la longitud tiende
a infinito para 17 — 0. Un resultado mds general queda expresado en términos del
valor v que divide el conjunto de nimeros reales en dos subconjuntos de acuerdo a la
medida de la poligonal A,. De acuerdo a la relacién:

gy =Nyn7 (10)
sc tiene que:
0 > A
lim A, 4y = ¢ cle y=A4 , (11)
=0 0o vy < A

la operacién de encontrar el pardmctro de dimension A del espacio cs Hlamada Ia
operacién de medida de este espacio.

2.1. Medidas y distribuciones de masa.

Una medida es una manera de darle un pardmetro a un conjunto (nos intere-
saremos por conjuntos inclufdos en R™) para tener idea de tamaiio relacionado con cl
mismo. Llamamos a i una nedida de R" si asigna un mimnero no negativo (posible-
mente co) a cada subconjunto de R", tal que:

a) p(®=0 |,
b) (A) < pu(B) si ACDB



Curve length

F ) Fractal
\ /
log L

logd

Lﬁh\
R ,Rectifiable

n—-0

Gauge

o0

logn + oo

Figura 4 — Comparacion de una curva fractal y una curva rectificable.
(A. Le Méhauté, Fractal Geometries: Theory and Applications, pag. 5, CRC Press Inc., Boca Raton, 1991)

Figura 5 — Ejemplo de fractal en la naturaleza: las costas de Norucga



¢) Si Ay, Az, ... s una sceuencia numerable (o finita) de conjuntos, entonces:

" (U A;) < S0nA) (12)
i=1 i=1

¥ sc da la igunaldad cuando los A; son conjuntos disjuntos.

Sea A C B, el cual puede expresarse como una unién disjunta: A = B U (A\B),
con:

1(A\B) = p(A) — j(B) (13)
Para una scenencia de conjuntos de Borel que se incrementa: Ay C Ay C ..., sc
cumple que U A = AU (A\A) U (As\A2) U Ly flinalmente:
t=1
J (U A;) = j(Ar) -+ D (r{Aigr) — p(A)) = Jim (M) (11)
i=1 =1 -

Mds generalmente, si para § > 0, As cs sicmpre un conjunto de Borel que se
incrementa cuando § decrece, esto es: Agr C Ag para 0 < § < 6', entonces:

lim ge(Ag) = 1 (U AJ) (15)

§>0

Il soporte de una medida gt es el conjunto cerrado mas pequeiio X tal que pe (R*\X) =
0. I3l soporte de una medida ¢s siempre cerrado y x cstd en ¢l soporte si y solo si
je (B, (x)) > 0 para todo radio positivo 7. Se dice que g es una medida sobre ¢l con-
junto A, si este contiene ¢l soporte de pt. Una medida sobre un congunlo limilado de
R" para el cual 0 < p(R") < oo es una distribucidn de masa y p1(A) es la masa del
conjunto A.

Definicién 1. Un espacio métrico (X, d) cs un espacio X junto con una [uncién
de medida real d : X x X — R, que mide la distancia entre pares de puntos x ¢ y en
X. Se requicre que d cumpla con las siguientes condiciones:

a) d(x,y) =d(x,y) Yx,ye X

b) 0 < d(x,y) <oco Vx,yeX, x#y.
)d(x,y)=0 VxeX=x=y.

d) d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) Vz,y,z€ X,

Delinicién 2. Una [uncién f: X; — Xa, desde un espacio métrico (Xq,d) en otro
espacio mélrico (Xg,d) es conlinna si para cada € > 0y x € Xy, hay un § tal que:

di(x,y) <§=do(f(x),/(¥)) <€ . (16)



v . . « . . .
Definicién 3. Una transformacién f : X — X sobre un espacio métrico (X, d) es
Hamada un mapeo de contraccioén si hiay una constante 0 < s < 1 Lal gque:

d{f(x), f(¥)) € sd(x,y) VYx,yeX (17)

Delinicién 4. Sea (X, d) un espacio métrico complelo, entonces (X} denota el
cspacio cuyos puntos son los subconjuntos compactos de X, distintos del conjunlos
vacfo. Nola: este serd el espacio de los conjuntos fractales.

Inclufmos a continuacion algunos cjemplos clasicos que forman parte de la Leoria
de la medida, para desarrollar posteriormente el conceplo de medida de Hausdorll,
que cs de utilidad en la teoria de fractales.

Probabllidad y teorfa de la medida. La probabilidad es una medida; cumple
con la delinicion anlerior. Posee las siguicnles propicdades:

a) Probabilidad coundicional. dados dos acontecimicntos A y B, la probabilidad de
quec ocurra A habiendo ocurrido B esti dada por:

P(AND)
P(W (18)

b) Eventos independientes. Para dos eventos independientes A y B, o una sccuencia
de evenlos Ay independientes entre ellos, se Liene que:

P(A/B) =

P(ANB) = P(A) P(B) , (19)
1'<ﬂ A,:) = ][
ked ked

sicndo J un intervalo natural inicial.

Medida de Lebesgue. Si A = {(y,...,z,) € R:a; < z; < i} es un sistema
coordenado en R™, el volumen n-dimensional de A estd dado por:

UOZ"(A) = (bl - (1.1)(()2 - a2)-~(b1| - an) ' (2(])

entonces, la medida n-dimensional de Lebesgue cstd dada por:

oo 00
L'(A) =inf {Zvol"(&i) A C U A;} (21)
=1 i=1

Medida de Hausdor{T.

IExiste una amplia variedad de dimensiones [raclales, pero la V(lcﬁnici()n de [laus-
dor(f, basada en la construccién de Carathéodory, es la mas antigna y la mas impor-
tante. Ticne la venlaja de cstar definida sobre cualquier conjunto y ser malemética-
mente la més convenienle, asf como de sencilla manipulacién.



Si U C R" s no vacfo, ¢l didmetro de U se deline como:

Ul =sup{|x —y| : x,y eU} , (22)

Ista es la mayor distancia de cualquicer par de puntos de U. Si {U);} s una

o0
coleccion finita de conjuntos de didmetro § que cubrea F | C U Us |, entonces (Ui}

i=1
os un 6-cubrimiento de F. Si s > 0, para cualquicr § > 0 definimos:

H3(F) = inf {Z [U:]" : {U;} es un §-cubrimicnto de IF} (24)

i=1

Para una coleccion {F;} numerable de conjuntos de Borel disjuntos:

H* (CJ ]F.‘) = i){'(y.) (2’()

i=t i=1

La medida de Hausdorll generaliza las ideas [amiliares de longitud, drea, volumen,
cltc. Puede demostrarse que para los subconjuntos de R™, la medida n-dimensional
de Iausdorll estd dentro de un miiltiplo constante de la medida n-dimensional de
Lebesgue (el volumen n-dimensional).

Propiedad de escalamlento. Si F C R" y A > 0 entonces
HU(AF) = A H(F) (25)

donde AF = {Ax : x € F}. I3slas propicdades de escalamiento se comparan con las
usuales de longitud y drea en la figura 6.

‘eorema 1. Sea FCR" y f: F — R" ¢s un mapeo tal que:

/(%) = f¥) < clx = y|” xyeF , (26)

para las constantes ¢ > 0 y «« > 0. Entonces para cada s:
HY2(f(F)) < 21 (F) (27)

2.2. Dimensién y co-dimensién.

Mandelbrot demostré que el drea A y el perfinetro A de una curva estdn rcla-
cionadas por la ecuacion:

A\ 72
Ay ~tm8 (—) para 1 — 0 (28)

donde A se llama la dimensién de la curva.
lay varios objetos de este Lipo caraclerizados por tener perfimetros muy grandes
y pequeiia masa. Una dimensién importante cs la dimensién de masa fractal Ap y
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que no es la misma que la dimension A anteriormente ulilizada. Se puede mostrar la
relacion entre estos pardmetros utilizando una bola como medida, lo cual nos lleva a
oblener la ley exponencial:

Moo ROM (29)

en Ltérminos del contenido de la bola Af y su correspondiente radio 2. Supongamos
que un objeto de dimensién A estd en un cspacio de dimensién d, enlonces la masa
dentro de una bola de radio R est4 dada por la ccuacién anterior. Pero la bola también
cncierra un contenido del medio (ue rodea dado por:

Cy~RY (30)
cn consccuencia, la densidad fractal relativa al objeto estd dada por:
M
— ~ = 31
Lnr-c (1)

donde ¢ s llamada la co-dimensién del objeto, y esld asociada a las propiedades
intensivas del objeto.

Dlmensién de Hausdorfl-Besicovich.

A partir de la definicién (23) puede mostrarse que existe un valor critico de la
medida de Hausdor(l (que produce un salto entre 0 e 0o. IZste se grafica cn la ligura
7, y cl valor ¢s llamado la dimension de Hausdor(f, que formalinente sc deline como:

dimy £ =inl {s: H'(F) = 0} =sup {s: H"(F) = o0} (32)

Si s = dimy F entonces H*(F) puede ser 0 o bien 0o, 0 bien pucde satisfacer:

0< H(F) <oo . (33)

En otras palabras, la dimensién de Hausdor[[-Besicovich es la dimensién critica
para ¢l cual la medida My cambia dec cero a infinilo:

Ma = (d) §* = +(d) N(6) 6 e

—0

0 d> D .
{ 00 d< D (34)

Dimensién de box-counting.

Relacionada con la mayorfa de las deliniciones de medicién es importante la
medicién a escala de §. Para cada § medimos un conjunto quc ighore irregulari-
dades de tamaiio menor a §, y vemos como cstas mediciones se comportan cuando
§ — 0. Por cjemplo, si F cs un plano curvo, entonces nuestra mediciéon Mg (F) podria
ser el mimero de pasos requeridos por un par de divisores colocados a longitud § para
cubrir F. BEntonces, una medicién de la dimensién de F sc determina por una ley de
potencia. Si:

Ms(F) ~cé™* (35)

11



Figura 6 — Conjuntos escalados por un factor *.

H(IF)
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O dimHIF n
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Figura 7 — La Dimension de 1ausdorf{f-Besicovich en cl valor para el cual se produce
cl salto desdc © a 0



para las constantes ¢ y s, se podrfa decir que F ticne dimension s, con ¢ considerada
como la longitud s-dimensional de F. Finalmente:

s=lim Mb@ (36)
-0 —logé
Estos resultados poscen facilidad de cdleulo computacional y experimental, ya que
s puede estimarse como cl gradiente de una gréfica log-log trazada sobre un rango
apropiado de 6. ste método estd cjemplificado gralicamente para ¢l caso de la costa
de Noruega. Il resultado (36) define entoncees la dimensién de hox-counting que seré
nolada mediante dimg; F.

Propiedades deseables de una dhimensién. Nos referimos como cjemplo a la
dimension de Hausdorll, que posce entonces las siguientes propicdades:

1) Monotonlcidad: Si E C F entonces dimy E < dimy; F.
2) Estabilidad: dimy (EUF) = max(dimy E, dimy F).
(o o]

3) Estabilidad numerable: dimy U Fi )| =sup ¢icoodimy F.
i=1

4) Invariancia geométrica: dimy f(F) = dimy F para traslaciones, rolaciones,
similaridad o alinidad.

5) Invariancia de Lipschllz: dimy f(F) = dimg; F si f es una transforma bi-
Lipschil.z.

6) Conjuntos numerables: dimy F = 0si F cs (inilo o numerable.

7) Conjuntos ablertos: SiF es abicrto subconjunto de R*, entonces dimny F = .

Otras deliniciones de dimensién.

Una amplia variedad de otras definiciones de dimensién han sido introducidas,
la mayorfa de limitada aplicabilidad. La forma especial de las curvas da lugar a las
diversas deliniciones. Una curva de Jordan C se deline como la imagen de un intervalo
[a, b] bajo una biyeccion continua f : [a,b] — R™ (restringiendo asf la alencidn a las
curvas quc no se interscclan entre sf). Si C es la curvay § > 0 delinimos Mg(C) como
cl mimero méximo de puntos X,,Xy,...,X,, cn la curva C en esc orden, de mancra
que Xk — Xe—1] = 8 para k = 1,2,...,m. Asf (Ms(C) — 1)§ puede pensarse como la
longitud de la curva C medida ulilizando un par de divisores con puntos colocados a
una distancia § de separacion. La dimensién del divisor se define como:

- log Ms(C)
lim ———=
§—0 —logh

, (37)

suponicndo que el lfmite existe (de otra manera definirfamos dimensiones superiores
e inferiores del divisor utilizando limiles superiores ¢ inferiores).

3. Los fractales en la naturaleza y en la ciencia.

La aulo-similaridad parcce ser una de las construcciones priucipales undamen-
tales en la naturaleza. Por millones de afios la evolucion ha dado forma a los organis-
mos basandose cn la supervivencia del mejor adaptado. En muchas plantas y también
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drganos de animales, esto ha llevado a estructuras fraclales ramificadas. Por cjemplo,
cn un drbol las estructuras ramificadas permiten capturar una maxima cantidad de
luz solar por medio de las hojas; el sistema de vasos sangufncos en un pulnén ticne
una ramificacién similar de mancra que la mdxima cantidad de oxfgeno pueda ser
asimilada. Aunque la aulo-similaridad de estos objetos no sca estricta en el sentido
matemdltico, podemos identificar los bloques que conslruyen la estructura, o sea las
ramas ¢n dilerentes niveles. Mencionamos csta [alta tolal de similaridad en el sentido
matemdtico debido a las limitaciones de la naturaleza, en cuanlo a quc si se desca
representar una estructura de este tipo mediante un método matemdético iterativo de
construccion, el mimero de dichas iteraciones estarg limitado. Es por eso que en un
sentido riguroso, deberfamos hablar de pre-fractales y no de fractales, sin embargo sc
sobreenticnde el contexto en el cual sc inscriben dichos Lérminos y muchas veces se
usan ambos indistintamente.

Varias formas naturales poscen la propiedad de ser irregulares pero ain asf obe-
decer algunas leyes de escalamicnto en polencias. Una de las consecuencias es que
resulta imposible asignar cantidades Lales como la longitud o 4rea de superficie a estas
formas naturales. Un tfpico cjemplo de esto es cuando uno quicre medir la longitud
de la costa de Noruega (ver figura 5), evidentemente este problema no posce una re-
spucsta simple. Sialguien midicra cierta cantidad de kil6melros, alguna otra persona
con una mcjor Léenica de medicion podrfa oblener un resultado diferente. ntonces,
lo importante serfa caracterizarla desde ¢l punto de visla de sus irrecgularidades.

Ion muchos casos ¢l mundo inanimado conticne algunas caracterfsticas fractales.
Una montaia, por cjemplo, pucde verse como todo rango de montaiias a diferentes es-
calas. La distribucion de los crdteres en la luna obedece algunas leyes de escalamiento
cn polencias, como un [ractal. Los rios, costas y nubes son otros cjemplos. Sin cm-
bargo, ¢s generalmente imposible encontrar bloques de construccion jerdrquicos para
ostos objeclos como cn el caso de la maleria viviente. No existe una aparente aulo-
similaridad, pero atin asf los objctos sc ven iguales en el sentido estadfstico (que sc
encontrard) cuando se magnifican.

BEstos conceptos de aleatoriedad nos llevan al fenémeno de percolacion con apli-
caciones que van desde la [ragmentacion de un micleo atémico hasta la formacién de
clusters en las galaxias. Un experimento que lleva a cstructuras fractales alcalorias
dendriticas (en forma de 4rbol) en una escala intermedia es el proceso de agregacién
clectrogqufmica. Un modelo matemético de este proceso de agregacién se basa en cl
movimiento Browniano de partfculas y puede implementarse en una computadora sin
complicaciones.
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CAPITULO II:

METODOS DE GENERACION DE
ESTRUCTURAS FRACTALES CON DOMINIOS
PERIODICOS Y SUS PROPIEDADES
DERIVADAS




1. Construccion de forimas fractales.

I’s nuestro interes poder desarrollar aqui los fundamentos matemsilicos para la
construccion de objelos [ractales regulares, que pueden ser utilizados como redes de
difraccion, superficies rugosas o anlenas, ue a su vez nos brindan la posibilidad de
estudiar las propicdades del campo cleclromagnético dispersado o generado por cstas
cslructuras.

La forma de representacion de conjuntos fractales a través de una superposicion
multiplicativa de componentes periodicas, pucde relacionarse con la construccion
misma del fractal. Ulilizando una secuencia de conjuntos como unioén de interva-
los disjuntos y, en una forma similar al método que emplea un Sistema de Funciones
Iteradas (11°5), se pueden realizar las operaciones de inlersecciéon necesarias entre los
dominios distribuidos en forma periédica. Tgualmente, el método 115 provee ¢l marco
teorico necesario para lundamentar la utilizacion de tales dominios periédicos.

1.1. Auto-similaridad y auto-afinidad.

Introducimos a conlinuacion algunos conceplos bisicos, propios de los desarrollos
tedricos que involucran objelos fractales, que serdin empleados y constituirdin la bhase
del presente Lrabajo. Istas propicdades matemalticas bisicas de tales objelos son de
iuterds para poder caracterizarlos desde diferentes puntos de vista,

Como se hia desarrollado en el capilulo anterior, una transformacion de similaridad
es aquella que transforma puntos x = (x), ..., xn) en ¢l espacio de N dimensiones en
puntos X' = (7x,,...,72n) con una relaciéon de eseala 7. Un conjunto [ractal F se
dice gqne es auto-similar con respecto a una relacion de escala 7, si F es la union de
N subcoujuntos disyuntos Il;, ..., Hy, cada uno de ellos congruente al conjunto 7(F)
(csto s, idénlicos a través de un cambio de escala, una traslacién y/o una rolacion),
obtenido a partir de F por una transformacion de similaridad definidaen 0 <r < 1. Jil
conjunto F es estadisticamente auto-similar si es la unién de N subconjuntos disjuntos,
esla escalado en 7 desde el conjunto original y es estadisticamente idéntico en todo
respecto a r(F).

Una transformacion auto-afin es la que transforma puntos x = (2y,...,Tn§) cn
los nuevos puntos x' = (ry 2y,...,7n Tn ), donde las relaciones de escala ry,...,7n no
son Lodas iguales. Un conjunto es auto-afin con respecto a una relacion veclorial
r=(ry,..,7n) si F es la unién de N subconjuntos disyuntos H,,...,Illy y cada uno
de cllos es congruente al conjunto r(F) obtenido a partir de F por unn transformacion
alin.

Del mismo modo, dadas las contracciones Hy, ..., I, decimos ue un subconjunto
F C X es invariante para las transforinaciones H; si:

F=|JIL(F). (1

En las figuras 1(a) y 1(b) se puede visualizar cl concepto de conjunto auto-similar



y auto-afin respectivamente, utilizando el cjemplo de transformaciones auto-similares
y auto-afines ya mostrados en la correspondiente figura 1 del capltulo anterior.

A continnacion damos un teorema que utiliza el coneepto de unién ¢ interseccion
enlre conjuntos para la construccion de un conjunto fractal, y nos permite comenzar
a visualizar cl conceplo de Sistema de Funciones Iteradas y el método de construccion
de conjuntos [ractales a través de cllas.

Teorema 1. Scan Il,...,IIy contracciones sobre X C R"™, Llal que:

(%) = Ii(y)| < cilx =yl , (2)

con ¢ < L para cada 7. Ilntonces existe un dnico conjunto compacto no-vacio F
que cs invariante para las I;, y satisface la condicion (1). Ademsis, si delinimos una
transformacion A, sobre la clase de conjuntos compaclos no vacios U, mediante:

AE) = | JIL(B), (3)

y denotamos como A% al conjunto en la k-ésima iteracion de A, cuya secuencia esta

dada por: A"(E) = E, A¥(E) = A(A*"'(E)) para k > |, cnlonces:

F= () N(), (1)
k=1

para cualquier conjunto inicial E C X, tal que I;(E) C E para cada i.

Otra propicdad de las estructuras o funciones que poseen cicrto grado de simila-
ridad, la cual ademads cs 1itil para representar la invariancia en escala, queda dada por
la rclacion de homogencidad:

FO%) = A f(x) (5)

donde A ¢s un factor arbitrario y « es un exponente de escalamiento que depende
de las propicdades topolégicas de la funcién f(x). Toda estructura o funcion fractal
cumiple con la igualdad (5), pero no es una caracteristica reciproca. Como nosolros
desarrollamos la mayor parte de los estudios a partir del conocimiento de la fractalidad
del objeto, csta propicdad constituye la basc para poder relacionar el faclor de cambio
de escala del campo con el correspondicente cambio de escala (o ley exponencial) del
objctlo fractal. ‘

Consideremos como cjemplo la funcién de Weierstrass-Mandelbrot coscno-fractal
dcfinida mediante la funcion:

= | —cos (V" x
W(z) = Z [_l_b(—’Z:TS)n—)]" (6)

n=-—00
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para la cual b Licne una dependencia Lrivial y sélo determina haslta qué punto las
irregularidades de la cnrva se hacen visibles. Ademiis | < D < 2 y se cumple Ia
condicion de escalamiento anterior (cenacion (5)) ya que:

W.(ba) = 0> Pw,(a), (7)

y por lo tanto, se ve que sc verifica la propicdad anteriormente mencionada en (5).
Algunos cjemplos de funciones definidas por la ecuacién (6), obtenidas para distintos
valores del pardametro b se pucden observar en la figura 2.

1.2. Sistema de Funclones Iteradas (/F£5).

Delinicion 1. Sea [ : X — X una transformacién sobre un espacio métrico. Un
punto x; € X s Hlamado punto fijo de la transformacion si f(xy) = x;.

Teorema del Mapeo de contraccidn. Sca f : X — X un mapco de contraccion
sobre un espacio métrico completo (X, d). Entonces f posee exaclamente un punto
fijo x; € X y para cualquicr punto X, la secuencia {f°"(x) :n =0,1,2,...} converge
axys. I3sto cs:

hm " (x) = xg vxeX. (8)

Mn-r00

nota: con la notacion £ se simboliza la composicién de funciones tal que f70+D(x) =

Jofor(x) = f(S*"(x)).

Definimos aliora ¢l espacio métrico (H(X),7(*(d)), donde 7¢*(d) s la métrica de
Hausdorl, y mostramos a continuacidén algunas conclusiones intercsantes.

Lema 1. Sea WV : X — X un mapco de contraccion sobre el espacio métrico (X, d),
entonces 1V ¢s continua y mapea I(X) en si mismo.

Definicién 2. Un Sistema de Funciones Ileradas (1I°S) consiste de un espacio
métrico completo (X, d) junto con un conjunto finito de mapeos de contraccién W, :
X — X, con los factores respectivos s, (= 1,2,...,/N). Su factor de contractividad
ess=max{s, :n=12,..,N}.

Teorema 2. Sca {X : 1V,,n=1,2,..., N} un IF'S con factor dec contraclividad s.

Entonces la transformacion W 1I(X) — H(X) definida por:

N

w(B) = | Wa(B), (9)

n=1

pata todo B € II(X) ¢s un mapeo de contraccién sobre ¢l espacio métrico completo
(HL(X), #*(d)) con el factor de contractividad s. Lsto es:

H (W (B),WV(C)) < s H'(B,C), (10)
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para todo B, C € II(X). Elinico punto fijo, A € H(X), obedece:

N
A=1(A) = | Wa(r), (11)

n=1

y esta dado por A = Tiun W™ (B) para cualquier B € 11(X). En la figura 3 sc grafica la
n--+ 00
forma de obtencién del invariante F utilizando sucesivas contracciones, lo cual muestra

en alguna medida los conceplos hasta aquf desarrollados en esta seecion.

Delinicion 3. Bl punto fijo A € H(X) descripto en ¢l Teoremia 1 ¢s llamado cl
atractor del /FS.

Delinicién 4. Sea (X,d) un espacio métrico y sea € € II{X). Definimos una
transformacion 1V, : IH(X) — II(X) mediante W,(B) = C para todo B € H(X). En-
tonces 117, es llamada nna transformacion de condensacion y € es Hamado ¢l conjunto
de condensacion asociado.

Teorema del Collage. Seca (X, d) un espacio mélrico completo. Sea L € I1(X) y
sca € > (. LElegimos un IS con condensacion, con factor de coutractividad 0 < s < 1,
tal que:

ML, LNJ WoL)| < e (12)
n=1
(n=0)
< g, C) Wa(L) VL € TI(X)
L-s n=1 l
(n=0)

donde 7(*(d) es la métrica de Iausdor([ y A es cl atractor del IFS. Una aplicacion
interesante de estos resultados es la compresion y decompresion de datos. Si una ima-
gen complicada puede codilicarse con una pequeiia cantidad de informacion entonces
dicha imagen pucde transmilirse o almacenarse con una alta eficiencia. I3l teorema
del Collage da una idea de que tan bucna aproximacion es un conjunto L al invariante
de una coleccion de contracciones W,,.

Con [recuencia los conjuntos invariantes en el plano que proveen buenas imdgenes
de objetos [isicos tendrin un area positiva, no asf los fractales en ¢l sentido usual. Sin
embargo, dichos conjuntos bien pueden delimitarse por curvas fraclales, una carac-
Lerislica que agrega realismo a las imdgenes de objetos naturales. Bstas ideas pueden
extenderse para dar imdgenes sombreadas o coloreadas, asignando probabilidades a
cada translormacion de contraccion, lo cual define una distribucién de masa fractal
en el conjunto invariante F, y ¢l conjunto puede sombrearse o colorearse de acnerdo
a la densidad local de masa.
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(1 (12)) H,(E) 1 (H5(1))

(1 (1)) Ha(H(12))
H,(E)

N

Figura 3 — Método de construccion del mmvariante 1+ a partir de contracciones ; de un conjunto 12 inicial.

N

D=0.6309

D=0.5000

|| [
1K1l 11
[ (LI i

D=0.0110

Figura 4 — Dilerentes casos de barras de Cantor que seran considerados a lo largo del presente trabajo. En
los dos casos quc esldn en el centro la dimension es D=0.5, pero poscen diferente lacunaridad.



Deliniclén 5. Un sistema de funciones ileradas con probabilidades consiste de los

conjuntos 1S {X : Wy, Wy, .., Wy}, junto con el conjunto de nimeros {py,pa, ...,pn },
Lal que:

Pitped Ay =1 ¥ pi>0parai=1,2,...,N. (1)

La probabilidad p; esta asociada con la translormacion W;.

151 método genceral de IS permite desceribir imdgenes de objetos naturales a través
de un reducido mimero de transformaciones y probabilidades en una manera clectiva,
Isto representa una cnorme compresion de informacién comparada con la requerida
para detallar ¢l color en cada pixel de una imagen y es ficil producir una amplificacion
de una region pequena. La desventaja es que exisle una alta corrclacion dentro del
conjunto que lorma la imagen, si bicn el método es excelente para darnos una idea
general de la misma. Asimismo es complicado oblener el conjunto de transformacioncs
para representar un objelo o imagen.

1.3. Algunos ejemplos de [ractales.

Un cjemplo muy simple de fractal lo constituye el conjunto de Cantor triddico,

In3

el cual da origen a un [raclal de dimension D = = 0.6309, y sc construye comno

sc mucstra cn el primer cjemplo de la figura 4. "A partir de un intervalo inicial,
denominado iniciador, se lo divide en tres partes iguales y se quila el Ltercio central,
este resultado oblenido constituye el generador. El proceso se repite sucesivament.e
aplicando la estructura del generador a las partes que van quedando. La dimension
fractal del conjunto de Cantor cs:

In NV
D= (14)
!
In |-
»
siendo N ¢l mimero de segmentos de longitud 1 = El)q en un cierto paso de la iteracion,
y 7 cl factor de cambio de escala. Por ¢l contrario, su dimensién topolégica es cero.
Otros conjuntos de Cantor (con diferente lacunaridad) pueden ser obtenidos variando
los valores de N y 7, como s¢ mucstra también en la figura 4 para cl conjunto con
Ind
=0.5.
In2
Delinlcién 6. Sec dice que para una sccucncia de conjuntos II; sc salislace la
condicion de conjunto abierto si existe un limite abicrto no vacio A, tal que:

dimension {J =

N
A D [ JIL(X), (15)

=1

con la mién disyunta entre cada I;.
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Teorema 3. Supongamos que la condicion de conjunto abierto se satisface piua las
similaridades I; sobre R con relaciones e (L €i<m). SiF esel conjunto invariante
que salislace Ia condicion de la igualdad (15), entonces dimy F = dimp F = s, donde
s ¢sla dado por:

Z(:f: 1, (17)

i=1

y Lambicn, para este valor de s, 0 < 7(*(F) < oco.

Si ambas porciones en el fractal de Cantor fueran diferentes, la dimension sc puede
obtener a partir de la (Grmula;

Yol =1. (18)

Un cjemplo puede visualizarse en ¢l 1iltimo caso de la figura 4 para ¢l fractal de
Cantor de dimension ) 2 0.6110, y ¢l par de segmentos que se oblicne es ry = 1‘ y

. 2 e ol . e
r2 = § respectivamente, a partir de la barra inicial.

Para crear la curva de Koch comenzamos con el seginento de linea y aplicamos cl
generador tal como se muestra en la figura 5(a). Fractal bidimensional significa que ta
menor dimensién enclidea del espacio donde el fraclal se encuentra es dos. Il iniciador
también pucde ser entonces un trisiingulo o hexagono, para el caso bidimensional, y cl
generador se pucede aplicar sobre cada uno de sus lados. La carpeta de Sierpinski os
otro ¢jemplo de este Lipo de objetos bidimensionales, comenzando con un cuadrado al
cual se divide ¢n nueve parles ignales como muestra la figura 5(b). Entonces, remove-
mos cl cuadrado central y repetimos el proceso sobre los ocho cuadrados restantes. 131
gencrador de la carpeta de Sierpinski consiste de ocho transformaciones. Cada una
de cstas simplemente cscala ¢l cuadrado en z,y, trasladandolo luego a cada una de
las ochio posiciones. I3ste procedimiento cs similar a la construccion del [ractal de
Cantor. El trigangulo de Sierpinski (ver figura 5(c)) comicnza con un tridngunlo y, en
un proceso que Lambién es similar al conjunto de Cantor se quita el trisingulo central.
[sle proceso se repite con los sucesivos tridngulos oblenidos.

2. Conjuntos Fractales y Dominios Distribuidos en I'orma Pe-
riodica.

Cotno ya hemos visto, las translormaciones basicas para construir los objetos [rac-
tales son tres: cambio de escala, traslacion y rotacion; en consecuencia, nos basarcinos
en cllas para aplicarlas a distribuciones periddicas de dominios cuya superposicion
nos permita construir conjuntos fractales. Llamamos dominios periédicos a cierta
distribucion de conjuntos disyuntos ubicados en el plano tal como se muestra en la
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ligura 6(a). La region sombreada seleccionada incluye un cambio de eseala sobre Ia
distribucion inicial, cuyo proceso seri aplicado iterativamente.

Sea (X, d) un espacio métrico compacto, la funciéon caracteristica de un conjunlo
A C X esta definida por:

1 sixX €A,
X[A] = (19)
0 sixdA.

En el caso de -contar con dos conjuntos A C X y B € X, s sencillo demostrar 1a
siguienle propicdad para la interseccion de ambos conjuntos:

1 sixe ANB
inf {x [A], x[B]} = (20)
0 six¢g ANB

x[AND

XA} x([B]

que se pucde visualizar cn la figura 6(b).
Entonces, para una dada secuencia Ay, a partir de la cual sc puede delinir un
) 0 !
dominio como superposicién de las misias, se cumplird la siguiente condicion:

N N
XV A =il {x (Ao =] [ x[Ad (21)
=0 {=0

donde N representa cl orden del proceso para oblener la estructura final o el mimero
de operaciones similares a realizar.

Si una sccuencia de dominios Ay periddicamente distribuidos e incluidos dentro
del dominio inicial A, poscen la siguiente propicdad (ver por cjemplo la ligura 7):

A, DA DA D ..., (22)

donde cada sccuencia esld compuesta por la unién de subconjuntos disyuntos que son
versiones cscaladas de Ag:

MM
A= U 10 siendo I x NHj 0. (23)

i=)

k§1l

Entonces sc obliene finalimente la estructura fractal mediante la operacion:

N
]F:ﬂA[, (24)

=0
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x(ANDB) =(b)X(A) x(B)

Figura 6 — (a) Supcrposicion de dos versiones cscaladas de dominios periddicamente distribuidos. (b)
Funcion caracteristica de la interscccion de dos conjuntos

H,, i,

H,, H,, H,, I1,, 1,

ANANANA,

Figura 7 — Método de construccion dcel conjunto de Cantor para D == (.6309



teniendo en cuenta gue el objeto fractal, en el sentido estrictamente matemalico, se
consigne cnando N — oco. Finalmente, cn virtud de las propiedades de los conjun-
tos considerados se liene el resultado gue cada dominio puede relacionarse con la
correspondiente funcion caracteristica mediante:

4l

x[Fl=]]¢> i), , (25)

=1 i=1

lo cual signiflica que para cada orden { de la iteracion, se puede deliniv la funcion ca-
racterisitica del conjunto fractal que se oblienen mediante el proceso de superposicion
de dominios distribuidos.

2.1. Conjuntos de Cantor.

Sec utiliza agui una funcion densidad de Cantor, que se oblicne como superposicion
multiplicativa de mnciones periodicas.  Consideramos una variacion a lo largo de
una sola dimension, o sca para un intervalo unidimensional, dentro del cual queda
definida la secuencia de dominios disyuntos Ay, Si dicha sccuencia ¢s periddicamente

.

distribuida, por cjemplo dentro del intervalo [—?, %] , s¢ Licne la propicdad:

L L

ACA = 53

(26)

La funcion caracleristica para cada subconjunto Iy ; puede ponerse, de acuerdo a
la definicion (19), como:

1 para £, — T < Ay,
L, — Tp; \ .
A(z,) = rect —2—5—0‘- = 2 para T, — Loi = &, (27)
i
0 para T, — Ty > Oy,

siendo A; el ancho de cada subconjunto H; ; y T el punto central de los mismos.

Definiclén 7. Una funcidn f: X — R es llamada simple si:

N
J(x) = Z 1 ,\'/‘(X) ' (28)

i=1

N
donde ; e By Ry eRparai=1,2,..N, U Li=XyLinl;= # parat # j. Donde
i=1

B cs un conjunto de Borel.




leniendo en cuenta la definicion anterior, la funcion caracleristica de cada secuen-
cia Ay puede representarse entonces mediante:

M M
To — Toi
X U]II[:,.‘ = Z R rect DA‘—OL . (29)
i=1 =0

De esta forma, cl fractal de Cantor de dunension D = ln2/1In3 = 0.6309 ¢s
oblenido, a través de la funcién densidad:

i

N ¥ o
C(x,) = 1_1 Z R; rect @ , (30)
3t

=1 i=| 3

para ¢l cual se efccthia siempre un cambio de escala dado por el [actor 3, siendo
ahora 2,; ¢l punto central de cada escalon rectangular definido para los subconjuntos
IL ;. Se ha adicionado aqui ¢l exponente g € {0,1}, con lo cual s¢ puede filtrar
individualmente cada componente periddica. Isto signilica que la estructura fractal
se¢ oblicne solo cuando ¢ = 1 para todo I, De acuerdo a los valores dados para la
sccucncia g s¢ pueden oblener también estructuras incomplelas y, como caso limile
g =0 para todo !l < Ny gy =1, se oblicne una distribucion periodica. Dado que
existen muchas posibilidades de conliguracion, llainaremos estado de una estructura
fractal al dado por la sccuencia g y orden de la misma al mayor subindice { = N. Bn
la figura 8 sc observan los primeros érdenes oblenidos para el fractal de Cantor dado
por la funcién densidad de la expresion (30).

Observamos también que la funcion densidad anterior describe un tipo de estruc-
Ltura para la cual ¢s 1 solo para los valores correspondientes a la llamada estructura
fina del conjunto, o intervalo mas pequeiio para cada orden N (lodos de la misma
longitud). Puede también obtenerse el conjunto complementario ficilinente, con lo
cual sc tienc nna estructura fina variable de acuerdo al nimero de iteraciones u orden
de la misma:

Ci(:ro) =1 —C(ZL'O) ' (”)

donde se utilizé el simbolo t para indicar que corresponde al conjunto o funcion
densidad complementaria.

Una estructura més general y a la vez mds compleja puede ser obtenida utilizando
intervalos con diferente longitud y/o trasladados a lo largo del ¢je, con lo cual se
combinan las operaciones bisicas (Lraslacion y cambio de escala) que pueden definirse
en una dimension. 131 método, de acuerdo a la teorfa de conjuntos, queda graficado
en la figura 9 para conjuntos de Cantor con diferente dimension y/o lacunaridad. La
combinacion de funciones rectiangulo escaladas de diferente forma da las correspon-
dientes funciones densidad de Cantor para tales distribuciones.
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IZn una forma general, atilizando un mimero infinito de dominios pericdicamente
distribuidos, se puede representar la densidad de Cantor mediante:

L N co N , a 00 ] hy
- ey | To T Tai g | To T T
Z I rect [—Al ] Z S; rect [—A——}

=1 \i=-o00 j=-o00 2

C(z,) = rect [—I—é

2

(32)
siendo N el orden del objeto fractal, 1t; y S; son valores constantes dentro del in-
tervalo en que se define cada componente rectangular centrada en los puntos x; y
respeclivamente. Ademas, g y Iy pucden Lomar, como antes, los valores dentro del
conjunto {0,1} y Ay, Az son los correspondicnles perfodos de las funciones rectan-
gulares escaladas. ISutonces, la combinaciéon de dos funciones periédicas con dilercnte
cscalamicntlo nos permite oblener otro tipo de conjunto de Cantor, ya sea con diferente
dimensién y/o lacunaridad lo cual representa una generalizacién del resultado previo.
Adcmas, debe Lenerse en cuenta ¢l mimero de componentes periddicas escaladas que
intervicnen en cada caso que podemos denotar mediante 24 (1), ny(l). Las higuras 10
y L1 representan los fractales de Cantor con dimensiéon 0.5, donde se han utilizado
los siguicnles datos: ny (1) = 22'_‘, Ay = 2—;{‘71-, hy =0 (V1) en el caso mostrado en la
ligura 10; my(1) = 2!, Ay = m!:[ﬂ y na(l) = 3%, Ay = 3’{; para cl cjemplo mostrado
cn la figura L1, Ambas estructuras quedan diferenciadas en su lacunaridad, la cual
cs otra propiedad del conjunto fractal que se reficre a la forma en que sc distribuye
internamente la estructura fina. Pnede verilicarse también que, mediante la expresion
(32), se obticne como caso particular la densidad de Cantor definida en (30).

2.2. Generalizacién a otros conjuntos fractales regulares.

[nteresa ahora poder extender los resultados a conjuntos fractales conlenidos en
el plano, con lo cual se¢ podran conslruir estructuras con una mayor dimension, esto
es 1 < D < 2 utilizando los métodos de superposicion multiplicativa hasta ahora
expuestos. Las transformaciones basicas ulilizadas para la generacion de conjunlos
fractales sc van a denolar cn la siguiente forma:

((T[d] Ai = {x+d:x €A} 'Ivaslacion ,
sinf cos0 x ' T ..
;= = : = i R Lac '
N[0 A; = { cosl —sin0 y Ak x v €A } olacion
L M} A = {L XX EAi} Cambio dec escala ,
m

(33)
que constituyen las operaciones bisicas aplicadas sobre dominios. Siendo T, My Dl los
operadorces aplicados sobre los puntos del conjunto A; C X, d cs cl veclor traslacion,



0 cl dnugulo de rotacion y mn el [actor de magnificacién.

2.2.1. Carpeta de Slerpinski.

Ya (e la construceion de la carpeta de Sierpinski es muy similar a la del conjunto
de Cantor, pueden emplearse funciones rectangulares bidimensionales para representar
cl conjunto fractal que aqui nos interesa. 13sto es, cmpleando [unciones escaladas del
Lipo:

1 para T, — 2,; < A
Y Yo— Yom < A y

para L, — T = A (34)

y Yo — Yom = A )

Nl —

V""‘(J — Xoi Yo — Yom
(x,,y,) =recl|————| recl | —————| =

0 para T, — X, > A
L y Yo — Yom > A

Sin embargo, los pasos a seguir son un poco mas largos, ya que debe utilizarse
la funcion complementaria debido a que cste [ractal posee estructura fina variable.
Primeramente ulilizamos una funcion bidimensional similar a la funcion densidad del
conjunto de Cantor y ademds una generalizacién bidimensional para la definicion de
[uncion simple. Intonces llegamos a:

m

N oo
Tp — Toi Yo — Yoj .
G(20,Ya) = C(To, o) H E R;; rect [%—LL] rect [—JO—I—Q] . (35)
3

(=1 | i=-o00 i
j=-oc0

con la funcion ventana que deline los limites del conjunto fractal dada por:

@ 1
Clx0,1,) = 1ect [11—7] rect [—/E] .

2 2

Aqui también se ve que cuando los exponentes g (€ {0,1}) son todos iguales
a 1 podrd obtenerse la carpeta de Sierpinski sin componentes filtradas. Los Zo; e
Yo; corresponden a los puntos centrales de cada dominio de ancho L/3'=! (= Q, en
nueslro caso).

) L L .
Los valores centrales de cada intervalo 33 pueden ser calculados a partir

de:

Tok L §1 -1 .
=24 40k-1 k=1,.,3"". 36
Yok } 2 2 + ( ) ( )

26
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Figura 12 - Primeras componcentes y ordenes correspondicntes para la Carpeta de Sierspinski.
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2'2

deflinicién para cada eje coordenado. [l valor que toma g (I = 1..N) para un cierto

También, Namamos N al orden de la estructura y es el intervalo de

estado de la funcién G(2o,y,) es precisamente el que determina cuales componentes
periddicas bidimensionales son consideradas dentro de la productoria. Las funciones
reclangulares utilizadas son mostradas en la figura 12(a) y 12(0), mientras que para
conseguir la carpela de Sierpinski se utiliza la funcién complementaria de cada com-
ponente con la que se obtiene, por cjemiplo, la figura 12(c). La expresion matemiitica
final a scr considerada para representar la carpeta de Sierpinski es:

N
S(ny) = 1= (wope) =1 = [[R)(w0,v,) = (47)
=1
h
N R .
= I - ]:[ 1 - Z Ifl*')' rect ["L 1
i==1 t=-- 00
j=-o00

donde el simbolo “t” indica la funcién complementaria, y R(:xq,¥o) denota la funcion
bidimensional compuesta por la sumatoria de funciones rectdangulo. 15n notacion uti-
lizando opcraciones sobre los dominios, tendremos:

CSy =C[Mm Y] ¢Sue|CSy ], (38)

donde aqui se han usado las operaciones cntre conjuntos.

2.2.2, Triingulo de Sierpinskl.

Mads compleja anin es la construccién de este conjunto fractal a traves de lunciones
rectangulo superpucstas y en dngulo con los cjes coordenados. Si consideramos ahora
la [uncion rectdngulo bidimensional, pero teniendo en cuenta un cammbio de escala y
una deformmacién en dngulo (en este caso serd de 607), se Lendrd entoneess ques



(2)

Figura 13 — Método de construccion del triangulo de Sierpinski: (a) Funciones tipo rectangulares que son
superpuestas multiplicativamente. (b) Diminios triangulares periodicos. (c) Obtencion de los dominios
como cn cl caso descripto cn (a), y resultado de superponer la funcion rectangulo a lo largo del cje y.



A A
\ *§<(l1'ro|b1’/n+cl<§

A A
y -5 <azT,bay,4ca <

2
rect{aia, 4 biyo + 1] rect[ayz, 4 byys + )] = £ '1 U
2 2
Yy Ty t-bay, -+ cg = j:_i
L 0 otros valores

(39)

cuyo gralico aparcce en la figura 13(a), y estd centrada en el punto:

byey — bacy azcy — Q1Cy
Lpe = _b_'—b‘ ] !/oc = [ (’lU)
a by — asby a1by — azly

Il tridangulo de Sierpinski se oblicne a partiv de la superposicion de funciones del
tipo:

o0
o 3
’])(ﬂ:m.’/u) = L rect I:q o — _\g—_yn -}- '],,.i| L rect [’Eo \g-‘jq - "m] , (/“)

i=-00 i=-00

con lo cual, se¢ expresa finalinente en la forma:

N
SG(mmyo =C 7myo HR ro;./o s (42)
i=1

donde se Liene la definicion siguicnte:

— Yo, Yo = Yo.2j
R(ﬂim?/o) = :101./0) Z ’IC{‘t|: A‘ZJ+1] +[1_D(I"’y°)l Z 1Cd|: J[!A ]] '

j=—o0 j=-o0

y adcmds:

3 3
C(x,,y,) =rect [mo - %y,, + 9:,,;] rect [n;,, + %—-yo +- ﬂlm] rect [yo - y,,'ng] ,
(44)
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Nuevamente, cnando los exponentes g (€ {0, 1}) son todos ignales a t, se oblicne
el tridngulo de Sierpinski sin las componentes filtradas.  Donde adicionalmente se
oblicnen las signientes relaciones:

20+ 1
= t— A y
2
(15)
A1
m=tlma
sicndo A = 2—:, y cada recta hace un angulo 0 = tan™! —7_5 con ¢l ¢je x. Las

figuras 13(b) ¥ 13(c), mucstran la construccion del gasket de Sicrpinski con el método
descripto.

[n una forma general, cn Lérminos de los dominios aquf definidos, podemos utilizar
la notacion:

TSy = (MAN] 1S, uMm[4V] T((L, L)) TSo) N TS - (16)

2.2.3. I'ractal de IKoch.

Debido a que este conjunto fracltal ha sido utilizado en la obtencion de varios
resultados Leoricos y experimentales en ¢l drea de éplica, incluimos a continnacion
una forma de construccion mediante la superposicién de dominios pericdicos. A partir
de haher obtlenido las estructuras fractales para los casos anteriores, cn Lérminos de
dominios delinidos por funciones rectangulares, es [icil hacer una extension al enso
del fractal de Koch bidimensional. IZsto se mucestra en la figura 14, donde se gralica
¢l método de oblencion para dos casos con diferente iniciador: tridangulo y cuadrado,
respectivamente.

Damos Lambién otro método de construccion que se ha utilizado en aplicaciones
dpticas. Como ya sc explicd, ¢l generador cs un conjunto de m segmenlos concclados
con longitud L/pt donde L es la longitud del segmento iniciador. Después de N
sustituciones tenemos que el fractal de Koch de orden NV se obtiene mediante sucesivos
cambios de escala, traslaciones y rotacioncs, y csta dado por:

N m
Kn(x)=]] M[ﬁ] > Tld(ks)) RO(K)) p Ko(x) (47)

i=1 k=1

donde, sicndo que x = (z,¥), el scgmento inicial estd definido por:

L
K:,,(X) — 6(?/) Ia;l < ‘i (’18)
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(b)

Figura 14 — Método dc construccion de [ractales de Koch con diferentes iniciadores, utilizando
dominios distintos



Otra representacion puede obtenerse a partir de la superposicion de dominios
utilizando los operadores definidos en ¢l conjunto de ccuaciones (33), aplicados a los
mismos, y linalmente se llega a expresion:

- 1 1
Kn(z,y) = {M m =1 T R0 = 7] 'DN_I(:c,y)} +Dn_a (1) (19)
. L1,
—Dn_1(x,y) {l\vl [F = /—I] T[d] R[0 = 7] ’DN_l(nz,y)}
La dimensién fractal de la curva de Koch, queda definida entonces mediante:
logm
D=-—"— 5l

log pt (50)

Como una extensién mas nos referimos a la figura 15, donde se muestra el proceso
para conslruir obro Lipo de fractal con clementos hexagonales y que admitiria también
un método de construccion con dominios periédicos en la forma que aqui hemos
desarrollado.

2.3. Conjuntos fraclales construidos ciclicaunente.

El Lérmino “ciclicamente” aqui signiflica que en cada iteracion se disponen do-
minios oblenidos geomélricamente a partir de un dominio inicial, y utilizando las
operaciones ya mencionadas para la construcciéon de un conjunto fractal. 13sto sig-
nifica que a partir del dominio inicial, cambiando ciertos pardmetros en la [ormula que
define su contorno, cambiard la estructura del paso en consideracién de la iteracion.
Eslo genera conjuntos (ractales con variaciones en cada paso iterativo y que pueden
repetir sn cstructura después de varios pasos. A partir de la ccuacién (25), puede
verse que dado que los valores que adopta la funcién caracteristica x [I; ;] son 0 o 1,
csta pucde ser implentada a través de funciones adecuadas a la simetria del contorno
del conjunto I i, esto es, ulilizando por cjemplo funciones rectingulo y/o cilindricas.

Sc pucden combinar [unciones cilindricas y/o rectdngulo de modo que ¢l fractal de
Sierpinski tomne dilerenle estructura para cada interacién. Las funciones cilindricas,
por cjemiplo, estin dadas por:

rl 0< A
_70<7 )
r 1 A
il =2 = -z - = 51
YA 2 TG o )
0 '>A
7o 5

siendo ademss r, = (z,).
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(a)

Figura 15 — Proceso para generar un (ractal con elementos hexagonales encajados uno dentro de otro.
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Figura 16 - (a) Ejemplo dc como varia ¢l parametro & en cada ciclo de itcracion para construir el conjunto
fractal. (b) Operaciones basicas de cambio de escala y rotacion en un cuadrado.



Figura 17 — Representacion de figuras con los siguientes parametros: (a) s=0.1, p,=3, p;=/ (para
cl resto); (b) s=0.8, p,=20, p;=1 (para el resto); (c) s=0.3, po=1, p;=1.7, py=ps=1.5, p=1.2, ps=1,
pe=1.4,(d) s=1,p,=1.8,p;=2.8, p2=2.5, py=2, p=ps=1, ps=1.5.



150 una forma mds general puede utilizarse una funcién que representa ¢l conlorno
de la estructura fina mediante:

ra

. .2 2177
g [1 - (l — 5% sin®P(2(¢ — ‘f"’))) ’,J]F‘ } ‘ (52)

52 sin?Pe(24)

p(p) = {

para la cual se dan los casos limitcs siguicntes:

s=0,py=1Vi=0,..,6 representa una circunferencia de radio &
s=1,p=1¥i=0,...,6 representa un cuadrado de lado &

Diferentes Lipos de estrucluras oblenidas sc mucstran en la figura 16(e) de acuerdo
a los parametros k y s ulilizados en cada caso. Los mismos paramectros pucden
tomar diferentes valores (lus cuales pueden ser inclusive aleatorios) ¢n cada ciclo de
la construccion del fractal, para obtener estructura fina variable en cada paso de la
iteracion. £2n la figura L6(b) se muestra una forma de implementar algunas operaciones
interesantes como rotacion y cambio de eseala, mediante los valores que adopte cl
parametro K y cl dangulo inicial ¢,. En la figura 17 se mucstran algunos cjemplos de
las curvas oblenidas a Lravés de la ccuacion (51) cuando se varfan los pardmetros p;.

3. Operaciones con conjuntos [ractales.

La superposicion de conjuntos fractales y las operaciones que con cllos puedan
realizarse Licne consccucncias sobre la dimension del conjunto {inal resultante. A par-
tir de dos conjuntos fractales puede obtenerse otro con una dimensién diferente y ¢n
conscenencia, aplicado por cjemplo al caso de scatlering esto debera tener inciden-
cia sobre los campos clectromagnéticos dispersados. Mostramos aqui algunas de Ias
operaciones que en el futuro podrdn ser Lenidas en cuenta cn algunas aplicaciones.

3.1. Producto carteslano de I'ractales.

SiEC R" y FC R™ son ambos conjuntos de Borel. Su produclo cartesiano es:

ExF={(z,y)eR"* :zeB,yeF} , (5)

cntonces sc¢ verifica que:

dimy (E x F) 2 dimy E+ dimy F (55)
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3.2. Interseccldn de I'ractales.

Scan E,F C R" conjuntos de Borel, y sea G un grupo de transformaciones sobre
R™. IZntonces:

dimy (Eng(F)) > dimy E-+dimp F—n (h0)
para un conjunto de movimientos 0 € ¢ de medida positiva en los siguicnles casos:

a) G staen el grupo de similaridades y E y F son conjuntos arbitrarios.

b) G es el grupo de movimientos rigidos, E cs arbitrario y F os una curva, superficie
o manifold reclificable.

¢) G es el grupo de movimientos rigidos y E y F son arbitrarios, con dimy E >
3(n+1) o bien dimy F > J(n+1).

4. Aleatorizacion y cuasi-aleatorizacién.

Si, por ejemplo, se utilizan generadores aleatorios para cada componente de un
dominio con una distribucién periddica, se pucden obtener diferentes conliguraciones
de cuasi-alealoriedad en la cstructura. Aleatorizar un [ractal clisico deterministico
cs cl primer y mas simple acercamiento para generar una forma ‘natural’.

Il método para incluir aleatoriedad en la construccién del “copo de nicve” de
Koch requicre tinicamente una pequena modificacion a la construccién cldsica. Se
rcemplazard un segmento de linca recla, por una linea partida en cuatro segmentos,
cada uno nn tercio lan largo como cl scgmento original. De igual forma, la forma del
generador serd la misma. Sin embargo, existen dos posibles orientaciones en el paso
de reemplazo: el angulo pequeinio puede ir ya sea a la izquierda o derecha, ver figura
18.

Iiscogercmos una de estas orientaciones de forima aleatoria en cada paso de reein-
plazo. Llamemos al resullado la curva aleatoria de Koch. Al componer tres diferentes
versiones de la curva de KKoch colocadas de manera que sus puntas finales coincidan
oblenemos el copo de nicve aleatorio de Koch. I5n este proceso algunas caracleristicas
del lractal de KKoch se mantendrdan. Por ¢jemplo, la dimensién fractal de la curva sera
la misma (alrededor de 1.26). Pero la apariencia visual es drdsticamente diferente; se
ve mucho niis parccida a la linea costera de una isla que la curva original del copo
de nieve.

I2n el ¢jemplo de fractales aleatorios tratado en el parralo anlerior, se Ltuvicron gque
tomar decisiones aleatorias en el proceso de construccién. Cada decision se basé en
la cleccion de una de dos posibilidades. Ahora daremos un ejemplo donde sc utiliza
un mimero aleatorio de un intervalo entero, ¢l gasket alealorizado de Sierpinski. Ll
proceso de construccion es idéntico al original. Pero, para esle caso cada paso ¢n
el tridngulo sc subdivide en cuatro subtridngulos, de los que el central es removido.
Sin cmbargo, en la subdivisién podemos ahora permnitir sublridangulos que no son
cquiliteros. En cada lado del tridngulo que sc subdividira, escogemos luego un punto
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Figura 19 — Dos cjemplos dc alcatorizacion cn la
forma y distribucion de los triangulos en el gaskel
de Sierpinski.

Figura 18 — Alcatorizacion cn el fractal de Koch

Figura 20 - Ejemplo de multifractalidad en cl conjunto de Cantor.



alealoriamente y concctamos los tres puntos para oblener cuatro subtriingnlos. 141
sublriangulo central es removido y el procedimiento se repite, ver figura 19(a).

Ahora disculiremos la modificacion del gasked de Sierpinski. LEslo nos llevara
direclamente a un fendmeno fisico con muchas aplicacione: percolacion. De nuevo
utilizamos la subdivision cstandar en triangulos equildteros. Una modilicacién sen-
cilla es enlonces, escoger uno de los cuatro subtridngulos en el paso de reemplazo
aleatoriamente y removerlos. Asi el subtridngulo central puede removerse, pero uno
dilerente podria seleccionarse y removerse, ver figura 19(b). Bn esta figura podemos
ver clusters pequenos y grandes de Lriangulos conectados. Un cluster se define como
una cleccion de tridngulos negros, que se encuentran concctados a través de sus la-
dos y sc encuentran completamente rodeados por triangulos blancos. Ilay un cluster
que conecta los tres lados del tridngulo mas grande? Cual es la probabilidad de que
eso suceda? Cual es el tamaiio esperado del cluster mas grande? Pregunlas de csle
Lipo son relevantes en la Leoria de percolacion, cuyas respucstas se ulilizardn en las
aplicaciones incluidas en el préximo capitulo.

Sca I un subconjunto abicrto de R™ con la clausura T, sea 26 > 2 un enlero, y sea
también 0 < b < 1. Tomamos §? la clase de secuencias decreciente IT = Ay D Ay D
A3z D ... de conjuntos cerrados satisfaciendo las siguicntes condiciones: el conjunto
&k es una union de m* conjuntos cerrados ﬁl—li[.-..,ik dondei; =1,...,m (L <i<k)y
H;, ... .i, o similar a Il o bien ¢s el conjunto vacio.

Asumimos que, para cada ty,...,% ¢l conjunto I;, i contiene M, i, s (1 <
i < m) y que cstos conjuntos son disyuntos, esto cs, escencialmenle equivalenles
a la condicion de conjunto abierto. Si I;, . ; es no vacio, eseribimos Gy, i, =
[10;, i |/ 1, ikd parala relacién de similaridad entre sucesivos conjuntos y toma-

oo
cs cl conjunto vacio. IZscribimos luego: F = ﬂ Ay

k=0
Sea P la medida de probabilidad de una familia de subconjuntos de §2 Lal que las

Ci,....,ix son variables random. Supongamos que dadas Cj,, .. i, > 0, 0sca quell;, i,
es no vacio, Ci, ..., tiene idénlica contribucién a Ci para cada secucncia iy,...,ix y
para 1 <1 < m. Asumimos que las Cy, i, son independientes, exceplo que, para
cada sccuencia iy, ..., ix, las variables random Cj, v .1, -+, Ciy,... ix,m Necesilen no ser
independientes. Bsto define una distribucién de probabilidad auto-similar sobre las
construcciones de Q. Escribimos N para el nimero (random) de las Cy,...,Ck que
son positivas; eslo es, ¢l nimero de conjuntos Hy, ..., Hx que son no vacios.

mos Ci, i, =0si M, s

Ti

Teorema 4. 131 conjunto F descripto tienc la probabilidad q de estar vacio, donde
q ¢s la menor raiz no negaliva de la ccuacion polinomial:

™

f(x):ZP(1L=j)xj=:r . (57)

=0
con probabilidad 1 — q ¢l conjunto F ticne dimensiones de 1aussdor(l y box-counting
dadas por la solucion s de:
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Bl ci|=1, (58)
j=0

sicndo E la esperanza matlemstica.

5. Aulocorrelacion de funciones fractales.

La propicdad caracleristica del cambio de escala, que mejor puede relacionarse
con hechos fisicos y posibilidad de una medicién es la autocorrelacién que poseen
internamente las estructuras fractales. I3sta aulocorrelacion se puede verificar a dife-
rentes escalas cn ¢l conjunto fractal. Dada la funcién f(x), la funcién antocorrelacion
sc deline por:

€)= Jim o [ UG+ = SO U - oD de . (s0)

si |3] es pequeio, se satisface la ley de potencia:

C)-c@)=clpl"* (60)

y ademids, se esperaria que s sca la dimension de box. Bxiste una inlima relacion con
el espectro de potencia de la funcién f:

T
\ . 1 )
S(w) = lim — [ f(x) explix-w]d"z| , (61)
T—roo 21
s
cuya transformada de Fourier esta relacionada con la funcién autocorrelacion medi-
anle:

C(ﬁ) = Ziﬂ / S(W) cx])[iﬁ . W] d*w ((52)

6. Multifractalidad.

Las medidas multifractales estdn relacionadas con el estudio de una distribucion
de cantidades fisicas u olros soportes geométricos. Il soporte pucde ser un plano
ordinario, la superficic o un volumen, o pucde scr cl mismo fractal. La idea es que
una medida fractal puede ser representada en términos de subconjuntos fractales in-
terrelacionados Leniendo diferentes exponentes de escalamicnto, lo cual lleva a nuevas
aplicacioncs a los sisteinas [isicos. Es por esto que el estudio de los multifractales es
un campo de rapido desarrollo.

3
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Siose modifica la construceion del conjunto de Cantor (ver figura 20, considerando
la barra inicial con una densidad p,, una longitud I, y en consccucncia una masa Jlo-
La operacion de aplicar ¢l gencrador consiste ahora en cortar la barra inicial en dos
barras de masa 1y = 12 = 0.5 f1, y con una longitud para cada parte

L3l proceso conserva la masa, asf que:

N
Somi=p, (63)

i=1
lo cual constituye un proceso de agliutinamicento ya que lleva la distribucion de masa

original a regiones pequeiias con alta densidad. Los segmentos de masa de lontigud
l; estan dandos por:

Jui =1 sichdo @ =1In2/In3 | (64)
y la densidad de cada pequena porcion cs:

i

et (65)

la cual diverge cuando [; — 0.

7. Conclusiones y futuros desarrollos.

A partir de los desarrollos que se obluvieron para diferentes estructuras fractales,
utilizando funciones periddicas rectangulares, cldsicas de la teorfa dplica, pueden
derivarse interesantes resultados desde el punto de vista basico y aplicado. La ex-
tension a diversas formas fractales que pueden cmplearse en diferentes modeclos fisicos
permiten estudiar el efecto de cada componente. Fundamentalmente cs este el punto
central: la descomposicién o construccion de conjuntos y/o funciones [raclales a partir
de conjuntos y/o funciones mds simples.

I3s nucstro interés extender tales construcciones con distribuciones periddicas a
olros conceplos scinalados al final de cste (:npi'l.ul(), tales como aleatoricdad y mul-
tilractalidad, para poder estudiar fendmenos atin mds complejos desde ¢l punto de
vista fisico cn relacién a las propiedades de interaccién onda-geometria. Isto s muy
importante, ya que las propicdades de los objctos tendrdn consecuencias sobre los
campos de scallering, algunas de las cuales se verdn en el siguicnle capitulo.

La funcion densidad de Cantor se ha definido en una forma similar a las funciones
de Walsh.Con cslo sc ve que ambas funciones pertenccen a una misma clase, y poscen
un cscalamicnlo. Sin embargo es sencillo probar que las funciones de Walsh forman
un conjunto ortonormal complelo y las densidades de Cantor no.
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CAPITULO 11T

RESULTADOS DE LA TEORIA ESCALAR Y
APLICACIONES EN PROCESAMIENTO OPTICO
DE LA INFORMACION




1. Iistudios en las regiones de I'resnel y Fraunhofer.

Los casos mds conocidos de redes de difraccién que han dado lugar a numerosos
estudios y aplicaciones en éplica son aquellos que poseen una periodicidad o una
cuasi-periodicidad en su estructura. Sin embargo, numerosos estudios han surgido a
lo largo de esta década principalmente, relativos a la difraccién debido a redes planas
con una cicerta geomelrfa particular, lo que representa un conceplo mds general ¢ue
cl anterior, pues las incluye.

Las propicdades geométricas propias de un objeto fractal deben, en alguna forma,
quedar rellcjadas en su inleraccién con las ondas electromagnéticas. Tal es cl ob-
jeto de estudio en las regiones de campo lejano y cercano. Si bien en esla primera
instancia tencmos definidas las propiedades de la estructura fractal, la finalidad de
estos estudios cs poder resolver lo que se denominarfa Problema Inverso, esto es, a
partir de la estructura del campo poder delerminar las propicdades geomeétricas del
objcto. Aquf se hace hincapi¢ en algunos resultados obtenidos de la teorfa escalar
de la difraccidn y se presentan imdgenes de la intensidad de campo medida con sis-
temas oplo-clectrénicos. IEl objetivo es poder establecer pardmetros adecuados que
nos permitan reconocer propicdades de la estructura geomeétrica.

1.1. Determinacién de la dimensién y otras propiedades por meétodos 6pti-
cos.

La forma mas directa de obtlener informacién sobre la gcometr(a de un objeto cs
digitalizar una imagen de este. El sistema cs sencillo y f4cil de montar a los [ines exper-
imentales. Fundamentalmmente, sc requicre una cdmara de video y una computadora,
con una plaqueta adecuada de procesamicnto de imdgenes. Los datos almacenados on
la forma de un arreglo bidimensional de pixcles cuyos valores coiiteniendo diferentes
niveles de grises o colores corresponden a las regiones ocupadas por la imagen. Los
datos puecden cvaluarse utilizando los métodos cldsicos para el célculo de la dimen-
sion D. Existen diferentes procedimicentos como el de box couuting, I olmogorov,
Minkowski, Hursl o Fourier, que permiten realizar cl andlisis dimensional (teniendo
cada uno sus ventajas y desventajas), pero que en general llevan a diferentes resul-
tados. El principal cuestionamicnto al procesamiento de imdgenes sirge porque en
general se tratan imdgencs contenidas en cl espacio tridimensional mediante métodos
que procesan cn el plano (de dos dimensiones).

Tal como lo ha sciialado Vicksek, “la dimensién fractal de la proyeccién de un
objeto en un plano (d— M)-dimensional (d es la dimensién del espacio que lo contienc)
es la misma que su dimensi6n fractal original si D < d — M. Desafortunadamente,
solo existen argumentos heurfsticos que soportan csta suposicion y pueden ocurrir
desviaciones considerables de ella, especialmente cuando D es un poco més pequeiia
que d — M. Adicionalmente, si D cs mayor que d — M el método no es aplicable, ya
que cn este caso la proyeccién es simplemente un objeto (d — M)-dimensional”. Sin
cmbargo, dado que cn este trabajo estamos por el momento interesados en fractales



conlenidos cn un espacio bidimensional, no tendremos este tipo de problemas auncue
cs bueno sciialarlo para ser considerado en futuros desarrollos. Adeimds, debido a
que las eslructuras poscen alguin Lipo de simelrfa intrfnseca, pueden implementarse
métodos sencillos para la medida de la dimensién, o bien clasificar los patrones de
difraccion efectuando un corte ala imagen. Con esto, se puede calcular la dimensién de
un cierto patrén de intensidad utilizando el método de Richardson, es decir, midiendo
el perfinctro total para una cierta unidad de longitud caracterfstica para diferenles
rangos de csta y graficando la curva log — log como conviene hacer en estos casos,
para una mcjor visualizacién de los resullados.

La propagacién del campo eclectromagnélico dispersado por una cicerta transmi-
tancia, en el marco de una teorfa escalar de la difraccién, estd regida por la conocida
integral de Fresnel:

oo

k
U miz2) = € T(Eg o) exp { —i m= |(€ = &)+ (n—n,)°| } dedy (1)
Az 2z

-0

sicndo 1°(€,,1,) la funcién transmilancia.

A partir de la propiedad de escalamiento para una funcién fractal, mostrada en
la ecuacién (5) del capftulo anterior, el campo clectromagnético a lo largo de su
propagacién se expresa entonces mediante:

2

T kmn? 2 2
Ut = [ moeveamyend - (5 o) v (L) |}

2z m m
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donde a es un exponente de escalamiento. Eslo es, ¢l campo cumple con la propiedad:

U (&m;2) =m™U (5— l-i) , 3)

m'm' m?

que es la relacién de escalamiento dentro de la regién de Iresncl. Como sc ve, exisle
un relacion de escala lanlo en las coordenadas transversales como en la direceion de
propagacion del campo.

Esta propiedad también se vuclve importante para poder establecer la relacién
de escala cn campo lejano a partir de la correspondiente a la transmitancia fractal.
Ya ha sido probado (A. Lakhitakia and II. J. Caulficld) que para el caso gencral de
transformadas integrales definidas mediante:

F,.(g):/]((g,u)v"f(v)dv , (4)

siendo f(uv) una funcién con la propiedad de escalamiento antes mencionada y I((€,v)
el nicleo de la transformada integral, que esta funcién transformada £7(§) tienc la
propiedad de escalamiento dado por:
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W) = AP R (e (5)

donde D cs la dimensién [ractal de f(v) y n = 0 para cl caso de la translormada de
Fourier, como aquf nos intcresa.

2. Region de Fraunhofer.

En un sentido general, para una transmitancia bidimensional, el campo lcjano en
la region de Fraunhofer estd dado por:

et [kt 35 (=)

Uz, ) = T{U(xo,yo)} ’ (6)

iz
sicndo (4, ¥) ¢l sistema de coordenadas adherido a la red de dilraccion y (xy,y;) el
sistema de coordenadas sobre una pantalla transversal a la direccién de propagacién
2. Ademds, A es la longitud de onda de la radiacién electromagnética y k = QT" cs el
vector de onda. El operador F {} indica la transformada de Fowier en el espacio de
o ¥ — =z -

las frecuencias f, = £, f, = 4.

Si la red de difraccién se expresa commo produclo de [unciones periédicas, cono cs
el caso dc las funciones de densidad fractal definidas en el capftulo anterior, entonces

cl campo se oblienc mediante:

e‘l"”‘i":(-rﬁ-yf)] N
i & F e -

donde el sfinbolo & indica la convolutoria de la transformada de Fourier del campo
sobre cada una de las componentes periddicas R(zo,¥0)- En esta misma forma sec
pueden calcular los casos de una red de Cantor, la carpeta y el tridngulo de Sierpinski.

Si se considera que los cleinentos constitulivos de estructura fina son con forma de
recldngulos uni-dimensionales como es el caso de una red de Cantor, el campo puede
expresarse cn una forma sencilla:

U(l’],y]) =

ik 24 =% x A . m A ’ i2n gL o3,
U(xy) = i [k =t =] T Sine lij——z— :L’o] ZC(moj) e'? 35 el (8)

siendo C(w,;) la densidad de Cantor tratada en el capftulo anterior.

Por cjemplo, cuando la dimensién fractal es D = In2/1n3 = 0.6109, la distribucién
de inteusidad queda expresada a través de:

. T A
sine | v— To
(Y)

donde se ve claramenle que esta se divide en un factor de forma y un factor de
estructura. Ll primero est4 relacionado con la envolvente del patrén de difraccién y
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el ultimo con la denominada estructura fina, es decir la forma en que se distribuyen
los clementos mds pequeiios de la estructura que producen la difraccién.

La expresion dada por la ecuacién (30) del capftulo anterior para la red de difrac-
cién y la obtenida para la distribucién de intensidad correpondiente a partir de la
ccuacion (9), nos permite estudiar la contribucién de cada componente periédica so-
bre el patron de difraccién completo.

Las figuras 1(a) — 1(c) mucstran los primeros 6rdencs de la transmitancia fractal
de Cantor junto a sus correspondientes patrones de intensidad para N = 1,2 y 3
respectlivamente, calculados en la regién de Fraunholer. Como ha sido observado por
otlros aulores, en cl caso de fractales de Cantlor y de Koch, la distribucién de intensi-
dad puede ser dividida en un dominio periédico y un dominio fractal. La exlensién
de ambos dominios esld relacionada con la estructura fina compleja del objeto, o cl
scgimenlo mds fino cn el caso del conjunto de Cantor. En esta forma, cuando una
funcién rectangular con componente periédica de menor perfodo es agregada cl orden
o cstado sc incrementa y son obtenidas mayores [recuencias espaciales en el patrén
de intensidad. La distribucién individual de la intensidad difractada para cada com-
ponente periédica sc mucestra en la figura 2 (para una red de Cantor de orden 6),
donde los mdximos sccundarios estdn sicmpre en relacién directa con cl cambio de
cscala de cada componente. Para las componentes periédicas de orden 6, los max-
imos secundarios coinciden y estdn superpuestos y cntonces el patrén de intensidad
cubre la regién contenida bajo la envolvente sinc?. De Lales resultados se desprende
la conveniencia sefialada por algunos autores de utilizar orden 5 o 6 como mfnimo,
para la oblencién de buenos resultados en el estudio de la relacion geométrica entre
el objeto y la intensidad de campo.

Comio ya sc demostré para cl “larget” de Cantor, el patrén de intensidad para
un dado orden {ractal es una versién magnificada de los érdenes previos. Una modu-
lacién entre drdenes sucesivos pucde ser observada dentro del dominio fractal, con un
factor de cambio de escala de 3. Entonces, en el patrén de intensidad hay una auto-
similaridad implfcita dircctamente derivada de la correspondiente auto-similaridad
del objcto fractal. Sin embargo, la forma en la cual la densidad de Cantor C(2:,) ha
sido definida, permite filtrar cualquier componente periddica si los correspondicntes
exponentes ¢gr son iguales a cero. En este caso, la propicdad de reescalamiento o
magnilicacién para dos érdenes diferentes es perturbada y hay una pérdida de auto-
similaridad en el objelo y en el patrén de intensidad difractado por &l. Este hecho
muestra la alta sensibilidad del campo en relacién a la geometrfa del objeto. El fil-
trado de cualquier componente cambia cl factor de estructura de la distribucién de
intensidad inicial dada en la ccuacién (9), pero no camnbia el faclor de forma como
se muestra cn la figura 3 donde se han considerado diferentes secuencias para los ex-
ponentes g;. En la figura 3(a) sc ve el patrén de difraccién del fractal de Cantor de
orden 6, con g; = 1. Los succsivos resultados corresponden a los siguientes estados:
3b): 91 =02=0,3=9a=95=96=13(c): g =92=1,03=04=0,05 =95 =1,
3(d): g1 = 92 = g3 =94 = g5 =0, g5 = 1. En dichas figuras sc pueden observar las
distribuciones de intensidad para estados intermedios y compararse con cl caso del
patrén para cl fractal de Cantor mostrado en la figura 3(a). En nucstros cdlculos ten-
dremos cn cuenta estas secuencias, ademds del caso: g1 = g2 = 1, g3 = g1 = g5 = U,
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Figura 1 — Ordenes /, 2 y 3 junto con su correspondiente patron de difraccion en cada caso para una red
de Cantor de orden 6.
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ge = 1. Resullados experimentales que muestren la diferente estructura flina en cada
caso pucden ser oblenidos con el montaje de difraccién general de la figura 4(a). Con
cl mismo sc obtuvicron las imdgenes de los estados correspondientes a los casos (a) y
(0) anteriormente calculados, los cuales se muestran en la figura 4(b).

Todo csto otorga un marco experimental, con una base formal anleriormente de-
tallada, que puede ser utilizado para describir propiedades bdsicas o bien con fines de
procesamicnto éplico, cuando las operaciones entre conjuntos o la convolucisn puedan
llegar a scr utilizadas o implementadas épticamente.

PPara una mcjor vision de la estructura del campo Icjano difractado para los casos
de fractales de Sierpinski y Koch emplearemos los operadores de cambio de escala,
traslacién y rotacion definidos ahora sobre funciones, y calculando la transformada
de Fourier de la correspondiente funcién transmitancia.

En una lorma general se tiene que, para un fractal Fy (x) de orden N, donde n(N)
es cl mimero de clementos que lo constituyen (esto es, el mimero de veces (e se ha
aplicado el generador al iniciador), el campo puede expresarse como:

n(N)
Fn(x)= > M[m] T[d(k)] RIOGK)] Fo(x) (10)
e=1

donde los operadores y la transformada correspondiente se definen mediante:

T{d(R)] f(x) = f(x — d(k)) y FAT[d(k)] f(x)} = exp [2mieqL cos(¢ — )] ),

RIO(K)] x = [(x; 4 = 0(k)) y FAROK)] S} = flaid—a)

Mm] fx)=1/[ (ix) y FA{M[m] f(x)} =m fnq)

m

(11)
siendo d el vector de traslacién, 0 el d4ngulo de rotacién (ambos dependen del clemento
k considerado) y m cs la magnificacién; el cambio de coordenadas es x — q en la
transformada de Fourier. El resultado matemético que se obliene para la expresion
de la transformada de Fourier del fractal de Koch en estas condiciones cs:

N

4 4 4
ky=1ka=1 kn=1

r=1
cos(¢ — alk,) — O,_y) sin [3‘Nchos(</> - @N)]} ,

y algunas imdgenes del patrén de difraccién en campo lejano contenicndo dilerentes
iniciadores pueden observarse en la figura 5.

En la figura 6(a) se ve un célculo de la distribucién de intensidad difractada para la
componente de orden 2 en el caso de la carpeta de Sierpinski y lucgo algunas imdgenes
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Figura 4 - (a) Montaje experimental, (b) patrén de intensidad para las secucncias: g, g0,
81=84=E5=8=1 ¥ 81=82=21=84=2s=g¢=1 respectivamente.

(b)

(b) ' (b)
Figura 5 — Fractal de Koch con iniciador cuadrado y pentagonal junto con su correspondiente patron de

difraccion (J. Uozumi, T. Asakura, K. E. Peiponen, R. Silvennoinen and M. Savolainen, Education and
Training in Optics, Vol. I, p. 139, 1993)



obtenidas con cdmara CCD para la misma en campo lejano (figura 6(b)) para érdenes
fractales 3 y 4 respeclivamente.

Ln la figura 7 se muestran diferentes casos de redes de difraccién fractal. I5n
la primera imagen (figura 7(a)) sc puede visualizar el patrén de difraccion cuando
la componente de orden 2 ha sido filtrada en el caso de la carpeta de Sierpinski. La
estructura del patrén de difraccién y el [iltrado de la primera componente para el caso
del tridingulo de Sierpinski se muestra en las figuras 7(b) respectivamente. La pequeiia
imagen entre ellas nos muestra un detalle de la estructura del maximo central. No se
observan diferencias entre ambos casos debido a que el principal aporle corresponde
a las componentes de estructura fina, y en este caso el filtrado de la componente de
orden I Liene cl mismo efecto que el de una pantalla complementaria. s interesante
destacar también que puede verse claramente que la estructura total resulta de una
superposicién de funciones rectdngulo a lo largo de tres direcciones diferentes. Iistas
pueden verse en las imdgenes y son una prucba del tipo de construccién que hicimos
cn el capflulo anterior.

Para mostrar los patrones de difraccion de otras estructurns y las variaciones
que ticnen lugar en las componentes de estructura fina, vemos primeramente en la
figura 7(c) los palrones para los dos primeros érdenes de la carpela de Sierpinki.
La diferencia entre los patrones de intensidad estd obviamente, relacionada en forma
directa con la geometrfa de la estrucltura inicial y esto nos sirve para poder predecir
como serit la distribucion de intensidad ya que serd el generador el que se repita al
igual que su correspondicente distribucién espectral en campo lejano. "lodo esto cs
util para poder cstudiar estructuras cada vez mas complejas, al igual que diferentes
combinaciones entre cllas.

Como un cjemplo de lo anterior tenemos la combinacién de cireulos y cuadrados
dispuestos en diferente forma, lo que por supuestlo tiene también su influencia sobre el
palron de difraccion, y esto a su vez representa un resultado 1itil para procesamicento
éptico de la informacion. Observamos en la figura 7(d) que una mejor distribucion
de los érdenes difractados se consigue cuando todos los clementos de estructura fina
son de la misma naturaleza y que en el primer caso, ain siendo muy pecuerios los
cfrculos que intervienen (podrfan aproximarse a cuadrados, pues estdn cn el orden 3)
conscrvan influencia sobre la distribucién de intensidad. Estos son también hechos
interesantes a los fines de procesamiento 6pltico.

Debemos destacar también que pueden obtenerse estructuras fractales con una
cicerta aleatoriedad o cuasi-aleatoricdad en su estructura geométrica, esto da lugar a
nuevos estudios relacionados con temas estadfsticos que aquf no vamos a desarrollar,
pero los resultados presentados pueden ser [dcilmente extendidos a estos caso. Como
ya lhiemos seiialado también, una cuasi-aleatoriedad puede ser obtenida si se incluyen
este tipo de variaciones en una o varias de las componentes de la transmitancia fractal.

Existen otros resultados interesantes obtenidos por otros autores que involucran
¢l concepto de masa [ractal, con la cual se puede expresar una propicdad exponencial:

M) or?

para una distribucion de masa dentro del radio 7.



(a)

(b)

Figura 6 - Patrones de intensidad para la carpeta de Sierpisnki: (a) componente periddica de
orden 2. (b) Distribuciones de intensidad para drdencs 3 y 4 respectivamente.



(a) (b)

(c) (d)

igura 7 - Patrones de difraccion en diferentes casos: (a) Carpeta de Sierpinski cor
orden 2 filtrada. (b) Dos casos para cl triangulo de Sierpinski. (¢) Generadores con
compleja en la carpela de Sicrpinski. (d) Combinacion de estructuras circularcs



IZn el caso de transparencias rolacionales (fractales construfdos usando rolaciones,
ver ligura 8(a)), para las cuales sc tiene una distribucién multifractal de masa sobre

N
F|= U Fo ], la distribucién de intensidad puede ser determinada desde (tigura
a=]

8(b)):

@) =D pa 1/ (Sa)) (13)

donde p, s la masa total sobre F, y f es una funcién cualquiera. Las propiedades
[ractales uedan demostradas en el factor de estructura del patrén de intensidad, las
cuales siguen una ley exponencial del tipo:

(Svy=qa7" (14)

tal como ¢s mostrado en la figura 8(¢), sicndo ahora ¢ la variable de frecuencins
espaciales en la region de campo lejano y D la dimeusion fractal.

2.1. Auto-similaridad del campo difractado.

Todas las situaciones consideradas anleriormente pueden ser cuantificadas a Lravés
de la [uncién auto-similaridad (T. Asakura et al.), la cual se define como la correlacién
de la intensidad del campo y una versién magnificada de ella:

_ £ _ N g
7{ (12 (€) — (Lo (€)] [1,() <1;()>] "

S(m) = ; : > , (15)
_ 2, gl =)= (Il = ¢
Z 12s(€) = Uy (NI de / [u() <1/()>} i

donde la integral se calcula dentro de la regién R para la funcién [y, que cs cl
factor dc estructura de la distribucién de intensidad, o sea que a partir del patrén de
intensidad se debe normalizar este con la envolvente.

Sc ha observado que la funcién aulo-similaridad tiene una periodicidad que coin-
cide con potencias de 3, y también estd relacionada con el fractal de Cantor utilizado
aquf, que es para los valores m = 3',32,3%, ..., aunque los valores de los picos para la
distribucion de intensidad obtenidos en tales posiciones dependen del orden o estado.
Aquf, sc ha utilizado un fractal de orden G , asi que también es posible calcular un
grado de auto-similaridad para estructuras incompletas cuando algunas componentes
periédicas son filtradas correlacionando la distribucién de intensidad de la red en este
caso y su versidon magnificada por un factor m = 3.

Los patrones correspondientes se muestran en las figuras 9(a) — 9(d), donde se
pueden ver claramente los dominios fractal y periédico. El comportamiento de los
picos de auto-similaridad para una magnificacién 3 correspondientes a la sccuencia
usada cn los patrones de intensidad de la figura 3 se muestran en la tabla 1. Dos casos




Figura 8 — (a) Conjunto fractal con rotacién de orden 7 y (b) su patron factor de estructura. (C. P.
Dettmann and N. E. Frankel, “Structure fa%lor of deterministic fractals with rotations”, Fractals, Vol. 1,
N 2,253-201, 1993).

(c) Grifico log-log dando las variaciones del orden 7 del factor de estructura <S,(¢)> para las barras dc
Cantor. Se comparan valorcs teoricos (*) y experimentales (0). (C. Allain and M. Cloitre, “Optical
diffraction on fractals”, Phys. Rev. B, Vol. 33, N’ S, 3566-3569, 1980)
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son considerados: (1) la regién R coincide approximadamente con el intervalo cen-
tral {168, 168} (ver figura 9(a)) y (2) para un intervalo mayor que el mencionado en
(1), pero incluyendo la regién [—1., L]. A partir de los resullados de auto-similaridad
mostrados ecn la tabla 1, puede verse que los tres primeros tienen relativamente buena
auto-similaridad y los dos restantes valores corresponden a una aulo-similaridad po-
bre, también cuando la region se extiende en el dominio periédico, tiene un menor
grado de auto-similaridad. Evidentemente, la contribucién de las componentes rec-
tangularcs més cercanas a la de menor perfodo, para un cierto orden del objeto fractal,
son las que tienen mds peso para cvaluar el pardmetro S(m). La envolvente inclufda
cn la figura 6 cs el factor de forma que no se modifica; sin embargo, el grado de auto-
similaridad tiene cambios. La divisién en dos dominios: forma y estructura, es una
consccucncia de la transformada de Fourier en la regién de Fraunhofer. Entonces,
sc asume como un buen mélodo comparar no sélo érdenes sucesivos, sino Lambién
cuando algunas componentes periddicas son filtradas en el orden fractal. El patrén
de difraccién fue dividido en dos dominios: fractal y periédico; sin embargo, desde
las figuras 9(a) — 9(d) puede verse que hay un dominio periédico intrfuseco con la
conlribucion de componentes periédicas.

El objeto [ractal considerado aquf tiene un mimero finito de componentes periédi-
cas, lo cual se refleja en la estructura fina compleja del patrén de Fraunhofer. Para
cslados altos del ractal de Cantor o si el objeto es generado por un mimero finito de
funciones periddicas, se espera que el patrén de difraccién ocupe toda la regién bajo
la envolvenete. Para un caso hipotético de esle Lipo no habrd una clara division entre
los dominios [raclal y periddico, pero el filtrado a alguna componente rectangular da
como resultado la introduccién de diferencias dentro del dominio periédico intrinseco.
Tal comportamienlo sc enfatiza de acuerdo con el mimero finito de componentes per-
i6dicas o iteraciones utilizadas para generar el fractal. Il proceso multiplicativo con
funciones rectangulares cs, cn alguna medida, reflejado en la superposicién de las
frecuencias espaciales correspondicentes a cada una de cllas.

Unos graficos mds completos de la funcién aulo-similaridad son mostrados en
la figura 10, también para los estados de la tabla 1. Un mayor valor para S(m)
corresponde a un alto grado de superposicién entre la funcién intensidad y alguna
versién magnificada de ella. El andlisis que serfa hecho con estos resultados cs muy
similar al caso en el que la auto-similaridad en las regiones de Fresnel y Fraunhofer scan
comparadas. Grandes valores en la funcién auto-similaridad son obscrvados para el
factor logz(m) = 1, 2, 3,..., pero hay un decrecimiento cuando cl fractal es incompleto.
Ademis, desde la ccuacion (9) y la informacién dada por las figuras 9(a) — (), el factor
de estructura cs caracterizado principalmente por la funcién rectangular con menor
periodo a través de los correspondicntes picos en el patrén de intensidad, si bien el
grado de auto-similaridad es principalmente caracterizado por cl balance entre las
componentes periédicas que originan mayores y menores [recuencias espaciales en cl
patron de difraccién.

Otro pardmetro importante para distinguir la auto-similaridad para diferentes
casos cs la funcién contraste (o visibilidad):

Smnx - 'Smin

C =
Snmx - 'Smin

(16)
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Figura 9 — Dominios periddico, fractal y periddico intrinseco para los casos ya mostrados en la figura 3.
Aqui se pueden ver mas claramente cada dominio, pues cl patron de intensidad ha sido normalizdo con la
envolvente..
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In cual posibilita obtener el grado de aulo-similaridad para fractales complelos o
incompletos, como los casos que aquf se evalian. Bl contraste para cada caso os
calculado teniendo en cuenta las fluctuaciones de las curvas en cl grafico de la funcion
auto-similaridad, incluyendo en la ecuacién (16) un mdximo relativo (en m = 1)
junto con los m(nimos anterior y posterior. Decbido en cada caso a que el faclor
de estructura ha sido modificado, existe una gran diferencia entre esta situacién vy
cuando se comparan las regiones de Fresnel y Fraunhofer. Entonces, se propone como
pardmetro de grado de auto-similaridad la media entre el contraste del primer maximo
relativo (m = 3) con los correspodientes mmimos anterior (m = 35) y postlerior
(m= 31 ), csto es:

C - L I Suax (1) = Swin(0.5) n Siinx(1) = Smin(1.5) (17)

2 | Siax(1) - Sin(0.5) 7 Simax(1) ++ Spin(1.9) ’

los valores de la funcién contraste para las sccuencias usadas aquf estdn inclufdos en
la tabla 1. De alll se puede deducir que es un pardmetlro que permile cuantificar cl
cstado (0 geometrfa) de la red de difraccion obtenida por medio de una densidad de
Canlor.

2.2. Auto-similaridad en orden.

Pueden también correlacionarse diferentes érdenes del patrén de difraccion ori-
ginado por la transmitancia fractal (esto también lo veremos aplicado al caso de
multicapas [ractales), para saber a partir de que momento de Ia iteracidn que origina
cl objelo ya comienzan a mantenerse cstables las propicdades [ractales. Si ademds se
corrclacionan dos estados iguales, uno de los cuales es un orden fractal y el otro posce
algunas componentes filtradas, puede estudiarse cuales son las componentes periddicas
que faltan dentro de las estructura mediante este procedimiento. Definimos entonces
la auto-similaridad en orden como la correlacién de dos érdencs diferentes S y S* de
la estructura, en la forma:

[ 9@ = (9] [1976) - (199©))] do
(18)

A(S,8") = —2
/ (7)) = (9(€))]* dev / [£659(€) = (£157(£)))” da
a a

2.3. Auto-similaridad en direccién.

Las propicdades direccionales de una red de difraccion y el aporte de frecuen-
cias conocido a través de la teorfa y la practica del efecto Moiré ticnen incidencia
también cn la superposicion de estructuras de tipo periddica como las estudiadas
aquf. Si sc dan dos direcciones coordenadas (x,y), se pucde establecer la auto-
similaridad de una cierta funcién en relaciéon a esta coordenada, por lo tanto, defin-
imos la auto-similaridad direccional como las componentes de una funcién vectorial
de auto-similaridad dada por:



/ 12(6) — (L)) [1(%)_<1(7§_1)> y
8 (m) = / [; (&) ~ (LN de / (%) - <1(£)>r,£

/“v = [1(8) - (1(8))] (19)
Sy(m) = {[1!,(6)—(1!,(&))]2 dgl [,(%)_<1<£>>]) .

En la figura 11 se muestra como quedan dos redes de Cantor superpuestas en una
forma similar a las redes de difraccién periddicas y cuasi-periédicas, donde ahora la
frecuencia vectorial corresponderd a cada componente periddica del fractal. Definir
una direccién en la auto-similaridad es importante para los casos en que pueden existir
deformaciones en cada red de difraccidn fractal, bien directamente dilerencias en su
dimension.

2.4. Auto-similaridad compuesta.

En muchos casos dos o més efectos pucden estar combinados, por lo tanto cs
dtil delinic una Tuncién auto-similaridad compuesta. Es decir, no solo es necesario
por cjemplo correlacionar la funcién con una versién magnificada de la misma, sino
a veces cs ttil poder determinar si existe alguna componente filtrada o bien si sc ha
llcgado a un orden los suficientemente allo como para ascgurar la fractalidad de la
cstructura y del campo. Se propone cntonces una auto-similaridad compuesta dada
por:

T(m; 8, 8") = S(m) A(S,5") (20)
valores t{picos cn este caso pueden fluctuar entre 0.6 y 0.9 de acuerdo a los érdenes que
sc comparcn. Sin embargo, cs de esperar que a parlir de un cierto orden y por encima
de ¢l, no existirdn grandes diferencias cn la funcién de auto-similaridad compuesta y
conservard un valor alto. Esto depende sicipre de la naturaleza y el tipo de estructura
fina de la red de difraccién y la forma en que se combinen los elementos constitutivos
que representan el generador.

3. Regidn de Fresnel.

El campo en esle caso cstd dado por:

ik 245 (=3 4v]) .
Uzi,h) = 7 {U(Io,yo) o 7 (I:”:)} ) (21)
1Az
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Figura 12 — Difraccion en la region dc Fresnel para la carpcta de Sierpinski con ordencs 3 y 4
respectivamente.

Figurc 13 - Patrén de intensidad para la posicion de la primera auto-imagen para la componente de
menor periodo en un Cantor de orden 5.



igualmente que para la region de campo lejano, y definiendo ahora la convolutoria .
La distribucion de intensidad cstd dada entonces mediante:

2

N
Q) [F {C (0, yo) }™ oo]-‘{e" ~ lz,’.-|-.,3|} (22)
=1

1 2

I(r,y) = ’E

Algunas imdgenes obtenidas en la regién de Fresnel se muestian el figura 12 en
cl caso de la carpela de Sierpinski, para érdenes 3 y 4 respectivamente, con lo cual
puede verse la compleja forma del campo dentro de esta regién. Ya no serd Lan
scncillo el poder caraclerizar la distribucion de intensidad a traves de una funcion de
auto-similaridad.

3.1. Efecto Talbot.

Debido a que las redes de difraccién [ractal se pueden obtener 2 partir de funciones
periddicas, como sc demostré en el capftulo anterior, es digno estudiar el fenémeno
de formacion de auto-imagenes en la region de Fresnel. El fundamento podrfa obten-
crse en una forma similar a la utilizada con funciones de Walsh, a partir de una
transmilancia del tipo ya definido en el capftulo anterior:

3! 4

N
Clao) = [T D0 i reet | T2 2% , (23)
arl

=1 i=1 3

Un mayor valor para S(m) corresponde a un alto grado de superposicion entre la
funcién intensidad y alguna versiéon magnificada de ella. El andlisis que serfa hecho
con cstos resultados es muy similar al caso en el que la auto-similaridad en las regiones
de Fresnel y Fraunholer scan comparadas.

donde la sumatoria sobre las funciones rectdngulo ticnen una forma matemadtica
similar a las funciones de Rademacher, pero con un factor de escalamiento 3 en este
caso. Ll campo en la regién de Fresnel, para un orden suficientemente alto de la
estructura fractal, puede descomponerse entonces en una forma similar. Las posiciones
de autoimagenes para cada componente periddica estdn dadas por:

2

oy = 2md , (21)

A

donde m es un entero y d cs cl perfodo de la red de difraccién. Como aquf obtenemos
redes escaladas, podemos hacer consideraciones sobre el escalamiento. Este método
introduce claramente una forma de medir la lacunaridad de una red de difraccion
a través de las posiciones de auloimAgenes, cs decir, en los cjemplos dados en el
capftulo anterior cuando se tenfa dos redes con la misma dimensién pero diferente
lacunaridad, esta puede medirse a través de las componentes escaladas que aparccen
en posiciones diferentes para cada caso. Por cjemplo, para una dimension D = 0.5,
en el primer caso se tiene que el factor de escalamiento es y = 4 en el segundo caso
es y = Y. Entonces, pudicndo medir estas posiciones 27 de las autoimdgenes, sc

puede determinar la relacién de lacunaridad y diferenciar entre redes con la misma

(&7}
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dimensién pero lacunaridad diferente. En la figura 13 se puede observar la distribucién
de intensidad en una posicion cercana a la correspondiente a la primera autoimagen
de 1a componente periddica de menos perfodo, para el caso de wna red de Cantor
de orden 5. Dicha posicién es de alrededor de 15.5¢m para una transparencia cuya
dimension cs cerca de 30mm.

Otra propicdad que puede ser ulilizada es la superposicién y puede entonces rela-
cionarse con la dimensién, ya que en cl caso de clecto Talbot [raccional puede no
exislir una relacién entera entre los correspondientes coelicientes, y sc tendran dos
posiciones Talbol. para cada red superpuesta normalimente.

3.2. 'Transformada fraccional.

El arreglo experimental que se desea investigar fue desarrollado por primera vez
por C. Allain and M. Cloitre, pero en nuestro caso electuamos mediciones entre Ia
red de difraccion y el plano de Fourier, como se muestra en la fignra 14.

La red fractal G es iluminada por una onda eslérica que converge sobre la pantalla
S, donde d es la distancia entre la red y el plano de Fourier. La amplitud de campo
compleja es:

a(x,y) = agoxp ( L ﬁ)) (25)
AlL

IEn el plano de la red estd dada por:

a’(x,y) = a(z,y) f(x,v) (26)

donde f(x,y) denota la transmitancia.

Entonces para la distancia o; (medida desde el plano de entrada) en la aproxi-
macion paraxial de la teorfa escalar de la difraccién, la propagacion del campo clec-
troniagnélico puede ser escrilo conio:

F(u,v,dy) = ii?i- exp (%(u2 + v2)> . (27)
~ . 2 1 2 _ . .2
/ (. y) exp <11r(.T l/\!:lrgi((i (1;)) exp ("lj\»%(xu -+ yv)) dady
-0

y cn cl sistema de referencia de la transformacda canénica integral se representa como:
oo

(s, u,di) = Fay(w,0) = BV (f(, )] (1, ) = / J( 0K (5, w)dady, (28)
— 00

con el kernel:

ag im (22 +y2)A + (¥ + v D - 220 — 2yv
3 B v (29)

Kar(a,y,u,v) = —s exp
1

AB
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Figura 14 — Arrcglo experimental para verificar la estructura auto-similar del patron de intensidad en la
region de Fresnel.
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donde A = (d —d;)/d, B =d; y D= 1. Esla translormada es paramelrizada por una
malriz de transferencia A de 2 x 2 con determinante igual a 1:

A D d=di
— _ d i .
M= ( C D ) ~ < ~1/d 1 ) : (30)

para todo par de coordenadas (2:,u) y (y,v). Los pardmetros de esta matriz A, 13
dependen de la distancia d; . Es [Acil ver que la transformada integral candnica se
reduce a la transformada de Fourier si d; = d. El sistema éplico descripto por esta
transformada integral es usuahmente nombrado de primer orden. Consideraremos las
distribuciones de intensidad del campo fractal |F(u, v, di)|? = |Fas(u, v)]* para los
diferentes planos d; € |0, d].

Una propicdad tpica de la mayorfa de las estructuras fractlales es que sus medidas
son auto-afines. Suponicndo que se ticne la medida fractal dype(a,y) = f(x, y) dady
para una red de difraccion fractal que es aulo-alin con un exponente de escala 1
alrededor de algin punto (29, y0):

di(pe + w0, py A yo) = " di( -+ z0,y +yo) (31)

De los lcoremas de escalamiento y corriemiento para la transformada de la integral
conica v la relacion (31) las distribuciones de intensidad para los patrones de difraccion
en las distancias d y dy de tal forma que

A(d)) B(dy) = p? A(dy) B(dy) (32)
relacionadas por:
da\?
[Foar, (u -+ Aldy)xo, v + /l(dl)yg)|2 = (p_”f) (33)
1

2

(’2 112
Fars (2 - o0 2y - A(d
Mo (l)dlu F A(dz)lo,pdlv k- (12)!/0>

De la (32) sc pucden obtener las distancias dy y da para las que la relacion de
afinidad (33) pucde observarse

])2(d—d2)(1| = (d——d])dz (34)

Cabe notar que el escalamiento de las coordenadas da/pd; en cl lado derecho de
la ccuacion (33) serd uno cuando

d] -} dz = (l (35)

La distribucién de intensidad en los planos correspondientes serd similar entre sf:

o \2n 2y —d 2d; —d \|?
|Fl\l|(u'v)|2= ({(l([ ) F/\Iz (“’"l' (1—'$O,U+——] Yo
d — d

d d - (36)
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y las relaciones de las distribuciones intensidad define el exponente escalado 1.

Por lo general, para fractales finitos reales, la relacién (31) no es siempre cierta
pra toda p, sin embargo, para algunas sccuencias p = pk donde pg > 1, k= 1,..., N
y N cs un nivel fractal: dpy(pha -+ 2o, phy + yo) = p§ diy_ (@ -+ 20, v | yg). La
relacion (33) se transforma en:

2 1 2
FM (1 Aldy)ao, v+ A(rl,)yo)l ~ (vo—kll(l_2)
@

(v-x) [ da .
1'1(\1, ) (p"—du - A(da) o, _sz“ + A(d2)yo

01 Poa
donde d y dy estan relacionadas por:

_ pekdd,
Cd A dy(pFk - 1)

dq (38)

De igual forma, la relacién (33) para [ractales con soporte finito es vdlida c¢n
cualquier caso, excepto cuando A, B = 0 (d; = 0,d; = d), la ccuacién (37) para
cstructuras finitas s solamente cierta para una region d; € [6,d - 6], donde § depende
del tamaiio del fractal real y la longitud de onda A. Para d; en la region 0, 8] el patrén
de difraccion es casi el mismo que para la distancia 0 y para d; > d — § es un patron
de difraccion quasi-Fraunbofer. Para dy = p3*¥dé/(d - 6(p3* — 1)) la estructura se
asocia a un fractal de nivel N — k 41 y en la distancia dy la estructura sc relaciona
estrechamente con el generador del fractal investigado. Asl, las observaciones de la
cvolucién del patrén de difraccién para la distancia d; € |6,d = 6] revela la estructura
jerdrquica del objeto [ractal.

Para los fraclales reales con escalamiento discrelo pg la relacién (36) pucde obscer-
varse para los planos:

{
d(lk) ‘ T
11 pg 39)
R
(k) ({])5
dy’ = k
14-pg

Para los fractales conocidos como cl conjunto triddico de Cantor y la carpeta
de Sierpinski (po = 3) de nivel 4, derivamos el siguiente conjunto de distancias

con distribuciones de intensidad similares ((l(,k),d(;)) = (d/4,3d/4), (d/10,9d/10),

(d/28,27d/28), (¢/82,81d/82), donde k = 1,...,4. Para fractales de nivel finito N la
similaridad se da tnicamente en parte de los patrones de difraccién en las distancias
d(,k) y (lgk), pucsto que cstos patrones sc asocian con los fractales de diferentes niveles
(ver ccuacion (37)). Sin embargo, a partir de las observaciones de distribuciones de in-
tensidad similares, corridas una de otra cn ((Zd(lk) — d)zo/d, (?.tigk) - d)yu/d) cl punto

(o, yo) pucden determinarse alrededor de la localizacién de la simelifa escalada.

(37)

2




Usando el arreglo experimental que se mostré en la figura 14, podemos comentar
algunos interesantes resultados. En la figura 15 se muestra la evolucién del patrén
de intensidad desde la red de difraccion de Cantor de orden 5 utilizada, hasta la
posicion del plano de Fourier. IEste resultado confirma estudios tedricos previamente
desarrollado por T. Alieva et al. en relacién a la evolucién del espectro de Fourier
usando una transformada de Radon-Wigner (R2IVT), y cl poder contar con estos datos
es ulil para analizar el comportamicnto de la auto-similaridad en la propagacién a lo
largo de la regién de Fresnel. Para ciertos planos, siendo d = 4mi, se obtuvicron los
patrones de inlensidad mostrados en la figura 16 para las posiciones donde se esperan
distribuciones de intensidad similares. En la figura 17 sc muestran dos cortes para cl
par de distancias (d/4.3d/4) qne muestan autlosimilaridad en dilerentes posiciones a
lo largo de cada distribucién.
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4. Aplicaciones al procesamiento éptico.

Se presentan aquf algunos trabajos cu desarrollo, no necesariamente en relacién

directa con la geometrfa fractal, pero que son de interés para posteriores relaciones y
aplicaciones en dicha drca. El estudio de las superficies y la caracterizacién desde cl
punto de vista fractal es de interés no solo para poder correlacionar las propiedades
geometrico-alcatorias de la estructura, sino también para poderla reconstrufr a partir
de unos pocos datos. En este sentido los métodos de estudio que figuran entre los mas
importantes desde el punto de vista 6ptico, se relacionan con microscopfa y speckle.
Ademis, ¢l mancjo de la informacién éptica utilizando sistemas de procesamiento que
aprovechen la geometrfa y sus propicdades impresas sobre cl campo son de interés en
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Areas como éptica computacional y procesamicnto de seiales en general. La posibili-
dad de realizar filtrado y modificar la estructura de las redes fractales lleva a nuevos
campos de aplicacién cn estos temas. El estudio de imdgenes y superposicién de las
mismas obleniendo cstructuras cuasi-Moiré, permiten sacar nuevas caraclerfslicas y
propicdades del objeto y extender las aplicaciones a otros émbitos relacionando con
ciencia de materiales, como cs el caso de la percolacién y efectos de la visién. Poste-
riormente, ¢l estudio de la propagacién de ondas clectromagnélicas y su formulacion
desde un punto de vista de entropfa permite utilizar este pardmetro dentro de la
optica con una formulacién mas cercana a la teorfa termodindmica, y que permititd
extenderla a propagacién en medios desordenados y cadticos, donde la teorfa fractal
desempeiia un rol fundamental.

4.1. Estudio de superficies. Inlerferometrfa Speckle.

La posibilidad de los mélodos [ractales de generar estructuras para represen-
tar superlicies con una gran complejidad practicamente no tiene lfmites. Medir las
rugosidades y formas de una superficic es importante, pues estas ticuen inlluencia
sobre muchas de las propiedades que derivan de dicha superficie. Difcrentes mélo-
dos pueden ser implementados para este fin, y existen sistemas que ya permiten cste
tipo de mediciones, como ¢l microscopio de fuerza atémica (AFM) cuyo soltware in-
corporacdo permite, por cjemplo, obtener los resultados mostrados en la ligura 18.
Igualmente, cl andlisis de objetos inhomogéncos y medios complejos, a través de los
speckles formados cuando son iluminados con luz colierente o parcialinente coherente,
cs uno de los problemas de interés de la éptica estadfstica. El estudio de la evolu-
cion de la dimension de Haussdor!l o las anteriormente mencionadas en este capftulo
cn relacion al procesamicnto de imégenes, o bien las propicdades de correlacién de
una superficic son algunos de eslos parimetros que interesa medir. Algunos trabajos
reportados demuestran que la fractalidad del patrén de intensidad de una superficie
ticne una dependencia angular, y puede establecerse una ley exponencial de la forma:

(I,) ~ (sin0,)™" (39)

donde a es un pardmetro que depende de las propiedades topoldgicas de la superficie
y O, os cl d4ngulo de scatlering respecto a la normal a la superficic. El rango de
angulo de scattering que corresponde a la dependencia (39) est4 relacionado con las
[recuencias espaciales:

sinf, = A f, (40)

para el cual f; es la frecuencia espacial y A la longitud de onda utilizada cn cl testeo
experimental.

Técnicas de speckle mds claborada pueden darnos mayor informacién sobre los
pardmetros de una superficic como los que aquf nos interesan. Cuando un difusor cs
iluminado se produce un alto contraste en los patrones de speckle, pero también pucde
ser visto cn los patrones de interferencia, pues esté asociado con la coherencia del haz
del laser. Lucgo de muchos estudios los métodos de speckle han tenido inumerables
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aplicaciones y dentro de cllos las aplicaciones en lo que se refiere a las rugosidades de
superlicics.

Laidea hisica de correlacionar dos imdgenes de la misma superficic bajo diferentes
dngulos de iluminacién lleva a la idea del célculo de la dimensién de esta superficie yde
los pardnietros estadfsticos. Un experimento que utiliza el método de Digital Speckle
Pattern Interferometry (DSPI) es mostrado en la figura 19(a). Posibilita medir las
rugosidades de una superficie utilizando mediciones épticas y procesamiento digital
de la informacion.

Si sc tiene que el campo antes y despucs de rotar la superlficie estd dado por Ias

siguicnte igualdades:
b

‘ 2mi .
A=A, Zcxp [T (Z; (1 +cos) + q‘)o)] + Apexp(idg)

(41)

/lz

- 2t
/la LCX]) l:—/\—' (Z_, (1 -} C()S(() -I- A())) - (f’o)] -} AR C)l[)(i(f)”) N
donde Z cs la altura del elemento j-¢simo de scaltering, ¢ es una constante de fasc,
Ay os la amplitud incidente y A; es la amplitud reflejada.

Il método DSPI detecta una cantidad proporcional a ((1, - ]2)"’>'/2
finalmente cstd dada por:

, la cual

((h=R)P) = 1)+ (1) - 2(113) (42)
24 (3 - cxp(—§2(72) — 2exp <_£203)} .

con lo cual sc llega a que la visibilidad:

V = [nmx - Imin (43)
Imnx -+ Imin ’
puede ser medida y entonces se puede caracterizar la rugosidad como lo muestra la
figura 19(b). Otro lipo de correlacién involucrarfa la misma superficic y los cambios
dimensionales cuando existen cambios sobre clla (como por ejemplo cambios en su
temperatura o tensionces).

Existen métodos para la generacién y estudio de los pardimetros caracterfsticos de
superlicics con propicdades fractales. Un resultado importante es la ley exponencial
que sc ha verificado para las rugosidades de varias superficics, y cuyo resultado es
mostrado cn la figura 20(a). Ya que la funcién correlacién de una superficic puede
scr expresada en base a la funcidn de potencia espectral, en dicha figura se muecstra
esta funcién cn términos de la longitud de onda de las ondulaciones de la superficies.
Ademis, también ha sido considerado el caso en que la funcidon correlacién de la
superficic estd dada por una funcién de Bessel modificada, la cual involucra el caso
que normalmente consideran los estudios de speckle (correlacién exponencial). Un
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cjemplo del resultado obtenido para la funcién correlacién de la superficie se muestra
cu la figura 20(b), lo cual lendrd consccuencias sobre los estudios de patrones de
speckle que puedan realizarse.
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4.2. Procesamiento de la Informacién. Speckle Modulado por Franjas de

Youug.

Desde el experimento de Abbe-Porter (ver figura 21), las técnicas de filtrado

espacial se han hecho importantes en el tratamiendo de la informacién éptica. Aquf se
muestra un método de filtrado espacial combinado con franjas de Young, para obtener
un método con aplicaciones a procesamicnto de imdgenes [ractales.Cuando un objelo
tiene speckle en su imagen, podemos aplicar filtrado 6ptico si el patrén de speckle cs
modulado con franjas de Young. Como el tamaiio del speckle es muy pequeiio, en la
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Figura 23 — Campos clectromagnéticos que grafican el proceso obtenido con cl arreglo experimental de
la figura anterior. (a) Campo después de atravesar el rotador R,. (b) Componcntcs para cada polarizacion
en P/. (c) Diferencia de fase debida al polarizador P2.
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imagen no pueden verse las franjas de Young. Entonces, una forma de demostrar su
existencia es producir un cambio de fase en 7 en las franjas de interferencia usando
polarizadores.

El arreglo experimental se muestra en la figura 22, y consla de un método opto-
digital que utiliza una cdimara CCD y un software adecuado de procesamiento (IMA G-
PRO) para realizar cl filtrado.

La figura 23 mucstra ¢l fenémeno ffsico en sf. El rotador 1T polariza cl haz ldser
cn la entrada del arreglo ¢ ilumina el difusor D, el objeto I’ y la doble apertura Y
con los polarizadores 1. Todos estos hechos se muestran en las figuras. La figura
corresponde a los campos oblenidos después de atravesar cl polarizador 2. Ambas
sccuencias son obtenidas para dos posiciones del rotador 1T (con una diferencia angular
de 7/2). El resultado ¢s un cambio de fase en 7 en la distribucién de intensidad de las
[ranjas de Young. Ll efeclo obtenido puede verse comparando las figuras 24, donde
cn cl dltimo caso sc ve las franjas de Young modulando al speckle. La figura 24(c)
cs la transformada de Fourier para cste caso, donde aparecen los diferentes érdences
de intensidad. Cada paso indicado cn la figura ha sido utilizado para filtrar una de
las componentes periddicas del objeto fractal de Sierpinski, obteniéndose finalmente
cl objeto sin [ranjas de Young pero con speckle, como se ve en la figura 25 para la
carpecta de Sierpinski.

Para un buen procesamiento debemos tener en cuenta cual es la relacién cntre
los granos de speckle y la separacién entre las rendijas, y también considerar que cl
objeto fractal no tenga muy alto orden como para distorsionar el grano de speckle por
difraccion.
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4.3. Interfcrometrfa y obtencién de estructuras fractales.

Hasta ahora hemos mostrado como pucden obtenerse estructuras de tipo frac-
tal a partir de funciones rectangular o bien, a partir de dominios donde las tinicas



posibilidades eran que la funcién Lome los valores 0 o 1. Sin embargo, utilizando
la definicién de funcién simple se puede construfr palrones continuos, sin saltos en-
tre dos valores, de modo de poder tener funciones periédicas discretas. El teorema
del muestreo asegura que es una buena representacién de una funcién y que adeids

posee basc experimental, ya que esta representada por puntos discretos obtenidos por
cjemplo con una cdmara CCD.

En una forma general, el patrén Moiré es obtenido cuando dos distribucioncs
de franjas son superpucstas. Aquf usamos una superposicién multiplicativa que cs
obtenida desde:

[A!(Iry) = 11"'("':!:’/) Il{("':ty) s (44)

sicndo cl subfndice M relerido al patrén Moiré oblenido, [ a las franjas medidas y /1t a
las [ranjas de referencia obtenidas desde el registro inicial. El efecto Moir¢ es logrado
cuando las siguientes condiciones sobre las frecuencias de las franjas es obtenido:

vVE R Up
) (45)
Vp—vVp= Av < vn

donde vy es la frecuencia de la distribucién Ir(z,y) y vr es la de Tp(z,y).

La distribucién de intensidad de un interferograma general, incluyendo casos que
no son simiples distribuciones armdnicas, puede ser expresado como una serie de fun-
ciones periddicas:

o0
I(z,y) = In(%,9) + ) Ca(,9) cos[n D(z,7)] (46)
n=1
donde I,, ecs la intensidad media, Cy estdn definidos para n = 1,2,... y ¢ cs la

informacién angular de [ase del interlerograma y representa ¢l orden de franja N en
cada punto del patron para ©(z,y) = 27 N(z,y). Paraelinterferémetro de Michelson,
como el utilizado aqul, sc tiene la distribucién de franjas:

I(z) =K [1 + cos (h%)] (47)

Utilizando la ecuacién (44) puede demostrarse que, para cada desplazamiento en
la superficie, tenemos el correspondiente resultado:

1 e -] s «8)

donde v, cs la [recuencia de las [ranjas de interferencia oblenidas con cdmara ccCD,
v, es la correspondiente frecuencia del patrén de franjas generado por computadora,
M es la magnificacién de la lente utilizada y A es el desplazamiento de la superficie
(que en este caso es uno de los espejos del interferémetro).

Un experimento similar pucde desarrollarse para la determinacién del desplaza-
miento cn un rango mas pequeiio, tal como el interferémetro de Michelson mostrado
en la figura 26. En cste caso, la distribucién de intensidad es registrada con una
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cdmara CCD con 512 x 512 folodiodos y un soltware para el procesamicito de imd-
genes. Los resultados de patrones de franjas obtenidos se muestran cn Ia figura 27,
medinnte una sccuencia de imdgenes (de arriba hacia abajo): para la posicion inicial,
cuando la superficie es desplazada, y el patrén generado por compuladora a partir del
patron inicial. El resultado obtenido al aplicar un Moiré multiplicativo sc observa cn
las figuras 28. El corrimiento en el patrén de Moiré cs acorde al desplazamicento de
casi Jum de la superficie. En igual forma puecden superponerse franjas con diferente
escalanienlo, tales como las que se muestran en las figuras 29(a) y 29(b), y oblener
las franjas mostradas en la figura 29(c) con una estructura mds compleja. [En esta
forma, pueden conscguirse estructuras conteniendo una cierta auto-similaridad con
esle tipo de distribuciones.
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4.4. Superposicién de Imagenes y percolacién.

El fenémeno de percolacién es aquel por el cual se obtiene un ordenamicnto ge-
ométrico de las estructuras que involucran un cierto hecho, por lo tanto se habla de
transiciones de [ase de Llipo geométrico. La percolacién puede verse como un fené-
meno critico en la distribucién de probabilidad de los elementos constituyentes de
la estructura. Como cstos estdn en una relacién directa con el patrén de intensidad
(si se picnsa en una distribucion con la imagen impresa sobre una transparencia y
proycclada sobre una pantalla), entonces la distribucién de intensidad misma pucde
verse como un fenémeno crflico. Un ejemplo de esta situacién puede verse en la figura
30. Si se adjudican probabilidades de ocupacién a los componentes triangulares del
gaskel de Sierpinski, se comprucha que existen clusters que se forman por encima
de una probabilidad crftica (p. = 0.5928), pucs en cl caso de la figura 30(a) no hay
muchas conexiones cutre los clementos, mientras que en la figura 30(c) précticamente
todos csldn concctados.

Estudiamos estos hiechios a partir de la superposicién de dos imdgenes con las cor-
respondicntes operaciones de cambio de escala, traslacién y rotacién. Algunas situa-
ciones parccidas han sido estudiadas en la formacién de estructuras particulares in-
volucrando temas como correlacién, reconocimiento de patrones y visisn. Suponemos
ue tencmos dos imdgenes idénticas y que rotamos una sobre otra, o bien que tencmos
una imagen y una versién magnificada de clla y las superponcmos, o hien le agregamos
una rotacién a cste tltimo caso. Todo esto sc muestra en la figura 31.

Desde la teorfa de percolacién se tiencn los siguientes hechos:

£N II)_]’CI—V ’

rd, " <<£ (’19)
M(r) ~ @ ,
r r>» €

donde p¢ cs una probabilidad critica, € es la longitud de correlacién, M (r) es la masa
fractal contenida dentro de un radio r y dy la dimensién fractal. Iixiste percolacién
debido a que puede adjudicarse una probabilidad a la ocupacién de un clemento idén-
tico cn las posiciones cercanas a cada clemento (cuando una imagen se rota sobre la
otra). Al auimentar el 4ngulo, esta probabilidad disminuye y por lo tanto encontramos
que los clusters, poco a poco, desaparecen.

En la superposicién de dos imdgencs, se tendrd una proporcionalidad de la dis-
tribucién de intensidad crftica (la que forma los clusters) con la probabilidad crftica y
ademds, una dependencia con el dngulo de la masa {raclal contenida dentro del radio

r. Esto cs, sc tendrd la relacién:
['l'c(r) ~Pe

]”(,) ~ 74y 0
Junto con los cjemplos que hemos tenido en cuenta en la figura 31, pueden obser-
varse las grélicas que verifica que la forma de los clusters pucde representarse mediante
la ley exponencial:
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Figura 30 — Estructuras obtenidas al adjudicar valores de probabilidad para cada triangulito dc cstructura
fina. Se ve como se forman los clusters cuando la probabilidad de ocupacion es mas alta, para p>p..

Figura 31 — Difercntcs casos de superposicion de imdgencs con distribucioncs aleatorias: (a) una imagen

con su réplica, pero con una rotacién entre ellas. (b) Una imagen con una version magnificada de clla. (c)

Una imagen con una version magnificada de ella, pero con una rotacion para esta dltima. Al lado pueden
verse los respectivos resultados para los difercntes pardmetros de la ecuacion (51).



r(0) = A™<° (51)

para diferentes valores de los pardmetros A, k y dependiendo del dngulo de rotacién
entre ambas imégenes.
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4.5. Entropfa y fractales. Funcién de Entropfa Electromagnética.

Las distribuciones de intensidad estd4n muy claramente relacionadas con la teorfa
de curvas, y estas a su vez tienen una relacién immportante con el concepto de en-
tropfa. Dilerentes situaciones de un slstema pueden ser caracterizados de acucrdo a
las propicdades de curvas dentro de ¢l (ver comno ejemplo la figura 32). Para sintetizar,
la relacién entre entropfa y curvas queda dada a través de la dimensién:

1
- dilll” r
Una curva I’ de entropfa nula, se dice que es determinista, una de entropfa unitaria
se dice que es cadtica. Queremos ahora caracterizar la distribucién de intensidad de un
haz cuando sec propaga en el vaclo, lo que podr4 luego ser extendido a la propagacién
en diferentes medios. Esto nos permitird, en un futuro, relacionar nuevamente el
concepto de entropfa con los objetos fractales.

S =1 (51)

Un haz que se propaga libremente, después de haber interactuado con un objeto
y lejos de el, puede ser considerado como ‘un sistema aislado. Se define una tolal
entropfa para cada componente de un haz electromagnético y cstacionario con un
perfil de intensidad atn sin especificar (para ambos modos de polarizacién, TE y
T M) como:

Sk, ko, r,1,) = S(k, ko) + S(r,15) (52)
donde S(r, r,) indica la entropfa medida en espacio—r (siendo r, la posicién del origen
de coordenadas para la distribucién de intensidad) y S(k, k,) lo correspondiente al
espacio — k de los vectores de onda (La transformada de Fourier del anterior, donde
k, es la componente central de ambos). La funcién de entropfa es aditiva, dado que
ambos cspacios son independientes uno del otro y consecuentemente ambos forman
diferentes subsistcmas del sistema total. Asf del concepto dado a través de la teor(a
de la informacién, tencmos que:

4 -f-00

Sk, k) = /I(k, ko) logy I'(k, ko) dkk

—o0

+ oo

S(r,1,) = /I(r,ro) log, I(r,r,) dr ,

—00

donde, si se utilizan los haces con simetrfa cilfndrica, se puede expresar como funcién
de una coordenada tnica en cada caso. Pero en general se tendrfa:

as .
dS(k, ko, r,15) = %g(k, ko) dk + E(r,ro) dr (54)
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Figura 32 - Entropia de una curva. Simulacion de la transmision acuistica cn el océano. Diagrama de
amplitud-fase en cl plano complejo. (J. Prendy, Nature 342, 223, Nov. 1989)
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4.6. Propagacion de Haces-SGL cn cl espacio libre.

Considercmos perfiles de haces uni-dinensionales oblenidos a través de la convolucion
cutre funciones gaussianas y rectangulares (igura 33(a)). Esto es:

SG(x, 2= 0; W, , Wy) = rect(a’, W,) + Gauss(z' — x,z = 0; Wy) (55)

donde W,y Wy son los anchos caracterfsticos para cada funcién. Ista operacion
permite obtener perfiles con una distribucién uniforme de energfa que, desde el punto
de visla Leorico, puede resullar inleresante para aplicaciones en lasers para proce-
samienlo de materiales o para abordar el estudio de haces super-paussinnos.  Los
diferentes perfiles obtlenidos a través del producto de convolucion, representan una
aproximacion a la distribucion exp {-— (ﬁ,—)%} como se mtestra en la fignra 33(b) para
diferentes fdices de super-ganssianidad.

La funcién entropfa para diferentes perfiles puede verse en la figura 33(c) para la
posicion z == 0; también, los ndices super-guassianos, que corresponden a la aproxi-
macion de los perfiles super-gaussianos, se indican en cada caso. Como se esperaba,
existe una alta correlacién entre la distribucion intensidad y la funcion entropfa, pues
es sabido de la termodindmica clisica que ambas formulaciones (energélica y cn-
Lropica) son equivalentes. La fignra 33(d) muestra la derivada para cada caso, que
indica que la variacion de la entropfa se da en el sentido de la coordenada transversal,

Para obtener la forma funcional para la propagacion de haces-SGL deflinidos en la
ccuacion (55), debemos desarrollar el producto de convolucion entre el perfil inicial y
la correspondiente exponencial de FFresnel. Debido a la asociatividad del producto de
convolucién, la propagacion de los haces-SGL en la region de [resnel puede estudiarse
comenzando desde Ia definicion dada por la ecuacién (55), que finalimente se obtiene
al resolver laintegral:

4y, )
vy R g— o, (2 — z)? . )
SG(x, 2, W, W,) = / exp | — (T'Vg(z)) ex) [—] k QR(_Z)_- —Jjkz43¢(2)| dx,
—\w,

(56)
y entonces, la solucion para la propagacién a lo largo del eje z en la region de Fresnel
puede expresarse a través de:

(1)1 T U, W, /R(2) [k W, (2) — i I(z)]
2 [R(2) + ik W2(2)]

SGlr, z, W, Wy) =

i

—_
o
~1

~

(1) (W, —2) (R(2) + ik W,(2))
W, (2) /IH(z) [k W,(2) - i R(2)]
(~1)F (W, 4 z) (R(2) + i k W,(2))
W,(2) VR(2) [k W,(2) - i R(2)]

- erf
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Figura 34 - Propagacion de un haz supcr-gaussiano en un medio sin dispersion, isétropo y estacionario.
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Como cjemiplo, la propagacion de un haz que representa una aproximacion a un
perfil super-guassiano con fudice v = 5 (W, = 1.9, W, = 0.3) se mucstra en la
figura 34 para diferentes posiciones en la direccién de propagacion, que se encuentran
relacionadas con el nimero de Fresnel N f definido por:

W, 1+ 3W,)2 ,

donde A es la longitud de onda del haz monocromdtico.

Podemos ver en la figura 35 la intensidad media como funcién de cl ancho cara-
calerfstico del haz (que conticne 99% de la cnergfa total). Que es, de igual mancra,
similar al resultado a los oblenidos para un proceso termodindimico politrépico. En
cste caso estimamos el ancho para diferentes posiciones a lo largo de la trayccloria
del haz y calculamos la correspondiente intensidad media. Asf, sc pueden ajustar los
puntos cuadrados con la curva, utilizando algiin método de aproximacion, como cl de
B-spline que es el utilizado en el presente caso.

Dada la complejidad para analizar y ser capaz de asociar los diferentes procesos
considerados en termodindmica con la correspondiente propagacién de haces super-
gaussianos, por si solos, presentamos csta aproximacién haciendo una comparacién
con los gases ideales, dejando para un futuro trabajo un andlisis mas completo

Corolario 2 - I5] haz de expansion se lleva en direccién de la entropfa miéxima local
y la posicion inicial del extremal que indica dicha expansién depende de el fndice de
super-ganssianidad.

La cuantificacion y direccién de dicha variacién se obtiene considerando dos estados
para cl sistema (inicial y final). En la figura 34(0) se pueden ver, junto a los puntos
medidos, los estados correspondientes para el spot de ldser obtenido con una cimara
CCD y csto puede ser de utilidad, pues constituyen otra forma de caracterizar la
propagacion de una onda dentro de un medio.
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5. Conclusiones y futuros desarrollos.

IEl estudio de la difraccidn por redes fractales épticas y la aplicacién al proce-
samienlo dptico de la inforinacién ha sido presentada en esle capftulo. Hemos visto
algunas propicdades interesantes de la funcién auto-similaridad introducida por 1.
Asakura et ol.. El tema de estudio de la difraccion por redes fractales pucde ser
[icilmente extendido a redes alealorias y cuasi-aleatorias. Esto podrfa tracr como
consccucncia que nuevas funciones de similaridad puedan ser definidas para estimar
la relacion entre pardmetros estadfsticos. ISn el futuro se prevé el estudio mas detallado
de estructuras con geometrfa variable cn su estructura fina, al igual que profundizar
aiin mas los estudios cn la regién de Fresnel ya que por un lado surgen interesanles
aplicaciones del fenémeno de autoimdgenes, debido a la superposicién de funciones
periddicas y las posibilidades de medicion de otros pardmetros de la estructura. Tam-
bién, sc ve gue existen zonas de alla correlacién entre la funcién original y sus réplicas
dentro de la regién de Fresnel, que no habfan sido dectectadas en las mediciones e im-
plementacion numérica de la funcién auto-similaridad.

Dilcrentes consideraciones son presentadas aquf para futuras aplicaciones y rela-
ciones con la geometrfa fractal, en lo que hace al estudio de superficies, ulilizando
técnicas de inicroscopfa éplica. Es importante poder caracterizar la funcién correla-
cién para la generacién dindmica de este tipo de superficies. Ademds, las técnicas de
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speckle resultan un complemento importante de las anleriores en el rango visible por
su facilidad de montaje. Con esto pueden estudiarse las variaciones de Lemperatura
o de tensiones que soporta una superlicie a través de las variaciones en su dimensién.
Il procesamiento éptico de la informacion genera muchas aplicaciones tanto en imd-
genes, pariacobtener las caraclerfsticas fractales y poder estudiar fallas en estrucluras
o bien para generar nucvas estructuras conteniendo otro tipo de informaciéon gptica.
IEn este sentido un formalisio matemdtico es necesario implementar para relacionar
dichas propiedades con las diferentes operaciones de superposiciéon tipo Moiré o bien
de filtrado de componentes. En otro sentido, la propagacién en medio desordena-
dos olrcce nuevas posibilidades a través de su caracterizacidn de la entropfa espacial.
Pueden combinarse diferentes resultados como los métodos de auto-imdgenes y proce-
samicnto para obtener las propiedades correspondientes, pero ademds ol método de
cntropfa favorece Ia formulacion en un marco formal mds genereal al poder relacionar
con L Leoria Lermodindmici.



Bibliografia complenientaria para el capitulo I1I

1.

2.

Noe

10.

I
12.

13.
14.

16.

17.

II. D. Bale and P. W. Sclunidt, Phys. Rev. Lett. 53, 596 (1984).

A. Laklitakia, N. S. Ilolter, V. K. Varadan, and V. V. Varadan, ”Scll-similarily

in dillractaion by a sclf-similar fractal screen”, IEEE Thans. Ant. Prop. 35,
2306-239 (1987).

M. Born and W. Woll, Principles of Optics, Gth ed. (Pergamon, New York,
1980).

. B. B. Mandelbrot, The Fractal Geometry of Nature (Frecinan, San Francisco,

1982).
D. L. Jordan, R. C. Hollins and E. Jackeman, Appl. Phys. 13 31, 179 (1983).
J. Uozumi, II. Kimura and T. Asakura, Waves in Random Media 1, 73 (1991).

J. Uozumi, K. E. Peipounen, M. Savolainen, R. Silvennoinen and 1. Asakura,
Am. J. Phys. 62(3), 283 (1994).

Y. Sakurada, J. Uozumi and T. Asakura, in Oplics as a Key to High Technology,
Proc. SPIE 1983, 371 (1994). ‘

J. W. Goodinan, Iutroduction to Fourier Optics (McGraw-Ilill, New York,
19G8).

N. M. Blachman, “Sinusoidal and Walsh [unctions”, Proc. IEEE 62(3), 346
(1974).

L. N. Hazra and A. Guha, JOSA A 3(6), 843 (1986).

I{. Patorski, “I'he scll-imaging pliecnomenon and its applications”, Prog. in Opt.
XXVII, E. Wolf, ed., 3-108 (1989).

J. W. Goodman, Iutroduction to Fourier Optics, McGraw-Il1ill (1968).
A. W. Lohmann, Optical Information Processing, Univ. LErlangen, 14-21 (1978).

J. Levy-Véhel, Fractal Approaches in Signal Processing, Iractals, 3(4) 755-775
(1996).

I1. A. Makse, C. K. Peng, M. A. Salinger, M. 11. R. Stanley, G. M. Viswanalhan,
Iyactals 4(3), 427-451 (1996).

A. D. Freitas, S. Coutinhio, “Multifractality of Generalizaed ibonacci Proliles”,
Iractals, 1(3), 694-701 (1993).

. I, B. Tatom, The Relationship Between Fractional Calculus and [ractals, Frac-

tals, 3(1), 217-229 (1995).



19.

20.

21.

22.

23.

24.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

0. Trabocchi, C. Colaulli, E. E. Sicre, “Walsh-Iladamard Analysis of the Iresnel
Diflraction by Cantor Fractals”, Optik 108(2), 78-82 (1998).

C. J. R. Sheppard, K. G. Larkin, “Similarity Theorems ofr Iractional Fourier
Transforms and [Fractional Ilankel Transform”, Optics Comun. 154, 173-178
(1998).

Y. B. Karasik, “Ilow to Compute T'hree-dimensional Convolution and/or Corre-
lation Optically: A Mathematical Foundation”, J. Mod. Optics 45(4), 817-823
(1998).

C. J. R. Sheppard, “Free-space Dillraction and th Fractional Fowier ‘I'ransfor-
m”, J. Mod. Optics 45(10), 2097-2103 (1998).

['. .J. Mariunho, L. M. Bernardo, “Numerical Calculation of Fractional Fourier
Transforms with a Single FFast-Fourier-Iransform Algorithun”, J. Opt. Soc. Am.
A15(8), 2111-2116 (1998).

D. Dragoman, “The Relation Between Light Diffraction and the [Fractional
Fourier Transformn”, J. Mod. Optics 45(10), 2117-2124 (1998).

. C. A Brown, “Concurrent. design of engineering surfaces using patchwork analy-

sis”, Fractals 2(3), 423-427 (1994).

K. Creath, “Phase-shifting speckle interferometry”, en Progress in. Optics XX VI,
E. Wolf, ed., 350-393, North Ilolland (1988).

R. S. Sirohi, ed., Speckle Metrology, Marcel Dekker Inc., New York (1993).

1. Takatsuji, B. . Oreb, D.JL Farcant and J. R. Tyrer, “Simultancous mea-
surcment of three orthogonal components of displacements by electronic speckle-
pattern interferomelry and the Fourier transform method”, Appl. Opt. 36(7),
1438-1445 (1997).

Ebbeni, J., “Overview of coherent optics applications in metrology”, en Scat-
tering end Diffraction, 11. A. Ferweda, ed., SPIE Proceedings 1029 (1988).

1ausler, G., “About physical limits of range sensing”, Proceedings ol the 1994
Fronticrs in Information Optics, 63, 1994.

S. Ledesma and C. Iemmi, “Fraunholer diflraction patterns generated by Cantor
phasc gratings”, Optik 97(1), 9-14 (1994)

M. Ferndndez-Guasti and M. de la Cruz Heredia, “Dilfraction paltern of a cir-
cle/square aperture”, J. Mod. Optics 40(6), 1073-1080 (1993).

76



ALen

nwhnarnnae

dia.0

G e rane

CAPITULO IV

RESULTADOS DE LA TEORIA VECTORIAL Y

ALGUNAS DE SUS APLICACIONES




L. Interaccion de la radiacion electromagnética con la materia.

Iniciamos aquf ¢l estudio de la relacién que existe entre las propicdades geométri-
cas de Jos objetos y los campos clectromagnélicos que interaccionan con cllos. Iis
sabido que diferentes propiedades (desde cl punto de vista cleclromagnélico) pucden
derivarse cuando las dimensiones del objeto son comparables con la longilud de onda
de la radiacién incidente.  Diversos clectos relacionados con la polarizacion y las
propicdades geomdétrico-estadfsticas comenzardn a ser tenidas en cuenta de aquf en
mas. I%s interesante poder dilerenciar los eleclos que tiene dicha geometri(a; referida a
cstructuras con distribucién de tipo [ractal, periédica y cuasi-periadica, sobre las on-
das dispersadas por la superficie de separacion entre dos medios o también ¢l cfecto de
la estructura volumétrica de un iedio material sobre la onda refllejada o transmitida.

Las propicdades de propagacion, rellexién, refraccion y scaltering de ondas clee-
tromagntlicas son adecuadamenle deseriplas por las ccuaciones de Maxwell de la
clectrodindmica cldsica. Uste problema [fsico es bien conocido y en la figura 1 se
muestra la incidencia de una onda sobre la interface que separa dos medios. Ademids,
de acuerdo con las ecuaciones de onda de Maxwell:

1 9B

V-E = 0 s VxD+;—ai—0 y (l)
e I

VB =0, vxB-ECTog
¢ Ol

sc puede verificar que las soluciones, para las ondas salientes desde la interface, son
de Ja forma:

E(x,t)=E, expltkfi-x —iwi] , B(x,t) =B, explikii-x —iwl] , (2)

1
B(x,t) = /€ i x B(x,t) , Sz—z—% T »x I1*

k)

cu donde, como es sabido E(x,1) y B(x;t) son los veclores campo eléetrico y campo
magnélico respectivamente, &k cs el veclor de onda y w la frecuencia de la radiacion,
i es cl versor normal a la superficie de la interface, gt y € son constantes del material
sobre ¢l que incide la onda y S es ¢l vector de Poynting. Las condiciones de contorno
para resolver «ste simple problena se pucden expresar nediante:

[61 (Et'o - E,.,,) — €9 Eltj] -n=0 ,

(ki XEip+k, X Brp—Kke XI5,] - i=0
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Figura 3 — Curvas de dispersion para polaritones superficiales: (a) Plasmones y (b) Fonones épticos. (R.
. Wallis and G. 1. Stegman, Electromagnetic Surface Excitations, Springer-Verlag, Berlin, 1986)

Figura 4 — Scattering electromagnético por una superficic uni-dimensional (f{x)) entre dos medios / y 2.



[Eirv""lnrr)*'mln] xn=0 ' (3)

| L.
— (ki x Bk, xBy) —— (kX By, )| x i =0,

Iy o

con lo cual se oblicnen [dcilimente las expresiones para los coeficientes de Fresucl, de
acucrdo con la direccién de polarizacion de la radiacién incidente. 131 resnltado cn
cada caso cs:

- I perpendicular al plano de incidencia o modo 1'[5:

¢ Ky, 21y cosl;
. . =
0y cosl; + e} n2 —n? sin?0;
12
1)
Iz ) (
. ny cosf; - “Ly/n2 — n'f sin? 0;
I, Jig
I - 1y 2 2 o 2_— '
ny cos 0, + — /ns —nf sin” 0;
\ Jig
- I perpendicular al plano de incidencia o modo 7°M:
¢ I, 2 1 ng cosl;

§on " Yy !
“io A2 cosO; -k nyy/nd —n? sin? 0
)

.
5)
.2 2 2 32 (
s Enz cosl; —ngy/ns —nj sin®0;
0. { .6 !
Eio /—'n% cos 0; 4 nyq/ng —n? sin? 0;
\ Iz

donde los subfndices 2, 7 y ¢ indican los campos incidente, refllcjado y transmitido
desde la interface; igualinente, cl subfndice 1 se reflicre al medio desde el cual incide
la radiacién electromagnélica y el 2 al medio sobre el que se refleja y transmite.

1.1. Efectos superficiales

L5l modeclo de Drude es la mds simple formulacién clédsica para poder visualizar el
cleelo de la radiacién sobre un material. Describe principalmente lo que ocurre en cl
caso dc la reflexién metdlica y de semiconductores que poscen una alta densidad de
clectrones libres dentro del material (ver figura 2). Las principales caraclerfsticas de
est.e modelo son:

1) 13ntre colisiones, la interaccién de los cleclrones entre sf y con los iones de la
red del material son despreciables.

2) "I'ales colisiones son eventos instantiineos, que alteran abruptamente la velocidad
del cleetron.



3) La probalidad por unidad de ticinpo de que un clectrén experimente una colisién
estd dada por el valor %, sicndo 7 ¢l licmpo de relajacion.

1) Los clectrones estdn en equilibrio termico con los alradedores solo a traves de
las colisiones.

Uno de los resultados mds importantes de este modelo estd relacionado con la

constante de permitividad cléclrica del material, la cual sc demuestra que estd dada
por:

2
)
elw)=1- —g ,
(6)
Anrne?
w;) = )
m

donde se licue que w,, ¢s la frecuencia de plasma, m la masa y e la carga del electrén
respectivamente y n la densidad de electrones libres.

Cuando una onda se propaga en un medio (suponemos que cste es lineal, isétropo,
no magnético y sin pérdidas), sus propicdades son modificadas por ¢l acoplamiento de
la onda con las excitaciones clemenlales del medio. La excitacién acoplada se llama
polaritén y consiste de un folén acoplado a un plasmaén, fouén 6plico, magnén, cle.
Una onda superficial clectromagnética es un polaritén en cl cual el campo electro-
magnélico estd localizado sobre la superficie. s sencillo demostrar, para el caso de
superlicics planares que, si se Licnen las constantes de atenuaciéon de los medios:

o (w) = k2 — (3)261@») ,

c
(7)
W\ 2
— L2
(.Yg(u)) =k“— | = Eg(w) ,
c
y se ulilizan las soluciones de onda a las ecuaciones de Maxwell en cada medio y las
condiciones de contorno, entonces sc llega finalimente a la relacién de dispersion:

e1(w) _ _al(w) , (8)

ga(w) az(w)

sicndo oy (w) y ag(w) positivos, cntonces cuando cxiste un polaritén superficial €, (w)
y €1(w) ticnen signos contrarios, lo cual implica un valor complejo para el segundo
medio y de esta forma sc consigue una alta refleclividad. Iguahnente, se verifica que
cnh cstas condiciones liny solamente un modo superficial TM. Damos a continnacién
algunos ¢jemplos de posibles casos de polaritones.

Plasiones superficlales. Sc da cn el caso de melales y semiconductores que
poscan clectrones libres de moverse sober la superficic. A partir de la ecuacién (6) del
modelo de Drude se puede demostrar que la frecuencia del plasmén superficial estd
dada por: :
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; i
“’.Z?I'(k) = {(l - €00) k% gmwﬁ,_ (9)

.
2Eco

- \/((1 4 €00) €2R? + Eco w'i,)?' — de o ¢?K? w?,} ,

un dibujo de la relacién obtenida se muestra en la figura 3a.

Fonones éptlcos superficlales. I3 cste caso representamos inateriales como los
alealinos o semiconductores polares, con una o mas ramas 6plicas. Si por cjemplo se
tiene un cristal cibico con dos 4lomos por celda unidad, y la funcién de permitividad
cléetrica estA dada entonces mediante:

2 2
wio —Y¥ro
W) =€n |1 x ; 10
E( ) € ( %' 2 ) ) ( )

donde wy, y wro son las [recuencias longitudinal y transversal de los fonones 6plicos.
Si en este caso el scgundo medio es ¢l vacfo, entonces se tiene el resullado:

1
wso(k) = ST {(1+ec0) Akt epowio— (11)
(o o]

- \/((l - Eou) C2R2 A €y w ) = e C2RE (WE ) -+ £0o W)

Ion la figura 3b se mucestra la relacién de dispersion wgo (k).

Modclos mas complicados pueden desarrollarse a partir de los estudios de los
sélidos y la teorfa de campos, pero no prolundizareinos al respecto, sino que lo que
sigue sirve para darle una basc (fsica a los diferentes aspectos que luego mostrarcimos
y que son de interés para desarrollos posteriores en el modelado de superficies y de
csbructuras que contengan geomelrfa frnctal,

IZn general, las inleracciones no lineales épticas ocurren cada vez que lus campos
(colierentes) 6plicos de uno o mds haces ldser son lo suficientemente grandes para
producir en un medio (adicionalmente a la respucsta lineal) campos de polarizacién
no lincal. Pueden entenderse como los términos de segundo (y mds alto) orden de
una expansion cn scrie de polarizaciéon proporcional al producto de dos o mas de los
campos incidentes. Un Lérmino de segundo orden solo puede darse en cierlas clases de
cristales que carccen de centro de inversién, mientras que los de tercer orden ocurren
en todos los materiales. Los campos de polarizacién no lineal son las [uentes de campos
Splicos en nuevas frecuencias; si se hacen coincidenles en fase, crecen linealmenle con
la propagacion.

Muchos [enémenos 6pticos, se realzan sobre un film de metal rugoso. sto sc
asocia comminmente con la excitacién de plasmones superficiales. T'fpicamente se re-
conocen dos tipos de plasmonces superficiales: onda de plasmones supetficiales (SP1V)
y plasmones superficiales localizados (LSP). Los SPW se propagan lateralmenle por
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la snperficie del material: los LSP se conlinan a partfculas de metal que son mucho
mids pegnueiias en Lamaio que la longitud de onda de la luz incidente.

Ividencia reciente, sugicre que los films de metal depositades en firfo son estruc-
turas fractales auto-afines. Las estructuras [ractales no poscen invarianza traslacional
y no pucden Lransmitir ondas de corriente ordinarias (tales como las SPW, por ¢jem-
plo). Matlematicamente, esto es consecuencia del hecho de que las ondas de corriente
1o son cigenmodos del operador de simelrfa de dilatacién que, en general, caracleriza
las superficies con auto-afinidad y los clusters fractales. La cliciencia de los fractales
para desechar las ondas de corriente pucede llevar a un entendimicnto detallado de la
“auto-cstabilizacion” de la mayorfa de los fractales encontrados cn la naluraleza,

Los cigenmodos dipolares en los compucstos fractales son substanciahnente dife-
renles de aquellos encontrados en olro medio. Los agregados fractales poscen una
variedad de eigenmodos (fractones) dipolares, distribufdos sobre un amplio rango cs-
pectral. Para el caso de una coleceion tridimensional convencional de partfeulas (tales
como una eslera alealoria compacta de partfcnlas o un gas alealorio de partfenlas), los
espoectros de absorcion son maximos cerca de una resonancia relativamente angosta
de partfculas individuales. Los cigenmodos dipolares de los [ractales pueden excitarse
por un campo cléctrico homogéneo, mientras que sélo un modo dipolar puede ser
excitado por el misino Lipo de campo en una csfora dicléctrica. Tanto en el medio
continuo como en la mayorfa de los medios microsespicaumente desordenados, pero ho-
mogéneos en promedio, los medios dipolares (polaritones) se encuentran generalmente
delocalizados sobre grandes dreas. Todos los mondémeros absorben energia luminosa
con aproximadamente igual relacion en las regiones cuyas dimensiones lincales exce-
den significativamente Ia longilud de onda del campo incidente. Contrario a eslo,
los lractones en materiales nanocompuestos, tales como los clusters de fractales y los
films delgados aulo-afines, son de corlo rango y tienden fucrtemente a ser localizados.
I%stos compuestos Licnen cigenstados que con frecuencia pertenccen a la resolucion de
lav sub-longitud de onda. Dichos medios irregulares no son homogéncos cn promedio,
y permanceerdn desordenados en todas las posibles escalas; por lo tanto, no poscen
simetrfa Lraslacional. 12n su lugar son simélricos con respeclo a la trasformacion de
escala (i.c. invariante en cscala).

La absorciéon de la luz por una coleccion de mondmeros confinados en regiones
sub-longitud de onda pucde ser mucho mayor que la de cualquier otro mondmero
cnsamblado, simplemente porque la variacion de densidad en las diferentes regiones
de un objeto (donde mas o menos vacfo estd presente). Por lo tanto se podrfan esperar
fuertes flucluaciones de campos locales que se asociarfan con dicha localizacién de los
cigeumodos dplicos. Las (Inctuaciones espaciales de los campos locales incentivan
cnormemente un gran nimero de efeclos dplicos para nanocompuestos.

IZn films auto-afines, las oscilacioncs de plasmonces asociadas con diferentes ca-
racterfsticas de rugosidad interactian de manera importante con cada una a través
de Mierzas dipolares, o mas cspeclficamente multipolares.  As( las oscilaciones de
plastmones en superficies anto-afines no son SPW convencionales ni LS. Deberfan
tratarse como cigenmodos coleclivos formados por la interaccidn entre diferentes ca-
racterfsticas de un film anto-affn.

A dilerencia de las superficies alealorias con pequeiias inhomogeneidades cspa-
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ciales, la contribucién a las arménicas espaciales mds altas (con la amplitud mayor
que la de la longitud de onda de la arménica) juegan un rol importante en la descom-
posicion de Pourier de una superlicie auto-aflfn. slo significa que ni la perturbacion
de Rayleigh ni el enfogue de Kircholl (6plica geométrica) pueden aplicarse para de-
seribir las propiedades 6pticas de una estructura anto-affn.  Ademds de estos dos
acercamicntos bisicos, existe nn enfogue de perturbacion de fase, que es en cierto
sentido, intermedio entre los dos métodos propuestos anteriormente y no puede ser
aplicado para nna superficic aulo-alin,
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2. El problemna general de scattering electromagnético.

La magnitud inds iinportante en el scallering por una superlicie es la refllectancia
bidircecional (BRDF), que es nna funcién multidimensional que describe la depen-
dencin angular y en polarizacion de la intensidad de luz rellejada y dispersada por una
superficic. Se expresa en Lériminos de la resolucion angular o intensidad diferencial de

scallering (:Tis,i) y la scceién transversal g, de la siguiente mancra:
: L 1 /dlg o
] 0. - | — ] = ) 12
BRDE(0:,04,%5) cosl; I (dQ) 47 A, cosl; cosl, (12)
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sicndo I; 1a intensidad incidente, 1. la intensidad en campo Igjano, A, el drea ilu-
minada consideradas para cada polarizacién. En general, el problema de scatlering
requicre la solucién de una ccuacion integral que relaciona los campos incidenles so-
bre un cierto objelo y los dispersados por ésle. Diversos mélodos hnn sido tenidos
en cnenta, y los mas conocidos son las Leorfas de Rayleigh y Kicclioll, y luepo In
desarrollada por Beckiman.

151 problema basico del scallering de uwna onda plana por una superlicic con ru-
gosidades se esquemaliza en la figura 4, para una superficic uni-dimensional.  Fsta
superlicic puedo tener también una simetrfa de tipo cilfndrico a lo largo de uno de los
cjes coordenados, con lo cual es posible consegnir ¢l montaje conocido como difraccion
conica. 18] problema mds sencillo de resolver en estos casos es cuando la onda incidente
ticne el vector polarizacién en la dircecion de este cje de simelrfa (como serfa el caso
de la figura 4), y entonces se dice que la incidencia ¢s en la scceién principal. Si con-
sideramos este caso, sicndo que la forma general del campo incidente monocromiltico
est

Fi(x,y) = expli (vox — O,y)] (13)

tenicndo en cuenta las signientes definiciones:

o, = k sinfl,

ﬁoz \/762—”?; ) (lll)
2m
/\ !

IZn ambos medios debe verificarse que los campos eleclromagnélicos deben ser
solucidn de la ecuacion de onda de Hehnholtz:

k=

(V2 4+ k2 0?) I(z,y) =0 (15)

debiendo satisfacer las siguientes condiciones de contorno sobre la superficie de sepa-
racién de ambos medios:

(e, f(x)) = Fa(z, ()

. (16)
(1, () = 22, @)

y siendo 17, una constantc ignal a 1 para el modo T'E y a n3 para el modo 7M.

Al

vV, ——
di

Los primeros estudios sobre teorfa vectorial fueron desarrollados para redes de
difraccién, es decir, con una periodicidad inclufda en su distribucion. Iixisten diver-
sos métodos que sc han cmpleado a lo largo de los afios en csta drea. Las primeras
aplicaciones se referfan a la dispersion de ondas clectromagnéticas por redes con un
material de conductividad iy alta (incluso infinita) y luego fue extendida a materi-
ales con cnalquier valor en su constanle de conductividad. Ya que nuestro principal
logro matemdtico ha sido la descomposicién de [raclales en funciones periédicas, nos
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intercsa estudiar cl eleclo sobre cada componente en ¢l marco de una Leorfa vectorial
de difraccion para este caso. A continmacion damos un resullado que se comprucha
fdcilmente para el caso de un material conductor perfecto, y se familiariza con cl
teorcma de Mloquet-Blochy, pero puesto para el caso clectromagnélico:

Fplx 4-d, f(z)] = = F; explj ad] . (17)

sicndo d un desplazamiento en 2, D se refiere al campo difractado ¢ 1 al cainpo
incidente. 13n el caso de una red de difraccion (con conductividad finita), la solucién
matemdlica para caleular los campos dilractados desde un arreglo periédico es:

- Modo 1°17:

0o
BT (x,y,2)=¥ Z Ton exp iy, + tnz))

m=—-0n0
(18)
00
" (x,y,2) = k! Z T (=Rl + Z9,) exp [V T F Ln2))
Mm=-00
- Modao ‘"M
B (2,y,2) = k71 > Ly (Rt — 27,,) oxp [i(7,,2 -+ tn2)]

(19)
IiITI” (n":?llx Z) =y Z L CXp [I(FYm’l’ + f’"lz)l '

m=—00

donde para ambos casos se ha definido:

_ 2wm
’Ym. - d ’
(20)
{'Hl - kl —'an, ’ si h’m' S k

7%1 - kZ ’ si h’ml >k

Los cocficientes 715, y L. representan las amplitudes complejas de los 6rdenes
difractados por la red. 1Zstén dados por:

( d
T, =d! /E,,(a:,y,()) exp (—#y,,x) dv
o

(21)

d
Ly=d! /I]y(n:,y,()) exp (—#y,,7) dx
K
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La densidad de encrgfa Lotal queda dada por:

- < "l)ﬂ(n:l’.'/, Z) >D ‘*' < 'UJ/l(m»y)z) >l)
< Wel2,Y, 2) >1 -+ < wp(w,y,2) >

< w(x,y,2) > (22)

1
= 5 (< we(z,y,2) >+ < wy(r,y,2) >

Finalmente, tenemos que el promedio Lemporal de la componente z del vector de
Poynting es:

< S,(,y,2) >p

< Sy(x,y,2) >=
( / ) <S‘Z(ZU,’!/,Z) >I

= (kn cos0) ' Re Z.’I',,, em (7, 2) Z'J;; L en(x,z) ,

m n

donde se Liene que los subindices Ty 1) indican el campo incidente y difractado
respecliviuncnte.
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3. Rellexion y transinision en una interface.

La propagacién de ondas en Ifneas de transmision es un problema unidimensional
y mmcho mds simple que la propagacion de ondas clectromagnélicas en un medio
material. Debido a la analogfa entre ambos tipos de problemas, pueden resolverse
situaciones complejas en términos de la Ifnea de transmisién equivalente.

Las eenaciones que describen el potencial y la corriente en una Ifnea de bransinisién
que s exticnde a lo largo de uno de los ¢jes coordenados son:

19\% al
'——az (o,t) =L '5[(2,1,) y
(21)
al oV
&(z,f)=—c H‘(Z,L) ,

para las cuales I ¢s la induclancia, C es la capacilancia y ademds sc ticnen las
relaciones: b = wVLC yv, =% = :i:ﬁ (velocidad de fase). La solucién general
estd dada por:

V =V, exp(i{wt — kz)) + Vo exp(i(wt -I-kz))

(25)
I =1, exp(i{wt — kz)) + I_ exp(i{wt + kz))
donde también sc define la impedancia caracterfstica de la Ifnca dada por:
V. L L
o2z, (26)

I, &k C
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3.1, Relaclén con la reflexiéon y transimisiéon en electromagnetismo.

Mostramos un método que resuelve el problemna de reflexién y transmisién clec-
tromagnélico ulilizando Ja lfnea de transmisién equivalente. Pero vemos que en nn
caso general, debemos hacer distincién entre los modos T'E y 1'M; eslo se puede ver
en la figura Sa y Hd, donde se inuestra la equivalencia mencionada entre los problemas
clectromagndtico y de lineas de transmisién.

e Modo 1'5: Iy =V, , -ll; =1y, pn=1L, ¢€cos?0=C,y laimpedancia

caractarfstica cs:
z r Z, secl (27)
= —_— = sCC (
1 ¢ cos 2@ °

Se oblicnen entonces los coclicientes de Fresnel:

rL(0) = Zy seclly — Zy sccll
FA T sec 02 - 24 see O

(28)
2 Zq secly
Zg sccly -+ 2y secl)

T (h) =

e Modo I'M: I5; =V, Hy=1,, —pcos?0=1L, —e=C,ylaimpedancia

caracleristica es:
{1t cos 20
Z” = /%- = Z,, C()SO (29)

Se obtlicnen entoncees los cocficicntes de resnel:

_ 2y coslly — Z; cosly
- Zy cosfly + Zy cosl)

Uy (01)
(30)
275 cosl,

(00 = Z, cosly -+ Zy cos 0,

Hemos encontrado [inalimente los cocficientes de reflexién y transmisién para cada
polarizacion, en [uncién de las impedaucias de cada medio, o de la lfneca de transmisién
cquivalente. Los dngulos 0 y 0 quedan, por supuesto, vinculados a través de la ley

de Snell.

4. Mc¢todo de nnpedancia superficial variable.

La difraccién y el scattering de ondas electromagnélicas por estructuras planares
ticne aplicaciones en acnsto-Gplica, Optica computacional e integrada, lholograffa y
espectroscopfa. Varios autores han Lratado estos probleinas desde diferentes puntos de
vista cuando cstas cstrucburas planares poscen fndice de refraccién variable con alguna
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de las coordenadas espaciales. 'Tales estrucluras han sido Hamada superficies con
variaciones en el medio para distinguirlas de las superficies con variaciones espaciales.

Existe una aproximaciéon para cl estudio de redes de difraceion y superficies ru-
gosas, las cuales cstdn inclufdas en ¢l segundo tipo de eslructuras, que consisle en
reemplazarlas por un plano con impedancia perturbada con wna funcion espacial.
Iiste método ha sido inicialmente usado para describir cualitalivamente las anomalfas
Wood en redes de difraccién, para el estudio de eleclos no especulares en haces cleclro-
magnélicos, y posteriormente extendido a superficies rugosas con micro-rugosidades.

4.1. Calculos usando la funcién impedancia de entrada.

IZs posible demostrar que las impedancias de entrada para una superlicie, para
cada modo de polarizacién, en Lérminos de las impedancias de los medios, queda
cxpresada mediante:

ZI I'( ) — é 1 ,
21 | Za 14 2 (a)2

(31)

2
2
ZIiMa) =22\ [1 - Z2 (2)
Zy Jig k
ara cslas impedancias superficiales, la parte real e imaginaria en [uncion de la
componente angular de un haz monocromdtico, es gralicada en la figura 5¢ para cl

caso de la interface aire-plata (fndice de refraccién n = 0.17 -+ 2.94%). Los coclicientes
de Fresnel para reflexién y transmisién son entonces:

l\l?((y) — p(a) TE(“) - k

L ( l IJ ((\

(32)
g2 ((v) —kZ}M ((\2
()= " A(er) ;~k27’7(7r) '
izgy _ 2 B(a) Z(a, )
L) = By Z(@a) + &
Zg(’b) (33)

" 2 f(e) ——
Ty () = B(0) +kZ(a,:r)

Ya que indice de refraccién variable implica impedancia superficial variable, podemos
ulilizar esta funcién en nuestros célculos, incluyendo una perturbacién en la funcion
impedancia cn los coclicicntes de I'resnel, inediante:

Z(x) = Z, [l + Zp(x)] (34)
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y debemos tener en cucnta que:

+

Zy(n / Zy(o) e da (35)
- OO

es Ll transformada de Fourier de la funciéon impedancia.
La transformada de Fourier del campo (eléclrico o magnélico) la ponemos cotio:

/i,,((v) = /i;:l((v) -+ /i{,)((,v) , (36)

y sc puede de este modo, realizar estudios para paquctes de ondas y ondas planas.
Las expresiones a las que se llega para los campos rellcjados y transmilidos, en
cada modo de polarizacién, son:

Modo T'l4:

Campo rellgjado:

+o00
o _Blo) Z, =k ) §
12 (o) = B« m ]n( )+ ﬁm _/ B(C¢) Zplae— ¢} 17:(C) d¢—
1 + 00
TR 2ot k / B(C) Zylee = ¢) Er(€) dg (37)

Campo transmitido:

- 2 B(x) 2, - 26(«x)

= G ik O ey R /ﬁf)7p[~—c]1,,( )

-0

———ﬁ( o /ﬂo ol = € Eu(€) ¢

Modo 1'M:

Campo rellcjado:

+oo
- _ﬂ((r)—kz,, 7ol __l— 5 1o — ¢ 7l "
(o) = ORTSA i(«) Bk Z, /Z,,[ ¢] 11:(¢) d¢
k v
NCE —/ Zpla— €] 11,(¢) d¢ (39)
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Caumpo transiitido:

+o00
.(a) = #&220 Hi(a) — Em / Zplee = ¢] 116(¢) d¢ (40)

Lste conjunto de ccuaciones permite ignalimente resolver ¢l problema de sealler-
ing clectromagnélico por una superficic plana con fndice de refraccién variable, o
bien utilizar la aproximacién de impedancia reemplazando un plano con impedancia
variable en Ingar de la superficic rugosa correspondiente, cl cual se denomina modelo
candnico. La funcién impedancia constituye de esta manera cl micleo de las ccuaciones
integrales, y es importante poder calcularla para resolver diferentes casos, como los
moslrados en la figura 6 para medio con fndice de refraccién gradual (GRIN) y medio
no-lineal (con una variacién del tipo Kerr).

151 método que reemplaza la red de difvaccién por un plano con impedancia es
mostrado en la figura 7, y en cste caso hacemos la suposicién que hay una corre-
spondencia entre la distribuciéon geométrica de ambos Lipos de estructuras, esto es,
para redes de difracciéon periddicas la impedancia superficial tendréd una perturbacién
periGdica, para superficics rugosas la misma scrd alcatoria y para redes fractales de
Cantor Lendrd una perturbacion fractal de este mismo tipo. Bste método nos permi-
Lird calcular la distribucion de intensidad del campo lejano enando tales funciones se
colacan como una perturbaciéon al plano con impedancia constante.

La forma funcional de las barras de densidad de Cantor, que aquf sc ulilizardn
como una perturbacién a la funcién impedancia, se deflinicron cn las ccuaciones (30)
y (32) del capitulo /. Iistas ccuaciones nos permilen también cl estudio de estados
intermedios entre lractales determinfsticos y totalinente aleatorios. La alealorizacidon
sc oblicne cuando se involucra un gencrador aleatorio en la construceion del objelo,
como se hiace con otros métodos. La cnasi-auto-similaridad se alcanza cuando alguna
componente rectangular en la funcién densidad tiene un pardmetro aleatorio con una
distrubnciéon estadfstica como sc muestra a continuacion.

La figunra 8 muestra ¢l patrén de intensidad dispersado oblenido a partir de la
ccuacion (39) para la polarizacion 715 cuando la funcién completa de Cantor es uli-
lizada en cada caso (esto es, sin componentes filbradas ni alecatorias). Cuando la
funcion densidad sc calcula como cl producto de seis componentes periddicas, se oh-
ticuen diferentes estructuras en los dilerentes campos difractados, siendo en todos Jos
casos: 1y = S§; = 0.1 y cl ancho de la estructura fina comparable a la longitud de onda
de la radiacion incidente. Los cdculos fucron realizacdos para estructuras fractales con
(a): D =0.6309, (b) y (c): D= 0.5 (pero ambas con diferente lacunaridad).

La eslrecha relaciéon entre el campo dispersado y las propicdades geomélrico-
estadfsticas de la red de difraccién pueden estudiarse cuando se aplican diferentes
grados de alcatoricdad, es decir cuasi-aleatoricdad, y mediante el filtrado de algunas
componenles. Para csle caso se utliza un pardmctro de alealoricdad con una dis-
trubucién gaussiana entre =1 y 1. La figura 9(a) muestra la funcién de densidad con
cotupotientes periddicas de orden 3 y 4 con un grado de aleatoriedad mientras que
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ma desviacion del comportamiento fractal determinfstico en el patron de intensidad
sc observa en correspondiente palrdn de scatlering, aunque se conservan los maxi-
mos sccundarios. Se pueden observar cambios en el nivel de intensidad del patrén de
difraccion en la figura 8(a), debidos ala inclusion de variables aleatorias en algunas
componentes. Esto significa que las propiedades estadfslicas para cada componente
periddica y las caracterfsticas de distribucion de intensidad se encuentran muy rela-
cionadas y por lo Lanto no solamente la gcometrfa pucde influir la fractalidad de la
distribucion.  llemos clasificado este caso como una perturbacién cuasi-estadfstica
debido a que las propiedades estadfsticas del campo se relacionan con algunas com-
ponentes en la funcién de densidad. La figura 9(b) muestra la densidad de Cantor
y su correspondiente intensidad dispersada enando la componente que contribuye al
estado 4 es (iltrada en Ia cenacion (30) (capftulo 17). Como se muestra para el caso
cn I region de Fraunhofer, se obticne una periodicidad intrfnscea en el patréon de
intensidad debido a gque algunos picos son visibles en la distribucién de dispersion.
Para esle caso, los cambios en las propicdades geomélricas se consideran junto con
la perturbacién estadistica. La caraclerizacion del patrén de intensidad, a través de
dichos cambios en la estructura Loman importancia desde el punto de vista del proce-
samicnlo clectromagnélico y 6plico; es decir, para aplicaciones de micro-dplica y para
cl estudio de defectos en la red de difraceion relacionados con caraclerfsticas geométri-
cas. Bn las figuras 9(c) y 9(d) sc hia adicionado una aleatorizacion en las componentes
3 y 4 de las perturbaciones con D = 0.5, para las cuales anleriormente sc obtuvo
¢l patrén de difraceiéon completo. Nuevamenle en esle caso puede observarse que la
dilerencia en alcatorizacién y lacunaridad quedardn rellejadas en la distribucion de
intensidad. 15sto es de esperar, por cso es convenienle la inclusion de pardmetros que
nos permiltan diferenciar entre uno y otro caso, y ese s uno de nuestros objelivos
[undamientales al iniciar estos estudios.

Para este caso se enfatiza cl eslabén entre las redes de difraccion fractal con una
cuasi-aleatorizacién estructural y su correspondiente patrén intensidad en el campo
Icjano. Se introduce ¢l caso de transmisién para el método de impedancia desde los
coclicientes de TFresnel y consideramos los dos tipos de cambios en la funcién densidacd
que ulilizamos como una perturbaciéon a la impedancia superficial. Se tienen cambios
cstadfsticos y geomélricos. Los primeros, relacionados con la aleatorizacion y el olro
con cl filtrado de componentes individuales en la funcién densidad.
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5. Multicapas y distribuciéon geométrica.

Cuando, en lugar de considerar nna sola interface, se consideran dos interfaces

(por cjenmplo una ldmina planoparalela).  La presencia de al menos dos interfaces
significa que se producirdn sucesivas reflexiones y las propicdades del filin quedardn
determinadas por la suma de las mismas. Decimos que el {ilin es delgado cuando
los efectos de interferencia son detectados en el haz reflejado o Lransmitido, esto es,
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cuando la diferencia de camino éptico entre los haces ¢s menor que la longitud de
coherencia del haz clectromagnético incidente,

Ulilizando Jas condiciones de contorno de Maxwell pueden derivarse para este caso
los campos rellejados y transmitidos. Un film queda representado finalmente mediante
una matriz caracterfstica.

Cuando se disponen varias capas de dilerente material, puede calcularse también
una malriz caraclerfstica como producto de las matrices correspondicnles a cada una
delas capas. ISs de interés el estudio de estas estrucluras, que pueden ser ulilizadas por
cjemplo como [iltros o espcjos 6plicos, y que en general pueden tener una geomelria
periddica o cuasi-periddica. Sin embargo, también han sido estudiadas mullicapas
con geomelrfa fractal, aunque cn este caso debido a que la estructura se vuclve cfcc-
tivamente anto-similar para un orden con gran cantidad de capas, es que podemos
hablar de superredes y los resultados son fundamentalimente tedricos.

Iixisten interesantes esbudios acerca de superredes fractales acerca de superredes
fraclales y las caraclerfsticas que se ven rellcjadas en su interaccién con campos clee-
tromagnclicos. _

Dilerentes métodos también pueden ser usados para calcular esta interaccién entre
ondas y geomelrfa, y caraclterizar la funcién refllectancia de la estructura: matricial,
de impedancia o métodos que aprovechan la estructura gecométrica para lograr una
mayor rapidez y eliciencia de computo son algunos cjemplos.

Un fractal deterministico dispuesto en mullicapa, Lal como las barras de Cantor,
s¢ mucstra en la figura 10, en la que la parte media del grosor 11/3 es removido de
una capa de grosor [I (lignra 10(a)). La capa inicial de grosor If tiene un fndice
de refraccién ng y esta rodeada por un medio con fndice 7y, La capa que ha sido
removida de grosor /3 es recmplazada por otra capa del mismo grosor pero con
indice de refraccién ny.

De osta manera, ¢l grosor de una shmple capa es ahora 11/3V, ¢l método consiste
cn reemplazar toda la estructura fractal por un simple problema de reflexién en una
sola superlicie, basado cn el conocimicnto de la reflexion en una tinica capa.

5.1. Cdlculo de la intensidad.

Usando Ja teoria de [ilms y multicapas, un medio material con N — 1 capas pucde
ser estudiado. Si 7, y 7y son las admitancias éplicas para el primer y iillimo medio,
pucde establecerse una relacién para los campos tangenciales de la primera y tiltima
interface de nna multicapa periddica, la cnal estd dada por:

Bl _ Aiil cos(6x) Lok 51:;(6k) l (1)
= R , |
¢ k=1 | 21, sin(6x) cos(x) "k
donde:
5 = 27 1y, dy cos(8y) ’ (42)

A
siendo para la k-6sima capa: n cl fndice de refraccion, di el ancho correspondiente,
0. cl &gulo de refraccion (que puede obtenerse aplicando sucesivamente la ley de Snell
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a partir del 4ngulo deincidencia 0,), y A la longitud de onda de la radiacién incidente.
La admitancia de entrada estd dada por: Y = C/B y entonces, la refllectancia es:

1,(0) = Y.(0,)|? .
(00 V(0| (1)

dado que, para una onda plana el 4ngulo de incidencia sc relaciona con la componente
angular o, del vector de onda (ver definiciones (14)), se podré poner la reflectancia
cn funcion de esta componente. Si se ticne un haz monocromsdlico, con componenle
central v, se Lendrd que la distribucién de intensidad que incide, en estc caso, sobre
la esbructura estard dada por:

R(0,) =

2

) ("")

" donde, @ s la variable que representa la distribucién angular para el haz incidente.

o, o) = R(x) I/i((.v,a,,)

5.2. Iinpedancla de entrada de un fihn.

Bl método que ulilizamos para nuestros cdlculos emplea la [uncién impedancia
de entrada de la multicapa en forma ilerativa. Comenzando por una sola capa (que
indicaunos como medio 2), entre los medios 1 y 3. Denolamos las impedancias super-
ficiales correspondient.cs mediante: Z7 Z(a), ZIM(a) y 25 (), ZIM (@) respectiva-
mente. 1I5n una forma similar al resnll,a(lo para ]a impedancia de entrada de una llea
dc transmision, oblencmos:

Zy . i l L
zZ3 ( ) —i Z;IZE(Q) tan |kh — —==—
TR > Zl Zy Z1E (x
210 (0) = 2} () % L2 e @ )
Z1P (o) =1 =2 ZTP (o) tan [k B = =z
g () —1 7 Zw () tan L Lzl ZTF (o)

ZI M ((y) —1 Zi"zM ((.\‘,) tau [k h ? ZIM( )J

M(a) -4 ? ZIM (o) tan [k h— Z7; M(a)]
1

ZT™ () = ZIM (a) Zl‘ (46)

De esta mmanera, los resultados cxpresados en las ecuaciones (32) y (33) para
resolver ¢l problema de reflexién en una superficie pueden ser ulilizados con esta
itmpedancia de entrada, como se muestra cn la figura 11, esto cs, la reflexién sobre
una \inica capa equivale a resolver ¢l problema de reflexién para una sola superficie
o interface (figura 11(b)) con una impedancia equivalente Z.. De igual forna, son
equivalentes la linpedancia de entrada Z, para una lfnea de transmisién con una
carga como st muestra en la figura 11(c). Dc esla mancra, la ccuacion (14) permite
resolver el problema de la reflexién en una capa delgada mcdiante la solucién de la
rellexién en una superficic caracterizada por la impedancia de entrada de In estructura,

Andlogamente a otros mélodos que involucran el conceplo de impedancia equiv-
alente o idice de refraccién equivalente, como la [ormulacién de Ilerpin, en cste
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Lrabajo caraclerizamos la estructura nmllicapa comenzando con una sola impedancia
superlicial.

La aplicacién ileraliva de las eccuaciones (45) y (46) permite resolver el problema
de una estructura multicapa medianle el cdleulo sucesivo de la impedancia de entrada
para cada capa, sin ulilizar cdleulo watricial. Il proceso correspondiente se mucstra
cn la figura 12, I3l principal interés de esle trabajo es aplicar dicho mélodo para car-
aclerizar los dilerentes pardimetros, impedancia de entrada y relleclancia, y comparar
dos tipos de estructura geométrica: periddica y distribucién fractal. Esto permirild
relacionar la impedancia y la reflectancia, junto con la geomelrfa de las estructuras
mullicapa, con las caraclerfsticns que poseca del haz refllgjado.

Para una capa simple, la rellecltancia y ambas componcentes de la impedancia
superficial, es decir, las partes rcal e imaginaria se muestran en en la fignra 13 para
interpretar dichas partes como fuucién del grosor para un il homogénco (ng = 1.732,
np =ng = 1) con A = 600nm. La parte real puede asociarse con los electos pantalla
dc un arreglo en los campos incidentes con relacién inversa a la reflectancia, micntras
que la parte imaginaria se relacionarfa con la capacidad para alimacenar energfa de la
distribucién y ticne maximos y mfnimos relacionados a los puntos de inflexién de la
rellectancia.

5.3. Grado de auto-shnilaridad en orden de la distribucién Intensidad.

Utilizando la transformada de Fourier del campo incidente, la distribucion del
haz reflejado por la estructura puede expresarse como:

2

o, o) = R{c) I/i(m,n'o) , (17)

que es una funcién de las componentes angulares. De manera similar a las redes de
difraccién, puede verse que en la ecnacién (47) es posible dividir la funcién intensidad
2

en un factor de forma dado por el perfil intensidad del haz incidente |/i(a,oz,,) vy

un factor de estructura dado por la funcién de refllectancia R(a).

Como ¢ bien sabido, cl grado de auto-similaridad de cierta funciéon puede definirse
a través del cocliciente de correlacion enbre dicha funcién y su version magnificada.
Aquf definiremos la auto-similaridad en orden para dicha funcién (en el conjunto de
los reales) como el valor oblenido cuando se correlacionan dos estados diferentes de
esla funcién. IZn este caso, la correlacién debe establecerse para las reflectancias
correspondicntes de dos estados de multicapa (S y S'). Para esle caso, la expresion
malemélica obtenida para una funcién f(a) en el estado Sy en cl cslado S, es:

/ 1) ) = (S e ao))] [£5) e, ) = (S (v 00))] dex
A(S, S = ——2 .
/[_f(s)(a,a',,)—(f(s)(r.\',cv,,)>]2dcv /[f(s')(a,cv,,)~—(_f(s')(r.v,(v,,))]zda
. A

A

(18)
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Donde A es el intervalo en el que se quicre calcular el grado de auto-similaridad cn
orden de la funcién f(e, «,), que depende de la variable angular ¢ centrada en cv,.

Se¢ empleé un método ileralivo para ¢l cdleulo de la impedancia de entrada para
una distribucion de Cantor mediante la aplicacion sucesiva de las ccuaciones (15) y
(16). Este procedimicnto ascgura que la reflectancia e impedancia conservardn las
caracleristicas de auto-similaridad que son’ tfpicas de la estruclura.

Bl mimero necesario de pasos para oblener la impedancia de eulrada os 2V FV — 1
Para cada uno de estos pasos, la impedancia de entrada del sistema puede expresarse
como funcion de la impedancia de entrada del generador inicial que se mostré grali-
camente en la figura 10(a). mediante el inétodo ileralivo, revelando asf, la estructura
auto-similar de la distribucién. Isto signilica que cs posible obtener una relacién de
tipo:

, 1"
ZE=F|Zhign | (49)

donde Z}, ¢s la impedancia de entrada para el generador (con N = 1).

Para poder comparar de alguna forma ambas estructuras (peridica y fractal) cl
ancho de la barra de Cantor mas pequeiia, o la estructura fina del conjunto de Cantor,
se iguala al anchio de cada capa de la distribuciéon periddica. El olro pardmetro que
también se mantuvo igual, en ambos casos, es ¢l mimero de capas cn la estsructura
multicapa. Fste mimero puede ser referido como el orden de la multicapa. Fn todos
los casos la longitud de onda mé A = 5000 y los fndices de refracciéon de cada medio
malterial fucron ny =1 y ng = 1.5, respeclivamente.

Las c¢nrvas de rellectancia y la amplitud de la impedancia de enbrada se nmestran
en la figura 14 para el orden scis de las barras de Cantor en funcién de la relacién enlre
cl cspesor de la estructura fina y la longitud de onda de la radiacion en incidencin
normal. Istos resullados pueden compararse con los obtenidos para el caso periddico
mostrado en la ligura 14. I2n Lodos los casos se observa (con un trazo blanco) el resul-
tado para orden 1. Debe reconocerse que la estructura periddica inicial se encuentra
implfcita en la distribucion, a pesar que se diluya al incrementar el orden. Una vista
amplilicada de la gralica previa en la figura 14() mucstra la alta correlacion existente
cntre la reflectancia para dos érdencs sucesivos -6 y 7- ¢cnando se liene nna multicapa
con distribucion fractal. Pero en ¢l caso periédico esta es una correlacion pobre como
sc inuestra en la misma figura.

Resulta interesante comparar la distribucién angular de dos ordenes para la re-
flexién cuando un haz incide en ambas estructuras. Se hicicron los cdlculos para
una estructura delgada con un ancho comparable en magnitud con la longitud de
onda, incrementando este ancho & para oblener los resultados sucesivos. También
pucde compararse la distribucién periédica y fractal del conjunto de Cantor desde
olro punto de vista, como lo mucstran los resultados obtenidos en las fignras 15 y
16 en cuanto a los pardmectros de médulo y fase de la impedancia de entrada y re-
flectancia como funcién de la componente angular del veclor de onda. Para cslos
casos y sc observan cleclos similares a los anteriores, en la figura 14, La inflluencia
de la estructura geomélrica en los pardinelros se evidencfa cuando se correlacionan
dos 6rdencs diferentes. La ‘labla 1, mucstra los resullados obtenidos de una medicion
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de auto-similaridad en orden de diferentes 6rdencs para un fractal de Cantor, gue se
considerd de acuerdo a la definicién dada por la ecnacién (48), donde el drea consid-
crada tra A = 30 (que conticne 90% de la intensidad total del haz incidente). Al
adicionar barras en una estructura periédica introduce nuevos picos, que tiene una
baja correlacion con los previos. Sin embargo, para el caso [ractal se observa una cor-
respondencia casi total que puede conlirmarse dado que, a medida que se incremenle
¢l orden se van obleniendo mas detalles en la distribucién de intensidad.

I51 andlisis de los resultados oblenidos, nos permite probar la exislencia de auto-
similaridad en los pardmetros involucrados. De esta manera, los cjemplos mostrados,
sugicren que cl comportamicnto de los pardinctros clectromagnelicos esta de acuerdo
con cl arreglo de la estructura mmlticapa y de alguna manera refleja ¢l comportamicento
fractal. De manera gencral, de acuerdo a los resultados obtenidos, tenemos una alta
corrclacion para ¢l caso fractal y una baja para cl caso periddico, exceplo cuando
ambos ordenes corresponden a una alta rellexion de la estructura,

De los resultados obtenidos se pudo observar que el arreglo periédico posce una
alta correlacion cnando sc verifica una alta refleclancia para ambos ordenes, de olra
mancra, los valores tipicos de la anto-similaridad en orden se manticnen por debajo
de 0.8, siendo este valor la divisén entre una auto-similaridad alta y una baja en orden
para mlticapas. Para cl caso de nna estructura fractal, son valores por arviba de 0.95
cn todos los easos probados. Ya gue esperamos comparar Lodas eslas conclusiones cn
trabajos posteriores con redes de difraccién de Cantor y los resultados obtenidos
para las mediciones de anto-similaridad en los casos aquf presentados, calculamos ¢l
grado de auto-similaridad en la distribucion de intensidad reflgjada, ecnando nu haz
monocromaliaco gaussiano incide sobre la estructura con una dispersion angular o, =
1073~ ", Dado nuestro futuro interds en la oblencién de resultados experimentales
a partir de la medicion de la intensidad del haz reflejado, desarrollaremos el cdculo
de la auto-similaridad para cstos, donde se utilizé un perfil gaussiano para el haz
incidente.

IZn sfnlesis, se obluvicron la impedancia de entrada y reflectancia para una mult-
icapa con distribucion periddica y fractal y se demostrd ¢c6mo sc observa un compor-
tamienlo de auto-similaridad de acuerdo al tipo de estructura. La funcién impedancia
superficial caracleriza la rellectancia de [orma cualitativa para sus parles real ¢ imag-
inaria. Los resultados oblenidos para la mullicapa fraclal (calculadas a partir de la
impedancia de entrada) son acordes a las curvas de refleclancia reportadas por olros
aulores. Sc demoslré que toda la estructura pucde reemplazarse por una superficie
que conserve las caracterfsticas del sistema y los cambios en los pardmielros involu-
crados. Se implementé un método iterativo directo que permite oblener una relacion
simple de la fraclalidad de la estructura con la impedancia de entrada, y subsecuent.c-
menle con la rellectancia. Eslo resulta de importancia para las posibles aplicaciones
cn microondas, ondas milimélricas u éplica integrada de cste Lipo de arreglos, donde
los elcctos no especulares son de importancia.

Hemnos correlacionado los patrones de intensidad en orden generados para dos es-
trncturas diferentes: periadica y de Cantor, enando se hace incidir un haz gaussiano.Se
enconlré gque de este pardmelro sc puede caleular nun grado de auto-similaridad para
cada cstructra. De igual mancra, en un [uturo se pretende comparar la geometrfa
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IN-ORDER SELF-SIMILARITY FOR
TIE REFLECTED FIELD
CORRELATED FRACTAL PERIODIC
ORDERS
45 0.967888754 0.725863609
4.6 0.954192195 0.702816939
4.7 0.9468041 19 0.701046701
U.4200100620
5-6 0.984002931
5.7 0.973527395 0.507811885
6-7 0.989014688 0.677473215

Tabla 1 - Auto-similaridad entre diferentes 6rdencs de las multicapas fractal y periddica, con lo cual
puede comprobarse una diferencia de valores en todos los casos.



para redes de difraccién y mnlticapas para cestudiar sus propicdades relaciongndolas
con la fncién de anto-similaridad cn orden.

Como ¢s obvio, cambios en la posicién de los gaps, los elementos con anchio variable
cnbre las capas mds [inas del fractal de Cantor, producirdn cambios en la distribucion
geométrica de la mullicapa, gue resulta importante para la evaluacién del campo
rellejado desde la estructura completa.  Para hacer esta evaluacién, se ulilizé un
generador aleatorio con una distribucién gaussiana para lograr la redistribucion de
los gaps. lLos resultados de este proceso se pueden ver gréficnmente en la fligura 17,
para un gap con ancho h y un orden fractal 3. D¢ esta forma, las propicdades éplicas
del campo rellejado pueden calenlarse sin cambiar el camino 6ptico hacia la estructura.,

Ahora, aplicamos este Lipo de cdlculo a la reflexién de un haz ldser ganssiano desde
una multicapa de orden 6, en la que un capa de vidrio ( indice de refraccién n. = 1.5) y
una de aire se distribuyen all.ernadamente. Dos propiedades lundamentales surgen de
las gréficas de rellectancia como Mincién de la componente angular. La primera de cllas
se refiere a la distribucion periédica intrinscca relacionada con la reflleclancia en una
sola capa, que corresponde a la capa mas pequena (o estruclura fina). sto sec muestra
en las figuras 17(a) y 17(b) , dounde las dimensiones fractales 2 = In2/1n3 = 0.6309
y D =1u2/In4 = 0.5 son utilizadas respeclivamente. Bn eslas figuras sc observa con
facilidad que la periodicidad esta implicita en la distribucién de la reflectancia. 13
caso (a) sc reficre a la distribucion cldsica de Cantor en mullicapas, micnlras que el
o (b) corresponde a la distribucién gaussiana.

Para cuantificar ¢l cambio en la distribucién geométrica a través del palrén de
intensidad, introdncimos la correlacion entre la distribucién de intensidad en cada
caso como una medicién del grado de similaridad. Bsta correlacion se implement
numéricamente para la distribucion de intensidad angular; se deline de forma similar
a la auto-similaridad en las redes de dilraccion de Cantor o a la correlacién en orden
para multicapas [ractales. Delinimos esta [uncién de similaridad como:

/ () — U@ [e(z) = (I (2))] da

G (x , (50)

) = o0 e o]
/ [1:(2) = () dex / () = (I (2)))? dax

- 00

donde Ic(2) y I-(2) representan la distribucién de intensidad cldsica y los gaps de
Cantor alealorizados respectivamente. La Tabla 2 muestra los valores de similaridac
que permilen cuantificar las diferencias entre ambas distribuciones para varios anchos
de estructura. Asf, los palrones de intensidad del campo reflejado cambian de acnerdo
a la posicién de los gaps cn la geomelrfa de la multicapa.

Como conclusién, hacenos hincapié en la estrecha relaciéon que existe entre los gaps
de la distribucion fractal en multicapa y las propiedades de las ondas eleclromagnéti-
cas reflejadas. Il ancho de la estructura fina tiene influencia sobre la localizacién de
los minimos en la distribucién periédica intrinscca de la refllectancia, micntras que la
posicién de los gaps inflluye sobre la distribucién interna de los valores de reflectan-
cia. Con la funcién de similaridad definida en este trabajo, podemos corrclacionar
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dichia distribucién con la correspondiente a la multicapa cldsica de Cantor, que puede
tomarse como referencia. '

I'uede immplementarse también otro método que toma venlaja de la dislribucion
geomdlrica de Ia estructura. De los coclicientes de reflexiéon y transmisidn para una
sola capa se pueden oblener, en forma recursiva, los correspondientes coclicientes para
compleliar el conjunto. Siendo las [unciones generalrices para ina sola capa:

- (.7;2 + 7/2) gen,.(ng = 1) exp [2in, ka; 1, cos,]

1—ageny(n, — 1) expl2in, ko L cos,)

geng(ny) =

1

geny(n,) = ygene(ng — 1) exp [2in, ka; L cos,]
getmlig) = 17— T gen.(ng — 1) exp [2in, ka; L cos@,)

1

donde n, ¢s el mimero de gaps, a; = 1,2, 1, — 1 ¢l Lamaiio del gap nornalizado y 0,
cl dngulo de incidencia, con las condiciones iniciales: _qmr,,.(n.g) =axy gcn.,,(n,,) = 1.
Los coclicientes de rellexion y transmision se expresan, (inalmente, como:

R(S,L) = g [R(S = 1,7 L), T(S = 1,7 L), L]

T(S, L) = g [R(S — 1,7 L), T(S = 1,7 L), I}
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6. LEfcectos no-especulares.

Otros fendmenos de interts en la region clectromagnética son los clectos no-
cspecnlares, y aquf iniciamos el estudio para aturas aplicaciones en redes de difraceion
y multicapas comparando las dilerentes geometrfas que hasta aliora hemos consid-
crado.  Ademds, en el presente desarrollo se cdleulan los corrimientos angulares y
laterales cuando un haz super-Gaussiano monocromadtico, definido espacialimente por:

Ai(w,y) = exp |[=—5=| , ("3)

s¢ hace incidir sobre la estructura. Bl pardmetro a (como ya sciialanios en ¢l capf-
tulo anterior) se deline como ¢l fudice de super-gaussianidad y o corresponde a la
dispersion caracterfstica, similar al perfil gaussiano. La distribucion de intensidad en
cl dominio espacial se muestra en la figura 18(a) y corresponde a la transformada
de Fourier mostrada en la fignra 18(b), para distintos 6rdenes de super-gnassianidad
con un dngulo de incidencia caracterizado por la relacién «,/k = 0.5 (0 = 30°).
Para ver de manera simple la forma uncional de los campos electromagnéticos y las
transformadas de Tourier, ulilizamos una famila de haces que aproxiina los haces
super-gaussianos (supergaussian-like beams, SLG), obtenida como convolucion entre
una funcion rectangular y nna gaussiana, como ya ha sido aplicada en el capftulo
anlerior cn ¢l estudio de entropfa. Asf, para dichos casos, la transformada de Fouricr
tienc la siguicnte forma malcemdtica:

24

/T.'((_\' —(y) = Gy (v — o,04) sinc <%> , (G

donde g, y d4 son los respectivos anchos caraclerfsticos en el espacio « de las com-
ponentes angulares.
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Distinguimos dos casos de interés tedrico:

a) La propagacion del haz puede describirse mediante la utilizacion de la aproxi-
macion paraxial. Con eslo sc indica que A« € k y entonces A(a) puede desarrollarse
cn serie de aylor:

,
A} = Blev,) — e (v — o) 4 ..., (H5H)
B(cvo)
de esta manera, se oblicne una aproximacion al comportamicnto de onda plana y la
forina general del haz reflejado, a partir de la ecuacién (9), es:

Av(ry) = expli (o, 2z 4 3,1,)] (h6)
+k
/ R(c) G; (o = v,y 04) sine EY—gﬂﬂ ot )i ”"] dev
Tk -

donde se Lransformaron las coordenadas (24,3) — (2,14 ), de coordenadas incidentes
a rellejadas respectiviunente, de acuerdo a o ya hecho por olros autores. FFinalmenle,
Ia propagacion del centro de gravedad puede tomarse en cuenta para este caso. La
figura 19(a) ilustra un haz de cste tipo,donde el médulo de la transformada de Fourier
se desplicga junto con la gaussiana (0, = 1073) y las componentes sine (8~ = 1074),de
acuerdo con la definicion (54). Los efectos no especulares puaden obtenerse de la
ccuacion (56) de mancera sencilla.

0) Il haz es espectralinente ancho no tiene un alto fudice de super-ganssianidad.
Para cste caso, debido a la forma [uncional, A« < k cn los alrededores de cada
midximo secundario. bLa aproximaciéon paraxial puede aplicarse para estos midximos
sccundarios y ¢l haz tendrd miltiples electos no especulares. En dado caso, el nddulo
de Ia translormada de Fourier del campo clectromagnético se muestra en la ligura
19(h). De acuerdo a la figura 20, donde sc indican las translormaciones de coorde-
nadas, lenemos la signiente distribucion para el campo reflejado:

N
Az, y) = Z {cxp [1, ((.vjo Zjr + B, y]-,,)]

=0
jo+m b,

R(a) Gi (o0 — o, 04) sinc Q= Yo o} (a'"""")[m’"+ ﬁﬁy""] dov
aj,,.—ﬂ Sa "

IBn este coso, las [érmulas obtenidas para los cfectos no especulares se aplican a
cada maximo (central y seccundario, r,vj,,).

Se espera que en ambos casos se den miiltiples eleclos no especulares, pero la
influencia del pico central en el comportamicnto del haz reflejado serd mas pequeiio
cn el iltimo caso.
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6.1. Corrimiento Angular.

De las ccuaciones (56) y (57) puede demostrarse que el corrimiento angular del
haz rellejado cuando el campo incidenle tiene un perfil gaussiano es la solucion de la
signienle ceuacidon:

. o 2

=0, (58)

dex

[|’R(r\')|2 |/i,- (v = )

que puede resolverse numéricamente para obtener la direccion angular (dada por o))
del haz reflejado y permite calcular el corrimiento angular.

Se desarrollaron los célculos para los fndices de refraccion ny = 1, ny = 1.732
y ng = 5.19 -+ 1.831 respcctivamente. Los resultados obtenidos para los diferenles
valores del fndice de super-gaussianidad a (para la polarizacion-1'/%) sc muestran cn
la ligura 21 para: a) interface simple y b) film (grosor 11 = 10)\). La cvaluacion
numérica de la cenacién (58) se logra de la interseccién enlre las curvas y el valor
cero del cje horizontal, lo cual da las rafces correspondicnles para dicha cenacién.
Se demuestra que sc oblienen diferentes valores del cambio angular para los picos
cenfral y sccundario, dependiendo del fndice a. Los cambios angulares para cl méximo
relativo, dependen de la estructura (interface simple y film). De acuerdo con las
caracaleristicas del haz, para una concentracion encrgélica no-dilractiviv o alta, cnando
cl valor de la supergaussianidad se incrementa el cambio angular se reduce para valores
de a mayores.

La posicion para los midximos relativos puede evaluarse en detalle, pero se cspera
que el patrén de intensidad Lenga los cambios angulares correlacionados, de alguna
forma, enlre cada pico.

Las figuras 22(a) y 22(b) son los resultados gréaficos para la polarizacion-7'M, de
manera similar a la figura 21. Comno en cste caso, existen diferencias entre las curvas
y los cambios de posicion angular. De cste andlisis, se puede observar, que para Lodas
las figuras, la posicién mfnima sc manticne sin variacién.

I2n sintesis, ¢l problema de calenlar Ia impedancia de entrada de un filin, per-
mite resolver de forma simple, el cambio angular obleniendo las raices de la ecuacion
(58). Las liguras 23(a) y 23(h) mmestran ¢l caunbio angular en el pico central del
haz rellejado cuando a = 5. liste andlisis con haces super-gaussianos puede utilizarse
para caraclerizar ¢l Lipo de cstructura involuerada (superficie simple o film) y para
oblener los dilerentes pardmetros de dicha estructura, Para maximos miltiples, los
cambios angulares pueden observarse ain cuando el haz se encuentre en incidencia
normal y, por lo tanto, la comparacién cnlre los resultados para dilerentes fndices de
supergaussianidad permiten la caracterizacion de la estractura.

6.2. Corrimiento Lateral .

s sabido que, considerando la aproximaciéon paraxial, el desplazamicento longitudinal
sc calenla a bravés de:

I = _1._@_(_(1 dR(a) .

ER(c) da (54)
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Sireemplazamos por la expresion de rellectancia (ver ccuaciones (32)) y con-
siderando que o2 -} 3% = k2, oblenemos:

TE _ 2i f(cr) ' v Az () 4. ZTE (o AP ()
s B2 [27F()]? - &2} Ale) Ao 210 (@) dev |
(60)
M 21 f(wv) ' dZTM (o) - dfi(ev)
LS e (@)]? = [B(e)]?} Al == =2

ambas expresiones deben evaluarse en «, (0 j, para varios maximos) y pucde verse
que la impedancia de entrada de la estructura caracteriza la respuesta clectromag-
nélica de csta estructura

En la fignra 24 se mmestra una aplicacién de las ccuaciones (60), donde hemos
calenlado la reflectancia para un film vitrco (M = 5)) sobre un substrato de ger-
manio. De acuerdo a los resullados oblenidos por olros autores, los cambios abruplos
¢n el desplazamiento longitndinal ticnen correspondencia con los cambios abruplos
cn la refllectancia. Se relacionaron los desplazamientos longitudinales, mostrados cn
la figura 24(c), con los picos que aparceen en la parte imaginaria de la funcidn im-
pedancia, como se muesbra cn la lignra 24(b), dado que dicha porcion de la funcién
impedancia se relaciona con cl almacenamicento de encrgfa en la estructura. Sicl haz
considerado tiene una distribucién angular amplia, como se mostré en la fignra 19(D),
la aproximaciion paraxial puede ser aplicada a cada maximo sccundario tal como sc
alirmé anteriormente.

Se investigaron los corrimicntos angulares y laterales en la reflexion de un haz
super-gaussiano, mostrando gue la distribucién espectral de estos haces conduce a
clectos milliples no espeenlares cnando se aplican aproximaciones paraxiales a cada
maximo. Los resultados oblenidos nos dan diferentes desplazamientos como funcion
de los picos centrales y sccundarios, y dependicntes del fndice de super-ganssianidad.
ISstos resultados permilen oblener las caraclerfsticas de la estructura si los cambios
angulares para cada pico pucden medirse. Creemos que sc pucede oblener un método
para oblener las caraclerfsticas del filn a través de la caracterizacion de los cleclos
no espeenlares,

La existencia de varios mdximos cn los haces super-Gaussianos nos permitirfan
oblener informacion para cada nno de estos maximos. Bl método utlizado aqui, cal-
cular la impedancia de entrada y reducir ¢l problema volumétrico al de una sola
superlicie, permite una extensién a multicapa si sc aplica a través de un proceso de
ileracion. Para ilustrar esta idea, cn las figuras 25(a) y 25(b) se mucstran los cor-
rimicntos angulares y longitudinales respectivamente, como funcién de la componente
angular incidente, para films con difcrentes grosores

Nuestro objetivo en un futuro, cs aplicar cstos estudios a mnlticapas con diferentes
geometrfas (con distribuciones periédicas y fractales) para compacar la influencia de
dichas estructuras en los cambios no especnlares estudiados aqui, y asf caracterizarlos
mediante haces super-gaussianos. Il método simple utilizado en el célculo de la
impedancia de entrada, permite dicha extension a varias capas, aplicando un método
de iteracion simple y redaciendo el problema a una superficic simple. Los materiales
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no lineales o anisotrépicos pucden estudiarse Lambién, ¢ inclusive puede relacionarse
la funcién entropfa con los cambios realizados a estas estructuras.
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7. Arrcglos fractales y arreglos de factores.

Nos inleresa aquf estudiar sistemas fractales que operan como anlenas, para los
cuales es posible aplicar el método de superposicién de dominios periddicamente dis-
tribuidos. La operacién en multifrecuencia de arreglos [ractales ya ha sido esbudiada,
por ejemplo para estructuras de Cantor. Una antena lineal de Cantor C(z) alincada
a lo largo de la direccion z pucde describirse mediante una convolucion niiltiple de
varias funciones delta, cada una de las cuales escalada con un factor d, tal que:

n=--oo

z) = .. *f(§>*f(z)*f(z_5)* = ®  [(26") (61)

donde § cs un factor de escala arbitrario, ® indica el operador convolucion y f(z) es
cl conjunto ignalmente espaciado con N funciones delta:

N-—1

[(z) = Z(S [::—nd-{—N;ld (62)

n=»00
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sicudo d cl espaciado entre elementos de arreglos para cada conjunto. Para ¢l conjunto
de Cantor cldsico, el mimero de clementos en f(z) s N = 2, y el factor de esenla
caracteristico es § = 3. I3l correspondicnte factor del arreglo s (7(W) y puede ser
escrito en la forma de una sucesién inlinita como:

S R ¢ ,
C(w) = 110 ke (6—> (63)
donde W = kd cosl + f§ como ¢s usual en la Leorfa de arreglos.  Vemos aguf una
similitud con la férmula oblenida en la ecuacién (30) del capitulo 17, Bl factor de
arreglo cs anto-escalable cuando se escala con d, eslo es:

v v il 1 . \Iy .
’ (?> = 5= (a—‘) =cW (64)

lo cual significa que el factor de arreglo es constante para cualquier conjunto de
frecuencias,

7.1. Antenas fractales. Antena de Slerpinskl.

Un cjemplo de antena multibanda de orden 5 se muestra en la fligura 26(a). Para la
construccion de un monopolo de Sierpinski se ntilizan Lécnicas de cirenitos iimpresos
sobre un substrato dieléctrico (h = 1.588mmn, e, = 2.5). De acuerdo a resullados
ya reportados principalmente por Puente el al., la antena evidencia claramente cinco
bandas de operacién en las fecucncias 0.44, 1.75, 3.51, 7.01 y 13.89 (7Ifz. Las ban-
das estdn espaciadas periddicaiente en escala logarflmica por un factor 2, que cs
precisamente ¢l factor de escala entre ¢l gaskel y los subgaskels de la estruclura de
Sierpinski. La primera banda se enenentra corrida con respecto a la posicion esper-
ada. Esle fenémeno puede relacionarse con el efecto de corte, debido a Ja falta de
aporte de componentes periddicas.

La forma bésica del palrén de intensidad para la antena fractal se manlienc casi
constante a través de las bandas. De manera contraria, Ia antena triangular Fuclid-
cana (con forma de mofio), presenta un patrén con un mimero crescienle de l6bulos
cuando s¢ aumenta la frecuencia. Mientras que una operacion multibanda puede es-
Lablecerse para una antena fractal desde los puntos de vista de impedacina de entrada
y palrones de radiacion, la antena Euclideana es de una sola banda. 13stos resultados
son importantes si se pretende analizar la operacién del monopolo de Sierpinski uti-
lizando por cjemplo los casos de componentes fillradas dentro de la superposicion de
dominios periddicos. Solo hemos introducido csta seccién para relacionar los métodos
aquf desarrollados con olras aplicaciones clectromagnéticas.
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8. Conclusiones.

Los métodos malemdlicos introducidos en ¢l capftulo 11 pueden ser implementados
en ¢l caso clectromagnético, cuando las dimensiones de las componentes de esbruclura
fina del objeto fractal se aproximan a la longitud de onda de la radiacién incidente.
Diversas aplicaciones se han sciialado aquf, algunas con desarrollo propio y otras
con posibilidades de desarrollo futuro. Debemos destacar que una comparacién entre
los resultados de red de difraccion y multicapa puede ser oblenida, y los electos
no-cspeenlares en cada caso pucden caleularse como método de caracterizacion de
csbrucluras geométricas. Por otra parle, la descomposiciéon en dominios periédicos
permitirdn también la caracterizacién del patrén de radiacién de antenas raclales.
151 método basico desarrollado aquf, cachilando la impedancia de entrada, nos permite
calcular en forma muy sencilla y directa la estructura de los patrones de intensidad
para cada caso.
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Conclusiones Generales.

A lo largo de esle trabajo se ha mostrado que exisle una fulima relacion entre
la geomelria del objeto y ¢l patréon de inlensidad del campo por ¢l dispersado. A
tal punto que la caracterizacion de la estructura del campo difractado, por cjemplo a
Lravés de la funcién anto-similaridad, es sensible a los cambios producidos en la propia
estructura lina del objeto. Se han encontrado también diferentes casos inleresanles en
cnanto a la conservacion de anto-similaridad dentro de las regiones de campo cercano
y lejano. Ya que las estructura fractales pucden cstar incompletas, y en esle caso os
diffcil entonces hablar de {ractal como normahment.e se lo considera, liemos introducido
los conceplos de estado (enando la estructura puede estar incompleta) y orden del

“objeto, y también el estudio de la auto-similaridad para cada uno de estos casos.

151 primer resultado de estudio en la presente tesis, y que se ha convertido aquf
cn ¢l punto central de las aplicaciones a 6plica y clectromagnelismo, es ¢l desarrollo
malemdlico que nos permile construfr objetos fractales uni- y bi-dimensionales a
partir de una distribuciéon periédica de unciones de tipo reclangular, y una posterior
generalizacion para dominios distribunfdos en forma periddica con una frontera que
puede ser de cualquicr forma. IIsto define entonces la estructura fina del fractal, 1a
cnal es importante porque Liene mucha influencia en el campo difractado como se
mostlrd para ¢l caso de redes de Canlor y para la carpeta de Sierpinski, cuando esta
licne estructura variable en forma cfclica.

Se estudiaron diferentes estructuras fractales regulares y con la posibilidad de ex-
tender dicho estudio a formas cnasi aleatorias, a través de la alealoriedad de algunas
de las componenles periédicas que se ulilizan para construfr el objeto fractal. l.os
resultados experimentales que nos permiten relacionar con los cdleulos realizados, y
ademds con fundamentos en trabajos previos de diferentes antores, son un clemento
importante también dentro de csta tesis. 15n sfntesis, el logro mds importante es haber
oblenido algunos objetos [ractales contenidos en el plano a partir de funciones per-
i6dicas rectangulares y su poslerior ntilizacion experimental como redes de difraccion
Gplica. Una relacion interesante de este Lipo de desarrollo serfa con funciones ortonor-
males, para formar una base que nos permita construfr diferentes tipos de funciones
cscaladas, lo cual darfa un marco formal mas importante para considerar en fuluras
aplicaciones.

Iis interesante entonces poder continuar los trabajos en esta dircecion, ya no solo
desde ¢l punto de vista matemdtico en que deberfa verse claramente la relacién entre
cl mélodo aqui presentado y el ya conocido de 7178, sino también por las posibles
aplicaciones en procesamicnlo 6plico de la informaciéon a que pueden dar lugar estas
formas geomélricas, ain cuando estén incompletas en ¢l mimero de componentes
periddicas que intervienen. Iisto también Heva al estudio de objclos mds complejos en
su cslruclura, anngue scan alealorios, ya gue nna periodicidad intrfuscea puede estar
contenida dentro del objcto y delectada a través del campo dispersado. Un ejemplo
de ¢slo lo conslituye la distribucion de Cantor en multicapas, donde se vié que el
ordenamicnlo de capas periddicas de orden 1 gqueda implicita dentro de las de mds
alto orden.



Avin no se han desarrollado aplicaciones importantes en diferentes direcciones, sin
cmbargo os digno de destacar que muchos estndios experimentales han demostrado
que ¢l Lipo de geometrfa periédica o fractal puede ser dilerenciado entre sf, y también
hemos mostrado aguf que pnede ser cuantificado en el caso de estrncluras imlticapas,
Iste pardmetro de enantificacion es sensible ala adicion de una aleatoriedad en 1a
distribueion de las enpas de la estructura,

La geomelria y sus inflluencias en los sislemas ffsicos, en un senlido general ahora,
constituye evidenlemente nna importante drea de estudio gque atin no ha sido del
todo explotada, fundamentalimente para oblener informacion del objelo a través de la
interaccion con ondas como aquf lo hemos hecho. Preparamos aquf las herramientas
para estndios posleriores, como es el caso de la formulacién de entropfa o el speckle
digital, que pueden ser métodos de importancia en la caracterizacion geoméleiea de
medios y superficies.

Finalmente, volvenos a hacer hincapié en que esta Lesis pretende ser el inicio de
futnros trabajos tanto tedricos como experimentales, en los que basicamente interesa
resolver y estudiar ¢l problema de la interaceion onda-geometrfa del objeto, como
nos habfamos propuesto e interesado, y de acuerdo a lo senalado en laintroduccion
general, s por esto gue ¢l contenido de algunos temas es adicional a los intereies
Mituros, como cs ¢l caso de microscopfa, excitaciones superficiales y anltenas, aunque
atlin no hemos hecho aplicaciones conerelias en esa direccion.
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