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CHAPTER 1

Introduccion

En Teoria Cuantica de Campos bajo la influencia de condiciones externas, el calculo
de ciertas magnitudes fisicas (tales como, por ejemplo, la accion efectiva, la energia
de Casimir, el nimero fermidnico, etcétera), conduce a la consideracion de funciones
espectrales asociadas con operadores diferenciales. Estas estan relacionadas con se-
cuencias de autovalores de operadores. Por condiciones externas se entienden a aque-
llas que estan dadas explicitamente como funcion del espacio y del tiempo; ejemplos
tipicos de éstas son las condiciones de contorno que deben satisfacer los campos cuan-
tizados sobre la frontera de una dada region del espacio tiempo, o su interaccion con
campos de background externos (no autointeractuantes) que aparecen en la ecuacion
de movimiento de los campos cuantizados.

A partir del trabajo de Casimir [1] ha habido cada vez mas evidencia de la impor-
tancia de tales condiciones externas sobre la estructura del vacio de sistemas cuanticos.
Por ejemplo, la energia de Casimir puede ser pensada como debida a la distorsion del
vacio causada por la presencia de bordes o por campos externos de background. Uno
de los métodos para calcular energias de Casimir es el de suma de modos, que implica
encontrar un conjunto completo de autofunciones (y sus correspondientes autovalores)
del Hamiltoniano clasico del campo y sumar sobre los autovalores. Distintas técnicas
de regularizacion son entonces usadas para dar sentido a estas sumas formalmente di-
vergentes (ver, por ejemplo, [2, 3] y referencias que se citan alli).

Otro ejemplo de aplicacion de funciones espectrales lo provee el calculo de ac-
ciones efectivas al orden de un loop. En el marco de la integral funcional, tales correc-
ciones cuanticas estan relacionadas con la evaluacion de determinantes funcionales de
operadores diferenciales, formalmente definidas como el producto de los autovalores
de dichos operadores. Ya que los autovalores de los operadores diferenciales a consid-
erar forman, por lo general, una secuencia no acotada, se hace necesaria, como en el
caso anterior, la introduccion de procedimientos de regularizacion (ver, por ejemplo[4]
y referencias contenidas en ese trabajo).

Algunos de los métodos de regularizacion mas frecuentemente usados estan basa-



2 INTRODUCCION

dos en el uso de funciones espectrales tales como la funcion ( y la traza del heat kernel.

Dado que estamos interesados en hacer uso de funciones espectrales de operadores
diferenciales en variedades compactas con y sin bordes, resumiremos a continuacion
algunas generalidades sobre tales operadores [5, 6] y las condiciones en que pueden
definirse funciones espectrales asociadas [5, 6, 7, 8] .

1.1 Operadores diferenciales elipticos en variedades sin
borde

Sea M una variedad compacta sin borde de dimension n y E un fibrado vectorial
complejo sobre M.

Definicion:

Un operador diferencial parcial de orden m sobre secciones de F puede escribirse,
en coordenadas locales, como

A: Z aa(w)ng

lal<m

con Dy = H <_26xj) yla| = Zaj.

j=1 j=1

Definicion:
Se define el simbolo del operador como

o(Ad) =o(x,8) = Y aa(z)E”,

lal<m

que corresponde al polinomio obtenido reemplazando formalmente DY por el monomio
£%; resulta asi un polinomio de orden m en la variable dual £. (Consideraremos sis-
temas determinados, de modo que los a,, son matrices cuadradas.)

Definicion:
El simbolo principal es la parte de mayor orden del simbolo. Se trata de un poli-
nomio homogéneo de grado m en &

Om(A) = om(@,8) = Y aa(z)E”.

loe|=m

En términos del simbolo puede expresarse la accion del operador sobre funciones
en su dominio como

Af(z) = / e o (z,€) 1 (€)de

Definicion:



1.1 OPERADORES DIFERENCIALES ELIPTICOS EN ... 3

El operador diferencial se dice eliptico si su simbolo principal es invertible para
|€] = 1, es decir no tiene autovalores cero para |£| = 1 (o equivalentemente det o, (z, ) #
0 para [£] = 1).

Definicion:

El rayo X = {arg(\) = 6} en el plano complejo se llama un rayo de crecimiento
minimo de la resolvente si no existen autovalores del simbolo principal en ese rayo, es
decir, si el problema

om (T, )u = du

tiene solucion unica (la trivial) para X\ e K.

Potencias complejas de un operador diferencial

Si un operador diferencial A es eliptico, invertible, y tiene un rayo de crecimiento
minimo X, puede definirse, para (s) > 0

A= = i/ ATH(A— N7 ld),
27T r

donde I" es una curva que empieza en oo, recorre el rayo de minimo crecimiento hasta
un pequefio circulo alrededor del origen, luego este circulo en el sentido de las agujas
del reloj, y va de nuevo a oo a lo largo del rayo. Para describir A~*, se construye una
parametriz para (A — \)~! [6]. Se tiene entonces:

SRR A S
o(A )—;)%/F)\ bomj(x, & N)dA,

donde los b_,,,—;(x, &, A) son los coeficientes de Seeley, que quedan determinados por
un conjunto de ecuaciones algebraicas.

La funcion ¢ del operador se define como

C(A,s) =tr(A™%).

Su estructura de polos y residuos queda determinada por las integrales sobre M de
las trazas de los coeficientes de Seeley.

Relacién con los autovalores - Funcion ¢

Supongamos que el fibrado tiene un producto interno hermitico, y la variedad M un
elemento de volumen. Si, con respecto a estas estructuras A es normal (ATA = AAT),
entonces A tiene un conjunto ortonormal completo de autofunciones A ¢, = Ag Pk, y
el niicleo K_(x,y) de su potencia —s puede escribirse:

K_(z,y)dv, = Z /\;:SG%(%)(Z%(ZU) dvy .

3



4 INTRODUCCION

Tomando = = y e integrando sobre M, se obtiene:

((A,s) =tr(A™") =) N0 (1.1)

Traza del heat-kernel

Si los autovalores A del simbolo principal estan limitados a la region Sp :— 3 +¢ <
arg(A) < §—e, entonces el espectro de A estd en el sector S, :— 5 +¢ < arg(Aa) <
5 — € para algan a > 0, y puede definirse

e At = L / e MA-NTdN ,t>0 (1.2)
27T T

con I' el borde de S,. Puede mostrarse que e~ es la solucion fundamental de la

ecuacién de calor Au + 2% = 0, con u(z,0) = §(x).

La aproximacion de la resolvente mediante la parametriz permite, entonces, tomar
el limite para ¢ — OV en la integral anterior, y obtener un desarrollo asintético para
e~ en potencias crecientes (en general no enteras) de t, con coeficientes que vienen
dados por los coeficientes de Seeley.

En términos de autofunciones y autovalores de A, el niicleo de e~4? puede es-

cribirse como
K(t,zy)=> e op(z)pf(y).
k

Tomando = = y, e integrando sobre M, obtenemos

h(A,t) =tr(e” ) =) e ™. (1.3)
k

Esta es la definicion de la traza del heat-kernel, otra funcion espectral de gran apli-
cacion en problemas de Fisica.

Existe una relacion muy estrecha entre la funcion ¢ de un operador y la traza de su
heat-kernel. En efecto, de (1.1) y (1.3)

— -5 _ L > —Apz ,5—1 __ L > s—1
C(A,s) = zk:/\k =T /0 dz zk:e 2T = ) /0 dzh(A,2)z°"".
(1.4)

Se ve entonces que la funcién ( y la traza del heat-kernel estan relacionadas entre si
via transformada de Mellin.

Veremos aplicaciones de estas funciones espectrales a problemas fisicos en var-
iedades sin borde en los capitulos 2 y 5.

Antes de dar las generalidades de operadores diferenciales elipticos en variedades
con borde, aplicaremos, a modo de ejemplo, las definiciones dadas hasta ahora al prob-

lema sencillo del Laplaciano en una circunferencia de radio uno.

4
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d2
A=-2 1p
dx? T

donde P es el proyector sobre las constantes. Para este operador, en la circunferencia,
setienem =2,n = 1.
Su simbolo principal esta dado por

o(A) =€ 40 parale| = 1.

El operador es, por lo tanto eliptico.

De pedir que ningun autovalor del simbolo principal caiga sobre el rayo de crec-
imiento minimo, es evidente que un rayo de crecimiento minimo corresponde, por
ejemplo,a X = {A: AeR™}.

Resolviendo el problema de autovalores del operador , se encuentra

C(A,s) =1+ 2¢r(2s),
=2 t
h(A,t) = 2267" bret=0(0;-)—1+et,
n=1 &
donde ( es la funcion ¢ de Riemann y © es la funcion © de Jacobi [9].

Hay que sefialar que si el operador es simétrico (formalmente autoadjunto) so-
bre una variedad compacta Riemaniana, los autovalores son reales y pueden ordenarse
(M| < |Ae] € e ), y entonces existe C' > 0 : lim,, oo n |)\n|7% = C. Si, ademas,
el operador tiene un simbolo principal definido positivo para & # 0, el espectro esta

acotado por debajo, habiendo, a lo sumo, un nimero finito de autovalores negativos.

1.2 Sistemas elipticos de borde

Suponemos ahora que M es una variedad compacta de dimensién n, con borde
oM.

Llamamos, en cada sistema local de coordenadas x = (x1,...,2,—1) a las coor-
denadas sobre OM, y por t (real) denotamos la variable normal interior al borde, de
modo que (z,t) esta en R”. Anotamos con R’} el semiespacio correspondiente a
t > 0. Consideramos, en R}, un operador diferencial (matriz de gxq) de orden m:

m . . a
A= ZAj(t)Dt T, (De= _Z&)v
7=0
donde A; es un operador diferencial de orden < j en R" 1.
Entonces, llamando (£, 7) a la variable simbdlica correspondiente a (x, t), tenemos,

para el simbolo de A:

U(A) = ZU(Aj)(x’t7€)Tm_j ;

J
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su simbolo principal es
Om = 05(A)) w1, )"
J

Definimos, ademas, el polinomio caracteristico o simbolo principal parcial:

O'm/ = Z O'j(Aj)(JE, 0,£)Dtm7j .
J

Supongamos que, en la vecindad del borde, tenemos dados operadores

m
Bj =Y BuDy™", 1<j<
k=1

mq
2

y los Bjj son un sistema de operadores diferenciales, matrices de 1xq, actuando en
R"~!. Supondremos, en particular (ya que éste sera el caso en las aplicaciones fisicas
que tomaremos), que son de orden 0, es decir, multiplicativos.

Como antes, escribimos:

o(Bj) =Y (B ",
k=1
o'(Bj) =Y o(Bj)D/" "

Definicion:

La coleccion de operadores A, By, ..., B mg constituye un sistema eliptico de borde
si A es eliptico y, para g = (g1, ..., gma ) arbitrario, z en R" "y £ # 0 en R"~" hay
una Unica solucion del siguiente problema de borde sobre la semirrecta {t > 0} :

om' (A)(z,&, Dy)u =0

75lim u(t) =0
U/(Bj)(x,f,Dt)u =g; ent= 0 paraj=1,..., % .

Esta condicion es también conocida como condicion de elipticidad débil, o de Lopatinski-
Shapiro [5].

Definicion:

La coleccion A, By, ..., Bma constituye un sistema fuertemente eliptico de borde
enun cono X C C que incluye el cero si,

i) Para & # 0 0,,(A)(x, £) no tiene autovalores en XK'y

i1) Existe, para cada = y cada (£, \) # 0, con A e X, solucion tnica del problema
de borde:

om' (A) (2, &, Di)u = du

6
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tlim u(t) =0
o' (Bj)(z,&,Dy)u=yg; ent=0,j=1,.., %

Esta condicion suele llamarse condicion de existencia de un cono Agmon [10].
Obsérvese que la elipticidad fuerte se reduce a la elipticidad de Lopatinski-Shapiro
cuando X = {0}.

Si se satisface la condicion débil, puede definirse un operador Ap sobre LQ(M ),
definido como el operador A actuando sobre todas las funciones u que satisfacen
Bju=0en0M.

Si, ademas, se cumple la elipticidad fuerte, puede encontrarse [7] un desarrollo para
la resolvente (Ap — \) ™! y definir, a partir de ella,

i

(Ap)~® A5 (Ap — \)ld),

:% :

con I una curva apropiada que yace en el cono donde se sabe que existe (Ap — \) L.

Nuevamente, puede en este caso definirse la funcidén ¢ como la traza de (Ag)~*.
Pero ahora, el desarrollo de la resolvente involucra, ademas de los coeficientes de See-
ley ya introducidos en el caso sin borde, nuevos coeficientes d que ajustan las condi-
ciones de contorno, y que deben determinarse no ya a partir de ecuaciones algebraicas,
sino a través de la resolucion de ecuaciones diferenciales.

Podemos construir la solucion fundamental de la ecuacion de calor para A si el
espectro de su simbolo principal ¢, esta contenido en el cono

Ko ={A: SN < CRN)}

alrededor de R, para algin C' > 0, y si el problema de borde es fuertemente eliptico
con respecto al cono complementario {0} | JXc“; en estas condiciones es posible
ademas tomar la traza del heat-kernel.

Si Ap tiene un conjunto completo de autovectores, ambas funciones espectrales
pueden expresarse en términos de los autovalores:

C(A,8) =D (M)~°, (1.5)

k

h(Ap,t) =Y e ™, (1.6)

k

y, como en el caso sin borde, estan relacionadas entre si via transformada de Mellin.

Tomemos, como ejemplo, el Hamiltoniano de Dirac en un circulo de radio 1. Como
veremos mas adelante, el Hamiltoniano de Dirac de 2x2 (2+1-dimensiones) puede es-
cribirse, en coordenadas polares, en la forma

H— M A ie_ia( T—%ag)
= ieia(ar_i_%ae) -M ’

7



8 INTRODUCCION

donde M es la masa del campo de Dirac.

En este caso m = 1, n = 2, la variedad M es el interior del circulo y su borde O M
corresponde a r = 1.

Porlotantox =60,t =1 —r.

mg __

H actua sobre spinores de la forma i) = ( i ), de modo que ¢ = 2,y 51 =

El simbolo principal resulta

Para mostrar la elipticidad de H, estudiamos el det(oy(H)) = —(72 + (+)?),
que resulta # 0V ¢ : |¢] = 1.
Para encontrar el rayo de minimo crecimiento, consideramos el problema de auto-

valores: al(H)( i ) . /\( ;,z; ) |

Para que este problema tenga como unica solucidn la trivial, debe satisfacerse

) —iz + ift 52
det(eir(Ti&) e (7;)\1 )>:/\2—(72+(1t)2)

1-t

#0 VieX.

Asi, es evidente que X es cualquierrayoen C — RT™ — R™.

Consideramos ahora el operador correspondiente a las condiciones de contorno
tipo bolsa de MIT, de utilidad en modelos efectivos de confinamiento, y a las cuales
volveremos en el capitulo 4

B=(1,ie”%)
O'/(B)(.’,E, 67 Dt) = (17 ( eiim)

o\ (H)(x, &, Dy) = < e”(D?—ig) e‘”(DOtJrz'g) ) '

El problema H g es débilmente eliptico si H es eliptico, y si para g arbitraria, € R
y & # 0 en R, hay solucion tnica para t > 0 de

o} (H)(2. &, DiJu =0
At =0

o' (B)(z,¢,D)u=g ent=0.

(1):

la ecuacion diferencial tiene soluciones de la forma o(z, £, 1) = A(x, &)e™ ¢, x(x, &, 1) =
B(z, &)et; la imposicion sobre el comportamiento de u para t — oo, deja

- ( A(a:,(f))e—ft ) parag > 0

8

Si escribimos
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U= < B(x70§)eft > paraé < 0.

Por ultimo, la condicion o’ (B)(x,&, Di)u = g, permite determinar A(z, &) y
B(z, £) en términos de g para £ > 0y £ < 0 respectivamente; por lo tanto la solucion
u es Unica, y el problema es débilmente eliptico.

Para estudiar la existencia de un cono Agmon, se debe analizar el problema

det (o (H) — \) £ 0,

(condicién satisfecha si A\e C — RT — R™), y pedir que exista solucién tnica del

problema
0 e ®(Dy + i) Y\ P
(w0 2(2) o

con las condiciones ( i ) —t—oo 0

o'(B)(x,&, Dy) ( i ) —ptiey=g ent=0.

La ecuacion (1.7) se reduce a —97¢p = (A2 — ), x = 1e'*(—id, — i &)y, cuya
solucion es

o =A(z,€)e" +B(z,€)e ™, dondep = (62— \?)%,

donde tomamos la rama de la raiz cuadrada con R(i) > 0 (esto es siempre posible si
A no es real).
El requisito lim;_, o u(t) = 0 deja

¢ =B(z,&)e

e R

Si les imponemos la condicion de contorno

B(z,)(1-——) =y,

el problema tiene solucidn unica Vg, salvo para A = /&2 — A2 — £ (cuyas Unicas
soluciones son A =00 A\ = —¢).
Por lo tanto el problema Hp es fuertemente elipticoen X = C —RT —R™.

Como otro ejemplo, que sera de utilidad en el Capitulo 3, consideramos ahora el

operador
(M ot
=0 o TR

9
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El simbolo principal de este operador es:

0 —iT-l-&_fK
crl(H)<Z_7_+£1N 01t>.
—t

Verificamos primero la elipticidad de H:

detlon(H) ~ 3) = 32— (7 + (S5 -
implica
W =rt 4 (B2E7 ex0.

Por lo tanto, H es elipticoen X = C — RT — R™.
Imponemos ahora condiciones de contorno APS, las cuales estan definidas dando
el simbolo parcial del operador de borde:

o'(B) = (00(§ — K),0(k =€) , donde@o(ﬁ”){ éﬁ::ig

El simbolo principal parcial del operador H es:

/ _ 0 -0 +E—k
Ul(H)_<at+§—/€ tO )

Al resolver su problema de autovalores (para A # 0) se encuentra
1
X = X(aﬁ+§7’i)@a

(=07 + (= k)%= Np.

Llamando p = ((£ — k)% — )\2)% con R(u) > 0 (lo cual es siempre posible si A no es
real, se tiene
¢ =A(E)e" +B(e M

Las autofunciones que se anulan para ¢ — oo, tienen la forma

( B§”<§¥?:if2>eﬂ” )'

Por lo tanto, el problema de borde

(@manx@mgn<fﬂ>B@)

>\@—H—u))_f@)

siempre tiene solucion unica, dada por
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A

B(¢) = [y

fl&),E<k.

Para A =0 (£ # 0)

p = A(§)e” T

X =B(€)e "

Las soluciones que se anulan para ¢t — oo son

0 .
( B(g)e(ﬁ—n)t > ) Sl€< K

y el problema de borde en ¢ = 0 tiene solucion Unica

Al = f(&) siE>r

B(§) = f(§) sig<r.

Por lo tanto, las condiciones APS definen un problema fuertemente eliptico para el
operador Hen X =C - RT - R"™.

11
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CHAPTER 2

Energias de Casimir - Métodos de
regularizacion

2.1 Generalidades

Uno de los aspectos fundamentales de la Teoria Cuantica de Campos es la tarea
de extraer resultados fisicamente significativos a partir de cantidades que, en principio
estan mal definidas. Tal vez el ejemplo mas simple de esto sea la energia de punto cero
de campos cuanticos.

La aparicién de una energia de vacio divergente es una consecuencia directa del
método de cuantificacion candnico, que permite establecer la correspondencia entre
cantidades clasicas y operadores cuanticos; este esquema no fija el orden de los oper-
adores no conmutantes en el Hamiltoniano del campo, lo que hace necesario imponer
prescripciones adicionales para tener una teoria de campos bien definida.

Al estudiar teorias de campos libres extendidas a todo el espacio tiempo, esta am-
bigiiedad es removida mediante la prescripcion de orden normal. Esto implica la sub-
straccion formal de la energia infinita de punto cero y, por lo tanto, el valor de ex-
pectacion de vacio del Hamiltoniano normalmente ordenado es cero. Tal substraccion
esta justificada por el hecho de que, en la practica no es posible medir un valor absoluto
de energia, sino solo diferencias, permitiendo una eleccion arbitraria del origen sobre
la escala de energia.

En 1948, Casimir mostro [1] que placas neutras, perfectamente conductoras, pues-
tas en el vacio, se atraen una a otra. Esta fuerza atractiva puede ser considerada como
la consecuencia del cambio de energia de punto cero cuando las placas son llevadas
a su posicion. La existencia del efecto Casimir implica que la energia del estado de
vacio de los campos cuantizados no puede ser correctamente definida mediante la sola
prescripcion de orden normal. La idea basica detras del concepto de Casimir es que los
campos cuanticos siempre existen en presencia de vinculos externos o en interaccion

13



14 ENERGIAS DE CASIMIR - METODOS DE REGULARIZACION

con otros campos, y, por lo tanto, su energia de punto cero se ve modificada. Tales
vinculos podrian ser idealizados como condiciones de contorno impuestas sobre los
campos en la frontera de un volumen espacial finito.

Uno de los procedimientos [2] usados para calcular energias de Casimir es la evalu-
acion directa de sumas infinitas sobre los modos de punto cero del campo (autovalores
del Hamiltoniano). Estas sumas son formalmente divergentes, y un esquema de regu-
larizacion adecuado debe emplearse para extraer un resultado fisicamente significativo
[2, 3]. Aunque existen diferencias entre los resultados obtenidos por distintos métodos
de regularizacion, las predicciones para la energia de Casimir deben ser independientes
de los métodos utilizados. Resulta, entonces, crucial comprender la relacion entre los
resultados obtenidos mediante distintas técnicas de regularizacion.

2.2 Conexion entre regularizaciones ( y cutoff [11]

Un paso hacia el entendimiento de la relacion entre las regularizaciones de la en-
ergia de Casimir con la funcion ¢ y con cutoff exponencial fue realizado en [12, 13]. En
particular, en [13], los autores mostraron la conexion entre regularizacion exponencial
y regularizacion con la funciéon ¢, con la condicion ad-hoc de que la energia regu-
larizada mediante cutoff presente solo divergencias en forma de polos. En este caso,
mostraron que la energia regularizada a la zeta resulta finita, e idéntica a la energia
regularizada via cutoff, con los términos polares substraidos.

Vamos ahora a extender la conexidn entre ambos métodos , y s6lo restringiremos el
problema de borde asociado de tal forma de garantizar que los autovalores del campo
sean reales.

La evaluacion de energias de Casimir mediante el método de suma de modos im-
plica la suma directa sobre los autovalores de energia de los modos de campo de punto
cero [2, 3],

1
Ec:52wn . 2.1
n
Estos autovalores de energia, w,,, dependen de la dimensioén del espacio-tiempo,
del spin del campo considerado y de las condiciones de contorno impuestas sobre €l.

Consideraremos el caso de un campo escalar libre en un espacio-tiempo d + 1
dimensional que da lugar a una variedad

MDY = Rx M, 2.2)

donde M es una variedad compacta d-dimensional con borde suave OM.
Los autovalores de energia, luego de separar variables, resultan

wy = A2, (23)

donde los A, satisfacen [3] el problema de borde asociado

D@n = )\n@n

BT, -0 (2.4)

DBSOn - {
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2.2 CONEXION ENTRE REGULARIZACIONES ¢ Y CUTOFF 15

En nuestro caso, D es un operador de segundo orden sobre M; B es un operador
tangencial ( al cual tomaremos diferencial), que define las condiciones de contorno y
T es el mapeo de restriccion, que asigna a cada seccion su dato de Cauchy en OM.

En lo que sigue, el problema de borde ( 2.4) sera citado como (D, B). Es claro
que, para que las w, tengan sentido como energias fisicas, los autovalores \,, deben
ser reales y positivos; esto se puede lograr imponiendo las bien conocidas condiciones
[5, 8] al problema de borde (D, B). Como veremos a continuacion, tales condiciones
también implican que w;,, — oo 00 y que ellas son de orden O (n'/¢) para n grande.

La suma (2.1) es claramente divergente y, por lo tanto, se le debe aplicar algiin
esquema de regularizacion para poder asignarle un significado fisico. Trabajaremos
con dos de estos métodos: la regularizacion cutoff exponencial y la regularizacion ¢
[4, 14]. Determinaremos el comportamiento de la energia de Casimir regularizada de
ambas formas, y daremos una relacion precisa entre partes finitas y divergentes que
aparecen en uno y otro esquema, generalizando asi el resultado de la referencia [13].

En el primer caso, se define,

1/2

e ATl pd Dp
Eop= =5 20 o t7% S =B , 2.
? 22 w e Jto 2 dt (h(t w ) ) Jizo 2

n

donde

h (t, l;f) = ZeftAnT' =Tr (eiﬁD}B/z) . (2.6)

n

1 es un parametro con dimensiones de masa, introducido para dejar ¢ adimensional.
La energia de Casimir, mediante regularizacion de funcién ¢ [4, 14], esta definida
como

2.7

Es facil ver, a partir del comportamiento de los A,,, que la suma en (2.7) es conver-
5 %) es, por lo tanto, holomorfa en la
misma region. Ella puede ser extendida como una funciéon meromorfa a todo el plano
s, presentando solo polos simples. Se define entonces la energia regularizada mediante
funcién ¢ como el valor de esta extension en s = —1. Nuevamente se ha introducido
un parametro p para permitir que la ¢ sea adimensional [15].
Antes de iniciar la demostracion de la relacion existente entre los resultados obtenidos

mediante uno y otro método de regularizacion, vamos a reproducir algunas propiedades

relativas a problemas de borde elipticos.

gente para $(s) suficientemente grande; ¢

Lema 1

15



16 ENERGIAS DE CASIMIR - METODOS DE REGULARIZACION

Sea M una variedad compacta suave d-dimensional, con borde suave OM. Sea
D un operador diferencial parcial eliptico, y sea B un operador diferencial tangencial
sobre OM .

Si el problema de borde (D, B)es autoadjunto y eliptico con respecto a C' — R
(por lo tanto tiene un cono Agmon [10] que incluye el eje real negativo), entonces:

a)Existe un sistema ortonormal completo;{¢,, }.-, con D¢, = A\, dy,.

b) ¢, satisfacen la condicion de contorno BT'¢,, = 0 (aqui, T es el mapeo de
restriccion, que asigna a cualquier seccion suave su dato de Cauchy).

¢) Ap € Ry lim,_ |\y| = 00. Si se ordenan los A, tal que |A\;| < || < -+,
entonces existe ng tal que |A,| > na paran > ng.

d) Los A, estan acotados por abajo y el espectro de D esta contenido en [—C, o]
para alguna constante C.

En lo que sigue, supondremos, sin pérdida de generalidad, que el espectro de Dp
es positivo).

Lema 2
Bajo las condiciones del lema anterior [§] :
a)Y (t,Dp) = Tr (e"*P7) es holomorfa en un sector

Vo, = {t = ret 1> 0,]0] < 6o}

para algun 6, € (0, g)
=) 4
b) Y (¢, D) posee la expansion asintdtica Y (t,Dp) ~ > ajt% , para
j=0
t — 0 uniformemente para ¢t € Vj, para cada § < 6.
Aqui, los a; pueden ser evaluados a partir de los coeficientes de Seeley [8], in-

cluyendo tanto las contribuciones de volumen como las de borde .
¢) Y (¢, Dp) decrece exponencialmente para |t| — oo en Vj.

Lema 3
Bajo las mismas condiciones [5, 8, 16] :
a)
s (8 s Dp\ _ s —5\ _ > 51
§~°T (5) ¢ <2u2> =T (5) Tr ((DB) ) _/0 571y (1, Dp)dt  (2.8)

es la transformada de Mellin de Y (¢, D). Es holomorfa para $(s) > d y se extiende
a una funcion meromorfa, con una estructura de singularidades:

e (S s D\ N 2a; s
" F(z><<2’,p>—§s+j—d+’w(z) : 29)
donde 7 (%) es holomorfa para R(s) > d — N — 1.

16



2.2 CONEXION ENTRE REGULARIZACIONES ¢ Y CUTOFF 17

b) Para cada ¢y, 5 real y cada § < 6,

D s
‘H’SF (;) C (;’ :U’2B>‘ < 0(0170275) 675|\$§ ) ’32‘ > 1701 < §R§ <cg.
(2.10)

Con todos estos elementos, estamos ahora en condiciones de probar el siguiente
lema, el cual es la base del resultado principal de este capitulo:

Lema 4
Bajo las mismas hipotesis que antes:

aT ( 7513}3/2)
dn(t,2g e 1/ W2 . o
a) (dt“z ) = r => —)‘7—; e_t% posee la expansion asintotica
n
D
(b 58) R i) ey
—a 2Ny oy ela)
k=0 H (5) H
i( k)1r(—k+§)2 (t)Q’HJF
K)oy 2Ady2k | o
pt 20 F(§) 20

K 1 (1) £\ 2k 1
g(% + I)Z—I‘ OT (1) (2M> {rd+2k+1(k - §)+

k=0
=
Adt-2k+1 <‘I’(1) +y k:—l) +
1=0

d+2k ¢ 1

2aj
—_—— 42 2 1)1 - 2.11
R (@b D) - g ) | + ot @11

donde p es de orden O ((QL“)QKH*E) ,0<e<lparat— 0, € V;.

Demostracion
En primer lugar, notese que

D o0 D
L(s)¢ (5 23) :/ 51 (t, f) dt (2.12)
2 p 0 p
es la transformada de Mellin de h (t, %) . Ahora,

(s 3 rp @G-

5
2

17



18 ENERGIAS DE CASIMIR - METODOS DE REGULARIZACION

(GG e

s—;l)}

A partir del Lema 3 a), y la estructura de singularidades bien conocida de I' (
se sigue que (2.13) es holomorfa para Res > d, y

c+ioco
Dp\ 1 t\ P25 (s+1 e (S s Dp
(1 5F) =g [ e(n) S () b (e

- (2.14)
donde el camino de integracion es tal que ¢ > d.
Esta expresion puede ser derivada, para obtener %
ah (t,2¢)
N M)
dt
1 e (=s) (t\ "7 h 2l et s s D
— / ds L r 4T (f)g SEBN(215)
2mi ) TN VT 2 2 27 p?

C—100
donde la integral debe realizarse sobre la curva mencionada anteriormente.
A partir del Lema 3 b), junto al hecho de que T' (£31) es O (6(7%“)‘["1% ),
A . e an(t,28)
para cualquier ¢ > 0, es posible obtener una expansion asintética para —_#—
cambiando el contorno de integracion en (2.14) moviéndolo a través de los polos de

(=) [M_SF (2)¢ (g, %)} Dichos polos estan localizados en s = d — j.
Paras =d—j =k >0 (j <d) ellos son polos simples, y contribuyen a la

integral de Cauchy con

—kT k41 t —k—1
— ( = )adk<) ,k=0,1,....d. (2.16)
21 T'(3) 2
Paras = d—j = -2k (k=1,2,...) ellos son también simples, y su con-
tribucion es
10 (—k+1) £\
—k——— 2120, o, () k=1,2,.... (2.17)
2 T(z) T\

Paras=d—j=—(2k+1) (k=0,1,...) ellos son polos simples y dobles, y
contribuyen con :

(2k+1) (=1 t O\ 2¥ | a2k 9.
2n T (5T (k) <2u> raain (TR =) ; y
2.18)
(2k +1) (—l)k t\ 2k " el
20 T (DT (k+1) <2u> f+2k1 an(@)—2+‘1’(1)+l§m
2.19)

18



2.2 CONEXION ENTRE REGULARIZACIONES ¢ Y CUTOFF 19

(Debe notarse que la suma en (2.19) debe ser incluida siempre que tenga sentido).
Por lo tanto, cambiando el contorno de integracion en (2.14) hasta, e incluyendo a,
la singularidad en s = — (2K + 1) tenemos,

K 1 (_1)k £\ 2k 1
Yk e () [ Em 9

1
k=0 2 2
e d+2k 9.
Ad42k+1 <\IJ(1) +Z l) + Z Tékfl—’—
1=0 =0 J
t 1

2 2k+ 1) In(—) — —— t). 2.20
casauer (k4 D) = )] + ol (.20

El resto pg (t) esta dado por una integral tipo (2.15), pero con ¢ < —2(K + 1) el
cual, como un resultado del Lema 3 b) y la estimacién para |T' (££2) | recién discutida,

2K +1+e .
es O ’ﬁ ; esto completa la demostracion.

Cuando este desarrollo asintético es evaluado en ¢ = 0, da, para la energia de
Casimir calculada mediante cutoff exponencial

t=0

d
1 ( 1) a; 1 ag4+1 t
Tat1 | —= ) +ag+1 (T (1) —2)+2 E - + = In .
4r (3) 2 i—d-1 2T (3)
(2.21)

A partir de (2.9), la energia de Casimir regularizada mediante la funcion ¢, (con
N = d+ 1), esta dada por

_ k(s Ds _
EC_ 2C<27 HQ )Js_—l_
d

1 2, 1 ( 1> st ag iy
: + 3t B
ity (2) Trgee]

19



20 ENERGIAS DE CASIMIR - METODOS DE REGULARIZACION

d

1 a ) 1
or (%) ]Z::Oj_d— 1 4T (%)Td-ﬂ (—2> =+
1 (1) s
2r ()" ( 3 1 ln(2u)> Coar(d)s+ 1J51 : 2.22)

A partir de (2.21) y (2.22) se pueden extraer las siguientes conclusiones respecto a
la energia de Casimir para campos escalares en un espacio tiempo d + 1 dimensional:

1) Ambos métodos de regularizacion dan, en principio, lugar a contribuciones
divergentes. Si el coeficiente a441 es nulo, la regularizacion zeta da un resultado
finito, que coincide con la parte finita de la energia obtenida mediante cutoff expo-
nencial. Ademas, este ultimo método de regularizacion presenta polos de orden 2, 3,
..., d+ 1, con el coeficiente del polo de orden k + 1 igual a I" (k + 1) por el residuo
de ¢ (5,28 ) ens =k (k=1,....d).

2) En el caso general, (a441 # 0), la regularizacion exponencial muestra, aparte
de las singularidades en forma de polo, una divergencia logaritmica, con un coeficiente

que es igual a menos el residuo de 5¢ (%, % en s = —1. Como consecuencia de
ésto, las partes finitas minimas que aparecen en uno y otro esquema de regularizacion
difieren en términos proporcionales a a441. La diferencia entre la parte finita minima
obtenida a partir de regularizacion exponencial y la obtenida a partir de regularizacion

( esta dada por

lagyr lagyr
3 V=572 (2.23)
donde v es la constante de Euler-Mascheroni . En ambos esquemas de regularizacion
aparece una dependencia logaritmica con la escala u (esto ya ha sido discutido en [15]
en relacion con la regularizacion ¢). Si la diferencia entre los resultados arrojados
por ambas regularizaciones consiste en términos renormalizables, serd posible dar una
interpretacion fisica a los resultados, eliminando al mismo tiempo la dependencia con
L

Hay que senalar que todos estos resultados siguen siendo vélidos en el caso de una
variedad M sin borde. En este caso, las condiciones de borde se reducen al requerim-
iento de que el operador D sea autoadjunto, con un simbolo principal definido positivo.
Los coeficientes a; solo incluyen contribuciones de volumen, las cuales se anulan para
J impar [5, 6].

2.3 Ejemplos de aplicacion

Como un ejemplo simple, y para mostrar el acuerdo de los resultados con las con-
clusiones de la seccion anterior, vamos ahora a estudiar en primer lugar la energia de
Casimir para un campo escalar en una caja d-dimensional. Este problema ha sido am-
pliamente estudiado en [3], donde se hizo uso de la regularizacién dimensional, la cual
es totalmente equivalente en este caso a la regularizacion (. Estudiaremos los casos
d=1lyd=2.

20



2.3 EJEMPLOS DE APLICACION 21

Ya que el campo es escalar, satisface la ecuacion de Klein Gordon
(0 +m?) ¢ (z) =0 (2.24)

adentro de una caja d-dimensional de lados finitos de longitud L1, Lo, ..., Ly (d > 1).
Sobre cada direccion espacial impondremos condiciones periddicas de contorno (esto
es equivalente a tener una variedad sin borde)

et L)=p(t0) ,i=1,...,d. (2.25)

Luego de aplicar separacion de variables, facilmente se obtiene que los modos del
campo estan dados por la raiz cuadrada de los autovalores del operador Laplaciano
d-dimensional (D).

2 2
Wnyi..ng = lmQ + ( Lll >

(En el caso sin masa, el modo n; = ... = ng = 0 debe ser excluido, ya que no
contribuye a la energia de Casimir).
Usando la férmula de inversion de Jacobi, se obtiene una extension meromorfa para

I'(2)¢ (5 Dper ) La misma est4 dada por [3]

) 011/2
+( nd”)] S Ny..na € Z. (226)
Lq

2 2
D Li...L d ~(s=d) -
F(f)c f, Per } _ 41 . d(ﬁ) @ r s—d n
2 TR s 2 I 2
1T - m L\ naLap\” SZd
2(7) /
DT ) e ()]

1
L 2 L 2\ 2
Ka. |2m ((7“2 1) +o+ <nd2 d> ) : (2.27)

donde ’ indica que el término con todos los n; = 0 debe ser omitido.

El ultimo término en (2.27) es analitico en todo el plano s, y el primero tiene polos
ens=d—2k (k=0,1,...).

Comparando con (2.9) se ve entonces que en este caso a; = 0 para j impar, esto
resulta consistente con el comentario realizado al final de la subseccion previa. Con
respecto a asy, es facil ver que ellos estan dados por

k d
Aok = ( kl!) (;) L W - Ld m)* k=01,... . (2.28)

A este nivel, ciertas conclusiones generales pueden ser extraidas a partir de nuestros
resultados previos:

- Si el espacio es de dimension par, entonces aq+1 = 0; la energia de Casimir
calculada a partir de regularizacion ¢ sera finita, mientras que la regularizacion expo-
nencial mostrara polos. El resultado via funcién ( - coincidird entonces con la parte
finita minima de la energia via cutoff exponencial.

4
2
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22 ENERGIAS DE CASIMIR - METODOS DE REGULARIZACION

- Por otro lado, si d es impar, agy; # 0 . En este caso, ambas regularizaciones
presentaran divergencias. Estas se presentaran como polos en s = —1 en la version
regularizada a la ¢, y una singularidad logaritmica tanto como polos en la exponencial.
Las partes finitas minimas diferiran por (2.23). Sin embargo, ya que los términos di-
vergentes son proporcionales al volumen de la caja, ellos pueden ser substraidos medi-

ante alguna prescripcion fisicamente significativa (£ — 0) [3, 17]. Esta

L1 N Ld — 0
misma prescripcion deja resultados finitos, coincidentes e independientes de la escala
1. Eso mismo se obtiene con una “renormalizacion” tipo Casimir [1], que equivale a
considerar la contribucion de los modos externos; ya que a; contiene, en este ejem-
plo, sélo contribuciones de volumen, éstas se cancelaran al adicionar modos externos,
como se mostrd en [18]. Es en este sentido como se debe entender la equivalencia entre
ambas regularizaciones en este ejemplo particular.

Es importante notar que, ya que todos los a; (j # 0) son proporcionales a poten-
cias positivas de la masa, el caso sin masa es particular: en este caso, la funcion ¢ s6lo
presentara un polo en s = d, y la energia de Casimir regularizada a la ¢ resultara finita
en cualquier dimensidn, mientras que la regularizacidon exponencial sdlo mostrara un
polo de orden d + 1; ambas partes finitas minimas coincidiran.

En el caso d = 1, usando las ecuaciones (2.22) y (2.27), se obtiene la energia de
Casimir mediante regularizacion ¢ [3]

L (m)~ T2
= —— —K; (nmL) + — p - 229
ry v NN
Como ya se discutio, ésta resulta divergente en s = —1.
Desarrollando el ultimo término alrededor de s = —1, se obtiene
=1 m2L 1 m 1
Y = “"NT 2K (nmL —In (=) -], (230
¢ W;n vmb) =\ o) o ge) T2 ) @30

(1) — 7&& - €7t (%)ZjL(%)z %
Bop = 2dt<z ( ) )JH- (2.31)

Esta serie puede ser evaluada usando la formula de suma de Poisson (como se detalla
en el Apéndice A) y, calculando luego su derivada, se obtiene

oo
_m 1
ex — E —K; (nmL) +
p 0 n
n=1




2.3 EJEMPLOS DE APLICACION 23

La comparacion de los coeficientes (tanto de las partes divergentes como de las fini-
tas) en las ecuaciones (2.30) y (2.32) muestra un total acuerdo con nuestros resultados

en la seccién anterior. Una vez que se impone la prescripcion (V) — 0 se ob-
L — o0

tiene, mediante ambos esquemas de regularizacion, el siguiente resultado fisicamente

significativo para la energia de Casimir

0
m
C’as - ; 2_:

La misma resulta ser finita, y decae exponencialmente con m y L. Tanto partes diver-
gentes como finitas proporcionales a L han sido substraidas mediante la aplicacion de
la prescripcion dada anteriormente, lo cual es equivalente a adicionar una constante a
la densidad de energia.

(nmL) (2.33)

3\>—‘

Analizamos ahora el caso d = 2; nuevamente, a partir de (2.22) y (2.27), se obtiene,
para la energia de Casimir regularizada a la ¢ [3],

00 00 2
(2) L1L2 ni1Ly noLo
gl 5 (Y ()

n]=—00 Na=—00

2 2
s [ 2m n1Ly n naLo n
2 2 2

e

L1L2 = > / nlLl ? n2L2 ?
s s AeER) )

n1=—00 Ny=—00

2 2
n1Lq naLo LyLym?

Mediante regularizacion exponencial, la energia de Casimir esta dada por

K

(M

2nqm 2 2ngm

E®) - _%% DY e‘t((ﬁ) +(%27) +(%)) @39

ni=—00 Nag=—00

t=0

Esta serie doble puede ser calculada haciendo uso repetido de la formula de suma de
Poisson (como se prueba en el Apéndice A). Luego de derivar, obtenemos

23
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(M)

L1Ly & n,L naLy\*
2) 142 141 242
S = N \/< )*(2) "
NnNyg=—00 Ng=—00
2 2
TL1L1 n2L2
Ks |2 -
m¢(2>+(2)

L1L2m3 L1L2M3
127 273 |,

(2.36)

Como se adelantd, la regularizacion ¢ da un resultado finito, que coincide con la
parte finita minima en la regularizaciéon exponencial. Esta tlltima presenta un polo sim-

ple de orden d+ 1 = 3, cuyo coeficiente coincide con T' (3) veces el residuo de Eé2) en

s = 2. Luego de aplicar la prescripcion E(?) — 0 se elimina la divergencia
L1L2 — OO
y una parte finita proporcional al volumen. La energia de Casimir es entonces

3

2

(2) nlLl n2L2 2
EC(LS: 237('2 Z Z ( > +( 2 ) X

ny=—00 N2=—00

2 2
n1L1 n2L2
Ky 2m\/( 5 > +< 5 ) : (2.37)

la cual, como en el caso d = 1, decae exponencialmente con el volumen de la caja 'y
con la masa.

Un caso interesante [19, 20, 21], es el de un campo escalar sin masa en una esfera
d-dimensional, bajo condiciones de borde Dirichlet.

En este caso, los modos propios del campo estdn relacionados con las raices, oy s,
de las funciones de Bessel mediante [19, 20]

ap s
(wi.e)? = ( ]lé )2, (2.38)
Si ag441 denota el residuo de la (S IDf ) en s = —1, es claro que
1
Qa1 ~ - (2.39)

Esta dependencia puede ser verificada considerando evaluaciones explicitas de los
coeficientes del heat-kernel para este caso [19, 20, 22].

24
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Entonces, la energia de Casimir calculada via funcién (, tendra una parte diver-
gente proporcional a R~!. La regularizacién exponencial presentara una divergen-
cia logaritmica, también dependiendo de R~!, tanto como polos de orden k + 1 =
2,3,...,d+ 1, proporcionales a “ﬁ#

Al ser las singularidades en forma de polo proporcionales a potencias positivas
de R, una prescripcion fisica (que se base en pedir que la energia se mantenga finita
cuando el volumen va a infinito), las descartara. Pero la misma prescripcion no elimi-
nara la singularidad logaritmica en la regularizacion exponencial (o, equivalentemente,
el polo en la funcion (). Mas aun, quedara una dependencia con la escala, dando lugar
a un término proporcional a %ln(,uR)(como se discutid en el caso d = 3 en [15]).

Como se menciono antes, otra posibilidad es sumar la contribuciéon de los modos
externos, y substraer la energia de Casimir de todo el espacio. En ese caso, las contribu-
ciones de volumen a los a; se cancelan, mientras que las contribuciones de superficie
b;,a los a; satisfacen (ver, por ejemplo [18])

b;j(—OM) = (—1)71b;(OM). (2.40)

Dado que el borde de la region exterior es el de la region interior con orientacion
invertida, esto muestra que las contribuciones debidas a los ;11 s6lo se cancelan para
d impar. La energia de Casimir regularizada con funcion ( resultara divergente en
cualquier dimension par, esto parece estar relacionado con el resultado encontrado
en [23]. En lo que respecta a la regularizaciéon exponencial, apareceran divergencias
logaritmicas para dimension par e, independientemente de la dimension, solo se elim-
inaran las divergencias en forma de polos proporcionales a los coeficientes de Seeley
de orden par.
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CHAPTER 3

Campos de Dirac en presencia de
una cuerda de flujo

3.1 Generalidades sobre extensiones autoadjuntas de op-
eradores diferenciales

En Mecanica Cuantica o Teoria Cuantica de Campos, razonamientos fisicos con-
ducen a una expresion formal para el Hamiltoniano de un sistema, el cual es usual-
mente un operador diferencial parcial sobre un espacio apropiado Lo (de funciones de
cuadrado integrable), pero cuyo dominio no esta especificado.

Generalmente es facil determinar un dominio sobre el cual el Hamiltoniano de un
sistema esta bien definido y resulta un operador simétrico H. Sin embargo, la her-
miticidad de un operador no asegura que el mismo sea autoadjunto, y s6lo este ultimo
tipo de operadores pueden dar la dindmica correcta de un sistema cudntico mediante su
exponenciacion para construir el operador evolucion.

Surge asi el problema de determinar la existencia de extensiones autoadjuntas de
operadores simétricos. En el caso de haber varias extensiones, las mismas son distin-
guidas por la fisica del sistema en consideracion. La respuesta a cual es la correcta
extension autoadjunta del Hamiltoniano no surge entonces de la Matematica sino de la
Fisica.

Por claridad y autoconsistencia, resumiremos brevemente algunas definiciones y
teoremas que seran de gran utilidad para el desarrollo de las secciones siguientes [24,
25].

Definicion
Sea T un operador lineal densamente definido sobre un espacio de Hilbert H. Se

define el operador T (adjunto de 7T) tal que su dominio D(T'") es el conjunto de las
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28 CAMPOS DE DIRAC EN PRESENCIA DE UNA CUERDA DE FLUJO

o € H para las cuales hay un n e J{ con

(T, ) = (¢¥,m)  VoeD(T)

Para cada ¢ e D(T'"), se define T'T p = 7.

Definicion

Un operador T' densamente definido sobre un espacio de Hilbert se dice simétrico (o
hermitico) si D(T) € D(T")yademasT ¢ =TT ¢ Ve D(T). Equivalentemente,
T es simétrico sii

(To,) = (0, TY)  V,9eD(T)

Definicion
T es autoadjunto si 7' = T'f, es decir, sii T es simétrico y ademéds D(T) = D(TT).

Criterio basico para operadores autoadjuntos

Teorema

Sea T un operador simétrico sobre un espacio de Hilbert . Las siguientes tres
afirmaciones son equivalentes

a) T es autoadjunto

b) T es cerrado y Ker (Tt 4 i) = {0}

¢) Ran(T +i) =X

Ya que las dimensiones de los nicleos de ¢ & 7' tienen un papel tan importante, es
conveniente asignarles nombres.

Definicion
Sea T un operador simétrico, definimos
K, = Ker(i—1TT)
K_=Ker(i+1T")
K4, K_ son llamados subespacios de deficiencia de T. Los numeros ny (7)) =

dim(X1),n_(T) = dim(XK_), son llamados indices de deficiencia de T'.

Para construir las extensiones autoadjuntas de un operador simétrico usaremos la
teoria de espacios de deficiencia de Von Neumann.

Teorema
Sea T un operador cerrado simétrico. Las extensiones simétricas Ty de 1" estan en

correspondencia uno a uno con el conjunto de isometrias parciales de K en K_.
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3.1 EFECTO AHARONOV-BOHM PARA ... 29

Si U es esa isometria con espacio inicial I(U) C X, entonces la correspondiente
extension cerrada simétrica 71y tiene dominio

D(Ty) ={¢+ ¢+ +U(py) ,peD(T), pyel(U)}

Ty (e + ot +U(p1)) =T + 1o — WUy
Sidim(I(U)) < oo, los indices de deficiencia de Ty son

ni(Ty) = na(T) — dim(I1(U))

Corolario

Sea T" un operador cerrado simétrico con indices de deficiencia ny y n_. T posee
extensiones autoadjuntas si¢ n4 = n_. Hay una correspondencia uno a uno entre
extensiones autoadjuntas de 7"y mapeos unitarios de K en K_.

3.2 Efecto Aharonov-Bohm para campos de Dirac sin
masa

En 1959, Y. Aharonov y D. Bohm hicieron notar [26] que aun un potencial vector
localmente trivial puede dar lugar a efectos observables en una topologia no trivial.
En estos sistemas, la presencia de un tubo de flujo magnético infinitamente delgado
altera el espectro y modifica la energia de vacio dando lugar a una clase de efecto
Casimir. Desde entonces se ha reconocido la importancia de campos de background
del tipo de Aharonov-Bohm, tanto en fisica de particulas como en problemas de materia
condensada (modelos 2+1-dimensionales en superconductividad).

Mas recientemente, se ha prestado atencion a la inclusion del spin, principalmente
en relacion con la interaccion de cuerdas cosmicas con la materia [27, 28, 29, 30, 31].

En este capitulo trataremos el problema 2+1-dimensional de un campo de Dirac en
presencia de una cuerda de flujo magnético. Debido a la simetria del campo de back-
ground, el Hamiltoniano puede ser escrito en una forma diagonal en bloques, teniendo
asi dos problemas de 2x2.

En este contexto, después de desarrollar las autofunciones en una base angular con-
veniente, se reconocio la necesidad de considerar extensiones autoadjuntas del Hamil-
toniano radial de Dirac [32, 33]. En [33], el autor mostr6 que existe una familia de un
parametro de condiciones de contorno en el origen, lo cual es equivalente a establecer
una relacion entre las componentes del spinor, y no imponer la finitud simultanea de
ambas componentes. Aun asi, en [34] se mostrd que solo dos valores del parametro de
extension corresponden a la presencia de un campo magnético tipo delta de Dirac en el
origen.

En las referencias [27, 30, 31], una de estas posibles condiciones de contorno fue
obtenida, partiendo de un modelo en el cual se impone la continuidad de ambas com-
ponentes del spinor de Dirac a un radio finito y después se toma el limite del radio
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30 CAMPOS DE DIRAC EN PRESENCIA DE UNA CUERDA DE FLUJO

yendo a cero. Sin embargo, cuando este tipo de condicidén de contorno es impuesta en
el origen, se pierde la invarianza bajo traslaciones enteras del flujo magnético reducido
[27, 35, 36, 37, 38].

En la siguiente seccion adoptaremos el punto de vista de que el origen es un punto
excluido. El plano corresponde a un plano pinchado, que tiene la topologia de un
cilindro, y por lo tanto, la teoria es invariante frente a traslaciones enteras del flujo
magnético reducido. Con este espiritu, impondremos sobre el campo de Dirac, y a
un radio finito, condiciones de contorno espectrales del tipo de las de Atiyah- Patodi-
Singer (APS) [39, 40, 41, 42], tomadas como en las referencias [43, 44]. Haremos
luego tender este radio a cero, y mostraremos que se obtiene asi una extension autoad-
junta que respeta la mencionada invarianza.

Finalmente, confinaremos al sistema adentro de un circulo pinchado de radio R,
imponiendo alli al campo condiciones de contorno complementarias a las satisfechas
en la posicion del tubo de flujo, y analizaremos los efectos de polarizacion del vacio.

Estudiamos entonces la ecuacion de Dirac para un campo sin masa en un espacio-
tiempo de Minkowski.

(i P~ AT =0 3.1)
bajo la presencia de un tubo de flujo localizado en el origen,
H=VAA= gé(r)éz (3.2)
donde k = % es el flujo reducido, y r es la variable radial en el plano perpendicular al
campo.

Supondremos que los fermiones estan confinados a dicho plano, de modo que ¥ =
¥(r, 0) (es independiente de z).

Tomando p
Ag=-2, (3.3)
r
y con la eleccion para las matrices de Dirac
0 __ g3 0 1 _ iUg 0
7= ( 0 g3 ) 7= < 0 iU2 )
2 71‘0’1 0 3 _ O 7:0'1
7‘( 0 i01> 7_(1'01 0)’ 34
es facil ver que el Hamiltoniano resulta diagonal en bloques
_( Hy 0
H= ( 0 H. ) , (3.5
donde los bloques de 2x2 estan dados por
0 ieT (0, + B)
Hi - ( _,L'e:I:iG (_ar :tB) 0 ’ (36)
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3.2 EFECTO AHARONOV-BOHM PARA ... 31

con

K

B= ' — (3.7)
T

r

Estas dos “polarizaciones”, que nosotros denotaremos por s = £1, corresponden a
las dos elecciones no equivalentes de las matrices gamma de 2x2 [31].

De ahora en mas, trabajaremos con s = 1 (el caso s = —1 puede ser estudiado en
una forma similar, y siempre que sea necesario se hara referencia explicita a ¢él).

Para este caso, podemos escribir:

T . i
H+(0 L > ,con L=—ie (=9, +B) LT =ie (9, +B),

L 0
(3.8)
y sus autofunciones:
_( ¢s(r0) - . Lop=Exp
Vg = ( i (r,0) ) satisfacen : Lixg = Epp (3.9

Proponiendo o = Y00 ¢, (1) el™? xp =Y 0 xn (r)e'™?, resulta el
Hamiltoniano radial

_ 0 i(0r + HE)
H, = ( i, + 28y 0 ) : (3.10)

Es facil ver que las soluciones de la ecuacion (3.9) son de la forma

] (’I" 9) _ Z?io:—oo (An Jn*fﬁ (|E|T) + Bn JN*” (|E|T)) ein@
. ) _i% (An Jnt1-x (|E|r) = By Jumn—1 (|E|r)) e’ +1°
(3.11)

(Por supuesto, para s entero, se debe tomar una combinacién de funciones de
Bessel y de Neumann).

Para s = —1, se intercambian las componentes superior e inferior de ¥ i, y ademas
EF— —F.

Es facil ver ahora, a partir de la ecuacion (3.11), que el Hamiltoniano radial de
Dirac en el background de un campo de gauge de Aharonov-Bohm requiere una ex-
tension autoadjunta en el subespacio critico n = k [27, 32, 33] (el requerimiento de
que U sea de cuadrado integrable anula el coeficiente B,, en (3.11) para n > k;
en forma similar, se anula el coeficiente A,, para n < k; sin embargo, para n = k
ambos términos en (3.11) son de cuadrado integrable aunque con alguna componente
divergente en el origen, y uno tiene una combinacion de los mismos). De hecho, im-
poner la regularidad de ambas componentes del campo de Dirac en el origen es un
requerimiento demasiado fuerte, excepto para flujo entero. Si se impone regularidad,
el resultado es que el dominio del operador H' es mayor que el de H y, por lo tanto,
éste no resulta autoadjunto.

Se debe aplicar entonces la teoria de Von Neumann de los indices de deficiencia
(brevemente contada en la seccion anterior)[25]. Para ello se buscan los subespacios
de deficiencia del Hamiltoniano radial dado en la ecuacion (3.10).

31



32 CAMPOS DE DIRAC EN PRESENCIA DE UNA CUERDA DE FLUJO

H actia sobre funciones de cuadrado integrable sobre la semirrecta con medida
rdr.

Fuera del subespacio critico se encuentra que no existe solucion de cuadrado in-
tegrable de la ecuaciéon Hvy = +iM1. (donde M es un pardmetro de masa no
nulo que fue introducido por razones dimensionales); esto esta de acuerdo con nuestra
vision del problema resumida anteriormente. Por el contrario, en el subespacio critico,

. S , K_,(Mr)
los espacios de deficiencia K estan generados por los vectores < Ky o (M) >
I_o(Mr)
I 11—« (M T)
semirrecta, por lo que no es admitido en el dominio de la extension simétrica de H,.).
Por lo tanto, los indices de deficiencia del problema sonny =n_ = 1.

La extension simétrica H de H, tiene como dominio

(debe notarse que el spinor < > no es de cuadrado integrable sobre toda la

D(HY) =

K_o(Mr) w ([ K—a(Mr)
{w,@ ( Ko ) + e ( Koy ) PeDU), BeCweR
(3.12)
Para cada w, H” resulta un operador simétrico y autoadjunto

(H2' 9, 0) = (0, HE 6) =0 Vo, ¢eD(H?) = D(HZT)  (3.13)

Las condiciones de contorno permitidas en el origen se obtienen de pedir la anu-
lacion de

irgf(r)oré(r))—o |
que corresponde al término integrado por partes en (3.13), y donde se escribe ¢(r) =

( g ((:3 ) y para 1) se usa la forma de las funciones en D(HY) (ecuacion (3.12)).
Este procedimiento conduce a la familia de un parametro de condiciones de con-
torno permitidas, que esta caracterizada por [33]

i lim (Mr)" ! g(r)sin (Z + (;)) = lim (Mr)~" f(r) cos (Z + 2) . (3.14)

r—0 r—0

donde v varia entre —1 y 0 (v = —aparas = 1; v = a — 1 para s = —1).
Aqui, © parametriza las extensiones autoadjuntas admisibles, y esta relacionado con el
0y - I'(a) 92a-1_ 1

parametro w en la ecuacion (3.12) mediante tan(§ + %) = =) fan(—2)"

3.3 Condiciones APS y extensiones autoadjuntas [45,
46]

Como ya se adelantd, qué condicidén de contorno se debe imponer en el origen,
depende de la situacidn fisica en estudio.

Una posibilidad es tomar un tubo de flujo de radio finito, pedir la continuidad de
ambas componentes del campo de Dirac a radio finito, y después hacer tender este
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3.3 CONDICIONES APS Y EXTENSIONES AUTOADJUNTAS 33

radio a cero [27, 30, 31]. De esta forma se obtiene una de las posibles extensiones
autoadjuntas, que corresponde a © = Fsgn (k).

Como ya se recalcod en [27, 35, 37], este tipo de procedimiento conduce a una
condicién de contorno que rompe la invarianza frente a k — Kk + n (neZ). Ahora
bien, esta simetria es por supuesto singular cuando se considera todo el plano, pero no
lo es cuando el origen es removido o, equivalentemente, el plano tiene la topologia de
un cilindro.

Para preservar esta simetria, proponemos excluir el origen, imponiendo condi-
ciones de contorno del tipo de Atiyah-Patodi-Singer [39, 40, 41], definidas como en
[43], a un radio finito ¢ y haciendo luego tender 7o — 0. Este tipo de condiciones
de contorno no locales fue originalmente introducido por los mencionados autores en
relacion con el teorma del indice en variedades con borde, del cual se realiza una breve
presentacion en el Apéndice B.

Al sélo efecto de discutir las condiciones de contorno APS en r = rg, introducimos

[43, 44]
1 (et
g (W) e
y
Li=-0.+B Li=8,+B (3.16)
de tal forma que
eig ) e_ig )
L= —iﬁLlewﬁ Lt =i 7 Lie 2/ (3.17)
con
Lip1p =iEx1E (3.18)

LJ{XlE =—iFEo1p

Expandimos ¢1 g ¥ X1 en términos de autofunciones de B
Be, = Aen . (3.19)

Una vez que se impone la condicion de que ¢r y x g en la ecuacion (3.9) sean mono-
valuadas en 0, estas e,, son de la forma:

. + 1
en = ei(nt3)o , con An (1) = NTeTR , nez. (3.20)
T

Tenemos entonces

15 (1,0) = Y00 fu (r) 0

Xz (r,0) = gy (r)el(t3)0 (321

Reemplazando en (3.18) obtenemos, para x no entero (v = k + «, con k la parte
entera de k y « su parte fraccionaria)
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34 CAMPOS DE DIRAC EN PRESENCIA DE UNA CUERDA DE FLUJO

1 (1.0) = VP (An T (|EJF) + By Juey (|EJr)) €(7H2)°
. e} i(n+i
xiE (1,0) = =i r S (A Jnirw (IBI) = By Jono1 (Blr)) e (nr2)
(3.22)
Para tratar las condiciones APS en r = r(, consideramos el desarrollo en la ecuacion
(3.21), e imponemos:

fn (7"0)
In (10) =

8 for A, (r9) <0 (3.23)

paras = 1.

Como es bien sabido, imponer este tipo de condicion de contorno es equivalente a
remover el borde, pegandole un tubo semi-infinito en esta posicion, y extendiendo la
ecuacion de Dirac por una extension constante del campo de gauge, mientras se impone
que los modos cero sean de cuadrado integrable [44, 47] (excepto para A,, = 0, en cuyo
caso permanece un modo cero constante, con una componente inferior no nula).

Yendo entonces a la ecuacion (3.22) tenemos, después de usar el comportamiento
dominante de las funciones de Bessel para pequefios argumentos:

An —n 1
B—NT(Q)(k-i-a ) n—k+§_a§0
BZ 2(n+1—k—a) 1 . (3.24)
a, "' n*k+§*a>0
Analizamos ahora dos situaciones diferentes:
Sia> 3
An
B, ro—0 0 para n<k
B, (3.25)
T re—00  para nzk+1
y las autofunciones en la ecuacion (3.11) son de la forma:
k’ .
Jkta—n (|E‘7«> eint
o0 n;oo ! ( i%‘]k-‘ra—n—l (| E|r) ein+1)0 +
o oo (|E‘7’) eint
A\ : : 3.26
nz;-l ( _Z%JnJrlfkfa (|E|’I‘) ei(n+1)0 ( )
Sia < %
An
Biﬁro—»oo para n<k—1
B, (3.27)
A7n —ro—0 0 para n >k

y las autofunciones resultan:

k—1 ;
Jk+a-n (|E‘7’) en?
ve(n0)= Y B ( e )

L il s (|EIr
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& in6
ZAn ( Jn—k—a (|E|T)€ ) ) (3.28)
n=~k

—i Ty pma (| BJr) D

Nuestro procedimiento conduce a una extension autoadjunta que satisface la condicion
de minima irregularidad (las funciones radiales divergen en » — 0 a lo sumo como 7,
conp < %). La misma corresponde a los valores del parametro O :

@:{_g parac 2 (3.29)
2

paraa <

INIEE NI

© = +7 son los dos unicos valores posibles del pardmetro que corresponden a
tener un campo magnético delta de Dirac en el origen [34].

Mas aun, esta extension es compatible con la periodicidad en «. De hecho, la
dependencia sobre k puede ser reducida a un factor de fase overall en las autofunciones.

En lo que respecta a conjugacion de carga,
Up —oVp" 5 K— —kK,

la misma es respetada por las autofunciones, excepto para o = % Esto se debe a la
presencia ya comentada de un modo cero constante sobre el cilindro.
Debe notarse que, para la representacion s = —1 de matrices de Dirac de 2 x 2

vy = ( AT el ) (3.30)

"8 Y g,et(nt3)f

y las condiciones de contorno APS deben ser invertidas, para \,, # 0, respecto de la
ecuacion (3.23), ya que el operador B cambia a —B.

Para )\,, = 0 tomaremos la componente inferior igual a cero en ry; esto, como
mostraremos mas adelante, permite que la conjugacion de carga sea una simetria del
modelo completo. De esta forma tomamos

fn(ro) =0 para A, (rg) >0 (3.31)
gn(ro) =0 para A (ro) <0 '
para s = —1.
En este caso, la extension resultante corresponde a
s 1
o= 2z Pamazg (3.32)
-5 parac < 5

Este es un ejemplo de una aplicacion fisica de las condiciones APS, las que son
generalmente elegidas solo debido a su interés matematico. Todas las conclusiones
respecto al comportamiento en el origen siguen siendo ciertas para campos de Dirac
masivos. El procedimiento de imponer condiciones de contorno a radio finito, luego
llevado a cero, fue considerado para campos masivos en [48], donde se examinaron
ciertos numeros de vacio.
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36 CAMPOS DE DIRAC EN PRESENCIA DE UNA CUERDA DE FLUJO

Debe mencionarse que, para x = k entero, nuestro procedimiento conduce al re-
querimiento de regularidad de ambas componentes en el origen (tanto para s = 1 como
para s = —1). En este caso

B > Jn_r (|E|r) ei™?

n=—oo

3.4 Efectos de polarizacion de vacio en una region aco-
tada

Confinamos ahora al campo de Dirac adentro de una region acotada, introduciendo
un borde en 7 = R. Estudiamos entonces el efecto combinado de la presencia de un
campo de background y la existencia de bordes, que imponen condiciones de contorno
al sistema. Sobre el borde exterior exigiremos que el campo satisfaga condiciones tipo
APS, complementarias a las consideradas en r = ry.

Para s = 1, estas condiciones son

fo(R)=0  for A (R)>0

g (R)=0  for A, (R) <0 (3.34)

Vamos a estudiar primero los modos cero de la teoria,

(3.35)

—i8 o n—k—a i(n+l)0
Uy (7”,0) = ( ez Zn:—oo An7 € z >

ei% ZOO BnrkJrafnflei(nJr%)O

n=—oo
Las condiciones en r = o implican

A,=0 ,  para n<k+a-—1

B,=0 , para n>k+a—35 ’

(3.36)

mientras que las condiciones de contorno en R implican

A, =0 , para n>l<;+oz—% . (3.37)
B,=0 , para n<k+a-—3

Por lo tanto, ningiin modo cero sobrevive con las condiciones de contorno tomadas,
aun cuando no se haga o — 0. Esto est4 en completo acuerdo con el teorema del indice
[39, 40, 41], que se discute brevemente en el Apéndice B. De hecho, de acuerdo con
este teorema,

ny—n_=A+b(ro) +b(R) (3.38)

donde ny (n_) es el numero de soluciones de energia cero de quiralidad positiva (neg-
ativa), A es la anomalia, o contribucion del volumen, y b son las contribuciones de
superficie que vienen de los bordes [42, 43]:

DR)= 3 (ha—n(R)  blro) =3 (o) —he,) . (39)
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con
nr)y=>_ sgod, (1) [\ ()7 (3.40)
An (1)#£0 =0

la asimetria espectral del operador de borde B, y donde £ es la dimension de su nucleo.
En nuestro caso:

a—1 oz>% l—«a a>%
b(ro) =4 —3 oz:? b(R)=14 3 a:% (3.41)
« Oé<§ —Q Oé<§

Se ve entonces que las contribuciones de borde se cancelan. Con respecto a la parte
de volumen, también se anula para la configuracion del campo de gauge que tomamos;
esto nos deja ny — n_ = 0, que resulta consistente con nuestro analisis a partir de la
ecuacion (3.37).

Se pueden establecer idénticas conclusiones con respecto al indice para el caso
s = —1, ya que ambas contribuciones de borde se intercambian.

Estudiaremos ahora el espectro de energia; el mismo puede ser determinado im-
poniendo (para s = 1) en r = R las condiciones de contorno (3.34) sobre las autofun-
ciones de la ecuacion (3.26) si a > 1, o sobre las autofunciones en (3.28), si o < %
Al hacer esto, obtenemos:

4 dn—at n=1...00 l=1...0 1
E,; = . R ’ ’ araa > — (3.42
! {i“R“’ Cn=—1,...00 I=1...00 paraa = 5 (342)
y
inzai n=0,...00 [=1...00 1
E,, = R ’ ’ araa < =, (3.43
. {j:“Rl . n=0,...00 l=1...00 P 5 349
donde j,; es la [-ésima raiz positiva de J,,. Para s = —1 se obtiene el mismo espectro.

Para ambos valores de s, el espectro de energia resulta simétrico con respecto a
cero. Este hecho, junto con la ausencia de modos cero, resultan en un valor de ex-
pectacion de vacio nulo para el nimero fermidnico [49] :

1
<N>+= —§(n+—n_):O. (344)

Por las mismas razones < N >_= 0; por lo tanto, el nimero fermionico total de
la teoria es nulo.

Es interesante notar que el origen contribuye al nimero fermionico con (este tema
esta discutido en [48])

:F% (a—1) a> %
< N >’l‘o,ﬁ:: :I:% o = ? (345)
Fsa a < 5
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que coincide, para cada valor de s, con el resultado presentado en [35, 37], donde
signos opuestos de la masa corresponden a nuestros signos opuestos de s, excepto para
a = % Este ultimo hecho est4 asociado con la falta de invarianza de conjugacion de
carga en cada subespacio. Aun asi, la suma de ambas contribuciones se cancela para
todo a.

Evaluaremos ahora la energia de Casimir. De acuerdo a lo expuesto en el capitulo
anterior, y usando el método de suma de modos, la misma esta formalmente dada por

Ec = f% (Z Eng— Z En,z> =- <Z En,l) ) (3.46)

E>0 E<O E>0

donde se ha usado la simetria del espectro de energia del problema. Por supuesto, un
método de regularizacion debe ser usado para dar sentido a esta suma divergente. Para
ello usaremos la técnica de regularizacion de la funcion C.

Ec=—py, (El)J : (347)

E>0 K p—

donde el parametro p fue introducido por razones dimensionales.
En este punto, es util introducir las llamadas zeta parciales, ya definidas en las
referencias [50, 51, 52]:

G(2) = Gu)" (3.48)

=1

Para el problema que estamos analizando, y usando las ecuaciones (3.42), (3.43),
(3.47) y (3.48), tenemos

Eo = =2u (RR)*) (0 (2) , (3.49)

z=—1
con
(3.50)

N[ o[

ne—o0 Gln—al T C-a para a <

> 6= { %;:—oo Cn—al + Ca—1 para >

Debe notarse que, como consecuencia de las propiedades de invarianza de las
condiciones de contorno, la energia de Casimir resulta periddica en « e invariante frente
a«a — 1 — «, tanto como continua a valores enteros de k.

Para cualquier valor de x, es la suma de la energia correspondiente a un campo
escalar en presencia de una cuerda de flujo y sujeta a condiciones de contorno Dirichlet
(estudiada en la referencia [50]), mas una zeta parcial que viene, para x fraccionario,
de la presencia de una autofuncion que es singular en el origen o, para x entero, de la
duplicacion de Jy.

Ambas contribuciones pueden ser estudiadas siguiendo los métodos empleados en
[50, 51, 52].
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La contribucion del campo escalar presenta un polo en z = —1, con un residuo
independiente de a.. En este caso es posible, por lo tanto, definir una energia de Casimir
renormalizada como

Egen = Ec (Oz) - EC (0) . (351)

Esta cantidad puede ser obtenida mediante calculos numéricos (el procedimiento
es idéntico al dado en [50]).

Volviendo al campo de Dirac, la zeta parcial que aparece en las ecuaciones (3.49)
y (3.50) nuevamente puede ser evaluada siguiendo los métodos de [50]. Sin embargo,
en este caso, hay un polo presente, cuyo residuo depende de «:

G (2)],oy=FP+ L (1-4?)

. 52
s0- ] e

Este residuo solo se anula para v = +1 (o = 3).

La parte finita de la energia de Casimir esta graficada en la figura (3.4) como una
funcién de o para pR = 1. Por supuesto, no se le puede asignar ningun significado
absoluto, debido a la presencia del polo y a la subsecuente necesidad de introducir
contratérminos dependientes de .

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

-0.01

Figure 3.1: Parte finita de la energia de Casimir adimensionalizada.

Aun asi, debe notarse que, al contrario del tratamiento en el origen, las condiciones
APS fueron impuestas en el borde exterior por razones puramente formales (poder
verificar el teorema del indice). Sin embargo, deberian considerarse condiciones mas
realistas, por ejemplo las de la bolsa de MIT. Este sera el objeto del siguiente capitulo.
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CHAPTER 4

Fermiones masivos bajo
condiciones MIT en un
background de Aharonov-Bohm
[53]

4.1 Generalidades

Como es bien sabido (y fue mencionado en el capitulo anterior), la presencia de
campos de background modifica el espectro de energia y, por lo tanto, da lugar a una
energia de vacio no trivial, o efecto Casimir [1, 2]. Por otro lado, la energia de Casimir
es alterada por la presencia de bordes, y la subsecuente imposicion de condiciones de
contorno sobre los campos cudnticos. En particular, para campos de Dirac, se han
estudiado muchos ejemplos de ambas situaciones [54, 11, 45, 55].

Por ejemplo, en [50], se estudio el efecto combinado de un fluxén magnético clasico
y condiciones de contorno MIT sobre la energia de vacio de un campo de Dirac sin
masa en un espacio 2+1-dimensional. Alli fue considerada una de las posibles exten-
siones autoadjuntas del Hamiltoniano radial.

En el capitulo anterior habiamos estudiado, para una particular extensién autoad-
junta, la energia de Casimir de fermiones sin masa, sometidos a condiciones APS en
la frontera exterior del circulo. En este capitulo consideraremos el caso mas realista
de fermiones masivos sometidos a condiciones MIT. Estas condiciones son de interés
por su aplicacion a modelos efectivos de confinamiento. En efecto, tales condiciones
eliminan el flujo de corriente a través de la frontera [56].

Es importante mencionar que, a pesar de lo que generalmente se cree (o espera),
en el caso de bordes curvos, la presencia de la masa no tiene un efecto exponencial-
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42 FERMIONES MASIVOS BAJO CONDICIONES ...

mente pequeno [57] como sucede en el caso de placas paralelas [2] (ver también ejem-
plos en la Seccion 2.3). Por el contrario, en ciertas situaciones podria aun llevar a un
cambio de signo en la fuerza de Casimir y resulta no despreciable [57]. Veremos que
propiedades tales como existencia de un minimo o continuidad de la energia de Casimir
como funcion del flujo dependen fuertemente de la masa.

Como se mostro en el capitulo anterior, el Hamiltoniano radial de Dirac en pres-
encia del campo de background de una cuerda magnética, posee una familia de exten-
siones autoadjuntas en el origen; diferentes extensiones son manifestaciones de difer-
entes fisicas dentro del vortice [33]. En particular, analizaremos dos posibles exten-
siones autoadjuntas, ambas compatibles con la presencia de un campo magnético delta
de Dirac en el origen [34]. Es bien sabido que el parametro que caracteriza la extension
determina, junto con el flujo, el Hamiltoniano efectivo fuera del vértice [33]. Como
consecuencia, las energias de Casimir obtenidas para diferentes extensiones autoad-
juntas presentan comportamientos muy diferentes, remarcando una vez mas que ellas
describen la fisica no trivial dentro del tubo de flujo.

Estudiamos la ecuacion de Dirac para una particula masiva confinada a un espacio
2 4+ 1-dimensional.

(i Pd—A—m)T =0 4.1)
en presencia de una cuerda de flujo localizada en el origen
ﬁ:ﬁAJ:f&m@, 4.2)
donde xk = % es el flujo reducido.

Como en el capitulo anterior, suponemos la cuerda de flujo radialmente simétrica;
por lo tanto, podemos elegir un gauge tal que el vector potencial esté dado por

K
Ag(r)y=——, para r>0. 4.3)
r
Consideraremos la representacion quiral de las matrices gamma

7’ = p3 ® 03, 7' =ips ® o, v = —ips @01, (4.4)

que, junto con
73 =1p2 ®0p, 4.5)

dan un algebra de Clifford cerrada.
Por lo tanto, la ecuacidon de autovalores para el Hamiltoniano de Dirac tiene la
forma

H, 0
< J H)WE_EWE, (4.6)

donde los bloques de 2x2 estan dados por
_( Fm LT
Hy = ( I im ) , 4.7
y hemos introducido L = —ie’ (-8, + B), L' =ie”* (0, + B), B = —10p — =.
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4.1 GENERALIDADES 43

La solucién general de la ecuacion (4.6) puede ser escrita como una combinacion

de .
W (F). W= L) )
con
Hyyy = By . (4.9)

Luego de separar variables, y para k = £+ a no entero (¢ es la parte entera del flujo
reducido, y a su parte fraccionaria), las autofunciones en la ecuacion (4.6) resultan

D () Cl
20077 g+(7“)ei(n+1)9
Vg (r,0) = s in
2O =1 S5 e
Yot e Gy (1)t DE
Z’ZO:—OO (A} Tn—w (k) + Byt Jen (k1)) ein?
_ Z;.zo:—oo _iEEm (A'r—t Jny1-n (k1) = B Jeoop1 (k7)) ein 1)

T S (A Jaek (k) + By Jey (k) e? . (4.10)

Z?}oo _iE-',—Lm (A; Jnt1-r (kj?“) — B, Jo—n-1 (k‘?“)) ei(nt1)o

donde k = +/(E?% —m?).

(Por supuesto, para x entero, se debe tomar una combinacion lineal de funciones
Bessel y Neumann).

Como vimos en el capitulo anterior, el Hamiltonianio radial de Dirac requiere una
extension autoadjunta en el subespacio critico n = ¢ [27, 32, 33]. Se debe, por lo tanto,
aplicar la teoria de los indices de deficiencia de von Neumann [25], que conduce a una
familia a un parametro de condiciones permitidas en el origen [33], caracterizadas por
(ver ecuacion (3.14))

+ +
i lim (mr)' = gE(r) sin (Z + 62) = lim (mr)® fi(r) cos <Z + ®2> :
4.11)
Aqui, ©F parametriza las extensiones autoadjuntas de H.. respectivamente.
En este capitulo consideraremos, para s no entero, dos comportamientos diferentes

en el origen. El primero, que denotaremos como comportamiento I, esta caracterizado

por
Ch :{ B

Como se muestra en las referencias [45, 46], y se ha explicado en el capitulo an-
terior, esta es la extension que resulta cuando condiciones de contorno del tipo de
Atiyah-Patodi-Singer (APS) [39, 40, 41, 42, 43, 44] son impuestas a un radio finito,
que es después llevado a cero.

La segunda extension autoadjunta que consideraremos, de aqui en mas denotada
por comportamiento II, corresponde a

or={ -

paraa >

paraa < (4.12)

[T

INIEINE

parax > 0

parax < 0 (4.13)

INETVIE]
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44 FERMIONES MASIVOS BAJO CONDICIONES ...

En la referencia [30] se mostrd que esta extension surge cuando se considera un
tubo de radio finito, se impone continuidad a las componentes del spinor en la posicion
del tubo, y luego se hace tender su radio a cero.

Fuera del subespacio critico, las autofunciones en la ecuacion (4.10) estan deter-
minadas por el requerimiento de que las funciones sean de cuadrado integrable en el
origen, y, por lo tanto, son idénticas para los comportamientos I y II. Ellas estdn dadas
por
B Joya—n (kr)e™
i B Jora—n—1 (kr)emtDo
B*Jpra n (kr) e™?

B JZ+a o1 (kT) i(n+1)0

U (i, 0) = (4.14)

(& E+m

A+Jn l— a(k'r') inf
n>0+1 _ —zE At Ti1o_q (kr) et
\I/E (7’, 9)_ A Jn o a(k’?") in6
Ay Jpi1—0—a (kr) e +1)0

(4.15)

—1Erm E +m
En el subespacio critico (n = /), la autofuncion para el comportamiento I esta dada
por

( ) 06
— B} Ja- (kr) ie+1o 1
1 _ 14 >
U (r,0) T (kr) el paraa > , (4.16)
B e ( ) i(£+1)0
y
AFT_q (kr) e’
_ + i(6+1)0
‘ B it Af Ji_q (kr)e 1
Uy (r,0) = A T (kr)e 6 paraa < . (4.17)
ZE+mA Ji_q (kr) e?e+1)0

Es facil ver que esta extension satisface la condicion de minima irregularidad (las
funciones radiales divergen cuando » — 0 a lo sumo como P, con p < %); y es
compatible con la periodicidad en x, un requerimiento natural cuando el origen es un
punto excluido.

Cuando se impone el comportamiento II en el origen, las autofunciones en el sube-
spacio critico estan dadas por la ecuacion (4.16) para k > 0, y por la ecuacion (4.17)
para k < 0.

Para k = /, tanto las condiciones APS como las de un tubo de flujo de radio finito
conducen, cuando se toma el limite singular, al requerimiento de regularidad de todas
las componentes en el origen. En este caso

A*Jn « (kr)em?

—i gt Al Tpg1 - (k) €11
ve(rno)= > | 4 ]?Jnmn (ke iy (kr)e : (4.18)
n=Tee Az Jns1—p (kr)e i(n+1)0

o0

—iEm E+m
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42 CALCULO DE LA ENERGIA DE CASIMIR 45

4.2 Calculo de la energia de Casimir

De ahora en mas, confinaremos al campo de Dirac dentro de una region espacial
acotada, introduciendo un borde en = R, e imponiendo alli condiciones de la bolsa
de MIT.

La energia de Casimir esta formalmente dada por

Ec = —% (Z E, - Z Ep> ; (4.19)

E>m E<—m

donde p representa todos los indices que aparecen en la ecuacion de autovalores que
surge luego de imponer condiciones locales MIT. Al hacer esto, uno debe considerar
un operador de borde B que, con la representacion de las matrices de Dirac dada en la
ecuacion (4.4), resulta también diagonal en bloques, y puede ser escrito como

: . B, 0
B=1—ip=1+i(y'n' ++*n?) = ( 02:2 EX_Z ) , (4.20)

donde n es el normal exterior, y

1 +ie~
By = < i ) > . 4.21)

Consideramos primero el comportamiento I (I) para @ > 1/2 (x > 0). Entonces,
las ecuaciones de autovalores para la polarizacidn superior (+) son

k

Jn+a(kR) - mjn—l—&-a(kR) , = 1; -5 00, (422)
—k

Tn-a(kR) = z——Jnp1-a(kR) n=1, .00, (4.23)

que provienen de los subespacios no criticos, y

To(kB) = =g, A (BR) (429)

que corresponde al subespacio critico.
Las ecuaciones de autovalores para la polarizacion inferior (—) son

—k

RY= ——J _ R =1,...,00 4.2
Jn+a(k ) B mJn 1+a(k ) ,y 1 PEREY ) ( 5)
Jn—a(kR) = i J, (kR) n=1 00 (4.26)
noe E+m "t ’ e '
para subespacios no criticos, y
Jo(kR) = k Ja—1(kR) (4.27)
¢ E+m" ! ’ '
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46 FERMIONES MASIVOS BAJO CONDICIONES. ...

para el subespacio critico.
Para ¢ < 1/2 (k < 0), las contribuciones provenientes de los subespacios no
criticos son las mismas, mientras que aquellas debidas a n = ¢ son

—k

J-alkR) = =——

Jl—a(kR) ’ (428)

para la polarizacion +, y

k

mjl—a(kR) ’ (429)
para la polarizacion —.

Es facil verificar que energias positivas provenientes de una polarizacion corre-
sponden a energias negativas que vienen de la otra. Por lo tanto, ambas polarizaciones
dan idénticas contribuciones a la energia de Casimir en la ecuacion (4.19). Como con-
secuencia, la expresion formal para la energia de Casimir es

Eo = —%22 (k% +m2)"?, (4.30)
k

donde £ denota las soluciones de

2m
J72z+a(kR) - J721—1+a(kR) - ?Jn-i-a(kR)Jn—l-ﬁ-a(k‘R) =0

paran =0, ..., 00, (4.31)
2
T2 kR) = J2 1o (kR) + =2 T a(kR)Jys1—a(kR) = 0
paran =1,...,00, (4.32)

cuando a > 1/2 (k > 0) mientras que, paraa < 1/2 (k < 0), la ecuacion (4.31) se
cumple paran =1, ..., 00 y la ecuacion (4.32) paran = 0, ..., co.

Como es usual, un método de regularizacion debe ser introducido para dar sentido
a la suma divergente en la ecuacion (4.30). Dentro del esquema de la regularizacion de
la funcioén ¢ [4, 14] (para varias aplicaciones también se pueden ver [58, 59]),

1 ' . 1 ) k’2 + m2 —s
Ec=—3M lim M?¢(s) = —5M hmé 2y <W> , (4.33)
k

s—=—3 s——1

donde el parametro M fue introducido por razones dimensionales.
A esta altura, es util definir la funcion zeta parcial

oo

Guls) =2 (kiy +m?) ", (434)
I=1
donde £, ; son las raices de
9 9 2m
Jo(kR) — J;_1(kR) — TJH(kR)JM,l(kR) =0. (4.35)
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42 CALCULO DE LA ENERGIA DE CASIMIR 47

Por lo tanto, luego de introducir v = n + % ya =a-— %, se puede escribir la
energia de Casimir para el comportamiento I en el origen, y para cualquier a, como

Eé:—%M im M8 ST [Grals) + Goal9)] = Cojay(s) 3 (436)

sS——3 1

_13
V=35,5

mientras que para el comportamiento II en el origen esta dada por

EII = 7%M liml M28 Z [Cv—i—a(s) + Cu—a(s)] - C%—Sgn(ﬂ)a(s)

§——1
£ 2 _13
V=35,5

(4.37)

Como se menciond antes, es claro, a partir de la ecuacion (4.36), que para el com-

potamiento tipo I la energia de Casimir es independiente de la parte entera ¢ del flujo

reducido. De hecho, es invariante frente a « — —a (@ — 1 — a). Por lo tanto, es

suficiente estudiarla para 0 < o < %, en cuyo caso se puede ignorar el valor absoluto
en el ultimo término, y usar E (o) = EL(—a).

Similarmente, a partir de la ecuacién (4.37), para un comportamiento tipo Il en

el origen, la energia de Casimir resulta invariante frente a 1 — —x. Entonces basta

estudiar el caso x > 0, donde el ltimo término es nuevamente ¢ 1 (s) y se considera

1 1
—§<O{<§.

Las energias de Casimir en las ecuaciones (4.36) y (4.37) contienen dos contribu-
ciones: el término dentro de los corchetes, que estd sumado sobre v, y el ultimo
término, que es una funcion zeta parcial.

En ambos casos es util introducir, como en las referencias [50, 51, 52], una repre-
sentacion integral para la funcion zeta parcial:

sinws o, [ —s d ol
Cul(s) =2 - R* /z dz [2* — 2°] e In [m 2n 1)Fu (z)| , (4.38)
donde )
z
Fu(z) =TI (z) + I, () + — L@ (2), (4.39)

que puede ser usada en los diversos términos de las ecuaciones (4.36) y (4.37). Aqui
hemos introducido la variable adimensional z = mR.

Para identificar las divergencias y evaluar las partes finitas de los términos en las
ecuaciones (4.36) y (4.37) se debe realizar una continuacién analitica a s = —%. Un
método para hacer esto ha sido desarrollado en [60]. Para la parte de las funciones
zeta que involucra la suma sobre v, el método consiste en adicionar y sustraer varios
ordenes de la expansion uniforme asintotica de Debye de la ecuacion (4.39) de tal forma
de hacer tanto la suma como la integral en las ecuaciones (4.36), (4.37) y (4.38) bien
definidas en una franja creciente del plano complejo s. Para la funcién zeta parcial, en
cambio, sera suficiente sustraer y sumar términos del desarrollo asintdtico para grandes
argumentos de las funciones de Bessel.
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Estudiamos primero los términos sumados sobre v. Usando las relaciones de re-
currencia de las funciones de Bessel, se obtiene

d (-
T(p,x,z) = aln [m 2p 1)Fu(x)} =

1+ 2 (8)% 2+ 2d, () + & (4)" 2 d%()

“w T
2 2 ’

(8)" 2du(@) + 32 (£)” di()
(4.40)
donde d, () = x4 InI,(z). Esta expresién puede ser desarrollada en potencias de
%, mediante el uso de la expansion de Debye de las funciones de Bessel, después de

E(M) pY2 | 2 (pu)2 2 (p)\2 2
PS4 (B) + 5 (8) 2+ 5 (5) du@) +

p\w W

tomar (£) = 7= con 7 la variable de los polinomios recursivos uy, () [61].

Si DWY) (u, z, T, 2) es tal expansion hasta el orden ;%N’ la funcién zeta parcial puede
ser escrita como

Culs) = Cils) +¢ils) (4.41)
donde
Cu(s) = oSS RQS/ dv [z* — 2°] - [T(u, z,z) — DM (u, z, T, z)} (4.42)
es la parte analitica de la funcidn zeta para s = —%, mientras que

Ch(s) = Qszs/ dr [2? — 22] 7 D™ (u, w7, 2) (4.43)
™ z

es la contribucion asintética.

Para hacer absolutamente convergentes la integral y la suma sobre v en la ecuacion
(442)en s = —%, es necesario tomar N > 2 [60]. Elegiremos N = 4 para mejorar
la convergencia de la suma del término analitico (4.42), de modo de ganar precision en
los resultados numéricos.

Ahora bien, el término entre corchetes en las ecuaciones (4.36) y (4.37) involu-
cra la combinacion (.44 (s) + (y—q(s). Para usar resultados previos [55], desarrol-
lamos en potencias de % Introducimos la correspondiente combinacion de expansiones
asintdticas,

A(N)(z/,x,t, z) =

DW) (u (1+%),x,t(1+%) {1+2af (1+;;)yé,z> +
o (o (1= 8) e (1-5) 1227 (1 )

desarrollada hasta el orden l%N En la expresion de arriba ¢ = \/ﬁ

Se puede escribir la expansion asintdtica como

N
AN (v,a,t,2) = A+ Do+ YA, (4.45)

i=1
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donde

4t 2r t?
== __ Ay = == A, = b thLJ 4.46
v 1+t 214t Iﬂdxz (@:d) (4.46)

0

y los coeficientes b(; ;y estan calculados en el Apéndice C.
Por lo tanto, el término entre corchetes en las ecuaciones (4.36) y (4.37) puede ser

escrito como
oo

i MY [Gra(s) + Gumals)] =

T2 n=0

N—-1
Z(—%) + lim M2 (A_1(3)+A0(8) + Z Ai(8)> ; (4.47)

s——13%

donde

1 2 = [ 1
DRy
{T v+a,z,2)+T (v —a,z,2) — AWN) (V,:c,t,z)}, (4.48)

- il o0 J/ 7 _
A_4(s) = 92T p2sy E 1// dv [(va)? — 22" M, (4.49)
7.r z
n=0 v

X

sinms = [ —s 1 V1i+22 -1
Ap(s) =2 R?32 / dz [(vz)? — 22 , (4.50

Ao = 2 e Sy S0 [T (G- (= )Hj
i(s) = i v x [(ve)® — 2 — [ —= )
T =0 (7])n:O z dzx 1+ z?

(4.51)

Las ecuaciones (4.49), (4.50) y (4.51) pueden ser expresadas en una forma sistematica
introduciendo las funciones [55]

fsiabia) fj = ()1”7 (452)

estudiadas mas detalladamente en el Apéndice D, que permiten escribir las contribu-
ciones asintdticas como

OR25 T (s — 1 1y 1
A_1(s) = Nz (If(s)Q)ZQSH/O —yf <s;0, 2;2\/§> , (4.53)

VY
2R T (s+ 3 d 1
Ag(s) = NG <FS(S)2)Z281/0 yi:/ (5, 1, 3% \/37) , (4.54)
21
Ai(s) = Z b,y Aeig (8) (4.55)
§=0
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donde

o T (s + 22 i+
Agigy(s) = —2R* 770 2 ;=25 ¢ <S;j, ;Z) : (4.56)
J CET0) 2

En el Apéndice E se derivan las expresiones completas para estas contribuciones
asintoticas alrededor de s = —%. Aqui, simplemente damos una lista de los residuos,
que seran relevantes para la discusion de la renormalizacion:

Res|5:7% A_1=0, (4.57)
1 [22 1
Res|,—_1 Ao = 5 [ﬂ + 127& ; (4.58)
Res|S:_% A =0, (4.59)
111 1 a? oz oz 2P
Res|,_ 1 dg=—|———-——-Z42_21|. 4.60
eSla-y A2 =3 [64 27 7 1'% 2} (4.60)

Estudiamos ahora la contribucion de la zeta parcial

o — %M lim M {7%_&(5)} (4.61)

s——3

a la energia de Casimir en las ecuaciones (4.36) y (4.37). Omitimos el valor absoluto
en el indice por las razones explicadas anteriormente.

Para aislar las singularidades es suficiente considerar los tres primeros términos
dominantes en la expansion asintotica para grandes argumentos de las funciones de
Bessel, que seran denotados por L(% —a, x, z) ; entonces, podemos escribir la funcion
zeta parcial como

C1oal8) =C_o(s) +CT_o(5), (4.62)
donde ) -
¢t (s) = QSH”TSRQS/ dz [:172 — 22}_8 X
2 i 2
(L (1 4.63
3 a, T,z 3 a,x,z ||, (4.63)
. . . 1
Cg_a(s) = ZMRQS/ de [2* —2°] "L (2 - a,x,z) . (4.64)
U 4
Ahora, los términos sustraidos pueden ser escritos como
1
L<2—a,x,z> =09+ 01+ da, (4.65)
donde ) )
So =2, 51 = —2a, 5y =—(a®—2). (4.66)
xr X
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Por lo tanto

lim MQSC%_Q(S) = Z(—%) + lim M?% (ag(s) + a1(s) +az(s)),  (4.67)

s——3 s——3

con
1 2 *° 9 i 1 1
)= — T(=— —Ll==
z< 2) FMR/Z dx [3: z] { (2 a,x,z) (2 a,x,z)},
(4.68)
que sera evaluada numéricamente, y
1|22 1 22 z 1
=—|= —— |14+ 21 — 0] - 4.69
W) =% | T 5D — |1+200g ()| + (s+2> L 469
(s) L loaz 0 (s+ 1 (4.70)
a1(s) = = |2az s+ = .
1 R 92 )
1, ., 1 1 1 z 1
lon{ oramog ()] +o(s+ 1))@
az(s) = plo Z){ W(H%)H[* o8 (gp)| TO\stg) - @GTD
Los residuos en s = f% estan entonces dados por
1 [2?
Res|,__1a9=—=|— 4.72
es|877§a0 7 {W} , (4.72)
Res|S:_% a; =0, (4.73)
1 a? oz
Res|8:_% az = E l:_’ﬂ' + 7T:| . (474)

La energia de Casimir es claramente divergente y usando las ecuaciones (4.57) a
(4.60) y (4.72) a (4.74) en las ecuaciones (4.36) y (4.37), se obtiene el residuo total,
que esta dado por

1 1 z 22
i Ee=-—{—-Z_Z% 475
Resl,——3 Ee 2R{64 1 2}’ 4.75)

que resulta independiente del flujo. Por lo tanto, la diferencia entre energias de Casimir
con flujo arbitrario y con flujo entero es finita y contiene la informacion relevante sobre
el efecto del campo de background.

En la figura 4.1 graficamos, para diferentes valores de z, la diferencia adimen-
sional E; = R (E¢(a) — E¢(0)) para un comportamiento de tipo I en el origen, como
funcién de a (la parte fraccionaria del flujo reducido). Ya que la parte finita de la en-
ergia de Casimir es continua en a, la diferencia va a cero tanto en a = 0 como en
a = 1. Muestra un minimo en a = % y un salto en la derivada en ese mismo punto.
Este salto puede ser atribuido a a (s)(ecuacion (4.70)) que, efectivamente, contiene el
valor absoluto |a| (ver el comentario abajo de la ecuacion (4.37)). Es interesante notar
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Figure 4.1: Diferencia E; de energias de Casimir. Comportamiento I en el origen. De

arriba a abajo: z = 1., 1,1 3 1

que, alrededor de a = 0, la energia de vacio decrece cuando el flujo crece, y que este
efecto esta mas marcado para valores crecientes de la masa.

La misma diferencia es graficada en la figura 4.2 para un comportamiento tipo II
en el origen. Para valores decrecientes de la masa, nuestras curvas tienden al resultado
m = 0 de la referencia [50]; ya z = Flg muestra bastante buen acuerdo con la corre-
spondiente figura en esa referencia (excepto por un factor 2, debido al hecho de que los
autores de [50] consideraron una sola polarizacion).

Mientras que para pequefios valores de la masa la energia muestra un minimo en
a # 0, para grandes valores de m este minimo se corre hacia ¢ = 0. Mas aln, para
m # 0 el limite de la energia para a — 07 es distinto de cero. Esto es debido al
comportamiento discontinuo de la parte finita de la energia de vacio, mas precisamente
de la contribucion del subespacio critico, a valores enteros del flujo.

El origen de esta discontinuidad puede ser adjudicado a la aparicion, para a — 07,
de una raiz de la combinacion de funciones de Bessel involucradas en la zeta parcial
(,. Tal raiz est4 ausente cuando a = 0. Para a — 0V, esta raiz va a cero y, por lo tanto,
da lugar a un gap, que es igual a m. En la figura 4.3 se muestra la cantidad J2(kR) —
JZ2_(kR) — 22 J,(kR)J,—1(kR) como una funcion de kR, para varios valores de a
(el objetivo de esta figura es aclarar el origen del comportamiento discontinuo de la
energia a valores enteros de a).

Resumiendo, hemos visto que la presencia de la masa tanto como la eleccion de la
extension autoadjunta del Hamiltoniano tienen una considerable influencia en la depen-
dencia de la energia de Casimir con el flujo. Aunque esto podria parecer sorprendente,
se debe recordar que diferentes valores de © describen una situacion fisica diferente.
Por ejemplo, la ecuacion (4.12) surge de imponer condiciones APS a un radio finito
que es después llevado a cero. La ecuacion (4.13) surge cuando se considera un tubo
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-0.1
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Figure 4.2: Diferencia F; de energias de Casimir. Comportamiento II en el origen. De

arriba a abajo: z = 725, 1,1 3 1

0 \_/

Figure 4.3: J2(kR) — J2_{(kR) — 22J,(kR)J,—1(kR). De arriba a abajo: a =
0,0.001,0.01,0.02
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de flujo de radio finito sin ninguna fisica (potencial) dentro del tubo y luego se toma el
limite del radio yendo a cero. Cuando un potencial esta presente dentro del tubo, en el
limite del radio yendo a cero, podria surgir una extension autoadjunta diferente. Dado
el hecho de que diferentes extensiones autoadjuntas surgen de diferentes situaciones
fisicas, la dependencia de la energia de Casimir con O es esperable. Esta dependencia
ya ha sido observada al considerar secciones eficaces de scattering [27, 33].

Como consecuencia de la masa, en el caso de la extension autoadjunta (4.13), se
encontrd una discontinuidad en la energia. Seria interesante ver como surge este efecto,
empezando con un tubo de radio finito [30], y luego llevando este radio a cero. Uno
se pregunta si este efecto persiste o si es solo consecuencia del vortice singular. La
misma pregunta se mantiene para el salto en la derivada de la energia de Casimir que
aparece para todas las masas m en el caso [ y para m = 0 en el caso II. Creemos que en
todos los casos la situacion idealizada de un flujo singular es el origen de este compor-
tamiento; esta conjetura esta basada en el hecho de que ninguna de estas caracteristicas
fue observada en los estudios previos de casos no singulares [54, 62] en los que, sin
embargo, no habia bordes presentes.
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CHAPTER 5

Accidn efectiva para la
Electrodinamica Cuantica

5.1 Calculo de acciones efectivas mediante la funcion ¢

En el contexto de la integral funcional, el célculo a un loop de la accion efec-
tiva euclidea de una determinada teoria involucra la evaluacion de determinantes fun-
cionales de operadores diferenciales. Ya que el problema de autovalores de un operador
define, por lo general, una sucesion no acotada, resulta necesario el uso de métodos de
regularizacion para la extraccion de resultados finitos a partir de cantidades divergentes.
El método de la funcién ¢ [4, 14] ha mostrado ser util en diversas aplicaciones.

Como ya hemos sefialado (ver Capitulo 1.1), para un operador diferencial A fuerte-
mente eliptico y normal, definido en una variedad compacta y sin borde, la funcion zeta
generalizada puede escribirse, a partir de los autovalores del operador, como

C(s)=tr(A™") = Z)\nfs.

Dado que los autovalores del operador crecen sin limite, esta suma sélo es convergente
para R(s) > % (donde d es la dimension de la variedad y m es el orden del operador).
Sin embargo, en la region de convergencia, define una funcién holomorfa y puede ser
extendida analiticamente a todo el plano como una funcion meromorfa de s.

La derivada de la ¢ en s = 0 es, por lo tanto, formalmente iguala — " log(\,,).
Uno puede entonces definir

det(A) = exp(—%Jszo) .

En lo que sigue, aplicaremos la técnica de la funcién ¢ a la determinacion de la
accion efectiva para campos de Dirac masivos en el background de un campo electro-
magnético constante.
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56 ACCION EFECTIVA PARA LA ELECTRODINAMICA CUANTICA

5.2 Accion efectiva para campos electromagnéticos con-
stantes [63]

En QED, el Lagrangiano efectivo a un loop describe la interaccion efectiva no
lineal de los campos electromagnéticos debido a un solo loop fermidnico. En dos
dimensiones, su forma general ha sido obtenida tanto a través de regularizacion de
tiempo propio como mediante funcion ¢ [64, 65]. En cuatro dimensiones, en cambio,
solo han sido estudiadas configuraciones particulares del campo electromagnético.

El problema 3 + 1 dimensional de campos electromagnéticos constantes fue estu-
diado primero por Euler y Heisenberg [66] e, independientemente, por Weisskopf [67].
Estos autores obtuvieron una expresion integral implicita para el Lagrangiano efectivo
a un loop en el marco de la teoria de electron-agujero. Mas tarde, Schwinger reobtuvo
esta representacion integral en el marco de la teoria de campos, usando técnicas de
tiempo propio [68].

En todas estas referencias, se derivaron resultados explicitos en ciertos limites,
siendo el mas famoso el de campo débil. Estas y otras intensidades particulares del
campo fueron estudiadas posteriormente (ver por ejemplo [69, 70, 71]).

Mas recientemente, se renovo el interés en este tema, y la accion efectiva euclidea
para configuraciones de campo de background electromagnético constante fue estudi-
ada a través de técnicas de funcion (¢ [4, 14]: En la referencia [72] se obtuvieron expre-
siones analiticas para el caso de campos puramente magnéticos en cualquier niimero
de dimensiones. En el mismo trabajo, se estudié también el caso de campos magnético
y eléctrico iguales en cuatro dimensiones euclideas. En [73], se avanzé hacia config-
uraciones de campos mas generales, y los autores obtuvieron el Lagrangiano efectivo
como una serie de potencias en % Sin embargo, como ya se recalcd en [73], se necesita
un conocimiento no perturbativo de la parte imaginaria del Lagrangiano para determi-
nar, por ejemplo, el rate de creacion de pares.

En este capitulo obtendremos, mediante el método de la funcién ¢, una expresion
explicita para la accion efectiva completa a un loop de la Electrodindmica Cuéntica en
cuatro dimensiones, en el caso de campos electromagnéticos constantes, pero por lo
demas arbitrarios.

Trabajaremos en espacio-tiempo euclideo, y consideraremos la compactificacion de
R*, por ejemplo, a S*. Definiremos el determinante del operador de Dirac relevante ]2
mediante la derivada de la funcién ¢ de T 1.

Estudiamos la accion efectiva para particulas de Dirac masivas en presencia de
un campo de background electromagnético uniforme, pero de magnitud arbitraria. La
accion efectiva en la aproximacién de un loop esta dada por

Seff[Ap] = Sa[Au] —log Det (D [AL]) (5.1)
donde S.; [A,] es la accion euclidea clasica y D [A,] = v, (0, —ted,) + im es
el operador de Dirac euclideo; m es la masa fermidnica . Este operador, si bien no

es autoadjunto, es normal ([,D,ET] = 0). Por lo tanto, para definir el determinante
funcional usaremos el operador 2T 9, que resulta autoadjunto y eliptico.
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De esta forma, el determinante funcional que aparece en la correccién a un loop a
la accidn clésica, definido a través de la regularizacion de la funcién ¢ [4, 14], conduce
a

SW[JSA}+WWM:%WH;Qmew - 62

s=0

Para evaluar la correccién a un loop S(*) en la expresion previa, es necesario
obtener el espectro del operador T JD, el cual es bien conocido en el caso de campos
uniformes [74]. En esta situacion particular, uno siempre puede elegir un sistema de
referencia tal que Fy3 = —F39 = E'y Fio = —F5; = B, mientras que las restantes
componentes del tensor de campo son nulas. Con esta eleccion, la funcion zeta re-
querida resulta

ab = s > .
C(s;lDTlp): 4— 22 2nqa + c) 22(2nbb+c) +
ng=1 np=1
4 Z Z (2nqa+2mpb4+¢) " + 7% . (5.3)
Tbazl nbzl
Aqui, a = e‘f‘ , b= elg‘ ,C = ’:—22, y p es un parametro con dimension de masa,

introducido con el fin de adimensionalizar la funcién {. Debe notarse que las series
en la ecuacion (5.3) son todas convergentes para $ts > 2, donde definen una funcion
holomorfa de s.

Realizamos ahora la extension analitica de la funcion ( que estamos tratando,
alrededor de s = 0, de tal forma que nos permita comparar nuestro resultado general
con los casos conocidos que correspondena b =0y a = b.

Los dos primeros términos en la ecuacion (5.3) pueden ser escritos en términos de
funciones zeta de Hurwitz, que son funciones meromorfas con un inico polo simple en
s = 1. Por su parte, el tercer término es una funcién zeta del tipo de Barnes [75, 76]
(ver también [77, 78] y referencias alli).

Para extender analiticamente este término, lo escribimos en su forma integral. De-
spués de hacer esto, obtenemos

ab 2 c 2 c

1 00 - fe—2at o—2bt ,—ct L
A(s) +B(s) + C(s) + Dls), (5.4)

donde ((s,v) es una funcién zeta de Hurwitz [9]. Esta expresion estd, en principio,
bien definida para s > 2.
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El término C(s) en la ecuacion (5.4), que es simétrico en a y b, puede escribirse en
una forma mas conveniente

ab 1 o] ef2at672btefct
C(s) =4 4(2——/ T A —
() # 472 T'(s) Jo (1- 672at)2 +

Lb 1 /oo tsfl €—2ate—2bte—ct (e—2bt _ e—2at>
472 T'(s) (1 — e2at)? (1 — g—20t)
Cl(S) + CQ(S) s (5.5

donde el segundo término se anula para a = b. El primer término puede ser integrado
en una forma directa, y da

_anab 1 L ct20\ c+2b c+2b
Ci(s) =4u QPW (C(s 1, 5 > o ((s, 50 )> (5.6)

Para trabajar con Cs(s) en la ecuacion (5.5), usamos el desarrollo

440

1 1
ebt — e~ + bt Z + (km)?’ G

de esta forma obtenemos

ab 1 1 0o ef(2a+b+c)t (672bt o 672at)
Co(s) = 2p* Q5 ——~— [ dtt*2
2(8) = 2u 4m2T(s) b J, (1 — e—2at)? +
4972 b/ dtts —(2a+b+c)t (e—2bt2_e—2at) i gil)k o
4r2 T(s (1 — e—2at) = (bt)* +
C3(s) + C(s). (5.8)
Facilmente se encuentra que el primer término C3(s) es
b1 1 c+3b
Cl(s) =2 49“{ (5_2, >_
2(s) = 2 472 b (s — 1) (2a)° ¢ 2a
c+3b c+3b
1 _
2a ¢ <S T 2a )
b+ 2 b+ 2 b+ 2
(s—o Cib2a) exora (o ol (59
2a 2a 2a

Como todos los términos que hemos extendido analiticamente hasta este punto,
C3(s) involucra una integral que diverge en s = 0. Para aislar esta singularidad,
reescribimos este término como

1 0o ef(2a+b+c)t (672bt o 672at)
2 _ s
Ci(s) =4u 4 ZT(s) / dtt = X
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vk 1 1 —, k1 _
{Z( Y |G ) +2 1 <W}—
CF3(s) + CD3(s) . (5.10)

La integral que aparece en CD% (s) es divergente en s = 0 pero, después de realizar
la suma, puede ser trivialmente extendida para dar

CD2(s) = — 4t ab b sS+1 {<<s7c+3b> _c+3bc(8+17c+3b> B

472 12 (2a) 2a 2a 2a
b+ 2 b+ 2 b+ 2
s, 22y petbhia o eroranl sy
2a 2a 2a
Por su parte, CF3(s), puede ser reescrito como
, A o0 k+1
CF =4y Q——
o) ef(2a+b+c)t 672bt o 672at 1
/ dt >+ ( 5 ) - 5. (5.12)
0 (1 — e—2at) (bt)? + (k)

Como se ve facilmente, esta integral converge para Rs > —2. De esta forma,
hemos obtenido una extension analitica para la ¢ del operador como una funcidén mero-
morfa, presentando solo polos simples. Esta extension es valida para s > —2. Medi-
ante una manipulacion algebraica directa (ver Apéndice F), se puede llevar CF%(S) a
la forma

CF3(s) = 49Lbrs+3 b SZ 1

Hezzsez%<2al+c+3b>r <—s 22l + 3b);) - C.C.} -

{elzse”b@al“*b“a)r (—s —2,i(2al +c+ b+ 2a);) — C’.C.H . (5.13)

donde T'(s, v) es una funcién Gamma incompleta [61].

Esta ultima forma resultara muy qtil a nivel de la accién efectiva, en particular,
al estudiar el limite de campo débil para chequear el acuerdo con la accidon efectiva
euclidea de Euler-Heisenberg [66], obtenida en [66, 68].

Antes de pasar al calculo de la accidn efectiva, mostraremos el acuerdo de nuestra
funcion ¢ general con los resultados obtenidos para ciertos casos particulares: el caso
de campo eléctrico o magnético nulo [72, 73] y el caso de campos eléctrico y magnético
iguales [72].
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Empezamos con el limite @ = b. En este caso, los diferentes términos en la
ecuacion (5.4) adoptan una forma muy simplificada. De hecho, en esta situacion

a®> 1 c
A(s) =B(s) = MLQRW ¢ (s, 5t 1) : (5.14)

En lo que respecta a C(s), solo permanece la contribucion de Cy(s), que conduce

2
4 @ 1 _ c+ 2a _c+2a c+ 2a
C(s) =4p Q—4W2 @y <C <s 1, 50 ) 5 ¢ | s, 50 , (5.15)

y cancela parcialmente la contribucion que viene de A(s) + B(s
uniendo todos estos términos, usando la relacion {(s,v + 1) = ((
cionando D(s) obtenemos

). Finalmente, re-
s,v) — v~ %, y adi-

a2 2

o0 Dles =0 (51 - e (o)) e

Esta expresion coincide con el resultado dado en la referencia [72].
Estudiamos ahora el limite B — 0. Facilmente se ve que lim,_,g A(s) = 0. Con

respecto al lim,_,o B(s), puede ser estudiado usando la expansion asintotica para la
funcién ¢ de Hurwitz (la que esta deducida, por ejemplo en [9]):

N
L 1 T(s+2n—1
((s,v) = {vl‘sF(s —1)+ §U_SF(5) +) B%(S*'")Ul—s—m} n
n=1

I(s) (2n)!
O(v=2N=s=1y, (5.17)
que da
. . b 2 I(s—1)/¢c 1-s i a _
lim B(s) = 1 a0 = 1= (¢ _ 1-s
pim B(s) bli%{“ 42 (20)°  I(s) (2b+) } A2 s—1°
(5.18)
La unica contribucién a C(s) en este limite viene de C3(s), y es
tim C(s) = AP 2O oy, 5 - () (5.19
po Y T ar? s—1 0 2a) T \2a ' '

Finalmente, D(s) se anula para b = 0. Entonces, reemplazando todos estos resul-
tados parciales en la ecuacion (5.4), se obtiene

4Q 2 1—s . 1—s
R G G S

que esta en completo acuerdo con resultados previos obtenidos en [73, 72].
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Por supuesto, el limite £ — 0, da una expresion analoga, que se obtiene cambiando
a — b en la ecuacion (5.20).

Calcularemos ahora la accion efectiva euclidea a un loop. De acuerdo con la
ecuacion (5.2), para para obtener este resultado, uno debe calcular las derivadas en
s = 0 de los varios términos en la ecuacion (5.4).

Comenzamos con A(s), que contribuye con

Cc C

10 4 ab 1 1

En forma anéloga

1 0 ab 1 c c 1
- —B =120— log(2b) | = + — logT'(—= +1) — = log(2
5 580)| =gt fiosten (54 5 ) 1oeT(5 4 1) fox(em) |
(5.22)
A través de un calculo directo se tiene

4~ @b
2u QH {log(2a) l

0 c+ 3b c+3b\ 0O c+3b
8‘94-(8_27 20’ >J5_0+< 2& )65 (8_17 2CL )Js_0+

EC 72c+b+2a 7 c+b+2a gg 7lc+b+2a

gs>\" 7% 2a 40 2a gs>\" 0 2a

CD3(s) = —1*Q v (log(2a) + 1) b-a +
218 o AT glaa a

c+ 3b c+ 3b c+b+2a c+ b+ 2a
() (%) - () (™)) e
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En cuanto a CF3(s), debido a la presencia de I'(s) en el denominador, la derivada
requerida se reduce a I'(s) CF3(s) en s = 0, por lo tanto,

10 I Ry (R Ly e
- —CF = —4ip " Q—s —_— E l
2 850 Q(S)J s=0 " 4 k=1 m 1=0 g

He“‘b<2al+c+3b>r (2, i(2al + ¢+ 3b)b”) -

o~ (2al+c43b) <—2, —i(2al + ¢+ Sb)kzr) } -

- k
{ez"b(Qal+c+b+2a)F (271'(2&[ +e+b+ 2a);> _

;s BT k
e85 (2al+etb+2a) <—2, —i(2al +c+ b+ 2a);) H . (5.26)

La accion efectiva euclidea estd dada por la suma de las contribuciones parciales
en las ecuaciones (5.21) a (5.26), mas

10 44 @b
5 aSD(s)J T —u Q47r2 log(c) . (5.27)

Como es bien sabido, pasar al espacio de Minkowski implica realizar la sustitucion
Sg‘;‘[f [E,B] = _Ségff[_iE» B,

donde los supraindices M y € se refieren a métrica de Minkowski y euclidea.
Luego de hacer esto, se obtiene para la accion efectiva completa a un loop en un
espacio-tiempo de Minkowski en cuatro dimensiones:

Q ie?EB —2ieE (1 m2
M _ 2 p2 -
Seff[E,B}——Q (B —=B*)+Q 12 {log( 2 )<2+ —2ieE>+

2
M= +1)

lo o (@) } + m72 +
1T et 8227 2B
2 . 2
(25 +1) —2ieE |1 (m? +2eB 1
1 2eB —92] Il I et _
Og[ (2m)3 () |3 < —2icE |
m?42¢eB
2& 1m2+263 9 m? + 2eB 1 F(—zt'eE)
0s°\" 7 T 2ieE )|, —2icE ) | (2m)?

m? (eE)? —2ieE 1 (m?+3eB\"
log(—=) b + 20 log(—=—)—1]) |= [ =22 —
o) p a0t { (e 1) [5 (")
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1 /m?+ 3eB 1 m? +eB 3
—— =1+ —) +
12 —2iell 6 —2iell
m +eB 7 QC m? + 3eB n
T —2ieE ds 2 C—2eE )],
2
g _ ,m + 3eB 21+m—&‘—eB B
8 —2ieE —2ieE R
m? +eB m? + eB
1+ ——F ) — -1,14+ —
( LRy ) 854(8 T T oen >JS_O}+
(eB)? —2ieE B m? + 3eB m? + 3eB
Q I 1 — -1 —
1572 oe(— )+ i T\ er )V oieE

m? + eB m? + eB e?EB K (1)1 &
1+ —— 14— Q
<+ —2ieE>¢< T ThieE >}+ 2 ; ke ;ZX

k

1
12
m? + 3eB
C _2ieE

{eif’f’gr (~2ieBl+m®+3eB) (—2, H%T(—?ieEl +m? + 3eB)> -
e

o eE (—2ieBl+m’+3eB) ( 2, — —2ieEl +m? + 363))

¢ OB (~2ieB(I+1)+m’+eB) < 2, (—2ieE(1+1)+m? + eB)> +

Cikm o ) —ik
o eB" (—2ieE(I+1)+m’ +eB) (_2’ ZBW(—27;€E(Z+ 1) +m2 +eB)>} . (5.28)
€

donde se usaron las definiciones de a, b y ¢ dadas en el parrafo que sigue a la
ecuacion (5.3).

Se puede poner a la accion efectiva en una forma manifiestamente invariante de
Lorentz y de gauge si se tiene en cuenta que, en el sistema que hemos elegido,

ol

E= ((F2+G2) +F)

ol

B=((F+6)* -F)", (5.29)

donde F' = %(E_"2 - B%)yG=E.B.

Debe notarse que las divergencias infrarrojas que aparecen en el limite del caso sin
masa han sido aisladas en la contribucién que viene de D(s) en la ecuacion (5.4). Esta
es, de hecho, la contribucion debida a los modos cero.

Por tultimo, un test que nuestra accion efectiva no puede dejar de pasar es su co-
incidencia con el bien conocido limite de campos débiles [66, 68]. Para chequearlo,
desarrollamos las diferentes contribuciones a la accion efectiva (ecuaciones (5.21) a
(5.26)) en potencias de los campos sobre la masa al cuadrado. En los casos de las
ecuaciones (5.21) a (5.25), se puede obtener tal desarrollo usando las bien conocidas
expansiones asintoticas [9] para log I'(x), ¥ (), y ((s, x). Al hacer esto, y reteniendo
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términos hasta el orden de campos al cuadrado sobre masa a la cuarta, se obtiene, luego
de un célculo tedioso pero simple,

19 wab (1, 1 1
3 asA(s)J = 1 QH {Gac + 3 log(c) + % (log(c) — 1) c} ,  (5.30)

1o T T B D
3 aSB(S)J ~ 1 Q {6bc +3 log(c) + % (log(c) — 1) c} , (531

1 ab ((1 , 1., 10 110
- Zc TR Tty f (RalbSe S S [ S (e S
2 0s 1(5)L=0 K 4772{(60" 6" T6a2)¢ T\ " 322)¢ T

% aasC%@)J o 2“49% % { <M14a<(3b>3 — (b+2a)*)—
1 1 -2
500~ )~ s (30)° — b+ 2“)5)) o

(19;3 ((30)" = (b +20)") - ﬁ((?’b)2 —(b+ 2a)2)> l

1

(48@3((%)3 —(b+2a)?) — ﬁ(b — a)) log(c) +

5 10s(c) ~ 1)((36)” — (b+20))e + = (os(e) — 5)(b >} 653

5 30030 =t {20 - o)+
%a(b - a)) 2 i(@b)? —(b+2a)%)ct + @ log(c)} : (5.34)
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Conrespecto a % % CF3 (s)J 4o S¢ debe usar la expansion asintotica para la funcién
I' incompleta. Al orden que estamos considerando, es suficiente retener el primer
término de este desarrollo. Al hacer esto, se obtiene

10 ., b >

s=0

[e] -3 -3
{;z( 2al+c+3b) Hz( (2al+c+b+2a)> }:
) {ee

k+1

L @ c+3b C+3b§( c+3b)_
720 47r2 2a 3 2a
c+b+2a c+b+2a c+b+2a
oz, CHLE)  CE A g(p I3 | (5.35)

Cuando se reemplaza en esta ultima expresion el desarrollo asintético de las fun-
ciones zeta de Hurwitz (ecuacion (5.17)), se obtiene

10 T a.ab (B B\
5 95 F2 ()L_O_mo” Q4 (‘) : (5:36)

Sumando las contribuciones en las ecuaciones (5.30) a (5.36), mas la que viene de

i %D(S)J 0> 1a accion efectiva a un loop, en el limite de campo débil, se reduce a

Qut 1 3 1
Se +8W = %((ﬁ +0%) + pmm { {8 - log(c)} A

é(b2+a2)1og(0)+ L;O(ab)Q 910(a + 5’ } 2} '

Ahora pueden realizarse las renormalizaciones finitas usuales [72, 73]. Después de
sustraer la accion efectiva para a = b = 0, y renormalizar la carga, se tiene
Qet [ 7

Q
Sess =5 (B + E*) + o5 — | = (EB)* -

872mA | 45 45

i(EQ + 32)2} , (5.37)

donde se usaron las definiciones de a, b y ¢ dadas en el parrafo que sigue a la
ecuacion (5.3). Debe notarse que esta prescripcion de renormalizacion elimina toda la
dependencia con el parametro de escala p. También coincide con el criterio adoptado,
en un contexto diferente, por los autores de la referencia [54], sobre la base de que las
correcciones cudnticas deben anularse en el limite de una masa infinita.

La expresion en (5.37) es precisamente la version euclidea de la accion efectiva de
Euler-Heisenberg para campos débiles [66, 68].

La determinacion de las contribuciones real e imaginaria a la accion efectiva seria
de gran interés, tanto por razones fisicas, como para permitir comparar con resultados
previos obtenidos con diferentes esquemas [79, 80].

Como ya fue recalcado por Schwinger [68], la parte imaginaria da el rate de pro-
duccion de pares fermion-antifermion. Obtener este rate a partir de la ecuacion (5.28)
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resulta bastante fécil en los casos particulares £ = 0 (se anula) o B = 0 (el bien
conocido resultado en [68, 81] es reproducido); sin embargo, para valores generales de
FE y B, el calculo se vuelve considerablemente mas engorroso. En particular, deberia
obtenerse el resultado ya hallado en [82] mediante otros métodos.
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CHAPTER 6

Resumen de los resultados

En el Capitulo I hemos dado una breve introduccion a la teoria de operadores
elipticos y problemas elipticos de borde: condiciones que deben ser satisfechas para
definir un problema eliptico, propiedades que posee el espectro para estos operadores,
condiciones para la definicion de determinadas funciones espectrales y su expresion
en términos de los autovalores del operador. Como ya se remarco, la existencia de
este capitulo estd ampliamente justificada por la importancia y uso de las funciones
espectrales en teoria cuantica de campos.

En el Capitulo II estudiamos la conexion existente entre energias de Casimir para
campos escalares regularizadas via funcion ( y via cutoff exponencial. Mostramos que,
en general, ambos esquemas de regularizacion conducen a contribuciones divergentes y
a partes finitas minimas que no coinciden . Determinamos los coeficientes que aparecen
en una y otra aproximacion. Discutimos el acuerdo con nuestras predicciones en el caso
de campos en cajas d-dimensionales bajo condiciones periddicas de borde. Finalmente,
aplicamos nuestros resultados a campos escalares no masivos en esferas (un ejemplo en
el que permanecen ambigiiedades bajo las prescripciones fisicas usualmente impuestas
para extraer un resultado finito).

En el Capitulo III, luego de dar una breve presentacion sobre extensiones autoad-
juntas de operadores diferenciales, estudiamos el problema de un campo de Dirac sin
masa (en 2 + 1 dimensiones) en el background de una cuerda de flujo de Aharonov-
Bohm. Excluimos el origen imponiendo condiciones de contorno espectrales a un radio
finito que es luego llevado a cero; obtuvimos de esa forma una de las posibles exten-
siones autoadjuntas del Hamiltoniano radial, que resulta compatible con un campo
magnético tipo § de Dirac en el origen y que respeta la invarianza ante traslaciones
enteras del flujo reducido. Hemos dado asi una aplicacion fisica de las condiciones
espectrales, habitualmente usadas sélo por su interés matematico. Después de confinar
la teoria a una region finita, chequeamos la consistencia con el teorema del indice de
Atiyah-Patodi-Singer y evaluamos el numero fermionico y la energia de Casimir.

En el Capitulo IV calculamos la energia de Casimir para campos de Dirac ma-
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sivos en 2 + 1 dimensiones, confinados a una region espacial finita mediante condi-
ciones de contorno de la bolsa de MIT, en presencia de un campo de background de
Aharonov-Bohm. Tratamos dos posibles extensiones autoadjuntas del Hamiltoniano y
comparamos sus resultados. Hallamos que las energias de Casimir obtenidas para es-
tas extensiones autoadjuntas son radicalmente diferentes, enfatizando el hecho de que
describen distintas situaciones fisicas; en particular, para una de ellas, y como conse-
cuencia de la presencia de la masa, la energia resulta discontinua a valores enteros del
flujo.

Por ultimo, en el capitulo V obtuvimos, mediante la funcion (, la accién efec-
tiva a 1-loop para campos de Dirac masivos en presencia de un campo de background
electromagnético uniforme pero de magnitud arbitraria. Mostramos el acuerdo entre
nuestro resultado general y otros previos, obtenidos mediante otros esquemas de regu-
larizacion.
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APPENDIX A

Sumas de Poisson

Obtendremos primero la ecuacion (2.32) para la energia de Casimir calculada me-
diante regularizacion exponencial; para ello, usaremos la formula de suma de Poisson:
(A1)

Z f(n) = Z Cp

n=-—oo p=—00
con -
cp = / dxe*™ P f (z) . (A.2)
Cuando ésta es aplicada al calculo de h (t, l; B ) , da
(A.3)

(22 - 3 (G )) PORACE

112

n=—oo

[

donde

—0o0
1
2

Lp > (224 (m)?
“H dx cos (Lupzx) e t( 2 (2)°)

™ Jo
L T— (m\/tQ + (L,up)z) . (A.4)

2
my/ 1+ (%) :
) en (A.3) y tomando la derivada, obtenemos

A4
%h <t, DB) __pd <2§cp (t) +co (t)) .

Reemplazando (
(A5)

_H B
2 12 2 dt
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Las relaciones de recurrencia y series ascendentes para las funciones de Bessel
modificadas permiten obtener (2.32).

Para obtener (2.36) , hacemos uso repetido de la formula de Poisson dada en (A.1)

vy (A.2).
En este caso

h(u 1;3)_ 55 o) HE) )T

np=—00 Na=—00

Realizamos primero la suma sobre ns, obteniendo

s g (8 ()

Dpg Lgut
h <t, ) = X
2nm 2 m\ > 5 2
K (L1u> + (u) {t + (Lapp) } . (A7)

Debido a las propiedades de convergencia de la doble suma, se puede intercambiar
el orden de las sumas y, usando nuevamente la suma de Poisson, se obtiene

oo oo

(n22) -y B Y G, @s

p=—00 i t2—|—(L2,up) k=—o00

con

)= 2o () [ G+ ]

gy (e Lo+ (Lagi?) (A9)

Nuevamente, se puede derivar término a término (A.8) (el calculo es directo, aunque
tedioso), y el uso de las formulas de recurrencia para las funciones modificadas de

Bessel conduce a
_nd,(, D _
2 dt w2 )

1% d /L2/1‘ t L2'u
pd e t — t =
i D — 26k()+ 7rco()
p=—00 k=—o00 t2 4+ (Lapup) t=0
-3
LyLs > = ’ nily ’ nals ’
9373 IOEDD 2 T\ ’
NnN1=—00 N2=—00
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2 2
’I’LlLl TL2L2 L1L2m3 L1L2,LL3
Ks |2 — . A.10
% m\/< 2 ) +< 2 >) 127 ! 2ﬂ—t3 t=0 ( )
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APPENDIX B

Teorema del Indice de
Atiyah-Patodi-Singer

Realizaremos en este apéndice una breve presentacion del teorema del indice de
Atiyah-Patodi-Singer para variedades con borde [39, 40, 41], tal como se aplica al
problema estudiado en el Capitulo 3. Tomemos el hamiltoniano radial

0 Lf 0 Oy + 2
HT_(L 0>_<—ar+i 0 ’ (B.1)
con A\ =n+ % — k los autovalores del operador de Dirac tangencial. H,. actia sobre
espinores de la forma ( f”E:; ) que satisfacen, en el borde del disco (r = 1), la
condicion
Br, fu(1) : fa(1) = OparaX >0 (B2)
Bri gn(1) : gn(1) = 0para X < 0. (B.3)
En estas condiciones, (Lp, ) = L%M. El indice del operador se define como
Ind(H,) =np, —ng+ (B.4)
Brt

donde n es el nimero de modos cero del correspondiente operador.

La contribucion de volumen al indice (anomalia quiral) es bien conocida; nos con-
centraremos entonces en calcular la contribucion de borde al mismo.

Llamando t = 1—1 ala variable normal interior, se tiene, para H,. en la proximidad

del borde (t = 0)
0 -0+ A
(@+A ; ). (B.5)
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Consideremos ahora los operadores autoadjuntos de segundo orden: A; = LT L,
definido sobre funciones que satisfacen

g(0)=0 siA>0 (B.6)

der)\fJ =0 siA<O0, (B.7)
dt o

y Ay = L LT, actuando sobre funciones que satisfacen
9(0) =0siA <0 (B.8)

dg

- =0siA>0. B.
dt—l—)\gJ 0stA>0 (B.9)

0

Sus autovalores no nulos coinciden. En efecto, si LT L ¢ = a¢, multiplicando
por L se tiene L LT(L¢) = a(L¢). Asi, por cada autovalor no nulo de A; existe un
autovalor no nulo de As.

Ambos operadores solo difieren en sus modos cero. Pero los autovalores nulos de
A1 son los modos cero de L, , y los de A, son los de LELT

Para obtener la diferencia entre dichos nimeros, calculamos las trazas de heat-
kernels de ambos, y, via transformada de Mellin, ambas ((0).

Para el problema del operador A; buscamos la solucion fundamental de

2—({)—2+(7~L+1—m)2 Pz, t,t') =0 (B.10)
0z  Ot? 2 e '
con .
dp(t=0)=0 paran+§—/£20 (B.11)
ng +1f o) =0 para +17 <0 (B.12)
athﬁ t:()— prn2/{ . .
Es facil ver que la misma esta dada por:
—(n+i-k)z 2 a2
R s L (B.13)
ATz

sin+ 1 — x>0,y por

e—(n+%—f@)2z ()2 (at)?
- le 4z —e iz +

Az

(n+ L K)e (MR ) o g e (n+ L K)Vz (B.14)
2 2z 2 ’ '
sin 4+ % — Kk <0.
Para el problema de A,, debemos encontrar la solucion fundamental de

0 0 1
(- 2o+ e g —n?) slaatit) =0 (B.15)
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con )
p(t=0)=0 paran+§—/£<0 (B.16)

<;+n+;n>¢Jt=0—0 paranJr%fﬁZO. (B.17)

La solucion fundamental con la condicion (B.16) esta dada por (B.13), mientras
que con la condicion (B.17), esta dada por (B.14) con n + % —Kk—K—n— i

2
El nticleo de e *41 — e=#*42_ que denotamos por k(z, ¢, '), esta entonces dado por

(z,t,t") ngn 5~ )gt{ e2nta—rlter fc (\tf+|n+ —/f|f)}

donde hemos definido sgn(n + % — k) = 1 paran + % — k = 0. Tomando la traza
obtenemos para la diferencia de trazas de heat-kernels

k:(z):—%ngn(n—&-%—l@')erfc (|n+;—n|ﬁ) . (B.18)

Es fécil ver que k(z) —._.oc —1h, donde h es la dimensién del subespacio corre-
spondiente a n + % — k = 0 (nucleo del operador de borde).
Calculamos entonces la diferencia de zetas en cero via transformada de Mellin

1 o N
@/0 ((2) + gh)=" " dz =

~ Dis+ 1) Z sgn(n —|— 32— K)
T'(s)2sy/T L |n + 5 — H|23

CT(s+3)
I'(s)2sy/T
donde se ha usado la definicion de la funcion espectral 7(s), que mide la asimetria del

operador de borde.
Finalmente, evaluando en s = 0, obtenemos

n(2s), (B.19)

h+ (0
1(0,81) =n(0,A2) = npy —npy = —T"() , (B.20)
Lt

que es la contribucion de borde al indice para el operador de Dirac bajo condiciones
APS.
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APPENDIX C

Coeficientes b< -

i,7)

En este apéndice, damos una lista de los coeficientes b; ;y definidos por la ecuacion

(4.46)

b@,0)
b,
b(1,2)
b(2,0)

be2,1)
b(2,2)
b(2.3)
b(2,4)
b(3.0)
bes,1)

bz,2)
b,s)

—5—2a2+2z
0
1
6
- (=)
fifa2+z
1
17
1
4
1
4
5 5a2 ot 1 9 23
96+12+6_<4+Oé>2+3
—i—l—z—zz
4

%—2 2—2—(;—3042) z+ 22
1-2z
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COEFICIENTES b,

64+ 8 4

64 4 1
3T, 3907
32 4

327 35a? n 49 2z
64 8 8
57 21z

[ — 2_7
16 9

179
64

71

32
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APPENDIX D

Funciones f(s;a,b; )

Aqui vamos a dar todas las propiedades analiticas de las funciones f(s;a,b;x)
definidas en la ecuacion (4.52).
Como en la referencia [55], haremos uso de

3 hiv) :/OOO dv h(v) —z'/ooo gy v+ e) = h=iv+e) (D.1)
n=0

1+ e

en el limite ¢ — 0. .

Cuando es aplicada a h(v) = v* (1 + (7)2) - , la ecuacion previa da

x
oo

f(t;a,0;0) = v" <1+ (Z)2>t =zt {1F((1J2r1)r (t- G;I)Jr

n=0 2 r (t>

a

1
2sin (71-27a) /O dul_’_/l;m (1—1L2)7t+

. [Ta e u® ¢

Estamos interesados en f(s; a, b; z), para b arbitrario. A partir de la definicion, es
claro que f(s;a,b;z) = f(s+ b,a,0;z). Sin embargo, cuando b crece, las integrales
en la ecuacion (D.2) eventualmente divergen en v = 1. Para evitar estas divergencias,
realizaremos un numero adecuado de integraciones por partes, obteniendo asi

10 ()T (8- )

f(ta,0;z) = z*+t {

2 T (¢)
ima 1\ (-1)2 L(t—%) (> 2
<e 2+ ) (2a2)2 Sin(7rt)(r(t)2)/1 udug (%,a - 1;u,x) (u? —1)7tr 2~
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eivra_l 1 I‘(t_aT_l) 1 a —
("5 ) g1 L, mens (
(—1)%1 cos(mt) /Ooudug (G;I,a — 1;u,a:> (u? — 1)_t+a51} } ,  (D.3)
1

donde

1 o
,a— l;u,a:) (1-— u2)7t+Tl+

udu) 1+ e2mue

a b
g(a,byu,z) = (1 d) ui. (D.4)

Sin embargo, el nimero de integraciones por partes esta acotado por el requerim-
iento de que los términos integrados sean bien comportados en v = 0. En lo que sigue,
mantendremos el nimero de integraciones admisible, mediante el uso de la siguiente
relacién de recurrencia

f(s;a,b52) = f(s5a,0—1;2) — %f(S;aJer;w)- (D.5)

De esta forma, todas las funciones requeridas pueden ser reducidas a cuatro casos
diferentes

. f(s;2n,n;x),f(s;2n,n+%;x),n:0,1,2,3,4,5,6,7
. f(s;2n+1,n;x),f(s;2n+1,n+%;x),n:O,1,2,3,4,5,6.

Finalmente, después de expandir en potencias de s + %, obtenemos
1 1 1
2 . — 2n+1 ) _ = [
f@n,n;x)=x 25+% n-g

(o)D)

d (n*%) > 1. 2 1\3 1
2”_2F(%)F(n+%)/1 uwdug(n,2n — Lu,z) (u 1) +O(s+2) e
1 1
f <2n,n+ ;,x) = g2ntl {—nr (T;z;zz—z f)(2)_
1 > 1
n2"’1ﬁ/1 udug(n,Zn—l;u,x)—l—O(s—i—Q)} (D.7)

n n;x) = g2+t 2P+ D (3) (2) n—l _
f@n+lniz) = +{3 T+ D) ( )
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1 ! :
1r<2)(n_)/udw(n,m,ml—wr+0<s+§>}’
0
(D.8)

1
f <2n+ 1,n+ ;x> = g2+ { Tn[l—
28+ bl

1 1

o0
- - d I _
2 F(nJrl)/o wdu g(n, 2n;u, x)]

S+ n () v+ 1))+

L1 {U+nw0>’wn+UHAmuwgmﬂm%@

2n=1T(n+1)

n/ udug(n,Zn;u,x)ln|u2—1|}—i—O(s—&—;)} , (D.9)
0

donde v (z) es la funcion Psi de Euler.

Estas expresiones generan todas las funciones f necesarias para la evaluacion de
los A; (s) requeridos, parai = 1,2, ....

Notese que, para j = 0 e ¢ = 1, el prefactor I' (5 + %) en la ecuacion (4.56)
tiene un polo en s = —%. Por lo tanto se debe retener el orden s + % en la expansion

de f(s;0, 5; ),

1 1 o
f 3;0,5;35 = —7x s—|—§ 1+2/ udug(0,—1;u,z)| +
1

0(@+V). (D.10)
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APPENDIX E

Evaluacionde A_1y Ay

En este apéndice describiremos algunos detalles del céalculo de los A;(s), (ecua-
ciones (4.53)-(4.56)),en s = — 1.
En primer lugar, obtendremos una expresion para A_; en la ecuacion (4.53)

2R* I (5 — 3 ' d 1
A_1(s) = \/E(lf(s)Z)Z_QSH/O \/—yyf (s;O, —2;2\/§> . (E.1)

Mediante el uso de la ecuacion (D.2) en el apéndice previo, A_; puede ser puesto
en la forma

2R*T (s—3) o0y [T dy [1 L(3)(s—1)
R R St

. 1 ° 1s 1
+ 2,/y zsin (71'(2 - s)) / du (u® — 1) 1—|—e27”‘\/?72} . (E.2)

1

Luego de intercambiar las integrales, se obtiene

1
R2s ,—2s+2 AR28 5 —2s+1 0 (u2 — 1) 2% s
A = = T e =) /1 e e
2s ,—2s 2 3 o 2 1-s

2Rz T (s)I'(5 — s) +/ du (u? —1) Lip (—e~2m%) \ |

VAT(sTE —s) | 240(2) 1 %

(E.3)
donde Li;(z) = 320 | 2.
Finalmente, expandiendo alrededor de s = —%, se obtiene

223 1 1 1 > w21
A_ - - |- _ - - d Lio (— —2muz\ _
1(5) R 3 1222 + 2m222 /1 Y u2 2 ( € )
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1 [ w?-
— du
w2z Jy

1 log (1 n 62‘”“2)} +O(s+ %), (E4)

que resulta una representacion util para calculos numeéricos.
Evaluamos ahora A en la ecuacion (4.54),

2s s 1 1
AO(S)Q\]/%%W2251/0 dzj (5,1, f) (E.5)

Como antes, usando la ecuacion (D.2) e intercambiando el orden de integracion, se
obtiene
IR25 =251 (g 4 1 22 1 d
Ap(s) = (s +3) T / i
ﬁ F(S) 2 (s — 5) 0 Y2
1 L 1 1
2z2/ duu (1 —u? 7(s+5)/ dy— +
0 ( ) 0 yy§ (1 + 627ruz\/y)

1 N\ e [F 2 (3 [ !
2 cos <7r <s+2>>z /1 duu(u —1) | dyy% (1+e2ﬂuz\/z7)

(E 6)
se

Ahora, después de extenderlo analiticamente y desarrollar alrededor de s =
obtiene

z2 1 1 22 1 1 z
A = — 1 1+—+4+2 1
o) =R (s+2) ( * 1222> WR[ Tt < T 12z 2) Og(?R)

2 [ 1
—/ dulog |1 — u?|log (1+e_2”“2)} +0(s+ =), (E.7)
w4 0 2

2!

donde aparece un polo simple en s = f%.

Claramente, en ambos casos, las partes finitas deben ser evaluadas numéricamente.
No detallaremos el calculo de los A; para ¢ > 0, ya que es una consecuencia directa de
las propiedades de f(s; a, b; ) descritas en el apéndice previo.
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APPENDIX F
Calculo detallado de CF%

Partimos de la ecuacién (5.12)

) 4 e k+1
oo —(2a+b+c)t —2bt _ _—2at
/ de =25 (7 — ™) LN (F.1)
0 (1 — e—2at) (bt)? + (km)

El factor W puede ser escrito como una integral; de hecho

1 -1 1 1 e
= - =— [ due ™ sin(kru).
b2 + (kn)®  2ikn {bt Tikr bt — ikw} = /0 we " sin(kmu)
Cuando esta expresion es reemplazada en la ecuacion (F.1), se obtiene
] k+1

CF3(s) = 4u 4Q4727r Z
k=

S 67(2a+b+c)t e—2bt _ p—2at [}
/ dtt*+2 a ( a2 ) / du e sin(kmu)
0 —e <@ 0

0, luego de intercambiar integrales

1)k+t oo I'(s+3)
200y — 4,40 20 b3 :
CF5(s) = 4u Q47r2 F Z lmr ./o du sin(kmu) 2a) 73 X

c+ 3b+ bu c+ 3b+ bu c+ 3b+ bu
{C (8—’_2’ 2a ) B 2a <<S+3’ 2a )_
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86 CALCULO DETALLADO DE CF3

C(8+2,c+b+2a+bu)+c+b+2a+buC<5+37c+b+2a+bu)}-
2a 2a 2a

Cuando las funciones ¢ son escritas en términos de sus desarrollos en serie, se
obtiene

9 ab 1 I'(s+3
CFI) = 0 i s

hE

-1 k+1 o] )
((k:7)r)3 /0 du sin(kmu)x

~
Il

1

3b b —(s+3) o) b 9 b —(s+3)
{Zl( c+3b+ u) —Zl(l+c+ 1 2a+ u) |
a

Finalmente, después de realizar la integral restante, se llega a la ecuacion (5.13):

b T'(s+3) = 1 k1 22
CF3(s) = —2ipt =2t 8+ ) “’Z — > i
=1 =0

Helgs i (altet3b)p (s —2,i(2al + ¢+ 3b)kb7r) — C.C’.} -

x km
{etzé g (2“l+‘+b+2“)f‘< s—2 z(2al+c+b+2a)b) C.C.H . (F2)
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