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Resumen

Este trabajo se funda en el convencimiento de los autores de que existe una relacién
intima entre la Légica y las Ciencias de la Computacién. Esta vinculacién es doble.
En principio y como hecho general, el razonamiento l6gico es reconocidamente la base
de cualquier ciencia. Por otra parte y como relacién particular, la légica ha penetrado
profundamente en las diferentes dreas de las Ciencias de la Computacién dando bases
cientificas sélidas y permitiendo un desarrollo sostenido de las mismas. La contribucién
de la Légica ha sido retribuida con expansiones de la propia Ldgica realizadas por los
investigadores en Ciencias de la Computacién. Por esta razdn, y como consecuencia
natural, resulta imprescindible introducir los fundamentos del razonamiento légico
tempranamente en la curricula de las carreras de grado. Aqui esbozaremos una pre-
sentacién de los sistemas formales analizando sintaxis, semantica y conceptos meta-
tedricos. El objetivo es realizar una aproximacion intuitiva al formalismo de forma
adecuada a un curriculum actual en Ciencias de la Computacion, limitando ciertas
consideraciones técnicas en favor de lograr mayor claridad. Somos conscientes del
peligro de realizar ciertas simplificaciones y este problema ha sido objeto de cuidadosa
discusién. Sin embargo, el argumento en favor de tomar un enfoque espiral, en el
que se introducen los conceptos intuitivamente para mostrar su potencia, permite que
el alumno interesado pueda profundizar su formacién en otros cursos relacionados
en los cuales se presentan ejemplos de sistemas formales en accién (Bases de Datos,
Métodos Formales de Desarrollo de Software, Inteligencia Artificial, Semédntica de
Lenguajes de Programacion, etc). Otra ventaja de este enfoque es la posibilidad de
realizar una préctica intensiva en un lenguaje de programacién en légica y en un
lenguaje de programacion funcional habiendo introducido previamente su fundamento
tedrico. En la introduccién didactica de los sistemas formales en el curso de Légica para,
Ciencias de la Computacién, notamos que la presentacién conjuntista intuitiva de los
conceptos sintacticos y seménticos permite lograr la abstraccién suficiente y por ende,
una comprensién mayor y mas rapida de los conceptos meta-tedricos asociados a un
sistema formal. Con ese objetivo, definiremos graficamente las relaciones entre verdad
y deduccion para luego mostrar graficamente las relaciones entre los conceptos meta-
tedricos conocidos como sensatez (soundness), consistencia (consistency) y completitud
(completeness).

TUn resumen de una versién preliminar de este articulo (pero no el articulo completo) fue publicado en
el compendio de resimenes del Congreso Argentino de Ciencias de la Computacidn, realizado en
La Plata, durante el mes de Octubre de 1997.
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1 Introduccion

Las Ciencias de la Computacién han tenido un crecimiento explosivo desde su borroso
punto de partida en las primeras décadas de este siglo. Desde sus comienzos mantuvo
una conexién significativa con el formalismo légico-matematico. Las aplicaciones funda-
mentales de sus comienzos fueron los procesos de célculo para la resolucién aproximada
de problemas. Sin embargo, y aunque esta area todavia hoy representa un segmento
importante de las aplicaciones, estas han delimitado un drea que requiere conocimientos
matematicos profundos lo que ha devenido en la apariciéon dentro de la Matematica de
un area con problemdtica propia que utiliza a la computadora como herramienta y no
como objetivo. Por otra parte, las Ciencias de la Computacién han evolucionado hacia
el tratamiento de problemas cuya resolucién es de naturaleza simbdlica esencialmente no
numérica. Fste desarrollo ha dado cada vez mas relevancia al formalismo 1égico dentro de
sus fundamentos.

Este trabajo se funda en el convencimiento de los autores de que existe una relacién
intima entre la Ldgica y las Ciencias de la Computacién. Esta vinculacién es doble.
En principio y como hecho general, el razonamiento légico es reconocidamente la base de
cualquier ciencia. Por otra parte y como relacién particular, la légica ha penetrado profun-
damente en las diferentes dreas de las Ciencias de la Computaciéon dando bases cientificas
sélidas y permitiendo un desarrollo sostenido de las mismas. La contribucién de la Logica
ha sido retribuida con expansiones de la propia Légica realizadas por los investigadores
en Ciencias de la Computacién. Por esta razén, y como consecuencia natural, resulta
imprescindible introducir los fundamentos del razonamiento légico tempranamente en la
curricula de las carreras de grado.

Aqui esbozaremos una presentacién de los sistemas formales analizando sintaxis, se-
méntica y conceptos meta-tedricos. FEl objetivo es realizar una aproximacién intuitiva e
introductoria los sistemas formales de forma adecuada al curriculum actual de las carreras
de Ciencias de la Computacién, sacrificando la profundidad de ciertas consideraciones
técnicas en favor de lograr mayor claridad. Somos conscientes del peligro de realizar cier-
tas simplificaciones, especialmente en el 4rea de la teorfa de conjuntos ? y este problema
ha sido objeto de cuidadosa discusién. Sin embargo, el argumento en favor de tomar un
enfoque espiral, en el que se introducen los conceptos intuitivamente para mostrar su po-
tencia, permite que el alumno interesado pueda profundizar su formacién en otros cursos
relacionados en los cuales se presentan ejemplos de sistemas formales en accién (Com-
plejidad, Bases de Datos, Métodos Formales para el Desarrollo de Software, Inteligencia
Artificial, Seméntica de Lenguajes de Programacién, etc). Una ventaja adicional de este
enfoque es la posibilidad de realizar una practica intensiva en un lenguaje de programacién
en légica y en un lenguaje de programacién funcional habiendo introducido previamente
su fundamento teérico.

1Un resumen de una versién preliminar de este articulo (pero no el articulo completo) fue publicado en
el compendio de resumenes del Congreso Argentino de Ciencias de la Computacién, realizado en
La Plata, durante el mes de Octubre de 1997.

2Las nociones semdnticas son fundamentalmente conjuntistas en su naturaleza. Dado que la teorfa
de conjuntos es un drea controversial aqui tomaremos una interpretacién intuitiva (naive) de las ideas
asociadas.



Buscaremos alcanzar la abstraccién suficiente en la presentacion de sistemas formales
y de este modo presentar las nociones de verdad y deduccion de manera independiente. La
mayorfa de las presentaciones de sistemas formales hacen referencia explicita a la légica
cldsica (proposicional y de primer orden). En estos sistemas cldsicos, existe una cierta
equivalencia (expresada en términos de completitud y sensatez) entre la teorfa de verdad
y la teoria de prueba. Sin embargo, esto no necesariamente se verifica en sistemas formales
distintos de los mencionados anteriormente. En este aspecto particular y desde el punto
de vista didactico, la légica clasica es un “mal ejemplo” para introducir estas ideas ya que
el alumno, utilizando una forma de induccién errénea aunque natural, queda convencido
de que los sistemas formales son similares a la légica clasica.

En la introduccién didactica de los sistemas formales en el curso de Légica para Cien-
cias de la Computacién, notamos que la presentacién conjuntista intuitiva de los conceptos
sintacticos y semanticos permite lograr la abstraccién suficiente y por ende, una compren-
sién mayor y maés rapida de los conceptos meta-tedricos asociados a un sistema formal.
Con ese objetivo, en el resto de este trabajo definiremos graficamente las relaciones en-
tre verdad y deduccién para luego mostrar de la misma manera las relaciones entre los
conceptos meta-tedricos conocidos como sensatez (soundness), consistencia (consistency)
y completitud (completeness). El concepto de decibilidad no serd abordado en este articulo
puesto que generalmente es independiente de los conceptos anteriores.

2 Sistemas Formales

Un sistema formal puede pensarse intuitivamente como la definicién un juego (en la in-
terpretacién usual de la palabra), ya que provee un lenguaje y reglas mediante las cuales
el mismo puede ser manipulado. Aquello producible mediante las reglas del juego es lo
demostrable. Cambios en la definicién del juego implican cambios en lo que es demostra-
ble. Un mismo juego formal puede tener significados diferentes de acuerdo a como se
interpreten sus elementos. En principio, no existe una relacién entre demostrabilidad y
significado. Un concepto es de naturaleza sintactica y el otro es seméntico.

Comenzaremos por la sintaxis de los sistemas formales. El lenguaje es determinado por
sus sfmbolos primitivos, y por reglas de formacién de expresiones denominadas férmulas
bien formadas (fbfs). Este conjunto incluye reglas de formacién de férmulas complejas a
partir de férmulas més simples. Un sistema formal provee, ademds, una serie de relaciones
primitivas entre un conjunto de fbfs (llamadas premisas) y una fbf particular (denominada
conclusion o consecuencia). Estas relaciones se denominan reglas de inferencia. Mediante
estas reglas pueden construirse secuencias de fbfs denominadas derivaciones que repre-
sentan también relaciones entre un conjunto de fbfs y otra fbf que pueden definirse en
términos de las reglas de inferencia. Estas derivaciones, conocidas también como pruebas,
son procesos sintacticos.

Por otra parte, podemos asociar un significado a los simbolos y fbfs del sistema formal.
A partir de este significado primitivo podemos especificar la semdntica del lenguaje y del
sistema en general. Intuitivamente, la semdntica de un sistema formal es un reflejo del
mismo en otra estructura conocida.

Luego de especificar la sintaxis y la semantica de las férmulas bien formadas en forma
independiente, es posible estudiar como se relacionan estos dos ambitos. Este estudio es
fundamental para comprender qué representa un sistema légico. La interpretacion grafica
de las relaciones entre la sintaxis (deduccién) y la seméntica (verdad) es la principal
contribucién de este articulo.



2.1 Definiciones Preliminares

Los sistemas formales que presentaremos estdn basados en el estilo de Hilbert [Fit95].
Todos los sistemas de Hilbert, cualquiera sea la légica presentada, se caracterizan por tener
dos conjuntos distinguibles: axiomas y reglas de inferencia. Existen sistemas alternativos
como deduccion natural (basados en la idea de prueba subordinada: conclusiones a partir
de premisas) o cdalculo de secuentes de Gentzen, el cual es un punto intermedio entre
semantica de tableaux y deduccién natural. Sin embargo, nuestro andlisis de sistema
formal serd basandonos en el estilo de Hilbert.

Las definiciones que seran dadas a continuacién fueron extraidas principalmente de
[Dav89] y [Men87]. Antes de definir sistema formal, necesitamos introducir un concepto
que extiende la nocién de contar.

Definicion 2.1: Un conjunto es numerable si puede ser puesto en correspondencia uno a
uno con los nimeros naturales. Un conjunto es contable si es finito o es numerable. |

Un sistema o teorfa formal T estd compuesto de:

1. Un conjunto contable de simbolos Y. Una ezpresion es una secuencia finita de
simbolos de X, i.e., a es una expresién si pertenece a X*.

[\)

Un subconjunto de las expresiones (FBF C ¥*), llamadas las férmulas bien for-
madas, que constituyen las expresiones legales de la teoria T.

3. Un subconjunto de las férmulas bien formadas denominadas aziomas del sistema
formal (Axiomas C FBF).

4. Un conjunto finito de relaciones Ry, Ro, ..., R,, llamadas reglas de inferencia. Para
cada I; existe un Unico entero positivo j tal que para cada j fémulas bien formadas
v cada férmula A es posible decidir en forma efectiva si las j férmulas bien formadas
estan en relacién I; con A. De ser asi, se dice que A es consecuencia directa de
las j férmulas (denominadas premisas o hipdtesis) bien formadas segun la regla de
inferencia R;.

El conjunto de axiomas® de una teorfa a veces es infinito. Los mismos pueden ser
especificados dando un conjunto finito de esquemas de axiomas.

Definicion 2.2: Un esquema de férmula es un molde para la construccién de una férmula
dejando ciertas componentes sin especificar. Estas componentes no especificadas se cono-
cen como meta-variables puesto que no se refieren a variables en el lenguaje objeto sino
que se entienden como lugares donde deben reemplazarse, de forma consistente,* férmulas
bien formadas de la teoria. |

Definicion 2.3: Una instancia de un esquema de férmula es una {érmula bien formada
que se obtiene reemplazando, de forma consistente, las meta-variables del esquema de
férmula por férmulas bien formadas del lenguaje objeto. |

2.2 Deduccién o Inferencia

Todo sistema formal estd compuesto de un conjunto de axiomas y reglas de inferencia.
Intuitivamente, los axiomas pueden verse como conocimiento primitivo y tienen el efecto
de caracterizar un sistema légico particular, o una familia de ellos. Las reglas de inferencia
proveen un mecanismo de derivacién de consecuencias a partir de otras férmulas. Por la
aplicacién de estas reglas de inferencia se producen deducciones en la teoria.

SExisten presentaciones alternativas que introducen los axiomas como reglas de inferencia cuyo conjunto
de premisas es vacio.
4 . .. . .
Es decir, todas las apariciones de una meta-variable se reemplazan por la misma fbf.



Definicion 2.4: Sea S un conjunto de férmulas bien formadas y sea P una férmula bien
formada en la teoria T. Decimos que P es deducible de S en T (denotado por S k¢ P)
si existe una secuencia finita de férmulas bien formadas P, Ps,..., P, tal que F,,, = P
y, para cada 1 < i < m, P; es tanto un axioma, una férmula en S (también llamada
premisa o hipétesis) o una consecuencia directa de los Pj’-s previos a partir de la aplicacién
de alguna regla de inferencia. |

Definicion 2.5: Una secuencia S = P;... P, tal que P, = Py S b P se denomina
derivacion, demostracion o prueba de P a partir de S. |

Definicion 2.6: Si P es deducible del conjunto vacio de premisas, se denota Fp Py
decimos que P es un teorema o que es demostrable en T. |

Dada una teoria T puede omitirse el subindice en la relacién de inferencia. Esto es,
podemos notar F en lugar de . La caracterizacién de los teoremas como deducibles del
conjunto vacio de premisas es, a primera vista, enganosa. En realidad, meditando sobre la
definicién vemos que estas entidades son derivadas a partir de los axiomas, constituyendo
estos un conjunto de hipétesis implicitas dentro de la teorfa que caracterizan.

2.3 Propiedades de la Relacion de Inferencia

Sean S7 y S2 conjuntos de férmulas bien formadas y A una férmula bien formada, en-
tonces las siguientes son algunas propiedades elementales de la relacién de consecuencia o
inferencia:

e Monotonicidad: Si S; € S2 y S1 F A entonces So - A.

e Compacidad: S; F A si y solo si existe un subconjunto finito Sy de S7 tal que
So - A.

e Transitividad: Si Sy + A y para cada B € Sy, S1 F B entonces S; - A.

3 Conceptos Meta-Tedricos

En general, el lenguaje formal definido dentro de una teoria se denomina lenguaje objeto
y el lenguaje en el cual se formulan y prueban resultados acerca del lenguaje objeto se
denomina meta-lenguaje. Si bien el meta-lenguaje puede formalizarse y estudiarse como
una teoria formal particular seria necesario definir un meta-meta-lenguaje en proceso de
regresiéon que no resulta productivo. En esta seccidén, presentaremos ciertos conceptos
meta-ledricos, esto es, propiedades acerca del lenguaje objeto de una teoria (o sistema
formal) y no dentro del lenguaje objeto de la teorfa. Por ejemplo, cuando hablamos del
lenguaje en el que se basa un teoria nos estamos refiriendo al conjunto de férmulas bien
formadas legales en la misma. En cambio, cuando hablamos de las férmulas bien formadas
que son teoremas de un sistema formal, nos estamos refiriendo a una propiedad acerca del
mismo.

Definicion 3.1: Una inlerpretacion provee un significado a cada uno de los simbolos
de una teoria formal tal que cada férmula bien formada puede ser interpretada como
verdadera o falsa en esa interpretacion. |

Definicion 3.2: Una interpretacién es un modelo para un conjunto de férmulas bien
formadas S si cada férmula bien formada en .S es verdadera en esa interpretaciéon. Decimos
que una interpretacién es un modelo para una teoria formal T si es modelo del conjunto
de teoremas de T. [ ]



Reglas de inferencia con la propiedad de que, dadas premisas verdaderas (en todas
las interpretaciones posibles), la consecuencia directa es verdadera (en todas las inter-
pretaciones posibles) se dice que preservan la verdad. Si una teorfa se basa en reglas
de inferencia que preservan la verdad entonces puede obtenerse un modelo de una teoria
formal encontrando una interpretaciéon que sea modelo de los axiomas.

Definicion 3.3: Una teorfa es completa si cada sentencia que es verdadera en todas las
interpretaciones es demostrable en la teoria. |

Definicion 3.4: Una teoria es sensata si cada sentencia demostrable en la teoria es
verdadera en todas las interpretaciones. |

Definiciéon 3.5: Un método de computacién es completo si para cada sentencia A en
el lenguaje, el algoritmo termina para la entrada A en una cantidad finita de tiempo,
indicando si A es verdadera o no en todas las interpretaciones. |

Definicion 3.6: Una teoria es decidible si existe un procedimiento efectivo que determine,
para cualquier sentencia de la teoria si la misma es demostrable o no en la teoria, esto es,
si es 0 no un teorema. |

Definicion 3.7: Una teoria es consistente si no existe ninguna férmula bien formada A
tal que ella y su negacién son demostrables en la teoria. |

Observacion: Aqui hemos mencionado la negacién de una férmula bien formada. Esto se
hace de una manera intuitiva sin introducir el conectivo correspondiente en forma explicita.
Es evidente que esta propiedad depende de que la negacién este presente.

La anterior definicién de consistencia es en términos sintacticos. Una definicién en
términos semanticos seria la siguiente.

Definicion 3.8: Una teoria es comsistente solo si es posible encontrar un modelo de la
misma. En otras palabras, una teoria es inconsistente si no tiene modelos. |

4 Relacién entre Verdad y Deduccién

Aquf presentaremos las relaciones que existen entre conceptos sintacticos y conceptos se-
manticos. En la Figura 1, mostramos graficamente los componentes sinticticos de una
teoria formal y la relacién de inclusién que guardan. La sintaxis en un sistema formal
determina la forma que tendran los componentes del mismo. El conjunto de férmulas
bien formadas también es conocido como el lenguaje del sistema formal. Los teoremas,
se obtienen aplicando repetidamente las reglas de inferencia sobre los axiomas y otros
teoremas. A veces nos referiremos al conjunto de teoremas como la clausura deductiva de
lateoria. Enla Figura 2, damos una descripcion gréfica de las interpretaciones seménticas
de las sentencias del lenguaje. Cada férmula bien formada del lenguaje, ademas de respetar
una forma sintdctica, puede tener asociada una interpretacién semantica. La semdéntica
de un sistema formal se refiere al significado que tendran los componentes del mismo.

El conjunto LV contiene aquellas férmulas verdaderas en todas las interpretaciones.
Estas férmulas reciben el nombre de tautologias o formulas logicamente vdlidas en teorias
particulares. Las tautologias son las verdades absolutas de la 16gica proposicional [Man74,
Men87]. En cambio, una fbf se dice que es ldgicamente vdlida si es verdadera en todos
los “mundos posibles” [Men87] y el concepto se aplica en teorias de primer orden, esto
es, sistemas que admiten no solamente proposiciones sino también predicados, variables,
funciones y cuantificadores sobre variables [Man74]|. Ademads, las teorias de primer orden,



Expresiones

Teoremas

Figura 1: Descripcién Sintdctica de una Teoria Formal.

Lenguaje o FBF's

Figura 2: Descripcién Semantica del Lenguaje de un Sistema Formal.

tienen dos niveles de verdad. Por un lado, podemos decir que una sentencia es légicamente
verdadera (contradictoria) si es verdadera (falsa) en todas las interpretaciones. Por otro
lado, podemos decir que una sentencia es verdadera, satisfacible o falsa en una inter-
pretacién. En este punto surge claramente que el valor de verdad de las sentencias depende
de las posibles interpretaciones que se le den a los simbolos de la teorfa. Sin embargo,
para analizar los sistemas formales de manera abstracta, asumiremos los valores de verdad
utilizados en la légica proposicional.

El conjunto C se refiere a las contradicciones (en lgica proposicional) o sentencias in-
satisfacibles (en teorias lgicas de primer orden), i.e., aquellas férmulas falsas en todas las
interpretaciones. El conjunto S se refiere a las sentencias que no son ni légicamente validas
ni contradictorias, ¢.e., aquellas sentencias que son verdaderas en algunas interpretaciones
y falsas en otras (en l6gicas de primer orden este conjunto incluye a las sentencias satisfaci-
bles en una interpretacion pero no légicamente validas, verdaderas en una interpretacion
pero no légicamente vélidas y falsas en una interpretacién pero no contradictorias).
Observacion Importante: En Légica Proposicional, aquellas sentencias que no son
falsas en todas las interpretaciones (i.e., son verdaderas en, al menos, una interpretacion)
se dice que son satisfacibles. Por lo tanto, toda sentencia en LV es satisfacible. Sin



embargo, en nuestro andlisis, las sentencias en S no son sentencias légicamente validas.
Esto significa que (LVNC) = @, (LVNS) = @y (CNS) = @. Ademés, FBF = LVUSUC.

A cada sentencia en LV (por ejemplo: a — a en el calculo proposicional) le corresponde
una férmula negada en C (—=(a — a) para el caso anterior). A cada sentencia en S (por
ejemplo: a A b en célculo proposicional) le corresponde una férmula negada en S (—(a A b)
para el caso anterior).

En las sucesivas figuras, describiremos nociones meta-tedricas analizando en que sub-
conjunto(s) del lenguaje estd encuadrada una teoria formal T (caracterizada por los teo-
remas de la misma). Una teorfa es sensata si todo lo que es demostrable es verdadero en
todas las interpretaciones. Esto significa que los teoremas de la teoria son un subconjunto
de las sentencias de LV (Figura 3). Una teoria es completa si todas las sentencias ver-

Lenguaje o FBF's

Figura 3: Una Teorfa Sensata T (T C LV).

daderas en todas las interpretaciones son demostrables en la teoria. Esto significa que las
sentencias de LV son un subconjunto de los teoremas de la teoria (Figura 4). Una teoria es

Lenguaje o FBF's

Figura 4: Una Teorfa Completa T (LV C T).

consistente si no puede deducirse una férmula y su negacién. Por lo tanto, puede deducirse
un subconjunto de férmulas de LV, un subconjunto de férmulas de C o un subconjunto
de formulas de S. En la Figura 5, presentamos dos teorias T y Ts, las cuales son con-



sistentes, ya que una es parte del conjunto de sentencias 16gicamente vélidas (verdaderas
en todas las interpretaciones) y la otra es parte del conjunto de sentencias contradictorias
(falsas en todas las interpretaciones). Las teorfas T y T pueden llegar a ser a lo sumo

Lenguaje o FBF's

Figura 5: Dos Teorfas Consistentes, T1 y Tb.

iguales a LV y C respectivamente.

5 Completitud y Consistencia: ;implican Sensatez?

Es posible que existan teorias consistentes y completas en las que sentencias de S sean
teoremas?. En otras palabras, ;Es posible que existan teorias consistentes y completas
pero no sensatas?. Trataremos de responder esta pregunta. Para cada férmula en S, la
negacién de la misma estd en S. Por ejemplo, si a A b pertenece a S también su negacién
(=(anb)) estd en S. Por lo tanto, puede haber teorias completas que contengan sentencias
de S sin llegar a ser inconsistentes® si se eligen los axiomas y las reglas de inferencia
cuidadosamente. Sin embargo, si se agrega la restriccién de que la teoria formal sea
“esquematizada” la respuesta es diferente. Estos sistemas formales definen su conjunto
de axiomas y de reglas de inferencia a través de esquemas. Supongamos que existe una
férmula bien formada demostrable en la teorfa (i.e., es un teorema de la misma) que no
es logicamente valida ni es contradictoria, sino solo satisfacible. Por lo tanto, si tal fbf
existe entonces debe existir un esquema de ese tipo de teoremas. Veamos como es posible
construir una férmula bien formada contradictoria (falsa en todas las interpretaciones) y
demostrable en T partir de esta férmula bien formada de S demostrable en T y de su
secuencia de prueba. Esta construccién sigue los siguientes pasos y solo es posible porque
la teorfa estd definida en base a esquemas (de axiomas y de reglas de inferencia):

1. Sea A una férmula bien formada demostrable en T, satisfacible pero no légicamente
vélida, i.e., A estd en S. Sea I una interpretacion en la cual A es falsa.

2. Si la teoria se define mediante esquemas de axiomas y de reglas de inferencia, existe
un esquema F de teorema del cual A es una instancia. Esto es, si 8 es una sustituciéon
de meta-variables, entonces A = [V6.

3. Partiendo del esquema F, y basdndonos en la interpretacién I que hace que A = E6
sea falsa, se construye otra instancia del esquema F, llamémoslo B = Fo. Esta

5Recordemos que S,C y LV son disjuntos dos a dos.



nueva instancia es tal que cada interpretacién verdadera de un simbolo de A se
reemplaza por una férmula bien formada verdadera en todas las interpretaciones,
y cada interpretacién falsa de un simbolo de A se reemplaza por una férmula bien
formada contradictoria.

4. El nuevo esquema B = Eo es una férmula bien formada contradictoria, i.e., es falsa
en todas las interpretaciones.

Siendo la teoria completa la negacién de B también es un teorema puesto que es un férmula
bien formada verdadera en todas las interpretaciones. Este hecho contradice el hecho de
que la teoria es consistente. Es decir, una teoria formal esquematizada que es consistente
y completa debe también ser sensata.

Por ejemplo, usando un lenguaje proposicional, si existe un esquema de teorema satis-
facible de la forma P — @ (P y @ meta-variables) puede construirse una férmula contra-
dictoria, por caso ((a — a) — —(b — b)), demostrable en la teoria, asi como una férmula
vélida en todas las interpretaciones, por caso (=(a — a) — (b — b)), demostrable en la
teoria. Esto significa que si una teoria T estd definida mediante esquemas de axiomas
y de reglas de inferencia y existe una férmula bien formada A € S que es teorema de
T, entonces existen teoremas que son falsos en todas las interpretaciones y teoremas que
son verdaderos en todas las interpretaciones, siempre que no requiramos que la teoria sea
completa. Formalmente, si (TNS) # @ entonces (TNLV) # @y (TNC) # @ (Figura 6).
Del analisis anterior, si una teoria esta expresada mediante esquemas, se puede

Lenguaje o FBF's

Figura 6: Sistema Formal Esquematizado.

simplificar la distincién entre subconjuntos del lenguaje de la siguiente manera: LV, el
conjunto de sentencias verdaderas en todas las interpretaciones y NLV, el conjunto de
sentencias falsas en alguna interpretacién (Figura 7). Esto porque si existe algtin teorema
en S implica tener un teorema en C. Luego, si la teorfa es completa y consistente, el inico
caso posibles es que T = LV por lo que la teoria T necesariamente es sensata.

6 Diferentes Teorias Consistentes

Teniendo en mente un sistema formal esquematizado reanalicemos la pregunta: jes posible
que exista una teoria formal T que sea completa y consistente pero que no sea sensata?.
Sea Cons el conjunto de subconjuntos maximalmente consistentes del lenguaje, esto es:

Cons = {W : W CFBF W F L y paratodo a € (FBF \ W) vale que WU {a} F 1}



Lenguaje o FBF's

Figura 7: Descripciéon Semantica del Lenguaje de un Sistema Formal Esquematizado.

Sea T una teoria consistente, ¢.e., T C W para algin W € Cons. En términos de LV, C
y S podemos tener los siguientes conjuntos consistentes:

1. TCS.

2. TC(SUC)y (TnNS) #w.
3. TC(SULV)y (TNS) £ @.
4. TCC.

5. T CLV.

Como la teoria formal es esquematizada, en los primeros tres casos, la teoria T demuestra
al menos una sentencia de S. Entonces necesariamente demuestra alguna sentencia de
C (y de LV). Si la teorfa T es completa entonces demuestra cada sentencia de LV, i.e.,
LV C T. Como la teoria demuestra al menos una sentencia de C y LV contiene sentencias
de C negadas entonces la teoria formal no serfa consistente (en los casos 1, 2 y 3).

Si T C C entonces T demuestra solamente contradicciones. Pero como T es completa,
entonces LV C T. Como en C existen negaciones de sentencias en LV (y nuestra teoria
demuestra cada sentencia de LV por ser completa) entonces no es posible tener una teoria
consistente y completa como en el caso 4. Por lo tanto, el tnico caso que podemos
considerar es el caso en que T C LV (caso 5). Luego, si T es completa entonces LV C T,
i.e., T =LV. Por lo tanto, T es sensata.

La demostracién anterior esta condicionada a que los axiomas y las reglas de inferencia
se expresen mediante esquemas. De no ser asi, si la teoria es completa y consistente
entonces no puede asegurarse que sea sensata. Basta considerar los axiomas y las reglas de
inferencia de la légica proposicional (expresados mediante esquemas) junto con un axioma
satisfacible expresado en el lenguaje objeto (esto es, sin meta-variables), por ejemplo:
(a — b). En ese caso la teoria es completa (por estar incluida en la légica proposicional)
y consistente (ya que lo es la l6gica proposicional y no puede demostrarse —(a — b)) pero
no es sensata pues el axioma (a — b) no es verdadero en todas las interpretaciones.

7 ;Inconsistencia implica Completitud?

Ciertos conceptos meta-tedricos son dependientes entre si. Un ejemplo de una relacién
entre los mismos es que sensatez implica consistencia. Estd relaciéon puede verificarse
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Figura 8: Teoria Formal Consistente, Completa y Sensata.

claramente en la Figura 5 donde toda teoria T sensata es consistente. Si T es sensata
entonces T C LV. Como no es posible que en LV exista un férmula y su negacién
entonces T es consistente. Luego, por contraposicion podemos afirmar que si una teoria
es inconsistente entonces no es sana. Obviamente, cuando hablamos de negacién nos
referimos a un conectivo unario que produce una nueva sentencia cuyo valor de verdad es
contrario a la sentencia a su derecha. Esto es, si — es el conectivo de negacién entonces, si
una sentencia P es verdadera entonces =P es falsa; si P es falsa entonces =P es verdadera.

Otra de las relaciones que vimos y explicamos ampliamente en las secciones anteriores
es que, si una teorfa presenta sus axiomas y teoremas mediante esquemas, entonces si
la misma es completa y consistente también es sensata. Nuevamente por contraposicién,
toda teoria esquematizada no sensata, o bien no es completa, o bien no es consistente.

Sin embargo, ciertas relaciones entre las propiedades meta-tedricas de los sistemas for-
males también lleva a malas interpretaciones. En general, es comuin encontrar afirmaciones
tales como “toda teoria inconsistente es completa”. Estd afirmacién es incorrecta. Esto
puede verificarse facilmente chequeando la presentacién grafica anterior. Veamos algunos
ejemplos. Consideremos una teoria T con el lenguaje de cédlculo proposicional, los axio-
mas py —p (p es una proposicién del lenguaje objeto) y la regla de inferencia modus
ponens. Esta teorfa es no completa porque no puede demostrar, por ejemplo, la tautologia
p — p. Otra posible teoria no completa seria T9, tomando como lenguaje el del cdlculo
proposicional y el axioma —A (A meta-variable). Esta teorfa no es completa. No puede
demostrar las tautologias de la forma B — B. Si es posible demostrar ~(=(B — B)).
Pero en Ty no es posible demostrar A < —(=A); esto vale en el cdlculo proposicional
donde se cuenta con el teorema A « —(—A4).

La razén de este mal entendimiento de las relaciones meta-tedricas surge del hecho de
analizar solamente los sistemas formales estdndar como el cdlculo proposicional o el cdlculo
de predicados. En estos sistemas, sensatez y completitud van de la mano aunque en la
realidad son conceptos diferentes. En general, toda teoria inconsistente es completa si la
relacion de derivacion subyacente - en la teoria satisface ciertas restricciones, como por
ejemplo: supraclasicidad, deduccion (A, B+ C siysolosi A-B—C), LFA —-—AF A,
A, B+ AA By muchas otras méas. Este ultimo punto es una razén maés para afirmar que
la légica cldsica es un “mal ejemplo” para estudiar las propiedades meta-tedricas de los
sistemas formales.



8 Conclusiones

La principal contribucion de este trabajo es la presentacién intuitiva mediante diagramas
de Venn de las relaciones entre las nociones de deduccién y verdad. Primero, se presentaron
los componentes sintacticos de un sistema formal: férmulas bien formadas, axiomas, reglas
de inferencia y teoremas. Luego, se discutié el significado de las componentes del lengua-
je de un sistema formal: sentencias verdaderas en todas las interpretaciones, sentencias
satisfacibles (verdaderas en algunas pero no en todas las interpretaciones) y contradic-
torias (falsas en todas las interpretaciones). Sobre esta base, se definieron graficamente
los conceptos conocidos como sensatez, completitud y consistencia relacionando mediante
diagramas conjuntistas las sentencias deducibles de una teoria o sistema formal con los
posibles significados asociados a las sentencias de un lenguaje. Esta presentacién per-
mite lograr la abstraccién suficiente para lograr un mejor entendimiento de los conceptos
meta-tedricos asociados a un sistema formal.
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