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Resumen:

En este trabajo se redliza un andlisis de situaciones de conflicto estratégico que se
producen periddicamente y que se modelan como juegos repetidos, bajo supuestos de
racionalidad acotada y usando implementaciones computacionales (estrategias implementadas
por autématas de tamafio 2).

Sin estas restricciones hay tipicamente infinitos equilibrios lo cua naturalmente dificulta
la posibilidad de saber que tipo de conductas (todas razonables) podran tomar |os agentes.

En este caso, se hace un estudio estadistico de los equilibrios de Nash en juegos
bi personales generados en forma aleatoria (aqui se relgja la condicion de simetria impuesta por
Quintas-Silvestri[1999]).

Se observa que a diferencia de lo que podrian sugerir los juegos clésicos (Dilema de los
Prisioneros y otros juegos de coordinacion) en los supuestos arriba mencionados la cantidad de
pagos en equilibrio es muy reducida (no asi la cantidad de estrategias en equilibrio). Sin
dominacién o aplicando criterios de dominacién fuerte la cantidad de pagos en equilibrio es
tipicamente uno o dos ( esto es menor que lo encontrado para juegos simétricos) . La
dominacién fuerte reduce ligeramente la cantidad de estrategias en equilibrios pero no la
cantidad de pagos en equilibrio. Bgjo criterios de dominacién regular o débil, si se observa
una reduccion de los pagos (y de las estrategias) de equilibro siendo € caso mas comun €l de
equilibrio Unico.

Palabras Claves: Equilibrios de Nash - Juegos Repetidos - Autdmatas - Estrategias
Dominadas.
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Un andlisis Estadistico del Equilibrio de Nash en Juegos Repetidos
usando | mplementaciones Computacionales

1.-INTRODUCCION

Cuando agentes econdémicos se hallan involucrados en relaciones a largo plazo su
comportamiento difiere substancialmente de aquel que se observa cuando sblo se trata de una
situacién de corto plazo. En numerosos € emplos econdmicos la relacion de largo plazo
consiste de una sucesion de situaciones que se repiten con cierta periodicidad. Estas
situaciones se modelan como Juegos Repetidos. Un tipico gemplo 1o constituyen firmas que
interactian en un mercado. Se observa que el comportamiento de dichas firmas suele
presentar conductas "cooperativas’, en € largo plazo, ain cuando no haya ningin
compromiso establecido entre ellas parallevar a cabo tal cooperacion.

El modelo de tales situaciones, como juegos que Se repiten, permite introducir
conceptos de equilibrio provenientes de la Teoria de Juegos para establecer conductas
Optimas. Existe una extensabibliografiaque involucra situaciones de conflicto estratégicos
modelados como juegos repetidos (Ver Referencias bibliogréficas).

Estudios previos sobre esta tematica (ver Silvestri-Quintas [1994], Necco-Quintas [1996]
) muestran que en gjempl os se puede realizar una seleccion de los equilibrios del juego repetido
por medio de condiciones adicional es de racionalidad sobre los agentes (racionalidad acotada y
refinamientos del Equilibrio de Nahs).

En el presente articulo hacemos un estudio estadistico de Juegos generales generados en
forma aeatoria, con restricciones sobre os tipos de estrategias a usar, y contrastando €l uso de
distintos criterios de dominacién estratégica.

2-JUEGOSEN FORMA NORMAL Y JUEGOSREPETIDOS

Un juego de estrategias en forma normal puede ser descripto por una tri-upla
G=(N,A,u) con lasiguiente estructura. N={1,2,..,n} esun conjunto finito. Este esel conjunto
de jugadores, lo cua cabe interpretarse como € conjunto de agentes econdémicos que
enfrentan una situacion de conflicto estratégico.

Para cada jugador i € N, A;jes e conjunto de estrategias disponibles. Estas son las
posibles conductas que pueden llevar a cabo los agentes econdmicos (No se consideran
estrategias que asignen una distribucién de probabilidades sobre acciones, (estrategias mixtas)).

Una combinacion de acciones seraun elemento ae [[ A=A

ieN

Las preferencias de |os jugadores sobre los posibles resultados del juego se reflejaran por
medio de funciones de utilidad (también nos referiremos a ellas como funciones de pagos),
u=(u,...,uy) donde u; :A; — R eslafuncién de pago del jugador i.

El juego G se juega de la siguiente manera: Cada jugador elige independiente y
simultdneamente una estrategiaa € A; con lo cua se forma una combinacion de acciones a=
(ag,--,&) € A, y estodeterminaun pago u;(a) paracadajugadori € N.

A este tipo de juego es posible asociar distintas nociones de estabilidad (equilibrios) que
reflejen conductas razonables de los jugadores. La més ampliamente difundida en Teoria de
Juegos es el concepto de Equilibrio de Nash (Ver Nash [1950]).

Un Equilibrio de Nash (NE) esunan-upladeestrategiasae A, ta que

ui@=ui(a, ..., a1, b,a+1,....,a) paratodaestrategiab; € A; y paracadajugadori € N.

Un Juego Repetido consiste de varias realizaciones de un juego en forma normal. Esto
permite modelar interacciones que se repiten en el tiempo. Se considera un horizonte infinito
(esto es que el juego se repite indefinidamente) y se evalGan |as sucesiones de pagos por medio
del limite de los promedios. Esto resulta una buena aproximacion a muchas situaciones reales



de interaccion entre firmas, paises, etc. (Ver mas detalles en Friedman [1990], Aumann [1981]

).

Los resultados clésicos (Folk Theorems) muestran que en general hay una gran
diversidad de equilibrios siendo necesario condiciones adicionales de racionalidad para
seleccionar un subconjunto de los mismos. Una posible forma de hacerlo es asumiendo
racionalidad acotada en los agentes (un recopilacién de estudios en esta direccion se pueden
encontrar en Kalai [1987]).

2.-USO DE AUTOMATASEN JUEGOSREPETIDOS

El uso de autématas (Moore Machine) resulta una forma préactica de implementar las
estrategias de los agentes en un juego repetido. Intuitivamente esto corresponde a pensar que
los agentes tienen distintos estados (de &nimo) en los que actlan de distintas formas y cambian
de estado de acuerdo alo que €l otro agente hace en la etapa anterior por medio de una funcion
detransicion.

Existe un tamafio minimo para un autébmata que implementa una estrategia dada y este
tamafio corresponde a la crdinalidad del conjunto de estrategias inducidas por f; (ver Kalai-
Stanford [1988], Aumann [1981]).

Consideraremos automatas de tamafio menor o igual a dos para limitar € tipo de
estrategias que usan los agentes. Si bien esto es una limitacion fuerte, no excluye estrategias
clésicas, algunas de las cuales a pesar de su simpleza han demostrado ser exitosas alin frente a
estrategias més complicadas. (ver Axelrod [1980], [1980]a)

La siguiente es una descripcién formal de un Autdmata Full (parael jugador i-€simo ):

M, =<M,nf,B,T> con M cN

donde:

* M, esel conjunto de estados.-

* m’ esel estado inicial .-

* B:M,—— A ,es la funcién de Comportamiento (para cada estado prescribe una
accion), donde A esel conjunto de estrategias disponibles para el jugador i-ésimo.

*T:M; x A—— M, ,donde A= H A es el conjunto de perfiles de acciones, es la

ieN
funcion de Transicion, la cual describe como el automata cambia de estados.

Si lafuncidn de Transicion serestringe a:

T:MxA,— M, con A =][]A

se dice que M, es un Autdmata Exacto. Un autémata exacto solo toma en cuenta las
acciones de los otros jugadores y no las propias acciones.

En este trabajo se simulan juegos con |A|=2, A={ C, D } donde C= Cooperar, D= no
Cooperar.

Un automata Full o Exacto, puede representarse por medio de un vector de longitud 2n,
donde n es la cantidad de estados del autémata. Las primeras n componentes de dicho vector
contienen la funcion de comportamiento de cada estado en orden creciente, las ultimas n
componentes contienen la funcién de Transicion de cada estado para toda accion 'a’ ( es decir
unafiladelatablade lafuncion).

Si bien el sistema utilizado para este estudio estadistico, trabaja con automatas de ambos
tipos, a los efectos del calculo del Equilibrio de Nash, solo es necesario considerar automatas
exactos ya que para el mencionado equilibrio no se chequean errores de gecucion en el juego
(ver Necco-Quintas( [1996]).



3.- SSIMULACION DEL JUEGO USANDO AUTOMATAS,

Un juego repetido modela  sucesivos encuentros de agentes que enfrentan una situacion
de conflicto estratégico. En cada etapa, los agentes tienen que tomar decisiones, esto es elegir
estrategias (comportamientos) y obtienen pagos asociados con tales elecciones (ver figura 3.a.)

Dados dos autdmatas, hacerlos jugar es implementar una serie de decisiones que se
toman en un juego repetido. Esto es, comenzar con el par de comportamientos correspondientes
alos estados iniciales de cada automata, que llamaremos una jugada, y teniendo en cuenta esa
jugada cada jugador se movera a través de la funcion de transicidn de su autémata, después de
la transicion se vuelven a registrar los comportamientos y esto determinara la préxima jugada.
De esta forma se aobtendra una sucesién de pares de comportamientos a los que se puede asociar
unasucesion de pagos.

El uso de automatas finitos en un juego repetido infinitas veces ocasionara que a partir de
cierto momento algunos estados del autdmata se repitan en forma ciclica y la sucesion de
acciones por ellos prescripta, se tornara periodica. Esta sera llamada fase ciclicay es de esta
fase de donde se obtendran las ganancias de cada jugador por medio de un promedio (existe
también unafaseinicial que debera sesgarse).Veamos un gjemplo de lo expuesto.

Sea la Matriz de pagos (correspondiente al Juego de los Prisioneros):

Estrategias del
Jug 2
C D

Estrategias _
ate ¢ [2271a,3

Jug.l D 3-1 0,0

Fig. 3.a

Sean |os autdbmatas Exactos:

Jugador 1: Jugador 2:
C.C C,C
B2 &g
D,C ’ D.C
b.b ’ ‘ D.D
On=20 H ©
D.D &b
Secuencia de comportamientos: Secuencia de Pagos:
{ acciones)
Jugl: |C|D D D D D ... Jugl: -1 000000 ...
Jug2: |DID D D D D ... Jug2l: 3 000000 ...
Fig. 3.b

Para cada jugador, la primera componente del par de acciones que figuraen cada arco es
la que corresponde a su propia accion. Es decir, lajugadainicia es C parael Jug.1y D parael
Jug.2, esto implicard que el Jug.1 debe moverse a través del arco C,D y € Jug.2 a través del
arco D,C.

Para analizar la conveniencia del uso de determinados autématas que implementen
estrategias en el juego Repetido, se juegan entre si, de a pares, todos los automatas, y se
construye la Matriz de Ganancias. En la matriz, la posicion (i,j) contiene e par (p; , pzj)



donde la primera componente es la ganancia del jugador 1 y la segunda es la ganancia del
jugador 2 correspondientes al juego de ambos con las estrategias implementadas por €l
autémata i-ésimo para el primer jugador y j-ésimo para el segundo.

4. EQUILIBRIO DE NASH SOBRE AUTOMATASEXACTOS.

Buscar un Equilibrio de Nash en la matriz de ganancias de los exactos significa buscar un
par Ganancia Jug.1l, Ganancia Jug.2 en e que se cumple que la primera componente es
mayor o igual atoda otra ganancia del Jugador 1 en esa columna de la matriz y que la segunda
componente es mayor o igual atoda otra ganancia del Jugador 2 en esafila. Graficamente :

Jugador 2
1 2 i m

1 o gl1 ,

2 /"‘glz 1
J
u v P R
g R
3 1 :g21 !322 - /_gll ’ ,gz.]"'l ’gzm
0
r
1 gl

n S gln s
i,j son estrategias en gli=g, vk, gl , g2;) con j constante « k¥ i

Egquilibrio de Nash ngE g, . ¥h ,{glj,g2y)con i constante » h=+j

Fig. 4.a

5.- DOMINACION.

Después que los autématas juegan y se obtiene la matriz de ganancias del juego, es
posible verificar distintas relaciones entre las filas/columnas de la misma.

Si las ganancias del Jug.1 en lafilai son "mejores’ que las ganancias del mismo jugador
en la fila j para todas las columnas de dicha fila, esto quiere decir que la estrategia que
implementa el automata utilizado para obtener las ganancias de la filai domina a la estrategia
implementada por el autdmata utilizado para obtener las ganancias de lafilaj.

Es factible para los usuarios de este sistema eliminar las estrategias dominadas y
calcular equilibrios sobre los resultados del juego reducido por tales eliminaciones.

Se implementaron tres tipos de Dominacion, Fuerte, Regular y Débil. (Owen[1982]).

5.1.Dominacién Fuerte o Estricta
Cuando todos los pagos de una fila o columna son "estrictamente mayores' que los de
lafilaolacolumna correspondientes de otro automata.

5.2.Dominacién Débil
Cuando todos los pagos de lafila (columna) de un autémata son "mayores o iguales' que
los pagos de lafila (columna) de otro automata.

5.3.Dominacién Regular



Cuando de los pagos de la fila (columna) de un autdmata, a menos 1 es "mayor
estricto" y los demés son "mayores o iguales' que los pagos de la fila (columna) del otro
autoOmata.

Dependiendo del tipo de Dominacién, el orden de eliminacién puede producir resultados
distintos. Para cada tipo de Dominacion, en el sistema utilizado, es posible eliminar en uno de
tres ordenes posibles: Filas / Columnas, Columnas / Filas , Random. A los fines de este
estudio, se utiliz6 solamente eliminacion por Fila/Columna.

L uego de readlizadas las eliminaciones correspondientes se hace nuevamente el calculo de
los equilibrios resultantes y se compara la cantidad de estrategias y pagos que resultan estables.

6.- ESTUDIO ESTADISTICO SOBRE JUEGOS GENERADOSEN FORMA RANDOM.

Para este estudio se generaron al azar 50 matrices de pagos, correspondientes a juegos de
dos jugadores, delaforma:

Jug. 2
C D DondecadaP; e [-9.9] coni=1,2yj=C,D

C P1C1 PZC P].C! PZD

Jug. 1
D F)1D, PZC I:)1D, JZD

Despues de simular los juegos generados, calcular € equilibrio de Nash para cadauno y
aplicarleslos distintos criterios de dominacion, se observaron los siguientes resultados :

| Juego SIN DOMINACIONES DOMINACION FUERTE DOMINACION REGULAR [DOMINACION DEBIL
HPE Equilbrio #Elm] #PE jas en Equilibrio #Elm] #PE Equilbrio ] #PE Equilirio
1] 3| 79 45 414 3| 79 45 41 0f 3| 79 45 41 0f 3| 79 45 41
2| 1 27| 8| 1 27| 34 1] 27| 37| 1] 19}
3| 1 18| 8| 1 18| 46| 1] 5| 50} 1] 1
4] 2| 24 1 1] 2| 24 1] 47| 1] 6| 50} 1] 1
5) 4 79| 18} 15| 6| 0) 4 79| 18| 15| 6] 47| 1] 4 54 1] 1
6) 3| 79| 0) 3| 79| 3| 3| 79 45 1ﬂ 3| 3| 79 45 1ﬂ
7] 6| 45 27| 27| 22 19| 8| 0) 6| 45 27| 27| 22| 19| 8 ﬁ 1] 34 42| 1] 25|
8| 3| 79| 12} 1] 4] 3| 79| 12| 1] 23] 2| 41 9) 24 2| 41 7]
9) 1 24 114 1 24 44 1] 12| 50} 1] 1
10} 2| 19| 10} 6) 2| 19| 10| 47| 1] 6| 50} 1] 1I
114 2| 46 11 0) 2| 46 11 6| 2| 32| 10| 6| 2| 32 10}
12| 1 79| 12| 1 79| 3ﬂ 1] g @ 1] 30]
1B 1 8 4 o 4 o i o s i
14 2 18] 1) 5| 2 18 1 ] 1 g s i
15[ 4 7o 23 20 13 o 4 7o 23| 2o 13 I s i
E‘ i 1g| o 1 1g| @ o s o 4
w1 sl i 79 3| ] 4 I
[ a8l o s 4 s 2o s 4 w2 o o ¢ s 2 o 9
I I T g 2 79[ 10 3| ] 4 I
200 i 3 o i s i o s| i 9
2] 3 7o 1] 1 A o o] 1 o 28 o a o 2 o a
2 4| 2] 5| a2 1] o B |
E‘ S| 18] 16 1] 8 4 of 5| 18 1] ul 8 4 ] 2o 4 4 s i
24| 2| 1 o A4 o 14 s o i o s i
2] 1| ad o a4 4 s Z
26| 2 57 2 A4 o s = 24 o ] 16 2] o a 1
27| 1 19 0) 1 19 3| 1] 13| 3| 1] 13}
28 1 46 0) 1 46 4 1] 33 4 1] 33]
29 2| 514 19} 8| 2| 514 19| 40| 2| 3| 2| 42 2| 3| 2|
30} 2| 79| 10} 8| 2| 79| 10| 37| 1] 45| 40| 1] 30]
31 2| 16 11 0) 2| 16 11 7| 2| 11 10| 7| 2| 11 10|
32 3| 57 Aﬂ 27| 0) 3| 57 Aﬂ 27| 19| 2| 52| 35| 19} 2| 52} 35|
33 3| 24 19} 8| 4] 3| 24 19| 8| 36| 2| 14 12| 50} 1] 1
:34‘ 3| 57 34 24 0) 3| 57 34] 24| % 1] 1 50} 1] 1
35| 1 14} 8| 1 14} 49| 1] 2| 50} 1] 1
36 1 lﬂ 8| 1 lﬂ 48' 1] 3| 50} 1] 1
37| 2| 79| 12} 9) 2| 79| 12| 25| 2| 41 6] 26| 2| 41 4]
38 3| 45 27| 27| 0) 3| 45 27| 27| -0| 3| 45| 27| 27| 0f 3| Aj 27| 27|
39 4 79| 11 7] 4 0) 4 79| 11 4 g 3| 37| 11 18} 3| 37| 114 6|
40| 1 20| 8| 1 20| 48| 1] 4 50} 1] 1
s o s 8| i s ] i 4 s i
ZlE 1}1 1] 9 e 1}1 1| 9 g 3 1 s 4 g 3 1| s 4
w79 [ 1 @ 14 s i
R of o[ 4] 24 s o o 2 7
= 1E| E of o [ I o ul 4
46| 2| 4] o o o a[ o 2o 3| 4 o 2o 3| 4
47 79| B 7 37] EI 40 :5'
[ 8] 7921 2] 79[ 21 23 2118 24 21| 14
49 46 0| 4 7 21| 7 21|
50| 79[ 24| 11 0 79[ 24 1] 12 48[ 21 5 12 48] 21] 5

tabla 6.a



En latabla 6.a, #PE es la cantidad de Pagos distintos correspondientes a los Equilibrios
de Nash de cada juego; #Estrategias en Equilibrio es la cantidad de estrategias con las que
cada jugador obtiene como resultado alguno de los pagos en equilibrio, enumeradas en forma
separada paralos distintos pagos y ordenadas por cantidad (ejemplo: en el juego 5, hay 4 pagos
diferentes correspondientes a estrategias en Equilibrio de Nash, 79 corresponden a un pago
particular, 18 aotro, 15 aotroy 6 a cuarto. En total hay 118 estrategias en Equilibrio de Nash);
#Elim esla cantidad de estrategias eliminadas con |os distintos criterios de Dominacion.

En latabla 6.b, se muestra el detalle de los pagos de equilibrios (corresponden al orden
en que aparecen las cantidades de Estrategias en Equilibrio, sin Dominacién, en latabla 6.a), E
significa que resulto eliminada por criterios de dominacion Regular o Débil.

Juego Nro Pagos en Equilibrio
#PE
1 3|(6, 8) (5, 6.50) (4, 5
2 1(-5, 3)
3 1)(2,-8)
4 2|(6, 3) (0, 3 E
5 4{(3,-2 (-2,-2) E|(0.50,-2) E|(0,-3) E
6 3[(7, 6) (7, 2 (7,-2)
7 6/(3.50, -1.50) |(7,-2) E|(0,-1) E|(3.50,-2) E|(0,-1.50) E|(0,-2) E
8 3[(7, 7) (0.50, -1) (-2, -4) E
9 1(-2, 7)
10 2|(2, 0 (2, 1500 E
11 21(7, 1 (3,-5)
12 1(7, 0
13 1(0,-2)
14 2|(4,-1) (9,-2) E
15 4{(8,0 (0,-2) E|(0, 0) E[(4,-1) E
16 1(-4, 7)
17 1)(6, 1)
18 2|(9, 6) (6,9
19 2|(6, 9 (4, 4 E
20 (3, 1)
21 3[(7, 9 (1.50, 3.50) |(-3,-1) E
22 1)(-2, -6)
23 5/(7,-9 E|(1.50,-9) E |(-1 -4) (1,-4) (-4,-9) E
24 2|(4, 1 (4, 4500 E
25 1)(5,-3)
26 2|(4, 0) (0, 1)
27 (2, 7)
28 1(5, 5
29 2|(4, 8) (6, 5
30 2|(3, 2 (1, 0 E
31 2|(8,-1) (6, -4)
32 3|(6, 8) (0, 8.50) (-6, 9) E
33 3[(-8, 2) (-8,-1) (-8, -4) E
34 3l(2, 3 (0, 6) E|(1, 4500 E
35 1(3,-6)
36 1/(0, 6)
37 21(9,9 (1.50, 6.50)
38 3[(3,-2.50) (8,-4) (-2,-1)
39 4(3, 7 (0.50,-0.50) |(3,-1) (-2, -8) E
40 1(-2, 2)
41 1(5, 4
42 3[(-8, 8) (-1,-2) (2, 1)
43 1(9, 9
44 2|(9, 0) (-2, 1)
45 2|(4, 9 (-4, -4)
46 2|(0, 4 (-6, -2)
47 1)(6, 9
48 21(4, 7 (-1.50,1.50)
49 (1, 7)
50 3[(8, 6) (5 5 (2, 4

tabla 6.b.



7.- CONCLUSIONES.

En estudios anteriores (ver Quintas-Silvestri [1998]), se analizaron juegos simétricos
generados en forma random observandose lo siguiente: a diferencia de algunos juegos clasicos
(Dilema de los Prisioneros, Batalla de los Sexos, Chickens, etc) € uso de autdmatas de tamario
2 y las dominaciones estratégicas produjeron una reduccion tanto en las estrategias como en los
pagos en equilibrio, siendo tipicamente Unico e equilibrio bajo dominacién Regular o Déhil,
pero no asi en e caso de Dominacion Fuerte o sin Dominacion (ver fig 7.a).

PORCENTAJES DE PAGOS DE EQUILIBRIOS

—— SD-FU
—#— RE-DE

fig.7.a

En nuestro estudio, hemos eliminado la restriccidn de simetria de |os juegos estudiados, y
se observd que en estas condiciones mas generales, 1o tipico es la unicidad en equilibrio,
independientemente del tipo de dominacion usada (ver fig.7.b). Este es un resultado
fuertemente deseabl e para poder predecir la forma en que se debe jugar € Juego y contrasta con
lamultiplicidad de pagos en equilibrio del Folk Theorem.

70

%'Le

—&— Sin Dom. Dom Fuerte
—4— Dom Regular
©— Dom Débil

Paorcent.

w

20

2 3 4.
# Pagos en Equilibrio

fig.7.b

Se hace notar que, nuevamente, con dominacion Fuerte no se eliminan pagos de
equilibrio. La dominacion Débil impulsa mas fuertemente la unicidad del equilibrio.

Futuras extensiones a estos estudios, podrian hacerse analizando refinamientos del
Equilibrio de Nash.
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