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Resumen

La creciente importancia de los factores criticos en el software hace que la uti-
lizacién de métodos formales de desarrollo sea cada vez més frecuente. En este con-
texto, la construccién rigurosa de programas, concebida como un “dlgebra de la pro-
gramacién” [BAM97] o bien como un “cdlculo de programas” [FBH 97|, constituye
uno de los elementos de mayor relevancia, en la medida que provee técnicas, métodos
v, mas aun, estrategias generales que posibilitan obtener programas correctos por con-
struccién a partir de especificaciones formales o semi formales. En este trabajo se
presentan Estrategias de Construccién de Programas basadas en la Teorfa de Primer
Orden de las Fork Algebras. En este contexto se describen estrategias, usuales en la
Programacién en Légica y Funcional, como “tupling” y “generalizacién” que resultan
de gran utilidad tanto como herramientas de solucién de problemas, como técnicas de
diseno de algoritmos y también como métodos generales de optimizacidén de programas
recursivos. Se analizan condiciones suficientes para la aplicacidon de estas estrategias
a expresiones algebraicas que caracterizan algoritmos genéricos (es decir, clases de
algoritmos) y se presentan varios ejemplos de aplicacién de las mismas.

1. Introduccion

En una visién idealizada y simplista, la construccién formal de programas podria de-
scribirse del siguiente modo: Se parte de una especificacién declarativa y clara del prob-
lema a resolver y, mediante la utilizacién de un conjunto de reglas de transformacién (que
preservan la seméntica), se deriva una especificacién operacional (programa eficiente) que
resuelve el problema en cuestién. Puesto que las reglas aplicadas preservan la seméantica
de la especificacién, el programa resultante de la derivacién es correcto por construccion
y, en consecuencia, no necesita ser verificado o “testeado”. Mas alun, buena parte de la
tarea (digamos, las porciones de la derivacién que no requieren trabajo creativo) podria
perfectamente ser llevada a cabo de manera automética.



Lamentablemente, como se ha dicho, esta es una visién ingenua del proceso de con-
struccion formal de programas. De hecho, dicho proceso dificilmente es lineal y depende
en gran medida de la pericia y experiencia del desarrollador. Al igual que en cualquier
otra aproximacién al desarrollo de software, las diferentes etapas del desarrollo no pueden
verse como compartimentos estancos, sino como fases de un proceso que interactian y se
intercalan dindmicamente.

A diferencia de los métodos informales y semi formales, los métodos formales posi-
bilitan, a cada paso, extender un certificado de garantia respecto de la correccién del
artefacto de software en desarrollo (por ejemplo, la prueba de validez de la regla de trans-
formacién aplicada). Sin embargo, hasta el momento, el desarrollo completo de un sistema
de tamano mediano utilizando métodos formales es una tarea virtualmente irrealizable a
escala industrial debido a la carencia de herramientas automadticas o semi-automaticas que
ayuden eficazmente a los desarrolladores y, en muchos casos, al grado de formacién légico-
matematica que requieren. De todos modos, la aplicacién de estos métodos es cada vez més
habitual en el desarrollo de porciones criticas en un gran ntimero de sistemas. El ntcleo
central de la construccién formal de programas consiste, esencialmente, en la capacidad
de calcular programas de una manera completamente andloga a la tarea que desarrolla
un matematico cuando resuelve un sistema de ecuaciones o prueba constructivamente un
teorema.

Una particular clase de formalismos para construccién de programas esta constituida
por aquellos basados en célculos formales; estos formalismos estdn fundamentados en di-
versos tipos de logicas. Las especificaciones son férmulas, y a un cierto subconjunto de
dichas férmulas se le asigna un significado algoritmico, de manera que son interpretadas
como programas en algin lenguaje de programacién funcional, légico o imperativo. Las
reglas de derivacién actian como las reglas de inferencia de los sistemas légicos correspon-
dientes.

Las Fork Algebras surgieron en las Ciencias de la Computacién como resultado de
la busqueda de un célculo para la construccién de programas basado en relaciones bina-
rias. En este contexto, los programas son concebidos como relaciones binarias parciales
entre datos de entrada y salida (o, eventualmente, entre estados iniciales y finales). Los
calculos funcionales han sido extensivamente utilizados para construcciéon de programas
[BAM 93|[BD 77|[Jeu 94][Mee | pero lamentablemente sus lenguajes de especificacién no
son suficientemente declarativos. De hecho, las especificaciones son descripciones de fun-
ciones recursivas parciales (y entonces programas en lenguajes funcionales), que son opti-
mizadas en algun sentido durante el proceso de derivaciéon. Por otra parte, encontrar una
especificacién funcional no es siempre una tarea ficil, y en general la distancia entre la
formulacion original y su especificacién es bastante mayor que lo deseable. Las relaciones
poseen algunas ventajas sobre las funciones como argumento de especificacién y derivacién
de programas. Las relaciones poseen operaciones, como la conversa y el complemento, que
ni siquiera estan definidas en los contextos funcionales. Estas operaciones hacen a las rela-
ciones més expresivas que las funciones y como consecuencia los ambientes relacionales
permiten especificaciones mas claras y declarativas. Las relaciones han sido utilizadas en
diversos campos de las ciencias de la computacién (notablemente, en Bases de Datos) y en
particular en la construccién de programas. En [BH 93|[BdM 93][DGB 97] se introducen
relaciones utilizando conceptos categéricos y se define un dlgebra para la construcciéon de
programas. En [BK 97| se utiliza el célculo relacional para la construccién de algoritmos
sobre grafos. Otras aplicaciones de relaciones binarias en Ciencias de la Computacién se
reportan en el libro [BKS 97].

El célculo ecuacional de la Fork Algebras ha sido utilizado en construccién de progra-
mas desde hace algunos anos [B+ 96][FBH 96][HV 91]|. En [B+ 96|[FBH 96] se introducen
los conceptos fundamentales para caracterizar estrategias de solucién de problemas en el



contexto de la Teorfa de Primer Orden de las Fork Algebras. En [FBH 97] se propone una
metodologia de construccién de programas basada estrategias y algoritmos genéricos.

En este trabajo presentamos la caracterizacién de dos estrategias generales para desar-
rollar programas, apuntando a mejorar su eficiencia: tupling y generalizacién. Ambas
técnicas han sido extensivamente estudiadas en el contexto de la programacién funcional
y légica. En el contexto de la Teorfa de Primer Orden de las Fork Algebras, estas nociones
aparecen como férmulas de primer orden sobre relaciones y su aplicaciéon a expresiones
algoritmicas de una forma general, que corresponde a una amplia clase de programas
recursivos, las transforma en nuevas expresiones que son facilmente interpretadas como
programas més eficientes. El articulo estd organizado del siguiente modo. En la Seccién
2 se presenta el fundamento tedrico del trabajo: las Algebras de Relaciones y las Fork
Algebras. En la seccién 3 se presentan las estrategias de tupling y generalizacién y, final-
mente, la Seccién 4 esta dedicada a las conclusiones y trabajos futuros.

2. Fork Algebras

Las Fork Algebras propias son extensiones de las algebras de relaciones binarias con un
nuevo operador llamado fork (v7). Este operador induce una estructura en el dominio

subyacente de las Fork Algebras propias. Los objetos, en lugar de ser relaciones binarias
sobre un conjunto plano, son relaciones binarias sobre un dominio estructurado.

Con el objeto de definir la clase de las Fork Algebras Propias (PFA), se define primero
la clase de FullxPFA como sigue:

Definicién 1. Una FullxPFA es una estructura con dominio P(U x U) y U
(PU X U),0,0,0,,0,Ux U,|,1d, ", 7, %)

tal que

—

. (P(Ux U),u,n,,0,U x U) es un Algebra de Boole,
2. (P(U x U),|,Id) es un semi-grupo, con elemento neutro Id.

3. |,1d," y indican la composicién de relaciones binarias, la identidad sobre U, la
conversa y el complemento respecto de U x U,

4. x: U x U — U es una funcién inyectiva,
5. RyS = {{z,x(y,2)) : xRy N xSz} .

Definicién 2. Se define FullPFA como RdFullx PFA, donde Rd toma reductos del tipo de
similaridad <U, Nn,,0,Ux U, Id,T 7Z>’ v se define la clase PFA como SPFullPFA donde
S toma subdlgebras y P toma la clausura respecto del producto directo.

Como una instancia particular de la aplicacién del operador fork, se puede considerar
la relacién IdyId, que en una fork dlgebra propia puede verse como una operacién que
produce dos copias de un elemento. Esta relacion es denotada por 2.

Dado un par de relaciones binarias, la operaciéon llamada cross y denotada ®, realiza
una especie de producto paralelo, y su definicién es

R®S ={(x(z,y),x(w, z)) : ztRw A ySz}

Al igual que las algebras relacionales son una versién abstracta de las algebras de
relaciones binarias, las Fork Algebras propias tienen su contraparte abstracta, las Fork

Algebras Abstractas (AFA):



Definicion 3. Una Fork /—ilgebra Abstracta es una estructura algebraica
(R,+,,0,1,;,1,7,9)

que satisface los siguientes axiomas:

Ax.1 x;(y;2) = (z39); 2

Ax2 (z+ypz=x2+y; 2

Ax.3 (z+y)" =27 +47

Ax.4 (a:T)T =z

Ax.5 z,1'=12=12x

Ax.6 (z3y) =yT;aT

AX.T 23y -2=0siiz:yl o =0siizl;z-y=0

Ax.8 rVs = (r; (I'V1)) - (s; (1V1))
Ax.9 (rVs); (th)T = (T;tT) : (S;QT)
Ax.10 ('v)Tvavi)T <1

Las relaciones (1/ Vl)T y (1V1 )T se comportan como proyecciones, proyectando com-
ponentes cons-truidos con la funcién inyectiva *x. Se denotan 7 y p respectivamente.
Denotaremos por < al orden parcial inducido por el reticulo (R, +, -).

Definicién 4. Una relacién F es llamada funcional si satisface la formula FT; F < 1'.

Una relacién I es llamada inyectiva si satisface la formula I; 17 < 1.

Una relacion D es llamada ideal izquierdo si satisface la condicion D = 1;D y es
llamada ideal derecho si satisface D = D; 1.

Una relacion C se llama constante si es funcional, ideal izquierdo y satisface la
condicién C;1 = 1.

2.1. Filtros y Conjuntos

Los filtros son identidades parciales, es decir, relaciones F' que satisfacen la condicién
I’ < 1’; son llamados filtros porque pueden ser usados para “filtrar” la informacién de
entrada a una relacién. Por ejemplo, si F' es un filtro y R es una relacién arbitraria
entonces F'; R restringe la entrada de R a F.

Existe una clara relacién entre filtros de Algebras de Relaciones Binarias y conjuntos;
un filtro F' caracteriza univocamente al conjunto {z : zFz}. As{ mismo, un conjunto S
caracteriza univocamente a un filtro, la relacién binaria {{x,z): x € S}. Denotamos al
filtro asociado al conjunto S como 1. Dado un filtro F, por =F denotamos al término
F-1'. Nétese que si F' = 1 para algtin conjunto S, entonces =F = 1’§, es el filtro asociado
al complemento del conjunto S.

Los filtros son utilizados en Construccién de Programas para modelar guardas en
construcciones similares al if-then-else o case. Consideremos el siguiente ejemplo:

function ISZERO (nat n) : bool
begin
if n=0 then return(true)
else return(false)
end;



Esta funcién puede ser representada relacionalmente por la ecuacién siguiente:
ISZERO = 17,_¢; Ctrue + 11503 Cratse

donde 1/,_ es el filtro {(0,0)} y 17, es el filtro {(z,z) : 2 > 0}.
Las propiedades més importantes de los filtros se encuentran en [FBH 97].

2.2. Propiedades Aritméticas de las Algebras Relacionales y Fork Algebras

Daremos a continuacién algunas propiedades utiles para el cdlculo de programas. Sus
demostraciones y muchas otras propiedades pueden encontrarse en [FBH 97].

Teorema 1. Las siguientes propiedades son validas en cualquier dlgebra de relaciones:
1. Dom(R); R = R y R;Ran(R) = R, para toda relacién R.
2. Cualesquiera sean R y S,

Dom(R + S) = Dom(R) + Dom(S), y Ran(R+ S) = Ran(R) + Ran (S) .
3.8 R < 1 entonces R = R (Es decir, las identidades parciales son relaciones
simétricas).

4. Si I es una relacién funcional entonces F; (R - S) = (I'; R)-(F'; S), cualesquiera sean

RyS.
Si F' es una relacién funcional, G < F'y Dom(G) =Dom(F") entonces G = F.
(R-S)T = RT . ST, cualesquiera sean R y S.

(R+S) = RT + ST, cualesquiera sean R y S.

© N e @

Si I es una relacién inyectiva entonces (R -S) ;1 = (R;I) - (S; 1), cualesquiera sean
las relaciones R y S.A

Teorema 2. Las siguientes propiedades son verdaderas en cualquier Fork Algebra:

1. (RS)- (ToU)=(R-T)® (S -U), cualesquiera sean las relaciones R, S, T' y U.

2. (R S);(ToU)=(R;T) (S;U), cualesquiera sean las relaciones R, S, T y U.

3. (RS);(TU)=(R;T)®(S;U), cualesquiera sean las relaciones R, S, T y U.

4. Las relaciones w y p son funcionales.

5. Si F' es un filtro entonces F'; Ry S = F; (R <7 S), cualesquiera sean Ry S.

6. Si I es una relacién funcional, entonces F'; (S <y 1) = (I';S) v (F;T), cualesquiera
sean S y T.

7. (R S);m=Dom(S); Ry (R~ S);p=Dom(R);S, cualesquiera sean R y S.

8 (R+9)T=RT)+(ST)y RS +T)=(R®S5)+ (R®T), cualesquiera
sean R, Sy T.

9. (R1);m=m Ry (l'’®R);p=p;R, para toda R.

10. (R® S)T = RT ® S7, cualesquiera sean R y S.1



3. Estrategias de Transformacion en Fork Algebras

Una vez que se obtiene una especificaciéon descriptiva de un problema, comienza la etapa de
derivacién de una solucién algoritmica para esa especificacién. Es claro que esto no puede
realizarse siguiendo sélo un razonamiento matemético mecénico, sino que se necesita de
ideas, intuicién y experiencia.

Se necesita entonces de algunas direcciones que indiquen qué caminos seguir para al-
canzar los algoritmos deseados. Las estrategias de transformacién de programas muestran
estas direcciones.

Una vez que se han conseguido especificaciones operacionales de los problemas, muchas
veces es necesario mejorar su eficiencia. Las estrategias que daremos a continuacién ayu-
dan a derivar versiones mds eficientes de especificaciones operacionales (recursivas) ya
obtenidas.

3.1. Tupling

En el contexto de la transformacion de programas légicos, la estrategia denominada Pred-
icate Tupling [PrP96] permite, al igual que las estrategias Tupling y Composition en el
contexto de Programacién Funcional, evitar las visitas multiples a una misma estructura
de datos y la construccién de estructuras de datos intermedias.

Esta estrategia consiste en seleccionar algunos dtomos A1, ..., A, en el cuerpo de una
cldusula C. Se introduce un nuevo predicado newp definido por:

newp(Xy,..., Xg) «— A1,..., A,

y luego se busca una definicién recursiva para este predicado, realizando pasos de unfolding,
transformaciones y folding usando la definicién de newp. Generalmente esta estrategia se
aplica cuando A4, ..., A, comparten variables.

Aunque en el cdlculo de programas basado en Fork algebras no se tienen variables
individuales, el hecho de compartir datos puede pensarse como la utilizacién del operador
fork (V) en algin lugar en la definicién de una relacién. Podemos definir entonces una es-
trategia similar a Predicate Tupling en el contexto relacional, que llamaremos simplemente
Tupling, de la siguiente manera:

Dada una ecuacion de la forma:
R=S;(R1 V..V Rn); T

Se define NEWR = (R1 v/ ...V Rn) y se busca una definicion recursiva para
NEW R, realizando pasos de unfolding, transformaciones y finalmente folding

utilizando NEW R.

Consideremos el problema de calcular el minimo y el maximo de una lista de naturales.
Supongamos tener las siguientes especificaciones, que calculan el minimo y el maximo de
una lista respectivamente:

MIN = 1,_;;hd+1,-y;(hd 7 tl); (1’ @ MIN); MINNUM
MAX = 15_;ihd+Voy; (hd v tl); (1 @ MAX); MAXNUM

donde hd retorna la cabeza de la lista argumento, ¢/ la cola, y L representa su longitud,
de modo que, por ejemplo 1} _, representa la identidad parcial de la lista vacia. A su
vez, MINNUM y MAXNUM retornan el minimo y el maximo entre dos elementos,
respectivamente. Estas especificaciones son las definiciones recursivas comunes de MIN
y MAX. La especificacién de M TN, por ejemplo, consiste en retornar la cabeza de la



lista si ésta tiene longitud igual a uno, y retornar el minimo entre la cabeza de la lista y
el valor obtenido de aplicar MIN a la cola de la lista, si la longitud es mayor.

La solucién més directa del problema dado seria MINMAX = MINV MAX. Una
implementacién natural de esta definicién de M IN M AX produce un programa que recorre
la lista argumento dos veces: una para calcular el minimo y otra para calcular el méximo.
Con la intencién de obtener una definicién de MIN M AX que recorra la lista sélo una vez,
comenzaremos a transformar esta especificacion utilizando la estrategia tupling propuesta.
En este caso no es necesario definir una nueva relaciéon para la aplicacién de la estrategia,
pues ésta coincidiria con MINMAX.

Introducimos entonces directamente los casos L =1y L > 1:

MIN MIN
MINMAX =173 v +1a; Vv
MAX MAX

Dado que 17_;-17-; = 0, y haciendo unfold con la definicién de MTN M AX obtenemos

hd (hd 7 tl); (1’ @ MIN); MINNUM
MINMAX =11—; v +1751; v
hd (hd 7 t); (I @ MAX); MAXNUM

y en virtud de la funcionalidad de (hd 57 tl), y Teorema 2 (2):

hd ('@ MIN) MINNUM
MINMAX =153 v + 1o (hd 7 tl); \VA : ®
hd ('@ MAX) MAXNUM

Necesitamos poder llegar a MIN sy M AX para hacer folding usando MINMAX y
obtener asf a una definicién recursiva. Como se puede apreciar, la aplicacion de tupling en
el contexto relacional no es tan directa como en la Programacién en Légica y necesitaremos
introducir relaciones adicionales para hacer la derivacién maéas sencilla.

Obsérvese que las definiciones de MIN y M AX tienen la forma general

Do; Ro+ Dy; (RiVFy); (A1 @ Ag) 5 h

que corresponde de una manera bastante directa a las construcciones categéricas conocidas
como catamorfismos [MA 86][BAM97]. Un resultado bien conocido en las aplicaciones de la
Teorfa de Categorias a la programacién es que cualquier par de catamorfismos basados en
el mismo functor puede expresarse en términos de un tnico catamorfismo. Este resultado
se conoce con el nombre de “banana split”. La Proposicién 1 (ver Seccién 3.1.1) expresa un
resultado en cierto modo equivalente en el contexto de las Fork Algebras. Por el momento,
a modo de evocacidn, introducimos el siguiente operador:

(r@m)
Banana = \V/
(p@p)
cuyo funcionamiento intuitivo es el siguiente:
[ a b ] | ¢ d]
AN
| 7\ !
[ a ¢ | | b d]



Esta relacién sera de gran utilidad en la derivacién de soluciones utilizando la estrategia
tupling. Utilizaremos la siguiente propiedad de esta relacién, que demostraremos en la
siguiente subseccién:

A®B Ay C
\V/ ®  ; Banana
C®D B D

Utilizando esta propiedad, obtenemos:

hd hd 1y 1) MINNUM
MINMAX =17—1; v + 17215 V ; ® ; Banana; ®
hd tl  (MIN <y MAX) MAXNUM

Ahora realizando folding de MIN M AX se obtiene:

hd hd 1) MINNUM
MINMAX =1;_; v +121; V ; ® ; Banana; ®
hd tl  MINMAX MAXNUM

Esta definicién de MIN M AX nos da un programa que recorre sélo una vez su lista
argumento.

3.1.1. Banana Split

En esta Subseccién damos algunas propiedades de la relacién Banana, cuyas demostra-
ciones pueden encontrarse en el Apéndice A.

Lema 1. Banana = Banana’. R
Corolario 1. Banana; Banana™ <1. R

Lema 2. 2® (1’7 p);Banana=(1"®1)y (1'®p). W

A®B Ay C
Teorema 3. VAR ®  ;Banana. N
C®D B~y D

Proposicién 1. Sean

P =Do;Ro+ D1;(R1 v F1); (A1 @ Ag); J1 y
Q = Do; So + D1; (R1 7 F1); (B1 ® Ba); Ja,

donde Do, D1 < 1/, Dy - D1 =0, Ry y I son relaciones funcionales. Entonces

Ry R A1v B Ji
PyvQ=Dy v +D1; v ; ® : Banana; ® . A
So I AQVBQ Ja

Obsérvese que el ejemplo de M TN M AX se encuentra contemplado en esta proposicién.

Lema 3. Sean Iy, F; relaciones funcionales, donde Dom(F;)<Dom(Fy). Entonces

Fi R v
iR= v ; @im= vV ®ip
12 Fi R

para cualquier relacion R. N



Corolario 2. Sean

P = Do,Ro+ Dy Fi; A3 y
Q = Do;So+ Di; (R v F1); (B @ Ba); Ja,

donde Do, Dy < 1/, Dy - Dy =0, Ry y F son relaciones funcionales tales que

Dom(F;) < Dom(Ry).

Entonces
Ry Ry 1y B 0;J1
PvQ=Dy v +Di; v ; ®  ;Banana; ®
So I Ay v B2 J2
¥y
So R1 Bl \V4 1/ JQ
Qv P=Dy, v +D1; v ; ® s Banana; ® . W
Ry F By A4 p; 1

3.1.2. Ejemplo de la Aplicacién de Banana Split en la Derivacién utilizando
tupling

Consideremos el problema de calcular el promedio de los elementos de una lista de nimeros
naturales. Una solucién para este problema es la siguiente:

SUM
AVERAGE = 1 _y: Co + Uy <; v DIV
LENGTH

donde Cj representa la constante cero y SUM suma todos los elementos de una lista de
naturales:

SUM = 17_0;Co+ 17-¢; (hd 7 tl); (1’ @ SUM); add,
LENGTH calcula la longitud de una lista:

LENGTH =17_4;Co + 11<0; tl; LENGT H; succ

y DIV divide dos enteros.

Nuestra definicién actual de AV ERAGE recorre dos veces la lista argumento, una para
calcular la suma de sus valores y otra para calcular su longitud. Definimos SL = SUM vy
LENGTH. El corolario anterior es aplicable tomando: @ = SUM, P = LENGTH,
Do = 15—y, D1 =1}, So = Ry = Co, R1 = hd, F1 = tl, Ay = LENGTH, B; = 1/,
By =5SUM, Jy = suce, Jo = add, y obtenemos

Co hd v add
SL=1,_0; v +1-0; V ; ® ; Banana; ®
Co tt  SUM<y LENGTH p; suce

Haciendo folding con la definicién de ST obtenemos

Co hd 11 add
SL=1/_¢; v +11~0; V; ©® ;Banana; ®
Co tl SL 0; suce

que es una versiéon mas eficiente de SL, pues recorre la lista sélo una vez.

Adviértase que en nuestra especificacion actual de SL se realiza una copia del primer
elemento de la lista innecesariamente. Aplicamos el Teorema 2 (2) y el Lema 2 para
obtener:



Co hd 'en add

SL = 10 V +1lpoes V 3 ¥V 5 © =
Co t;SL 1'®p  p;suce
Co hd (' ®@7);add
= 1p—p V +11200 ¥V v
Co t; SL (1’ ® p); p; suce
que equivale a
Co hd (' @ 7);add
Vo V +17s05 Vs v
Co t; SL 0; p; succ

Hacemos folding de SUM~y LENGTH en la definicién de AV FRAGE, luego unfolding
de SL y obtenemos

AVERAGE = 1,_y;Co+

/ / Co / hd (' ®7);add
Hlisoi [ 1=0s V +11205 ¥ v ; DIV
Co tl; SL 0; p; suce

y aplicando Ax.2, 17 _-17 ., = 0, conseguimos la siguiente versién final para AVERAGE:

hd ('@ 7);add
AVERAGE =17_;Co+ 11205 vV ; \V4 s DIV.
tl; SL p; p; succ

3.2. Generalizacién

Cuando no puede llegarse en forma directa a una solucién recursiva para un problema,
muchas veces conviene introducir un problema més general, que abarque al anterior como
caso particular. Este nuevo problema debe ser tal que permita derivar a partir de él
una solucién recursiva mas directamente. Una vez obtenida una solucién para el nuevo
problema mas general, definimos el problema, original en funcién de esta generalizacion.

Esta estrategia es conocida como generalizacién o embedding [Par 90]. Consider-
aremos aqui esta estrategia, al igual que tupling, para obtener soluciones més eficientes a
partir de definiciones operacionales.

3.2.1. Generalizacion de Rango

Consideremos el siguiente programa, que retorna verdadero si cada elemento de una lista
es mayor que la suma de los elementos que le siguen:

hd v (I'®p);>
STEEP =17 _0; Cirue + 17505 V ® ; \Y ;and
tt STEEPVSUM 0y

donde Clye representa la constante booleana verdadero, and es la conjuncién légica y
> representa la relacién “es mayor gque” para numeros naturales. Una implementacién
directa de ST EEP a partir de esta especificaciéon toma tiempo cuadratico.

Para obtener una versién mas eficiente de STEFEP aplicando la estrategia de tupling
intentariamos obtener una versién de St = STEEPVSUM que recorra sélo una vez la
lista argumento; pero advertimos que St es una generalizacién de ST EFEP, por lo cual,



si logramos la definicién buscada para St, la aprovecharemos para redefinir ST FEFEP como
Sty .
Haciendo unfold de St y aplicando la Proposicién 1:

2

hd ® J
St =17 _0; (CtrueVCO) + 1720; V 5 STEEPVSUM ; Banana; ®
tl o add
SUM

donde J = (((1'® p);>) v (p;7)) ; and.
Hacemos ahora folding usando St y reescribimos SUM como St; p, y llegamos a

2
hd @ J
St =17_0; (CorueVCO) + 17505 V. 1 : Banana; ®
tl; St \V4 add
0

y, aplicando el Lema 2 obtenemos la siguiente versién final de St:

hd J
St =17-0; (CtrueVC0) + 1120s V3 \V4 .
t; St (1'®p);add

Si tomaramos directamente St;m como definicién de STFEFEP, tendriamos ya una
versién més eficiente (St es lineal); pero podemos trabajar atin més sobre esta definicién:

hd J
tl; St (1/ ® p) sadd
hd J
= 1/L:0; (Ctruevco) ;T + 1/L>0; AVARR \VA =
tl; St (1/®p>;add
hd
= 1520;Cirue + 1750; V. ;Dom ((1'®p) ;add) ;] =
tl; St
hd Iy (V' @p);>)
t; St (1/ ® 1§V> (p;7)

lo que nos permite llegar a la siguiente version final de STEEP:
hd — (1'®@p);>)
STEEP =17_g;true+17-9; V \V4 sand.
tl; St (p; )
3.2.2. Generalizacién de Dominio
Consideremos la especificacién de MIN dada anteriormente:
MIN =1} _1;hd + 17+ ;5 (Rd 57 tl); (1 @ MIN); MINNUM

Buscando mejorar la eficiencia de MIN, intentaremos derivar a partir de esta especi-
ficacién una definicién recursiva a la cola. Para esto, definimos GENMIN = (I' ®
MIN); MINNUM, y buscamos una definicién recursiva a la cola de GENMIN.



Hacemos unfolding de MIN:
1/
GENMIN = ® MINNUM
h—iihd+ 17015 (hd 7 tl); (1 ©@ MIN); MINNUM

No es dificil probar que esta definicién es equivalente a:

1/
GENMIN = @ sMINNUM +
17y hd
1/
X
+ hd 1 sMINNUM
a3 v ® SMINNUM
tt MIN

que en virtud de la asociatividad de MINNUM queda

1/
GENMIN = & TMINNUM +
15 _4;hd
1/ 1/
® ©  MINNUM 1
+ hd :lassoc; | 1/ : ® s MINNUM
Is1s Vi ® MIN

t 1

donde lassoc = ((m~7 p;7) 7 (p;p)). Hacemos folding a la cola usando GENMIN vy
obtenemos:

1/
GENMIN = ® cMINNUM +
17 _y;hd
1/
® MINNUM
+ hd :lassoc; ® s GENMIN
Vst V5 I8

t

Realizamos algunas transformaciones méas para eliminar lassoc, y obtenemos finalmente

1/
GENMIN = [ & -l;MINNUMJr
17y hd
1 (1' 7 p; hd) MINNUM
+ ® ; \V4 ; ® :GENMIN
T>1 pitl I8

La definicién de MIN queda:
MIN =1} _y;hd+17<1; (hd 7 tl); GENMIN

Esta definicién corresponde al programa imperativo:



function MIN (natsequ s) : nat
begin
if length(s)=1 then return(hd(s))
else
X:=hd(s);
Y:=tl(s);
while length(Y)>1 do
X:=MINNUM(X, hd(Y));
Yi=t1(Y)
endwhile;
return(MINNUM(X, hd(Y)))
end;

Esta derivacidén es una aplicacién del siguiente resultado general, cuya demostracién
es similar a la derivacién anterior:

Teorema 4. Sea
P = Dg; Rog + Dq; (R1VF1;P) R

donde Dy, D1 <1, Dy Dy =0, y R verifica:

(1’ ® R); R = lassoc; (R®1"); R (Levo-Asociatividad de R)
Entonces,
P = Dy; Ry + Dq; (R1VF1) i GENP
donde
(' ps ) R
GENP = (1'® Do; Ro) ; R+ (I’ @ D1) ; v ;GENP.R
p; b1

Ejemplo: Este tltimo Teorema es aplicable a M AX para obtener una versién recursiva
alacola, tomando Do = 17_,, D1 =17, Ro = hd, Ry = hd, F1 =tl,y R=MAXNUM.
Obtenemos como nueva versién para M AX:

MAX = 1)_jihd+ 1, : (hd<7 t]); GENMAX
1/
GENMAX = ® s MAXNUM +
17 _4;hd
it (17 p; hdl) MAXNUM
+ ® : \VA : ® s GENMAX
s pitl v

Como GENMAX = ('@ MAX); MAXNUM vy el operador MAX NUM posee el-
emento neutro (Cy), podemos escribir M AX como

MAX = (Cyv7 1’) s GENMAX
que corresponde al siguiente programa imperativo:

function MAX (natsequ s) : nat
begin

X:=0;

Y:=s;



while length(Y)>1 do
X:=MAXNUM(X, hd(Y));
Yi=tl(Y)
endwhile;
return(MAXNUM(X, hd(Y)))
end;

4. Conclusiones

En este trabajo hemos presentado algunas estrategias de transformacién de programas que
permiten mejorar la eficiencia de especificaciones relacionales recursivas.

En el desarrollo formal de programas se comienza a partir de una especificacién de-
scriptiva sencilla para luego pasar a una especificacién operacional, aunque no eficiente.
Los siguientes pasos del desarrollo consisten en transformarla en una especificaciéon opera-
cional eficiente. Las estrategias propuestas en este trabajo corresponden a estas transfor-
maciones finales (de operacional ineficiente a eficiente) y se complementan perfectamente
con la metodologia propuesta en [FBH 97|. En ese trabajo el objetivo es obtener solu-
ciones recursivas (Divide & Conquer) para especificaciones declarativas. La combinacién
de ambas estrategias sienta las bases para establecer una metodologia que permita abarcar
gran parte del proceso de desarrollo de programas a partir de especificaciones formales.
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5. Apéndice A

En este apéndice se incluyen las demostraciones de los resultados que consideramos més
relevantes del articulo.

Lema 1: Banana = Banana' .

D) Por Def. Banana y Ax.8:

T

Banana” = (1@ m) v (p@p))" = (w@w)i7" - (p@p);p’ )"

Por Teorema 1 (6), Ax.6 y Teorema 2 (10) respectivamente, obtenemos

(r@m)a’ - (p@p)p" ) =m@Eem) - plpep) =m (=" o) pi(p" @p")

que por Def.®, es igual a

m(mrl syl ) o py(mipt et ) = m(mrlywt ot ot) s (s ptsm oyt pT)

Aplicando Teorema 1 (4) se obtiene

T

(myma sl w0l ) (psmip s ppsp o)

Asociamos ahora convenientemente, aplicamos Teorema 1 (8),

T.( T

(mmsn” - pymsph )i (mypy - pyps pT)s 0T =
(mymynl - pymspt)  (mw psw)

= v = v
(s ;70 pip; pT) (w50 p3 p)



Por Def.®, esto ultimo equivale a Banana.ll
A®B Ay C

Teorema 3: v/ = ® ; Banana.
C®D By D

D)
T

AvC AvC ’ (Ava)™\"
®  ;Banana = ®  ; Banana = | Banana; & =
Bv D Bv D (Bv D)"
(ron) (AvoT\ [ @en(Ave)
= AV ® = v =

(p®p) (BVD)T (p®p); (B D)"

T

=[men v )" (e (B D) ] =

:((7r®7r (Ave) )T‘((p®p);(BvD)T;pT)T:
=m(AvC);(rem) p(ByD);(pep)" =
= (AW v )-p;(B;pTvD;pT):

m Al g m O )-(p;B;pTVp;D;pT) =

m ;w7 Ty pT) - (03 BipTiwT g Dy T pT) =
m Al py By ot mAy ;B A®B

Vv = \V4 = v n
mCirl gDt mCy D C®D
Proposicién 1: Sean

|
A/—\

I

P = Do Ro+ Di;(Ri 7 Fr); (A1 @ Ag)y Ji y
Q = Do;So+ Di; (R v F1); (B1 @ Ba); Ja,

donde Dy, D1 < 1’, Dy - D1 =0, Ry y F; son relaciones funcionales. Entonces

Ry R A b J1
PvQ=Doy v +Di; Vv ; ®  ;Banana; ® .
So I AQVBQ J2

D) En virtud de nuestras hipétesis Dy, D1 < 1’, Dy - Dy = 0, tenemos que
Pv Q=D (PvQ)+Di(PvQ)
Hacemos unfolding de P y @, v haciendo algunas transformaciones sencillags obtenemos

(R1v F); (A1 @ Ag);
P 7 Q = Do; (Ro <7 So) + Dr; v
(R1 v I); (B ® Ba); Ja

que, en virtud de la funcionalidad de (R; 7 F}), equivale a

(A1 &® A2>; J1
Do; (Ro 7 So) + D13 (R1 v F1); v
(B1 ® Ba); Jo
Por Teorema 2 (2) tenemos
(A1 ® A2)  Jh
P 7 Q = Do; (Ro 7 So) + D1; (Ra v F1); \V, ; ®

(B1 ® Bg) Jo



que por el Teorema 3, equivale a

(A1 \V4 Bl) J1
Do; (Ro <7 So) + D1; (R1 v F1); ® ; Banana; @ B
(A2 \V4 BQ) JQ

Lema 3: Sean Fy, F; relaciones funcionales, donde Dom(F;)=<Dom(F3). Entonces

R R B
PsR= v @im= v ; ®@;p
v Fi R

para cualquier relacién R.
D) Por Teorema 2 (2) tenemos que

F1 R Fl;R
Vi®r= v ;7
FQ 1/ Fg;ll

que por Teorema 2 (7) equivale a
Dom(Fy;1); Fi; R

que es equivalente a
Dom(F%); F1; R

en virtud de la Totalidad de 1’; luego, por nuestra hipétesis Dom(F;)<Dom(F):

F, R
Vi Q@ r=I;R
o1

F 1

La demostracién de que F1; R= vV ; ® ;p es andloga.ll
P R



