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INTRODUCCION

Algunas transiciones de fase forman parte de 1la wvida cotidiana. Las
distintas fases del agua : hielo,li quido,vapor son faciles de distinguir y
lag transiciones de una fase a otra que se pueden observar por un cambio de
temperatura : congelacién , evaporacién ,condensacién son tan familiares que
han sido usadas para definir la escala de temperaturas (grados Celsius).

En la actualidad se conoce una familia inmensa de transiclones de
fase : transiciones magnéticas,en ferroeléctricos, en superfluidos, en
superconductores ,separacién de mezclas , orden-desorden en aleaciones ...

Todas estas transiciones han atraido la atencién porque presentan un
cambio cualitativo caracterizado por el hecho de que una pequefia variacién
de temperatura ( o de otro parametro como la presién o un campo exterior)
desata una modificacién espectacular en el sistema.Esto se traduce en el
lenguaje de la Fisica en que para esos valores de los pardmetros del siste-
ma, las magnitudes termodinamicas presentan algin tipo de comportamiento no
anali tico.Este comportamiento singular ha dificultado 1la comprensidn de
estos problemas la que,evoluciond en forma lenta hasta la dé¢cada de los “70,
en la que nuevag ideas introducidas por Wilson permitieron entender defini-
tivamente el comportamiento de los asi llamados fendmenos cri ticos.

En esta tesis vemos a estudiar las transiciones de fase

que aparecen en ferndmenos fisicos muy importantes ,a saber



- Compuestos de grafito intercalado, de especial interés porque es posi-
ble fabricar con ellos estructuras sintéticas complejas v explorar propieda-
des fisicas en una y dos dimensiones.

~ Sistemas metamagnéticos constituidos por planos con iones magnéeticos
con acoplamiento ferromagnético en el interior de los planos y antiferromag-
nético entre planos.

- Mezclas He3-He4 con el punto A que caracteriza la transicién de super-
fluidez.

- Halogenuros de amonio en los que aparece transicién orden-desorden
debida a las posiciones que toman los tetrahedros de amonio.

- Interacciones competitivas gue producen estructuras espacialmente
moduladas que por medio de técnicas de alta resolucién han sido detectadas
en aleaciones,sistemas magnéticos, ferroelectricos y sistemas de adsorcidén.

Todos eatos fendmenos presentan un amplio espectro de  transiclones
de fases que hace que su estudlo sea de importancia académica:

El caso de los compuestos de grafito intercalado presenta la transicién
de fase de segundo orden o critica, del mismo tipo que el punto critico del
agua, caracterizada por fluctuaciones de densidad en todas las escalas posi-
bles,lo que provoca la imposibilidad de distincién entre fases y la transi-
cidén continua entre ellas.

En las transiciones metagn®ticas,de superfluldez y orden-desorden en

halogenuros de amonio aparecen puntos trieri ticos que son puntos en donde
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una linea de puntos criticos se convierte en una linea de transicién de
primer orden - en la que la transicién, a diferencia de la de segundo orden
se hace de forma discontinua - o donde se produce el encuentro de tres
1i neas cri ticas.

Las interacciones competitivas producen una gran variedad de
caracteri sticas en sus mapas de fases , tales como fases intermedias o in-
conmensurables, puntos multifase con estados fundamentales infinitamente
degenerados con entropi a finita, puntos de Lifshitz geparando fases conmen-
surables ,inconmensurables y para o ferromagnéticas y lineas de desorden
carcaterizadas por un minimo en la longitud de correlacién.

Este estudio serd realizado mediante modelos que representan a estos
sistemas reales y que, mediante la abstraccién de aquellas caracteristicas
relevantes desde el punto de vista ffasico ,permiten describir y predecir el
comportamiento de los mismos. -

Los modelos que se utilizaradn son modelos de espines en redes del tipo
del modelo de Ising.Estos modelos fueron introducidos inicialmente para des-
cribir el comportamiento de materiales ferromagnéticos, pero actualmente son
usados para estudiar las transiciones de fase de sistemas de diversos
tipos. '

En todos 1los casos se trabaj® con la versidén del modelo _
correspondiente al limite hamiltoniano, obtenida a través de 1la relacidén
entre matrices de transferencia de sistemas de spin tipo Ising en

d+1l dimensiones y Hamiltonianos cuAnticos d - dimensionales a 7=0. Con



esta eleccién se logra reducir la dimensidén del problema en uno, pero hay que
pagar un precio: hay que tratar con operadores cuanticos en lugar de las
variables clasicas.

Los mé&todos més usados para el andlisis de las transiciones de fase
son: la teoria de campo promedio, el grupo de renormallzacién, la expansidn
en series de la temperatura y el m&todo de simulaclones de Monte Carlo.Todos
estos gon métodos aproximados.Si bien serfi a siempre deseable la obtencién de
resultados exactos, ¢sto s6lo es posible para unos pocos modelos clasicos en
dos dimensiones.

Los modelos de los sistemas que nos proponemos estudiar no presentan
soluciones exactas vy por lo tanto en una primer instancia es interesante
obtener resultados aproximados que describan lo mejor posible el comporta-
miento de dichos sistemas.

Por otra parte en lo que se refiere a comparaciones con experimentos,
los errores en los métodos aproximados son en general mas pequefios que los
correspondientes a las mediciones experimentales.Ademas, no siempre la solu-
cién exacta provee una comprensién mads acabada de las propiedades cualitati-
vas del modelo, como por ejemplo la derivacién de Yang en el modelo bidimen-
sional de Ising (Yang 1952) es tan compleja que no mejora el entendimiento
del simple resultado numerico qué permite calcular el 1indice critico
3=1/8.Es mas, el concepto de singularidad del tipo de ley de potencias para
la suceptibilidad en los modelos de Ising y Helsenberg aparecid por primera

vez en el trabajo numérico de C.Domb y otros (Domb 1960).


1/8.Es

Esta tesis fue realizada con el objeto de hallar los exponentes criticos
y mapas de fase caracteristicos de los modelos analizados y, contribuir al
mejoramiento de los métodos numéricos (p.ej. Monte Carlo) en modelos
cuAnticos de spines en la red.

Los modelos (en su versién cudntica)estudiados son:

Modelo de Potts ( q=3 ) unidimensional.Presenta una transici®n de se-
gundo orden y responde experimentalmente a adsorcién de monocapas en super-
ficies cristalinas , como los compuestos de grafito intercalado citados
antes.lLos m&todos aplicados en el estudio de la transicién fueron: grupo de
renormalizaci®n en el espacio real, desarrollo en bajas temperaturas y
método variacional de bloques.

Modelo de Blume-Capel en una y dos dimensiones cuAnticas. Su
caracteri stica principal es que presenta un punto tricri tico en su diagrama
de fases que separa las transiciones de primer y segundo orden.Permite mode-
lar transiciones metemagnéticas,transiciones de superfluidez en mezclas
He3-He4 y cambios de fase estructurales en halogenuros.S5e 1lo estudi® por
medio de los métodos de renormalizacién en el espacio real y varlacional de
bloques (Arizmendi 1986) .

Por Gltimo se realizd el estudio del modelo conocido por el nombre de
ANNNI (axial-next -nearest neighbour Ising) (Fisher y Selke 1980) que. posee
interacciones competitivas ferro y antiferromagnéticas entre primeros vy
segundos vecinos.Presenta una variedad de propiedades muy rica como estruc-

turas magn®ticas moduladas, transiciones entre fases conmensurables e incon-


halogenuros.Se

mensurables, puntos multicri ticos, lineas de desorden y un punto tricritico
1llamado de Lifshitaz.

Este modelo describe fendmenos fisicos observados recientemente como
la fase ordenada magnética modulada que presenta el erbio y otras tierras
raras. Ademés se lo puede relacionar con el antimonio de cerio que presenta
capas magnéticas ordenadas con peri odos conmensurables con la red.

El mapa de fase de este modelo ha sido determinado mediante el método
de la matriz de transferencia, el de fermiones libres y el de variacién de
cluster, pero hasta ahora el m&todo de Monte Carlo , aplicado por varios
autores ,habl a fallado en 1a determinaci®én del mismo -ya que predecia la
existencia de un punto de Lifshitz en la frontera ferro-para , hecho que
entra en contradiccidn con la existencia -demostrada anali ticamente -de la
1i nea unidimensional .

Una conclusién evidente es que el Monte Carlo (utilizado por estos
autores) en el que se calculan las variables tradicionales ,( calor
especi fico, suceptibilidad) no resulta de utilidad para este tipo de
modelos con interacciones competitivas.

Sin embargo ,el calculo de la longitud de correlacidén con el método de
la matriz de transferencia habi a llevado a muy buenos resultados.Ademds en
las simulaciones por Monte Carlo los estados estacionarios alcanzados podf an
ser representativos del mapa de fase correcto.

Esto nos conduJo a utilizar un metodo de Monte Carlo diasefiado para

calcular funciones y lbngitudes de correlacidén para encontrar el mapa de



fases del modelo ANNNI en su versién cuintica en (1+1) dimensiones.
Haciendo uso de la equivalencia anali tica entre la versién Hamiltoniana del
modelo vy la versidn clasica de dos dimensiones obtenida por medio de la
férmula de Trotter se aplicd Monte Carlo sobre la versidn cléasica equivalen-
te.

De esta forma se logr®d la primer aplicaci®én del m&todo de Monte Carlo
al modelo ANNNI,asi como a otros modelos con interacciones competitivas,en
que se obtlene el mapa de fase correcto (Arizmendi 1991)

La organizacién de esta tesis es la siguiente:

En el capf tulo I hacemos una introducci®én a los fendmenos cri ticos y a
las caracteri sticas sobresalientes de los modelos cuanticos de espines en la
red : equivalencia entre teorfi a de campos y mecaAnica estadi stica y relacién
entre modelos clasicos en d+1 dimensiones y modelos cuadnticos en d dimensio-
nes obtenidos como limite Hamiltoniano de los anteriores a través de la
matriz de transferencia. Con esto pretendemos unificar terminologia y fcener
un marco de referencia tedrico para la descripcién del trabajo.

El capf tulo II se dedica a presentar los mé&todos que fueron usados en
esta tesis.Se introducen el grupo de renormalizacidén, desarrollos en series,
m¢todo variacional y Monte Carlo estadi stico cuantico.En todos los casos se
ejemplifica con la aplicaci®én al modelo de Ising transversal.

En el capf tulo III se introduce el modelo de Potts y la aplicacidn de
grupo de renormalizaci®én,desarrollo en series de bajas temperaturas y m&todo

variacional de bloques para hallar el exponente critico 2 y el punto cri tico


tesis.Se

de la transicién en el modelo de Potts cuadntico en una dimensién.Se termina
con una comparacién entre los métodos y con resultados obtenidos con otros
ré todos numéricos.

En el capfitulo IV 8e presenta el modelo de Blume-Capel y 1la
aplicacién,a la versién Hamiltoniana del mismo ,del grupo de renormalizacién
y del m&todo variacional de bloques para hallar las coordenadas del punto
trieri tico vy los exponentes cri ticos en una dimensién.Por medio del grupo de
renormalizacién se determinan también las coordenadas del punto tricritico y
los exponenteg cri ticos en dos dimensiones cudnticas asf como para la fase
antiferromagnética del modelo en la que constituyen los primeros resultados
conocidos.Se compara con otros métodos.

El modelo ANNNI es presentado en el capl tulo V con un breve resumen de
los trabajos dedicados a su andlisis.Se presenta el modelo clasico bidimen-
sional equivalente al modelo cuantico en una dimensién por medic de 1la
fSrmula de Trotter sobre el que s8e realizarda la simulacién de Monte
Carlo.luego se muestra la forma en que se determinaron las transiciones de
fase y 1{ neas caractert sticas del modelo mediante la funcién y longitud de
correlacién y , a la luz de estos resultados, se interpretan los resultados
erréneos obtenidos anteriormente.Finalmente se muestra el mapa de fases
obtenido v se lo compara con resultados anteriores.

En el capi tulo VI se enumeran las conclusiones de la Tesis.
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CAPITULO N 1

TRANSICIONES DE FASE — MODELOS DE SPIN

El propdsito de este capi tulo es introducir los conceptos basicos de
los fen®menos criticos y los modelos de s8pin en la red en su versién

cuwantica.

1.1.TRANSICIONES DE FASE Y FENOMENOS CRITICOS

El descubrimiento y la identificacion de fases de sistemas ffsicos
constituye una parte importante de la fi sica de 1la materia condensada.Se
toma un sistema dado, se hace variar algunos pardmetros (la temperatura, la
presién, los campos exteriores,...) para que aparezcan las diversas fases
del sistema y explorar sus dominios de existencia, y se consigna los
resultados en un diagrama: el mapa de fases.

Vamos a considerar tres mapas de fase caracteri sticos.

El primero (Fig. 1.1) es un diagrama presién-temperatura con los domi-
nios de existencia de tres fases. Se distinguen dos puntos particulares en
el diagrama ; un punto en la unidén de tres fases, que es conocido como punto
triple y un punto en el que finaliza la frontera entre las fases liquida vy
gaseosa, conocido como punto critico. A temperaturas y presiones mayores que
las del punto cri tico (Pc,Tc) se pasa de forma continua de la fase 1lfquida a

la gaseosa.


condensada.Se

liquido
solido PoTe

gas

O T

Fig. 1-1 : piagrama de fases solido-liquido-gas.
El segundo (Fig. 1.2) es un diagrama campo magnético~temperatura para
" una transicidn de tipo ferromagnético; se observa una frontera sobre el eje

horizontal que también finaliza en un punto crf tico.

H

O O, Te)

Fig. 1.2: piagrama de fases ferromagnetico.
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En presencia de un campo magnético externo H distinto de cero el mate-
rial presentarid una magnetizacién no nula que indicaremos con M.Si se tiende
a cero el campo H, el valor de M disminuira, tendiendo a un valor Mo distin-
to de cero, donde Mo es8 la magnetizaciédn espontidnea del sistema.

: Si se cambia el sentido del campo H, también debera cambiar el sentido
de M. Por lo tanto la funci®én M(H) deberd ser impar, de la forma que se

muestra en la figura No 1-3

40 H

Fig. 1.3: wvariacion de Lla magnetizacion M en funcion  del campo

externo H para T < Tc

Se dice, en este caso que el sistema sufre una transicién de fase de
* primer orden en H=0, cambiando repentinamente, en forma discontinua, de una
nagnetizacién positiva a una negativa.

Estas consideraciones se aplican al caso en el que el material estd a

11



temperatura ambiente (T<Tc).

Si se aumenta la temperatura, ‘se observa que M(H) presenta una grafica
similar a la anterior, pero con un valor menor de Mo. Finalmente, si 1la
temperatura T se incrementa hasta el valor critico Te , llamado temperatura
de Curie, Mo se anula y M(H) resulta ser una funcldén continua en H=0, pero

con una pendiente infinita, como se muestra en la figura siguiente:

Fig. N° 1.4 variacion de la magnetizacion en funcion del campo externo

a T=Tc

Si T se incrementa por encima de Te, M(H) sigue siendo continua en H=0,
pero ahora con derivadas de todo orden en ese punto que se conoce como punto
critico. Obviamente, la funcién M(H,T) debe ser singular en ese punto, y uno

de los aspectos mAs interesantes de la MecAnica Estadi stica es el estudio de

12



eate comportamiento singular en las proximidades del punto cri tico.

La transici®dn de fase que ocurre en ese punto se denomina de segundo
orden, a diferencia de las que ocurren en los demas puntos de la linea de
corte, que son de primer orden.

La magnetizaci®n espontéanea Mo es una funcién de 1la temperatura, y

puede ser definida como

Mo (T) = Limite M (H,T) (1.1.1)

H -+ O

resultando positiva para T < Tc e idénticamente nula para T > Te , como

puede verse en la figura sigulente.

MO

Tc T

Figura No 1.5 Magnetizacion espontanea en funcion de la temperatura
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La magnitud Mo(T) se conoce como parametro de orden de la transicién
de fase. En la regién T < Te el sistema 8e encuentra en un estado
magneticamente ordenado, y en ese caso el parametro de orden resulta
distinto de cero. Para T > Te se esta en la zona desordenada, lo cual se
manifiesta en el hecho de que el pardmetro de orden se anula en esa regién.

En la transiciones de primer orden, el parédmetro de orden resulta
discontinuo, cambiando abruptamente desde el valor Mo#0 & M=0. En 1la
transiciones de segundo orden, en cambio, se proauce un cambio continuo del
mismo, desde una fase a otpa.

El tercer diagrama (Fig. 1.6) es también un diagrama campo magrnético-
temperatura pero esta vez para un material que presenta una transicidén de
tipo antiferromagn®tico (imantacidén alternada en 1la fase ordenada). Se
observa en el diagrama dos fases separadas por una linea en la que
se distingue las transiciones de segundo orden o de puntos criticos (trazo
continuo) y las de primer orden (trazo de guiones).El punto que separa ambos

tipos de transiciones se conoce como punto tricri tico.
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Fig. 1.6: piagrama de fases antiferromagnetico (metamagnetismo)

Estas consideraciones se aplican a cualquier tipo de transicién de
fase, como por ejemplo las transiciones s&1ido-11 quido, orden-desorden en
aleaciones, estado conductor-aislador, etc.

En todos los casos es posible definir un parametro adecuado que
caracterice las fases del sistema, como ocurre con Mo en 1los materiales
ferromagneticos.

Podemos definir, entonces, de manera general, el farémetro de orden de
un sistema como una magnitud que se anula en la fase desordenada y resulta
no nulo en la regidén ordenada del sistema, sirviendo, de esta manera, para
caracterizar las transiciones de fase que ocurren en el mismo.

La eleccidn del parametro de orden adecuado, en cada casc particular,

15



no es un problema sencillo, y no resulta posible dar un procedimiente
general que permita definirlo sin ambigiiedad en todos los cascs.
Otra magnitud de importancia en el estudio de los fendmenos criticos

es la susceptibilidad magnética, que se define como

x (H,T)= 8M(H,T) (1.1.2)
oH

Esta cantidad mide el grado de respuesta del sistema a la presencia de
un campo externo, y resulta divergente en H=0 y T=Te, como puede verse en
la figura 1.4.

El objeto de la Mecanica Estadistica es calcular las funciones
termodindmicas tales como M(H,T), a partir de las fuerzas microscdpicas
entre los componentes elementales del sistema.

Dicho calculo se realiza a traweés del conocimiento de 1la funcidn

particién Z , la cual viene dada por

7=3 el"ECG)/KT} (1.1.3)

donde i simboliza un estado dei sistema, E(i) es la energia o Hamiltoniano,
calculada en el estado i, k es la constante de Boltzmann, y la suma se
realiza sobre todos los estados posibles, compatibles con los vinculos
externos del sistema.

La energia libre del sistema se define como

16



F = -kT log (Z) (1.1.4)
La probabilidad P(i) de que el sistema se encuentre en el estado i se
expresa a traves del factor de Boltzmann
p(i) = 7* e(BGI/KD) (1.1.5)
Por lo tanto si X representa alguna propiedad observable del sistema ,
con un valor X(i) en el estado i, entonces el promedio termodindmico

observado es el valor medio <X>

& =27t 3 Xy el “EGI/KD) (1.1.6)

En particular, la energia interna U, por ejemplo, se expresa como

U=<B> =2 5E6) e CEG)/ED (1.1.7)

El problema bdsico de la Mecdnica Estadistica es, por 1lo tanto,
calcular la suma sobre estados que aparece en la expresién 1-3. Para
slstemas con variable continua, esta suma se convierte en una integral, vy
para sistemas cuanticos, en el cadlculo de la traza de un operador.

Antes de continuar con la introduccién de lés magnitudes fi sicas
fundamentales, es conveniente definir con més precisién el tiro de modelos
que se utilizan para describir el comportamiento de un material
ferromagretico.

Se considera al material como compuesto por moléculas, las cuales se

encuentran ubicadas en 1los sitios de una red espacialmente regular.
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Supondremos que dicha red consta de N sitiocs, ¥ , por lo tanto, de N
moléculas indicadas por un fndice i=1,....,N .

Cada molécula posee un mnmomento magnético que puede orientarse
solamente a lo largo de clertas direcciones, o en el caso maés simple en dos
direcciones opuestas.

En ese caso cada molécula t tiene dos configuraciones posibles o
estados, los cuales pueden ser indicados por una variable de spin oi con
valores +1 o -1. El estado de los spines sera indicado por:

o= (ot,...,om) (1.1.8)

Existen 2" valores de o vy cada valor especifica un posible estado del
sistema. E]l Hamiltoniano E sera entonces una funcién E(o1,....,oN) de los N
spines o1,...,08 , 0 mas brevemente una funcién E(o) de o . La misma se
compone de dos partes

E(o) = Eo(o)+E1 (o) (1.1.9)
donde Eo representa la contribucidn de las fuerzas intermoleculares dentro
del material y Et+ es 1la contribucidn eventual proveniente de 1las
interacciones entre los espines y un campo magnético externo H.

Debido a que se elige el sistema de unidades de tal manera que oi
representa el momento magneético de la molecula it , E(i) se puede expresar

como:

Ei(o)= -~ HE ot (1.1.10)

1

donde H es proporcional a la componente del campo en 1aldireccién del eje
de magnetizacidn.

La funcién de particién sera entonces una funcidn de H, T y N dada por
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v (H,T) = T et [E0(@)- H Potl/KT} (1.1.11)

o

Desde el punto de vista fisico, es de esperar que la energia libre de
un sistema de dimensiones macroscdpicas (N"lOza) sea proporcional al tamafio
del s8istema. Por 1lo tanto es razonable suponer que en el limite

termodinamico, la magnitud

f(H,T)= -kT 1im N log [(Zn(H,T)] (1.1.12)

N -+ 00

existe , donde f(H,T) es la energi a libre por sitio.
Tambien resulta de utilidad definir la funcién partici®dn por sitio K,

dada por:

K= 1tm (20)"" (1.1.13)

N -» 0

La demostraci®én rigurosa de la existencia de estos 1limites ha s8ido
realizada para una gran variedad de modelos.

Es importante destacar que, para N finito, Z es una funcién suma de
funciones analf ticas y positivas de H y T .Por lo tanto, £ y M son también
funciones analf ticas.

La discontinuidad que presenta M en las transiciones de primer orden y
la singularidad en el punto cri tico, pueden ocurrir solamente cuando se
toma el limite termodindmico.

Una magnitud de fundamental importancia, como se verd en lo que sigue,

en el estudio de los fendmenos cri ticos, es la funcién correlaci®n de dos
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puntos, por ejemplo entre los spins ci , o) :

Iij = € oL @) >= <oid> <> (1.1.14)
51 Eo(v) es translacionalmente invariable, como sucede con la mayoria
de los modelos mAs usuales, entonces <oi> es independiente de i , y por 1lo
tanto

<oid> = <oj> = M(H,T) (1.1.15)

Ademéd s, en ese caso I'ij dependera solo del vector ?U que une los
sitios i yj , 0 sea

r.=r (v ) (1.1.16)

Lejoa de la zona critics, F(F) decae exponencialmente a cero cuando
I?!+ o . De una manera mAs precisa, si k es un versor fiJo en una direccidn

arbltraria, se tiene

rx k) x7 &%) (1.1.17)
donde T es un numero independiente de x , y £ es la denominada longitud de
correlacidn en la direccién i, que resulta ser funcidn de Hy T , y es
divergente e independiente de k cuando T+Te
Este comportamiento de la funcién correlacidn es la caracteristica
fundamental de los fendmenos cri ticos, ya que todas las propiedades més
importantes de los mismos pueden ser explicadas a traveés de la divergencia

de la longitud de correlacidn.
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Esta divergencia muestra esencialmente, el carécter cooperativo de los
fendmenos crfticos, 1indicando que dos spins oi y oj se encuentran
correlacionados, aun para distancias de separacién muy grandes, en las
proximidades del punto cri tico.

Debido a que las singularidades que presentan las magnitudes fisicas
para T"Tc vienen dadas, en general, por potencias de la temperatura
reducida

t=(T-"Te)/ Te (1.1.18)
dichas singularidades se pueden caracterizar por los 1lamados
exponentes cri ticos. Consideremos una funcién f(t) de la temperatura reduci-
da t, la cual se supone positiva y continua para valores suficientemente
pequefios de t, y que el limite sigulente existe

A=1lm log [ f(t) 1/ log [ t ] (1.1.19)
t-+0

El parametro A se denomina exponente cri tico asociado a la funcién f .
Usualmente se indica que el exponente critico de la funci®dn es A con

A
la notacidén f(t) 7t .

Se introducen a continuacién los exponentes cri ticos de las magnitudes

mag usuales:
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Mo (t) ~ (-t)° t a0

M (H,t=0) ~H ¥° H = 0

x (0,t) ~ t7¥ t+ 0

x (0,8) ~ (-t£)7 t=+0

- +

C (0,t) ~ t t =+ 0 (1.1.20)
C(0,8) ~ (-t)* t -0
£ (0,t) ~t0 t -0
£ 0,8) " (-t)Y  t a0

En el punto cri tico, la funci®n de correlacién I'( ?) decae como una
ley potencial o algebraica, en lugar del decaimiento exponencial gue ocurre
fuera de la zona cri tica:

F( %,T=Tc, H=0 ) ~ | »| &%

(1.1.21)

7]~ o
donde d es la dimensi®n espacial del sistema, y n e8 un nuevo exponente
cri tico.

La notacién X ~ Y significa X/Y tiende a un 1fmite no nulo. Los
exponentes cri ticos, definidos anteriormente, son nimeros, independientes
de Hy T.

Un punto de vista que resultd decisivo en la explicacién de las propie-
dades tan particulares que presentan los fendmenos cri ticos, fue introducida
por Kadanoff en 1965 (Kadanoff 1965). Segin el mismo, la divergencia de 1la

longitud de correlaci®n & es la responsable del comportamiento singular de

algunas magnitudes fi sicas.
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Segln esta hipdtesis, en la regidn critica, ¥ es la tunica longitud
relevante del sistema. Como ¥ es muy grande para T ~ Te, el sistema no es
gensible en ese caso a la estructura de la red. El hecho de que los spines
estan correlacionados para distancias del orden & , y que & >> a (donde a
es el espaclamiento de la red), domina las propiedades del sistema en 1a
regidn cri tica.

La aceptacién de esta hipdStesias lleva a una descripeidn filsica muy
interesante de un material ferromagretico para T = Tec. Segin esta
descripeidn existiran regiones donde los spines estan correlacionados y cuyo
tamafio es del orden de £ .A su vez, cada regi®dn de tamafio £ que posee espines
acoplados es un sistema fisico suficientemente extenso como para  presentar
las mismas caracteristicas que el sistema total. En consecuencia, este sub-
sistema debe consistir, a su vez, de regiones de spins acoplados cuyo tamafio
va desde cero hasta £.

De acuerdo con este punto de vista, existen fluctuaciones en el
sistema, en todas las escalas de longitud desde cero hasta £. Si tomamos
T=Tc, entonces & (Tc) se hace infinita y el sistema aparecerd 1idéntico en
todas las escalas de longitud.

Cualquier subsistema presentard, en ese caso, el mismo aspecto que el
sistema total, lo cual se puede expresar de una manera mas formal diclendo
que el sistema resulta invariante ante transformaciones arbitrarias de
escala.

De esta manera los protenciales termodindmicos deben presentar esa

propiedad de invariancia, y deberdn pertenecer, entonces, a la clage de
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funciones homogéneas de varias variables.
Utilizando las propiedades matemdticas de estas funciones y el
andlisis dimensional, se deducen, entonces, una serie de relaciones entre

los exponentes criticos (1.1.20), que se conocen como relaciones de escala:

y=vr =f (5 -1)

o+ 23 +y =2

v = v’ (1.1.22)

(2 -n)p =y

dv =2 -«

Una derivacidn heuri stica de esta hipdtesis, denominada hipdtesis de
escala, fue dada por Kadanoff en 1966, pero sélo con el advenimiento de la
teori a del Grupo de Renormalizacién, (Wilson 1971), se pudo 1lograr una
explicacién de la misma sobre bases sdlidas.

Otro concepto fundamental en la teoria de los fendmenos criticos, es
el concepto de universalidad, segun el cual el comportamiento critico de un
gsistema depende s6lo de la dimensién espacial, del nimero de componentes
del pardmetro de orden, y de las simetrias del Hamiltoniano.

Una consecuencia de gran importancia que se deriva de la universalidad,
es el hecho de que cualquier modelo que presente simetrf as adecuadas puede
ser utilizado para estudiar un determinado fendmeno critico.

En este hecho fundamental radica 1la importancia de los modelos de
spin, los cuales a pesar de su sencillez proporcionan una buena descripcidn

teSrica de los fendmenos criticos.

Se puede tener un Hamiltoniano E(i) muy realista y complicado,
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reducirlo a un Hamiltoniano Eo(i) altemente idealizado, y obtener con este
ultimo los mismos exponentes cri ticos que con el primero.

Sobre esta base es que se cree que, por ejemplo, el diéxido de carbono
§ el modelo de Ising tridimensional tienen los mismos exponentes criticos,

y, dentro del error experimental, €ste parece ser el caso.
1.2.SISTEMAS DE SPIN :

La manera mds general de definir un sistema de 8pin con variables
discretas, consiste en asignar a cadaluno de los N sitios de wna rea
regular, indicados por el fndice i=1,...,N ,una variable st que puede tomar
un conjunto finito de valores, por ejemplo & = 1,....,9 , donde q es un
numero entero.

Una configuracién del sistema viene dada por el valor de los N spins
en cada uno de los sitios, y serd indicada por 8 = {s1,...,8N).

El Hamiltoniano E sera, en general, una funcién arbitraria de o.

La funcidén de particién, de acuerdo con 1.1.3,vendra dada por
7= T e{-E(B)/kT} (1.2.1)

s

Cada modelo en particular se obtendra especificando el valor de q y el
tipo de 1nteracciones presentes en la funcién E(o).

El ejemplo m&s conocido es el modelo de Ising, que se obtiene del caso
general definiendo

E(s) =-YX Jd stsj— hYy, 8, (1.2.2)

i, j>
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donde Y indica una suma 8obre todos 1los pares de sitios vecinos
i, j>

préximos de la red, Y suma sobre todos los sitios y la variable st puede
i

tomar valores 1 y —1.
Este modelo fue introducido por Lenz en 1920 como modelo simplificado
de ferromagnetismo y fue resuelto por Ising para una dimensidn donde no

presenta transicién de fase a temperatura finita.

1.3. MODELOS CUANTICOS —~ LIMITE HAMILTONIANO DE MODELOS CLASICOS

Los modelos cudnticos difieren de los clasicos fundamentalmente en que
sus hamiltonianos presentan operadores cudnticos en el lugar de las varia-
bles clAsicas que aparecen en los clasicos (p.ej 1.2.2).

El Hamiltoniano de espin efectivo para una cadena de espines cuanticos

general se puede escribir:

N
H=-20% { a 00 4+ ool +co’eo” . (1.3.1)
,\‘=1 LoL+4 T L+ L L+4
Ux,ay v o~ son operadores de spin representados por las matrices de

Pauli y el valor del espin se encuentra entre 1/2< jo| = o.S5e ha supuesto
acoplamiento de espin bilineal ,interacciones de vecinos més préximos sola-
mente y la constante de intercambio efectiva J ,modificada por 1los acopla-
mientos de espin en las diferentes direcciones por los factores a,b,c.El
modelo de Ising es obtenido con b=c=0.El1 modelo XY poniendo a=0.51 a=b=c &e

tiene simetri a completa rotacional en el espacio de eapin y se obtiene el
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modelo de Helsenberg.

Los efectos de un campo magn®tico aplicado pueden ser representados
mediante la suma de un término de Zeeman general -g?3 ﬁtgigf

Otro modelo de interés ,para nosotros fundamentalmente debido a que es
el limite hamiltoniano del Ising clasico bidimensional ,es el de Ising
transversal (Pfeuty 1970) que resulta de tomar b=c=0 y retener la componente
X del término de Zeeman.

Los modelos cuadnticos de spin en la red tienen ,debido a las diversas
aplicaciones que presentan, gran importancia en fisica. Podemos mencionar
- Materiales magnéticos que presentan comportamiento cuasi-unidimensional que
son representados por modelos cudnticos de spin en una dimensién
(Bonner 1981).
- Superconductividad a altas temperaturas: Los compuestos organicos
cuasi-1-D pueden ser descriptos por modelosll—D directamente relacionados a
cadenas de spin cuanticas.
- Equivalencia de los modelos cuanticos con teori as de gauge no triviales en
la red con una dimensién espacial y una temporal.Las soluclones relevantes
en general tienen oaraqteristicas soliténicas y son de interés para 1los
fi sicos de parti culas.Usando esta egquivalencia, a traves del método de 1la
matriz de transferencia, se han encontrado las siguigntes correspondencias

entre la teoria de campos y la mecdnica estadi stica de estos modelos de

espines en redes (Kogut 1979) :
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MECANICA ESTADISTICA TEORIA DE CAMPOS
Energia libre Energia del vaclo
Funcidén correlacién Propagador
(long. de cor'r‘elllsmfhﬁn)_1 Gap de masa

Tabla 1.1

Estas equivalencias van a ser usadas en esta tesis ,ya que se va usar
nomenclatura de teoria de campos o de mecAnica estadf stica indistintamente.
~ Equivalencia de modelos clasicos de espin en D+1 dimensiones con modelos
cudnticos a temperatura cero en D dimensiones en el limite conocido cmo
Hamiltoniano (Fradkin 1978).EKEsta equivalencia es de importancia para
nosotros, ya que en esta tesis se analizaron modelos cwanticos obtenidos
como li mite hamiltoniano de modelos de spin clasicos.Como introduccidn de
la formulacfbn hamiltoniana de un modelo clasico de spines en la red se
presenta a continuacién la construccién del modelo cudntico equivalente al
modelo clasico de Ising.El objetivo es reducir la dimensién del problema en
uno,en el caso gque veremos,de dos a una dimensi®n.Esto se logra mediante 1la
matriz de transferencia,peré hay que pagar un precio : En la formulacidén
unidimensional hay que tratar con operadores en lugar de 1las variables
clasicas del caso bidimensional.

Para considerar el modelo clasico de Ising tomemos una red
bidimensional y cologquemos variables s(n) en los saitiocs.Identifiquemos una
dimensién como la temporal,caracterizada por el paso de red T y la otra como

la espacial con el paso x.La Acci®n sera
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5=-L [B_ s(n+t)s(n) + B s(n+x)s(n)], (1.3.2)

donde el acoplamiento temporal /3. y el espacial 3 son pardmetros libres.A

menos de una constante es conveniente escribir la Accién de la forma
5=1/23 % [s(n+r)-8(n)1° - BL s(n+x)s(n). (1.3.3)

A efectos de construir la matriz de transferencia y encontrar el Hamiltonia-

no del limite T continuo de este modelo consideremos dos filas espaciales

vecinas y llamemos a los espines en una fila s(m) y a los de la otra 5" (m)

(ver Fig. 1.7).

t s(m).
l___x . ¢ . ° . . . . S’(m)

Fig.1.7 variables de espin en filas espaciales adyacentes del modelo
de Ising bidimensional.

La Accién se puede escribir como una suma sobre estas filas

5= ¥ Line+l,no0), (1.3.4)

no

donde L = 1/28t L [s(m)—s’(m)]z—l/?ﬂ v [alw)s(a+l) +5 (m)s (m+1)].
(1.3.5)

La matriz de transferencia se puede asimilar al “propagador” en 1la
direccién temporal.
7= &"" (1.3.6)
Los elementos diagonales de la matriz de transferencia entre estas dos

filas estaran caracterizados por s(m)=s” (a) para todo m,esto corresponde a
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{0 flip) = -3 ¥ s(m)s(m+1). , (1.3.7)
m

S1i hay un solo espin diferente entre las dos filas

(1 £flip) = 2037t -1/203%, [s8(m)s(m+l) +s’ (m)s (m+1)], (1.3.8)

m

vy s8i hay n diferentes

I(n flips) = 2m3t -1/2GRF [s(m)s(m+l) +s (m)s” (m+1)]. (1.3.9)

Ahora debemos ver como se deben ajustar 3t y {3 para que la matriz de

transferencia cumpla con

-HT

T=6""x1-<H+..., (1.3.10)

cuando T-0.Para ello se debe cumplir:

O £lip) = explR £ s(m)s(mD)} % 1 - THl (1.3.11)
m
3’(1 flip) = exp(-237 )xexp{1/28L [s(m)s(m+1) +3"(m)s (m+1)]}
x - H| | (1.3.12)

1 flip

Y en general

~

hn flips) = exp(-2:837 )xexp{1/28L [s(m)s(m+l) +5 (m)s (m+1)]} = -1 H]

- nflip
(1.3.13)
De (1.3.11) se tiene
R~ oT, (1.3.14)
y de (1.3.12),
exp(-231) 7 T. (1.3.15)

Por lo tanto 3 y exp(-237) deben ser proporcionales _Llamando a la constante

de proprcionalidad A

£ = A exp(-203T). (1.3.18)
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Se puede identificar el paso temporal
T = exp(-2037), (1.3.17)
de forma tal que el acoplamiento entre espines en la direccién espacial es
3 = AT. (1.3.18)
Estos resultados muestran que para definir una teoria de T continuo,los
acoplamientos se deben ajustar de forma que el acoplamiento temporal crezea
en la medida que el espacial disminuye.

Las ecuaciones (1.3.11), (1.3.12) y (1.3.13) en té¢rminos de X quedan

(0 flip) ¥ 1+ TIAL s(m)s(m)] = 1 - TH | ., (1.3.19)
m

M1 flip) X T % <TH], ., (1.3.20)

T(n flip) = " % -TH| (1.3.21)

n flips®

Para que se cumplan estas ecuaciones se debe escribir H con operadores.Se
coloca un operador de espin de Pauli o° en cada sitio m vy wno de espin flip
o ,de forma que el Hamitoniano queda

H=-Lom) -A L o~ (mo”(a+l). (1.3.22)

m m

Llegamos a un Hamiltoniano cudntico unidimensional que es el del modelo
de Ising en un campo magrne&tico transversal (Pfeuty 1970) .En este modelo 1/A
es una variable que juega el papel de la temperatura en el modelo clasico,
lo que se puede ver considerando que o" es el elemento desordenador en con-
trapartida con el término de interaccién que es el que tiende a que todos
los espines se alineen.

En este capf tulo se presentaron las caracteri sticas fundamentales de
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operadores.Se

las transiciones de fase de segundo orden .Luego se introdujeron los modelos
cuanticos de espin y sus propiedades fundamentalmente la equivalencia , a
través del formalismo de matriz de transferencia ,entre modelos clasicos de
espin en d+l1 dimensiones y modelos cuanticos a T=0 en el limite

Hamiltoniano.
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CAPITULO N 2

METODOS

En este capi tulo se describen los m®todos aplicados para la resoluci®én

de los distintos modelos cuAnticos en esta tesis.

2.1 METODO DE GRUPO DE RENORMALIZACION

El grupo de renormalizacién (RG) ha servido para resolver algunos de
los problemas mads diff ciles de la Fisica.Estos problemas abarcan un amplio
espectro de temas que van desde la Teoria de Campos Fundamentales a 1los
fenomenos criticos en materia condensada.Todos estos problemas tienen en
comdn un ndmero enorme de grados de libertad.

Esta caracteri stica no es nueva para los fisicos que estan acostumbra-
dos a tratar a gases ,1L{quidos o cristales con numeros tipicos de 10%°
particulas .S5in embargo en condlciones normales los 10*° grados de libertad
no son importantes ya que se pueden reconstruir las propledades ffsicas del
sistema macroscdpico a partir de las propiedades microscépicas del mismo.Por
eJemplo el comportamiento macroscdpico de un 1liquido con 10’23 moléculas
(energl a por unidad de volumen,densidad,etc.) puede ser entendido a traves
de la dindmica de algunas molé¢culas del mismo 1{ quido.

Existen fendmenos en los cuales esta simplificacién no es vAlida.Dichos

problemas s&lo pudieron ser resueltos mediante RG .En ellos participan con

igual importancia fen®menos de diferentes escalas de longitud.

33



Se llama longitud de correlacion en un sistema extendido con fuerzas de
corto alcance a la distancia (medida en unidades de la longitud
caracteri stica de 1las interaccliones) méxima en la que 1las variables
dindmicas sienten efectos mutuos.En mecénica estadistica se puede pensar
como el tamafio minimo que uno puede tomar de un sistema s8in cambiar cualita-
tivamente sus propledades.Asi, el 1lf quido que se puede describir con wna
pequefia muestra se caracteriza por una longitud de correlacion £ muy chica
permitiendo que el sistema pueda tratarse con diversos m&todos : Desarrollos
perturbativos,Hartree Fock ,etc.En cambioc existe una clase importante de
fendmenos que involucran muchos grados de libertad en la regién de longitud
de correlacién.Por ejemplo en el punto critico de una transicién de fase la
longitud de correlacién £ diverge.Son precisamente estos fendmenos los que
fueron resueltos por medio de técnicas de RG ya que son cualitativamente
diferentes de aquelloa con s&lo unos pocos grados de libertad en la longitud
de correlacién. Mientras en éstos Gltimos el comportamiento del sistema esta
determinado por el tipo y magnitud de las interacciones presentes ,en los
fen®menos en los que participan muchos grados de libertad 1los efectos coo-
perativos son mucho més importantea que el detalle de las interacciones.Esto-
conduce a la universalidad ,0 sea que distintos sistemas fisicos presenten
el mismo comportamiento cri tico.

El tratamiento de un problema mediante RG tiene dos ingredientes funda-
mentales .La primera consiste en reemplazar los grados de libertad origina-
les por un conjunto menor de grados de libertad efectivos .Esta reduccidn

puede ser esquematizada con un ejemplo de un sistema de espines con espacia-
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do Lo y con interacciones de corto alcance descriptas por un hamiltoniano
%o _.Los nuevos grados de libertad pueden ser esplnes con espaciado 2o o una
densidad de magnetizacli®dn M(x) dependiendo de una variable continua xy se
plde que M(x) s$lo contenga fluctuaciones de longitudes de onda mayores que
2lo .Esta reduccidn de grados de libertad es llevada a cabo iterativamente de
forma que en cada paso se construyan interacciones efectivas %1 ,%z,etc. que
la idea del RG requiere que sean locales ,0 sea que acoplen los nuevos gra-
dos de libertad como los originales.Este proceso se contimia hasta que la
separacién de grados de libertad efectivos sea del orden de la longitud de
correlaci®én £. En general €sto requiere aproximaciones adecuadas que permi-
tiran que 9 pueda ser obtenido a partir de FL-1 .

La segunda componente de RG tiene que ver con el objetivo de explicar
la forma en que aparece el comportamiento cooperativo.Este debe aparecer en
las iteraciones sucesivas del RG.El cambio de escala que se mencion® antes
se puede ver como un mapeo de los distintos Hamiltonianos efectivos :

T(%n-1) = ¥n |
El comportamiento cooperativo que aparece , por ejemplo en el punto
cri tico, debe ser independiente de la escala .Esto se refleja en la trans-
formacién T cuando

T (9€X) = 9%
o sea en el o los puntos fijos de la transformaci®n .S1 hay varios puntos
fijos ,cada uno tendra su dominio de atracci®n y sus caracteristicas que
determinaran su clase de universalidad.

Existen diferentes maneras de formular el RG.La versién original intro-
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ducida por Wilson (ver p.ej. Wilson y Kogut,1974)es aplicable a modelos de
espines continuos o clasicos .

Con respecto a los modelos cudnticos de espines en la red ,debido a la no-
conmutatividad de los operadores cuanticos ,la versidn en el espacio real
del RG (Niemeijer y Van Leewen 1976) es la m&s apropiada .

Vamos a presentar una realizacién del RG en el espacio real (Epele -
1981a) aplicable fundamentalmente a modelos cuanticos de espines en la red y
que permite la obtencidn anali tica de la transformaclién de las constantes de
acoplamiento del modelo bajo el cambio de escala y por lo tanto de los expo-
nentes criticos del mismo .

La caracterf stica principal de esta realizacién de RG es considerar
bloques de espin (ver Fig.2.1) en los que el espin central interviene en
todas las interacciones de espines vecinos proximos en el bloque.De esta
forma es posible desacoplar el Hamiltoniano del bloque en las variables de
los sitios periféricos tomando autoestados de los operadores de interaccidn
con reapecto al espin central y asi llegar a expresiones analf ticas del RG.
Adem& s ,de igual forma que en el m&todo de bloques de Fernindez Pacheco
(Fernandez Pacheco 1979) es posible mantener un equilibrio entre sitios vy
uniones que preserva la autodualidad del modelo y permite estudiar 1la fase

antiferromagnética sin considerar acoplamientos de orden mads alto.
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bloque.De

X [o] X o X:\:p(;:x o
o X o] X :)J:\\X' /:Df\ X
X |o] [X] o X b(/ X o
o |[x o X/ o X o X
X o |[X] o X o X ©

o X o X o X o X

Fig.2.1 ®8loques de spin para d=2,{ =4.Las subredes interpenetradas son
indicadas por lineas de guiones

Se presentarid como ejemplo su aplicacién al modelo de Ising transversal

(Epele 198la) en d dimensiones .E1 Hamiltonliano serad entonces:

H=Y -k ox(n) -k oz(n)oz(n+l) + hoz(n) . (2.1.1)

n

El Hamiltoniano del bloque (ver Fig.2.1) sera:

L L
ox(1) -k 0z(0) ¥ oz(i) + A L o=(1) . (2.1.2)

1 i=4 v=4

B = -k

i

IIMJ“'(

donde el espin central es el de 1=0 y { es el numero de coordinacion de 1la
red.En la Fig.2.1 se muestra el bloque correspondiente a la red
cuadrada.Tambié¢n se puede ver que la eleccién de los bloques y el balance
sitlo-link permite distinguir dos conjuntos. de sitios correspondientes a las
subredes de la fase antiferromagretica.

La elecci®én de los autoestados de ¢z para el spin central del bloque
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permite obtener la siguiente expresién para el Hamiltoniano del bloque

C
L KR(k) 0
B = L=t ¢ , (2.1.3)
0 L A(-k)
i=1
con
-k + h -k
W(k) = i=1,....¢ H{2.1.4)
-k k - h

Aqul se puede apreciar que ya estd desacoplada la interaccidn del espin
central con los periféricos.Se disgonaliza y s8e realiza el truncado de

grados de libertad manteniendo los dos autoestados m&s bajos de B que son

4
17> = 1+ 1 (k)i (2.1.5)
L=1
Y
L
4> = |->1 [@(-k)>i . (2.1.6)
i=1

|¢(k)> es el autovector de M (k) con autovalor -A(k) y estd dado por

l@p(Je)> = [1+ a (k)1 *[-atiz)|+> + |->] (2.1.7)
donde a(kz) = [-k+b-N(k2)])/In _ (2.1.8)
v Nke) = [B + (e-0°T"% . (2.1.9)

De estas ecuaclones se obtiene
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perif%25c3%25a9ricos.Se

B> = LIN(k)] 4>,
Bl = IN(-R)|YH> . (2.1.10)
Luego se debe construir el Hamiltonlano escaleado o "entre blogues" en

la base truncada.Para ¢sto se debe considerar la interaccidén entre bloques

= I o%(0) -Jz o o'+ wi(0) (2.1.11)

<3,y7>

J v J° son dos bloques vecinos proximos .E1 Hamiltoniano renormalizado sera

B = -k’ Lox(§) ~le” Toz(§loz(§’) + KL 0=(J) + £ €1(J).  (2.1.12)
J i J

de esta forma se llega a la expresién de las constantes renormalizadas

(primadas) en funci®én de 1las 1inilciales.

1+ a(ke)a(-le) ¢
b= bk 2 1/2 2 1/2 ’
(1+a (k)] [1+a (k)]
2 2 2
-1 a (k)-1 a (-k)-1
k- k 7 P - = ] , (2.1.13)
1+a (k) 1+a (-k2)
4
h” = h - —7—[7\(&)-7\(—1‘2)]
2 (£ -1) E)-1 VP | L(-k)-1
T2 [ =2, - 2 : (2.1.14)
1+a (k=) I 1+a (-k=)
Introduciendo 1las constantes de acoplamiento relativas
n = ik/la y 4=k |, (2.1.15)
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queda

am)=-n-L[1+0n17", (2.1.16)
y la expresion del flujo de n bajo el RG es una expresién analftica que
depende solamente del numero de coordinacidn de la red { .En el caso IF0 se
obtiene que el punto fijo de esa transformacién cumple:

(C—l)n*?(l + n*Zf(-zwq

=1. (2.1.17)
El autovalor térmico se encuentra linealizando las ecuaciones de RG
alrededor de este punto fijo ,ast se obtiene

AT = 3+ (L-2)0% /(1K) . (2.1.17)
Dado que la ecuacién (2.1.16) depende de 77>'<2 . 8e obtendréan dos soluciones
para X .Como Ak < 0 corresponde a la regldn antiferromagnética del modelo,
la solucidn negativa de (2.1.16f serd el punto fijo antiferromagnético
mientras que el valor positivo presentara el comportamiento ferromagnético.
En la Tabla 2.1 se pueden ver los resultados obtenlidos por este m&todo para
el autovalor térmico y exponente cri tico para distintos valores de nUmeros de
coordinacidn y su compar;cién con los valores exactos para { =2 y con
resultados obtenidos por desarrollo en altas temperaturas.

Cuando el campo longitudinal hno es nulo se obtiene el autovalor
magnético An de la linealizacidn de las ecuaciones de RG en la direccién del
parametro relevante ¢ y en el punto fijo (» = n¥ , p = 0)

i 2
aw oz —— IR g g/ k2 -1md /(1 h ) J :

-1 "X

(2.1.18)
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Los valores obtenidos de AH e jH se muestran en la Tabla 2.1.Como era de

esperar se obtiene uwn autovalor irrelevante (AH < 1) para la fase

antiferromagn®tica.
¢ AT r r(ex) B A #1(ex) AH
2 3.0 1.0 1.0 5.828 1.605 1.875 0.172
3 3.296 0.86 0.8 5.859 1.275 1.25 0.341
4 3.417 0.764 0.80 6.098 1.123 1.25 0.261

Tabla 2.1 Autovalores y exponentes criticos obtenidos para distintes numeros

de coordinacion {.Tambien se muestran los exactos ({=2) y los ob-
tenidos con desarrollo en altas T ((:3,4).
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2.2 DESARROLLO EN SERIES

Los m&todos de desarrollo en series se basan en la teoria de perturba-
ciones .Sin embargo en la mayor parte de los problemas donde se usa teoria
de perturbaciones se acepta un cidlculo de primer o segundo orden.Por el
contrario en las aplicaciones de desarrollos en series en transiciones de
fase se necesita estimar la contribucidn de muchos términos y <¢sto hace
necesario una prueba que el desarrollo converge y un método para estimar la
magnitud de los términos restantes.En general no hay una prueba rigurosa que
las seriea con que se trabaja sean convergentes ni <tampoco se dispone de
metodos que permitan estimar la magnitud de los términos remanentes.la es-
trategia recomendada a seguir es (Stanley 1971) :

a) Calcular L t&rminos de la serie

b) Hacer una prediccién concerniente al comportamiento 1limite basada en
estos L términos

¢)Hacer una estimacidén de la serie extendida

d) Tomar como limites de error la diferencia entre las predicciones de los
pasos b) y ¢)

A pesar de que no hay garantia que las predicciones de las aproximacio-
nes sucesivas converjan al resultado correcto ,3e confia en estos mn&todos
porque cuando se aplican a casos en los que se conoce la solucidn exacta se
encuentra que las predicciones son extremadamente buenas.Ademés no se conoce

el caso en que las predicciones converjan a un valor incorrecto.Por otro



lado el m&todo de desarrollo en serie ha dado estimaciones precisas de
temperaturas criticas .En transiciones de primer orden y puntos tricriticos
se ha obtenido precisiones comparables a las del m&todo de Monte Carlo

(Wang,1984).

2.2.1 DESARROLLO EN SERIE EN BAJAS TEMPERATURAS - MAGNETIZACION EN EL MODELO

DE ISING TRANSVERSAL

Hay muchas magnitudes termodindmicas de interés que se obtienen usando
desarrollo en serie; como en todas se siguen procedimientos parecidos ,
vamos a mostrar un ejemplo simple en el que se calcula la magnetizacién y el
exponente critico /3 ,que luego se aplicard al modelo de Potts.

El modelo a consideraf es el de Ising transversal con Hamiltoniano:

H=Y -\ ez(n)oz(n+l) - ox(n) , (2.2.1)

n

donde ox y oz son las matrices de Paull y At ~ T como se vid en el Cap.1
El calculo se realizard alrededor de At 0 ,donde se sabe que el sistema
estd magnetizado y se desarrolla una serie de perturbaciones en potenclas de
A" Para ésto es conveniente usar el operador W

W=Y 1-oz(n)oz(n+l) - 1/X ox(n) (2.2.2)

e incorporar el campo externoc A

Wa W+ hY oz(n) ; (2.2.3)

n

para realizar el calculo perturbativo se descompone W en :
W= + 1/ V, (2.2.4)

donde
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W =Y 1-cz(n)oz(n+l) + A L oz(n) , (2.2.5)

n n

V=-Y% ox(n) . (2.2.6)

n

El estado fundamental de #b seria degenerado si 2 = 0 , teniendo todos
los espines "up”

oz(n)|0> = |0> para todo n , (2.2.7)
o todos "down"

oz(n)|0> =-]0> para todo n . (2.2.8)
El operador ox actua como operador de ‘“spin-flip“”.Eligiendo A pequefio vy
negativo se rompe la simetrfa y se selecciona el estado fundamental con
todos los espines "up" .La perturbacién V invierte espines en este estado
fundamental.A medida que se asciende a ordenes mas altos en 1/A  se
encontrardn estados intermedios con mas espines invertidos.

Para hallar la magnetizacién

M=1/N <§|§ou|§> , (2.2.9)
donde |%> es un autoestado de # (2.2.2) ,notemos que al incorporar el campo

externo h a ¥ (2.2.3), se obtiene

_ 98
<§|§0z|§> = 3% 15‘(1‘1)!11:o (2.2.10)
lo tant H*l——a E(h) | 2.2.11
y por lo tanto =N 3h )}FO. (2.2.11)

Para hallar A (h) ,la energla del estado fundamental ,necesitamos los
términos de la teoria de perturbaciones a un orden alto.El desarrollo de 1la

energi a de un eastado | &> ,cuya energl a de orden ceroc es £€0, es :

B -eo +ent +ean? 4 ean? 4 et 4 e, (2.2.11)
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donde
£1 = <al|l V &,

e2 = <a| VgVl a>,

£a = <al| VgVgVl &> —al V] a><al Vg V] &,
£4 = <a| VgVgVgll a> - <al Vngva><al Vg?VI a> + <al V] a><al V] a><al VgaVI a>
- <al N a><al VgVg V + Vg VgVl a>
y & = (1 - |a><al)/(go - Wb). (2.2.12)

A orden cero tenemos Nh , con N el nimero de sitios de la red.No hay
té¢rmino de primer orden porque <0} V] 0> se anula. A segundo orden aparece una
doble aplicaci®én de ¥V sobre el estado fundamental que darda contribuci®én no
nula si el espin flipeado en la primera es vuelto a su posici®n original en

la segunda .Un diagrama representando esta contribuci®n se muestra en la

Fig.2.2.1 y su valor es:

Fig.2.2.1 = [N/(2h - 4)1(1 %) . (2.2.13)

Fig. 2.2.1 contribucion de segundo orden al desarroilo 1/A
No hay contribuciones de tercer orden (en general no hay contribuciones de
orden impar).A cuarto orden hay dos tipos de contribuciones que consisten en
que los dos espines que son invertidos sean o no vecinos.Si no lo son,

se

rompen cuatro ligaduras ,en cambio sl son vecinos s6lo dos se rompen ( ver
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> p > >
> > >
(a) (b)

Fig.2.2.2 contribuciones de cuartc orden a EOQ(h): o espines no vecinos

b) espines vecinos

Las contribucliones son:

ZN(N-3) “
Fig. 2.2.2 (a) = > (/) : (2.2.14)
(-4+2h) (-8+4h)
4N M
Fig. 2.2.2 (b) = > (/) . (2.2.15)
(-4+42h) (-4+4h)
y por Ultimo estd el término
2 Nz 4
- <al VgVl a><al Vg V1 a> = - EE— (1) . (2.2.186)
(-4+2h)

Este término tiene como efecto restar el término en Nz v asegurar que la
energl a del vaci o sea extensiva ,0 sea proporcional a N.

Contando todas estas contribuciones se obtiene

B(IM/MN = b+ [1/(2h - 9)1(LA) + [1/(2h - 9)°]] (41}?8) + (4;4) Jan®)
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S (2.2.17)

De esta expresién obtenemos la serie para la magnetizacién

Q

1 _ 1 2 7 4
= gap P n=1-5QA) -155 A7) - .... (2.2.18)

Sabemos que la magnetizacién se debe anular en la regidn critica como una
potencia de (A - Ac).Para ver sl €sto se cumple y hallar esta potencia ,que
estara directamente relacionada con el exponente critico 3 ,el método més

comin utilizado es el llamado del cociente (Stanley 1971).

Si se tiene una serie

fix) =L a X, (2.2.19)

para una funcién f(x) que presenta una singularidad de la forma

fx) ~ b(x-x)7 , XK < Xe - (2.2.20)

X ¥XC

La serie de Taylor para esta funcidn es

Ax) ~ e ¥ |1+ y(x/xe) + ”—(Z]Ll—)(x/xe)z +...

+ r(r+1).ii(7+1-1) (x/z)" + ] (2.2.21)

Se verifica el comportamiento de potencia en el cociente de dos coeficlentes

sucesivos
R = a/a-1 = (1/x)[ 1 + (yr-1/1) ] . (2.2.22)

Se puede estimar asi el punto critico y el indice critico » ya que un
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grafico de B en funcién de 1/1 va a dar una recta con interseccién xe 1%
pendiente 1/1.De esta forma se obtiene para el modelo de Ising transversal
que estamos considerando Aec=1 y 3 = -y = 1/8 que coinciden con loas de la
solucidn exacta (Pfeuty 1970) .Cabe resaltar que no siempre se obtiene el
resultado exacto con el desarrollo en serie , sino que en este ejemplo los
resultados exactos son funciones de los pardametros del desarrollo A ,lo que

permiti® obtenerlos con este método aproximado.
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2.3. METODO VARIACIONAL

2.3.1 INTRODUCCION

En esta seccidn vamos a describir el m&¢todo variacional que emplearemos
en los modeloe de Potts y de Blume Capel.Este m®todo estd basado en la filo-
sofl a de bloques de spin ,concepto introducido en el célebre articulo de
Kadanoff (Kadanoff 1965) ,y por lo tanto podri a encuadrarse ,{(en una clasi-
ficacién general) dentro de la t®cnicas de renormalizacién en el espacio
real.Tempranamente se hizo la observacidn (Quinn 1982) que estos métodos son
una forma de cadlculo variacional de Rayleigh-Ritz.

El m&todo de resolucidn por bloques de spin,cuyo representante tradi-
cional en sistemas hamiltonianos es el propuesto por Drell,Weinstein y
Yankielowicz (Drell 1976) ,consiste en construir progresivamente la funcidén
de ondas de un bloque de tamafio 2" mediante pasos sucesivos en los que se
resuelven bloques de 2,22,23,etc. gitios. Partiendo en cada paso de la etapa
anterior ,resulta la posibilidad de establecer correlaciones no triviales
entre espines alejados ,pues el resultado final es una funcidén de ondas de
un sistema de muchos grados de libertad.

El m&todo variacional que vamos a describir a continuacién , 1lamado
rmétodo variacional iterativo (MVI) por sus creadores (Abad,1986) estad pensa-
do de forma de construir aproximadamente los estados de minima energia de
una teorfa en la red.La principal diferencia que presenta con el mé&todo
original de blogques es que, mientras en este tltimo se estudia el flujo de

las constantes de acoplamiento de los sucesivos hamiltonianos efectivos ,en
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el MVI se considera solamente los elementos de matriz indispensables para
pasar al paso sigulente ,empleando siempre el mismo hamiltoniano.

Se podr!f a hacer una analogfa de esta transformacién a blogues cada vez
mas grandes con el seguimiento de la evolucidn temporal en Mecanica
Cuantica.En MecAnica Cudntica en la representacién de Helsenberg evolucionan
en el tiempo los operadores,permaneciendo fijos los estados ,mientras que en
la de Schrédinger los que cambian en el tiempo son los estados. Segin  esta
analogli a el m&todo de Drell seria el equivalente de la representacién de
Heisenberg, ya que evoluciona ( en la renormalizacién del bloque) el Hamil-
toniano efectivo ,mientras que el MVI se asimila a la de Schrodinger ya que
evolucionan los estados y los operadores no cambian.En general las versiones
RG mas conocidas estan construil das a la Heisenberg .

Como en lo que sigue se utilizard terminologi a de Teoria de Campos, es
pertinente recordar al lector la correspondencia entre Teoria de Campos y
Mecanica Estadi stica presentada en el Cap. 1 ,en particular las

equivalencias entre :

Densidad de Energl a Libre Densidad de energia
del vacio
Inversa de la longitud de Gap de masa
correlacién

2.3.2 METODO VARIACIONAL ITERATIVO
Vamos a introducir este m&todo (Abad 1984) por medio del ejemplo que
resulta de su aplicacidn en el modelo de Ising transversal (1+1).

Dado el Hamiltoniano del modelo de Ising transversal
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H:-E%o,-&-z&oa , (2.3.1)
i

donde los o, son los operadores de spin de Paull y la suma es sobre todos
los espines de la red infinita ,el propSsito es construir una funcién de

ondas variacional para el vaci o o estado fundamental del mismo.

Para ello ,se van resolviendo bloques de espines de tamafio 2 en 1la
secuencia: N = 0,1,2,3,..., de forma que la prediccidn para el vacto |@> de
H se alcanzara cuando N - oo,

N=20

Se tiene que el blogue estd formado solamente por un espin ,

[]
por lo tanto el hamiltoniano del bloque sera:

HO) = - &/2 o (2.3.2)

El primer paso es dlagonalizar este Hamiltoniano ,reteniendo un ntmero
determinado ,en este caso dos,de autoestados del mismo de menor energia |0>
y |0°>.En este paso se retiene ademds lA siguiente informacidn:

- valores propios de los dos autoestados retenidos ,E(0) y E"(0)
- elementos de matriz de los operadores de interaccién en este espacio
truncado:

<0loz | 0> <0loz| 0>
a(0) = (2.3.3)
<07 oz ]| 0> <07 ]oz| 0>

De forma que al terminar esta etapa nuestro ansatz para el estado
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fundamental de A seria

[¢> =71 105 (2.3.4)
i
y el primer excitado
"> = [ mio> ] 0°>j ,donde el primado puede estar en cualquier
i)
posicidén en la red.

De aqul se obtiene la predicci¢n para la densidad de energi a del vacio
Ro) = &0y 2° ,

(2.3.5)

el gap g(0) = E(0") - E(0) (2.3.86)

y la magnetizacidn <o=z>(0) = <a(0)>. (2.3.7)
N=1

Con la informacién de N=0 pasamos a resolver el problema de dos sitios

-]

de Hamiltoniano :

H(1) = HO) - A ozez + H(O)

?

(2.3.8)
que diagonalizamos en el espacio construldo con los autoestados retenidos de
la etapa anterior :

1155 = 1 aLJ.|o>"|o>" ) con 105,105 = 105,10°> ,  (2.3.9)
i, _
obteniendo los dos autovectores mas bajos |I> ,|I°> con sus valores proplos

E(1) vy E°(1) v calculo los elementos de matriz

<Iloz | I> <Iloz|1 >
a(l) =

(2.3.10)
<I oz |I> <I7|oz|I">

En la misma forma gue se calcularon 1la energia del

vecio,el gap y

la
magnetlizacidén en el paso de N=0 se obtiene ahora:



Ry = R/ 2, g(I) = K17) - KI) (2.3.11)
v la magnetizacién <e=z>(1) = <a(l)>.

Se continda este proceso iterativo hasta que converge ,dando ast la
energia libre,la mnagnetizacidén y el gap entre los estados de menor
energl a.La funcién de onda |N> con N - ® obtenida en la convergencia esta
asi construida variacionalmente a partir de A.

La forma en que varia la magnetizacidn con la constante de
accplamiento y = £/A se muestra en la Fig 2.3.1 .Es interesante destacar

que el punto de transicidén coincide con el obtenido con el m@todo de Drell.

2.55.. Y

Fig 2.3.1 variacion de la magnetizacion M = <oz> en funcion de y=&£-A

obtenida con ol metodo wvariacional iterativo.

53



2.4 . METODO DE MONTE CARLO = APLICACION A SISTEMAS CUANTICOS
2.4 1. INTRODUCCION

Uno de los m#todos aproximados mas utilizados en el estudio de sistemas
criticos es el de MONTE CARLO. En modelos de espines clasicos ha dado
excelente resultado y se lo ha aplicado en casi todos 1los modelos
conocidos.

En sistemas cuadnticos es posible usar MONTE CARLO (MC) pero es inevitable
el uso (Feynman 1982) de alguna técnica de aproximacién en la que se utilice
un sistema semiclasico que se aproxime al sistema cuantico cuando algin
pardmetro alcanza un valor limite.Algunas de estas t€cnicas son: MC por
formalismo de path-integral (Hirach,1981,1982)y MC por funcidn de Green

(Kalos,1979).

2.4 2 METODO DE MONTE CARLO

La idea basica de las simulaciones de Monte Carlc es representar el
sistema por medio de una serie estochstica de configuraciones Ci con la
propiedad de que, una vez alcanzado el equilibrio estadf stico, la
probabilidad de encontrar una configuraci®$n definida C sea proporcional a
exp {-5(0)}. El vrromedio estadi stico de un observable O puede ser aproximado
ror el valor medio del observable sobre los estados de esta serie

<> = 1/N ¥ O(Ci)
i

El paso de una configuracién C a la siguiente ¢ estd determinado rpor
una matriz de transicidn estocaAstica A C-» ). En general, 1la transici®én

involucra el cambioc de una sola de las variables dinAamicas por vez. En
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nuestras simulaciones de spines en redes corresponderid al cambio de spin de
un sitio por vez : Si - Sii. Debido a que la condicién de balance
detallado no especifica completamente las probabilidades de transicién
HKS&j = 5i)) hay variaciones del algoritmo de Monte Carlo gque proponen
diferentes formas de A S - S'ij). Las mAs comunes son el método de
Metropolis (Metropolis 1953) ¥ el de bafio t®rmico. '

Kl m2todo de Metropolis conslate en seleccionar un nuevo valor de la
variable dindmica con una distribuci®n arbitraria de probabilidad, en
nuestro caso invertir el signo del spin 5i - -S5j. Luego 8e calcula la
variaci®n de energli a debida al nuevo valor (-5j) AK. 51 AE < 0 el cambilo es
aceptado y §ij = ~Sj. KEn caso contrario se genera un nimero aleatorio con
distribuci®én uniforme entre O y 1 r. Si exp(-Af) = r el cambio es aceptado y
S5ij = -8 ; 8l exp(-AE) > rno se acepta el cambio ¥y §ij = &j. Su venta-
Ja practica es que se logra el cambio de estado de manera muy rapida, lo que
lo hace muy adecuado al cAlculo computacional.

En el m2todo del batio t¢rmico el valor nuevo §ij se selecciona entre
todos los valores posibles de la variable dindmica con una distribucidn
proporcional a exp(-A(51ii)) sin tener en cuenta el valor anterior de Sj.La
ventaja de este m®todo es que considera todos los cambios posibles sin
desechar ninguno, cosa que si sucede en Metropolis. La desventaja es que
demanda un mayor esfuerzo computacional.

En nuestros calculos poﬁ Monte Carlo se sigui® el m2todo de Metrorolis.
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2.4 3 METODO ESTADISTICO CUANTICO DE MONTE CARLO
El m®todo estadf stico cuantico de Monte Carlo (Suzukl,1976) consiste en
una aproximaci®n general a los sistemas cuidnticos de espines que permite
simularlos por una computadora clisica.
Este m®todo se basa en una correspondencia entre un sistema cuAntico de
espines en d-dimensiones y en uno de d+l-dimensiones clésico, a través de la
férmula de Trotter (Trotter 1959)

eA+B - 1im (e/J/meB/m)m

m»o

(2.4.1)

en la que Ay F son dos operadores cualesquiera.
Esta fSrmula permite realizar aproximaciones a la funci®n particidn del
gistema cudntico d-dimensional ZD en términos de funciones particidén de

sistemas clasicos d+1-dimensionales Zm:

~ S
2 = 1lim Z (2.4.2)

m0

donde Z = 'Ir [ (MBS Iy (2.4.3)

La dimensi®n adicional es la responsable de los efectos cuwanticos como 1la
no-conmutatividad del operador relevante. Esta direccidén se conoce con el

nombre de dimensi®n cuintica-o de TROTIER.



Como elemplo vamos a dar el caso del modelo de Ising transversal en una
dimensi®n v en una red de N espinea. El Hamiltoniano es

M N
H = Hi+ Hz = -J ):o'" 0?: - I ):o')," (2.4.4)
A S A i

1 .
171 v=1

La funci®n particidén del sistema cudntico se aproxima ror (2.4.1) y en

este caso se tiene

-3H
2= (e r ).
o 4 4
A= thio‘ o (2.4.5)
N
B=I Yo',
i=1 t
con 2 = 1/kT. Reemplarando en (Z2.4.3) se obtiene
N N
(B3I /my 0'.;0‘."*_1 ) (BU/mE )
Z = Tr (e ir1 e i=1 ) (2.4.6)

m

Para obtener el estado fundamental se necesita otra transformacidén

adicional .definiendo una nueva variable n=3" luego s8i n 00 > T -+ 0.
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La funcidn partici®dn a T=0 es:
N

N
(J /l'mEO?O"z* +1/m ¥ o )y
e 1im Tr (e iza P e b ) (2.4.7)

s
Introduciendo un conjunio completo de estados entre las Z2mn exponenciales

dentro de la traza y usando la identidad

X ey - '3
¢S 1e” /™ s> =(1/28enh (2/m))t"2 e85 *1/21n(coth(1/m)) (2.4.8)
con S=11 variable de espln escalar, se obtiene
0 ;
P = 1im (( 1/Z8enh (2/m) V2 gy Py, (2.4.9)
m-yxo
10
con
N nN»m
Hl =£§1j}—:1(J/nl S'Ljsi.+1j +1/2 ln(coth(l/m))S,ljSin) (2.4.10)

La simulacidon por el metodo de Monte Carlo puede ser realizada sobre un
modelo clasico bidimensional con N espines horizontales y mm  espines
verticales (dimensi®n de Trotter) descripto por ML y condiciones de contor-

no perisddicas.
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Es decir que se pasa de un sistema cudntico unidimensional :

6]
FIGURA N 2.4_lcada punto de lo red i esla representado por un operador de

Lo
Pault o,

a uno clasico bidimensional:
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J/m |7

Direccion de /\

Trotter

I BT T T T A AN
T R S S R

ane
—0
—_—
—_—
—_—
—_—
—_—

o]
FIGURA M 2_.4_214a rod bidimonsional tiene N spines horizontales y
m¥*n oopinoes on la dimencion de TROTTER

sobre el que se aplicari el mtodo de Monte Carlo.
Con esta breve descripcidn de la versidn de Monte Carlo cuAntico que se

va a utilizar terminamos la revisidn de los mftodos aplicados en esta tesis.
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CAPITULO N 3
MODELO DE POTTS

3.1. INTRODUCCION
El modelo de Potte es una generalizacién del modelo de Ising que consis-
te en un sistema de spines en un plano ,con cada spin apuntando a una de las

g direcciones especificadas por los &ngulos

6 =2nn/q, =0,1,...¢-1. (3.1.1)

La interacci®én mas general de primeros vecinos depende del angulo rela-
tivo entre los dos vectores.Es un sistema con simetria Z(g) con Hamilto-

niano:

H=-§ J(B.U,) ” (3.1.2)

<Lj>

donde la funcién J(6) es 2rn periddica y GU = Gh - Gn es el 4ngulo entre
i J
los dos spines en los sitlos vecinos 1 y j.La versi®n standard del modelo de

Potts es con

J6;) = roln,n) , (3.1.3)

y es la que se estudiard en este trabajo.
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vectores.Es

El modelo de Potts no s&lo presenta una transicidn orden - desorden de
interés tedrico sino que tambien es realizable en forma experimental.

Para la realizacién experimental de un sistema de spines se debe buscar
sistemas reales que pertenezcan a la misma clase de universalidad ,o sea que
tengan los mismos exponentes criticos.Un ejemplo de sistema real de dos
dimensiones es la transicidén que ocurre en monocapas y submonocapas adsorbi-
das por superficies cristalinas.Domany et al (1977) mostraron que los siste-
mas adsorbidos pueden ser clasificados usando la teorifa de Landau y el Ha-
miltoniano de Landau-Ginzburg-Wilson de los adatomos considerados como un
gas en la red ,de forma que las transiciones que pertenecen a las distintas
clases de universalidad de modelos de spin bidimensionales pueden ser reali-
zadas eligiendo apropiadamente la matriz del substrato y el adatomo de co-
bertura.

Para el caso que vamos a estudiar en este capi tulo : ¢g=3 y una dimensién
cuadntica ,equivalente a dos dimensiones clasicas;se pueden encontrar reali-
zacliones experimentales en compuestos de grafito intercalado (GIC) (Zabel vy
Chow 1986),en particular la adsorcién de a&tomos de He* en grafito a 1/3 de
cobertura,asi como la adsorcién de Kriptdn en grafito (Berker 1978).

El modelo de Potts en dos dimensiones concuerda para ¢>4 con la predic-
cién de campo promedio (Mittag y Stephen 1974) que predice una transicién de
primer orden.Para g¢<4 presenta transicidén de segundo orden.

En las transiciones continuas son de fundamental importancia 1los expo-
nentes cri ticos termico ¥, y magnético ¥ definidos a través del comporta-

™ I 14 N

miento critico de la energia libre f(gq,r,h):
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flg,r.0) ~ | r-r|*7, r- r (3.1.4)
flg,r,m " | A1, B~ 0. (3.1.5)

A partir de estos exponentes es posible definir el resto de 1los exponentes

cri ticos.den Nijs (1979) hizo la conjetura para el exponente térmico:

v=31-uw/@2-u,g=4 (3.1.6)

con 0 < u= (2/m)cos " (¥g/ 2) = 1,

mientras que para el exponente magnetico Nienhuis et al (1980) con]eturaron

que:
v, = (3 -w - u)/4zZ - u). (3.1.7)

Estas suposiciones han sido verificadas con un alto grado de precision
nurérica (Nightingale 1980,Blote 1981).A traves de las mismas es posible
obtener una prediccién para los exponentes criticos del modelo de Potts.En
este capl tulo se obtendra por distintos m®todos el exponente (3 que controla

el comportamiento de la magnetizacidén :
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Me11-117, 1.1, (3.1.8)
y se compararan los resultados de los distintos métodos entre si y con el
valor de {3 conjeturado.los resultados obtenidos anteriormente por distintos
métodos de aproximacién para este exponente se muestran en la Tabla
3.1(Extral dos de Wu,1982).
Los métodos utilizados permiten ademés obtener el punto en el que se produce
la transicién de fase.Dado que este punto es exclusivo de la versién hamil-
toniana del modelo ,supondremos que su valor exacto es el que brinda la
mejor aproximacién de los distintos m&todos.

Los m&todos aplicados fueron : el de grupo de renormalizacién (RQG),
desarrollo en bajas temperaturas (LT) y el método variacional de bloques
(MV).

3.2 -HAMILTONIANO DEL MODELO CUANTICO DE POTTS EN (1+1) DIMENSIONES

Para obtener el modelo cuAntico equivalente al modelo clasico de Potts

en (1+1) dimensiones se utiliza el m®todo de la matriz de transferencia

2

descripto anteriormente. E1 hamiltoniano cwéntico que se obtiene es:

= . ) 2 2 _ 2 2
H = ? -at QL -r/2 ( 8.8t 3E!zi_.‘32.l+1 zsztszt+1)’ (3.2.1)
011 100 , 100
com @= 1014, 8 =1000 vy s =[000| (3.2.2)
110 0 0-1 001
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3.3.GRUPO DE RENORMALIZACION

El método de renormalizaciédn empleado (Epele 1981a) ha sido descrito en

forma general en la introduccidén.

Lo X x [k x XK x ...
1 3 2

En este modelo el hamiltoniano del bloque con el que se trabajd es:

3
H= E -0 Q-1r/2 (8,8  +36,5, - 25). (3.3.1)

+4 Zi zi+d zi

Los operadores en HBse expresan en la base de autovectores de 8_ del sitio

central :
1 (o] (o]
+>= 1o | [0>= 1|1 , ->»= o |, (3.3.2)
o o 1

H = . (3.3.3)
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Se diagonaliza y se retiene los autovectores correspondientes al autovalor

" mas bajo (truncado o thinning):

A= —(r400)/2 - [(e-0)7/8 42 o772, (3.3.4)
2b ] 1
N>z [206) 17| 1 [, pS>= r26®)1F b |y
1] 1
- 2 1/2 1 |
|k<>: [ 2(14b ) ] 1 |, con b= —Tza/(X<+r). (3.3.5)
2Zb |
Los autovectores del block quedan de la forma:
+ +
|I>= > o, [+,
o o
|II>= |7\<>1P\<>2|O>3 y
IID>= P> >, |-3,- (3.3.6)

Para hallar el autovalor asociado al campo externo Xh se toma

NER-RNZ- BN (3.3.7)

y como H = <L,IL,III| H + h 8, |I,II,III>IKC= H +h’sz, (3.3.8)
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finalmente se obtiene

h' = ( 1+ (2 bf -1)/( 1+ bf )) h, (3.3.9)

- 2 2
y A = (1+(2b, -1)/( 1+, ))ItQ=(1i13)/72’ (3.3.10)

en donde se ha especlalizado el parametro b( en el punto cri tico,de agqut se
obtiene :
2.366

A= . (3.3.11)
0.634

En las sucesivas aplicaciones de renormalizacién la interacci®én en la
direcci®én correspondiente al autovalor menor que uno tiende a
desaparecer,mientras que aquella del autovalor mayor que uno se refuerza, vy
es8 por lo tanto ¢sta dltima la que va a dar cuenta de la correlacién a gran
escala caracteri stica del punto cri tico.Por esta razén se llama a los
autovalores menores que uno y a las direcciones asociadas a 1los mismos
irrelevantes,mientras que a los autovalores mayores que uno y a Ilas

direcciones asociadas se los conoce como relevantes ya que es a través de

ellos que se obtiene la forma caracteristica en que responde el sistema

67



critico a la variacidén de los parametros fisicos (en este caso el campo
magnético externo).
Por esta razén se usarad el autovalor relevante (h< > 1) para calcular el

exponente cri tico asoclado al campo externo V,.:

y,, = 1n (2 )/ In (3) , (3.3.12)

usando que el ndmero de coordinaci®én en esta red unidimensional es 2.Aal se
obtiene Y, = 0.784 ,un valor bastante alejado del exacto v, = 1.866.

Para obtener el exponente {3 se puede usar la igualdad (Ravndal 1975)

R=( l—yh/Z )/yt/Z .

con vy recién obtenido e yt:1.15 (Epele 1981b) resultante del mismo RG.Asi se
obtiene 3=0.1165 , una muy buena aproximacidén al valor exacto 3_ = 1/9=.1111
y del mismo orden que las mostradas en la Tabla 3.1.

Con esta misma realizacidn del RG se habi a obtenido anteriormente el
valor del punto critico o/r = 1/3 (Epele 1981b).Este es el que se toma como

mejor aproximacidn.

3.4 .DESARROLLO EN BAJAS TEMPERATURAS
El desarrollo en bajas temperaturas (ver Cap. 2 )consiste en calcular
perturbaciones al estado fundamental del hamiltonlanc cuéntico a T=0, con

este propdsito se toma el hamiltoniano de Potts (3.2.1) con campo externo
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para una red unidimensional de N spines:

H=% -a Qm +r (1 - & sm,sm+1) +h 8 » (3.4.1)
m

que se puede escribir , eliminando un factor,

H=E(-1/A) Q+ (1-6 8,8 ) +hs, (3.4.2)
m

aqui conviene distinguir la parte perturbativa :

H=(1A)V + WO’ (3.4.3)

con V= }:Qm, la perturbacidn y
n

W0= E(l-—é smsm+1) +hsm. (3.4.4)

Para h=0 se tiene un estado fundamental triplemente degenerado. Noso-
tros vamos a trabajar con h < 0 y h =~ 0 lo que nos da un estado fundamental
1
todo "up” : | 3> =I
m

El desarrollo perturbativo de la magnetizaci®n se hace en potencias de

1/ (~T) :
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M=1/N (8 E/0hl __+dE/dnl _ .A/A+8E/anl_ An"+

+0 B/ h | _ 1A+ ). (3.4.5)
EC es la energl a del estado fundamental :
(o]

E= <% | Wyl 3>=Nn (3.4.86)

Por otra parte

1
V] 2>7% =% |1, (3.4.7)
e oo f]

lo que implica que E'= < 41 V |7> = 0. (3.4.8)
=<2 VeVl o, (3.4.9)

e+ >¢< | | 4 >¢ ¥

con g = + , (3.4.10)
E°- Ec»> . EC - Kt
) '

| »>= ]y | ¥ = (3.4.11)
(o] 1
. 3h - 4
obteni¢ndose E= N ) (3.4.12)
2(h-1)(h-2)

E'= <4 VaVEV | 4> - <4IVI 43¢, 1 VE V] 4>= <4 VavaV | 4>, (3.4.13)
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de aqul resulta

E’= 2N/(h-2)(2h-2).

(3.4.13)

El 4ltimo término del desarrollo que se calculd fue el cuarto,aqul

energi a que interviene es:

E'= <,1VaVaVaV| 1> ~ <41 VaVl 4><4 1 VE VI 4>,

este calculo da

E=N{ -6 [1 L 11 6 [ 1, 1]
(h-2)> 2h-4 3h-4 (2h-2)® 3h-4 4h-4

L 4 [1,11, 4 [ 1 171}
(h-2)° 2h-2 3h-3 (2h-2)° 3h-3 4h-2

y los términos que intervienen en el desarrollo son:

(o)
1 0K _ L, 18 F
N a1 h=o" B Nan ho™ "¥4
1 8E, _ ... 1 8B

El desarrollo de M en bajas temperaturas (3.4.5) es entonces:
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(3.4.16)
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M=1-3/4 (1) - 1/2 (1% - 1.208333 (1) +... (3.4.17)

A este desarrollo se le aplicé la prueba del cociente (ver Cap. 2) en

la que se obtiene que el cociente de dos té&rminos en el desarrollo da:

) 1., pHl
R)= &/8 = (1—7)- (3.4.18)

Utilizando el primero,segundo y cuarto término del desarrollo (3.4.17)

se obtuvieron:

3 = 0.1892 vy Kc = 3.95;

valores no muy alejados de los conjeturados:

ﬁcon=1/9=. 1111 v chon=3
(Epele 1981b). Este resultado es aceptable ya que estos desarrollos son

menos precisos a medida que uno se acerca al punto cri tico.

35 .METODO VARIACIONAL DE BLOQUES

E1 mé&todo variacional de bloques (Abad 1984)tambi¢én fue usado para
hallar el punto critico y el indice /3 en el modelo cuantico de Potts en una
dimensién.

Como ya se explicd antes ,este m¢todo consiste en un proceso iterativo
en el que se van resolviendo en cada paso bloques de un ndmero creciente de

spines,comenzando por un bloque de un sitio,luego uno de dos sitios y =se
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continta duplicando el nimero de sitios en el bloque correspondiente a cada
raso.La resolucién en cada paso consiste en hallar autovélores y autovecto-
res del hamiltoniano ,queddndose con los correspondientes a las menores
energl as.

En este caso se comienza con resolver el hamiltoniano (3.2.1) de lo que
resultan tres autoestados: |1>,]12>,]|3>.8Se expresa el operador de spin en
esta base.

En el paso siguiente se toma un bloque de dos sitios:

r—-a.—b—
X X

cuyo hamiltoniano se puede escribir

(1) (O (O)
H = Ha + Hb + Hab. | | |(3.5.1)
H;m )4 H;mson los Hamiltonianos de un sitio resueltos en el paso previo y

Ha.o es el término de interaccidn entre sitios que conciden con los bloques
del paso anterior y por lo tanto se usa la representacién obtenida en ese
paso.De esta forma se expresa H" en la base 11 1>,11 2>,11 35,12 I>,ete. v
se resuelve reteniendo los 3 autoestados de menor energi a para expresar los
operadores del paso siguiente con ellos.As{ se genera un proceso 1iterativo
con bloques cada vez mas grandes hasta que se obtiene convergencia en 1la
matriz de spin .Otros resultados de interés son: l)el gap de energia entre
el estado fundamental y el primer excitado y 2) la densidad de energia
libre F = E(0)/2".

La transicién de segundo orden se puede detectar por el parametro de
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paso.De

orden o magnetizacién ,que se obtiene de 1la matriz correspondiente al opera-
dor de spin,o por la anulscién del gap.

La matriz de spin obtenida en la fase ordenada es de la forma

1 0 0
8, = a. 0 1/2 1/2| ,con a # 0, (3.5.2)
0 1/2 1/2

se esgperaba obtener a.sz,pero con Bz dado por la féSrmuls (6).De cualquier
modo esta matriz tiene los mismos autovalores que. la matriz de spin normal
5, (3.2.2),de forma que < sz >= a en los autovectores de la matriz de sapin
obtenida.l.os autovectores son:(1,0,0),(0,1,1),(0,1,-1),1lo8 dos dltimoa son
una combinacidn lineal de dos de los autovectores de 52(3.2.2).No pudo ha-
llarse exrlicacidén para este hecho.

El punto cri tico se obtuvo simulténeamente por la anulacién del gap Vv
del parametro de orden (<sz>:a).Su valor fue Ac= 2.6845,bastante aproximado
al exacto Ac_= 3.

El 1 ndice cri tico /7 se determin® por ia forma en que se anula la magne-
tizacidén en las cercant as dei punto cri tico .Asi se obtuvo 7 = .31 , alejado

del exacto f?ex= J111.

3.6.CONCLUSIONES PARA EL MODELO DE POTTS

Los resultados obtenidos para el exponente cri tico 3 y el punto critico
A con los tres métodos propuestos se encuentran en la Tabla 3.2 .

De la comparacién de los resultados obtenidos en la Tabla 3.2 se puede

decir que el grupo de renormalizacién es el que da 1a mayor
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aproximacién,seguido por el desarrollo en bajas temperaturas y por ultimo el
variacional.Cabe aclarar que el RG no siempre es posible ,ya que s8e debe
lograr que el hamiltoniano resultante del "scaling” tenga los mismos opera-
dores que el original.Pero, si €¢sto se logra (depende del modelo),es el que
da los mejores resultados.Cuando no se puede implementar el RG el apropiado
serf a el desarrollo en bajas temperaturas,ya que con los primeros términos
(lo que significa pocas cuentas) se llega a buenas estimaciones de indices y

puntos cri ticos.
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M4 todo rR
Conjeturado 1/9
Desarrollo en serie HT (Miyashita 1979) 0.1064
RG variacional Kadanoff (Dasgupta 1977) 0.107
Monte Carlo RG (Rebbi 1980) 0.101

TABLA 3.1:Resultados obtenidos con distintos m&todos numéricos para el expo-

nente cri tico 2 .(Wu 1982)
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Ae 3
cony. 3.0 111
RG 3.0 .1165
LT 3.95 .1892
MV 2.68 .311

TABLA 3.2 : Comparaci®én de los valores del exponente critico 3 y del
punto cri tico )\c conjeturados y obtenidos en este trabajo con los distintos

me todos.
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CAPITULO N 4
MODELQ DE BLUME-CAPEL

4 1. INTRODUCCION

El modelo de Blume-Capel fue introducido por Blume (Blume 1966) y Capel
(Capel 1966-1967) a los efectos de reproducir el cambio de fase magn®tico de
primer orden en UCz.En €1 se supone una estructura electré&nica para el ura-
nio con un estado fundamental singlete no-magnético y el primer estado exci-
tado un triplete magnético y unicamente Iinteracciones de' intercambio
isotr¢picas bilineales.Con un campo magnético externo 1lo suficientemente
fuerte ,uno de los componentes del triplete se ubicard por debajo del sin-
glete y ast se obtendr4 una solucién magrética a T=0,obteniendo el cambio de
fase cuando T aumenta.

Expresado é¢sto en t2rminos de espines se obtiene un modelo de espin-1

con Hamiltoniano

H=J L 5 5 - AL (sf) , (4.1.1)

<L, j>
donde 5 ,la variable de espin 1,toma los valores 0,+1,-1.Las constantes de
acoplamiento son medidas en unidades de kT y A representaria el papel de
potenclal quimico para el estado de s5=0.
El modelo de Blume-Capel es uno de los modeloa del tipo de Ising méas

simples y presenta un punto tricri tico en su diagrama de fases separando las

transiciones de primer y segundo orden.

78



La diferencia fundamental entre el punto tricritico y el eritico es que
mientras este Gltimo requiere dos parametros termodindamicos para ser ubica-
do, por ej. un punto cri tico ferromagn®tico comin requiere la temperatura T
y el campo magnético ,el tricritico necesita tres ,el parametro
termodindmico extra puede ser ,por ejemplo 1a concentraci®én.Se debe conside-
rar ademas de la temperatura Ty del campo H acoplado al pardmetro de orden
M .otro campo h acoplado a una variable m.El punto tricri tico puede ser el
punto donde una 11 nea de puntos cri ticos se convierte en una 1linea de tran-
Bici®én de primer orden o como el punto de encuentro de tres 1ineas
cri ticas.El del modelo de Blume-Capel es un ejemplo del primero de ellos.Los
fervdSmenos tricrfi ticos presentan mucho inter®s desde el punto de vista
tedrico y experimental ya que se ha encontrado que son diferentes de los
ferrdmenos cri ticos comunes.En un cAlculo de grupo de renormalizacién (Riedel
1972) se mostrd que el comportamiento tricritico de un modelo gaussiano
tridimensional es deacripto por los exponentes clasicos (mean field) con
correcciones logari tmicas. Experimentalmente se ha encontrado comportamiento
tricrf tico en las transiciones metamagnéticas del DAG (granate de disprosio
aluminio) (Landau 1971,Giordano 1975) y del Cl2Fe (Birgeneau 1874) : en
separaciones de fase de mezclas 3He - 4He (Peliti 1984) y en la transicién
de fase estructural del NHsCl (Garland 1971).Los sistemas metamagnéticos
estAn constituidos por planos de forma que los iones magneticos presentan
acoplamiento anisétropo ferromagnético en el interior de los planos y anti-
ferromagretico entre ellos .En ausencia de campo magnético externo unifor-

me,presentan una transicién paramagrética - antiferromagn®ética de segundo
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concentraci%25c3%25b3n.Se

orden con parametro de orden M la magnetizacién alternada de los planos vy
campo conjugado tambien alternado.Con campo magnético externo y dependiendo
de la intensidad de ¢ste se obtendrd transicidén de primer y segundo orden
con un punto tricri tico que separard ambos comportamientos.

En las mezclas He3-He4 aparece el conocido punto A del He4 que caracte-
riza la transicién de superfluidez.En presencia de He3d,el punto A  describe
una 11 nea descendiente que llega a la curva de mezclado,obteniéndose el
diagrama de fases de la Fig. 4.1 _El punto critico en el maximo de la curva
de mezclado es un punto tricrf tico.El pardmetro de orden es la superflui-
dez;m es la concentracién X y el campo conjugado h es la diferencia de po-
tenciales qui micos del He3 y el He4,u3-14.En el plano A, T el diasgrema de
fases corresponde al de la Fig.4.2.Este sistema para &3 presenta un expo-
nente tricri tico con exponentes clasicos y estd bien representado por el

modelo de Ginzburg-Landau.

liquido normal N
superfiico S punto tricritico

/N+s

0 1

Xifraccion moler He3)

Fig. 4.1 - Diagrama de fases para la mezcla He3-Hed4 en el planoc x,T
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H

Fig.4.2 - Diograma de fases con un punto tricritico en el plano h,T.

En los halogenuros de amonio (NH4Cl) los tetrahedros de amonio pueden
tomar dos posiciones distintas ,posibilitando una transicién orden-~
desorden.A presi®n ordinaria,el cloruro de amonio presenta una transicién de
primer orden que se convierte en una de segundo orden para presiones mas
elevadas,atravesando por lo tanto un punto tricri tico.

Este modelo ha sido estudiado en profundidad,en particular en 1la red
bidimensional.La versidén cudntica del modelo ha sido estudiada usando
técnicas de " finite size scaling " (Alcaraz 1985) ,métodos de grupo de
renormalizacién en el espacio real (Hamber 1980 ,Hu 1980) vy aproximaciones
de campo promedio (Hamber 1980).

En todos estos trabajos no se tuvo en cuenta el comportamiento antife-
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rromagnetico del modelo.Dado que la realizacién del grupo de renormalizacién
descripta en el Capf tulo 2 (Epele 1981a) permite el estudio simultaneo de
las fases ferromagnética y antiferromagnética del modelo nos propusimos
"revisitar"” el modelo BC en (1+1) y (2+1) dimensiones por medio de esta
realizacion de RG (Arizmendi 1986).

Tambien se hizo el estudio del mapa de fases del modelo BC con el
m®todo variacional (MV) descripto en el Capf tulo 2 (Abad 1984) , (Arizmendi

1986).

4 2 HAMILTONIANO DEL MODELO DE BLUME CAPEL CUANTICO

El Hamiltoniano de la versidén cuintica del modelo en d dimensiones

obtenido a traveés de la matriz de transferencia es (Cap. 1) :

H=L [v(s), +5(5) 1-L (8)(8); (4.2.1)
i <ijs 3
con
o 10 10 0
s =12l o 1| g = [0 1 of (4.2.2)
0 1 1 0 0-1

4 3 _.GRUPO DE RENORMALIZACION

Es Interesante sefalar que Bambi Hu (Hu 1980) partiendo del modelo de

82



Ising de spin 1 en un campo transaversal

H= K E (8), - L (5)(s,), (4.3.1)

g

aplicando una versidn de grupo de renormalizacidn con truncado llega al

Hamiltoniano

H= KL () L ()(5)+ KL (307 +K E (g,), »(4.3.2)

<ij>

que es la versién cuAntica correspondiente al limite hamiltoniano del modelo
de Blume-Emery-Griffiths (BEG} v de este resultado induce que ¢éste es el
modelo cuantico minimo cerrado bajo grupo de renormalizacién ( no aparecen
nuevas interacciones al aplicar el cambio de escala) .Nosotros demostramos
que BC que corresponde al BEG con ﬂ;:E;=O es cerrado bajo la realizacién de

grupo de renormalizacidén que empleamos.

El Hamiltoniano del block se escribe

4
H = { T W } (4.3.3)

donde { es el mimero de coordinaci®n de la red y

W= K = (2-1)g, + é(sz)z +r 5. (4.3.4)
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La ecuaci®én de los autovalores Kl de esta tltima matriz es:
AL = 12-117 - 256 - X)) = 0 (4.3.5)

v los autovectores correspondientes son

)’/’—2-
SN +1-2
| (527 - 12-11 | "
I A, > = 1 (4.3.8)
& y.2
6—AL+2—1 i
con
8 = (L&A -12-11 7 + ¥ 162 )% +12-11 1172 (4.3.7)

Finalmente se retienen los autoestados correspondientes a 1los tres
autovalores mas bajos de cada bloque (dos de ellos son degenerados) para

realizar el truncado del espacio de Hilbert.Estos estados son :

4
11>, = 11>, [ 1> s 1=1,2,3. (4.3.8)

i=1

El préximo paso es construir un Hamiltoniano total que actie en el
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espacio de Hilbert truncado.Para €sto consideramos los elementos de matriz

del operador remanente en la base truncada

. . e

V= ¥5(0) - (E-1)8) 8, + 6(5) (0) (4.3.9)

donde <J,Jj"> indica dos primeros vecinos en el block y (0) el spin central.
El Hamiltoniano final toma la forma original pero con constantes de

acoplamiento renormalizadas

S z
<j},)°>

H=fe 1l +rLd - L 44 -6E)° (4.3.10)
i i J

donde

o,
E° = (4.3.11)
A -1 (51

A}

4 2 2 2 62 2 2 /2
IR ((CENRTICEND SO SN NS W Pl CR NS IS b
yo = - s (4.8.12)
AC-1r° (61

4
alln XA ) +6]

& = 2 ‘4 2 —. (4.3.13)
4(C-1)r" (5x )
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Los puntos fijos de estas transformaciones

nureéricamente ,en particular,el punto tricri tico .Lineslizando en las cerca-
ni as de este punto se obtuvieron los autovalores térmicos, y a través
ellos,los exponentea criticos.En este caso,
tricerf tico ,presenta dos exponentes cri ticos ,ya gque presenta una
relevante mas que los puntos cri ticos comunes.Los resultados obtenidos para
el runto tricri tico y los exponentes cri ticos para el modelo en (1+1) dimen-

siones se encuentran en las tablas 4.1 y 4.2 ,donde se los compara con los

resultados de otros m&todos.

por tratarse de wn

Yte
ORG 0.25
FSScAlcarazasy 0.42
RG(Hamberao) 0.32
MFA(Hambersoy 1.0

ov 0.35

Ste

0.83
0.91
0.83
0.68
0.83

Tabla N 4.1 cCoordenadas del punto tricritico para el modelo BC cuantico en

(1+1) dimensiones .Resultados obtenidos por distintos metodos.
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y1 y=
Valor conjeturado(Nienhuis,az> 1.8 0.8
ORG d-1+1 1.85 0.64
FSS =141 tAlcaraz,as 1.8 0.7
RG 141 (Hamber,n0) 1.81 0.93
RG @=1+1 (nu,s0) 1.76 0.60
RG d2 ¢(Berker,70) 1.84 0.92
RG variacional d=2¢kaufman,s1y 1.77 0.52
Tabla N 4.2 Exponentes crilicos para el modelo cuantico BC en (1+4)

dimensiones. Se muestran tambien los exponentes del modelo BC

clasico en 2 dimensiones.

Como en el mapa de fase hay una 1li nea correspondiente a transiciones de
primer orden ,las transformaciones del grupo de renormalizaci®én deben refle-
Jar ¢sto, mostrando alguna peculiaridad respecto de las que estdn asociadas
a transiciones de fase de segundo orden y fendmenos cri ticos.Las propiedades
correspondientes a los grupos de renormalizacién para transiciones de fase
de primer orden fueron estudiadas por Nienhuis y Nauenberg (Nienhuis 1975).
Ellos demuestran la necesidad de la existenclia de otro punto fijo ,ademés
del punto fijo que determina el comportamiento cri tico,este otro punto fijo
es llamado punto fijo de discontinuidad ya que estd asoclado a la disconti-
nuidad del pardmetro de orden.Las condiciones que debe cumplir este punto
fijo de discontinuidad son:

a) Los puntos que pertenecen a una zona del mapa de fase limitada de un
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lado por la superficie critica son mapeados por las transformaciones de
renormalizaci®n sucesivas en este punto fijo.

b) En el punto fijo de discontinuidad ,el autovalor asociado con el campo
ordenador coincide con el cambio de escala L de la transformacién de renor-
malizacién .Para redes discretas ,como en nuestro caso ,L es el numero de
spines en el bloque.

c) El1 salto del parametro de orden en el punto fijo de discontinuidad es
distinto de cero.

Es facil verificar que el punto del mapa de fase » = 0 ,&6 = 1 cumple
estas condiciones .Esto estd de acuerdo con lo obtenido por Hamber (Hamber

1980).Lo vamos a hacer para £ = 2 :
)/:0:9)\1:6-—1;)\ =0, (4.3.14)

despugs del truncado :

r=pz= 0
(4.3.15)
5 =2(5 -1)+5,
o sea que el punto fijo para » = 0 se obtiene con & =1y
a &
a s 'é:l,y:() =3, . (4.3.16)

el nimero de spines en el bloque.

El mapa de grupo de renormalizacidén tambie¢n muestra un punto fuente
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para la fase ferromagnéticaeny =0, & = - o ,

Las tablas 4.3 y 4.4 presentan los resultados correspondlentes a (2

+ 1) dimensiones y distintos nimeros de coordinacién.

Ytic Ste
£ =3 0.28 0.96
£ =4 0.28 1.04

Tabla N 4.3 cCoordenadas del punto tricritico para el modelo cuantico BC en

(2+1) dimensiones y numaeros de coordinacion de la raed E
distintos.
n y2
Gaussiano 2 1
ORG =2+1,£=3 1.58 0.46
ORG o=2+1,£=4 1.42 0.38
RG Variacional d=3¢ri jpkemacad> 2,01 0.5
desarrollo 3-£ @=3(chang, 74> 1.97 1.2
Tabla N 4.4 Exponentes criticos para el modelo BC cuantico en (2+1)

dimensiones y para el BC clasico en 3 dimensiones.

El diagrama de fases obtenido por medio del flujo de 1las transformaciones

del grupo de renormalizaci®én se muestra en la Fig 4.3 (ORG).
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Fig. 4.3 Diagrama do fases (plano (¥.5)) para el BC cuantico en +1)

dimensiones. MFA, RA (Hamber 80); FSS (Alcaraz 85%5); ORA,OV (ArizmendiL 84).
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Esta realizaci®én del grupo de renormalizaci®én define dos subredes 1in-
terpenetradas con respecto a las posibles orientaciones de spin .Este hecho
rermite estudiar las propiedades antiferromagnéticas del modelo sin incluir
acoplamientos de orden m4s alto.La ubicaciétn del punto tricritico y 1los
exponentes cri ticos correspondientes se muestran en la Tabla 4.5.Los expo-
nentes cri{ ticos coinciden con los de la fase ferromagnética.Esto se puede
entender viendo que el cambio de signo que produce el comportamiento anti-
ferromagnético puede ser absorbido por un cambio de signo de los spines de
una de las redes intervenetradas.El diagrama de la fase antiferromagn®tica
puede obtenerse del ferromagrético usando la simetria de las ecuaclones del
grupo de renormalizacién bajo el cambio de los signos de & y ¥ junto con 1la

inversi®én del espectro del hamiltoniano del blogue (Ec.4.3.13 y 4.3.14).

y?c &te y? yg
g =2 -0.25 -0.83 1.85 0.64
¥ =3 -0.28 ~0.96 . 1.68 0.46
£ =4 -0.28 -1.04 1.42 0.38

Tabla N 4.5 Coordenadas de punto (tricritico y exponentes criticos para la

fase antiferromagnetica en 1+ y (2+1) dimensiones.
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4 4 .METODO VARIACIONAL DE BLOQUES

Se ha aplicado el m®todo variacional de bloques (Abad 1984) descripto
en el Capi tulo 2 al modelo cuantico de Blume Capel en (1+1) dimensiones
prara encontrar el diagrama de fases .En este caso el hamiltoniano de un

sitio aislado es.:

h =7 (g), +5 (8); » (4.4.1)

este hamiltoniano se diagonaliza ,dando lugar a tres autoestados con los que

se formara la base :

1< #<3
o= 1D, 1P, {1SJ53 : (4.4.2)
1=k£9

Esta base se usa para resolver el hamiltoniano del bloque de dos sitios
h; = hx ¥ 112 - (52)1(52)2 (4.4.3)
v luego de la diagonalizaci®dn se retienen los tres autoestados sim®tricos de

mhs baja energi a.Este procedimiento es iterado obteni®#ndose luego de N+ 1

pasos la aproximaci®n variacional al problema de ZN sitios.
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El diagrama de fases de la Fig. 4.3 se determin® a través de la dege
neracion del estado fundamental de hamiltoniano obtenido en forma variacio-
nal, o sea ,la linea de transici®dn de fase aparece en aquellog puntos del
espacio de parametros (»,5) en los que el primer gap de energia se comienza
a anular.El punto tricri tico es aquel en el que se anulan simultdneamente el
primer y el segundo gap.Los pardmetros del punto tricrf tico !obtenido con

esta aproximacidn variacional se encuentran en la Tabla 4.1 .

45 CONCLUSIONES

Los dos m&todos propuestos, la realizacidn del grupo de renormallzacién
y el variacional ,conducen a resultados muy razonables para el diagrama de
fase v los pardmetros tricri ticos. Ademads el grupo de renormalizacién
elegido permite considerar simultineamente las fases ferromagnética vy
antiferromagnética, logrando asi{ obtenerse los primeros valores reportados
para los parametros antiferromagnéticos de interés.

Se puede afirmar , por lo tanto , que ,la realizacién de grupo de
renormalizacién y la técnica variacional implementadas ,son apropiadas no
8510 por su simplicidad ,sino también por obtener buenos resultados

comparados con aquellos obtenidos por m®todos mas sofisticados.
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CAPITULO N 5

MODELO ANNNI ¥

5.1 MODELOS COM INTERACCIONES COMPETITIVAS

Los modelos con interacciones competitivas comparten las
caracteri sticas generales de los modelos de spin en redes descriptos en 1la
Introducci®n , el rasgo distintivo que presentan es que muestran fuerzas
conflictivas que actdan sobre los espines. Esgto 8e produce cuando el
cardcter de la interacci®n depende de la rosicisn relativa de los spines en
la red. Por ejemplo, hay interaccidn ferromagr®tica entre primeros vecinos y
antiferromagtica enbre segundos vecinos en una direcci®n. Fl diagrama de
fases presentarid regiones ordenadass en las que predomina alguna de las  in-
teracciones v olLras regiones en lag que la competencia es importante , lo

que da lugar a estructuras espacialmente moduladas.

(*¥) Kl material presentado en este capltulo constituy® el trabajo de

seminario presentado por A.Rizzo en la UDA. Kl autor de 1la tesis fue

co—-director del mismo.
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Estas estructuras espaclalmente moduladas se encuentran en numerosas
aplicaciones experimentales (Yeomansg 1988), tales como las aleaciones bina-
rias ,los politipos y sistemas magnsticos con fuerte anisotropi a axial.

Las aleaciones binarias . fundamentalmente las de metales nobleg como
Agatig, CuAu y AueZn ,pero tambien TiAla , presentan estructuras moduladas
cuando son sometidas a condiciones de contorno de antifase a Paja temperatu-
ra.Por ejemplo 1'1Ala presenta una estructura cristalina ctibica centrada en
las caras en la que se alternan las posiciones de los Atomos de Ti y Al al
ger gsometido a estas condiciones de antifase.Cada una de estas posiciones
puede ser representads por un spin "up’ o "down” en un modelo de spines con
interacciones compelbitivas.

loa politipos son compuestos construidos a partir de una o mas unidades
eastructurales que pueden ser ensambladas de diferentes maneras para obtener
fases estables o metaestables.los elemplos mag conocidos s8son los llamados
politipos cléasicos como el carburo de sf lice v el loduro de cadmio en 1los
que la secuencia de ensamblado de capas puede variar.Alrededor de cien
estructuras diferentes se han encontrado en carburo de ei lice con periodos
del orden de cien capas.Otros politipos se pueden encontrar en espineles,
peroskitas.micas.cloritos y muchas otras fases minerales.

Un ejemplo de sistema magn®tico gque presenta estructuras moduladas es
el antimoniuro de cerio .En este material una fuerte anisotropia uniaxial
hace que los spines apunten en la direccidn [ 100 }. Los planos (100)
pregentan orden ferromagn®tico v estructuras moduladas con vector de onda en

la direcci®dn [ 100 1, que varia en funcidn de la temperatura y el campo
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magne=tico aplicado.

5.2. MODELO AMNNNI

El primer modelo con interacciones competitivas fue introducido por
Elliott (Elliott.1961) para explicar las fases moduladas observadas en
compuestos de tierras raras. El modelo consiste en un Ilsing ferromagn2tico
cubico simple con un acoplamiento antiferromagn®tico adicional entre

e

segundos vecinos a lo largo de un dado " eje facil . Este modelo se conoce
como ANNN1 ( " Axial Next Nearest Neighbor Ising " ) a partir de un
trabajo en que Selke 1lo llam® de esa manera (Selke 1980).

Esta situacidn puede ser representada por un sistema que posea un

Hamiltoniano de la forma (k= J=/Jt):

Ld s _Jt( z SL S’ui -k E Si. Si.+z ) (5.2.1)
1 AR
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e

Fig N 5.1. Esquoma dol tlipo de interaccion en el modelo ANNNI-id.
J1 > 0y J2 (O .

El sistema consiste en una cadena de espines equidistantes con interacciones
de primeros vecinos ferromasnttica (J1 > 0 ) v antiferromagretica (J2 <0
en los siguientes (Next-nearest-Neighbour) como estid representado en la Fig.
N 6.1. Este es el modelo ANNNI en una dimensidén, k = -J2/J1 es la relacidn
de competencia entre ambas interacciones. J1 favorece la configuracidn fe-
rromagretica (+ + ...+ + ) o (- - - ...~ = =) 0o <> mientras que Jz la es-
tructura llamada degenerada o (2.2) o <2> de la forma (+ + — - + +.. .+ + - -
+ +).A temperatura cero el estado fundamental es ferromagn®tico para k< 1/2
y antiferromagn®tico para k> 1/2. Kl estado fundamental correspondiente a k

1/2 es infinitamente degenerado y este punto es conocldo como multicri tico

H

v a las !ineas de transici®n en el plano J1,J2 como 1ineas multifase. En
eatas lineas se encuentran fases con bandas de spines (serie de spines con-
tigwos con el mismo valor de spin, limitada por spines de valor contrario)

de distinta longitud pero de la misma energi a.
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Ahora consideraremos el modelo ANNNI en una red rectangular de M colum-
nas v N filas. A lo largo de la direccién x se tiene interacciones de pri-
merog vecinos ferromagn®ticas (J1>0) v antiferromagneticas (Jz < 0) de se-
pundos vecinos v a lo largo de la direceidn y tenemos sdlo acoplamiento
ferromagnético entre primeros vecinos con constante Jo positiva (ver Fig.
H5.2. El Hamiltoniano fue introducido por Hornreich et al (Horl*nreich 1979) v

se escribe (k = Jz2/1):

| SR X N ¥ A N¥M
o - S - _ ' + - : "
¥ = -1 .(L‘ bi_'j .a_t'j*_’_ k_ E.S.L'j .S.L'jm) Jo' ):'S.L'j 'S.Hm. (b.2.2)
T, ] t, J L, J
Z

~—
—

Fig N B.2 caso bidimensional.
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El diagrama de fases del modelo se muestra en la figura N 5.3. Dos
puntos relevantes en el diagrama Be obtienen en limites en que el modelo
rresenta soluci®n exacta: Para k = 0 el modelo corresponde a un Ising aniso-
trépico v el punto critico correspondiente estid seffalado con la letra I en
la figura. En Jo = 0 se obtiene el ANNN]1 unidimensional (5.2.1) . El punto
multicri tico correspondiente eatid designado con la letra Men la fig. 5.3.

La transici®n entre la fase ferromagn®tica y la paramagnetica se produ-
ce a lo largo de la linea Te(k) para k < 0.5. Para valores de k > 0.5 se
producen dos transiciones

T2z es la linea que gepara la fase ordenada (<2>) de la fase flotante
inconmensurable (floating Incommensurale) Esta fase es caracteristica de
ANNNI en dos dimensiones y aparece debido a que las fluctuaciones térmicas
hacen desaparecer las caracteristicas de series conmensurables de alto orden
v procesos de ramificacién de la fase modulada del modelo ANNNl en tres
dimensiones.

Tu(k) limita 1a fase inconmensurable y la desordenada. La fase desorde-
nada presenta dos tipos de comportamiento. Uno ti picamente fluido o paramag-

~r F

nético con funci®n correlacidon I'(r) 7 e vy el otro donde los efectos de

la interaccion de semndos vecinos comienza a pesar a temperaturas donde
. T sk 5 T -r /¥

aparece un término de modulaci®n en la correlacién, I'(r) e cos(qr).

Esta fase es denominada desordenada . La li nea que separa ambas fases es

denominada linea de desorden (DOL disorder line). Ksta linea se caracteriza

por que a partir de ella (para Kk menores) el vector modulacidn q comienza a

anularse ( cos(qr)=1 ).
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Fig.5.3 piagrama de fasos del modelo ANNNE - 2d.
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H.3.ANNNI 2-D - DETERMINACION DE ILAS LINEAS DE TRANSICION DEL MAPA DE FASES

MEDIANTE DISTINTOS METODOS
5.31 METODOS ANALITICOS

Las 1lineas de transicidn ferro - para y <2> - flotante' inconmensura
ble.identificadas por Ic v 12 en la figura 5.3 , pueden ser determinadas por
el m&todo de Miller-Hartmann y Zittartz (MH-Z) (Miller-Hartmann v Zittartz
1977). Eate m*todo consiste en el cidlculo de la energia libre de una inter-
fase construida en una aproximaci®on conocida como SOS ("solid on solid”) en
la que las fluctuaciones de la interfase son "kinks" 8in re-entrada. Las
11 neas Tc(K) v T2(K) se determinan por la condici®n que la energia libre de
la interfase se anule en la transicidén. Este m®todo provee buenas estimacio-
nes de temperaturas de transici®n en modelos de Ising bidimensionales.

De esta forma se llega para T=(K) a la ecuacidn

gsenh(2(J1 /KT + 2J2/k1))senh(2Jo/kT) = 1. (5.3.1)

Para K>1/2 1a linea de transici®n T2(K) se obtiene de
In(coth(Jo/KT)) = (3K - 1)Jo/kT. (6.3.2)
El ntodo MH-Z no es apropiado para identificar 1la transicidn entre
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lasfases flotante inconmensurable y la desordenada, caracterizada por las
dislocaciones. Esta transicicén puede ser estudiada por medio de la aproxima-
cidn de fermiones libres (Villaln v Bak 1981). En este estudio se trata el
sistema como una serie de “"tiras” infinitas de srines positivos y negativos
separadas por "paredes” . Como primera aproximaci®n se permite que estas pare-
des presenten "kinks" (aproximaci®n vélida a temperaturas muy bajas)y ae
encuentra que el sistema presenta tres fases: la ferromagn®tica, la <2> y la
flotante.lLas 1f neas resultantes Tz(K) y Tc(K) estidn de acuerdo con las obte-
nidas con MH-Z. Tambi®n se obtiene la funcidn correlaci®dn para la fase flo-

tante que es de la forma
¢S(0Y S(r)> =~ r * cos(arm) . (5.3.3)

Este decaimiento algebraico en la funcicn correlacidn es caracteristico de
esta fase.

En una segunda aproximaci®n se toman en cuenta las dislocaclones en las
paredea v se encuentra la transici®n entre la fase flotante y 1la
paramagn®tica o desordenada. Fsta coincide con la representada en la fig.
5.3.

Una variacion de este m>todo de fermiones libres en la que se considera
interaccidn entre paredes fu# ap}icada recientemente al modelo ANNNI  bidi-
mensional con interaccidn de terceros vecinos por Grynberg v Ceva (Grynberg
1990) obteniendo en esa aproximaci®n una variaci®n continua del pimero de

ondas, ast como plateaus y fewd menos de reentrada.
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En este modelo de ANNNI bidimensional se encontrd solucién exacta sobre
una linea del mapa de fases. A lo largo de esa linea el modelo se puede
agsociar a un modelo unidimensionalde Ising cin®tico que rpresenta soluci®n
exacta , obteniendo asi la expresi®n de la longitud de correlacidn ﬁ_‘z ~ln
(2K).Esta linea .llamada unidimensional, s8e acerca mucho a Tc(K)Y para
0.35 < K <0.5 v termina en el runto multifase como se puedelobservar en la
fig. 5.4. Este resultado demuestra que la fase desordenada ée extiende hasta

el punto multifase . Aun no se ha podido determinar si las lineas de desor-

den y unidimensional coinciden.

ANNNI—-2d

Lirea Un:dimensional

375

300

Lirea
Unidmensicnal

225
S
}..
X
150
Q.78
Q.00
000 012 024 0386 048 060
K=—j2/j1
Fig N b.4
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.32 METODOS HUMERICOS

Se ha disceutido mucho sobre la eficacia de la aplicaci®dn de m&todos
numéricos como Monte Carlo o matriz de transferencia al modelo de ANNNI 2d.
Entre las causas de esta discusidn se encuentra el hecho de que los cadlculos
de Monte Carlo (Hornreich 1979, Selke 1930) predicen errdneamente la  exis-
tencia de un punto de Lifshitz sobre la frontera ferro-para que sf existe en
el ANNNI 3d , pero no en el ANNNI 2d (ver fig. 5.5). La determinacidn de las
1 neas de transici®n en estos chlculos de Monte Carlo se realizd por medio

de la divergencia en el calor especl fico v la suceptibilidad.
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Fig N 5.5 Mapa obtenido por Selke y Fisher por ol metodo de Monte carle
cbtnorvere nohro la frontora ferromagnetica el conflictive

punto tricritico de Lifshit=z,

En otro trabajo de Monte Carlo (Selke 1883) se obtiene un mapa de
caracteri gsticas gimilares al de la ¥Fig. 5.3 usando un m®todo cualitativo y
poco preciso que consiste en diferenciar las fases ror medio de su estructu-
ra topolgica.

En 1984 aparece un Brief Report del Physical Review B (Morgenstern 1984) en
el que se afirma gque Lanto el m®todo de Monte Carlo como el de matriz de
transferencia producen efectos de congelamiento de eastados, dando resultados
incorrectos para los sistemas que presentan estructuras moduladas.Este hecho

influiri a principalmente en la distincién entre la fase flotante y 1la
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desordenada. Se llega a esta conclusién por medio de la aplicaci®n de Monte
Carlo vy la evaluacidn exacta de matriz de transferencia a sistemas pequefios
de NN con N = 28 . Ademis el cAlculo de Monte Carlo se hace en puntos agi-
tuados en la linea critica de transicidn entre la fase degenerada y la flo-
tante inconmensurable y es en los puntos cri ticos donde el ntodo de Monte
Carlo es menos preciso.

El nttodo de matriz de transferencia escaleado, o escaleado de tamafio
finito (finite size scaling) consiste en resolver exactamente por medio de
la matriz de transferencia sistemas de o x N, con N = 1,2,3,.... los dos
autovalores mas grandes de la matriz determinan la longitud de correlacién
En y el nimero de onda de modulaci®n g _La longitud de correlaci®n de una
de estas tiras de w x N tendri una dependencia con N caracteristica de 1la
fase del sistema bidimensional. En el modelo ANNNI la longitud de
correlaci®n en la fase ordenada crece exponencialmente con N cuando N -» oo,
en la fase desordenada es asintdticamente independiente de Ny en la fase
flotante asi como en los puntos criticos crece algebraicamente con N cuando
N » w. Por medio del escaleo de funciones de £N y gN se han obtenido estima-
ciones de T=(K), Tu(K) y T2(K) (Beale 1985) con un buen acuerdo con las
expresiones anali ticas ( ver fig. 5.6 ). Una t®fcnlca mis rapida y eficiente
para encontrar estos autovalores es descripta en el trabajo de Grynberg vy

Ceva (Grynherg 1987).
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Fig N 5.6

Otra tfcnica mum®rica que dio buenos resultados en el modelo ANNNI  2d
es el m®todo de variacidn de cluster (CVM) (Finel 1986). Esta técnica
consiste esencialmente en la comparaci®n de 1las energlias libres de las
distintas fases. de forma que el estado de equilibrio corresponder4 a 1la
fase de energia libre minima.Fl mapa de fases obtenido se muestra en la fig.

5.7.
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Por Gltimo es importante mencionar una técnica dindmica en la que se
compara, por medio de un Monte Carlo dindmico, la evolucidn temroral de dos
configuraciones distintas de spin sometidas al mismo ruido térmico  (Barber
1988). lLa aplicaci®n de la misma concuerda con los resultados del m&todo de
variaci©on de cluster en el que las transiciones <2,2> - flotante inconmensu-

rable - desordenada se producen para valores mayores de temperaturas que en
’

los otros trabajos (ver fig N 5.7).
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5.4 No SIRVE Fi. METODO DE MONTE CARLO PARA ANNNI-2D 7?7

Eata pregamta surge de los resultados mostrados en el ftem anterior.Evi-
dentemente .de acuerdo a los resultados obtenidos y gque tambi®n ‘nosotros
repetimos ,el Monte Carlo en el que se calculan los valores tradicionales
(Energf a.Calor especi fico.suceptibilidad,etc.) no sirve .5in embargo. dos
observaciones que realizamos nos llevaron a pensar que el m®todo de Monte
Carlo puede ser apropiado para el modelo de ANNNI :

- En muestras similaciones observamos que los estados estacionarios alcan-
zados al aplicar Monte Carlo tenian buen acuerdo con el mapa aceptado en 1la
actualidad.

- Corridas a I'm/Jt constante y varian<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>