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I NTRODUCCTION



Tal como opinan James S. Gibson y David O. Harris, loa‘
estudios realizados en los campos de microondas e infrarrojo han
provisto una gran cantidad de informacién acerca de la dindmica
y las funciones de energ{é potencial, pertenecientes a pequefias
moléculas anilladas de cuatro dtomos, y en relacidn & ciertas vi
braciones de baja frecuencia que dichas moléculas suelen preeeﬁ:
tar y que 8on respronsables del curvamiento de sus estructuras a-
nulares.

La intencidn que motiva estas investigaciones es enten-
der y caracterizar, de un modo cuantitativo, las fuerzas que en-
tran en juego en ese fendmeno conocido bajo el nombre de 5ring
puckering". Como es 16gico, la naturaleza de la vibracidn depen-
de de la funcidn potencial que gobierna el modo; y esta, a su vez,
es consecuencia de las magnitudes relativas de dos fuerzas opuee;
tas de gran intensidad que compiten entre si. \

Una de ellas, la tensidn propia del anillo, tiende a man
tener plana la estructura de la molécula. Esto resulta comprensi-
ble con sdlo détenerse a examinar el hecho de que una eventual
curvatura de ese miemo anillo disminuiria adn mds el grandor de
l1os édngulos internos, de por s{ altamente tensionados, provocan-
do un incremento de la energia potencial. la fuerza restante, a-
biertamenté opuesva a le anterior, viene dada por una barrera a
.la rotacidén interna que procede de la presencia de grupos metile-
nos adyacentes. Estos ultimos traducen su accién a través de fuer
zas toreionales Que, actuando alrededor de los enlaces interatdmi
co8, procuran hacer que el anillo adopte una configuracidn curva,

La imagen final de la molécula no es otra cosa que el re-
flejo de un delicado balance que se establece entre ambos tipos
de fuerzas. Resulta claro que si las contribuciones a la torsidén
predominan, la funcidén potencial tendrd un doble minimo. Obviamen
te, esto implica la existencia de una barrera a la configuracién
plana. Se advierte de inmediato que una barrera elevada da como
resul tado una esiructura de equilibrio del anillo molecular que
no serd plana, en tanto que una barrera muy baja es concomitante
coﬁ una disposicidn de equilibrio del anillo esencialmente plana.

Surge, pues, la pregunta: como intentar una aproxima-
cidn al conocimiento, en forma y magnitud, de esta barrera para

un caso especifico 2



Es posible hallar una respuesta a este interrogante, a-
naligando las variaciones de las llamadas constantes rotaciona-
les en funcidén del nimero cudntico vibracional, con la ayuda de
las separaciones relativas de energi{a asociadas & los estados vi
bracionales. La interaccidn rotacidén-vibracidn otorga el marco
de referencia adecuado para comprender cabalmente esta problemd-
tica.

Pero ya es tiempo de esbozar un plan general de trabajo,
al cual le iremos efectuando oportunamente agregados complemen-
farios, que haga factible realizar un estudio de los fendmenos
de "ring puckering" ya citados, asi como de sus consecuencias in
médiatas, en una serie de moléculas anilladas de caracteristicas
similares.

Debemos ante todo puntualizar que la variacidn de las
constantes rotacionales (A, By C) brinda un elemento de juicio
primordial para poder extraer conclusiones acerca de aquellos mo
dos de vibracidn que presenta la’molécula, a causa de los cuales
se curva su estructura. Por tal motivo cuentan, no 8dlo los valo
res experimentales de A, By C,.eino también los obtenidos a tra-
vés de un proceso de cdlculo. Para lograr esto ultimo, desde un
enfoque puramente geométrico, es necesario suponer un modelo es-
pecifico del comportamiento vibratorio de la molécula. Le acep-
_tacidén o el rechazo posterior de ese modelo dependerd, como es
natural, de los resultados que Be presenten al comparar las varia
ciones de A, B y C predichas por él1, con las correspondientes a
los datos experimentales.

También es posible, y as{ lo haremos en su momento, abor
dar la cuestidn desde un punto de viesta distinto, que consiste
en trabajar en base a un hamiltoniano de oscilador armdnico per-
turvado, en grado variable, por una barrera gaussiana. Aun cuan-
do en eate caso no se establece ninguna hipdtesis "a priori" re-
lativa al modelo vibratorio, puede determinarse la funcidn poten-
cial por medio de un ajuste de m{nimos cuadrados entre ciertos
desarrollos en serie de Taylor de A,By C y sus respectivos va-
lores empiricos.

A los efectos de arrojar alguna luz sobre el problema de
la interaccidn rotacidn-vibracién, serd conveniente plantear y
resolver un modelo mecanico sencillo que permita comprender la

estrecha relacidn existente entre las respectivas variaciones del

- II -



nimero cuédntico vibracional y de las constantes A, By C.

Tal cual ha sido apuntado, Bse extraen de esto valiosas
aonclusiones que se hallan referidas tanto a los modos especifi-
cos como a la forma de la funcidn potencial. A guisa de anticipo
podemos consignar que si esta ultime corresponde a un osecilador
arménico puro (o casi puro) las constantes rotacionales presenta-
rén una variacidén lineal; de lo contrario dicha variacidén serd en
zig-zag. Claro estdi que en el primer caso la molécula tendrd una
estructura anular de equilibrio esencialmente plana; y en el se-
gundo caso, und no plana.

Finalmente, utilizaremos meétodos relacionados con la teoria
de orbitales moleculares, como por ejemplo el CNDO/2, para esta-
blecer resultados ulteriores que nos posibiliten una visidn aun

més clara del objetivo propuesto.

- III -



CAPITULO




A fin de poder comprender e interpretar con justeza los
resultados obtenidos en esta tesis, y con la idea adicional de
que ella sea lo mds autocontenida posible, es Util hacer una ex
posicidén de aquellos tépicos mds importantes, relacionados con

el problema de las vibraciones y rotaciones moleculares,

a) VIBRACIONES

Es un hecho perfectamente conocido que la ecuacidn de
Schr&dinger en una dimensidn, y para un potencial oscilador ar-

’ »
monico, asume la forma:

(1) PY¥oo- EYe)

} Pz 2 2

con }ﬂ y Operador hamiltoniano = °p. . 4 MW X
| 2 \ 'm

dénde:

P

L dx
m. = masa de 1la particula.
w = 27Y2~= frecuencia angular fundamental.

E = energia del sistema.

Resulta conveniente definir las constantes:

_wmw . g_2E
(2)0()6.'8)6(0'

Yy los operadores adimens§onales:
(30 EelEx s @a dop.t L
°p L AE

Utilizando estos operadores definimos asimiemo el hamiltoniano

Vhom

adimensional:

o TLog etk 300

que satisface la ecuacion de autovalores:

(5) }{Y(E\ E\YE)

A causa de la forma que tiene E y €68 evidente que 1{ 1{

seen las mismas autofunciones. 1La ecuacion de onda puede, ahora,

escribiree as{:



2 )
(6) ({T\lgg_h (E—EW(E)-O

Ia ventaja de expresar esta ecuacidén de una forma adi-
mensional, radica en el hecho de que conduce a aolucioﬁes (o
a ecuaciones adicionales) independientes de las magnitudes de
cualquiera de las constantes que aparecen en un dado sistema
eépecifico.

Para no desviarnos del cauce de las ideas fundamentales,
trasladamos el formalismo matemédtico de la resoluycidén de (6)
al apéndice I, y resumimos las conclusiones bdsicas de la te-

or{a del oscilador armdnico como sigue:

1) Puesto que }{ es un operador hermitico, sus autofunciones

-que Bon soluciones de (6)- forman un conjunto completo:

VY, (8)

La expresidn general de 'Y (t)es:

2

o g/
- */2
(1) Y= n m e v=0,1,2 ...
ddénde v = numero cudéntico vibracional, define el autoestado
correspondiente. Ao,
. ’ /{ T,(,"l/z
Nv = constante de normalizacion = 2“ I
n.

HV(E)= polinomio de Hermite de drden v.

En términos de la variavle x, (7) paearia a ger:

?F . __%O(I
(8) X = N H (x) e

4 o V2 ]‘/2
2oy (—ﬁ>

Naturalmente, {H&cﬁkconfigura un conjunto completo de au-

¢ =
con N v

tofunciones, ya que 1{ es también hermitico.

2) Cada estado cuantico posee una energ{a cuyo valor viene da-

do por:
(9) Ev = 2 v +1
pero, €omo Ev = 2 Ey / hy 3 entonces:



3)

4)

(20) Ev-(v+-$—)h\{ -(V+é—)hw

Vemos as{ que la energ{a de un oscilador armdnico eet'é
cuantificada en unidades de hY,/2 . La mi{nima energia
que un oscilador puede tener es E, = h, /2 ( energia
del punto cero ). Mds aun, los niveles sBucesivos se ha-
llan equiespaciados. En efecto:
= 4
E,,, = hy(v+1)+ z]
= 4
Ev h\l(v + —2-: ) )

luego, *%v: E el = B, = b))

Una importantisima propiedad de las autofunciones H&(E),
que surge como consecuencia de la hermiticidad de i{ ’
e8 que resultan ortogonales por ocurrir que:
0o "Ez
(11) \ 5 E)E(E)€e dat =0 81 vAw

- 00

Por lo tanto, y retornando a la variable X, es inmediato

que

a2y \Y o Y, ax = cSq,P

6 1l 8i v=p
ddénde ., = delta de Kronecker =
P 0 B8i v #op

Recordemos que se dice que un conjunto iq%hﬁ}de funciones
es completo, si cualquier funcidn arbitraria f£(x) que sa-
tisfaga las mismas condiciones restrictivas que %béx)}pue-

de ser desarrollada como:

(13) £(x) = Z ol an(x)

donde 108 {cn\ son coeficientes constantes (reales o com—
plejos). Multiplicando ambos miembroe de (13) a izquierda
por qiyx)o integrando sobre todo el espacio de configura-

cidn, obtenemos - en la notacion de Dirac -:

a6 <Qeolfeod =) L K o0] o0y

-3 -



5)

Si las {4%&3}aon ortonormales, entonces:

(15) <da|$x)\¢'“0()> = (Snm » ¥ la ecuacidn (14)
queda : A
(16) G = <4, 00| oD

Cy 68 lo que se denomina: coeficiente de Fourier. las fun-
ciones {(E$X)I y Que forman un espacio completo, constitu-

yen, pues, una base o sistema de coordenadas para la repre-

sentacion de funciones en ese espacio. Decimos también que
las funciones {C‘D“(x)]‘ desarrollan el espacio.
NOTA: ,
La definicidn de completitud dada por la ecuacidn (13),
es en realidad muy restringida para propodsitos prédcti-
cos, ya que requiere que f(x) sea igual a su desarro-
llo para todos los valores de X. Resulta que podemos
formular un requisito de completitud modificado, aun
en el caso en que falle la igualdad estricta de (14),
escribiendo:
n 2
(17) lim SH(I) —ZCJCP)(I)\dx =0
M — o0 o
Si se satisface (17), se dice que f(x) estd "aproxi-
mada en media% por la serie (13), y la completitud
8e interpretea como completitud media con respecto a

una tal aproximacidn.

Ahora bien: como las autofunciones del oscilador armdnico
formen un conjunto completo, segun fue mencionado, todas
las consideraciones recién efectuadas tienen perfecta va-

lidez para ellas.

Por existir estrecha relacion con el punto 4), y teniendo
en cuenta el uso que de ésto haremos "a posteriori", con-
viene recordar aqui que los operadores diferenciales de 1la
mecénica cudntica pueden ser representados por matrices, y
que las propiedades algebraicas de tales operadores se re-
flejan en sus representaciones matriciales. Consideremos,
por ejemplo, un cierto operador hermiticoilj_ que tenga un
conjunto discreto de autofunciones (generalmente un numero

infinito) dado por:

- 4 -



L g2
(19) A q)f Azcbz

AN

Sean ahora @( y /% , doe operadores hermiticos cualesquiera
definidos en el mismo dominio que ,(1 « Definimos las inte-

grales:
(19) RGN <¢;\J%\<\>j>
comOo 108 elementos de matriz de los operadores @‘ y ’

respectivamente, en la base {CbL\ . G‘ ¥y ,% tienen, pues,

.1a siguiente representacidén matricial:

r -

: .
P11 Fio v G13 G2 +--

Fap Fop ve- Go1 G2 ...

(20) F

]
(>}
H

o0 es s cenose Lo'otoooo'ooo.
-

]

En la prdctica se acostumbra @ utilizar conjuntos-base trun-
cados, de forma tal que las matrices (20) resultan finitas.
Es muy sencillo verificar la validez de las siguientes de-

moetraciones:

(7+e)y, = <IF+Q]4) = <RICTIQ) + <<x$.‘\qldpp=l3j+(5ii
(ro)yy = <&[E14) = <o |6 14

Vemos que 4/$ es justamente una funcidn (vector) en el espa-
J

cio desarrollado por la baae{ﬁ%& y ¥ Que por lo tanto puede

fgcbj = Zf"kch;

son, en general, coeficientes complejos. Si

ser expresado as{:

donde los ckJ

la base es8 ortonormal, entonces ckj es8 un coeficiente de

Fourier, tal como fue definido en su oportunidad, y lo es-

¢ribimos:
o = <OIGE) = QD= oy

Por lo tanto:

(76), =<<\>L\@'\>;¢.LGQ= z<¢\\63‘i¢36k3= ZF“‘ i3
% R

-5 =



6)

Por ultimo, es evidente que:

(kP )ij~' k Fij ; k = constante

Ademds, si dos operadores conmutan, sus representaciones
matriciales también lo hacen. Con claridad vemos que es to-
talmente l{cito, a modo de ejemplo concreto, identificar el
operador,,(j; con el hamiltoniano del oscilador armdnico, y
a {Q}l con su propio conjunto de autofunciones. Los opera -
dore; Yy pueden ser cualesquiera. Justamente, una de
las tareas realizadas, que expondremos mds adelante, requi-

rid el cdlculo de los elementos de matriz del operador:

exp (- (352)

en la base del oscilador armdnico.

Finalmente, no estd demas presentar un gréfico de los pri-

meros autovalores y autofunciones del operador }E : (Pig. 1)

Energ{a.

V _E_ (en hw)
2

(-4




Todo lo expuesto hasta aqui es inmediatamente aplicable
al caso que nos ocupa: el de las vibraciones responsables del

curvamiento del anillo molecular.

b) ROTACIONES

El hamiltoniano completo para una molécula es demasiado
comple jo para utilizarlo en su forma exacta. Sin embargo, esta-
mos ya habituados a considerar que las moléculas poseen niveles
de energia de rotacidén, de vibracién y electrdénicos. BORN y OPPEN
'HAEIMER han demostrado gue los términos que es necesario despre-
ciar para la separacion del movimiento en estos tres tipos, son
muy pequefios.

Esta separacidn implica que la funcidn de onda molecular

total puede escribirse en la forma:

liftom‘ ]{e \if'\r 1}{.

Yy que'qi . ly; ' ly; » 8on funciones de coordenadas independien-
tes.

TV; puede considerarse como la funcidn propia de un hemil
tonisno purasmente electrdnico en el que los nicleos estén fijos.
La energisa electrénica variard con la disposicidn internuclear ¥,
para cada estado electrdnico diferente, la distinta disposicidn
de los nucleos que da un valor m{nimo (Ee) para la energfa elec-
trdnica se conoce con el .nombre de "configuracién de equilibrio".
En la vibracidn, esta energia electrdnica actua como una energia
potencial V para la variacidn de las distancias internucleares,
ddndonos niveles de vibracion ( que ya nos resultan familiares)
con una energia E, respecto de E_ ( es decir, de V=0 ).

Ahora bien; en cada nivel de vibracidn, de cada estado e-
lectrdénico, la molécula - as{ lo podemos coneiderar - estd giran
do con un momento de inercia que corresponde a una estructura ge
ométrica media. Valga el siguiente esquema como ejemplo de lo que
hemos dicho, para el caso muy particular de una molécula diatdémi-

Nota: El trago hacia la

E?\qulla
/ mitad de cada nivel sefla-

electronica
la el desplazamiento de la

distancia internuclear me-

dia.




El modelo usado pura interpretar los fendmenos atipen-
tes a las rotaciones, presupone que las moléculas son cuerpos

r{gidos y que la energ{e molecular total es, entonces:

E E + E + E
v T

total = e

Para comprender la descripcidn mecdnico-cudntica de la
rotacidn de las moléculas, puede resultar conveniente considerar
primero -~ y en términos cldsicos - la rotacidén de una molécula di
atdémica rigida en un cierto plano.

Puesto que el movimiento de rotacidén ha de ser indepen-—
diente de cualquier movimiento de traslacidn, es necesario que el
eje QQ rotacidn pase a través del centro de masa, C, segin apare-

ce en la figura: (Fig. 3)

/\ mz
"

2

Por consiguiente:

(21) m

1
(22) ... rl = __‘Ln_Q;.__ r H r2 = _._.m_“._ r
m4+m2 m“‘i'mz
giendo r la longitud del enlace.
La energia cinética cldsica serda:
= A B y 12
(23) T = A ml(r1¢ < o+ A m2(r24> )
2 2
la que, teniendo en cuenta (22), se transforma en:
A 2,2 _ A 2
(24) Ta—z(mlmz/mlﬂnz)rdy = -é-Igﬁ



(mlm2 / m, + m2) -/u y 8@ oonoce con el nombre de "masa reduci-
da para la rotacién", e I =‘/u r2 e8 el momento de inercia de
la moléoula respecto del eje de rotacidn. El momento angular

correspondiente es8:

(25) Ls{"m.lriqS tmyre b =1

Si no nay una energ{a potencial que impida la libre rotacidn,
la energia cinética serd igual a la energia total; de modo que

introduciendo (25) en (24), tendremos que:

2
(26) E = L¢/2I

'Tal'como sabemos, el momento angular L es conjugado de ¢> y Yo

que L = 2)149¢ » ¥ €1l hamiltoniano mecé&nico cudntico resulta

$
ser:
2
2 9
(27) _&e\':-'-—,ﬁ— 3
2 I J¢
Fdcilmente se demuestra que la solucidn de la respecti-
va ecuacidén de autovalores }K,?{ = E. Y , viene dada por:
2
2 pd
(28) o= B g ; Y, = o tind
-

conmz O’ l’ 2’....
La condicidn de que "m" sea un numero entero proviene de las
restricciones impuestas a 9[ . Como gﬁ puede variar entre O y

2N, 3"¥C ha de ser uniforme:

y{»((}ﬁ) 3%(95\“ 2n7), n entero

de lo cual se deduce la cuantificacidn de la energfa (28).

Al aplicarle a yf el operador L¢ y Obtenemos:
(29) LY =-1h D N7
Vemos, pues, que los autovalores del hamiltoniano rotacional se

pueden obtener a partir de la expresién cldsica de la energ{a,

teniendo en cuenta la condicidn cudntica: L¢ E::M£ .

- Q9 -



En este modelo hemos restringido el movimiento a un pla-
no, mientras que las moléculas de un gas son libres de girar en 3
dimensiones. Si deseamos extender el método anterior, necesitare-
mos descomponer el momento angular en sus componentes segin tres
direcciones. En la mecdnica cudntica es posible hallar autofuncio-
nes comunes al cuadrado del momento angular total y a cualquiera
de’ sus componentes, pero no para las tres componentes simul tdnea-

mente:

(30) P = 503 + 1)k §=0, 1, 2,...

J= k4% -3 €xg 3

Hemos realizado un simple cambio de notacion (J en lugar de L),
para adaptarnos a la literatura corriente.

En resumen: 8610 podremos determinar los niveles de e-
nerg{a cuantificando el momento angular para moléculas en las que
la energia de rotacidn cldsica es expresable en términos de J2 ¥
de una de las componentes de J.

Ruestro objetivo, ya lo hemos dicho, consiste en deter-
minar la existencia o no de posibles barreras a la configuracidn
anular'plana, valiéndonos para ello de una poderosa herramienta |,
como es la variacidn de las constzntes rotacionales en funcidn del
mimero cudntico vibracional. Nos interesa, pues, ver con claridad
de que manera surgen esas constantes. Por eso, el panorama que &
continuacidn presentaremos sobre tan complejo tema como el de las
rotaciones moleculares en tres dimensiones, serd realmente escueto

y apuntard exclusivamente al objetivo mencionado “ut supra”.

‘Rotacion en tres dimensiones. Simetria molecular. Consecuencias,

Es bien sabido que el momento de inercia de un cuerpo
tridimensional respecto de un eje que pase a través del centro de
masa, varfia con la orientacidn de ese eje dentro del cuerpo. La me
cdnica cldsica muestra que hay tres ejes principales de inercia
que forman entre si dngulos rectos y con respecto a los cuales-el
tensor de inercia serd diagonal. Esto significa, lisa y llanamente,
que parea esos ejes la velocidad angular y €l momento angular son
paralelos.

Uno de esoe ejes es el de médximo momento de inercia, y o-

tro el de minimo.
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De una manera enteramente convencional, en el caso de
las moléculas, aue}en denominarse "a", “b" y "c"j con I_ < I<
<I. la energ{a cinética se puede expresar en términos de las
caomponentes del momento angular total resuelto a lo largo de es
tos ejes, y en el caso de la rotacidn libre, es igual a la enei

g{a total:

L7a2. + Jbz + Jc2
(31) E oL R oL

Muchas moléculas, especialmente las pequeflas, poseen al-
gunos elementos de simetr{a que constituyen una ayuda valiosa
para determinar le orientacion de los ejes principales dentro
de la molécula, y para saber si algunos de los momentos princi- -
pales de inercia son idénticos.

Hagamos, puea; una pequeila digresién a fin de considerar
brevemente el problema de la simetria.

Une molécula, en su configuracidon de equilibrio, puede
poseer uno o més elementos de simetria, definidos a través de
las correspondientes operaciones de simetria que llevan a la
molécula & una nueva configuracidn, indistinguible de la ori-

ginal. Veamos la tabla siguiente:

Elemento de simetria s{mbolo Operacidn
Eje P - nBrio ceeececeses Cp Rotacidn en 2T/p
' alrededor del eje.
PlanO S o0 c 000V eCOEs O GJ Reflex16n en el
plano.
CONEIO coovecccncnoccnnoe i Inversidn (x,y,z)

(-X,-y,'z)

Eje p - nario de rotacidn Rotacion en 2T/p
TOLleXiON coesoecscoccccns P alrededor del eje,
] seguida de refle-

xidn en un plano

perpendicular al

eje.
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Ademds, 68 Uutil distinguir entre un plano horizontal
de eimetria G, , que es perpendicular al eje de meyor simetria
(mayor p); y planos verticales (, , que contienen a dicho eje.
Una molécula puede tener varios elementos de simetr{a; cada
combinacidn diferente de ellos forma un grupo puntual. Esos
grupos puntuales se designan mediante una conjuncidén de s{mbo-
los relativos a 1los elementos de simetr{a presentes. Una excep-
cidn es Dph'
CP, p ejes binarios perpendiculares a Cp, un plano 0, y p pla-

que se usa para el grupo puntual que tiene un eje

nos ¢, . En la discusidn de las moléculas simétricas es conve-
‘niente llamar "z" al eje de mayor simetria.

Ejemplos: (Figs. 4, 5 y 6)

< O

C,{; /l
/)

‘agul H20 Gy

Fig. 4

aleno: CH2 =C = CH2

Fig.5

BF

Fig.6




Hay, ademis, s{mbolos especiales para grupos de elevada
simetr{a como el tetraédrico.

Regresemos ahora a nuestra exposicidn original de la que
nos hemos apartado un tanto. Es conveniente dividir a las molé-
culas en cuatro clases, con distinto nimero de momentos princi-

pales de inercia idénticos.

1) Moléculas lineales: dentro de esta categorim se hallan, co-

mo un caso particular, las moléculas diatémicas, que nos han
servido para exponer las ideas bdsicas. En sus configuracio-
nes de equilibrio las moléculas lineales tienen:

I, =9 b c

e
-
]
-

Por lo tanto, habida cuenta de (31) y de las igualdades:

J2 = Ji + Ji + Ji = j(j + l)ﬁ2 3 3=0,1, 2,...
Ja = Q
resulta:
2 2 2 2
(32) Euiﬁ_‘]c_, _.‘Z;‘Z&,g
r 21, 21,
2
Koo
= 1 jlj+1)
8N°L,

Tras un breve manejo algebraico en (32), obtenemos:

h )
(33) E =(—— h j(j +1) ergios
r 8T[ZI6

Se nos presentan dos opciones para acomodarnos a lo que es
costumbre en el campo de 1la espectroscopia de microondas;

la primera consiste en escribir:

E A
(34) A= _______) j(3 + 1) 1/seg.
h 81

y definir:
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2)

(35) B = -——fL—- 1l/seg.
8Te | -

con lo cual:

(36) E =3 ity +1) 1/seg.

La segunda, introduce la velocidad de la luz:

Er = ———lL——i)j(j +1) 1/cm

(37) "he \8McLs
de donde:
(38) E.=3B j(j +1) 1/cm

r

pero definiendo a B como sigue:

| h .
(39). B= 1 1
8 HZC Ib /Cm

A la constante "B", en cualquiera de sus dos acepciones,

se la denomina: constante rotacional respecto del eje "b".

Las medidas hechas en el infrafrojo-lejanolse suelen expre-
sar en cm-l, y las hechas en microondas en seg._l. Nosotros
utilizaremos ambas unidades haciendo, en cada caso, las a-
claraciones pertinentes, ya que es costumbre expresar -por
e jemplo- las constantes rotacionales en Beg.-l, y la altu-

-1
ra de las barreras en cm .

Moléculas trompo - esféricas: el momento de inercia de una

molécula trompo-esférica es independiente de la orientacidn

del eje de rotacion; por lo tanto:

(40) =1, = I,

Todas las moléculas que tengan por lo menos dos ejes de si-

metr{a ternarios (o de mayor simetria) aatiefacen.necesarig

4’ SF6 ’ C(CH3)4.

Con lu condicidén (40), E_ puede escribirse as{:

mente esta igualdad, por ejemplo: CH

- 14 -



3) Moléculas trompo - simétricas:

2

+

21,

2 o2 2
(41) E_ = J‘l*jb*l = J
T 2T, 21,

j(3 + 1) ergios

Luego:

(42) 1

E = B 3(3 +1) ceg.

8ifi B=nh / 8’“2 I seg.

0 -1

(43) E =B j(j +1) ecm

-1

i B=h/8 NYc I, cm

b

De menera, pues, gque el patron de niveles de energia es i-
déntico al de una molécule lineal. Como dato meraﬁente ilus
trativo, podemos apuntar que una molécula trompo-esférica -
no puede tener momento dipolar permanente y por lo tanto no
da lugar a espectro infrarrojo, o de microondas,de rotacidn

pbura.

pon las que poseen dos momen

tos principales de inercia iguales; pueden clasificarse en:

trompo simétrico alargado, I Ej.: CH,F

a.-<-I =1 3

trompo simétrico achatado, I, =1

Todas las moléculas con un eje de
rior, son trompo-simétricas. Esto

tecidn-reflexidn; por ejemplo, el

simetr{a ternario o supe-
incluye a los ejes de ro-

aleno no tiene ejes Cp

superiores a 02, pero posee un eje S, y ee un trompo simé-

trico. Ia mecdnice cldsice nos dice 3ue, en estos casos, la
componente del momento angular a lo largo del eje principal
de inercia distinto, permanece constante en magnitud (recor-
dar las ecuaciones de EFuler); en la mecdnica cudntica, esta
componente estd cuantificada. Consideremos primero un trom-

po simétrico alargado:

I < I =1,
(44) i = (3 + 1) 4 3 =0, 1,004
J,=kh P ~i<s k<)

2 2 2 4
J - Ja = Jb.+ J0
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Sustituyendo (44) en (31):

ST ek Ligen-v¥

(45) E — AN i
r~ T, el 2L oL, oL, o%f
Es decir: J
L\, ( ), 2]1
E_=nh k- +{——— |[J(J +1) - k i
r (aﬂq 81, Trenes
con lo cual:
E 2 h \ 2
(46) —r_ = -~ k +[—" _\13(3 +1) - x 1/seg.
h 8T L, 31 I, [ ] e

(47) & __L‘_ k2+ __L j(3 +1) - i 1/cm.
he 8els)  \83cT, [ ] N

Hacemos entrar en Jjuego ahora nuestra -segunda constante ro-
tacional, asociada con I , definiéndola de modo semejante a
"B": esto es:

h

(48) A =———— 1l/8eg. 0 A = h 1/cm.

2

B Lq g8iel,

de tal suerte que:

Al o+ B3 +1) -8 =

(49) E
= Bj(j+1)+(A=-B)K 1/seg.

0 bien:

(50) E-= Bj(j+1)+(A-B)Kk 1/cm.

segun las definiciores que hayamos adoptado para las cons-
tantes "A" y "B". Como vemos, las expresiones son similares,
y 86lo se diferencian en la eleccidn de la unidad de medida.

Notemos, ademés, que el factor (A - B) es positivo.
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Para un trompo eimétrico achatado, hay una componente cons-
tante del momento angular a lo largo del eje "c" diferente.
Con un razonamiento en un todo andlogo al caso anterior, se

deduce gque:
(51) E (Beg.-l) = B j(J +1) - ( B-2C )k2
(52) E(em™ )= B (3 +1) - (B-C)K

de acuerdo a las definiciones escogidas para "B" y 1la nueva

( y ultima ) constante rotacional "C":
(53) C = ——l}—— l/seg. o C = -——tL—— 1/cm.
8T L. 8e L

Ademds, (B - C) es siempre positivo.

4) Moléculas trompo - asimétricaé: la gran mayoria de las

moléculas no tienen ejes Cy o0 de mayor simetria, y son

trompos-asimétricos con:

Ia.<' I < Ic_

b
Cldsicemente, el momento angular no tiene ninguna componen-
te conservada en un sietema de este tipo. El examen de la
ecuacién (31) muestra que, en estos casos, la cuantifica-
cion de J2 y de una de las componentes de J no es suficien-
te para definir la energ{a de rotacidn. Este problema se
trata en mecdnica cudntica utilizando las funciones de onda
de rotores simétricos, considerando a las moléculas, bien
como un caso limite de trompo alargado, o bien como un ca-

so 1limite de trompo achatado. la matriz del hamiltoniano co-
rrecto conduce aquf{ & una ecuacion polindmica de grado 23 + 1
que incluye a las constantes de rotacion A, B y C para ca-

da valor de j. Es posible dar expresiones exactas para al-
gunos de los primeros niveles de energia, pero para j supe-
riores Be hace necesario aproximar, de alguna manéra, las

rafices de esta ecuacidn polinomica.

Damos por concluida esta breve reseila acerca de las rota-

ciones moleculares que nos ha llevado al cumplimiento del obje-
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tivo propuesto, que consistia en hacer resaltar lo mds clara-
mente posible el origen de las constantes rotacionales, como

as{ también su relacidn con lo@ niveles energéticos.

c) INTERACCION ROTACION - VIBRACION

Hemos presentado, hasta este momento, los aspectos bd-
sicos de la teoria de las vibraciones y rotaciones aplicables
al caso concreto de las moléculas. Vamos & considerar, ahora,
el fendmeno de interaccidén rotacidn - vibracidn, y los efec-
tos detectables que produce. Dicho fenomeno representa algo a~
si como el punto de confluencia de dos problemas aparentemente
independientes, pero.que en nuestro caso surgen bajo el signo
de un unico proceso.

Iniciamos esta etapa suponiendo un modelo de la situa-
cidn que, si bien se halla muy simplificado, es basicamente co-
rrecto y capaz @e brindarnos una interpretacidn asaz acabada
de los hechos experimentales,

Se trata de lo siguiente: un anillo molecular cuadrado
estd sometido & una vibracidn de baja frecuencia que provoca

su curvamiento: (Fig. 7)

Ambos movimientoa se realizan simulténeamente; y sin por ello

perder generalidad, postularemos que las distancias interatd-
micas de enlace permanecen constantes. Si logramos forjarnos
la imagen combinada de esos dos movimientos, que en aras de

la claridad han sido representados en forma separada, tendre-
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mos ung& precisa idea de lo que se conoce como "ring-puckering"
Mds aun; a los efectos de lograr una me jor comprensidn del mo -

delo, tomaremos la siguiente disposicidn de ejes y una estruc-

tura atomica especifica. (Fig.8)

|
I
I 7
|
I
I
I

Fig. 8

|
|
[
t
[
!
Denominaremos:

d = desplazamiento de cada dtomo de su posicidén de equilibrio.
m = masa de un atomo de oxigeno.

m = masa representativa de los grupos metilenos.

mc = masa representativa del enlace C—= CH2 .
Este caso, que utilizaremos como ejemplo, es el del "3-metilen-
oxietano".

En cada instante se cumple que:

2 2
(54) I, = Zmi (yjL + zi)

L

pero, de acuerdo con el esquema (Fig.9) : z, = d; en tanto que

1

i

el cdlculo del término yi se realiza asi:




’ '—2 ’—2 ~
En el triangulo AOB: AB = AQ  + OB2 pero, denotando con L

la longitud constante de los enlaces, resulta que AB =

S
como ademdis A0 = y, obtenemos en definitiva:
2 2 —
(55) L =y + 032
, C =2 — 2 — 2
Por otro lado, en el triangulo OCB: OB = OC + CB, con:

662 = (2 d)2 = 4 dz, mientras que CB = y Ppor razones de sime-

tr{a, ya que hemos supuesto igual desplazamiento para c/dtomo.
De ah{ que:

(56) 0B° = 4 a° + 4°

Finalmente, habida cuenta de (56), la expresidon (55) se con-
vierte en:

. 2 : 2
(57) L =y +44 +y =2 y2 + 4 d2
de donde:
2
2 2
(58) Y = — «- 24
2

Aplicando todo esto & la fdérmula (54), nos quedae:

2
2 L 2 2
Ixx=2mn(d +?-—‘2d )+(_m0+mc)d
Degarrollando:
2 2
(59) I, = m L° + (m0 +m, - 2 mn) a

Consideraciones geométricas andlogas, revelan que:

' 2 2
(60) Iyy = E:: m, ( RN )
o
1
2

2 2
(61) Izz = }E: m, ( X, * ¥y )
L



2

B2 - - 2
= (2 mo+m, ~m ) ( 2 mo+m +m ) 2 4

Sean ahora: A = Ki / I, B= Ki / Iyy y

C = Ki / Izz . Elegimos expresar A, By C en 1/seg., por lo

cual :

K, = 505376 MHz amu A°
Definimos, ademds:

- o = 0 - (o)
Ay = K / Tix » B =K / Iyy ’ Co = Ki / 1z

(9]
Yy
inercia para 4 = O.

0
donde Iix sy I R IZZ son los valores de 1los momentos de

De 10 que llevamos consignado, y teniendo en cuenta la
expresidn:
a + bx a 8

deducimos que:

A=A (1 + (2 m, -:m° = B¢ ) &2 4 ces )
) I
lA = Ae (1 + a, d2 + aes )
I.
(63) yy
B = Be (1 + bl d2 + 0o )
C=C (1+(4mn+2mc+2mo)d2+...)
e o]
(64) S L2
IC = Ce (1 + ¢y d2 + eos )

Como hemos supuesto desplazamientos pequefios, despreciamos los

términos en d* y superiores.
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En un cierto estado vibracional, caracterizado por la
funcidn de onda \yg, las constantes rotacionales vendrin da-

das -en 1o que hace a su promedio cudntico- por:

i} *
(65) A, = 'Hﬂ A Hﬁ‘dzl ; etc,
~ 00
Por su parte, la serie:
(66) —*——e-azzg = °-a22( 1-g2 +o)
a +b 2 a

es uniformemente convergente para todos los valores de z, re-
sultando en consecuencia que la expresion desarrollada de 1/1

es vélida para estos propositos. As{, en notacidn matricial:

(67) Aij =.Ae ( é ij'+ ) (Xz)ij + 0o )
2

(68) Biy=B, ( 0, +b (X) 4.

(69) Cij = C, ( § i3 + e (){2)1;j + eee)

Hemos utilizado la variable X para adaptarnos a la notacidn
corriente.

Se ve con claridad de (67), (68) y (69) que el proble-
ma de calcular el cambio de las constantes rotacionales debi-
do a la variacion del estado vibracional se reduce al cdlculo:
de la matriz X2. Eventualmente, segun las circunstancias, se
le puede agregar el de la matriz x4.

Para un oscilador armonico no perturbado corresponden

2
las siguientes expresiones apal{ticas de X :

[
(70) ), = |—B (21 +1)
ii Buz‘m\%
2 2 h
(x) = (x°), =[ . \[(1+2)!
1,1+2 i+2,1 8T mv, 1

con i =01, 2, 3, ...



Todos los demds elementos son nulos. A continuacidn transeri-

bimos las matrices de X? y

4

X en 8 x 8, cuyos elementos estdn

dados en unidades de 1/2X y 1/4O<"'2 respectivamente; siendo

X=(n/41'my))"

’

1.000
0. 000
1.414

2 0.000.

X=10.000
0.000
0.000
0.000

3.000 0.000
0.000 15.000
8.485 0.000
4 |0.000 24.495
4.899 0.000 48.497 0.000 123.000 0.000 120.499
0.000 10.954
0.000 0.000 18.974
Q.000 0.000

0.000
3.000

0.000.

2.449
0.000
0.00C0
0,000
0.000

8.485
0.000
39.00Q
0.000

.

1.414
0. 000
5.000
0.000
3.464
0.000
0.000
0.000

0.000 0.000 0.000 0.000

2.449
0.000
7.000
0.000
4.472
0.000
0.000

0.000
24.495
0.000 48.497 0.000 18.974
75 .000

0.000 0.000 0.000
3.464 0.000 0.000
0.000 4.472 0.000
9.000 0.000 §.477
0.000 11,000 0.000
5.477 0.000 13.000
0.000 6.481 0.000

4.899 0.000 0.000
0.000 10.954 0.000

0.000 80.498 0.000

0.000 80.498 0.000 183.000 0.000
0.000 120.499 0.000 255.000
0.000 28.983 0.000 168.499 0.000

0. 000
0. 000
0.000
0.000
0.000
6.481
0.000
15.000

0.000

0.000.

0.000

28.983.|

0.000
168.499
0.000

339.000

Lo cierto es que ya estamos en condiciones de extraer

une consecuencia muy importante con respecto a la variacidn

de A, By C; y es la siguiente:

» Puesto que los elementoe diagonales de X2

son lineales en

el mimero cudntico vibracional i, y como ademds estamos usan

do la representacién en la que el hamiltoniano es diagonal,

resulta2 que una vibracidn armdnica conduce & una variacidn

lineal de las constantes rotacionales ".

Regresemos & nuestro modelo especifico de anillo cua-
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drado, el 3-metilén oxietuno. En este caso particular, se veri-
fica que m > m > W, por lo cual a, es negativa, en tanto que
bl y c1 resultan ser positivas. Consecuentemente, al pasar a es-
tados vibracionales de orden superior, A decrece, mientras que
By C aumentan. Pues bien, las variaciones experimentales de A,
B y C para esa molécula se hallan en excelente acuerdo con laa‘
que acabamos de deducir. Pero de ello nos ocuparemos mds adelan-
te. '

Conviene, 8in embargo, destacar que las variaciones de
las constantes rotacionales presentan en muchos casoS un& marca-
da alinealidad, lo cual induce a pensar en el comportamiento que
deberia esperarse si la funcidn potencial de vibracidn no fuese
armonica. Precisamente, ese habrd de ser el tema del proximo a-

partado.

d) POTENCIALES DE SIMPLE Y DOBLE MINIMO.

La configuracién de equilibrio de una molécula anilla-
de se puede definir apropiadamente en términos de la funcidn po-
tencial que corresponde al modo de vibraciéh que provoca su cur-
vemiento. Si esa funcidn potencial posee un minimo simple en la
configuracidn para la cual la estructura ee plana, entonces, aun-
que sus &tomos puedan vibrar alrededor de esa conformacidn de e-
guilibrio, se dird que la estructura es "esencialmente plana",
Si, por el contrario, la funcién potencial posee dos minimos se-
parados por una barrera que sobrepasa el menor nivel vibracional,
entonces se dird que la molécula estd "curvada“. (Fig. 10)

y
|

|
MLRLMNO : simp\e

Fig. 10

Ahora bien; si esa barrera no alcanza al menor nivel vibracio -
nal, "el hecho de que la estructurua sea o no plana se transfor-

ma, en cierto modo, en una cuestidn de semantica." (J. Zinn)



Insistimos en el hecho de que un potencial armdnico pu-
ro presenta niveles equiespaciados, en tanto que las respectivas
funciones de onda serdn alternativamente simétricas y antieimé -

tricas respecto a cambios en el signo de la coordenada de vibra-

(4

Cion.

No ocurre exactamente 1o mismo para unea funcidn de doble
minimo. Al tiempo que la barrera de potencial crece en magnitud,
los niveles energéticos van experimentando un progresivo agrupa-
miento en pares, que estaran tanto mas cerca de la degeneracion

lisa y llana cuanto mayor sea la barrera. (Fig. 11)

<

e e

Pero las funciones de onda retendrdn sus caracteristicas de si-
metria, es decir, el nivel fundemental sera simétrigo, el sigui-
ente antisimétrico, etc. Si la barrera de potencial es infinita

( molécula permanentemente curvada ) la degeneracidn serd com-

pleta. Cada nivel doblemente degenerado estard compuesto de un
estado simétrico y de otro antisimétrico.

Recordando lo expuesto en el apartado anterior, se com-
' prende sin dificultad que si existe una barrera de potencial muy
alta,el valor de las constantes rotacionales en los dos miembros
de cada par cuasi degenerado serd muy similar, ¥y que en el caso
1{mite de barrera infinita dicho valor se reducird a uno solo.
Y nuevemente arribamos a la misme& conclusion: observando la for-
ma en que las constantes rotucionales varian de un estado vibra-
cional & otro, es posible inferir el cardcter de la funcidn po -

tencial.

NOTA:

La vuriacidn alineal de A, By C para el caso de un osci-

lador anarménico, no constituye un fencmeno inesperado.
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En efecto: puesto que las funciones de onda impares de
un oscilador armcnico contignen nodos en el centro de
simetria, en tanto que las pares poseen antinodos all{,
resulta evidente que la adicién de una barrera en dicho
centro perturbaréd los niveles pares en mayor grado que
los impares. Esto ha de provocar el agrupamiento de ni-
veles ya mencionado, y consecuentemente la desaparicion
del equiespaciado tipico. Se concluye sin dificultad que
los valores de A, By C no cambiardn por saltos constan-—
tes al variar el mimero cudntico vibracional; lo cual,

& su vez, da origen a la denominade "variacidn en zig-
zag de las constantes rotacionales en el oscilador per-

turbado.™
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CAPITULO II




EL PROBLEMA DE LOS OSCILADORES PERTURBADQS
POR BARRERAS GAUSSIANAS

Las moléculas que nos disponemos & estudiar en esta te-
sis, pertenecen 8 un grupo que se caracteriza por el hecho de
presentar sus8 miembros una estructura anular de cuatro dtomos.
Algunas de esas moléculas son esencialmente planas, otras no;
en el sentido que' le dimos en el cap{tulo anterior a ese cali-
ficativo. Sin embargo, cualquiera sea el caso bajo andlisis,
el método que emplearemos para dilucidar aquello que nos in-
teresa serd el mismo. Debemos, pues, abocarnos & la presenta-
cion formal de dicho método, que no es otro que el indicado
por el titulo de esta seccidn. .

La cuestion de las vibraciones de doble mfnimo no es
nueva. Se conocen bien la inversidn de la molécula de amonia-
co, as{ como otros ejemplos que han ido apareciendo en el de-
curso de los afios. El movimiento de ring-puckering en anillos
tetraatdmicos es también de doble minimo en esencia. Tal cual
hemos sBubrayado reiteradamente, lg "planaridad" de estas molé-
culas se describe mejor por la susencia o presencia de un2 ba-
rrera en la funcidén potencial relativa a la vibrecidn de cur-
vamiento del anillo. La magnitud de esa barrera puede, preci-
samente, tomarse como una medida cuantitativa del grado de
"no planaridad".

Numerosas funciones potenciules de doble minimo han si-
do sugeridas y empleadas, tal cual lo seflalan Sunney I.Chan y
.David Stelman. Pero entre otros, el grupo de la Universidad
de California dirigido por William D. Gwinn encontro gque un
oscilador arménico perturbado con barrera gaussianes posee ven-
ta jas concretus debido a su inherente simplicidad. Baste echar
un vistazo a la bibliografia para convencerse de esto.

Todo el problema consiste en la mera diagonalizacién
de una matriz hamiltoniana apropiada, en la representacion de
un oscilador armén;co no perturbudo. Si bien el mayor obstdcu-
lo aqui, radica en el cdlculo de los elementos de matriz del
término gaussiano en la energ{e potencial, una vez que estos
han sido hallados, los niveles de energia y las autofunciones
son rdpidumente obtenidos. El ugregudo de términos cudrticos

y/o de mayor orden en la funcion potencial puede hacerse sin
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complicaciones, ya que lo8 elementos de matriz de estos opera-
dores son bien conocidos en la representacidén del oscilador ar-
monico.

Un método pura evaluar los elementos de matriz del tér—
mino gaussiano, consiste en la integracion directa con las au-
tofunciones. Otro, hace uso de la funcidn generatriz de los po-
linomios de Hermite y de la comparacion de coeficientes. Ambos
involucran ung& gran cantidad de trabajo, especialmente si se de-
eean.matrices grandes.

Nosotros vamos a presentar un tercer método gque permite
la estimacion de dichos elementos en una forma muy Simple, basa-

da en cierta relacion de recurrencia que entre ellos se cumple. ,

2
Los elementos de matriz del operador exp(-jbg)

Independientemente del método utilizado para calcular
los elementos de matriz de los operadores mecdnico cudnticos,
siempre estdn involucrados implicita o explicitémente los po-

3
linomios de Hermite. En particular, el elemento [exp(ifg)]
m,m

viene dado por:
* 2
(1) <ex—p(—f§z>2m= &k 2P b & o

donde:

l/2

A
1 - ?/2
(72) q>( ) = |——— | H, (T) e
E 21N n!ff i E

Hn (E) = polinomio de Hermite de orden n.

Ia variable adimensjional E estd relacionada con la coordenada

normal de interés Q por:

(73) E = X‘/ZQ Y = 4N Y n

V), es la frecuencia fundamental del oscilador no perturbado, cu-

yas autofunciones estamos usando como base.

NOTA ¢
Obsérvese que la coordenada Q lleva consigo a la masa

del oscilador ( mass weighted coordinate ), por lo cual

ésta no aparece en Y.

Es positle demostrar que: ( ver apéndice II )
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. 2
(74) <oxp(—55£)> = 0; para n par (impar),m impar (par)

(75) {exp(-{P¢) _n!m! X
(exn fm \/“55 e
M
n +m
2 -1 1
X (-0) K
1! [(m-l)]' l(n-l)]
2:0,2'.. 2 2

con n< m Yy ambos pares.

Lo mismo sBucede para elementos con n y m impares, excepto que

1 =1, 3, ¢o0j K=2/(1+f>)y9=/5/(1+ﬁ).

Como se ve, los elementos de matriz estdn dados por po-\
linomios en 6 y K , Los coeficientes contienen factoriales y
potencias de dos, y pera matrices de cierta extensidn pueden
involucrar nimeros grandes. Estos ultimos causan, a veces, di-
ficultades de computacidn.

Este inconveniente puede ser obviado a través del uso
de una relacion de recurrencia que conecta los elementos de
matriz. Pero antes de estar en condiciones de utilizar dicha
relacidn, necesitamos conocer un nﬁmero bédsico de estos ele-
mentos de matriz, 1o que haremos en virtud de (74) y (75).

La férmula de recurrencia de la que hemos venido ha -

blando surge de la regla de conmutaciodn:
2, N
(76) {ﬁ e-tp(-jbﬁ)] =0

Ahora bien, puesto que:

<g>mnﬂ - ﬁ%Jn-rl
I
'<E'>n,n-l {2—' '\{—

+
= =n = . 1 -
y <£>n,m O ( a menos que m = n - 1 ), entonces el elemen

(77)

to (n,m) del conmutador (76) resulta:

(18) &, exp(_yg%]n,m . [i—;expc—fé - exppDE] -
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- [E oxp(-?&t)] nm " [oxp(-f{)glnm =
= o <'xp(-f€)>n-l,m + J;;—'E—L- <exp(-)3€)> n+l,m
= F<Oxp(-j3€)> n,m-1 m <OXD(-PE;)> nymel " °

En esta yltima expresién hemos aplicado la regla para mul ti-

Plicar matrices:

C = A.B
13 7 Z‘ik Py
k

La forma en que estos elementos se hallan conectados puede

ser ilustrada as{:

(n-1,m) (n-1,m+1)

(n,n—l):::::::::E%,l):“' (n,m+1) i

(n+l,m+1)

(n+l,m)

Observando el diagrama que antecede se comprende por que moti-
vo Cheén y Stelman (op.cit.) han denominado a esta relacion de
recurrencia, "la regla del diamante“. Apreciamos que los ele ~
mentos de matriz (par,par) estdn ligados con los (impar,impar),
y los (impar,par) con los (par,impar). Por lo tanto, existen 2
circuitos de diamante independientes en la matriz; aun cuando,
por ragones de simetria, 80lo hay una red no nula en este caso.
Para une matriz de N x N debemos conocer 2N-1 elementos
a los efectos de iniciar el proceso, pero N-1l de ellos pertene-
cen & la red que 8e anula. Una manera de generar la matriz de
N x N, seria comenzar con los N elementos diagonales y proce-
der a calcular los N-2 elementos situados diagonal por medio
respecto a la diagonal principal, y as{ sucesivamente. Los res-

tantes elementos son nulos. Por ejemplo, en uné matriz de 5x5:

r(0.0)

b

0
(2,0)
0
(4,0)

0
(1,1)
0
(3,1)
0
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(0,2)
0
(2,2)
0
(4,2)

0
(1,3)
0
(3,3)
0

(0,4)
0
(2,4)
0

(4,4)J




Conviene, 8in embargo, generar la matriz fila por fila.
Para ello necesitamos 2N-1 elementos de la primera fila, N-1
de los cuales serdn nulos., De la ecuacidn (75) deducimos que

los demés estarin dudos por:

m

2 . ] 1 - m/2
(79) <exp(-)‘5£)>0’ =J 1 J m! (- 0)

y que ademés:

(80) <eXP(-J5Ez)>o,m =‘\Jm_-‘l‘ (-6) <e"p('ﬁ§z)>o m-2
. m ’

Por lo tanto, 8dlo necesitemos conocer el elemento (0,0):

1 1
o

Con respecto a la segunda fila, al colocar n = O en la

(81) <exp(-j5£ >>0!O - [

formula de recurrencia (78) obtenemos:

(82) <éxp(-fgz)>l’m=\]; <exp(-/5€z)>o,m_l +
+fm + T <e’sp<-f§2>>o,m+1

Sin embargo, habida cuenta de (80), que podemos aplicar al co-

nocimiento de exp( PEL)>O o+l ¥ exp( )5&)>0 n-1 ¢ ten-~

dremos la relacion

2 ' 2
(83) <eJcp(-)5§)>o'm+1 = 'm ’Z.l (~0) <exp(7’5§)>o’m_l

Por fin, reemplazando (83) en (82):

(84) (exp(—fgz»l,m =ym (1 -6) <exp(--)‘5 Ez)>o,m-1

Las filas subsiguientes pueden generarse, s8in dificultad algu-
na, a través de la "regla del diamante".
Como vemos, es factible construir la matriz del opera-

2
dor exp(-gﬁi) fila por fila, partiendo del elemento (0,0).
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Asimismo, resulta evidente que hemos utilizado elemepn-
tos que se hallan dentro y fuera de la matriz de N x N. Esto
ultimo es comsecuencia inmediata del hecho de que las autofun-
ciones del oscilador forman una base infinita, aun cuando una
matriz cualquiera puede ser convenientemente truncada al tama-
fio deseado.

A titulo de ejemplo, he aqui la matriz de [exp(~j§§2)]
en 8 x 8 y para [5 = 1.

’ )
0.707 0.000 -0.250 0.000 0.108 0,000 -0.049 0.000

0.000 0.354 0.000 -0.217 0.000 0.121 0.000 =0.065
~0.250 0.000 0.265 0.000 -0.191 0.000 0.122 0.000
0.000 -0.217 0,000 0,221 0.0C0 =0.173 0.000 0.120
0.108 0.000 -0.191 0.000 0.193 0,000 -0.159 0.000
0.000 0.121 0.000 -0.173 0.000 0.174 0.000 —-0.148
|-0.049 .0.000 0.122 0.000 -0.159 0.000 0.160 0.000
0.000 -0.065 ©0.000 0,120 0.000 -0.148 0,000 0.148

Ia expresidn completa que emplearemos para perturbar

el hamiltoniano del oscilador puro, serd:
2
(85) H = A exp(-)SE)

Este es justamente el operador sobre el que hemos venido .tra-
bajando, a excepcidén de una constante multiplicativa (A).
Antes de internarnos definitivamente en la mecdnica
del procesc de andlisis, conviene que digamos unas pocas pala-
bras acerca de la influencia que tiene la eleccidn de A y .
No existen dificultades para agociar el valor de A
con la mayor o menor altura de la barrera, pero el papel de
85 no es tan sencillo de vislumbrar.
Tal eomo ha sido demostrado por L. M. Boggia et al.,
la variacidén de P'(indioe de kurtosis), al traer aparejado un

cambio en la forma de lu gaussiana, ha servido para ajustar
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(aparear) los niveles superiores casi o6in afectar los nive -

les inferiores ya ajustados en bvase a A..

En los dos esquemas que 8iguen se uprecia la modifi-

cacidn que sufre la gauseiana como resultado del empleo de

distintos valores de jB . (Fig. 12)

. ®
®
o Fig.12 '.,.‘ "'
;% V(¥) . %Zx P
A= 4.25 f 440

Concluyendo: la funcidn potencial que habrd de con-

vertirse en objeto primordial de nuestro estudio posee, en

eu forma completa, la expresion analitica:

v= hy ES LA PE )
2
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CAPITULO I11




ANALISIS DEL PROCESO DE "RING - PUCKERING"

PRIMIRA ETAPA

Haciendo abstraccidn, por el momento, del modelo vi-
bracional especifico asignado a determinada molécuyla, dedica-
.remos8 esta primera parte & eXxponer brevemente los pasos que
deben darse para obtener los valores de las constantes rota-
cionales A, By C en cada estado vibracional, a través de un
ajuste por minimos cuadrados.

De acuerdo a lo expresado en el capitulo anterior, va
de suyo que la matriz del hamiltoniano completo tendrd la si -

guiente forme general ( en unidades de hv ):
2
Hlj = A <6XP('Y§ )>iJ con i # j
2 _
B3 7 A<M@Ff§»ri+(i+i)“cmn-i=3

2

(87)

Se procede a su diagonalizacidn y al posterior orde -
namiento de los autovalores y autovectores resultantes.

Poseemos de antemano las expresiones de las matrices
X2 y X4 en la base del oscilador puro, de modo que Bsolamente
hecesitemos una mera transformacién de similitud a fin de lle-
varlas a la nueva pase del oscilador perturbado. Esto es:

x? = st s
(88)

- -1 4

]
147]
P
¢))

donde S = matriz de autovectores generada por el proceso de
diagonalizacion.
S-1 = matriz inversa de la anterior que se obtiene per-
mutando filas por columnas, pues se trata de una

trunsformacidn unitaria.

Y bien, ¢cudl es, en definitiva, el propdsito con el
que se efectuan todas estas operaciones algebraicas?

La respuenta se halla prdcticamente & nuestro alcance.
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En efecto; al estudiar el problema de la interaccidn rotacidn
vibracidn estublecimos la posibilidad de expresar las constan-

tes rotacionales en serie de potenciae:

Ay T Aty (x°) ot Ay () Gyt
=3B, * B <x2> R <x4> g e

Cig =0 + 6 <X2> 11 7 G2 <X4> 14 Fooee

(89) B

donde el subindice "i" se refiere al estado vibracional. La e-
sencia de este planteamiento reside en averiguar cudles serédn
oy C2 apropiados. A tal fin se
prepara un sistema de 3n ecuaciones que tendrd sd6lo nueve in-

los coeficientes Ao’ Al"' B

cdgnitas. El numero "n" representa la cantidad de niveles que
pretendemos investigar. Por ejemplo: para 5 estados vibracio-~
nales resultaré un éistema de 15 ecuaciones con 9 incdgnitas.
Los respectivos términos independientes en (89) no son otra
cosa que los valores experimentales de A, By C pera cada ni-
vel. Por su parte, ajustando la intensidad de la perturbacidn
gaussiana quedan univocamente determinados los elementos de
matriz <x?>ii y '<X4>ii correspcndientes a la base del osci-
lador perturbado, segﬁn hemos visto hace un instante. Razones
de claridad en la notacidn nos inducen a escribir simplemente
. <X?>ii en lugar de <(X'2>ii, tal como reza (88), para referir-
nos a los elementos de matriz en la nueva base.

De todo 1o que llevamos dicho se desprende que el obje-
tivo de (89) consiste en estab}ecer un paralelo entre los wva-
lores empiricos de A, By C, y una cierta expresion analitica
que intentea representarlos de la mrejor manera posible. Dadas
las caracteristicas que tienen estos sistemas, su tratamiento
se logra a través del mé€todo de minimos cuedrados. Para su re-
alizacidn efectiva hubimos de utilizar la computadora I.B.M./
360/50 del CESPI de la Universidad Nacional de Ia Plata.

Cierto es que la funcion potencial completa del oscile-

dor perturbudo asume la forma:
2 2
veny (& « AefE)
2

pegin quedd definitivamente asentado en el cap{tulo anterior.



Sin embargo, el proceso algebruico se lleva a cabo 8dlo con la
expresion encerrada entre paréntesis; de modo que, al diagona-
lizar, los autovalores del hamiltoniano se hallardan dados en
términos de "nhy". Pero nosotros deseamos asignar a cada uno
de esos autoestados resultantes, su correspondiente wvalor en
alguna unidad de energia de uso habitual. Mds aun, debemos es-
tar en condiciones de poder medir, en esas mismas unidaedes, la
altura de la barrera, ya que ello noé brindard la ocasidn de
cotejar nuestros resultados con los datos experimentales, y a-
s{ obtener un buen elemento de juicio para dictaminar acerca
de la bondad de la funcidn potencial utilizada.

El cumplimiento de todos estos requisitos se consigue
automdticamente al conocer la magnitud de la frecuencia "Y',
ya que el factor "h V" es, por decirlo de alguna manera, el
puente que nos permite transitar del campo de los valores adi-
mensiongles al de aquellos que poseen las unidades elegidas.

Para evaluar la frecuencia aprovechamos las asignacio-
nes de energia obtenidas experimentalmente, y que correspon-
den a las diferentes transiciones entre niveles vibracionales,

Formamecs el sistema:

(;gf (Nivel

1~ Nivelo) = Asig., (em
(90)
('g ) (Nivel‘2 - Nivell) = Asig., (cn

...........'.‘..'..I.....OO. etc.

Puesto que las asignaciones estan dadas en cmfl, y teniendo
en cuenta que se trata de una unidad muy usada en espectros-
cop{a, hemos decidido emplearla también en este trabajo. He
an{ la razdén por la cual la incognita del sistema (90) es V.
en lugar del cldeico hVy. ¢

Le toca el turno ahora al cdlculo de la barrera, que
se inicia construyendo una funcidén suma del potencial osci-
lador y la perturbacidén gaussiana.

2

2
(91) F(E) = %+>\exp(—§9g)

En todos aquellos puntos del dominio de una funcidn

donde exista un extremo relativo debe anularse la derivada
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primera; por lo tanto, de F'(E) = 0 Burgirén los puntos cri-

ticos de interés:
2
Fr(E)= € - 2)\ng exp (-0 E)
igualando a cero obtenemos:

E(1- 2">\J5, exp(-FEz)- ) =0
En definitiva, y luego de un poco de dlgebra, nos quedan los
E = o
¢ - +\/ln(2>\r)/$;
E - ~V1n(2A§>) /S?

puntos:

Dado el cardcter cualitativo que presenta la grdfica de 1la
funcién que deseamos lograr a partir de (91), y habida cuen-

ta de la expresidn de la derivada ‘segunda de.F(E ):

Fro(&) = 4- Z%G GJ?EZUV“— ZQF;).

resulta que para tener un ma&ximo relativo en E4=:O (esto es,
para que F''(0)< 0) depe cumplirse que 2A >1. Con esa condi-

. F . PR
cion, vemo0s de inmediato que:

P (t\'“—(;};l’)x 1n (25>/\>2 > 0

lo cual implica que Ezy Eb son puntos de minimo relativo. Fi-
nalmente, puesto que F(c>)=lk y F(tf&ﬂZFk)h;) = a(2p2) + 4

I
‘ 2
la altura de la barrera viene expresada por: P

1n(2PA) + 1
2'?

. "l B ’
de manera adimensional. Su valor en cm se obtiene s8in mas

(92) H= A -

que multiplicar (92) por el factor. (V/c):

(93) H (em™t) = Y [}\ _ 1n(2pA) +1 ]

c 255
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SEGUNDA ETAPA

Pasaremos ahora a discutir todo lo relativo a los mo-
dos de vibracidn considerados para las moléculas que serdn ob
jeto de nuestro estudio.

Segun apuntamos en la introduccidn de esta tesis, ellas
presentan como elemento bdsico una estructura anular de cuatro
atomos, a los que se agregan grupos funcionales. No vienen al

caso, de momento, sus denominaciones quimicas, pero es facti-

ble esquematizarlas geométricamente as{: (Fig. 13)

Co.

A I R IR I I B i IR I B R R

e

- '
= (]
’
l’ )
v ]
’
.
p (v 4

algo que, por otra parte, ya hicimos al tratar el problema de

Fiq.13

la interaccidén rotacidn-vibracion. Los dtomos marcados con Cg
son grupos CHé(radical metileno), mientras que X simboliza un
dtomo de oxigeno, de selenio o de azufre. Finalmente, Cx Pue-
de representar un grupo CH2 0 bien C==CH2.

Cualquiera sea 1la situacion, la cierto es que el ani-
1llo de la figura constituye la parte esencial de la molécula.
Claro estd que 1los dngulos interiores y las distancias de en-
lace varian de acuerdo con el tipo de 2tomos presentes. Ya nos
ocuparemos de ello al exponer los resultados de los calculos
para las diferentes moléculas. En primera instancia no hay in-
conveniente en suponer un cuadrilatero regular.

La pregunta concreta que procuraremos8 responder en es-
ta Begunda etapa es la siguiente: a partir de los modos que va
mos a cons;derur, sexiste algﬁn criterio que permita inclinar
nuestras preferencias por alguno de ellos?. En otras. palabras,
&cémo podriamos hacer para intentar la identificacion del mo-

do vibraucional mds probable para determinada molécula?.



Detengfimonos a reflexionar un instante. Cuando unas po-'
cas piginas atrds habldbamos de diagonalizar la matriz de un
hamiltoniano de oacilador perturbado, lo hac{amos dando por
sentada la presencia de un proceso vibratorio causante del cur
vamiento de la estructura anular. Dicho proceso ven{a asociadg
con clerta coordenada adimensional E que, & su vez, no tenia
relacidn directa eon ninguna coordenada real de la molécula.
Sin embargo, ¢omo usdbamos los distintos valores experimenta-
les que surgen del "ring-puckering", en cierta forma aquella
¢oordenada adimensional parecia tener vinculacidén con algin
dngulo diedro que fuese testigo de ese curvamiento.

Ahora deseamos ir mds alld todavia, proponiendo un mo-
delo vibracional especifico. Para eso supondremos que los d-
tomos se mueven en trayectorias curvilineas sin provocar el
estiramiento de los enlaces (stretching mode); y que los hi-
drégenas de los grupos CH, vibran solidariamente con los C

respectivos, sin deformar los angulos <(HCHL
Basdndonos en estas reglas, consideraremos dos modos
simples; a saber:

1) los dtomos marcados con C, en la figura se mueven hacia
arriba y hacia abajo en trayectorias curvilineas, perma-
neciendo inalterado el resto de la molécula. Es un movi-

miento alrededor de la diagonal XCX. (Pig. 14)

6

In
.__Q

2) el dtomo X vibra respecto al resto de la molécula. Se tra-

ta de un movimiento alrededor de la diagonal C,6 C, .

(Fig. 15)

i

0

1




En ambos casos, definimos una coordenada vibracional "q" que
describe la magnitud de la curvatura que va experimentando el
anillo. Es el dngulo diedro correspondiente.

No resulta dificil llevar a la prdctica 1o que hemos
discutido hasta aquf. Basta definir un sistema de ceoordenadas
dpropiado para cada molécula, de origen arbitrario, e ir va-
" riando convenientemente los distintos pardmetros en juego con
el fin de lograr la simulacidn de 10s modos recidn indicados.

En resumen: conocemos la estructura molecular en su
configuracidén plana y en 1as demds. Esto significa que esta-
mos en posesidn de los valores de las eoordenadas que cada a-
tomo va tomando a medida que la molécula sufre el proceso de
. curvamiento.

Teniendo presente el interrogante que planteamos al
comienzo de esta seccibn, y & través de toda la informacidn
que ya obra en nuestro poder, procedemos a determinar el ten-
sor de inercia baricéntrico mediante las denominadas fdérmulas
de Kraitchman, para las distintas configuraciones gque va ad-
quiriendo el sistema. Luego aplicamos a uste tensor el me 0=
do de diagonalizacidn de Jacobi -~ von Neumann, con lo cual ob-

tenemos los momentos principales Ia’ I

i3 Ic; y bpor lo tanto

las constantes:
8 I 8N I 8T I

-8 b c

A=

en seg. , conjuntamente con el factor de asimetria de Ray:

2B- A - C
A-C

K (xappa) =

Finalmente, representamos A, By C en funcién del angulo die-
dro seleccionado para cada modo y comparamos coOn las respec-
tivas grificas experimentales. La respuesta que nos habiamos
propuesto encontrar es, pues, la siguiente:

"Interpretamos que el movimiento real de la molécula se halla
razonablemente mis cercano al modelo que conduzca & una varia
cidén tedrica de las constantes rotacionales seme jante a la
que presentan lus gréficas construidas a partir de los datos

empiricoa”.
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NOTA:

Estas grdificas empiricas recién mencionadas estdn cons
truidas en funcidn del mimero cudntico vibracional, mientras
que nosotros, al aplicar los métodos de esta segunda etapa,
utilizaremos como variable independiente un cierto dngulo die.
dro. Es necesario, pues, ser precavido en la comparacion de
ambos tipos de graficas. ‘

Pueden interpretarse los resultados estableciendo, a
modo de correspondencia, que una creciente y paulatina defor-
macidn estructural implica una energia incrementada respecto
al minimo; y que, & su vez, ese aumento de energia se asocia
‘eon numeros cuanticos mayores. De esta forma, el célculo de
las constantes rotacionales para los distintos autoestados
desde un punto de vista mecanico - cudntico (valores medios),
lo confrontamos (cualitetivamente) con su homdonimo realiza-

do tomando como base un modelo mecanico - geométrico cldsico.
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TERCERA ETAPA

Desafortunadamente, el andlisis realizado en la eta-
pa anterior, por su propia f{ndole, sdlo es aplicable en su
totalidad a moléculas que no presenten barrera alguna a la
configuracidn plana, y que por lo tanto exhiban una varia-
cidn lineal de las constantes rotacionalea. E8to lo veremos
con claridad al exeminar las grdficas pertenecientes a las
moléculas que utilizaremos como ejempios.

En el caso de encontrarnos con una variacidn alineal
de las constantes rotacioenales, y en consecuencia, frente a
una barrera mds o menos pronunciada, apelaremos a un nuevo
instrumento que, esperamos, nos permita extraer algunos re-
sul tados importantes.

Este nuevo instrumento es la Teoria de Orbitales Mo-
leculares, y en particular unc de sus métodos semiempiricos:
el CNDO ( Complete Neglect of Differential Overlap ). Los re
sultados se refieren al modo de vibracidn dominante y a la
magnitud aproximada de la barrere de potencial.

El esquema operativo de esta tercera y ultima etapa
es directo. Consiste en,el empleo del CNDOnusando como datos
los valores de las coordeneadas que cada £tomo toma durante
el proceso de "ring-puckering”. De esta forma& obtenemos 1las
diferencias relativas de energia quevcorresponden a las su-
cesivas configuraciones que va adquiriendo la molécula. Lsas
variaciones energdéticas pueden graficarse en funcidn del dn-
gulo diedro asignado a cada modo. Segun veremos en los e jem-
plos, estos graficos revelan la probabilidad de un determi-
nado modelo vibracional y la magnitud aproximada de la ba-
rrera.

Bien que la utilidad del CNDO se pone de manifiesto
en les casos de variacidn alineal de A, By C, no por ello
de jamos de confiar en que sus. predicciones sean, "a fortiori'
valederas para moleculas esencialmente planas.

Las .tres etapas que hemos delineado constituyen una
conjuncién de procedimientos de difgerente naturaleza,'todos
ellos concurrentes & un mismo fin, de los cuales haremos uso

inmediato en el proximo capitulo.
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CAPITULO IV




3 - METILENOXIETANO

/4 1
Es ésta una molécula cuya configuracidn plana puede

representarse esquemdticumente asi: (Fig. 16)

H

Toda la informacidn atinente a distancias interatdmicas, y
dngulos respectivos, la hemos extraido del trabajo de Gib-
son y Harris; quienes,'a‘su vez, recurrieron a resultados
de experiencias de difraccidn de electrones y & ciertos me-
todos de cdlculo descriptos por Keirns y Curl. He aqui esos
datos:

r(Cy=C,) = 1.328 %

r(Ce—C,) = 1.523 A
r(Cu—0 ) = 1.449 A

r(Cq—H ) = r(C—H ) = 1.09 A

<(CD,CTCO() = 87°

<(H CBH ) = 120
Addenda:

<(H C,H ) = 107.9°

<(0CH) = 111

Postergamos, por ¢l momento, la discusidén sobre el valor de
estos dos ultimos dngulos.
Daremos ahora comienzo al estudio del 3-metilenoxie-

tano mediante el plan desarrollado en el capitulo anterior.

Primera etapa (perturbacidén del hamiltoniano)

Recordemos que uqui s8e hace abstraccion de cualquier

modo vibracional determinado, y se trabaja tomando como base

- 43 -



unad cierta wvuriable E que no tiene relacion con ninguna
coordenada especifica de 18 molécula.

La perturbacidn asume la forma:

v(E)= A exp(- ? Ez)

Yy el par de valores (A,(b) que me jor nos aproximo a los da-

tos experimentales, fue:

A = 0.20

? = 3,00

Con ellos, y mediante el proceso de cédlculo citado preceden-

temente, obtuvimos los resultados transcriptos:

V(nro.cudntico vibr. ) A (Mc/seg.)
calculada observada daif.
1 11817.41 11813.70 2.29
2 11765.29 11761.65 - 3.64
3 11718.06 11720.65 2.59
4 11679.00 11678.26 - 0.74
V(nro.cudntico vibr.). B (Mc/seg.)
¢calaulada observada dif.
0 4694.58 4694.59 0.01
1 4700.72 4700.70 - 0,02
2 4706.71 4706.74 0.03
3 4712.79 4712.84 0.05
4 4718.64 4718.63 - 0.01
V(nro.cuéntico vibr.) C (Mc/seg.)
calculada ocbservada dif.
3518.50 3518.59 0.09
3530.60 3530.42 - 0.18
3541.75 3541.83 0.08
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V(nro.auéntico vibr.) C (Mc/seg. )

calculada observada dif,
4 3562.13 3562.06 - 0.07
(Fig. 17)
Nivel Energia. (en hy ) Diferencias Diferencias
experimentales calculadas
gcm-lz (em )
0 0.598
112.000 109.967
1 1.524
115.200 119.966
2 2.5}5
118.000 117.192
3 3J.522
120. 900 118.765
4 4.523
13 1

Frecuencia calculada: 0.356 x 10 seg.

-1

_Barrerai 0.350 c¢m

Advertimos que se trata de una molécula esencialmen-
te plana en su configuracion de equilibrio, puesto que preé-
eenta una variacién lineal de las constantes A, B y C. Sus
'nivelea vibracionales se hallan prdcticamente equiespacia-
dos. La bparrera que exhibe (0.350 cm-l) carece de toda 8ig-
nificacidn; y si algo puede demostrar palmariamente estas
primeras conclusiones, es el cdlculo realizado con.‘k =0
(parrera nula). Aqui no hay perturbacidn de ninguna natu-
raleza; 8e trata del hamiltoniano de un oscilador puro. Sin
embargo, los reoulfados son muy Similares a los anteriores,

tal como lo evidencian las siguientes tablas:

A= o
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V(nro.cudntico vibr.) A (Mc/seg. )

calculada observada aif.
0 11877.11 11876.63 - 0.48
1 11817.66 11819.70 2.04
2 11764.80 11761.65 - 3.15
3 11718.51 11720.65 2.14
V(nro.cuéntico vibr.) B (Mc/seg. )
calculada observada dif.
0 4694.56 4694.59 0.03
1 4700.72 4700.°T70 - 0.02
3 4712.75 4712.84 0.09
4 4718.64 4718.63 - 0.01
V(nro.cuéntiéo vibr. ) C @h/seg.)
calcnlada observada dif.
Ne) 3518.51 3518.59 0.08
1 3530.57 3530.42 - 0.15
2 3541.86 3541.81 - 0.03
3 3552.39 3552.59 0.20
4 3562.15 3562.06 - 0.09
Nivel Energia (en hy ) Diferencias Diferencias
experimentales calculedasg
gcm-lz (Cm-l)
0 0.500
112.000 116.525
1 1.500
115.200 116.525
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Nivel Energia (en hy ) Diferencias Diferencias
experimentales calculadas

‘ cm 2 SCm~l 2

2 2,500

1118.000 116.525
3 3.500

120.900 116.525
4 4.500
Frecuencia calculadea: 0.349 x 1013 seg.-l

Barrera: Q.
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12200

42000 |

44800 |

41600 |

A (Mc /seg)

Log circulos representan los valores experimentales;

3580
3560
3540 |

35204

las lineas conectan los valores calculados.

4180
]
440 |
4700‘__ //
"
4660 |
v 0 4 2 3 v
C(Mc/seg)
[ ]
o 4 2 7 v
Fig. 17



Segunda etapa (modelo vibracional)

Como paso .previo, €8 necesario ubicar la molécula
respecto & un sistema de coordenadas de origen arbitrario.
Para eso utilizamos un método muy conveniente, debido a R.
L.Hilderbrandt, que parte de un conjunto de conexiones es~
tandarizadas entre los étomoa que copponen la molécula. To
do se mane ja& con un programa "ad hoc" que permite variar a
voluntad los édngulos y distancias relativos a cada co -
‘nexidn, y obtener en forma inmediata la geometria de los
sucesivos estados por los que pasa el anillo molecular.

Vamos & considerar los modos que eXxpusimos oportu-
namente; ellos 8on:

1) movimiento curvilineo del oxigeno alrededor de la dia-
gonal C - C , y

2) movimiento eurvilineo de los C, alrededor de la diago-
nal Cx - 0.

En ambos casos las distancias interatomicas permane
cen constantes. la coordenada que describe la magnitud del
"ring bending" es un dngulo diedro, convenientemente defi-

nido. (Figs.18 y19)
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El movimiento de los grupos asociados a los C, es tenido en

cuenta de manera automdtica por el método de Hilderbrandt.

Como saldo de este proceso de simulacidén nos queda

el conocimiento de loe conjuntos de coordenadas que corres-

ponden & las distintas configuraciones de la molécula. Di -

chos

conjuntos permiten confeccionar diagramas que muestran

la variacidén de las constantes rotacionales, partiendo de la

posicidn de equilibrio y en funcidn del dngulo diedro adop-

tado.

(Figs. 20, 21 y 22)
Ref. :
¢ : movimiento del oxigena.
X : movimiento de 108 Cyx .
A(Mc/seg)
42200 | .
X
A2000 L .
x .
X Fig. 20
M800 e .
®
[ ]
[ ]
M600 | .
[ J
®
A400 | .
5 N 9 . 4'5 | é4 | 217 a'ngulo diedro
(en grados)
| E)(Mc/seq)
4700 .
[
o
[ J
¢ ° Fig. 21
4600%. S SV g.
3 o 5 21 21 a'nqulodiedro

(em qrados)



C(Mc/seq.)

3700 Fig, 22
o
®
3600 | . X «
X X ° ¢ ¢
I S S

3500 \ , . . . . . . - —

3 9 45 24 27 anqulo diedro

(én qrddo 5)

El factor K (Ray) para lea configuracidn plana (equilibrio)

es de

- 0.744. Apuntemos, de paso, que un trompo simetrico

alargado (A>B = C) tiene K = -1.

Las econclusjiones

tes:

congstante rotacional A:

constante rotacional B:

constante rotacional C:

de esta etapa son, pues, las siguien

exparimgntalmente, manifiesta una
disminucidn de su valor.al aumentar
el numero cudntico vibracional. El
célculo muestra dos cosas diferen-

tes, segun el modo. Si nos remiti-

mos al movimiento del oxigeno, ob-

servamos que A decrece al hacerse
mayor la amplitud de la deformacidn.
Para el movimiento de los C, todo

sucede & la inversa.

aqui dcurre otro tanto; experimen-
talmente, B aumenta con el nro.

cuéntico vibr.. Tedricamente, pasa
lo mismo én el caso del oxigeno, y

lo contrario en el de los C_ .

los resultados son Bimjlares, cua-

litativamente hablando, para ambos
modos de vibracion y para la parte
experimental. Siempre se verifica

un aumento en el valor de C,
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Un anidlisis global de lo expuesto nos permite esta-
blecer que, aparentemente, el movimiento real de la molécu-
la -respecto al curvamiento de su estructura anular- estd
razonablemente mas prdximo &l movimiento curvilineo del oxi
geno que al de los carbonos alfa.

Esto es 1o que debe esperarse, 8l consideramos que
el éngulo c“cycd se encuentra mds tensionado que los demas
dngulos del anillo, a causa de la particular hibridizacidn

(spz) del atomo central de carbono.

Tercera etapa (el CNDO)

Los mismos conjuntos de coordenadas que sirvieron
para determinar la variacion de las constantes rotacionales
se utilizan, ahora, como datos de entrada en el método semiem

pirico CNDO/2, a los efectos de calcular la energia total del

sistema.
Movimiento del oxigeno
Diedro (en grados) Energia (en a.u.)
0 - 51.17518
6 - 51.17498
12 - 51.17438
15 - 51.17398
21 - 51.17281
24 - 51.17206
27 - 51.17133
30 - 51.17051
Movimiento de los Cq
Diedro (en grados) Energia (en a.u.) .
0] - 51.17518
3 -~ 51.17438
6 - 51.17353
9 - 51.17118
12 - 51.16908



En los grdficos que presentsmos a continuacidn, hemos tomado
como cero de referencia 81 minimo valor de la energf{a (confi-
guracién plana de equilibrio), y representado las diferencias
que exiaten entre los-sucesivos valores y dicho minimo. Esto
es 1o que importa desde el punto de vista fisico, puesto que
los valores absolutos de la energia total dependen de la na-
turaleza intrinseca del método de la Teoria de Orbitales Mo-
leculares que se haya seleccionado para aplicarlo al estudio

del sistema en cuestidn. (Figs. 23 y 24)

| Dir . de enerq(a

3! (én a.u.
6!105} ) )
3
5x40 L
Y
3cdo [
— Movimiento de los C. —
2 x40 |
®
4:165_
[ J
F 1 1 A [1 .
0 3 6 9 42 anqulo diedro

(en grados)

Fig. 23
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T

3x 4o

2&»‘0

dedo” |

Di{. de energia

(en a.u)

— Movimiento del oxigeno —

1

Fig. 24
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El exumen de estos graficos nos conduce a deducir
que:
1) el 3-metilenoxietano no presenta barrera respecto al cur-
vamiento de su estructura anular, y estc es vdlido para am-
bos modos de vibracidn;
2) el valor de la constante vibracionalch) es mds bajo pa-
ra el modo de vibracidn del oxigeno que ggr:ZZl correspon -
diente a8 los carbonos alfa. He aqui la razdn por la cual pre
domina el modo del O sobre el de los Cy.

En resumidas cuentas, el método CNDO/2 proporciona

resultados ampliamente coincidentes con los que surgen de la

experiencia.

NOTA :

Una cuestidn que nos habfia quedado pendiente era la
relacionada con la posicion de los grupos metilenos que per-
tenecen al anillo, y con el dngulo H C, Hque exhiben.

Hemos dicho que el método de Hilderbrandt toma en
cuenta, de manera autqmética, el movimiento de estos grupos
durante el proceso de "ring bending"; de modo que el vnico
problema consiste en ubicarlos (y dimensionarlos) en el inse-
tante inicial (configuracidén plana).

Efectuamos, pues, un estudio de los radicales CH,
con el método CNDO/2. Lo que hicimos fue variar desde 109
hasta llSola magnitud del angulo que, en el sistema de Hil-
derbrandt, da una especie de posicidn azimutal de los grupos
CH2. El dngulo polar de los do§ hidrdgenos (1200) permanecio
inalterado. Como consecuencia de esto ultimo, a medida que
cambia la orientacidn del grupo disminuye el valor del dn-

gulo H C H; es decir, se reduce la distancia H-H. (Fig,25)




Naturalmente, el resto de la molécula no debia sufrir modi-

ficaciones. Al representar las diferencias relativas de ener
g{a en funcidn de 0 resulta un grafico de tipo parabdlico cu
yo minimo se encuentra en 1117 Ese fue el valor adoptado du-

rante todo el trabajo. (Fig.26)

l
Di[. de enerq(a
(em a.u.)
-5
5x40 |
4x;|63 i
3‘1163 L [ }
2 4G
- . .
1o do
L °
i ) .
e
409 M M3 M5 6
(enﬂrados)
Fig. 26
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SULFURO de TRIMETILENO (TMS)

Puesto que el 3-metilenoxietano sirvid para discutir
con suficiente detalle todas las fases en que hemos dividido
el examen de estas moléculas, nos remitiremos, en adelante,
& una exposicion mds o menos escueta de los resultados co -
rrespondientes al\TMS y 8l TMSe

Para estudiar el TMS partimos de su representacidn

esquemdtica: (Fig. 27)

Adoptamos los pardmetros estructurales:

r(Co— Oy ) = 1.523 i

r(s—c,) = 1.842 A

r(C,—H )=r(C,—H ) =1.09 &
<(C, 0,0, ) = 97";9
<(HC,H ) = 120

§

Addenda:
<(HC H )
<(sS C,H )

H

107.9° -
lllo(FigB. 33 y 34)

]

Primera etapa

viE)= A exp(-r22>

donde: A:: 15.06

? = 0.059

Estos valores conducen & las siguientes tablas:

(Figs. 28, 29 y 30)
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(cont. en la pdg. 61)

_'58 -

V(nro.cuintico vibr. ) A (Mc/seg. )
calculuada observada daif.
0 10109.53 10110.15 0.62
1 10110. 39 10110.31 - 0.08
2 10076.75 10075.69 - 1.06
3 10093.42 10092.61 - 0.81
4 10071.80 10073.16 1.36
V(nro.cudntico vibr.) B (Mc/seg. )
calculada observada dif.
0 6670.09 6673.90 3.81
1 6670.02 6666.26. - 3.76
2 6667.61 6667.43 - 0.18
3 6665.66 6665.82 0.16
4 6664.44 6664.44 0.00
V{(nro.cuéntico vibr.) C (Mc/sesz. )
calculada observada dif.
0 4441.20 4441.04 - 0.16
1 4442.17 4441.66 - 0.51
2 4405.08 4405.89 0.81
3 4424.14 4425.21 1.07
4 4400.23 4399.06 - 1.17
Nivel Energia (en hy ) Diferencias Diferencias
experimentales calculadas
Cm;l) (c -12
0 13.857
1 13.860



Los circulos representun los valores experimentales;

las lineas conectan los valores calculados.

A04201

40440

40400 |

40090 |

40080

AQ070 |

A (Mc/seg)

Fig. 28
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I B(_Mc/seg)
6614

6672 |
i Fig. 29

6670

6668 |

6666 | °

6664 |

4440

4430 |

4420 |

4440 |

4400 |
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Nivel Energia (en hy ) Diferenciasg Diferencias
' experimentales calculadas

fcm~12 (c -12

1 13.860
138.20 140.03
2 14.734
12.43 14.83
3 14.827
85.80 90.06
4 15.389
63.00 64.79
5 15.793 |
84.30 86.44
6 16.332 |
91. 30 91.64
7 16.904
99. 80 98. 61
8 17.519
107.70 103.87
9 18.167
114.00 109.50
10 18.851

Frecuencia calculada: 0.480 x lO13 seg.

-1
Barrera: 274.5 cm

Observeamos una variacion alineal (en zig-zag) de las
constantes rotacionales y una barrera de aproximedamente 275
cm . La consecuencia es que la molécula no resulta plana pa-
ra los cuatro primeros niveles vibracionales, los que, ademds,

exhiben una clara tendencia a la degeneracidn.

Segunda etapa

Lamentublemente, los métodos que a ella corresponden
no son de utilidad en este cdso, excepto en 1o que 8se refie-

re a la obtencidén de los conjuntos de coordenadas que surgen
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del proceso de curvuamientc del anillo.

Tercera etapa

Movimiento del azufre

Diedro (en grados) Energia (en a.yu.)

0 - 36.92894
- 36.92902

10 - 36.92924
15 - 36.92957
20 ~ 36.92995
25 - 36.93029
30 ~ 36.93052
35 ~ 36.93053
40 - 36.93021
45 ~ 36.92946
50 - 36.92813
55 - 36.92604
60 - 36.92290

Movimiento de los Cx

Diedro (en grados) Energia (en a.u.)

- 36.92894
-36.92837
- 36.92665
- 36.92381
12 ~ 36.91985
15 - 36.91482

O o w O
{

(2

La bvarrersa, Begﬁn lo indica la experiencia, parece

ser el resultado de la combinacidén de ambos modos; esto es:

VcJ_alVl + aQV-2
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donde Vi y V2 gon las funciones potenciales para los movi -
mientoa del azufre y de los grupos metilenos relacionados
con los carbonos alfa, respectivamente.

La forma y altura de la barrera tedrica para el mo-
vimiento del S son muy similares a las que se deducan de la
experiencia. En otras palabras, el modo del S se manifiesta
como el méds importante, y V o V, en la expresidn anterior.

La magnitud de la constante (—3-\'1% que corresponde
al modo de los C, es elevada, y los vaio;:s energéticos in-
volucrados en dicho modo son superiores a los atinentes al
modo del S. Estas son importantes razones que justifican’
1@3 caracteristicas del proceso de 'ring- puckering" en el
™S. (Figs. 31 y 32)

Resumiendo:

pexperimental: 275 cm
altursa de.la barrera i

tedrica: 346 cm'l

Sexperimental: 30
-angulo diedro de eguilibrio
1teérico: 35°

El error en la determinacidn de la altura de la barrera es
muy aceptable s8i se tienen en cuenta:
1) las simplificaciones hechas al seleccionar los modos de
vibracidn, y
2) las propiedades de los métodos semiempiricos de la Teoria
de Orbitales Moleculares.
Los resultados que surgen del cdlculo se hallan, por

lo tanto, de acuerdo con la eXxperiencia.
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j DLG de enerqia
(en a.u)
9y Ads I
816 |
T« 163 !
6x 40 -
5,,(463 I — Movimiento del azufre —
[
4:(465 i
3“63 |
%46
P e
/{xlés i °
[
o
e
. Y 4 .; I —A
5 45 25 35 45 33
Fig. 31

na'n wlo diedro
(en (3rad05)



DL{. de enerqgia
(en a.u.)
Ao x 40" |
9 x 10.3 ®
8 « 165
? x 10'5
6 x 165 [
5 x 163 °
4x /‘0-3
— Movimiento de los C, —
3. 40"
[ ]
2 x 10-5
A x 163
[ J
3 6 9 a2 dnqulo diedro
(en (}rddos)
Fig. 32



Determinacidn del K

gngulo SC.H (§ ).

l
DW de enerqia
(en a.u.)
-5
2x 40 R
[ ]
®
Ax 46> i
[ J
[ )
®
[ J
— e - . . —
409 ny A3 d(en csrados\)
Fig. 34
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SELENIURO de TRIMETILENO (TMSe)

Representacidn esquemdtica y pardmetros estructura-
les: (Fig. 35)

r(Cx=Cy ) = 1.523 A
r(Se—C,) = 1.980 A

r(Ca—H ) = r(Cy—H ) = 1.09 A
<(C,CyCy ) = 100.2°

o

<(H C,H ) = 120

égdenda:

<(H G H ) = 106.8"
<(se C H) = 112° (Figs. 40 y 41)

Primera etapa

v(E) )\eXP(—/}Ez)

donde:
A = 18.05

[5 = 0,053

Estos valores conducen & las siguientes tablas:

(Pigs. 36 y 37)
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V(nro.cudntico vibr.)

O A~ w N KO

V(nro.cudntico vibr.)

A N W N O

NOTA:

calculada

B (Mc/seg.)

4202.49
4202.49
4198.94
4199.07
4195.77
4196.18
4194.56

calculada

observada dif,

4202.52 0.03
4202.12 - 0.37
4198.77 - 0.17
4199. 92 0.85
4195.78 0.01
4196.13 - 0.05
4194.30 - 0.26

C (Mc/seg.)

3165.98
3166.05
3153.09
3155.97
3129.63
3149.89
3142.58

observada dif.
3166.02 0.04
3166.07 0.02
3152.97 - 0.12
3156.32 0.35
3129.58 ~ 0.05
3149.08 - 0.81
3143.17 0.59

Hemos omitido los resultados concernientes & la cons-
tente A, puesto que sus valores experimentales carecen de a-
decuada precisidn. Sin embargo, esto no introduce error sig-

nificativo en la determinaciodn de la funcidn potencial.

Nivel Energia (en hy ) Diferencias Diferencias
experimentales calculadas
cm ) fcm-lz
0 16.11
¢ 0.02 0.03
1 16.11
159.00 157.49
2 17.14

(cont. en la pdg. T1)
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determinaci%25c3%25b3n.de

B (Mc/seg)

4202 |

4201 |

4200 |
499 |
4198 |
4197 |
4496 |

4195 |

4434

Los circulos representan los valores experimentales;

las lineas conectan los valores calculados.,
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3163 |

3160 |

33 L

3150 |

3145 |

3140 |

3351

34301

C (Mc/:‘)eg)

Fig. 37

-+

Los circulos representan los valores experimentales;

las lineas conectan los vulores calculados.
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Nivel Energ{a (en hy ) Diferencias Diferencias
‘ experimentales calculadas

(Cm-l) (cm-l)

2 17.14
1.14 2.17

3 17.15
117.00 119.07

4 17.93
28.00 28.09

5 18.11
80.00 81.67

6 18.65
74.00 72.18

7 19.12
88.00 86.25

8 19.68
93.00 89.82

9 20.27
‘ 100.00 104.02

10 20.95

Frecuencia calculada: 0.458 x lOl3 seg.-l

Barrera: 382.0 cm-l

Podemos apreciar una variacidn alineal (en zig-zag)
de las constantes rotacionales.y una barrera de 382 cm-l,
lo cual es causa de que la molécula no sea plana para los
cinco primeros niveles vibracionaies. Ellos exhiben un gra-
do de degeneracidn superior al de sus correspondientes del

TMS.

Segunda etapa .

Valen aqui 103 mismos comentarios que hicimos al

tratar el TMS.
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Torcerda etapa

Movimiento del selenio

Diedro (en grados)

0

10
15
20
25
30
35
40
45
50

55
60

Energf{a (en a.u.)

Movimiento de los Cu

Diedro (en grados)

O O Ww ©

12
15

35.17260
35.17269
35.17298
35.17340
35.17388
35.17435
35.17467
35.17472
35.17436
35.17341
35.17163
35.16872
35.16418

Energia (en a.u. )

35.17260
35.17196
35.17004
35.16687
35.16246
35.15684

Las conclusiones de esta tercera etapa son,

Hmu ta__

tis mutandis", idénticas a las del ejemplo anterior. Aqui

prevalece el modo del selenio, y los valores que debemos

confrontar son:

(Fign. 38 y 39)

alturé de la barrera

experimental:

tedricaz::

460 cm

385 cm-1

1



S experimental : 30°
dngulo diedro de equilibrio

1 teorico: 35°

Como vemos, también en este caso existe buen acuerdo entre

la experiencia y el cdlculo.

| DL{. de enerq(a

iy )0-3‘
(ena.u)

.3
logio |

9« Jo

-3
8xio |

Uy 1o N

6 x 4o

RN — Movimiento del selenio —
5(‘0

hy4° !

3 153 o

° Fig.38

o

b
’
!
b
!

5 s 25 35 45 55 ‘énﬂ(ulOdEdr%
e'ﬂ()fd as
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| le de enerqt'a
,“110-5 (en au.)
A0 x 163 | ¢
9 4 Ao.b L
8 «x Ao.b
71( 10‘3 R
6 X ,40—3
e

-3
5« to !

-3
4 x A0 |

—~ Movimiento de los C,:

-3

3«10 5
°

-5
2 x 1o

-3
Ax 40 N

®
F 'y - A 'l 3 — - P
3 6 9 42 anqulo diedro
(en csrados)
Fig. 39
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De terminacidn del \H

dngulo SeC,H (¢ ).

Di{. de enerqia

en a.uv.)

-3
21: 40 ’_
[ ]
@
-3
“ x 40 s
[ )
®
®
[ ]
1 i 1 & - i 1 . 1 —
M0 A42 M4 d(en Tados)
Fig. 41
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ATENDICE 1

Hab{amos estublecido en ei.primer capitulo que la for-
ma adimensional de la ecuacidn de Schrddinger para un oscila -

dor armonico es:

o1 Y, ¢ i
(AI-1) = (€ - & HY(E)

A los efectos de resolverla, buscamos primero su expre-

. - 2
8idn asintdtica para grandes valores de E : (EE<<:E)

(AI-2) d 1M) {i YE)‘

Como solucidn aproximada de (AI-2) escribimos:

Y(E)-—-,A e £2/2 + B ega/‘2

eligiendo una de las constantes igual a cero (por razones de
conveniencia optamos por B = 0), y la restante igual a la uni-
dad:

%
(AI-3) YiE) = e 9%

Reemplazando (AI-3) en (AI-2), tendremos:
_ 2 2
2 2
CE o) -8 ‘E LV

que para altos valores de E y tales que E >>1, resulta una
identidad. De ahi el calificativo de "aproximada" que le hemos
dado a la solucidn exp(- 52/2).

Con el objeto de extender el campo de validez de (AI-
3) & todo el eje - co <« E<n,o, tomamos como posible solucidn

general:

(AI-4) Y(€)= e £/2 H(E )

donde la funcidn incégnita H( E ) debe elegirse de manera tal
que conduzca & expresiones de'ERE)que presenten un buen com-

portamiento. Por ejemplo, ha de cumplirse que:

1im Y(E) =
f— oo
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puesto que un oscilador es un sistema ligado.

Sustituyendo (AI-4) en (A;-l) obtenemos:
(a1-5)  H'(E)-2F H(E) + (€ -1) H(E) =0

2
con H'(E): M H H”(E):: dH(E)
dE ag?

Admitimos ahora que H( E) puede Ber expresada en serie

de potencias de £ , esto es:

o9

(AI-6) H(E) = Z aj EJ , con lo cual:
iz
H'(E) = ZJaJEJ—l v ¥
J:o

00

w8 - Z 3G - 1) ajEJ‘g

leo

Reemplazando en (AI-5):

Z{a‘(a“- 1) ajgj“z -2 3eyEt e (E - 1) a353]= 0
E,;:O

) [t 2 e g € -z e ] -

i

Esta dltima ecuacidn se satisface para todo valor de E , 80lo
ei el coeficiente de cada potencia de E se anula en forma in-

dividual. Para E J resulta:
3+ (G+2)a, + (E-1-2)a =0

de donde surge la relacion de recurrencia:

aj+2 _ 23 + 1 - 6
aj. T (31) (3+2)

(AI-7)

Ahora bien; de (AI-4) y (AI-6) vemos que cada término
2
de Y(E) es de la forma E J exp(-§/2). Cuando el {ndice j
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adopte valores elevados, el factor & J seme jard un término
de la serie de Mac Laurin de exp( E'z); en esas circunstan-
cias, la expresidn (AI-4) para Y (E ) tendrd como término
dominante:

2 2 ol
8 oBE/2 _ %/

e ’

el cual crece més alld de todo l{mite si |E‘->oo.

| Este comportamiento asintético es inconsistente con
el buen comportamiento exigido para \lf ( E ), de modo que nos
vemos obligados a elegir a H(}i), no como una serie infinita,
einb como un polinomio (nimero finito de términos). Denotan-
dq'con "v" aquel valor de j para el que la serie se interrum-

pe (es decir, se transforma en polinomio), resulta:

(AI-8) 2v+1-E =0

puesto que para ese valor j = v el numerador de (AI-7) debe
anularsse.
Es obvio que "v" puede ser O, 1, 2, 3,...; por lo tan-

to, teniendo en cuenta que E; depende ahora de "v":

(A179) Ev =2 v +1 v=20,1, 2,...

'y como ademés (ver el texto principal):

Ev _ 2 E,
h vV

o

resulta, en definitiva:

(AI-10) E =(v+i)h\)
A'4 2 o

El entero v es el numero cuéntico vibracional, y (AI-
10) nos dice que la energia de un oscilador armdnico estd
cuantificada en unidades de h), , siendo ), la frecuencia
fundamental de vibracion.

La funcién de orda para el autoestado de orden v se
anota, pues:

(AI-11) \{rv(E) = N, HV(E) o~ F

2
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con N = constante de normalizacidn, y

Hv( E) = polinomio .de Hermite de orden v (que as{ es como se
los conoce).

Un ligero examen de la relacidn (AI-7) pone de mani-
fissto que ella genera dos conjuntos de coeficientes: uno de
indice par y otro de {ndice impar, dependiendo esto del hecho
de que un dado aj sea par 0 impar respectivamente.

Pero la serie (AI-6) contiene, a la vez, potencias pa-
res e impares de E i luego, un solo valor de v definido por
(AI-8) no puede concluir con HV(E ) en alguna potencia finita,

a menos queé pongamos a = O 8i v es impar, y a, = 0 8i v es

1l
par.

Los polinomios de Hermite tienen, entonces, la forma:

S/2,
. E 23
HV(E):: aZJ'E~J ; V=O, 2’ 4, 60"0
('\J‘.u);z _2._1 _
H(E) = B0 E0 V=1 3 50 Toees

-j:l
Para v = 0, 2, 4,... 8e debe elegir un coeficiente arbitra-

rio inicial ao; para v =1, 3, 5,... un coeficiente arbitra-

rio inicial a . Resulta m&s sencillo elegir el coeficiente de

1
Ev en HV(E) como 2', y computar los restantes a través de

kAI-7). Asi tenemos, por ejemplo:
H(E) =1 H(E) =28

H(E) = 4E° - 2 H(E) =887 - 12§
H4(E) = 1654 - 48E2 + 12 3 etCe cesaeoes

Algunas propiedades importantes

Es posible definir los polinomios de Hermite a través

de la denominada funcion generatriz:

2 2 n
(a1-12)  G(E, m)=e® @ E)T 2 E‘JE) m

m n !

donde "m" es ung variable auxiliar.
Derivando v veces la segunda expresion de (AI-12) res-

pecto de m, y haciendo m — O:
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(av_c_) B °E2 M o~ (m -E)-z =
m—0

om’ Olm - €)Y m—0
- )Y |9 =) .
JEY -0
2 2
(A1-13) = (-1)V &° dvv o

De igual modo, derivando v veces la tercera expresidn de

(AI-12) respecto de m, y haciendo m—0:
<FQVI}) = Sif—_ Hn(g ) mn =
&mv m—0 amv n! m~—0

(A1-14) = H_( E )

ya que luego de derivar v veces, el término n = v es el uni-

co que no contiene & m. Igualando (AI-13) con (AI-14):

ag’

que constituye una fdérmula particularmente util para obtener

-E

(a1-25)  H(E) = (-1)Y e e

los polinomios de Hermite.
Otras dos relaciones interesantes, y de mucha aplica-

cidn, se pueden conseguir por intermedio de (AI-12):

(ar-16) OLEM) _ 5 G(§,m) = z (&) o”
?18 ' n!

m

n

n
pero; (AI-17) 2mG(E,m) = 2 ZnH,M(E) m

m
Al igualar los coeficientes de. la misma potencia de m que
pertenecen & las expresiones derechas de (AI-16) y (AI-17),

obtenemos:

(AI-18) H! ( E)=2n Hn_l(’i )
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Por otra parte:

aG(E' m) = 2 (E‘ m) G(E' m) = z Hﬂ(g) mn-l

om (pn=1) !

n

2EG-2nG = ZHJE)mn—l
' _ (n-1) !

que, habida cuenta de (AI-17), se transforma en:

es decir:

) EZH(E)m ., ZnHﬂ_q(E)mn _ ZHh(E)m”“l
! n! (n-1)!

y de nuevo por igualacidn de coeficientes:
(a1-19) H o (E)-2Em(E)+2aH _(E)= o

(AI-18) y (AI-19) son las d6s relaciones muy us&das en la
préctica, a las cuales hicimos referencia.

Fipalmente, procederemos a calcular la constante de
nqrmalizacién Nv utilizando la funcidn generatriz. Todo el
.problema radica en. establecer el comportamiento de la inte-

gral:

> 2
(AI-20) H_( E)H (E) e § ak

Para ello, debemos construir esta otra integral:

oo

2
(AI-21) I = &G(E, m) G(E, n) o= & ab =
B ) T F
= H(E)H(E) e df =
ZZV'W! v v
< L2 2 2 2 2
- SB-E et ~m=-F) BT - (=B gy
- 00 oo )
_ L2 mn Se-(s-m-n) ak
Haciendo E -m - n-:'y , esta Ultima expresidn resulta:

- 84 ~



(AI-22) I =e
- oo

5 .
El factor e nn puede ser desarrollado en serie de Mac Laurin;

2
(AI-23) I= ﬁ( 1 + 2mn + (2mn) + oo +_(2_“"£ +o. )
2! v!

Sin dificultad alguna, vemos que la integral (AI-20) no es

més que el coeficiente de mv nw en la expresion (AI-23). Di-

cho coeficiente es distinto de cero s0lo 8i v = w, luego:
oo
-2
(A1-24) H(E) B (E) e ® aF =0, si v#w
- o0
Pero 8i v = w, ‘entonces:
o0
2 - 52 v
(AI-25) {H"(E)l e at = 2 v!\’ﬂ
- 00
con 1o cual:
1 172 | 1/2
(AI~26) N o= |1 T2
v v
2 v!
o, en términos de la variable X:
2
- KX /2
= '
Yo = m oH(x) e
donde:
1/2

1/2
1 o
2V v 1

(AI-27) N;
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APENDICE . 11

Nos proponemos, ahora, deducir la férmula que permite
conocer los elementos de matriz del operador exp(- E_z), Par-
timos de 1la expreaién que dichos elementos tendrian en funcidn

de los polinomjos de Hermite; esto es:

(AII-1) <exp(—J§ E9)) N

1 1/2

= H(F) exp[-(l +f)E Q]Hm(E) af

28 2% nr ot

- 00
Por otra parte, teniendo en cuenta la ya conocida fun-

cidn generatriz de estos polinomios, observamos que: .

o0

(a11-2) &exp [(—;2 -(s -2)2] expi—(l +J5)E2]

X exp{};-_2-'(t—‘§)21 dE ‘=

n ,m 1/2 .
D
n!'m! i
n

'La integral que aparece en (AII-2) se calcula asi:

. 00

. exp{EQ-(S‘E)Z]. exp[—(1'+J5)E21.

X explE2 -(t -¢ )2 \ ak

]

= -exp(§2 - 82 + 23&-52 +E2 - 't2 + QtE-EZ —EZ -Jﬂ;‘.e) dE=

exp[-(,a2 + tz)] exp[.?i‘(s +t) - (1 +}3)22\ d\E’

Utilizando la fdrmula

o 2 2
o 8 X *b X g _1I_eb/4a
a
(a>0, b =real ) o0
donde, para nosotros:
a = (1+}5)

b = 2(8 + t )
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tendremos:

I = exp{--(e2 + t2)\ 1-ij exp[(s + t)2/(1 +}3)]
J +

que luego de un pequeiio manejo algebraico, se transforma en:

(AII-3) I = D—; exp {231; /(1 +}3 )]

X exp{-(‘z/l +f) (82 + t2)]

Esta ultima expresidn es desarrollable en serie de Tay-

lor, habida cuenta de las siguientes igualdades:

= Ly 0 -
(AII-4) exp [2Bt /(1 +j3)] = Z(l 2 P) 8 't =

(> 2]

’r~

z Kt 82 tﬁ f:0
L1

Lo
(AII-5) exp[-(jb/l +Jb) (82 + tz)}

o bk
Z (-9)K 523 2k - 23
L G- 3)t g

k.o j:o

En (AII-5) debe notarse que existe una potencia k-ésima del

2., .
binomio (82 + % ). Resulta, pues:

Y,
(AII-6) I = ( Ll )

Si ahora escribimos:
n=£+23
Q + 2k~ 2]

B
li

(AII-6) puede ser expresada como un& sum& de las cuatro si -

guientes sumas triples:
© m m

.} \J

kX (gyn+m)/2-L
(@ -2)/2] 1 [(n -2)72]

™Moa- meoa. fioa .,
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oo m e m
m;n,;_,_ M- n | R Mio2.. Msor.. Lleoga...

MEYE
Dado que (n S 'm)/2 debe ser un entero, concluimos que

tanto n como m eerdn pares o impares al mismo tiempo. También
.deben ser enteros (n -A)/2 y (m - {)/2. De esta forma, L co-
rre sobre enteros pares o0 impares, segﬁn sean pares O impares
n y m. Por Ultimo, la suma interior en (AII-6) requiere que
(n - L)/2 vaya de 0 2 (n '+ m)/2 - L . Esto conduce a la si-
guiente restriccién:l,debe ser menor 0 igual que nom (cual-
quiera sea el mds pequefio).

En definitiva, los elementos de matriz del operador
exp(-}5§2) se obtienen comparando los coeficientes de los de-

sarrollos (AII-2) y (AII-7).
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