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Introduccion

Todos los grafos considerados aqui son finitos, no dirigidos, sin lazos ni aristas
muiltiples. Para un grafo G, se denotara con V(G) al conjunto de sus vértices
y con E(G) al de sus aristas. Si dos vértices u y v de G son adyacentes se
escribird uv € E(G). Un drbol es un grafo conexo y sin ciclos. Dado un
grafo conexo G, se dice que un arbol T es generador de G si T es un subgrafo
de G con V(T) = V(G). Un grafo G es completo si todo par de vértices
distintos de G es adyacente. Dado V' C V(G) se llama subgrafo de G
inducido por V', G[V'], al grafo que tiene a V' como conjunto de vértices y
dos vértices de V' son adyacentes si y sdlo si son adyacentes en el grafo G. Un
clique C de G es un conjunto de vértices de G, tal que G[C] es un subgrafo
completo de G y maximal con respecto a la inclusién. Se denotard C(G)
al conjunto de cliques de G y ¢(G) al cardinal de este conjunto. Se llamara
C*(G) ala familia (C(v))sev(c), donde C(v) = {C € C(G);v € C}. Dada una
familia de conjuntos (F;)ies(/ finito no vacio) se llama grafo de interseccidn
de la familia (F});es al grafo que tiene a I como conjunto de vértices y dos
vértices ¢,j € I son adyacentes si y sélo si F; N F; # 0. Se dice que G es
un grafo de intervalos propios (Roberts 1969) si G es isomorfo al grafo de
interseccion de una familia (F;)ie; de intervalos cerrados de la recta real con
la propiedad que F; C Fj implica ¢ = j. .Los grafos de intervalos propios
han sido estudiados extensamente, entre otros, por Roberts [26, 27, 28, 29],
por Maehara [24], por Batbedat [1, 2] y Hedman [17]. En el Capitulo 1 se
hace una recopilacion de las caracterizaciones existentes en la literatura y se
agragan una caracterizacién por propiedades de C* y tres por propiedades
métricas [14]. Ademads se estudia el radio, el diametro y la planaridad de los
grafos de intervalos propios.

Dado un conjunto de individuos X y una disimilaridad D : X x X — IR*
[6], se quiere obtener una clasificacién de X en grupos que reflejen, lo més



fielmente posible, la informacién proporcionada por D. Con este proposito
en [6] se definen las jerarquias indexadas y en [7] las pirdmides que estan
en biyeccién con las ultramétricas y con las disimilaridades piramidales re-
spectivamente. El problema de aproximacion superior (resp. inferior) por
disimilaridades piramidales es encontrar una disimilaridad piramidal p que
minimice A(D,p) =  L(zyexxx 1D(2,y) — p(z,y)| entre aquellas que son
mayores (con el orden usual de funciones) (resp. menores) que D. Este tema
ha sido extensamente desarrollado por Batbedat [1, 2]. Aqui se prueba que
los problemas SUPRIMIR y AGREGAR aristas para grafos de intervalos
propios se transforman en la versién de decisién de los problemas de aprox-
imacién superior y de aproximacion inferior respectivamente. Se demuestra
que el primer problema es NP-Completo.

Los resultados del Capitulo 2 aparecen en [13]. Se prueba que si G es
un grafo de intervalos propios entonces |V(G)| < 2¢(G) — ¢(K(G)) siendo
K (o aplicacién clique) la aplicaciéon que a cada grafo G asigna el grafo de
interseccién de los cliques de G. Cuando la igualdad se verifica se dice que
G es un grafo de intervalos propios minimo. El resultado principal es que la
aplicacion K restringida a la clase de los grafos de intervalos propios minimos
es una biyeccién (salvo isomorfismos) sobre la clase de los grafos de intervalos
propios. Se encuentra la mayor clase clique-cerrada ¥ (K (X) = £) contenida
en la unién de la clase de los grafos conexos de intervalos propios minimos y la
clase de los grafos completos. Se determina el numero de grafos de intervalos
propios minimos con n vértices.

En el Capitulo 1 se prueba que un grafo G es de intervalos propios si existe
un orden sobre V(G) tal que todo clique de G es un intervalo con respecto a
ese orden. En este sentido los grafos de intervalos propios son extendidos a
los grafos arbéreos (Batbedat 1990). Un grafo conexo G es arbdreo si existe
un arbol T', generador de G, tal que todo clique de G induce un subarbol
de T (la definicion se extiende a grafos no conexos). En el Capitulo 3 se
dan tres caracterizaciones de los grafos arboreos: por propiedades de C*, por
propiedades de sus cliques y por la aplicacion clique y tres caracterizaciones
métricas [14]. Se estudia la relacién de la clase de los grafos arboreos con
otras clases de grafos: se prueba la inclusién de la clase de los grafos de
intervalos en la de los arbéreos y se dan condiciones necesarias y suficientes
para que un grafo arbéreo sea cordal (resp. de intervalos, resp. de intervalos
propios).

En el Capitulo 4 se estudian los grafos de interseccion con el objeto de
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generalizar algunos resultados obtenidos en capitulos anteriores. Se denota
Lp a la coleccién de familias de conjuntos cumpliendo una cierta propiedad
Py QLp a la clase de los grafos de interseccion de familias de Xp (salvo
isomorfismos). Se dice que una familia de conjuntos (F;)ier (I finito y no
vacio) se sumerge en otra (H;)ie1, si ambas tienen el mismo grafo de inter-
seccion y existe una inyeccién w de U;er Fi en U;er Hi tal que, para todo
t€ I,z € F;siy sélosi w(z) € H;. Se prueba que si P implica la propiedad
de Helly entonces un grafo G es de interseccion de una familia de X¥p si y
sélo si C*(G) se sumerge en una familia de Xp. Este resultado generaliza
los ya obtenidos para grafos de intervalos (Fulkerson-Gross), grafos de in-
tervalos propios (Capitulo 1), grafos de interseccion de caminos de un arbol
(Monma-Wei) y grafos cordales (Gavril). Se demuestra que la clase de los
grafos arboreos es una clase de grafos de interseccion. Se denota con C¥p
a la clase de los grafos cuya familia de cliques se sumerge en una familia de
Yp. Se dan condiciones suficientes para que K(CYXp) = 1¥p y para que
K(2Ep) = CLp, resultados que generalizan los ya obtenidos para grafos de
intervalos propios y grafos arbéreos.

vil



Capitulo 1

Grafos de intervalos propios

Los grafos de intervalos propios fueron usados por Roberts [26], en psicologia
matematica, para modelizar relaciones de indiferencia no transitiva; con el
nombre de grafos de tiempo por Maehara [24] y Hedman [17], en modelos de
epidemias, y, con el nombre de grafos pira, por Batbedat [2], en relacién con
las disimilaridades piramidales introducidas por Diday [7] en taxonomia.

Existen muchas caracterizaciones de los grafos de intervalos propios, en la
seccién 1.2 se hace una recopilacion de ellas con demostraciones mas simples
(en la mayoria de los casos). Se prueban cuatro nuevas caracterizaciones:
una por propiedades de C* y tres por propiedades métricas [14].

El radio y el centro de los grafos de intervalos propios son estudiados en
la seccion 1.3.

En la seccién 1.4 se caracterizan los grafos de intervalos propios planares.

Por iiltimo, en la seccién 1.5 se prueba que los problemas de SUPRIMIR
y AGREGAR aristas para grafos de intervalos propios, se transforman en
la version de desicion de los problemas de optimizacién (en taxonomia) de
aproximar una disimilaridad D por disimilaridades piramidales [7] , mayores
y menores que D respectivamente. Se prueba que el primer problema es
NP-Completo.

1.1 Generalidades

Definicion 1.1.1 G es un grafo de intervalos si existe una funcion r, de
V(G) en la clase de los intervalos cerrados de la recta real, con la propiedad



que para distintos vértices v y w se tiene r(v) Nr(w) # 0 si y sdlo siv y w
son adyacentes (ver Fig. 1).

La funcidn r se llama representacion de G.

Si ademds r cumple que r(v) C r(w) = v = w (los intervalos r(v) y r(w)
tienen interscccion propia) se dice que G es un grafo de intervalos propios y
que r es una representacion propia de G.

Si todos los intervalos de la imagen de r tienen igual longitud, se dice que
G es un grafo de intervalos constantes. En el caso en que todos los intervalos
tienen longitud 1, se dice que G es un grafo de intervalos unitarios.

/5

r(ys)
r(y2)
r(z)

Y2 Y3

Fig. 1: El grafo de intervalos K13 y una de sus representaciones.

1.2 Caracterizaciones

Como grafos de interseccion

Definicion 1.2.1 Sea F = (Fi)ier (I finito y no vacio) una familia de con-
juntos. Se llama grafo de interseccion de F al grafo cuyo conjunto de vértices
es I y dos vértices i,j € I son adyacentes si y solo si F; N F; # 0.

Por su definicién todo grafo de intervalos propios es isomorfo al grafo de
interseccion de una familia de intervalos de la recta real, con la particularidad
de que ningun intervalo esta contenido en otro.

Siendo r una representacion propia de un grafo de intervalos propios G
y V(G) = {v1,...,vn} se llamard a; (resp. &) al extremo izquierdo (resp.
derecho) del intervalo r(v;) y Ezt(r) al conjunto U}, {a;, b:}.

Para Roberts [26] a vértices distintos de G pueden corresponder intervalos
iguales. A pesar de la diferencia en las definiciones, la clase de grafos obtenida




es la misma. En efecto sea [a,b] un intervalo de la imagen de r. Si [a,b] =
r(v1) = r(v2) = ... = r(v:) con vy,va,..,v, vértices distintos de G, sea s =
maz{l € Ezt(r),] < a} (si este conjunto es vacio se toma como s a cualquier
real menor que a) y sea i = min{l € Ezt(r),l > b} (si este conjunto es vacio
se toma como z a cualquier real mayor que b). Es obvio que s < a y que
1 > b. Luego eligiendo 2t reales cualesquiera ay, ..., a, by, ..., b, tales que s <
a1 <...<a,<ayb<b <..<b <i,es posible definir una representacién
v asi:sii=1,.,t " (v;) = [a;b], si no r'(v;) = r(v;). La representacion
', al igual que r, tiene la propiedad que ninguno los intervalos de su imagen
esta contenido en otro. Ademds 7’ asigna a los vértices vy, ..., v, intervalos
distintos. Luego queda probado que es posible construir una representacién
propia de G.
El siguiente teorema aparece en [26].

Teorema 1.2.2 Las siguientes proposiciones son equivalentes:
a) G es un grafo de intervalos propios.
b) G es un grafo de intervalos constantes.
¢) G es un grafo de intervalos unitarios.

Demostraciéon: a) — b) Sea r una representacion propia de G y sea
v1, V3, ...,Un un ordenamiento de los vértices de G tal que z < j si y sélo si
a; < a; (es un orden por la propiedad inyectiva de r). Se llamara [ a la
longitud del intervalo mas chico de r.

El siguiente algoritmo construye una representacion propia de G cuyos
intervalos tienen longitud constante igual /.

=1

bo := a;

Mientras(z < n) hacer
bi:=a;+1
h:=b; — b

{modificacién de los a; tales que v;v; € E(G)}
para todo (j > i,vv; € E(G),a; > bi_1) hacer a; := bi_; + Lh
ti=1+41

b) — ¢) Inmediato.

c) — a) Inmediato.



Como grafo compatible con un orden

Definicién 1.2.3 Un grafo G y un orden total a sobre V(G) son compatibles
st para toda terna v;,vj, vy de vértices de G

(v; @ vj a v) A vivx € E(G) = vvj,vjux € E(G).

El siguiente teorema se deduce del Teorema 1 demostrado por Roberts
en [27], también aparece en [24]. Aqui se da una demostracion mas directa.

Teorema 1.2.4 Un grafo G es de intervalos propios st y solo si es compatible
con algin orden total.

Demostraciéon: Por definicién existe una representacién propia r de G.
Sea a el orden total sobre V(G) definido por: v;av; & a; < aj.

Se veréa que el grafo G y el orden « son compatibles. Sean v;,v; y vx tres
vértices de G. Si viavjavy y vivx € E(G) entonces a; < aj < ax y ax < b;,
luego a; < b; con lo cual v;v; € E(G). Ademas como r es una representacion
propia b; < b; entonces a, < b; luego v;ux € E(G).

Reciprocamente, sea a un orden total sobre V(G) compatible con G y
via...av, los vértices de G ordenados por a. Sin pérdida de generalidad
puede suponerse que G es conexo, ya que es evidente que un grafo es de
intervalos propios si y sélo si cada una de sus componentes conexas lo es.

Para todo i =1,...,nsea a; =1; b, =ny bi = maz{h;i < h < n,vv, €
E{G)} +i' si 1 < n (dado que G es conexo, este conjunto es vacio uinicamente
cuando ¢ = n). Se probard que la aplicacién r que a cada v; asigna |[a;, b;]
es una representacion propia de G. En primer lugar se vera que ninguno de
estos intervalos esta contenido en otro.

Si para algin par ¢,7, 1 < 1,5 < n, [aj,b;] C [a;,b] entonces 1 < j y
b; < b;. Dado que b; y b; son un entero mas ;'; y % respectivamente con ? # )
se tiene que b; # b;. Como ¢ # n existe un h > ¢ tal que vv, € E(G) y
v;vp € E(G) lo cual es absurdo ya que viav;av, y o es un orden compatible
con G.

Por 1iltimo se verd que r es una representaciéon de G. Sea v,v; € E(G)
con i < j entonces a; < aj, como j € {h;i < h < n,vivy € E(G)} luego se
tiene b; > j y [a;, bi] N [aj, b;] # 0. Reciprocamente si [a;, b;] N [a;, b;] # @ con
i < j entonces j = a; < b; luego, por definicion de b; (es obvio que i # n),
existe h, j < h < b; tal que v;vy, € E(G). Como v;avjav, y a es un orden
compatible entonces v;v; € E(G).O



Por Propiedades de sus cliques

El teorema que sigue se deduce del probado por Maehara [24] para grafos de
tiempo.

Teorema 1.2.5 Un grafo G es un grafo de intervalos propios si y sdlo st los
cliques de G son intervalos con respecto a un orden total sobre V(G).

Demostracién: Si G es un grafo de intervalos propios por el Teorema
1.2.4 existe un orden a compatible con G. Sean v,a...av, los vértices de G
ordenados por o y sea C un clique de G. Si v; y vx son respectivamente
el primero y el iltimo elemento de C, dado que v;vy € E(G) y a es un
orden compatible con G entonces, para todo v;, v con viavjaviav, se tiene
vju; € E(G). Luego el intervalo [v;, vg], con respecto al orden ¢, induce un
completo de G y por la eleccién de v; y de v, C = [v;, vk].

Reciprocamente, sea o un orden total sobre V(G) tal que todos los cliques
de G son intervalos con respecto a a. Sean v;,v; y vi tres vértices de G
tales que viavjavr y vivy € E(G). Luego existe un clique C de G tal que
vi, v € C pero como C es un intervalo con respecto a a entonces v; € C
y vivj,v;ux € E(G). Por lo tanto a es compatible con G y por el Teorema
1.2.4, G es un grafo de intervalos propios. O

Corolario 1.2.6 (Corolario de la demostracion) Un orden a es compatible
con G si y sélo si todos los cliques de G son intervalos con respecto a a.

Como subclase de la clase de Grafos de Inter-
valos |

Se denotara CV(G) a la matriz cliques vs vértices de G, es decir, la matriz
de ceros y unos que tiene una fila por cada clique y una columna por cada
vértice, con entrada uno si y sélo si el vértice es un elemento del clique.

Una matriz tiene la propiedad de unos consecutivos por columnas si en
cada columna todos los unos son consecutivos. Similarmente se define la
propiedad de unos consecutivos por filas.

Existen varias caracterizaciones de los grafos de intervalos, la que sigue
es la dada en [9] por Fulkerson y Gross.



Teorema 1.2.7 Un grafo G es un grafo de intervalos si y sdlo si existe un
ordenamiento de los cliqgues de G tal que CV(G) tiene la propiedad de unos

consecutivos por columnas.

Sea G un grafo de intervalos y C; < C; < ... £ C,, un ordenamiento
de los cliques de G que verifica la propiedad del teorema de Fulkerson-Gross
(ver Fig. 2.b). Para cada v; € V(G) sea a; (resp. b;) el menor (resp. el
mayor) k tal que v; € Ck.

La representacién que a cada v; € V(G) le asigna [a;, b;] se llamara re--
presentacion F-G de G (ver Fig.2.c).

Diremos que un orden total a sobre V(G) es un orden F-G corres--
pondiente a < si para todo v; y v; tal que [a;, b] # [a;, bj], viav; si y solo si
a;<ajo6a;=a;yb <b;.

%1 V2 U3 V4 Us Ve

V3 V4 C; 1 1
C, 1 1 1 1
vy Cy v2 vs C3 Vs Cs 1 1
*— —

Fig. 2

a)G grafo de intervalos. b)La matriz CV(G) con la propiedad de unos con-
secutivos por columnas. c)Representacion F-G de G.
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La equivalencia entre a) y c) del siguiente teorema aparece en [26].

Teorema 1.2.8 Si G es un grafo de intervalos son equivalentes:

a) G es un grafo de intervalos propios.

b) Dados tres cliques de G con interseccion no vacia, uno de ellos estd
contenido en la union de los otros dos.

c) G no contiene a K13 como subgrafo inducido.

Demostracién: a) — b) Sea G un grafo de intervalos propios, a un
orden compatible con G y C;,C,,C;5 tres cliques de G con intersecciéon no
vacia. Por el Corolario 1.2.6 cada C; © = 1,2,3 es un intervalo [u;,v;] de
V(G) con respecto a a. Dado que ningin clique puede estar contenido en
otro se puede suponer que ujauzaus y viavzavs. Como C; NC; # O se tiene
uzav; luego C, C Cy U Ci. ‘

b) — ¢) Si K3 es un subgrafo inducido de G, sean z su vértice central e
Y1,Y2,Y3 sus vértices pendientes (ver Fig. 1). Es evidente que C; = {z, y;},
1 =1,2,3, son tres cliques de G' que no satisfacen b).

¢) — a) Como G es un grafo de intervalos por el Teorema de Fulkerson
Gross existe un ordenamiento Cy; < Cj < ... < C,, de los cliques de G tal
que la matriz CV(G) tiene la propiedad de unos consecutivos por columnas.
Sea « el orden F-G sobre V(G) correspondiente a < y sean p; (resp. u;) el
primero (resp. el ultimo) vértice de C;.

Si existe algiin clique de G que no es un intervalo con respecto a a. Sea
C; el primero en estas condiciones. Luego existe un vértice h; distinto de py
y de uy, tal que h; € Cy y pyahjauy (ver Fig. 3).



Pr ps Uy, hj Uj uys
C, 1 1.1} 1{1...1]1110.0{0
1 1 0
CJ 1jtr...1f1q¢11...1y1411..1111}10...0[10
C 1]L...1 111111011191
Uy 0 0..0] 1 0 1
Fig. 3

Sea C; el primer clique tal que h; € Cj, luego C; # Cy. Se deduce de
la definicién de orden F-G que C; < Cy y que p; € C;. Entonces C; es un
intervalo y p;ap;. Dado que C; no contiene a Cy, ujouy.

Sea C. el primer clique tal que p; € C;, como py € C; C, < C;j. Por ser
prah; y pr # b, C; # C;. Dado que C; es un intervalo u,ah; y como C,
no esta contenido en Cj, p.ap; y p, € C;.

Se vera que el grafo inducido por {py,pr, hj,us} es Ki3.

Como py; € C. NC; N Cy, ps es adyacente a p,, h; y uy.

Los vértices p, y h; no son adyacentes porque todo clique que contiene a
pr precede estrictamente a C; (pues p, ¢ C;), mientras que todo clique que
contiene a h; sigue a Cj.

El mismo razonamiento muestra que p, y uy no son adyacentes.

Si h;j es adyacente a u; existe un clique C' que contiene a {h;,us}. Como
us € Cj y hj € Cy entonces C es distinto de C; y de Cy y por la propiedad
de unos consecutivos por columnas se tiene que C; < C < Cyy py € C.
Ademas C es un intervalo por preceder a Cy, con lo cual C; C C que es un
absurdo. O



Por propiedades de C*

Sea G un grafo y C(G) el conjunto los de cliques de G. Para todo v € V(G)
sea C(v) = {C € C(G),v € C}. Se llamara C*(G) a la familia (C(v))vev(c)-

Con esta notacién el Teorema de Fulkerson-Groos (1.2.7) puede enun-
ciarse como sigue:

Teorema 1.2.9 G es un grafo de intervalos si y sdlo st eziste un orden sobre
C(G) tal que C*(G) es una familia de intervalos con respecto a ese orden.

A continuacidén se verd un algoritmo que elimina las inclusiones entre pares
de intervalos de la representacion F-G de un grafo de intervalos propios G.
Por comodidad se numeraran los vértices de un grafo de intervalos propios
G de 1 a n, de modo que el orden natural resulte un orden F-G.
Algoritmo: Representacién propia

INPUT: G grafo de intervalos propios. Los vértices de G estan numerados
de 1 a n y la representecion F-G asigna a cada z, 1 < i < n el intervalo

[a;, b,]
OUPUT: : — J; es una representacion propia de G.

BEGIN

a=by:=0any1 =bpy1:=n

Jl = [a,,bl]

t:=2

Mientras (: < n — 1) hacer
BEGIN

Si a; = a;_; entonces INSERTAR 1
Si b; = b;_, entonces ¢t :=1 — 1
si no J; := [ai, b
si no, si b; < b;_; entonces INSERTAR . 2
s no J,' = [a.-, b,‘]
END
END



Procedimiento Insertar 1

BEGIN

M :=maz{z;z =aroz=b,0<k<i-1,z <ai1}
i1 = 1(aisy + M)

Ji1:= [ai—l,bi—x]

END

Procedimiento Insertar 2

BEGIN

M:=min{z;z=aroz=b,i<k<n+1l,z>b_,}

Para todo k,k = 1,...,n; tal que a; = ax y b; = by hacer b := %(fh'-] + M)
J,' = [a,-, b.‘]

END

Teorema 1.2.10 Si G es un grafo de intervalos propios el algoritmo con-
struye una representacion propia de G en O(n?) pasos.

Demostracion: En el Apéndice.

Definicién 1.2.11 Sea G es un grafo cualquiera, se dice que C*(G) =-
(C(v))vev(c) se sumerge en una familia de intervalos (J,)vev(c) si (1) v — J,
es una representacion de G y (2) eziste una funcion inyectiva w : C(G) —
Uvev(c) Jv tal que z € C(v) & w(x) € J,.

Del algoritmo se deduce inmediatamente el siguiente teorema.

Teorema 1.2.12 G es un grafo de intervalos propios si y sélo si C*(G) se
sumerge en una familia de intervalos cerrados de la recta real con interseccion
propia dos a dos.

Por propiedades métricas

Un camino P en un grafo G es una secuencia vy, vy, ..., vx de vértices distintos
de G tal que para todo 1 = 0,...,k — 1 v;v;4; € E(G). Las aristas v;v;y; de
G se llamaran también aristas de P. El grafo inducido por {vo,v,...,vx} se
denotard G[P].
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La seccion P[v;,v;] de P es la subsecuencia v;,vi41,...,v; de elementos
consecutivos de P.

En un grafo conexo G se define la distancia entre vértices v,w € V(G),
d(v,w), como la longitud (nimero de aristas) de un camino minimo de v a
wen G.

Una disimilaridad D sobre un conjunto X es una aplicacion de XxX en
IR* tal que para todo =,y € X:

a)D(z,y) =0& z=y.

b)D(z,y) = D(y, z).

Definicién 1.2.13 [7] Una disimilaridad D sobre X es piramidal si existe
un orden total o sobre X tal que x a y a z implica

D(z, z) 2 maz{D(z,y), D(y, 2)}

Teorema 1.2.14 [14] Si G es un grafo conezo, las siguientes proposiciones
son equivalentes :

a) G es un grafo de intervalos propios.

b) Eziste una numeracion de los vértices de G tal que todo camino minimo
de un vértice s a un vértice t es una secuencia creciente o decreciente.

¢) Eziste un camino hamiltoniano P de G tal que para todo par de vértices
sytdeG, d(s,t) es el minimo nimero de cliques de G que cubren las aristas
de la seccion P|s,t].

d) d es piramidal.

Demostracion: a) — b) Sea G un grafo de intervalos propios, luego por
el Teorema 1.2.4 existe un orden compatible con G. Se numeran los vértices
de G de 1 an = |V(G)| de modo que el orden natural resulte compatible con
G.

Sean s y t vérticesde Gy L : s = 19,%1,...,2x = t un camino minimo entre
ellos. Supongamos que 7y < 1;.

* Si t3 < ip entonces 2y esta en el intervalo [i2,7;] = {i;72 <7 < 71}, como
1211 € E(G), [22,%1] esta contenido en un clique de G.

* Si ip < i; < i) entonces iz € [ip,71] y este intervalo estd también
contenido en un clique.

En ambos casos i e i, son adyacentes lo que contradice la suposicién de
que L es un camino minimo. Luego ip < 1) < 1,.
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El mismo razonamiento prueba que ¢; < #;4; para todo 7, j = 2,...,k—1.

Si 2; < 19 L resulta una secuencia decreciente.

b) — c) Se numeran los vértices de 1 a n de modo que b) se verifique. Siz e
1+ 1 no fueran adyacentes, como G es conexo, deberia existir un caminodez a
¢+ 1 que obviamente no podria ser ni creciente ni decreciente, contradiciendo
b). Luego P : 1,2,...,n es un camino hamiltoniano de G.

Sean s,t vértices de G y L : s = ig,%1,...,2x = t un camino minimo de s
atenG.

Sin pérdida de generalidad se puede suponer que ig,1y,...,2x e€s una se-
cuencia creciente.

* Si 4, no es adjacente a algin vértice del intervalo [i,,,41], sea 2z el
ultimo de ellos. Luego ¢,(z + 1)z es un camino minimo no creciente, lo que
contradice b).

* Si y < z son vértices no adyacentes de [i,,%,41] entonces yi,z es un
camino minimo no creciente, lo que también contradice b).

Luego, para todo r = 0,...,k — 1, el subgrafo de G inducido por [t,,%,41]
es completo y existe algin clique de G que lo contiene. Dado que L es un
camino minimo, estos cliques son todos distintos. Entonces se han obtenido
k = d(s,t) cliques de G que cubren las aristas de la seccién P[s,t].

Si se cubren las aristas de P[s,t] con m cliques se puede construir un
camino de s a ¢t como sigue: sea C un clique de G que contenga a la arista
s(s+1) y sea j; el ultimo vértice de Cj, sea C; un clique de G que contenga
a la arista j;(j; + 1) y asi siguiendo. Esto demuestra que d(s,t) < m. Luego
c) vale.

¢) — d) Sea P un camino hamiltoniano de G que satisface c) y sea < el
orden de los vértices de P.

Siz <5 < k son vértices de G, la secciéon P[i,j] esta contenida en la
seccion P[i, k], luego por ¢), d(7,5) < d(z, k). Andlogamente d(3, k) < d(¢, k).

d) — a) Sean v; < ... < v, los vértices de G ordenados de modo que d es
piramidal. Si v; < v; < v son tres vértices de G con v;vx € E(G) entonces
d(vi,vx) = 1 = d(vi,v;) = d(vj,vx). Luego v;v; y vjvk son aristas de G y <
es un orden compatible con G. O

De la demostracién del Teorema anterior se obtiene el siguiente Teorema.
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Teorema 1.2.15 Si G es un grafo conero y v; < v2 < ... < v, es un orden
total sobre V(G) entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) v; < v < ... < v, es un orden compatidble con G.

b) Todo camino minimo de G es una secuencia creciente o decreciente.

c) v1, vz, ..., U, €s un camino hamiltoniano tal que para todo par de vértices
sytdeG, d(s,t) es el minimo nimero de cliques de G que cubren las aristas
de la seccién P|s,t].

d) Para todo i,3,k. Siv; < v; < vy entonces d(vi,vx) > maz{d(v;,v;),
d(vj, vk)} .

Corolario 1.2.16 Sea G un grafo de intervalos propios conero, < un orden
compatible con G y v,w dos vértices de G con v < w. FEl siguiente algoritmo
construye un camino minimo v = vy,vs,..,Vx =w de v a w en G:
Vo := 0
1:=0
Mientras(v; # w) hacer
vip1:=maz{h; v;h € E(G), v; < h < w}
1i=1+41

Demostracion: Si v; se obtiene del algoritmo y v; # w. Por el Teorema
anterior todo camino minimo entre v; y w es creciente, luego existe un vértice
h adyacente a v; tal que v; < h < w. Entonces en un nimero finito de pasos
el algoritmo da un camino v = v, vy, ..., vx = w. Se vera que es minimo.

Sea v = 20,21,...,2, = w un camino de v a w. Por la eleccién de v,
21 S V.

Si para algin 1, 1 < k es z; < v; pero viy; < 2;4; como < es un orden
compatible con Gy z;2;4; entonces v; y z;41 son adyacentes lo cual contradice
la eleccion de vi4y. Luego, para todoi,1 <: <k z <v;. Deaqui k<ry
Vp, ---, V¢ €S un camino minimo. 0O

Por la aplicacion clique
Definicién 1.2.17 Dado un grafo G se llama grafo de cliques de G al grafo
cuyos vértices son los cliques de G y tal que dos cliques son adyacentes si

y solo st tienen interseccion no vacia. Se denotard K a la aplicacion que a
cada grafo G le asigna su grafo de cliques K(G).
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Sea G1I la clase de los grafos de intervalos y GIP la clase de los grafos de
intervalos propios.
Hedman [17] prueba que K (GIP) C GIP. Usando el Teorema de Fulkerson-

Gross es posible obtener un resultado mas general.
Teorema 1.2.18 [17] K(GI) = GIP.

Demostracién: Sea G € GI y C; < C; <... £ C,, un ordenamiento de
sus cliques tal que CV(G) tiene la propiedad de los unos consecutivos por
columnas (ver Teorema 1.2.7).

Sea H un clique de K(G) y sean C, y C, el primer y iltimo elemento,
respectivamente, de H segtn el orden <.

Por la eleccién del orden <, si v € C, N C,, entonces para todo clique C
tal que C, < C < Cy se tiene que v € C con lo cual C es adyacente a C,
y a Cy en K(G). Luego [Cp, C,] induce un subgrafo completo de K(G) que
contiene a H, por lo tanto H = [C,,C,]). Con esto queda demostrado que
los cliques de K (G) son intervalos del orden <, luego por el Teorema 1.2.5
K(G) e GIP.

Reciprocamente si G € GIP, sea r una representacion propia de G y
como antes Ezt(r) = {a;, bi;vi € V(G)} el conjunto de extremos de r. Se
define el grafo H(r) del siguiente modo: V(H(r)) = Ezt(r) y zy € E(H(r))
si y sélo si z e y pertenecen al mismo intervalo de la representacion r.

La familia de los cliques de H(r) es (r(vi) N Ezt(r))yev(c) y dos cliques
r(vi)N Ext(r) y r(v;) N Ext(r) son adyacentes en I{(H(r)) si y sélo si r(v;)N
r(v;) # 0. Luego K(H(r)) y G son isomorfos. Ademds los cliques de H(r)
son intervalos de Fzt(r) dotado del otden natural de los nimeros reales con

lo cual H(r) € GIP (Teorema 1.2.5) y luego H(r) € GI. O

Corolario 1.2.19 (de la demostracion) K(GIP) = GIP.

Por semidordenes

Sea V un conjunto finito, para todo par de elementos de V un individuo
decide si prefiere uno a otro o si le son indiferentes. Esto da lugar a la
construccion del grafo orientado H = (V, P) y del grafo no orientado G =
(V, E) como sigue: para distintos z,y € V

zy € P & z es preferido a y.
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zy € E & z es indiferente a y.

Es evidente que (V, P U P71 U E) es un grafo completo.

Para cuantificar la preferencia Luce [23] introduce la nocién de semiorden.
Se asigna a cada £ € V un nimero real u(z) de modo quesi z,y € V, entonces
z es preferido a y si y sélo si u(z) es suficientemente mas grande que u(y).
Formalmente, si se tienen una relacién binaria P sobre un conjunto V' y
8 > 0; se llama funcidn de utilidad de (V, P) a toda funcién real u: V — IR
que satisface:

Vz,y€ V,zy € P & u(z) 2 u(y) + 46

Scott y Suppes [31] prueban el siguiente teorema:

Teorema 1.2.20 Eriste una funcion de utilidad para una relacion binaria
P sobre un conjunto V si y sélo si para todo z,y.z,w € V se cumple:

(S1) P es irrefleziva.

(S2) zye PANzwe P=>zwe PVzye P.

(S3)zye PANyz2€e P=>zw e PVwze P.

En este caso la relaciéon P se llama semiorden.

Por otro lado, si se piensa en caracterizar la relacién de indiferencia de
un semiorden dado, se encuentra que la funcion de utilidad del semiorden da
una condicion necesaria, es decir, la existencia de una funcion v : V — IR
satisfaciendo:

Vz,y€ Viz #y;zy € E & u(z) —u(y)| < 6,6 >0

El siguiente Teorema, que fue probado por Roberts en [28], muestra que
esta condicion es también suficiente y establece su relacion con los grafos de
intervalos propios.

Teorema 1.2.21 Sea G = (V, E) un grafo no dirigido. Las siguientes proposi-
ciones son equivalentes:

a) G es un grafo de intervalos propios.

b) G es un grafo de comparabilidad y toda orientacion transitiva es un
semiorden.

c) Eziste un semiorden P sobre V tal que E = PU P71,

d) Eziste una funcion u : V — IR tal que para todo par de vértices z,y
deV;zy € E & |u(z) —u(y)| < 1.
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Demostracién: a) — b) Si G es un grafo de intervalos propios entonces
es un grafo de intervalos y no contiene a Ij3 como subgrafo inducido (Teo-
rema 1.2.8).

Por la caracterizacién de Gilmore y Hoffman [12] para grafos de intervalos,
G no tiene a Z4 (ciclo de longitud 4) como subgrafo inducido y su comple-
mento G es un grafo de comparabilidad (es decir existe una orientacién tran-
sitiva F sobre el conjunto V del grafo G: FNF~' =), FUF~'= E,F2C F.

Se vera que F' es un semiorden.

($1) Como FN F~!' =0, F es irreflexiva.

(S2) Si zy € FAzw € F entonces zy € EAzw € E. Dado que G no tiene
a Z4 como subgrafo inducido se tiene zw € Evyze EVvywe Evzz€E.

Sizwe E=FUF'Azw ¢ F luego zw € F~! entonces wz € F pero
como zy,2w € F y F es transitiva se tiene zy € F'.

En los casos en que yz € E,yw € E o zz € E la demostracién es analoga.

(S3) Si zy € F Ayz € F, por la transitividad de F, zz € F luego
zy,yz,zz € E. Como K3 no puede ser un subgrafo inducido de G, entonces
se tienezw € EVwze EVwy € E.

Si zw € EAzw ¢ F entonces zw € F~! luego wzr € F. Comozz € F'y
F es transitiva, wz € F.

En los casos en que wz € E o wy € E la demostracién es aniloga.

b) — ¢) Inmediato.

c) = d) Si P es un semiorden sobre V, sea u : V — IR su funcién de
utilidad. Dado que E = PUP™ ', zyec Esiysdlosizy g PAzy ¢ P!,
luego por ser u la funcién de utilidad de (V, P) se tiene:

u(r) < u(y)+dyuy) <ulz)+6 & uly) -6 < u(z) <u(y)+46 &
-6 <u(z)—u(y) <8 & |u(z) - u(y)| <é.

Luego u' = u/é satisface d).

d) — a) Sea u la funcién que satisface d). Como V es un conjunto finito
es posible encontrar un § 0 < § < 1 tal que para todo par z,y de vértices de
V: zy € E siy sélosi |u(z) —u(y)| < 8

Si se asigna a cada z el intervalo r(z) = [u(z) — §/2,u(z) + §/2] se tiene:

r(z)Nr(y) #0 & |u(z) —u(y)| < zy € E.

Luego r es una representacién de G y G es un grafo de intervalos cons--
tantes y por el Teorema 1.2.2 es un grafo de intervalos propios. O
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Por subgrafos prohibidos

Roberts en [28] encuentra una caracterizacién de los grafos de intervalos
propios por subgrafos inducidos excluidos. Una prueba mas simple se obtiene
usando el Teorema 1.2.8 y la caracterizacion de grafos de intervalos dada por
Lekkerkerker y Boland [22]: Un grafo G es un grafo de intervalos si y solo si
no contiene ninglin miembro de F (ver Fig. 4) como subgrafo inducido.

n + 4 vértices, n > 2 n + 5 veértices, n > 1

Fig. 4: Coleccion de grafos prohibidos F.

Luego excluyendo los miembros de F que tienen a I{;3 como subgrafo
inducido se tiene el mencionado Teorema de Roberts.

Teorema 1.2.22 G es un grafo de intervalos propios si y sdlo si no contiene
a ningin grafo de la Fig. 5 como subgrafo inducido.
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Kis

Zn,n 24 ‘

(a) (b)

Fig. 5: Coleccién de subgrafos prohibidos para grafos de intervalos pro-
pios.

Un grafo G es cordal si todo ciclo de G, de longitud mayor o igual a 4,
tiene alguna cuerda (esto es una arista de vértices no consecutivos del ciclo).

El siguiente Corolario se deduce inmediatamante de este Teorema y de la
definicién de grafo cordal.

Corolario 1.2.23 Si G es un grafo cordal entonces G es un grafo de inter-
valos propios si y sdlo si no contiene a ningin grafo de la Fig. 5.a. como
subgrafo inducido.

Por propiedades de sus matrices

A) CLIQUES VS. VERTICES
Como antes se denota CV(G) a la matriz cliques vs. vértices de G.

Teorema 1.2.24 Sea G es un grafo, las siguientes proposiciones son equiv-
alentes:

a) G es un grafo de intervalos propios.

b) Eziste un ordenamiento de los cliques de G y uno de los vértices de
G tal que CV(G) tiene la propiedad de unos consecutivos por filas y por
columnas.

c) Eziste un ordenamiento de los vértices de G tal que CV(G) tiene la
propiedad de unos consecutivos por filas.
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Demostracién: a) — b) Sea G un grafo de intervalos propios y o un
orden compatible con G. Por el Teorema 1.2.5, los cliques de G son intervalos
de V(G) con respecto al orden a. Sean C; = [u;,vi], t = i, ...,m, los cliques
de G. Dado que C; # C; ¢ u; # uj, es posible definir un orden sobre los
cliques de G asi: C; < C; & u;au;.

Ordenando las filas y las columnas de la matiz CV(G) con < y a respec-
tivamente, resulta que CV(G) tiene la propiedad de unos consecutivos por
filas y por columnas.

b) — ¢) Obvio.

c) — a) Sea a un orden sobre V(G) tal que CV(G) tiene la propiedad
de unos consecutivos por filas. Luego los cliques de G son intervalos con
respecto a a y por el Teorema 1.2.5, G es un grafo de intervalos propios. O

B) ADYACENCIA
La matriz de adyacencia de un grafo G es la matriz de nxn A(G) = (ay;)

con
w1 siviv;€ E(G)
h 0 sino
En general una matriz simétrica cuadrada (a;;)ij=1,... tiene la forma

Robinson si sus valores decrecen desde la diagonal principal, es decir si ¢
y J son dos enteros tales que 1 <i < j < n, se cumple:

ai; 2 i(i41) Y Qij 2 A(i-1);-

Teorema 1.2.25 Un grafo G es de intervalos propios si y sdlo st eriste un
orden total o, sobre V(G), tal que A(G) con sus filas y columnas ordenadas
por a, tiene la forma Robinson.

Demostracion: Sea G un grafo de intervalos propios y vyav,a...av, los
vértices de G ordenados por a, un orden compatible con G (Teorema 1.2.4).

Sean ¢ y j enteros tales que 1 < ¢ < 7 < n. Si a;j4+1) = 1 entonces
viv;41 € E(G), dado que a es un orden compatible con G y v;av;av,41, se
tiene que v;v; € E(G) con lo cual a;; = 1. Analogamente se prueba la otra
desigualdad.

Reciprocamente si existe un orden « en las condiciones del Teorema, sean
v;,v; ¥ vk tres vértices de G tales que v;av;avi. Sivivy € E(G) luego aix = 1
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con lo cual a;; = 1 y ajx = 1. Por lo tanto a es un orden compatible con G
y G es un grafo de intervalos propios. O

C) VEcINOS
La matriz de vecinos N(G) de un grafo G es la matriz de adjacencia de

G con unos en la diagonal principal.
El siguiente resultado se deduce inmediatamente del anterior.

Teorema 1.2.26 Un grafo G es de intervalos propios si y sdlo si existe un
orden total sobre V(G) tal que N(G) tiene la propiedad de unos consecutivos
por columnas.

Por triple astral y triple asteroidal

Tres vértices de un grafo G forman un triple asteroidal si, entre cualesquiera
dos de ellos, existe un camino P en G tal que ningiin vértice de P es adyacente
al tercer vértice del triple.

Tres vértices de un grafo G forman un triple astral si, entre cualesquiera
dos de ellos, existe un camino P en G tal que el tercer vértice del triple no
esta en P y nunca vértices consecutivos de P son adyacentes a él.

Teorema 1.2.27 (Lekkerkerker-Boland)[22] Un grafo G es de intervalos si
y solo si G es cordal y no contiene triples asteroidales.

Como se defini6 anteriormente, sea N(G) la matriz de vecinos del grafo
G. Se asocia a N(G) el grafo bipartido no orientado By(s) cuyo conjunto
de vértices es V; U V3, donde Vi = {v],vl,..,0v1} y V2 = {v},03,..,v2}, y
v}v? € E(Bn(g)) si y sélo si nj; = 1.

Tucker {34] muestra que una matriz de ceros y unos tiene la propiedad de
unos consecutivos por columnas si y sdlo si su grafo bipartido asociado no
contiene ningun triple asteroidal.

Por la caracterizaciéon dada en 1.2.26 es evidente que:

Teorema 1.2.28 Un grafo G es de intervalos propios si y sdlo si By(g) no
tiene triples asteroidales.
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Jackowski [18] prueba que todo triple astral de G puede ser transformado
en un triple asteroidal de By (q).

Por otro lado si G no es cordal entonces G contiene algin ciclo sin cuerdas
de longitud al menos 4, luego 3 vértices diferentes cualquiera del ciclo forman
un triple astral.

Teorema 1.2.29 (Jackowski [18]) Un grafo G es de intervalos propios st y
solo si G no contiene triples astrales.

Demostracion: Si G contiene un triple astral entonces By(g) contiene
un triple asteroidal. Luego, por el Teorema anterior, G no es un grafo de
intervalos propios.

Reciprocamente si G no contiene triples astrales entonces es cordal. Por
otro lado ninguno de los grafos de la Fig. 5.a puede ser subgrafo inducido de
G, ya que cada uno de ellos contiene un triple astral. Luego por el Corolario
1.2.23 G es un grafo de intervalos propios. O

1.3 Radio y centro

Sea G un grafo conexo y d la distancia en G.
La excentricidad e(v) de un vértice v de G es maz{d(u,v),u € V(G)}.
El radio r(G) y el didmetro d(G) son, respectivamente, la minima y la
maxima excentricidad.
El centro de G es el conjunto de todos los vértices v tales que e(v) = r(G).
En el siguiente teorema G es un grafo de intervalos propios y o un orden
compatible con G. Sean [u;,v;], ¢ = 1,...,m, los cliques de G (intervalos de
(V(G),a)) tales que i < j implica u;au;.

Teorema 1.3.1 Si G es un grafo de intervalos propios conezo entonces:
1) r(G) = min{e(ui);e = 1,...,m} = min{e(v;);1 = 1,...,m}.
2) El cento de G es el intervalo [a,b] donde
a = min{w;;e(w;) =r(G),i =1,...m} y
b = maz{vi;e(vi) = r(G),t = 1,...,m}
(min y maz respecto del orden a).

3) d(G) = d(uy,vm).
Primero se probardn los siguientes lemas.
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Lema 1.3.2 Para todo v € V(G), e(v) = maz{d(v,u1),d(v,vm)}.

Demostracién: Si ¢ € V(G) y ujazav entonces, por d) del Teorema
1.2.14, d(z,v) < d(uj,v). Anélogamente si vazav,,, d(z,v) < d(v,vn).
Luego el resultado sigue de la definicién de excentricidad. D

Lema 1.3.3 FEl centro de G es un intervalo de (V(G), o).

~ Demostracién: Sean z,y, z vértices de G tales que rayaz y z,z estan
en el centro de G. Luego, dado que d es una disimilaridad piramidal,
d(y,u1) < d(uy,2) < e(2) y d(y,vm) < d(z,v) < e(z). Con lo cual
e(y) < maz{e(z),e(z)}, entonces y es un vértice del centro de G. Esto
prueba que el centro de G es un intervalo respecto del oden a. O

Lema 1.3.4 Si z es un elemento del centro de G luego ezisten u; y v; en el
centro de G tales que u;azav;.

Demostracion: Sea z el vértice adyacente a z en un camino minimo de
u; a z y sea C; = [uj,v;] un clique que contiene a z y 2.

Dado que z es adyacente a v;, existe un camino de u; a v; de longitud
d(uy, 2). Entonces d(uy,v;) < d(u;,2). Como d es una disimilaridad pirami-
dal, d(v;,vm) < d(2,v,n). Por el Lema 1.3.2, e(v;) < e(z2), luego v; esta en el
centro de G.

El mismo razonamiento muestra que existe un clique C; = [u;,v;] tal que
z € C; y u; es un elemento del centro de G.0O

Demostracién del Teorema: Por el Lema 1.3.4, r(G) = min{e(y),: =
1,...,m} = min{e(vi),t = 1,..m}. El intervalo [a,b] estd contenido en el
centro de G por el Lema 1.3.3.

Reciprocamente, sea z un elemento del centro de G, luego existen u; y
vj en el centro de G tales que u;a zav; (Lema 1.3.4). Como aau; y v;ab se
tiene la parte 2) del Teorema.

La parte 3) del Teorema se deduce del Lema 1.3.2 y del hecho que d es
piramidal. O

En [20] se prueba que si G es un grafo conexo cordal entonces
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(*)  3d(G) <r(G) < (3d(G)) +1.

En el caso de grafos de intervalos propios se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.3.5 Sea G un grafo de intervalos propios conezo luego r(G) =

- 34(G) si d(G) es par y 7(G) = i(%&l- si d(G) es impar.

Demostracién: Si d(G) es impar el resultado sigue directamente de (*).

En el otro caso, sea v el punto medio de un camino minimo de u; a v,.
Por el Teorema anterior e(v) = 1d(G) entonces la desigualdad () implica
que r(v) = 1d(G).0

1.4 Planaridad

Teorema 1.4.1 Un grafo de intervalos propios G es planar st y sdlo si todo
cliqgue de G tiene a lo sumo 4 vértices.

Demostracion: Por el Teorema de Kuratowski la condicién es nece-
saria. Sea G es un grafo de intervalos propios cuyos cliques tienen a lo sumo
4 vértices. Los cliques de G son intervalos de un orden total sobre V(G)
(Teorema 1.2.5) y se notaran Cj,C,...,C,, suponiendo que estan ordenados
de acuerdo con sus extremos izquierdos. Sin pérdida de generalidad se puede
suponer que G es biconexo, luego |C; N Ciy1| > 2 para todo: = 1,...,m — 1.

Sea G, it = 1,...,m — 1, el subgrafo de G inducido por C; U...UC;. Se
probara, por induccién sobre m, que para todo i, 1 <i < m, G; es un grafo
planar y que existe una inmersién plana G; de G; tal que C; N Cis1 esta
contenido en la cara exterior de G;.

Obviamente vale para : = 1. Se supone verdadero para i, 1 <i<m—1,
entonces Ciy1 puede sumergirse en una cara de Gi, obteniendo una inmersién
plana Gi}; de Gi4y. ‘

Si Ci41 N Cis2 no esta contenido en ninguna cara de G;41 entonces |Ciyq N
Cit2| = 3. Con lo cual Ciyy = Ciy2 = K4. La tnica posibilidad es que
Ciy1 N Ciy2 C C;, pero esto es imposible dado que C; N Ciyq N Ciysp estd
contenido propiamente en C;y1 N Ciys.

De la validéz de la afirmacién para m—1 se puede construir una inmersién
plana de G,, = G como se hizo para Giy.
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1.5 Un problema de aplicacion

Dado un conjunto de individuos X y una disimilaridad D : X x X — IRt
se quiere obtener una clasificacion de X en grupos. Esta clasificacion debe
tener la propiedad de reflejar, lo mas fielmente posible, la informacién pro-
porcionada por D, pero ademas debe ser factible su visualizacion.

En [6] aparecen las jerarquias indexadas (fenogramas para la Taxonomia
numérica [5] ) como un modo de clasificacién en el cual dos clases son disjun-
tas entre si o una contiene a la otra. El Teorema de Benzecri (1965)(ver [6])
define una biyeccion entre las jerarquias indexadas y las ultramétricas, pro-
porcionando una herramienta para evaluar la distorcion de la representacion
jerarquica. Mas precisamente, siendo (H,d) una jerarquia indexada y u la
ultramétrica que le corresponde por la biyeccion, el error cometido al re--
presentar D por (H, ) se evalia como la “distancia” entre D y u. Dicha
distancia entre funciones puede ser definida de distintas maneras, aqui se
usard A(Da u) = % Z(z,y)GXxX ID(x,y) - u(a:, y)l

El problema de optimizacion jerarquica puede ahora transformarse en de-
terminar una ultramétrica que minimice A. La complejidad de este problema
fue estudiada por Krivanek y Moravek [19] quienes han encontrado que es
NP-Hard.

Por otro lado el mismo problema restringido a las ultramétricas u tales
que u < D (esto es u(z,y) < D(z,y) para todo (z,y) € X x X) es polinomial
(6]

Extendiendo la idea de las jerarqias indexadas, Diday [7] introduce las
pirdmides en las cuales dos clases pueden cortarse bien. El Teorema de
Benzecri también es extendido por Diday que encuentra una biyeccién en-
tre piramides débilmente indexadas y disimilaridades piramidales (1.2.13).
Ahora el problema de clasificacion piramidal es encontrar una disimilaridad
piramidal con minima distancia a D. Este tema ha sido extensamente desa-
rrollado por A. Batbedat [1].

Por otro lado, dada una disimilaridad D sobre X y un nimero real k, se
define el grafo Gp(k) con vértices en el conjunto X y zy € E(Gp(k)) si y
solo si D(x,y) < k. El siguiente teorema es inmediato.

Teorema 1.5.1 Si D y F son dos disimilaridades sobre X tales que D < F
(orden usual de funciones) entonces para todo nimero real k, Gr(k) es un

subgrafo inducido de Gp(k).
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El siguiente teorema muestra la relacion entre disimilaridades piramidales
y grafos de intervalos propios. Su demostracion es escencialmente la de la
Proposicién 8 de [7]. También Roberts demuestra este teorema en el contexto
de matrices permutables a la forma Robinson [29)].

Teorema 1.5.2 Sea D una disimilaridad sobre X. Entonces D es piramidal
si y sdlo si existe un orden total a sobre X tal que, para todo nimero real k,
Gp(k) es un grafo de intervalos propios compatible con c.

Demostracién: Sea D una disimilaridad piramidal, luego existe un or-
den «a tal que si zayaz entonces D(z,2) > maz{D(z,y), D(y,2z)}. Sea k
un numero real, se vera que Gp(k) es compatible con a. Si zz € E(Gp(k))
entonces D(z,z) < k luego D(z,y) < ky D(y,z) < k con lo cual zy,yz €
E(Gp(k)).

Reciprocamente se supone que para todo k € IRY, Gp(k) es un grafo
de intervalos propios compatible con a. Sean z,y,z tres elementos de X
tales que zayaz, luego si k = D(z, z) entonces zz € E(Gp(k)) con lo cual
ry,yz € E(Gp(k)). De aqui D(z,y) < ky D(y,z) < k entonces D(z,z) >
maz{D(z,y). D(y,2)} y D es piramidal. O

Por analogia con los grafos de intervalos propios, si D es una disimilaridad
piramidal y « es un orden tal que zayaz implica D(z,y) > maz{D(z,y),
D(y, 2)}, se dira que D es compatible con a.

Por otro lado el conjunto de las disimilaridades sobre X, dotado del orden
< de funciones, es un reticulado y el conjunto de disimilaridades piramidales
compatibles con un orden fijo a es un subreticulado.

Si D es una disimilaridad cualquiera, se notara con Ip (resp. Sp) al
conjunto de disimilaridades piramidales p tales que p < D (resp. p > D) y
con I (resp. S§) al subconjunto de aquellas que son compatibles con a.

Sean p, y P, las siguientes disimilaridades sobre X, para todo z,y €
X x X tales que zay,

Pa(z,y) = min{D(z',y'); 2'az A yay';2',y' € X} y

Po(z,y) = maz{D(z',y'); zaz’ A y'ay; z',y’ € X}

El siguiente resultado aparece en el cuaderno P de [1] en donde ademas
se da un algoritmo para calcular p, y P,.

Teorema 1.5.3 p, es el mdzimo de If y Pa es el minimo de S§.
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Demostracién: Por las definiciones es obvio que p, < D, D < P, y que
Pa ¥ P son disimilaridades piramidales compatibles con a. Se mostrara que
para todo p € I se tiene p < p,. Sean z,y € X tales que zay, luego para
todo z’,y’ € X con z'az e yay’ se tiene, dado que p es piramidal compatible
con o, p(z,y) < p(z,y’) < p(z',y’) con lo cual p(z,y) < pa(z,y).

Anélogamente se prueba que para todo p € S35, Pr < p.O

Corolario 1.5.4 Si p, (resp. P.) es compatible con algin B, orden total
sobre X, entonces po < pg (resp. Ps < P,).

Demostracion: Por sus definiciones, p, € I,% y P, € Sg. Entonces, por
el teorema anterior, p, < psy Ps < P,.O

Dada una disimilaridad D sobre X, el problema de aproximacion inferior
(resp. superior) por disimilaridades piramidales es encontrar una disimilar-
idad piramidal p que minimice A(p, D), entre aquellos que pertenecen a Ip
(resp. Sp).

Por el teorema anterior, las disimilaridades piramidales 6ptimas seran de
la forma p, y Ps para a y f ordenes totales sobre X.

Se llamara API y APS a las versiones de decision de los problemas
anteriores, esto es, siguiendo la formulacién de [10]:

API (resp. APS):

Instancia: D una disimilaridad sobre X y k un entero no negativo.

Pregunta:;Existe una disimilaridad piramidal p sobre X, p < D (resp.
p > D) tal que A(p, D) < k?

Se probara que los problemas AGREGAR y SUPRIMIR [35] en grafos
de intervalos propios, que se describiran a continuacion, se transforman en
APl y APS respectivamente.

AGREGAR (resp. SUPRIMIR) en grafos de intervalos propios:

Instancia: G = (X, E) un grafo y k un entero no negativo.

Pregunta:;Existe E', E C E’ (resp. E' C F) tal que |E'— F| < k (resp.
|E — E'| < k) y el grafo G' = (X, E’) es un grafo de intervalos propios?

Sea f la funcién cuyo domonio son las instancias d¢ AGREGAR y cuyo
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codominio son las instancias de APJ. La funcion f asigna a un grafo G =

(X, E) la disimilaridad g sobre X definida asi:

2 siz#yANzyg E
gzy)={1 sisyek
{ 0 siz=y

y a k lo deja invariante.

Es facil ver que f puede ser computada en tiempo polinomial.

Sea G = (X, FE) y k una instancia SI de AGREGAR. Luego existe E’
tal que E C E', |[E' — E| < ky G' = (X,E’) es un grafo de intervalos
propios. A partir de G’ puede definirse, andlogamente a lo hecho a partir
de G, una disimilaridad p sobre X. Esta disimilaridad es piramidal debido
al resultado obtenido en el Teorema 1.5.2, ademas es obvio que p < g y que
A(p,g) = |E' — E| < k. Luego g, k es una instancia ST de API.

Reciprocamente, se supone que p es una disimilaridad piramidal tal que
p<gyA(p,g) <k, donde g = f(G) con G = (X, E). Sea o un orden total
sobre X compatible con p. Por el Teorema 1.5.3, p < p, < g y por el Teorema
1.5.2 el grafo G' = Gp,(1) es un grafo de intervalos propios. A su vez el grafo
G = G,(1) es un subgrafo inducido de G’ (Teorema 1.5.1). Dado que p, solo
toma valores en {0, 1,2} se tiene que |E(G’") — E| = A(pa,9) < A(p,g) < k.

El misino razonamiento muestra que el problema SUPRIMIR en grafos
de intervalos propios se transforma en APS.

Para evaluar la complejidad de SUPRIMIR se usara el problema de
existencia de camino hamiltoniano restringido a grafos sin tridngulos. Este
problema se notara C Hgr y su especificacion es:

Instancia: G = (X, E) un grafo sin triangulos.

Pregunta: jContiene G un camino hamiltoniano?

El problema CHgsr es NP-Completo ya que es mas general que el de
existencia de camino hamiltoniano restringido a grafos bipartidos que es NP-
Completo [10].

Se probara que C Hgr se transforma en SUPRIMIR.

Sea f la funcién de las instancias de C Hst en las instancias de SUPRIMIR,
la cual asigna a cada grafo G = (X, E) el mismo grafo acompafiado del entero
k=m-—n+1,donde m =|E|yn=|X|
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Sea G = (X, FE) una instancia ST de CHsr, luego existe un camino
hamiltoniano L de G. El camino L es un grafo de intervalos propios (ya que
todo camino lo es) y si E' = E(L) entonces |E— E'| =m—(n—1) =k. Con
lo cual G, k es una instancia SI de SUPRIMIR.

Reciprocamente sea G = (X, E), k = m —n + | un par de la imagen de
f que es una instancia ST de SUPRIMIR. Luego G no tiene triangulos y
existe G’ = (X, E') subgrafo de G tal que G’ es un grafo de intervalos propios
y |E — E'| <m —n+ 1. Por el Teorema 1.2.22 , G’ no tiene ciclos ni I3
como subgrafos inducidos. Luego G’ es un conjunto de caminos disjuntos.
Dado que |E’| > n— 1, se tiene que |E’| = n—1, con lo cual G’ es un camino
hamiltoniano de G. Esto prueba que G es una instancia SI de C Hgr.

Usando las transformaciones de CHsy en SUPRIMIRy de SUPRIMIR
en APS se tiene que APS es NP-Completo, con lo cual queda probado el
siguiente resultado.

Teorema 1.5.5 El problema de aprozimacion superior por indices pirami-

dales es NP-Hard.
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Capitulo 2

Grafos de intervalos propios
minimos

Los resultados de este capitulo aparecen en [13]. Se prueba que si G es un
grafo de intervalos propios entonces |V(G)| 2 2¢(G) — ¢(K(G)) siendo ¢(G)
el nimero de cliques de G y I la aplicacién que a cada grafo asigna su grafo
de cliques (es decir, el grafo cuyos vértices son los cliques de G y dos cliques
son adyacentes si y sdlo si tienen interseccion no vacia). Si la igualdad vale
se dice que i es un grafo de intervalos propios minimo.

En la seccién 2.2 se prueba que la aplicacion K de la clase de los grafos
de intervalos propios minimos en la clase de los grafos de intervalos propios
es biyectiva (salvo isomorfismos).

En la seccidn 2.3 se encuentra la mayor clase clique-cerrada ¥ (K (X) = X)
contenida en la unién de la clase de los grafos de intervalos propios minimos

conexos y la de los grafos completos.
Por tltimo, en la seccion 2.4 se determina el numero de grafos de inter-

valos propios minimos conexos con n vértices.

2.1 Generalidades

Sea G un grafo de intervalos propios y r una representaciéon propia de G.
Como en el capitulo anterior, se llamara Ezt(r) al conjunto de extremos de

los intervalos de la imagen de 7.
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Teorema 2.1.1 Si G es un grafo de intervalos propios entonces min{|Exzt(r)|;
r representacion propia de G} = 2|V (G)| — ¢(G).

Demostraciéon: Sea r una representacion propia de G. Se supone que
vy, ...,V €s un orden sobre V(G) tal que, para todo i ,i=1,..,n,r(v) =
[ai, bi], con a; < ag sii < k.

La tnica igualdad posible entre dos puntos extremos de los intervalos
[a;, b:],7 = 1,...n, es de la forma b; = a; con i < j (la igualdad vale sélo para
vértices aislados). En este caso el conjunto {vi,vi41,...,v;} es un clique de
G. Luego, |Ezxt(r)| > 2|V(G)| - ¢(G) .

Es evidente que es posible modificar r de modo que a cada clique de
G corresponda una igualdad de puntos extremos, luego el Teorema queda
demostrado. O

Teniendo en cuenta este Teorema, una representacion propia, de un grafo
de intervalos propios G, se llamara minima si el numero de puntos extremos
de sus intervalos es 2|V (G)|—c(G). El algoritmo del Teorema 1.2.10 construye
una representacion minima de G a partir de la representacion F-G de G.

Sea G un grafo de intervalos propios y v; < ... < v, un orden compatible
con G. Por ¢l Teorema 1.2.5 cada clique de G es un intervalo [v;,v;] .Luego
K(G) (1.2.17) es también un grafo de intervalos propios, asignando a cada
[vi,v;] el intervalo real [i,7]. Se dird que [v,v;] — [z, ] es la representacion
propia de K(G) inducida por el orden v; < ... < vy,.

Teorema 2.1.2 Si G es un grafo de intervalos propios y R es una rep-
resentacion propia de K(G) inducida por un orden compatible sobre V(G)
entonces |V(G)| > |Ezt(R)| > 2¢(G) — (K (G)).

Demostracién: Dado que R es una representacion inducida de K(G) se
tiene que |V(G)| > |Ext(R)| y |Ext(R)| > 2¢(G) — ¢(K(G)) por el Teorema

anterior. O

Definicién 2.1.3 Un grafo de intervalos propios es minimo si

V(G)| = 2¢(G) = e(K(G)).
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Roberts en [27] define la siguiente relacién de equivalencia E, sobre los
vertices de un grafo G : zEy si y sélo si zy € E(G) y (Vz)(zz € E(G) &
yz € E(QG)). El grafo cociente es denotado por G* y G es reducido si G ~ Gx.
El siguiente Teorema fue probado por Roberts en [27].

Teorema 2.1.4 Un grafo de intervalos propios conezo reducido y no trivial
tiene erxactamente dos ordenes compatibles, uno el inverso del otro.

Teorema 2.1.5 Un grafo de intervalos propios G es minimo si y sdlo st G
es reducido y, pare algin orden compatible sobre V(G), todo vértice de G es
el primero o el iltimo elemento de un clique de G.

Demostracién: Es facil ver que para todo grafo S, {(S) = K(S*).

Sea G un grafo de intervalos propios minimo. Dado que G* es isomorfo
a un subgrafo inducido de G, G* es también un grafo de intervalos propios.
Luego |V (G*)| > 2¢(G*)—c(K(G*)) = 2¢(G)—c(K(G)) = |V(G)|. Entonces,
|V(G*)| = |V(G)|, con lo cual G es reducido.

Sea R una representacién propia de K(G) inducida por un orden com-
patible sobre V(G). Por el Teorema 2.1.2 , |V(G)| = |Ext(R)| que es lo que
se faltaba demostrar.

Reciprocamente, sea G un grafo cumpliendo las hipotesis del Teorema.
Sea {C},...Cmm} un clique de K(G). Como G es reducido por hipétesis, |C; N
..N Cpn| < 1. Dado que los cliques de G son intervalos (con respecto a un
orden compatible) y que para todo ¢,j C; N C; # 0, la interseccién total
es no vacia. LEntonces |C; N...N Cn| = 1. Luego, toda representacion R
de K(G) inducida por un orden compatible sobre V(G) es minima (ver la
demostracion del Teorema 2.1.1), es decir |Ext(R)| = 2¢(G) — c(K(G)). Pero
V(G) = Ezt(R), luego G es minimo. O

La Figura 6.a) muestra un grafo de intervalos propios reducido pero no
minimo.

2.2 Resultado Principal

En el Corolario 1.2.19 se ha probado que la aplicacién clique K restringida a
los grafos de intervalos propios es una suryeccién sobre sobre la clase de los
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grafos de intervalos propios (mds atin, por el Teorema 1.2.18, los grafos de
intervalos propios son los grafos de cliques de los grafos de intervalos) pero
no es inyectiva, como se muestra en la Figura 6.

(a) (b)

Fig.6. Dos grafos de intervalos propios reducidos con el mismo
grafo de cliques.

Teorema 2.2.1 La aplicacion K restringida a la clase de los grafos de in-
tervalos propios minimos es una biyeccion (salvo isomorfismos) sobre la clase
de los grafos de intervalos propios.

Se veran algunos resultados preliminares.

Sea r una representecion propia de un grafo de intervalos propios G.
Como en la demostracion del Teorema 1.2.18 se define el grafo H(r) asi
V(H(r)) = Exzt(r) y para distintos vértices z,y,zy € E(H(r)) si y sblo si
existe v € V(G) tal que z,y € r(v).

El siguiente Lema muestra algunas propiedades del grafo H(r).

Lema 2.2.2 [) Sea G un grafo de intervalos propios. Si r es una repre-
sentacion propia de G entonces H(r) es un grafo de intervalos propios tal
que K(H(r)) ~ G . Mds ain, r es una representacion propia minima de G
st y solo si H(r) es un grafo de intervalos propios minimo.

2) Si S es un grafo de intervalos propios minimo, entonces existe una
representacion propia minima s de K(S) tal que H(s) ~ S.

3) Si s yt son representaciones propias minimas de un grafo de intervalos
propios G, entonces H(s) ~ H(t).
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Demostracién: 1) Dado que r una representacion propia, la familia de
los cliques de H(r) es (r(v) N Ezt(r))vev(c) y dos cliques (r(u) N Ext(r))
y (r(v) N Ext(r)) son adyacentes en K(H(r)) siy sélo si r(u) Nr(v) # 0.
Luego K(H(r)) y G son isomorfos.

Mais ain, por el Teorema 1.2.5, H(r) es un grafo de intervalos propios, ya
que sus cliques son intervalos considerando a Ezt(r) ordenado por el orden
usual de los nimeros reales.

Ademés r es una representacion propia minima de G si y sélo si
|Ext(r) = 2|V(G)| — ¢(G) y dado que K(H(r)) y G son isomorfos,
|Ezt(r)] = 2lV(K(H())| = c(K(H(r))), luego V(H(r)) = 2(H(r)) —
c(K(H(r))) con lo cual H(r) es minimo y 1) queda probado.

2) Sea s una representacién propia de K(S) inducida por un orden com-
patible sobre V(S). Luego H(s) es un subgrafo inducido de S. Por el Teo-
rema 2.1.2, |V(S)| = |Ezt(s)| = |V(H(s))], lo cual implica que H(s) ~ S.
Ademads del punto 1) se tiene que s es una representacion minima.

3) Se supone que G es conexo (en el caso general estudia cada compo-
nente).

Sea v; < vy < ... < v, un orden sobre V(G) tal que, para todo ¢,7 =
1,...,n,8(v) = [ai,b] con a; < ag sii < k. Luego, v; < v; < ... < v, es un
orden compatible con G (ver la demostracion del Teorema 1.2.5).

Sean [c;,dy], ..., [cn, dn] los intervalos de la imagen de t ordenados también
por sus extremos izquierdos y sea vg;....Ux, orden compatible sobre V(G') tal
que t(vk.-) = [C;,d,‘],i = 1,...,n.

Las clases de equivalencia de la relacion F, definida anteriormente, son
intervalos de cualquier orden compatible sobre V(G) .

Por el Teorema 2.1.4, se puede suponer, sin perder generalidad, que el
orden de las clases de equivalencia es el mismo tanto cuando es inducido por
sus representantes en la secuencia vy, ..., v, cOmMo en vy, ..., Vi, (si no es asi ,
cambiar ¢ por la representacién v — [—y, —z], donde t(v) = [z,y]).

La biyeccién h sobre V(G) dada por h(v;) = v es entonces una per-
mutacion sobre cada clase de equivalencia. Luego, t' = t o h es una re-
presentacién propia minima de G tal que H(t) = H(t') y, para todo v; €
V(G), t'(v,-) = [C,', d,]

Se define la funcién f : Ezt(s) —» Ext(t') by

fla) =y f(b)=d;.

La funcion f esta bien definida ya que si b; = a; , con z < j, los intervalos
s(vi), s(vig1), ..., $(v;) representan los vértices de un clique C de G. Entonces
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t'(vi), .-, t'(v;) también representan los vértices of C. Luego, por ser t' una
representacion propia minima (ver la demostracién del Teorema 2.1.1), d; =
c¢; . Del mismo modo, intercambiando s y t/, puede probarse que d; = c;
implica b; = a;. Luego f es inyectiva y dado que |Ext(s)| = |Ezt(t')| se tiene
que f es biyectiva.

Para ver que f preserva las adyacencias se probara que si z € Ezt(s)
entonces z € [a;, b;] si y sélosi f(z) € [ci,di], paratodoi =1,...,n. Seaj > i
entonces z = a; & v;v; € E(G) & ¢; € [c;,d;] y andlogamente si z = b;.

Luego si z,y € Ezi(s); zy € E(H(s)) si y sdlo si f(z)f(y) € E(H(t")),
con lo cual H(s) >~ H(t"). Pero H(t) = H(t') entonces H(s) ~ H(t). O

Demostracidn del Teorema 2.2.1. Sea G un grafo de intervalos propios y
r a una representacion propia minima de G. Por 1) del Lema 2.2.2 M = H(r),
es un grafo de intervalos propios minimo tal que K(M) ~ G .

Sean S y T grafos de intervalos propios minimos y h un isomorfismo
de K(S) en K(T). Por 2) del Lema 2.2.2 existen representaciones propias
minimas s y t, de K(S) y K(T) respectivamente, tales que H(s) ~ Sy
H(t) ~T. Es claro que t o h es una representacion propia minima de K (S).

Luego, por 3) del Lema 2.2.2, H(s) ~ H(to h) = H(t).0O

2.3 Una clase clique-cerrada

Una clase II de grafos es clique-cerrada [17] si K (II) = {K(G); G € 11} = II.

Como se ha probado en el Corolario 1.2.19 la clase de los grafos de inter-
valos propios es clique-cerrada.

Para un grafo G cualquiera, Hedman [17] denota K(K(G)) por K*(G), y
en general, {(K""'(G)) = K"(G). Ademas prueba que para cualquier grafo
de intervalos propios conexo y no trivial G, vale que |V(G)| > |V(K(G))|.
Esto le permite definir el indice de G como el menor entero positivo n tal
que I{™(G) es un grafo trivial. Luego, toda clase clique-cerrada que contenga
grafos de intervalos propios debe intersectar a la clase de los grafos completos.

Sea Q2 la clase de los grafos de intervalos propios minimos y conexos unién
la clase de los grafos completos. El grafo de la Fig. 6 b) es minimo pero su
grafo de cliques es {4 — {una arista}, lo cual muestra que £ no es clique
cerrada. Hedman [17] asegura que son muy pocas las clases de grafos clique-
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cerradas conocidas. En lo que sigue se presentard una de ellas contenida
propiamente en 2 y que ademas es la mas grande respecto de la inclusion.

Primero se construye la secuencia de grafos (G}')m>1 aplicando sucesiva-
mente la inversa de la aplicacién clique K de la clase de los grafos de intervalos
propios en la clase de los grafos de intervalos propios minimos (ver Teorema
2.2.1), comenzando con el grafo completo K, . Se define G}, = K. Usando
el algoritmo del Teorema 1.2.10 se obtiene una representaciéon propia minima
de K} y se define G? = H(r). Por el Lema 2.2.2 G} es un grafo de intervalos
propios minimo y K (G?) es isomorfo a G;. Del mismo modo se obtiene G}
y asi sucesivamente. Es facil ver que, para todo entero h > 1, la secuencia
puede construirse inductivamente usando la matriz CV(G) (definida en el
capitulo anterior) de la siguiente manera:G} = K, ; la matriz CV(Gp*')
tiene los unos de la i-ésima fila en las columnas z,...,24+ h — 1 y se obtiene de
CV(G7) agregandole h — 1 filas y h — 1 columnas.

Luego, para todo m > 1, los cliques de G}* son isomorfos a K} . La Fig.
7 muestra los tres primeros grafos de la secuencia (G7').

JAWAVAWAVAVAY

Fig. 7: Los tres primeros grafos de la secuencia (G%')

Teorema 2.3.1 ¥ = {G*;m > 1,h > 1} es una clase clique-cerrada con-
tenida en ). Ademds si I1 es una clase clique-cerrada y Il C §0 entonces

Inci.

Demostraciéon: Por construccién, ¥ es una clase clique-cerrada con-
tenida en 2. Sea G € II, si G es completo entonces G € . Si el indice :
de G es 2, entonces K(G) = K, para algin h > 2 . Luego, por el Teorema
2.2.1, G es isomorfo a G% con lo cual G € £. Si en cambio ¢ > 2 entonces
K*=%(G) tiene indice 2 y K*"?(G) € £. Como K es una biyeccién de la
clase de los grafos de intervalos propios en los minimos entonces, dado que
K*~?(G) es un grafo de intervalos propios minimo y K (I{*~3(G)) = K'72, se
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tiene que K*~3(G) € E. Con el mismo razonamiento se prueba que los grafos
K'=%(G),...,G estan en .0

La férmula [V(G*)| = m(h — 1) + 1 muestra que el nimero de grafos de
¥ con n vértices es el nimero de divisores n — 1.

2.4 Numero de grafos de intervalos propios
minimos conexos

En (24] Maehara enumera los grafos de intervalos propios conexos con n
vértices usando (0, 1, -1,5/—1 )-secuencias apropiadas. Haciendo pequeiias
modificaciones es posible enumerar los grafos de intervalos propios conexos
minimos con n vértices.

La herramienta principal estd dada por el Teorema 2.1.5.

Sea B, el conjunto de secuencias de n elementos, n > 2, by,..., b, tal que:

(1) b" =Oob,-= \ Ob,‘= —l,i: l,...,n.

(2)by=1yb,=—-1.

3)by+..4+bj>0paraj=1,..,n =1y b +..4+b,=0.

(4) Si b; =1 entonces b; + 1 # —1,1=1,...,n— 1.

Se denota con B} al conjunto de secuencias by, ..., b, de B, tal que b; =
_bn—"+l-

Por el Teorema 2.1.4 un gralo de intervalos propios reducido y conexo GG
tiene exactamente dos 6rdenes compatibles, < y >, uno el inverso del otro.
El grafo G se llama simétrico si la biyeccion mondétona creciente de (V(G), <)
en (V(G), >) es un automorfismo de G.

El siguiente lema es andlogo al Lema 6 de [24] pero su demostracion estd
adaptada a las definiciones y los resultados actuales. Se denota M, al nimero
de grafos de intervalos propios conexos minimos y M al nimero de aquellos
que son simétricos.

Lema 2.4.1 Paran > 2 se tiene M3 = |B3| y M., = 1(|Ba| + | B]).

Demostracién: Sea A, el conjunto de pares (G, <) (salvo isomorfismos)
siendo G un grafo de intervalos propios conexo minimo con n vértices y <
un orden compatible con G y sea A} el conjunto de pares (G,<) € A, con G
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simétrico. Dado (G, <) € A,, por el resultado 2.1.5, es posible etiquetar los
vértices de G del siguiente modo: 1 (resp. —1) si es primero (resp. tltimo)
y 0 si cumple con ambas condiciones.

La secuencia obtenida pertenece a B, ya que (2) y (3) se verifican por ser
G un grafo de intervalos propios conexo y (4) por ser reducido.

Luego queda definida una aplicacién de A, en B, que es una biyeccion de
A, — A2 en B, — B? y una suryeccién de A% en B: la cual asigna la misma
secuencia solo a los pares (G, <) y (G, 2).

Entonces, M: = |42 = |B2] y M, = 3|Au| = §(1Bal - |B2]) + ||

y el Lema queda demostrado. O

Es claro que M; = M =1y M; = 0. Para los otros casos se tiene el
siguiente resultado.

Teorema 2.4.2 Paran > 2,
Gnj21 + Z£';!22]_1(qn/2.k - Q(n/z)_l,k_l) stn es par
M =
Z{knif] qin/2),k st n es impar

M, = 1/2(qa-11 + M)

donde ¢, x esta definido por ¢,k =0 parak <0 o0k >m,
Na1=QR1=q2=1,

mk = Gm-t1k + gm-1k=1 + gm-1k+1 — gm—-2% param >2 yk > 0.

Demostracién: Para calcular |By,| y |BZ| en forma inductiva, se intro-
duce el numero ¢, k, 0 < m < n, de subsecuencias de B, by,...,b, de m
elementos consecutivos con b; 4 ... + b,, = k.

Dado que el dltimo elemento de toda secuencia de B, es —1, se tiene que
|Bn| = qn-1,1-

Obviamente gmi = 0 para k < 0ok > my gy = q21 = ¢22 = 1.
Como b,, € {0,1,—1} y b, = 1 implica b,,_1 # —1, se tiene que ¢ui =
Gm-1k + Gm-1,k=1 + Gm-1k+1 — gm-24k SiM > 2y k > 0.

Las secuencias de B, estan totalmente determinadas por los primeros 5]
elementos y, si n es par, por la condicién (4) bp # 1. Luego el resto del
Teorema queda probado usando el Lema anterior. O
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La siguiente tabla contiene el nimero ct, de grafos de intervalos propios
conexos con n vértices, calculado por Maehara [24], y los valores de M,, y

M; paran =1,...,10.

n 1 2345 6 7 8 9 10
c, 1 1 2 4 10 26 76 232 750 2494
M, 1011 2 3 6 11 23 47
M;1011 2 2 4 35 9 12

n
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Capitulo 3

Grafos Arbodreos

Cuando se quiere generalizar la idea de grafos de intervalos propios se pre-
sentan distintas alternativas surgidas de cada una de las caracterizaciones
que se han estudiado. La generalizacion que aqui se desarrollara se basa en
la caracterizacion 1.2.5. Un grafo conexo G es arbdreo [2] si existe un arbol
T, generador de G, tal que todo clique de G induce un subarbol de T (la
definicion se extiende a grafos no conexos).

En la seccion 3.2 se obtienen caracterizaciones de los grafos arbéreos: por
propiedades de C*, como grafo compatible con un bosque, por propiedades de
sus cliques, por grafos de intervalos propios y tres caracterizaciones métricas,
que generalizan las obtenidas en el capitulo 1 para grafos de intervalos propios
[14] y por la aplicacién clique.

En la seccion 3.3 se estudia la relacién de la clase de los grafos arbéreos
con otras clases de grafos: se prueba la inclusion de la clase de los grafos de
intervalos en la de los arbéreos y se dan condiciones necesarias y suficientes
para que un grafo arbdreo sea cordal(resp. de intervalos, resp. de intervalos

propios).

3.1 Generalidades

Definicion 3.1.1 Un grafo simple y conezo G es arbdreo si existe un drbol
T, generador de G, tal que todo cliqgue de G induce un subdrbol de T (ver
Fig. 8). Un grafo simple es arbdreo si cada una de sus componentes conezas

lo es.
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R4 T
(a) (b)

Fig. 8 : a) Grafo arbéreo R4. b) T arbol generador de Ry.

Un hipergrafo H = (X, Ey, E,, ..., E,,) se llama arbdreo [3] si existe un
arbol A, con X como conjunto de vértices y tal que, para toda hiperarista
E;,i=1,...,m, A[E] es un subgrafo conexo (o un subarbol) de A.

En [3] aparecen varias caracterizaciones de hipergrafos arbéreos. Algunas
de ellas se daran aqui asi como las definiciones necesarias:

Dado el hipergrafo H = (X, E;, B, ..., E,.), su grafo de lineas (también
llamado representativo o adjunto) L(H) es el grafo de interseccién de la
familia de hiperaristas de H.

Definicion 3.1.2 Una familia (E;)c; tiene la propiedad de Helly si para
todo J C I se cumple la implicacion:

(V(i,7) € I x J) (Ei OV Ej £ 0) = Miey Ei # 0

Teorema 3.1.3 (ver [9]) Un hipergrafo H es arboreo si y sélo si la familia
de sus hiperaristas tiene la propiedad de Helly y L(H) es cordal.

Luego se tiene inmediatamante el resultado siguiente:

Teorema 3.1.4 Un grafo G es arboreo si y solo si sus cliques verifican la
propiedad de Helly y K(G) es cordal.

Cada arista de L( ) puede ser valuada con el entero w(E;, E;) = |E;NE}]|.
Si F es un subgrafo parcial (no inducido) de L(H) sin ciclos (un bosque de
L(H)), el peso de I' es por definicion: w(F) = ¥ yegr) w(u).

Se llama nimero ciclomdtico del hipergrafo H al entero:

m

w(H) = 3 |E| - IX] - wy

i=1
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donde wy; es el peso de un bosque w-maximal de L(H).

Por otro lado se define el hipergrafo dual de H asi:

H* = ({E1,.., En}, (E(z))zex) con E(z) = {E;;1 < i < m,z € E;}.
Si H* es arbéreo se dice que H es coarbéreo. Haciendo uso del nimero
ciclomatico de un hipergrafo se tienen los siguientes resultados:

Teorema 3.1.5 (Acharya, Las Vergnas): Sea H un hipergrafo; u(H) = 0 st
y solo st H es coarboreo.

Corolario 3.1.6 Un hipergrafo H es arbdreo si y sdlo si u(H*) = 0.

Luego reconocer un hipergrafo arbdoreo es simple ya que se reduce al
problema de encontrar un arbol de peso maximo. Lamentablemente generar
los cliques de un grafo G cualquiera no es sencillo. En [33] los autores dan
un algoritmo que resuelve este problema en tiempo O(|V(G)||E(G)||c(G)])-
Pero |¢(G)| no es polinomial.

Por otro lado los resultados mencionados anteriormente proporcionan una
forma practica de decidir si un hipergrafo es arbéreo y a su vez construir un
arbol adecuado [21].

En el caso particular en que esta dado un grafo G y C = (V(G),C(QG))
es el hipergrafo de sus cliques, es claro que G es un grafo arbéreo si y sélo
si C es un hipergrafo arbéreo que equivale a que p(C*) = 0. Dado que
C* = (V(G),C(v)vev(s)) donde C(v) = {C;C € C(G),v € C} es evidente
que L(C*) = G. Luego se valian las aristas de G asi: p(vw) = |C(v)NC(w)| =
[{C € C(C);v,w € C}|.

Si C es un clique de G sea

1 siv,weC
po(vw) = 0 sino

Es obvio que p(v,w) = Lcec(c) Po(vw).
Si T es un arbol generador de G entonces

Z pc(vw) < |C| - 1.

vwe€E(T)
Luego
pT)= > plw)= 3 > pelow)= 3 3 po(vw)<
vweE(T) vweE(T) CEC(G) CeC(G) vweE(T)
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2 (Cl-)= > ICl-¢G).

CeC(G) CeC(G)
Por lo tanto si T es p-maximal
p(T)= > ICI-G)
Cec(G)
y todo clique de G genera un subarbol de T'. Con lo cual se tiene el siguiente
teorema.

Teorema 3.1.7 Sea G un grafo conezo con sus aristas valuadas por p(vw) =
{C € C(G);v,w € C}|. G es arbdreo si y sdlo si existe un drbol generador

T p-mazimal con
p(T)= 3 IC|-<G).
cec(G)

3.2 Caracterizaciones

Por propiedades de C*

Definicién 3.2.1 Sea G un grafo conezo, se dird que la familia C*(G) =
(C(v))vev(c) es drbol-Helly si existe un drbol T generador de G tal que si
v, 2, w son tres vértices de G y z pertenece al unico camino de v a w en T

entonces C(v) N C(w) C C(2).

Teorema 3.2.2 Un grafo conezo G es arbdreo si y sdlo si C*(G) es una
famalia arbol-Helly.

Demostracion: Si G es arbéreo existe un arbol T',) generador de G, tal
que todo clique de G induce un subarbol de 7.

Sean v, z,w tres vértices de G . Si C € C(v) N C(w) entonces vw € C.
Dado que C es un clique de G, C induce un subarbol de T', luego si z es un
vértice del unico camino de v a w en T, 2 € C con lo cual C € C(z).

Reciprocamente si C*(G) = (C(v))vev(c) es una familia arbol-Helly y T es
el arbol correspondiente, se probara que todo clique de G induce un subarbol

de T.

Sea C un clique de G y sean v, w dos elementos de C, si z es un vértice
del tnico camino de v a w en T, entonces C(v) N C(w) C C(z), C € C(z2),
luego z € C.O
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Como grafo compatible con un bosque

Sea G un grafo simple conexo y T un arbol generador de G; para todo par
de vérices v y w de G se notara T, al conjunto de vértices del unico camino
devawenT.

Definicién 3.2.3 Con la notacidn anterior. Se dice que G es compatible con
un drbol T', generador de G, si vw € E(G) implica que para todo z distinto
de v yw, z € T,, se tiene que vz € E(G) y zw € E(G).

Si G no es conero, se dird que G es compatible con un bosque si cada una
de sus componentes conexas es compatible con un drbol.

Teorema 3.2.4 G es arbdreo si y solo si es compatible con un bosque.

Demostracién: Sin pérdida de generalidad se puede suponer que G es
conexo.

Si G es arbdreo entonces existe un arbol T', generador de G, tal que todo
clique de G induce un subarbol de T'. Sean v y w dos vértices de G' adyacentes
y sea z € Ty,,. Existe un clique C de G tal que v,w € C, pero C induce un
subarbol de T, luego 2z € C. Con lo cual vz,zw € E(G).

Reciprocamente si G es compatible con un arbol T. Sea C un clique de
G se mostrara que C induce un subarbol de T'. Sean v,w € C y z € T,,,. Si
r € C entonces vr € E(G) y wr € E(G). Dado que T es un arbol, z € Ty, 0
z € T,,, en cualquier caso zr € E(G). Luego z es adyacente a todo vértice
de C conlocual z€ C.O

Por propiedades de sus cliques

Sea G un grafo conexo y T un arbol generador de G se notara GT al coarbol
de G relativo a T. Es decir, V(GT) = V(G) y E(GT) = E(G) — E(T).

Lema 3.2.5 Sea T un drbol, C C V(T) y K = Up,wjecxc Tvw luego para
todo k,l € K existen v,w € C tales que k,l € T,,,.

Demostracién: Sean k,! € K, se supone que k € T,,, | € T,,, con

v,w,t,z € C. Dado que T es un arbol existe un tinico camino de w a z en T..
*Si k y [ pertenecen a T,,; el Lema queda demostrado.
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*Si k¢ Ty, yl €T,, entonces k,l € T,,.

*SikeT,,yl¢T,, entonces k,l € T,.

*Sik € T,. y !l &T,, se tienen 2 casos:

Caso 1 T,, NT,, # 0. Dado que T es un arbol generador de G, los
vértices de esta interseccion generan un camino de T'. Luego Ty, N Tt, = T3,
con z,y € V(T) (pueden coincidir). Sin pérdida de generalidad se puede
suponer que z es el vértice mas cercano a v y a t (ver Fig.9 a.).

*Si k € T,. Al € Ty, entonces k,l € T,,.

*Si k € Tyz Al € Ty, entonces k,l € T,,.

Considerando k € T, se obtienen resultados analogos.

Caso 2 T,, N T, = 0 entonces k,l € T,, (ver Fig 9.b). O

w

Fig. 9

Teorema 3.2.6 Sea G arboreo conexo, T un drbol compatible con G y GT
el codrbol respectivo. Entonces si C es un completo de GT se tiene que
Uwvwec Tow €s un completo de G.

Demostracion: Sea K = Uy w)ecxc Tvw ¥ sean k, I dos elementos de
K.

Luego por el Lema anterior k,l € Tvw con v, w € C, como vw € E(GT)
entonces vw € F(G) luego existe R, un clique de G, tal que vw € E(G).
Como G es arbéreo y T es compatible con G, R induce un subarbol de T y
luego k,! € R con lo cual kl € E(G).O

Del estudio de la relacién entre los cliques de G y los de GT surgieron los
siguientes resultados:

44



Teorema 3.2.7 Sea G arboreo conero, T un drbol compatible con G y GT
el codrbol respectivo. St K es un clique de G, K # I(; y I # I, entonces
eziste un clique C de GT tal que K = Uy,w)ecxc Tow-

Demostracién: Como T es un arbol compatible con G entonces T[K] es
un subarbol de T'. Sea P el conjunto de vértices pendientes de T'[K] luego P
es un completo de G. Dado que K # K; y K # I, entonces el subgrafo de T
inducido por P no tiene aristas y P es un completo de GT. Sea C un clique
de GT que contiene a P. Es inmediato que K = U(y,u)erxp Tvw con lo cual
K C Uwwecxc Tvw. Por otro lado por el Teorema anterior U(y,w)ecxc Tow
es un completo de G. Luego K = U(y,w)ecxc Tvw que es lo que se queria
demostrar. O

No todos los cliques de GT dan lugar a cliques de G, como se muestra en
la Fig. 10, donde la arista v,v4 es un clique de GT pero {vz,v1,v4} no lo es

de G.

V1 V2

V4 U3

I X’4 T GT

Fig. 10: Grafo arboreo K4, T arbol compatible con K4 y GT coarbol
respectivo.
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Sin embargo se tiene:

Teorema 3.2.8 Sea G arboreo conexo, T un drbol compatible con G, GT el
codrbol respectivo y P el conjunto de los vértices pendientes de T. Si C es
un clique no trivial de GT tal que C C P entonces K = Up,wyecxc Tow €5
un clique de G.

Demostracion: Por el Teorema 3.2.6 K es un completo de G. Se supone
que K no es un clique con lo cual existe z € V(G) — K adyacente a todo
véticede K. Sea z € C, como C C K, zz € E(G). Dado que C no es trivial,
CCPyz2¢ K entonces zz ¢ F(T). Luego todo vértice de C es adyacente
azen GT y CU {z} es un completo de GT que contiene al clique C con lo
cual z € C. De aqui z € K. Absurdo. Luego I{ es un clique de G.O

Como muestra la Fig 11 la reciproca no es verdadera ya que 4 es un
clique de G pero no puede ser obtenido de un clique de GT de vértices
pendientes de T'.

G T GT

Fig. 11

Por otro lado el Teorema 3.2.7 puede extenderse a una caracterizacién de
los grafos arbdreos como sigue:

Teorema 3.2.9 Un grafo conezo G es arbéreo si y sdlo si G es un drbol o
existe un drbol generador T de G tal que para todo clique K de G, |K| > 3,
existe C, clique de GT, tal que K = Uy wyecxc Tow-
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Demostracién: Si G es un arbol entonces es arboreo.

Si G no es un arbol entonces existe algin L, clique de G, con |L| > 3.
Luego, por hipdtesis, existe un arbol T' cumpliendo el enunciado del Teorema.
Se mostrard que T es compatible con G.

Sea K un clique de G, como G es conexo no trivial entonces K| > 1.
Si |K| = 2 y K no genera una arista de T, entonces K es un completo de
GT. Luego por el Teorema 3.2.6 U(,,w)ek xx Tvw € un completo de G' que
contiene a /{. Absurdo ya que K es un clique. De aqui se tiene que si |/{| = 2
entonces K genera un subarbol de T

Si |K| > 3 luego, por hipétesis, existe C, clique de GT, tal que K =
Utw.w)ecxc Tuw. Se probara que K genera un subarbol de G. Sean k,l € K ,
luego por el Lema 3.2.5, existen v, w € C tales que k,l € T,,, y obviamente
hay un camino de k a ! en T[K], que es lo que se queria demostrar. O

Por grafos de intervalos propios

El siguiente Teorema puede deducirse inmediatamente del resultado probado
por A. Batbedat en (2] (p.171), en el contexto de las disimilaridades. Aqui
se da una demostracion directa.

Teorema 3.2.10 Un grafo conero G es arboreo si y solo si existe un drbol T,
generador de G, tal que para todo camino P de T el subgrafo de G, inducido
por los vértices de P, es un grafo de intervalos propios y la secuencia de
vértices de P es un orden compatible.

Demostracién: Sea G un grafo conexo arboreo y T un arbol compatible
con G. Sea P : xoz1%3...z, un caminode T'. Siz;,zj,zx € V(P)cont < j <k
y z;zx € E(G) entonces, por el Teorema 3.2.6, z;z;,z;zx € E(G). Luego el
subgrafo inducido por los vértices de P es un grafo de intervalos propios y
zg < 1y < ... < z, es un orden compatible.

Reciprocamente sea T un arbol generador de G cumpliendo las condi-
ciones del Teorema y sea C un clique de G. Se notara 7' al subarbol de T
con minimo nimero de vértices tal que C C V(T”). Si existe algin vértice
t € V(T") — C entonces es posible encontrar un vértice z € C no adya-
cente a t. Por la eleccion de T", C intersecta a toda componente conexa de
V(T') —{t} y ademads t no es un vértice pendiente de T’. Luego existe y € C
tal que t € Ty,. Dado que zy € E(G) y por hipétesis G[T;,| es un grafo de
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intervalos propios se tiene que zt € E(G) en contra de lo supuesto. Por lo
tanto V(T") = C, luego queda probado que T es un arbol compatible con G
y que G es arbdreo. O

Por sus propiedades métricas

Una disimilaridad o sobre un conjunto X es un arba [2] si existe un arbol
T cuyo conjunto de vértices es X y tal que para todo z,y,z2 € X siy € T,
entonces a(z,y) < a(z, 2).

En el Capitulo 1 se ha notado d a la distancia en un grafo conexo G. En
lo que sigue es necesario utilizar la notacion dg.

Primero se vera el siguiente resultado que se obtiene como corolario del

Teorema 3.2.10.

Teorema 3.2.11 Sea G un grafo conezo arboreo y T un drbol compatible
con G. Si P y Q son caminos de T entonces dgip)(z,y) = dgio)(z,y) para
todo par de vértices x,y en la interseccion de los caminos P y Q).

Demostracién: Por el Teorema 3.2.10, G[P] y G[Q)] son grafos de inter-
valos propios. Ademds dado que ambos grafos contienen al camino de z a y
en T, los caminos minimos obtenidos usando en Corolario 1.2.16 coinciden.

Luego dgip)(z,y) = dajg)(z,y). D

Teorema 3.2.12 Si G es un grafo conexo arboreo y T es un drbol compatible
con G entonces para todo par z,y de vértices de G, dg(z,y) = dgip)(z,y) para
todo camino P de T que conliene a z e y.

Demostracién: Por induccién sobre dg(z,y).

Obviamente vale si dg(z,y) = 1.

H.I. Se supone que dg(z,y) = dgipj(z,y) para todo par de vértices z,y
tal que la dg(z,y) < k, k > 2 y para todo camino P de T que contiene a
ey .

Sean z e y dos vértices de G tales que dg(z,y) = k y () un camino minimo
en G de z a y. Por el Teorema anterior es suficiente probar el resultado siendo
P = T,,. Se pueden presentar dos casos.

Caso 1 Los caminos  y P tienen un vértice interno en comun z. Dado
que 2 estd en el camino minimo (), se tiene:
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do(z,y) = da(z, 2) + do(z,y) = (por H.L)

= dgip)(x, 2) + dgip)(2,y) = dgip)(z,y). Luego el Teorema vale ya que la
otra desigualdad se deduce de la definicién de distancia.

Caso2 Si P y @ son internamente disjuntos entonces forman un ciclo
Z en G. El ciclo Z es la diferencia simértica de ciclos fundamentales ZT
asociados a cada arista e de () que no esta en 7. Luego existe una arista
uv tal que ZT intersecta a P en un camino de z a 2’ con z # 2’ (ver figura
siguiente). Si z = z y z' = y entonces, por el Teorema 3.2.6, z es adyacente
ayydg(z,y) =1 en contra de lo supuesto.

Luego, sin pérdida de generalidad, se puede suponer que 2’ # y lo cual
implica que y # v.

camino P
VA l z’
® Y

r @

u v

Sea P' = T,,, por Teorema 3.2.10, G[P’] es un grafo de intervalos propios.

Como v es un vértice interior del camino minimo @ entonces dg(v,y) < k,
luego por hipétesis inductiva dg(v,y) = dgpy(v,¥)-

Por otro lado dgipy(v,y) > dgip(2',y) (Teorema 1.2.14 d.) y por el
Teorema anterior dg(p(2’,y) = dgip)(2',¥). Usando el mismo razonamiento
se obtiene que dg(z,v) > dgip)(z, 2').

Dado que v esta en el camino minimo @, el Teorema se deduce como en
el Caso 1.0

Teorema 3.2.13 Sea G un grafo conezo, las siguientes proposiciones son
equivalentes:

a) G es arboreo.

b) Eziste un drbol, generador de G, tal que si x e y son véritces de un
camino P de T entonces dg(z,y) = dgipj(z,y) y todo camino de x a y en
G[P] es una secuencia creciente o decreciente con respecto al orden de los
vértices de P.
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c) Eziste un drbol T, generador de G, tal que para todo par z,y de vértices
de G, dg(z,y) es el minimo nimero de cliques de G que cubren las aristas
de T,.

d) La distancia en G es arba.

Demostracién: a) — b) Sea T un arbol compatible con G. Del Teorema
anterior si z e y son vértices de un camino P de T, entonces dg(z,y) =
dG[P](xay)'

Por el Teorema 3.2.10, G[P] es un grafo de intervalos propios y la secuen-
cia de vértices en P es un orden compatible. Luego por el Teorema 1.2.14 se
puede afirmar que todo camino minimo de z a y en G[P] es una secuencia
creciente o decreciente con respecto al orden compatible.

b) — c) Sea T el arbol generador de G en las condiciones de la parte b)
y sea P = T,,. Por b) del Teorema 1.2.14, G[P] es un grafo de intervalos
propios y luego por c) del mismo Teorema dg(pj(z,y) es el minimo nimero
m de cliques de G[P], Cy,...,Cm, que cubren las aristas de P.

Dado que cada C; esta contenido en un clique de G, el minimo nimero
M de cliques de G que cubren las aristas de P verifica que M < m =

daip)(z,y) = da(z,y).
' Por otro lado, si M cliques de G cubren las aristas de P, es posible
construir un camino de = a y en G de longitud no mayor que M. De aqui se
tiene que dg(z,y) < M.

c) — d) Sea T el arbol generador de G en las condiciones de ¢). Si z,y, z
son vértices de G tales que y € T, entonces todo conjunto de cliques de
G que cubren las aristas de T;,, cubren las aristas de T;,. Luego por c)
dg(z,y) < dg(z, z), con lo cual d es un arba.

d) — a) Sea T un arbol generador de G tal que para todo z,y,2z € V(G),
si y € Ty, entonces dg(z,y) < dg(z, z).

Sea P un camino en T y sean z,y, 2z tres vértices de P en el orden en que
aparecen en P. Si zz € E(G) entonces dg(z,z) = 1 y por ser d un arba,
dg(z,y) = dg(y,z) = 1. Luego zy,yz € E(G) con lo cual queda demostrado
que G[P] es un grafo de intervalos propios y la secuencia de vértices de P es
un orden compatible. Entonces por el Teorema 3.2.10 G es un grafo arbéreo.

O
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Por la aplicacion clique

Un grafo G es Helly si sus cliques verifican la propiedad de Helly. Se llamara
HELLY ala clase de los grafos Helly.

Como en el Capitulo 1, se notara con K a la aplicacion que a cada grafo
asigna su grafo de cliques.

La clase HELLY es clique-cerrada, es decir K(HELLY) = HELLY
([16][8)).

Se llamara CORDALES (resp. ARBOREOS) a la clase de los grafos
cordales (resp. arbéreos).

Teorema 3.2.14 K(HELLY NCORDALES) = ARBOREOS .
Demostracion: Previamente se vera el siguiente Lema.

Lema 3.2.15 Si G es un grafo Helly entonces K*(G) = K(K(G)) es iso-
morfo a un subgrafo inducido de G.

Demostracién: Sea L un clique de K(G), L = {C},...,Ci} con C; €
C(G),i=1,...,1. Luego para todo par i,j,1 <¢,7 <!,CiNC; # 0y dado
que G es Helly, existe z € N!_, C..

Sea C(z) = {C € C(G);z € C} entonces L C C(z), como C(z) es un
completo de K(G) y L es un clique L = C(z).

Luego existe una funcién que a cada clique de K(G) le asigna un vértice
de G. Se vera que dicha funcidon es inyectiva. Sean L y L' cliques de K(G)
y sean z.z' € V(G) tales que L = C(z) y L' = C(z') . Si z = z’ entonces
L U L' es un completo de K(G) que contiene tanto a L como a L', luego
Lul =L=1L".

Se vera que la funcién conserva la adyacencia. Sean L y L' como antes.
SiLNL"# () entonces existe C € LN L' y luegoz € C y z’' € C, con lo cual
zz' € E(G). Reciprocamente, si zz' € E(G) entonces existe C € C(G) tal
quez € Cyz' €C,conlocual C € C(z)NC(2') ydeaqui LN L' # 0.0

Ahora se vera la primer inclusién del Teorema. Sea G un grafo Helly y
cordal luego, por el Lema, I{?(G) es isomorfo a un subgrafo inducido de G.
Dado que todo subgrafo inducido de un cordal es también cordal, se tiene
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que K?*(G) es cordal. Ademas K(G) es Helly por ser HELLY una clase
clique-cerrada. Entonces, por el Teorema 3.1.4, /{(G) es arbdreo.

Reciprocamente, si G es un grafo arbéreo entonces C(G) tiene la propiedad
de Helly (Teorema 3.1.4) y por el resultado mostrado por Hamelink [16],
existe un grafo H tal que K(H) = G. En [30] Roberts y Spencer construyen
H del siguiente modo: '

V(H) = C(G) U V(G).

Si Ci,C; € C(G),CiC; € E(H) siysélosi C;NC; # 0.

Si z € V(G) entonces zC; € E(H) si y sélo si z € C;.

Si z,y € V(G) entonces zy ¢ E(H).

Se probara que H es cordal. Sea hih,...h, un ciclo de H con r > 4,
pueden presentarse dos casos:

Caso 1 Si todos los h;, 1 = 1,...,7 son cliques de G. Dado que G es
arboreo, K((G) es cordal. Luego el ciclo tiene cuerdas.

Caso 2 Si algin h; es un vértice de G, sin pérdida de generalidad puede
suponerse que ¢ > 1. Dado que los vértices de G' no son adyacentes en H,
hi—1 y hiy1 deben ser cliques de G. Luego h; € h;_y N h;y; con lo cual
hi—1hiy1 € E(H) y el ciclo tiene cuerdas.

Resta probar que H es Helly. Sean H,,..., H, cliques de H no disjuntos
de a pares. Por la construccion de H cada uno de sus cliques es de la forma
{z} U C(z) (C(z) = {C € C(G);z € C}) con z € V(G). Sean z,,...,z, los
vértices de G correspondientes a los cliques Hj, ..., H, respectivamente.

Si H; N H; # 0 entonces existe un clique de G' que contiene a z; y a z;,
luego z;z; € E(G) para todo i,5, 1 < 4,5 < r. Por lo tanto {z,...,,}
induce un subgrafo completo de G, sea C un clique de G que lo contiene.
Luego para todo ¢ = 1,...,r; C' € H;, con lo cual N, H; # 0 que es lo que
se queria probar. O

Teorema 3.2.16 K(ARBOREOS) = HELLY NCORDALES.

Demostracion: Si G es un grafo arboreo entonces G es Helly y K(G)
es cordal (Teorema 3.1.4). Luego por ser HELLY una clase clique-cerrada,
K(G) es Helly.

Reciprocamente, si G es un grafo Helly y cordal, otra vez por ser HELLY
una clase clique-cerrada, existe un grafo Helly H tal que K(H) = G. Pero
entonces I{(H) es cordal luego H es arbéreo (Teorema 3.1.4). O
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Corolario 3.2.17 HELLY N(CORDALESU K- (CORDALES)) es una

clase clique-cerrada.

Demostracién: Dado que la clase ‘
ARBOREOS = HELLY N K" (CORDALES) el resultado se deduce

de los Teoremas anteriores.

3.3 Relacion con otras clases de grafos

A) GRAFOS CORDALES

No todos los grafos arbdreos son cordales, por ejemplo en la Fig. 8 se muestra
al grafo R4 (4-rueda) y a un arbol compatible, pero es obvio que R4 no es
cordal.

Sea R, la n-rueda, esto es, el grafo que tiene 1 vértice central adyacente
a cada uno de los vértices de un ciclo de longitud n.

Se vera que las n-ruedas son “esencialmente” los unicos grafos arboreos
no cordales.

Por el Teorema 3.1.4 si G es arboreo entonces K (G) es cordal pero esto no
implica, en general, que G sea cordal. El siguiente Teorema caracteriza, por
subgrafos prohibidos, a los grafos para los cuales esta implicacién es valida.

Teorema 3.3.1 Sea G un grafo si K(G) es cordal entonces G es cordal si y
solo si G no tiene a ninguin R,, n > 4, como subgrafo inducido.

Demostraciéon: Si G es cordal dado que todo R, n > 4 tiene ciclos sin
cuerdas, G no puede tener como subgrafo inducido a ningin R, con n > 4.

Reciprocamente se supone que G no es cordal, luego tiene como subgrafo
inducido un ciclo C sin cuerdas. Se probara que G tiene, como subgrafo
inducido, a R, para algin n > 4, por induccién sobre |C|.

Si |C| = 4, sea C : z,€173...74e47;. Dado que e; es una arista de G
para todo ¢ = 1,...,4 y dado que C no tiene cuerdas, es posible elegir cuatro
cliques de G distintos, Cy,C3,C3 y Cy, tales que ¢; € E(C;) t = 1,...,4.

Como K (G) es cordal y Cy,C,,C3,Cy son vértices de un ciclo de K(G),
luego C] 00394@002004 ?‘5@
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SiConNCy # 0, sea z € C2NCy. Dado que 2,73 € C; se tiene que
2x,, 223 € E(G), andlogamente zz;,zz4 € E(G). Luego R4 es un subgrafo
inducido de G.

H.I. Se supone que G no tiene ningin ciclo inducido sin cuerdas C' con
IC| < n.

Si G tiene un ciclo inducido sin cuerdas C con |C| = n. Sea C :
z1€1...Tpe,Ty y Ciyt = 1,...,n n cliques distintos de G conteniendo respecti-
vamente a las aristas €, ..., €,.

Dado que K(G) es cordal, como antes, existe z € C; N C; con C; y C; no
consecutivos. Pueden presentarse dos casos:

Caso 1 Si para todo h, h = 1,...,n; 2z, € E(G) luego G tiene a R, como
subgrafo inducido.

Caso 2 Si existe h, 1 < h < n; zzx ¢ E(G) (ver Fig. 12). Dado
que 2z € C; N C; hay por lo menos cuatro vértices de C' adyacentes a 2. Si
se eligen z; y xx los mas cercanos a z, a cada uno de sus lados, se tiene
que {2,Z},Ti41, .-y Thy Thit, .-, Tk} induce en G un ciclo sin cuerdas C’ con
|C’| < n en contra de la H.I..

Luego G tiene como subgrafo inducido a R,,. O

Tn I
T2
Zi% . \ ‘ z
: ZTh

Ci~— =

Tk
o /o,
Fig. 12

El siguiente Corolario es inmediato.

Corolario 3.3.2 Si G es arboreo entonces G es cordal st y solo st G no tiene
a R, n > 4 como subgrafo inducido.

Por otro lado el grafo de la Fig. 13.a) es cordal y no arbdreo ya que sus
cliques no tienen la propiedad de Helly.
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Sea E,, n > 3, la estrella con n vértices centrales (que inducen K,) y n
perisféricos (de grado 2) (ver Fig. 13)

E3 E4 ES
(a) (6)

Fig. 13

Teorema 3.3.3 S:G es cordal y no tiene a ningin E,, n > 3, como subgrafo
inducido entonces G es arboreo.

Se veran tres lemas de los cuales se deduce el teorema.

Lema 3.3.4 Si G es cordal y no liene a E3 como subgrafo inducido entonces
C(G) (hipergrafo de los cliques de G) tiene la propiedad de Helly.

Demostracion: Sea C;,Cy,...,C, una familia de cliques de G tales que
para todo ¢,7, 1 < 7,7 < n, C;NC; # 0. Se verd que N, Ci # @ por
induccion sobre n.

Si n = 2 no hay nada que probar.

H.I. Se supone verdadero para una familia de n — 1 cliques.

Ahora se verd para n. Si L, Ci = @, por hipétesis inductiva existen
tres vértices distintos de G, z,,z,, 3 tales que z; € Co N Ca N ... N C,,
z,€e CiNC3N...NCLyz3€C NC,NCyN...NC,.

Dado que z,,x; € C3, 13,13 € Cy, 71,23 € C; se tiene que {z;,z2, 23} es
un completo de G. Por otro lado, para todo i = 1,2,3, z; ¢ C; luego existe
z; € C; tal que 2;z; ¢ E(G).

Se observa que para todo 7,7, 1 < i,7 < 3, 2;z; ¢ E(G) pues en caso
contrario {z;, 2j,Z;,z;} induce un ciclo sin cuerdas en G, luego G no es cordal
en contra de la hipdtesis.

Por todo lo afirmado anteriormante {2z, 23, 23,21, Z3, 73} induce en G el

grafo E;. Absurdo. Luego N, C; # 0. O
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Lema 3.3.5 Si G es cordal; C y K son dos cliques distintos de G entonces
eriste z € C tal que, para todo k € K — C, kz ¢ E(G).

Demostracién: Sea K — C = {kj, k,...,k,}. Se probara por induccién
sobre n.

Sin=1, como K € C, existe z € C tal que zk; ¢ E(G).

H.I1.Supongamos verdadero para n — 1.

Se vera para n. Por H.IL existe z € C tal que zk; ¢ E(G), para todo
i,1 <i:<n—1 (ver Fig. 14).

Si zk, € E(G) dado que k, ¢ C, existe 2’ € C tal que 2'k, ¢ E(G). Si
ahora 2’ es adyacente a algiin k; con i < n entonces {Z/, z, k,, k;} induce en
G un ciclo sin cuerdas. Luego G no es cordal en contra de la hipdtesis. De
donde se tienen dos posibilidades: zk, ¢ E(G) y z es el elemento buscado o
bien, para todo i = 1,...,n, 2'k; ¢ E(G) y 2’ es el elemento buscado. O

K

Fig. 14

La reciproca no es verdadera ya que un ciclo de 4 vértices cumple con
esta propiedad y obviamente no es cordal.

Lema 3.3.6 Si G es cordal y no tiene ningin E,, n > 3 como subgrafo
inducido entonces K(G) es cordal.

Demostracién: Sea {C;,C,,...,Cn} un conjunto de cliques de G' que
induce un ciclo L en K(G). Luego existen zy,z3,...,z, vértices de G tales
que T € C] N Cg,.'Bg € Cz N C’3, ooop @8 (S Cn N Cl.
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(*)Si se supone que L no tiene cuerdas entonces para todo ¢ = 1,...,n —1
z; pertenece solamente a los cliques C; y Ci;;, y #, pertenece solamente a
C: y a C,. Por lo tanto todos los z; son distintos e inducen un ciclo en
G. Pero como G es cordal por hipétesis se puede considerar, sin pérdida de
generalidad, que z;23 € E(G). Sea C un clique de G que contiene a z; y
a z3. Por lo supuesto en (*), C no es ninguno de los cliques C; pero C es
adyacente a Cy,C,,C3 y C4 en K(G).

La demostracion continia por induccién sobre n.

Sin = 4, K(G) tiene al grafo de la Fig. 15.a) como subgrafo inducido. Por
el Lema 3.3.4 , C(G) tiene la propiedad de Helly, luego existen h;, ks, ha, hy €
V(G) tales que h] € C] ﬂC’gﬂC’, h2 € Cgﬂc;;ﬂc, h3 € C;;ﬂC4ﬂCy
hy € Can Cy N C (ver Fig. 15.b)). Es obvio que {hy, ha, h3, hs} induce un
completo de C.

C Cs G
K(G) C hy G
C4 C3 h3

(a) (0)

Fig.15

Por lo supuesto en (*) hy, hy € C — Cy luego, por el Lema anterior, existe
zy € C, tal que z1hy ¢ E(G) y 21hs ¢ E(G). Anilogamente es posible
encontrar 23,23y z4. Si z;2; € E(G) con 1 <1i,j < 4 entonces {z;, zj, hi, h;}
induce un ciclo sin cuerdas en G. Absurdo ya que G es cordal. Por lo tanto
{h1, ha, h3, by, 21, 22, 23, 24} induce el grafo E4 en G, en contra de la hipétesis.

Luego todo ciclo de I{(G) de longitud 4 tiene cuerdas.

H.I. Se supone que todo ciclo de K(G) de longitud menor que n tiene
cuerdas.

Por lo visto anteriomente si L es un ciclo sin cuerdas de K(G), inducido
por {C;,Cy,...,C,}, existe C, clique de G, adyacente a C,,C;,C3 y C4 en
K(G). Luego {C,C4,Cs,...,Cyh_1,Cy, C1} induce un ciclo en K(G) de longi-

tud menor que n y por hipétesis inductiva este ciclo tiene cuerdas. Como se
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ha supuesto que L no tiene cuerdas luego para todo : = 1,...,n, C N C; # 0.
Dado que C(G) tiene la propiedad de Helly existen hj,h,, ..., h,, n vértices
de G, tales que para todo: =1,...,n, h; € C;NCi;yNCy h, € C1NC,NC.

Observar que el conjunto {hy,h,,...,h,} induce un completo por ser un
subconjunto de C.

Seat,1 <1< n-—1,dado que C # C;y que {h;;j #1,7 #i—1} CC-C;,
por el Lema anterior es posible encontrar z; € C; tal que z;h; ¢ E(G) para
todo j #¢y j # t— 1. Andlogamente se puede encontrar 2z, € C,,.

Por otro lado 2;z; ¢ E(G) por ser G cordal (como en el caso n = 4).

Luego {hi,..., hn,21,...,2,} induce en G al grafo E,, en contra de la
hipétesis.

Con lo cual L tiene cuerdas y de aqui /{(G) es cordal. O

La reciproca no vale. La Fig. 16 muestra un grafo que tiene a E3 como
subgrafo inducido y es cordal, sin embargo K(G) también lo es.

G K(G)

Fig. 16

Corolario 3.3.7 Si G no tiene como subgrafo inducido a ningin grafo de
las familias (Cn)n>4 y (En)n>3 entonces G es arbdreo y cordal.

B) GRAFOS DE INTERVALOS

Teorema 3.3.8 Todo grafo de intervalos es arbdreo.
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Demostracién: Si G es un grafo de intervalos, por el Teorema de
Fulkerson-Groos (1.2.7), existe un ordenamiento de sus cliques C; < C; <
... < Cp tal que la matriz CV(G) tiene la propiedad de unos consecutivos
por columnas. Se mostrara que C(G) tiene la propiedad de Helly.

Sean Cj, Cis, ..., C;; una subfamilia ordenada de cliques de G no disjuntos
dos a dos. Luego existe v € C;; NC;; y por la propiedad de unos consecutivos
v E C,‘] N C{g Nn...N C,',-.

Por otro lado en el Teorema 1.2.18 se ha probado que el grafo de cliques
de un grafo de intervalos es un grafo de intervalos propios. Luego K (G) es
cordal y por el Teorema 3.1.4 G es arbéreo. O

Del Corolario 3.3.2 y de la caracterizacion de grafos de intervalos por
subgrafos prohibidos (Iig. 4) se deduce el resultado siguiente.

Teorema 3.3.9 Si G es arbdreo es de intervalos si y sélo si no tiene como
subgrafo inducido a ninguno de los grafos de la Fig. 4 ni a ningin R, con
n > 4.

C) GRAFOS DE INTERVALOS PROPIOS

Por el Teorema 1.2.8, si G es un grafo de intervalos entonces G es de intervalos
propios si y solo si no tiene a /{13 como subgrafo inducido. Luego se tiene el
siguiente resultado.

Teorema 3.3.10 Un grafo arboreo es un grafo de intervalos propios si y sdlo
st no tiene a ningun grafo de la Fig. 17 como subgrafo inducido.
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1(13

Ry

A Es Rs

Fig. 17

Demostracion: Si G es arboreo y de intervalos propios luego por el
Teorema 1.2.22 G no tiene a ninguno de los grafos K3, A, E3 como subgrafo
inducido. Por otro lado G es cordal entonces no puede tener a R4 ni a Ry
como subgrafos inducidos.

Reciprocamente si G no tiene como subgrafo inducido a ninguno de los
grafos: K3, R4, Rs entonces G no tiene como subgrafo inducido a ningiin
R, con n > 4. Luego por el Corolario 3.3.2 G es cordal. Dado que por
hipétesis G' no tiene como subgrafo inducido a ninguno de los grafos: K3,
E3, A entonces G es un' grafo de intervalos propios (Corolario 1.2.23). O
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Capitulo 4

Grafos de interseccion

E. Sheinerman [32] estudia las condiciones necesarias y suficientes para que
una clase de grafos G sea la clase los de grafos de interseccion de una coleccion
de conjuntos T'.

Una de las condiciones necesarias es que G sea hereditaria es decir todo
subgrafo inducido de un grafo de la clase G debe estar también en G. Como
muestra la Fig. 8, R4 es un grafo arboreo sin embargo el ciclo de 4 vértices
no lo es. Luego la clase de los grafos arboreos no es hereditaria, con lo cual
no es posible caracterizarla como una clase de grafos de interseccion de una
coleccion de conjuntos I'. Sin embargo si I' es una coleccion de familias de
conjuntos (F;);es con ciertas propiedades (en general no hereditarias) si es
posible.

Sea ¥ p una coleccion de familias de conjuntos con cierta propiedad P se
denota X p a la clase de los grafos de interseccion de familias de £p (salvo
isomorfismos).

En la seccion 4.2 se dice que una familia ( H;);es se sumerge en una familia
(F3)ier si ambas tienen el mismo grafo de interseccion y existe una funcién
w : Uier Hi = Ui Fi inyectiva tal que z € H; si y sélo si w(z) € F;. Se
prueba que si P implica la propiedad de Helly entonces G € QX p si y solo
si C* se sumerge en una familia de ¥p. Este resultado generaliza los ya
obtenidos para grafos de intervalos [9], grafos de intervalos propios (Teorema
1.2.12), grafos cordales [11] y grafos de interseccién de caminos de un arbol
(25].

En la seccion 4.3 se denota CXp a la clase de grafos cuya familia de
cliques se sumerge en una familia de ¥p. Se dan condiciones suficientes para
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que K(CEp) = QLp y para que I{(2Ep) = CLp, resultados que generalizan
los obtenidos para grafos de intervalos propios, en el Capitulo 1 y para grafos
arboreos, en el Capitulo 3.

4.1 Generalidades

Sea ¥ una coleccion de familias de conjuntos. En 1.2.1 se definio el grafo de
interseccién de una familia de conjuntos. En lo que sigue se denotara 0¥ a
la clase de los grafos G, tales que para alguna familia F € £, G es isomorfo
al grafo de interseccion de F.

Si G es un grafo simple, como en capitulos anteriores, se llamara C(G) al
conjunto de cliques de G y C*(G) a la familia (C(v))vev(g) con C(v) = {C €
C(G),v € C}. El siguiente teorema es inmediato.

Teorema 4.1.1 G es el grafo de interseccion de la familia C*(G).

En lo que sigue se denotard Lp a la coleccion de familias (F;);e; (I finito
y no vacio) cumpliendo una cierta propiedad P. Se adoptaran las siguientes
notaciones para algunas propiedades relativas a familias de conjuntos.

Py: Para todo i € I, F; es un intervalo cerrado de la recta real.
P;: Para todo 1 € I, F; es un rectangulo del plano.

P3: Para todo i € I, F; es un intervalo cerrado de longitud 1 de la recta
real.

H: Para todo J C I se cumple la implicacién:

(V7)€ d x J) (EiNE; #0) = Niey Ei # 0. (Propiedad de Helly).
Li: Paratodot,j € I; F; C F; =1 =.

L: Existe un orden total < sobre |J;¢; F; tal que para todo ¢ € I, F; es un
intervalo con respecto al orden <.

Lgi L] y Lg.
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L4: Existe un arbol T con vértices en I tal que:

(1) Sii,jel;ij € E(T) » FinF; # 0y (2) Para todo ¢ # j se
cumple que si k es un vértice del inico camino de ¢ a j en T', entonces

F; N F; C Fy. (Propiedad arbol-Helly).

Ls: Para todo 7 € I, F; es finito y existe un arbol T con vértices en U;¢; F;
tal que todo F; induce un subarbol de T

Lg: Para todo i € I, F; es finito y existe un arbol T' con vértices en U, F;
tal que todo F; induce un camino de T.

L7: Para todo 7 € I, F; es finito y existe un arbol dirigido T' con vértices
en U;e; Fi tal que todo F; induce un camino dirigido de T.

Con esta notacion se tiene que:
NLp = NE,, = GI (Clase de los grafos de intervalos).
QLp, = NEL, = GIP (Clase de los grafos de intervalos propios).
XL, = ARBORFEOS (Clase de los grafos arboreos). (Teorema 4.2.8).
Xy, = CORDALES (Clase de los grafos cordales) [11].
X, = Clase de los grafos UV [25].
X, = Clase de los grafos DV [25].

4.2 Una caracterizacion de los grafos de in-
terseccion

Definicién 4.2.1 (Generalizacion de 1.2.11) Una familia de conjuntos (H;)ier
(1 finito y no vacio) se sumerge en una familia (F;)ie1 st (1) ambas tienen el

mismo grafo de interseccion y (2) existe una funcion w : Uiy Hi = Uier Fi

inyectiva tal que x € H; si y solo st w(z) € F;.

El siguiente teorema es una generalizacion del Teorema 1.2.12, que ca--
racteriza a los grafos de intervalos propios.
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Teorema 4.2.2 Sea G un grafo simple, C(G) el conjunto de los cliques de
G y C*(G) la familia (C(v;))i=1,...n con C(v;) = {C € C(G),v; € C}.

(a) Si C*(G) se sumerge en una familia de Xp entonces G € 0¥ p.

() Si Zp C Zy y G € QEp entonces C*(G) se sumerge en una familia
de Ep.

Demostracién: (a) Se deduce inmediatamente de la Definicién 4.2.1 y
del Teorema 4.1.1.

de interseccion. Dado que G es también el grafo de interseccion de C*(G)
(Teorema 4.1.1) se deduce la parte (1) de la Definicion 4.2.1.

Se probara la parte (2). Sea C € C(G), si v; y v; son vértices distintos de
C se tiene que v;v; € E(G). Luego F;NF; # @ y como por hipétesis Zp C Xy,
la familia (F;)i=1,..» tiene la propiedad de Helly, con lo cual N, cc Fi # 0.
Luego es posible asignar a C un elemento cualquiera, w(C), de N, ec Fi. Asi
se define la funcién w : C(G) = U, C(vi) = Ui, Fi. Como los cliques son
completos maximales de G, w resulta inyectiva.

Sea v; € V(G), si C € C(v;) entonces v; € C y luego w(C) € F;.

Reciprocamente si w(C) € F; se vera que C € C(v;). Para eso se toma
v; € Cy, por la definicién de w, w(C) € F;. Luego F; N F; # @ con lo cual
v;v; € C. Esto prueba que todo elemento de C es adyacente a v; y dado que
C es un clique, v; € C.O

A continuacion se estudiara, para algunas de las colecciones L p, la relacion
entre:

*(Hi)ic1 €Zpy

* (H;)ies se sumerge en una familia de Xp.

Primero se vera el siguiente lema.

Lema 4.2.3 Si (H;)ic; se sumerge en (F)ier, w es la funcion correspon--
diente e y no estd en la imagen de w, entonces (H;)ie; también se sumerge

en (Fi - {y))ier.

Demostracién: (1) Si H; N\ H; # 0, sea z € H; N H; entonces w(z) €
F; N F;. Luego como y # w(z), w(z) € F; — {y} N F; — {y}. La reciproca es
trivial.
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(2) Sea w' : Uies Hi = Uier Fi — {y} con w'(z) =
Es evidente que w' es inyectiva y dado que y # w(z)
w(z) € F; — {y}.O

w(z) para todo z.
z € H; siy sélo si

Teorema 4.2.4 Si (H;)ic; se sumerge en una familia de ¥, entonces
(Hi)ier € Ei,.

Demostracion: Por hipétesis (H;)ier se sumerge en familias de £, sea
(Fy)ier alguna tal que |U;es Fi| es lo menor posible.

Por (2) de 4.2.1, existe una funcién w : X = Uie; Hi = Y = Uier Fi
inyectiva tal que z € H; si y solo si w(z) € F;.

Si w no es suryectiva, sea y € Y —w(X). Luego por el Lema 4.2.3, (H,);e;
se sumerge en (F; — {y})ies. Pero considerando el orden de Y restringido a
Y — {y} se tiene que (F; — {y})ier € Z1,.

Esto contradice la eleccion de (F;)ies con lo cual w es biyectiva y obvia-
mente (H;)ie; € ¥1,.0

La demostracion anterior no se puede hacer en el caso de Ls, Lg y L,
pues al eliminar un vértice de un arbol, no siempre se obtiene un arbol.
Los siguientes ejemplos muestran que el Teorema anterior no vale en el

caso de Ls, Lg, H y L3.

Ejemplo 1: Sea H, = {a,b}, H, = {b,c} y H3 = {a,c}. Es evidente que
(Hi)i=1,.23 € ZL,, sin embargo se sumerge en la familia (F;)i=1 23, con
F;= H;U{z},1=1,2,3, quesi estd en £;,. Este mismo ejemplo sirve
para ¥,

Ejemplo 2: La Fig. 18 a) muestra un grafo G cuya familia de cliques no
tiene la propicdad de Helly, sin embargo la Fig. 18 b) muestra como
esta familia puede sumergirse en una de rectangulos del plano.



3 ow(3)
w(2) w(4)
w(1) ® w(6) ®
®
1 5

6

(a) (b)
Fig. 18

Ejemplo 3: Sea H, = {a} y H, = {a, b}, obviamente (H;)i=12 & £, pero
se sumerge en la familia (F})i=1,2 con Fy = {c,a} y F, = H,.

En el caso particular de la familia C*(G) se obtuvieron los siguientes resul-
tados.

Teorema 4.2.5 Siendo G un grafo simple y P = Ly, L4,Ls,Lg 0 L7, si
C*(G) se sumerge en una familia de ¥p entonces C*(G) € Lp.

Demostracién: El caso P = L, esta probado en el Teorema 4.2.3. Sea

Lp, sea (F;)i=1,..n alguna tal que |, F;| es lo menor posible.

Por (2) de 4.2.1, existe una funcién w : C(G) = UL, C(w) = Y = UL, Fi
inyectiva tal que C € C(v;) si y solo si w(C) € Fi.

Si w no es suryectiva, sea y € Y — w(C(G)). Luego por el Lema 4.2.3,
(C(vi))i=1,...n se sumerge en (F; — {y})i=1,..n. Se probard que esta familia
estd en Xp.

Caso P = Ls,Lg 0 L7: se supone que y € (,.er Fi, luego R induce un
completo de G. Sea C un clique de G que contiene a R. Por la eleccion de
y, y # w(C).

Dado que (F})i=1,...n € Lp existe un arbol T cuyo conjunto de vértices es
Y. Sea h el vértice de T mas cercano a y, sobre el inico camino de y a w(C)
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en T (h y w(C) pueden coincidir). Como R C C, si v; € R entonces v; € C,
con lo cual C € C(v;) y luego w(C) € F;. Esto prueba que para todo v; € R,
{y,w(C)} C F; y dado que en los casos tratados F; induce un conexo de T,
se tiene que h € F;.

Si se identifica h con y en T, se obtiene un arbol 7" cuyo conjunto de
vértices es Y — {y}. Por lo demostrado anteriormente se tiene que si F;
induce un subérbol (resp. un camino) (resp. un camino dirigido) de T
entonces F; — {y} induce un subdrbol (resp. un camino) (resp. un camino
dirigido) de T".

Caso P = L4: sea T el arbol con vértices en {1,...,n}, que existe pues
(Fi)i=1,..n € EL,, se vera que el arbol T también se adecia a la definicion,
para la familia (F; — {y})i=1,..n- (1) i € E(T) implica que F; N F; # 0, pero
como por hipétesis C*(G) se sumerge en (F})i=y,...n, existe C € C(v;) NC(v;).
Por la eleccién de y, y # w(C) con lo cual w(C) € (Fi—{y})N(F;—{y}) # 0.
(2) es trivial.

ae i

biyectiva y (C(vi))i=1,..n € Ep.O

El siguiente corolario muestra que el Teorema 4.2.2 generaliza el Teorema
de Fulkerson-Gross (1.2.9), que caracteriza a los grafos de intervalos, el Teo-
rema de Gavril [11] , que caracteriza a los grafos cordales, y las partes b) y
c) del Teorema Arbol-Clique [25], que caracterizan a los grafos UV y DV
respectivamente.

Corolario 4.2.6 Si P = L,,Ls,Lg 0o L7 y G es un grafo simple entonces
G € NLp si y solo si C*(G) € Lp.

Demostracién: En [3] se prueba que £¥p C Ey. Luego por el Teorema
4.2.2, se tiene que si G € X p entonces C*(G) se sumerge en alguna familia
de Ep. Pero eso implica que C*(G) € Ep (Teorema 4.2.5). La reciproca es
inmediata. 0

En el Teorema 3.2.2 se ha probado que un grafo G es arbdreo si y sélo
si C*(G) € Xr,. Luego es natural intentar usar el Teorema 4.2.2 para ca-
racterizar a los grafos arbdreos como grafos de interseccion de familias de

SL,.
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Lamentablemente, como se muestra en el ejemplo siguiente, £, € Ey.

Ejemplo: Sea F, = {1,3}, F» = {1,2,3}, F5 = {1,2} y Fy = {2,3}.
La familia (F)iz1234 € Xi,, en efecto el arbol K3, con 2 como
vértice central, cumple con la definicion. Pero (£})i=1,234 € En ya
que N, F; = 0.

Sin embargo el siguiente lema permite la utillizaciéon del Teorema 4.2.2.

Lema 4.2.7 5i G € QX,, enlonces G € (L, NEy).

a su grafo de interseccién. Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que
(*) (U, F)NC(G) = 0.

Para todo : = 1,...,n sea F! = F; U C(v;). Es obvio que G es isomorfo al
grafo de interseccién de (FY)i=y,...n. Se verd que (F})iz1,.n € Ep,.

Sea T el arbol con vértices en {1,...,n} que existe por ser (Fj)i=y,..» una
familia de Iy,. (1) ij € E(T) implica que F; N F; # 0, luego F{ N F] # 0.
(2) Sean z,j € I distintos y k un vértice del unico camino de z a j en T,
F'0 F! = (FU C(w)) 0 (F U C(w;)) = (N Fy) U (R0 C(oy)) U (F; N
C(v:)) U (C(v:) N C(v;)) =(por *)= (Fi N F;) U (C(vi) N C(v;)), pero por
hipétesis F; N F; C Fr y si C € C(v) N C(vj), se vera que C € C(vg),
es decir que vy € C. Para eso se toma v, un elemento cualquiera de C,
luego vivr,v;v, € E(G) y dado que G es isomorfo al grafo de interseccion
de (F)iz1,.my F;NF, £ 0y F;NF, # 0. Por la eleccion de T hay dos
posibilidades k esta en el iinico camino de ¢ a r o en el Unico camino de r a j.
Luego FiNF, C Fy o F;NF, C Fi con lo cual FxNF, # 0 luego vkv, € E(G).
Esto prueba que cualquier elemento de C es adyacente a vg y dado que C es
un clique de G, vg € C, es decir C € C(vx).

Por iltimo se verd que (F!)iz1,.n € Xy. Sea J = {#;,...,1,} C [ tal
que (F},)r=1,..r es una subfamilia con interseccion no vacia de a pares, luego
{vi1, ..., vir } induce un completo de G. Sea C un clique que lo contiene, luego
C € F!, para todo h = 1,...,7. Con lo cual N}_, F{, # 0.0

Teorema 4.2.8 Un grafo conezo G es arbdreo si y sdlo si G € QL.

Demostracién: Si G es arboreo, por el Teorema 3.2.2, C*(G) € ¥y,
luego G € %, (Teorema 4.1.1).
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Reciprocamente si G € X, por el Lema anterior, G € (X, N Zy) y
por el Teorema 4.2.2 b), C*(G) se sumerge en una familia de £, N Xy con lo
cual C*(G) € ¥, (Teorema4.2.5). Luego por el Teorema 3.2.2 G es arboreo.

4.3 La aplicacion clique entre (Xp y CYp

Sea CLp la clase de los grafos G tales que C((G) se sumerge en alguna familia
de Tp.
El siguente resultado se deduce de las definiciones.

Teorema 4.3.1 K(CXp) C QLp.

La reciproca no vale en general. En efecto, F3 (Fig. 13) es un grafo
cordal, es decir, E3 € Q¥, pero no es el grafo de cliques de ningun grafo

[16].

Definicion 4.3.2 (3] Sea F = (F;)ies una familia de conjuntos. La 2-seccion
de F, notada F3, es el grafo cuyo conjunto de vértices es Uy F; y dos vértices
z e y son adyacentes si y solo si x,y € F; para algin 1 € I.

Definicion 4.3.3 [3] Una familia F = (F;)ie1 es conforme si lodo clique de
F, es un elemento de F.

Se notara ¥ a la clase de las familias conformes.
Teorema 4.3.4 St ¥p C X1, N ¢ entonces NEp C K(CXp).

Demostracion: Sea G € QX p, luego existe una familia F € Lp tal que
G es isomorfo al grafo de interseccion de F. Como F € ¥, N ¥¢ entonces
C(F2) = F [3]. Luego el grafo de interseccién de la familia C(F;) es el mismo
que el de la familia F. Es decir, K(F;) ~ G.

Ademas C(F;) = F € Zp, luego F, € CLp.0O

Dado que £;, C £, y que obviamente ¥, C X¢, se tiene que Q¥, C
K(CZyL,). De aqui el Corolario 1.2.19 puede deducirse de los teoremas
anteriores.
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Definiciéon 4.3.5 Se dice que Lp es hereditaria si (Fi)ie1 € Lp entonces
para todo J C I la subfamilia (F;)ies € Ep.

Teorema 4.3.6 Si G € HELLY, G € QXp con Lp C Xy y Xp hereditaria
entonces K(G) € CXp.

Demostracién: Como £p C Ly y G € 1Zp, entonces por el Teorema
4.2.2 se tiene que C*(G) se sumerge en una familia de £p. Dado que G €
HELLY, la familia de cliques de K(G) son los elementos maximales de
C*(G)(ver la demostraciéon del Lema 3.2.15). Luego C(K(G)) se sumerge
sobre una subfamilia de ¥p y dado que L p es hereditaria se tiene que K(G) €

Cip.0O

Dado que £, C Ly [3] y obviamente £, es hereditaria, de este Teorema
se deduce la siguiente inclusion del Teorema 3.2.14

K(CORDALESNHELLY)C ARBOREOS

Definicién 4.3.7 Se dice que Lp es una clase Helly si ¥p C ¥y y para
toda familia (F;)ie; € Zp, si X = Uier Fi y X' C X entonces la familia
“extendida” (G;)jerux con G; = Fj sij €l yGj = {3} si j € X', también
pertenece a Xp.

Teorema 4.3.8 Si G € HELLY, Xp es una clase Helly y G € CXp en-
tonces G € K (QXp).

Demostracién: Sea V(G) = {vy,...,v,}. Como C(G) tiene la propiedad
de Helly por el resultado mostrado por Hamelink [16], existe un grafo H tal
que K(H) ~ G. En [30] Roberts y Spencer construyen H del siguiente modo:

V(H) = C(G) U V(G).

y sus aristas son:

si C,C' € C(G),CC" € E(H)siysdlosiCNC'#90.

si v € V(G) entonces vC € E(H) si y sélosiv € C.

Se vera que H € QYXp. Dado que G € CLp C(G) = {Ci,...,Crn} se
sumerge en una familia (F});=y,.m de ¥p. Luego se tiene:
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(1) C(G) y (Fj)j=1,..m tienen el mismo grafo de interseccion

(2) existe una funcion w : V(G) — U7, F; inyectiva tal que v; € C; siy
solo si w(v;) € Fj.

Por ser ¥p una clase Helly, la familia extendida

(F)i=t,..m U ({w(vi) }i=1,...n

pertenece a Xp.
Es obvio que H es isomorfo al grafo de interseccion de la familia extendida

(Ci)i=1,.m U ({vi})i=1,..m»

ademas esta familia se sumerge en (F});=1,..m U ({w(vi)})i=1,..n. Luego H €

OYp.0

Dado que £;, C Ly [3] y todo vértice de un arbol induce un subarbol,
L, es una clase Helly.

Por otro lado el grafo I del Teorema anterior es un grafo Helly. En efecto,
la familia de los cliques de H es (C(v;) U {vi})i=1,...n. Luego si (C(v;;) U
{vir})r=1,..,s €s una subfamilia con interseccion no vacia de a pares, entonces
{vi1, ..., vis } induce un completo, C’, de G. Sea C un clique de G que contiene
a C'. Luego C € C(v;,) para todo r = 1,...,8 con lo cual C € !_,(C(vir U
{vir}). Es decir C(H) tiene la propiedad de Helly.

Luego del Teorema precedente se deduce la siguiente inclusion del Teo-
rema 3.2.14

ARBOREOS C K(CORDALES N\ HELLY)
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Apéndice

Demostracion del Teorema 1.2.10: Se probara que si G es un grafo de inter-
valos propios entonces para todo k, k = 1,...,n,(1) Ji,..., Jk es una familia
de intervalos con interseccion propia de a pares tal que : — J; es una repre-
sentacion propia del grafo inducido G[{1,...,k}] y

(2) J1y ey iy [@k41, Brs1], -y [@n, bn) cumple quessi [a;, b;] # [a;, b;] entonces
1< jsiysolosia <ajoa;=a;yb <b.

Si k = 1 vale obviamente.

Se supone verdadero para k — 1 con k > 1.

Caso 1: Si ax = ax— entonces Jr_y C [ak,bx]. El procedimiento IN-
SERTAR 1 reemplaza el extremo izquierdo ax_, del intervalo Jix_; por
1(ak—1 + M) (M esté bien definido por el valor de ap). Por la eleccién
de M, es claro que el intervalo modificado no agrega nuevas intersecciones.

Si by # bx_y entonces Jx = [ak, b] con lo cual se completa la induccién.

Si by = bk—, entonces el nuevo intervalo Ji_1 contiene a [ak,bi|. Esto
lleva a la aplicacion del procedimiento INSERTAR 2 con el mismo k. Este
procedimiento reemplaza el extremo by por %(bk_l + M) en todos los intervalos
iguales a [ak, bx]. Esto asegura que la nueva familia de intervalos cumple (2).
Como en el caso previo es obvio que no se agregan nuevas intersecciones.

Caso 2: Si ax # ai-; entonces pueden presentarse dos posibilidades,
si b > be_; se completa la induccion, en caso contrario, se aplica el proce--
dimiento INSERTAR 2. Se probara que el nuevo intervalo [ay, %(bk_l +M)]
no agrega intersecciones. Si, por el contrario, existe { > k tal que by < @) <
bi—1 (ver Fig.), entonces (k — 1)k, (k — 1)l € E(G) y kl ¢ E(G). Sea [z,y] el
intervalo inicial, que ha sido reemplazado por el intervalo Jx_; = [ak—1, bk-1],
es decir C; es el primer clique que contiene al vértice k — 1. Dado que los
vértices k— 1 y I son adyacentes, a; < y, luego b < y. Como los intervalos de
la representacion F-G cumplen con (2), se tiene que z < ax. Luego k—1 € C,,
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kg C.yl¢gC, Deaqui existe un vértice j € C; no adyacente a k ni a [.
Con lo cual el subgrafo inducido G[{j, ¥ — 1, k,1}] es I3, que contradice que
G es un grafo de intervalos propios (Teorema 1.2.8).

Por iltimo se analizara la complejidad del algoritmo. Haciendo pequeinas
modificaciones al algoritmo de Booth y Luker [4] para reconocer grafos de
intervalos, puede obtenerse un ordenamiento de los vértices de G de modo
que todos sus cliques resulten intervalos. Por otro lado, obtener un orden
de los cliques de G de acuerdo con sus extremos izquierdos, es del orden
O(c(G) log ¢(G)). Es evidente que el algoritmo utiliza a lo sumo 2(n — 2) it-
eraciones y encontrar cada extremo es del orden O(n). Luego queda probado
que la complejidad del algoritmo es O(n?).

k-1 Y br_y

Jk—l 4 1 ]

ak by %(bk_l + M)

Jk S RS R

aj b
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