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1 Introduccién

Las extensiones centrales de algebras de Lie fueron consideradas en Meca-
nica Clasica antes de que se descubriera el rol que juegan algunas de ellas, las
de dlgebras de Kac - Moody y de Virasoro, por ejemplo, en teorias cudnticas de
campos en dos dimensiones espacio - temporales en relacién con los ”términos
de Schwinger” que surgen de los conmutadores de su algebra de corrientes.

La importancia de extensiones no centrales como la de Mickelson - Fadeev,
por ejemplo, fue en cambio detectada en teorias cuanticas de campos en cuatro
dimensiones para posteriormente ser consideradas en el marco de la Mecéanica
Clésica.

El objetivo de este trabajo es analizar algunos aspectos de la emergencia
de extensiones centrales y no centrales en Mecanica Casica en el contexto de la
Geometria Simpléctica y de su relacién con las mencionadas teorias cuanticas .

Un bien conocido resultado del enfoque simpléctico de la Mecanica Clasica
es que el corchete de Poisson de momentos asociados a una accién simpléctica
no Ad"-equivariante de un grupo de Lie G sobre una variedad simpléctica
(M,w) define una extensién central no trivial del algebra Lie(G) (ver por
ejemplo [1]).

Construcciones mas generales en el mismo marco han sido propuestas para
el caso de acciones no necesariamente simplécticas. En particular, la llevada
a cabo por Carifiena e Ibort en [2] permite definir extensiones més generales
de Lie(G) a partir de ecuaciones del descenso construidas mediante técnicas
simplécticas. Con hipdtesis no demasiado restrictivas, el método alli propuesto
da lugar a extensiones, no necesariamente centrales, de Lie(G) médulo cocade-
nas a valores en las funciones constantes. Resultados similares fueron obtenidos
en [4].

En este trabajo demostraremos, en primer término, que tal construccién da
lugar, en realidad, a extensiones de Lie(G) asociadas a 2-cociclos equivalentes
a los canénicamente definidos por la accién del grupo G.

En efecto, veremos que la necesidad de definirlas médulo las mencionadas
cocadenas sdlo se debe a las técnicas de demostracion utilizadas en (2] y [4].

Nos proponemos, ademds, mostrar cémo estos resultados permiten analizar



los términos de Schwinger de teorias cuanticas en un contexto simpléctico.

Asi mismo, para extensiones centrales, analizaremos las érbitas coadjuntas
de extensién central pura y el por qué de su particular relevancia (ver por
ejemplo [3]) en la construccién de acciones fisicas.

La exposicidn estd organizada de la siguiente manera: en el segundo capitulo
recordaremos algunos conceptos y resultados de la Geometria Simpléctica que
seran utilizados posteriormente y haremos una resefia de la construccién de
Carifiena e Ibort.

En el capitulo 3 demostraremos que la construccién de (2] da lugar a una
extensién de Lie(G) asociada a un 2-cociclo cohomdlogo a uno canénicamente
definido por la accién de G, consideraremos el caso particular en el cual la
variedad simpéctica (M,w) es (T'Q,wr), donde T'Q es el espacio de velocidades
de una variedad diferenciable @ y wy es el pullback por la transformada de
Legendre de la estructura simpléctica candnica sobre T'Q~, y analizaremos
los términos de Schwinger de teorias cuanticas en el contexto que venimos
considerando.

En el capitulo 4 consideraremos extensiones centrales y, en atencién a
la relevancia en Fisica de las drbitas coadjuntas de extensién central pura,
analizaremos las propiedades de su estructura simpléctica candénica que las
distinguen de las demas orbitas.



2 Resena deresultados conocidos de geometria
simpléctica.

Las demostraciones de los resultados enunciados en las secciones 2.1 - 2.6
de este capitulo se encuentran, por ejemplo, en el clasico tratado de Abraham
y Marsden ([1]). La seccién 2.7 contiene escencialmente resultados de [2].

2.1 Estructuras Simplécticas

El objeto basico en la formulacidn geométrica de los sistemas hamiltonianos
es una variedad simpléctica.

Las variedades simplécticas de dimensién finita aparecen como el espacio de
fases de un sistema cldsico con un numero finito de grados de libertad, donde la
forma simpléctica w es la estructura geométrica que permite definir los campos
vectoriales Hamiltonianos y el corchete de Poisson. Las de dimensién infinita
aparecen en teoria de campos.

Definicién. 2.1 Dada una variedad diferenciable M (de dimensidn finita o
infinita), una 2-forma diferencial w sobre M es no degenerada (débilmente no
degenerada st M es de dimensidn infinita) si se verifica que

wX,Y)=0 VX ex(M) = Y =0,

siendo x(M) el espacio de los campos vectoriales sobre M.
En otros términos, w es débilmente no degenerada si la aplicaciéon

wb: x(M) — x(M)* dada por
W*(X)(-) = ixw(’) == w(X, )
es inyectiva.

Diremos que w es fuertemente no degenerada si w® es biyectiva.



Una variedad simpléctica (M,w) (débilmente simpléctica si M es de di-
mensidn infinita) es una variedad diferenciable M con una 2-forma w sobre
M cerrada y no degenerada (débilmemte no degenerada respectivamente).

Si M es de dimension infinita y w es fuertemente no degenerada, diremos
que (M,w) es fuertemente simpléctica.

Observacién. 2.2 Es obvio que, si la dimension de M es finita, w es débil-
mente no degenerada st y sdlo si es fuertemente no degenerada.

Ejemplos. 2.3

e Forma candnica en dimension finita.

Sea E un espacio vectorial real de dimension n y sean (e;); una base de
E y(e?)i su base dual de E~.

Si consideramos la base ((e1,0),...,(en,0),(0,€7),...,(0,€e2)) del espacio
Y = E x E*, la matriz de la forma canonica w que llamaremos J tiene

= I

donde I y0 son las matrices identidad y nula de orden n respectivamente.

o La forma simpléctica candnica de la Mecdnica Cudntica.

Sea H un espacio de Hilbert complejo y sea <,>: HxH — IR un prodﬁcto
interno hermitiano.

w:HXH — IR dada por w(¢1,$2) = —2him < ¢a,¢2> V ¢ ydo € H

(donde h es la constante de Planck) es una forma fuertemente simpléctica
sobre H.

e Fibrados cotangentes

En muchos problemas de mecdnica, la variedad simpléctica bdsica utili-
zada en su formulacion geométrica es el espacio de fases de un espacio de
configuracion. Si el espacio de configuracion es una variedad Q de dimen-
sidn n, el espacio de fases (espacio de momentos) es el fibrado cotangente
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T*Q de dimensidn 2n con una estructura simpléctica candnica que des-
cribimos a continuacion.

Teorema. 2.4 Sean Q una variedad de dimensionn y M = T*Q. Con-
sideremos 73 : M — Q y su diferencial Tng: TM — TQ.

Sean ag € M (con q € Q) Y Vo, un punto de TM en la fibra sobre c,.

T’..

TTQ —% TQ
mreq | lmg
T I9,

Se define la 1-forma 0 sobre M asi : 0(a,)(va,) = ag(TT5va,)
Entonces, w = —df es una 2-forma simpléctica sobre M.

6 y w son llamadas formas candnicas sobre M.

De ahora en mds utilizaremos la convencion de Einstein: se omaite la
sumatoria sobre indices repetidos.

Si consideramos coordenadas locales (q*); sobre Q y coordenadas (', p;):
sobre T*Q, 0 y w se escriben del siguiente modo:

0 =p;dqi Yy w= dq'-/\ dp;

Las variedades fuertemente simplécticas tienen una propiedad fundamental
y es que son localmente ”planas” en el sentido de que la matriz de su estructura
fuertemente simpléctica candnica es constante (cosa que no siempre es valido
en el caso de una variedad de dimensién infinita débilmente simpléctica). Asi
lo afirma el teorema de Darboux que se enuncia a continuacion.

Teorema. 2.5 Sea (M,w) una variedad fuertemente simpléctica. Entonces,
para cadam € M existe un entorno abierto U de m y un sistema de coordenadas
locales, que llamaremos coordenadas candnicas, tal que la matriz de w|, es
constante.



Corolario. 2.6 St M es de dimension finita entonces resulta que es de di-
mension par, digamos 2n.

Ademds, para cada m € M eziste un entorno U en M y un sistema local
de coordenadas (¢',...,q",p1, ..., Pn) tal que

wlu = dqi A dp;

Corolario. 2.7 Si (M,w) es una variedad simpléctica de dimensidn 2n, las
formas w?,...,w™ son no degeneradas. En particular, M es orientable y la

2n-forma € = (—1)"%; se denomina volumen de Liouville.

Dos variedades simplécticas se pueden relacionar mediante transformaciones
simplécticas (también llamdas canénicas).

Definicién. 2.8 Dadas (M,w) y (N, ) dos variedades simplécticas, una apli-
cacion diferenciable f : M — N es una transformacion stmpléctica o candnica,
st f*B = w, siendo f*B el pull-back de la 2-forma B por la aplicacion f.

Los difeomorfismos de @ en si mismo dan lugar a transformaciones sim-
plécticas sobre el fibrado cotangente T*Q mediante el "levantamiento” de los
mismos al fibrado cotangente. .

En el siguiente teorema se define el levantamiento de un difeomorfismo de
@, y se prueba que se obtiene un difeomorfismo simpléctico sobre T*Q.

Teorema. 2.9 Sean Q una variedad diferenciable y f : Q — @ un difeomor-
fismo. Se define el levantamiento de f a T*Q de la siguiente manera:

T*f:T°Q - T'Q (T"f)ag) v =ay(Tf v) donde g€ Q y v € Ty-syQ.

Entonces, T*f es un difeomorfismo simpléctico que también preserva el
potencial simpléctico 0; es decir, (T*f)*0 = 6.
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Observacién. 2.10 FEs claro que de manera andloga se puden levantar difeo-
morfismos f : Q1 — Q2 y generar ast transformaciones candnicas entre los

fibrados cotangentes de Q1 y Q2 : T*f: T"Q2 — T"Q:.

2.2 Campos Hamiltonianos y Corchetes de Poisson

En una variedad fuertemente simpléctica (M,w) existe una manera natural
de identificar los campos vectoriales sobre M con las 1-formas sobre M.

Si A1(M) es el espacio vectorial de las 1-formas diferenciales, consideremos
las aplicaciones

b x(M) = AY(M) y ¥ AN (M) = x(M) dadas por X® = ixw y igw = «

donde, como indicamos antes, ixw indica la 1-forma obtenida al contraer w
contra el X.

La no degeneracién fuerte de w equivale a que esta identificacién es un
isomorfimos de espacios vectoriales. Este isomorfismo nos permite definir los
campos hamiltonianos.

Definicién. 2.11 Sea (M,w) una variedad fuertemente simpléctica y una fun-
cidn diferenciable H : M — IR. El campo hamiltoniano de H que denotaremos
como Xy es el campo identificado con la 1-forma dH.

Es decir, Xy estd determinado por la condicion

dH Y = w(Xy,Y) VY € x(M).

Usando la notacidn empleada mds arriba, Xy = —(dH)".

Xy es el campo hamiltoniano con funcidn energia H.

Es claro que si M es una variedad coneza, dos hamiltonianos H, y H, de
un mismo campo X sdlo pueden diferir en una constante.

Diremos que (M,w, Xy) es un sistema hamiltoniano.



En la siguiente proposicién veremos como se escribe una campo hamilto-
niano en un sistema local de coordenadas.

Proposicién. 2.12 Si (M,w) es una variedad simpléctica de dimension finita
y (¢',pi)i es un sistema de coordenadas candnicas para w, se tiene que

0H OH
oo, HE, NP
oo~ ag) =7

Por otra parte , una curva (q(t),p(t)) es una curva integral del campo Xy
si y solo si es solucidn local de las ecuaciones de Hamilton dadas por
OH 0H

o y =—— Vie{l,...,
=5, Y P 3¢ i € { n}

R |

Dada una variedad fuertemente simpléctica (M,w), la nocién de campo
hamiltoniano permite definir un corchete de Lie sobre C*°(M): el corchete de
Poisson.

Definicién. 2.13 Sea (M,w) una variedad fuertemente simpléctica. Dadas
f yg € C®(M) definimos el corchete de Poisson de f y g como la funcion
{f,9} € C=(M) dada por

{f,9}(m) = wn(Xy, Xy) YVMEM
En forma equivalente,

{fi9}=—-Lx,9=Lx,f

Si (M,w) es de dimensién finita y (¢'); es un sistema de coordenadas
canonicas para w se tiene

’ dq' 0p;  Opi O’



Proposicion. 2.14

(C=®(M),{,})es un dlgebra de Lie real (de dimensidn infinita).

Corolario. 2.15
X190y = — (X5, Xo]

Es decir, la aplicacion de C=(M) en x(M) que le asigna a cada f su campo
hamiltoniano X; es un antihomomorfismo de dlgebras de Lie.

2.3 Sistemas Lagrangianos

Consideremos una variedad diferenciable Q como espacio de configuracidn,
su fibrado tangente T'Q como espacio de velocidades y una funcién diferenciable
L :TQ — R como funcién Lagrangiana.

Con estos elementos se construye la versién lagrangiana (enfoque variacional)
de la mecénica, relacionada con la formulacién Hamiltoniana a través de la
transformada de Legendre.

Definicién. 2.16 Dada una funcion L : TQ — IR que llamaremos Lagran-
giano, definimos una aplicacion FL : TQ — T*Q llamada Transformada de
Legendre que estd dada por:

FLWw) - w= —| L(v+tw)

t=0
donde v yw € T,Q.

FL(v)-w es la derivada de L en v a lo largo de la fibra T,Q en la direccidn
de w y también se la llama derivada a lo largo de la fibra.

La funcidén energia asociada E : TQ — IR estd dada por

E(v) = FL(v) - v — L(v).



Si Q es una variedad de dimensién n y (q‘,q")i es un sistema local de
coordenadas sobre T'Q, la expresion de F'L es la siguiente:

FL(g'q") = (4", 5=)
9q
Es decir, FL esta dada por p; = ‘%f’;.

Sea w la forma simpléctica candnica sobre T*Q y 6 un potencial local de w
(es decir, w = df). Mediante F'L se obtiene una 1-forma 61 y una 2-forma wg
sobre T'Q) definidas como:

0, = FL'§ y wy = FLw.

Como el diferencial exterior d conmuta con el pullback, wy = dfy.

Utilizando las expresiones en coordenadas para w y 8, se obtienen las si-
guientes expresiones locales de wp y 0 :

L . ) A . 2
9L:—a—.dq‘ y wr 2 dq' A dg’ + oL

: = ——dq' A dgi
aq 9q'0¢’ 0q'0¢ Tha

En términos matriciales,

2

A ot

— 9q'dq’
wr = 92L 0

9q'dg’

. . . . . 2
siendo A la matriz antisimetrizada de [5% .
999

Definicién. 2.17 Un Lagrangiano L : TQ — IR es hiperregular si FL es un
difeomorfismo.

En este caso, wy, es fuertemente no degenerada y de esta manera se tiene
una estructura fuertemente simpléctica candnica sobre T'Q) definida a partir de
la estructura fuertemente simpléctica candnica sobre T°Q.

Existe también una manera natural de "levantar” aplicaciones entre varie-

dades Q, y Q: a los fibrados tangentes TQ, y T Q.
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Definicién. 2.18 Dado f : Q, — Q2 un difeomorfismo, su levantamiento
Tf:TQ, — TQ, estd dado por su diferencial.

Esta nocién de levantamiento permite generar transformaciones simplécticas
sobre fibrados tangentes.

Proposicién. 2.19 Dada Q una variedad diferenciable, consideremos un di-
feomorfismo f : Q — Q y un lagrangiano hiperregular L : TQ — IR tal que
LoTf=0L.

FEntonces, (T f)"0r = 0L y por lo tanto el levantamiento de f a TQ es una
aplicacion candnica.

2.4 Acciones de grupos de Lie

Definicién. 2.20 Sean M una variedad diferenciable y G un grupo de Lie.
Una accion de G sobre M es una aplicacion infinitamente diferenciable

¢: G x M — M que verifica las siguientes condiciones:
eVmeM ¢le,m)=m
o Vg,h€G 4(g,4(h,m)) = d(gh,m)VmeM

Ejemplo. 2.21 Si H es un subgrupo del grupo G, ¢ : H x G — G dada por
#(h,g) = h-g es una accidn de H sobre G.

Ejemplo. 2.22 Un flujo completo F sobre M es una accion de IR sobre M.

11



Dada una accién ¢ de G sobre M, V g € G se tiene una aplicacién
infinitamente diferenciable ¢, : M — M dada por ¢,(m) = ¢(g,m) que verifica
que ¢ = id|,, v doh =¢dg0¢n Vg,h €G.

En particular, (¢,)~! == ¢,-1 y por lo tanto ¢, es un difeomorfismo.

Entonces, podemos decir que ¢ es una accién de G sobre M si la aplicacién
G — Dif f(M) dada por g — ¢4 es un homomorfismo de grupos.

Si M es un espacio vectorial y cada ¢, es una transformacién lineal, la
accién de G sobre M se denomina representaciéon de G sobre M.

Definicién. 2.23

e Sea ¢ una accion de G sobre M. Para cada m € M, la drbita de m por
la accidn ¢ estd dada por G-m = {¢4(m) [/ g € G}.

o Una accidn es propia si la aplicacion ¢:GxM — M x M dada por
¢(g,m) = (m, ¢(g,m)) es propia.

e Dado m € M, el grupo de isotropia de m es el subgrupo cerrado de G
definido como G, = {g € G |/ ¢4(m) = m}.

Para cierto tipo de acciones es posible identificar la 6rbita G - m con la
variedad cociente G/G,, ya que puede probarse el siguiente resultado:

Proposicién. 2.24 Si¢: Gx M — M es una accion, ¥V m € M la aplicacion
bm : G/Gm — G -m dada por ém([9]) = ¢4(m) es una inmersion inyectiva.

Ademds, si ¢ es propia, la drbita G- m es una subvariedad cerrada de M
Y ¢m es un difeomorfismoV m € M.

En mecanica es fundamental la descripcién infinitesimal de una accién.
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Definicién. 2.25 Sea ¢ : G x M — M una accion. Si a € Lie(G), la
aplicacion ¢° : R x M — M definida como ¢°(t,m) = ¢(exp(ta),m) es una
IR—accidn sobre M (es decir, ¢* es una flujo sobre M).

El campo vectorial sobre M dado por

- . d
Xa(m) = d—d)(ea:p(ta), m)|e=o

14

es llamado generador infinitesimal de la accion ¢ correspondiente al elemento

a € Lie(G).

Observacién. 2.26 De la proposicion 2.24 se puede deducir que
Tm(G - m) = {Xa(m) / a€ Lie(G)}

Ejemplos. 2.27

e Sea ¢ : G x G — G dada por ¢(g,h) = gh = Lgh, la multiplicacion a
izquierda. (Andlogamente se tiene la multiplicacion a derecha R,.)

Dado a € Lie(G), ¢° estd dada por ¢°(t,h) = exp(ta)h = Ruezxp(ta).

Entonces, Xa.(g) = T.R,a.

o Sea ¢ : G x Lie(G) — Lie(G) la accion que se denomina accion adjunta
de G sobre Lie(G) y que estd definida como

#(g,a) = Adga = T.(Ry—1 Lg)a.

Si a € Lie(G), X, = ad, donde ad denota la accidn adjunta de Lie(G)
sobre Lie(G) y que estd dada por ad,(b) = [a,d].

o Sea ¢ : Gx Lie(G)* — Lie(G)" la accién dada por ¢(g,a)(a) = a(Adya).

Esta accidn se llama accion coadjunta de G sobre Lie(G)" y se tiene que

X, = —ad: Va€ Lie(G) ya que V b € Lie(G) y V a € Lie(G)",
(Xa(@))(b) = ([a, b]) = —ada(c(b)).

13



Entre las propiedades basicas sobre los generadores infinitesimales podemos
sefialar:

Proposicién. 2.28 Sea ¢ : G x M — M wuna accion.
Entonces, Vg € G yV a,b € Lie(G) se tiene que:

b XAdg(a) = ¢;—l Xa
o [Xo, X)) = — Xy

Observacién. 2.29 Esta iultima igualdad nos dice que la aplicacion
Lie(G) — x(M)
a— X,

es un anti-homomorfimso de dlgebras de Lie:

2.5 Aplicaciones momento

Dada una variedad simpléctica (M,w) vamos a considerar las acciones de
grupos de Lie G sobre M que dan lugar a aplicaciones simplécticas.

Definicién. 2.30 Una accion ¢ de un grupo de Lie G sobre (M,w) es una
accion simpléctica siV g € G la aplicacion ¢, : M — M es una transformacion
stmpléctica.

Para algunas acciones simplécticas es posible definir una aplicacién momento.

14



Definicién. 2.31 Sean (M,w) una variedad simpléctica y ¢ : G x M — M
una accidn simpléctica de G sobre M.

Una aplicacion infinitamente diferenciable J : M — Lie(G)" es una
aplicacidn momento para la accién ¢ si, V a € Lie(G),

dj(a) =iz W,

donde J(a) : M — IR estd dada por J(a)(m) = J(a)-m y X, es el generador
infinitesimal de la accion ¢ correspondiente al elemento a.

Es decir, J es una aplicacion momento st inc) =X, Vac Lie(G).

En este caso, (M,w,$,T) se denomina G-espacio hamiltoniano.

Sefialaremos una serie de propiedades importantes de las aplicaciones mo-
mento.

En primer lugar enunciaremos la versiéon hamiltoniana del Teorema de
Noether.

Teorema. 2.32 Sea ¢ una accion simpléctica de G sobre la variedad stmpléc-

tica (M,w) con aplicacion momento J. Supongamos que H : M — IR es

invariante por la accidn ¢; es decir, H(®,(m))=H(m)Vm e M yVge€QG.
Entonces, J es una constante de movimiento para H.

Es decir, si F, es el flujo de Xy, JoFy=J.

Proposicién. 2.33 Sea (M,w,¢,J) un G-espacio Hamiltoniano. Definimos
Vge€G y Va€ Lie(G) la aplicacion 1g. : M — IR dada por

Yoa(m) = T (a)(84(m)) — T (Adg-1a)(m).

FEntonces, 1,4, €s constante sobre M.

Como consecuencia de ésto se puede definir una aplicacién de G sobre
Lie(G)" que llamaremos cociclo asociado a J.

Definicién. 2.34 Sea la aplicacion o : G — Lie(G)" tal que o(g) - a = ¢g,4.
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De manera equivalente, la definicién de o puede enunciarse asi:
o(g) = T (¢e(m)) — Adyi (T (m))

Como se verifica que o(gh) = 0(g9) + Ad;-.0(h) V g y h € G tenemos que o
es un Ad*-cociclo sobre el grupo G a valores en Lie(G)". Recordemos que un
Ad*-cociclo A es un coborde si existe u € Lie(G)" tal que A(g) = p — Ad;_,
y dos cociclos son cohomdlogos si difieren en un coborde.

Definicién. 2.35 Una aplicacion momento J es llamada Ad*-equivariante si
se verifica que:

T (¢g(m)) = Adg1(T(m)) VgeEG yVmeM.

Es decir, J es Ad'-equivariante si el siguiente diagrama es conmutativo

VgeQqG.

J | 1J

Ad
Lie(G) =5 Lie(G)*

Observacién. 2.36 J es Ad*-equivariante st y solo si su cociclo asociado es
nulo. El cociclo o de una aplicacién momento cualquiera nos da una medida
su no equivarianza.

En caso de no tener Ad*-equivarianza, la accion puede ser modificada de

manera que el momento resulte equivariante con respecto a la nueva accion:
si definimos la aplicacion ¥ : G x Lie(G)™ — Lie(G)*

U(g,a) = Ad;- a + o(g),

U resulta una accidn y J es equivariante con respecto a ella.
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Ejemplo. 2.37 Es importante serialar que eristen ejemplos sencillos en los
cuales el momento no es equivariante. A continuacion mostramos uno de
ellos.

Sean G = IR? (con coordenadas (g1,92)) y M = R? con la estructura
simpléctica candnica w = dz; A dz,.

Supongamos que G actia sobre M por traslaciones.

Entonces, dado (a;,a;) € Lie(G) = IR? podemos elegir la aplicacidn

,_7(11,132) 0 (0,1, az) =Qa;.T72 — aA2.I7

como una aplicacion momento para esta accion, y el cociclo asociado estd dado
por:
o(91,92) - (a1,a2) = g1.a2 — g2.04

Es claro que o no es cohomdlogo a cero.

El siguiente resultado es de suma importancia para el estudio de las exten-
siones de Lie(G) que vamos a realizar.

Teorema. 2.38 Sea ¢ : G x M — M una accion simpléctica con una aplica-
cidn momento J; M — Lie(G)". Sea o : G — Lie(G)* el cociclo asociado a
la aplicacion J.

Definimos la aplicacion T : Lie(G) x Lie(G) — R de la siguiente manera:

¥(a,b) = ddy(e) -a donde Jy: G — IR estd dada por 6y = o(g) - b.
Entonces,

e ¥ es una forma bilineal simétrica sobre Lie(G) que verifica la identidad
de Jacobi; es decir:

¥(a,[b,c]) + Z(b,[a,c]) + E(c,[a,b]) =0 V a,byce Lie(G).
C {j(a)’j(b)} = j([a,b]) - Z(aa b)

Corolario. 2.39 Si J es una aplicacion momento Ad’-equivariante, se tiene
que

{J(a), T(8)} = T ([a,0)).

Es decir, J : Lie(G) — C®(M) es un homomorfismo de dlgebras de Lie.
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2.6 Extensiones de dlgebras de Lie

Definicién. 2.40 Sean un dlgebra de Lie A y V un A-mddulo. Una extensidn
A de A por V es una sucesion ezacta corta de la forma

0—m A A5V 0

donde A se identifica con A@V, i es la inclusidn de A en A y p la proyeccidn
de A sobre V.

Dada un algebra de Lie A y una A-médulo V, es sencillo encontrar todas
las posibles extensiones de A por V. Ellas estan caracterizadas por el segundo
grupo de cohomologia de dlgebra de Lie con coeficientes en V, H*(Lie(G), V).

Recordemos la definicién de esta cohomologia.

Una cocadena de grado n sobre Lie(G) a valores en V es una aplicacién
n-lineal antisimétrica a : Lie(G) X .... x Lie(G) — V. Denotaremos con
C™(Lie(G), V) el espacio vectorial formado por todas estas n-cocadenas.

El operador de cohomologia de ilgebra de Lie 6 : C™ — C™*! estd dado
por:

k+1

(60)($1) "'7$k+1) = Z(_l)(ﬂ-l)zi - a(l’], "')ii’ "'7$k+l)
1=0

£ 3 e[ 5l W1y e Boy ooy By s B
i<y

-~”

donde el simbolo ” indica que el elemento correspondiente se suprime.

« es un n-cociclo si §a = 0 y es un n-coborde si existe una § un (n — 1)-
cociclo tal que o = df.
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Si Z™(A,V) es el espacio de los cociclos y B*(A, V) es de los cobordes,
H"(A,v) = 2Z"(A,V)/B"(A,V)

es el n-ésimo grupo de cohomologia del algebra de Lie A con coeficientes en V.

Ahora bien, dado € H?(A,V) se define en A @ V la siguiente aplicacién
bilineal a valoresen A ® V:

[(.’IJ,‘U), (zl>vl)] = ([x’ :Z:'], z-v'—z' v+ Q(:r, xl))

Por ser £ un 2-cociclo se puede probar que A @ V con este corchete es un
dlgebra de Lie y que da origen a la sucesion exacta corta

0—m A AV 2V —0

Definicién. 2.41

e Dadas dos eztensiones A y A’ de A, diremos que son equivalentes si
resultan isomorfas como dlgebras de Lie.

Se puede verificar fdcilmente que si los cociclos son cohomdlogos, entonces
las extensiones que definen son equivalentes.

Ej.: la extensidn de R?™ asociada al cociclo definido de modo andlogo al
del ejemplo 2.87 es el dlgebra de Lie del grupo de Heisemberg - Weil.

o Sila accidn de A sobre V es trivial, diremos que la extension Ade A por
V es central. En este caso, el corchete en A tiene la siguiente ezpresion

(=, v), (:l:', vl)] = ([=, :r,]: Q(z, :l:')).
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Extensiones centrales de Lie(G) asociadas a una aplicacién
momento Ad*-equivariante

Volvamos a considerar el dltimo teorema de la subseccidén anterior.

Decir que la aplicacién T : Lie(G) x Lie(G) — IR es bilineal, antisimétrica
y que verifica la identidad de Jacobi es equivalente a decir que ¥ es un 2-cociclo
sobre Lie(G) con valores en IR considerado como Lie(G)-mddulo con la accién
trivial.

Entonces, podemos decir que:
Si ¢ es una accién simpléctica sobre (M,w) y J es una aplicacién momento
para esta accién, la aplicacién

S : Lie(G) x Lie(G) — IR dada por £(a,b) = J([a,b]) — {F(a), T (b)}

define una extensién central de Lie(G).
Si J es Ad*-equivariante dicha extensién resulta trivial.

Por otro lado, es facil verificar que considerar la accion coadjunta del grupo

G sobre la extensién del dual de Lie(G) es equivalente a considerar la accién
corregida sobre Lie(G)*, tal como fue definida en la observacion 2.36.

2.7 La construcciéon de Carinena e Ibort

Sea una variedad simpléctica (M,w) y un grupo de Lie G que actia sobre
M, no necesariamente de manera simpléctica.

La accidn de G sobre M induce de manera natural una accién de G sobre

C>(M):

G x C®(M) — C=(M)
(g-f)(m) = f(g~"-m)
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Por derivacién, se obtiene una accién de Lie(G) sobre C*°(M) dada por

Lie(G) x C®(M) — C=(M)
a-f = =Lz f

donde L¢_f es la derivada de Lie de f en la direccién del generador infinitesimal
de la accién ¢ de G sobre M correspondiente al elemento a € Lie(G).

Mais generalmente, Lie(G) actia sobre el espacio de todas las formas dife-
renciales sobre M de la misma manera:

Lie(G) x F(M) — F(M)

a-a = —Lz

Como no estamos suponiendo que la accién ¢ de G sobre M sea simpléctica,
la variacién infinitesimal de la estructura simpléctica w de M bajo la accién de
Lie(G) no es necesariamente nula. Para cada a € Lie(G) tenemos una 2-forma

we=a - w=—Lgw.
Como el diferencial exterior conmuta con la derivada de Lie, {“’a}aeue(c;)
resulta ser una familia de 2-formas cerradas sobre M.

Esta familia de 2-formas sera el punto de partida para la ecuacién de des-
censo que se va a describir a continuacién.

Dado U un abierto de M, consideremos el complejo doble

Q(Lie(G),U) = P 97 (Lie(G),U)

p.920

donde QP?(Lie(G),U) es el conjunto de las p-cocadenas sobre Lie(G) que
toman valores en las g-formas diferenciales sobre U.

Los operadores diferenciales del complejo son los siguientes:

d: QP(Lie(g),U) — QP9 (Lie(g), V)
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que es el operador diferencial exterior sobre U y
§: QP(Lie(G),U) — QPt19(Lie(G),U)

que es el operador de cohomologia del dlgebra Lie(G) con valores en el espacio
de las formas diferenciales sobre U.

Es claro que estos operadores conmutan ya que

k41 ‘
(6a)(a1, -y ak41) = Z(“l)'an‘.ﬂ(ah---:dh---,ﬂk+1)
1=0
+ Za([a;,aj],al,...,a';,...,cfj,...,akH)
1<)

(donde a € QF9(Lie(G),U) y a1,...,akq1 € Lie(G)) y, como ya dijimos, el
operador diferencial exterior d conmuta con la derivada de Lie.

Entonces, el esquema del complejo Q(Lie(G),U) es el siguiente:

l i
- QP9(Lie(G),U) S5  Qretl(Lie(G),U) —

61 61

— QFL(Lie(G),U) 5 Qrt1etl(Lie(G),U) —
! !

La familia de 2-formas {“’a}ae Lie(G) puede considerarse como un elemento
w de Q12(Lie(G),U) y es claro que dw = 0 pues dw € Q2?*(Lie(G),U) estd
dado por:

(6w)(a,b) = a-wp — b-w, — wla,b]
= —anLwa + LXbLXa"" — Lx[a,b]w

= —LXGLwa + LXbLan + L[Xay)-(b]
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y es igual a cero porque la derivada de Lie verifica que

L[xyy]a =LxLya—LyLxa Vac€ F(M)

Como ya vimos dw, = 0 V a € Lie(G) y, por lo tanto, las 2-formas w,
son localmente exactas. Es decir, existen U (abierto y contractil de M) y una
familila de 1-formas {aa},cLic(c) tales que dag = wa V a € Lie(G). En otras
palabras, existe a € Q'(Lie(G),U) tal que w = da.

Consideremos el elemento de Q%!(Lie(G),U) A = a cuya forma explicita
es la siguiente:

Ma,b) = (ba)(a,b) =a- oy — b g — gy

= —onab + beaa — Q[a )

Aplicando la férmula de Cartan,

LxB =dixB+ixdB VB € F(M),

obtenemos:

—Lg,ap= —dig ay—ix day = —dig ap— iz W

Luego,

/\(a, b) = _di)_faab — i)'(awb + di)-(baa + iibuﬂ — Qq )

= —i)?awb + bewa + d(i)‘(baa — i)‘(aab) — Qo)

Las 1-formas A(a,b) son cerradas ya que dA\ = déa = éda = éw. Por
lo tanto son localmente exactas. Es decir, siendo U un abierto de M lo
suficientemente pequeiio, existe un elemento h € Q?°(Lie(G),U) que verifica
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que A = dh.

El proceso de descenso que hemos descripto puede ser esquematizado en el
siguiente diagrama:

Qi 4 2
o w

61

020 -, Q21
h A

Observacién. 2.42 Esta ecuacion de descenso puede ser considerada como
un caso particular del ”lema del ta-te-t1” para complejos dobles.

Observacién. 2.43 Si la accidn es simpléctica, h es un cociclo. En efecto,
dado que w, = 0 V a € Lie(G), las I-formas a, son cerradas. Entonces, eziste
un elemento B € Q1°(Lie(G),U) tal que dfB = a.

Luego, 68 = h (por la conmutatividad del diagrama) y por lo tanto h es un
cociclo.

Ademds, dh = 0 ya que dh = d68 = §a = 660 = 0 donde § € Q%' (Lie(G),U)
es un potencial local de w.

As?, esta ecuacidn de descenso permite obtener un 2-cociclo h sobre Lie(G)
con valores en las funciones localmente constantes sobre M.

En el diagrama del complejo, esta situacion se representa ast :
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o1 4, 0.2

6 w

51 51
e 4 qgu 4 12
B a 0
51 51

020 4, 021
h 0

En el caso de acciones no simplécticas, veremos que puede tomarse como
h un cociclo a valores en C*®(M).

Mediante esta ecuacién de descenso, Carinena e Ibort construyen extensio-
nes del dlgebra Lie(G) utilizando el 2-cociclo A a valores en el espacio de las
1-formas sobre M. Para ésto, consideran ciertas hipétesis sobre la estructura
simpléctica dada por la 2-forma w que, como veremos mas adelante, se verifican
naturalmente en los ejemplos de interés fisico.

Supongamos que w puede escribirse como suma de una forma simpléctica
e invariante por la accién del grupo y otra forma cerrada (que puede ser
degenerada) cuya variacién bajo la accién de G es la variacién de w.

Es decir, _
w=w'+Aw
donde w' es simplécticay Lz w' =0y L, Aw = Lz w.
Como la accién ¢ de G sobre la variedad simpléctica (M, w') es simpléctica

se puede considerar una aplicacién momento J : M — Lie(G)" asociada a esta
accién que, como ya vimos, estd dada por
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< J(m),a>= Jy(m) VmeM

donde V a € Lie(G) la aplicacién J, : M — IR es tal que dJ, = iz w'.

Por otro lado, podemos considerar la estructura simpléctica original w
sobre M y tomar el campo Hamiltoniano asociado a cada funcién J,, que
denotaremos como X,. Es decir, dJ, = tx, w V a € Lie(G).

Es obvio que si se parte de una accién simpléctica se obtiene X, = X,
tomando w = w' y Aw = 0.

En general, se pueden considerar los campos A X, = X, — X, que permiten
escribir el generador infinitesimal X, como suma de un campo hamiltoniano
(con respecto a w) y otro que no lo es.

A X, mide la diferencia entre los campos hamiltonianos correspondientes
a las funciones J, calculados con respecto a las estructuras simplécticas w' y w.

Bajo la hipétesis w(AX,, AX;) =0 Vayb¢€ Lie(G), Carifiena e I-
bort ([2]) obtienen el siguiente resultado:

Teorema. 2.44 . Sean (M,w) una variedad simpléctica y G un grupo de Lie
que actia sobre M no necesariamente en forma simpléctica.
Supongamos que se verifican las condiciones detalladas anteriormente.
Entonces,

d{J, o} — dJjay) = Ma,b) V¥ a yb e Lie(G)

donde \(a,b) es el 2-cociclo sobre Lie(G) con valores en las 1-formas sobre M
obtenido por la ecuacidn del descenso descripta antes.

En particular,

{Jaa Jb} - J[a,b] = h(aa b) + c(a,b)

donde c(a,b) son constantes que sélo dependen de a y b (y que aparecen con la
integracion).
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A continuacién recordamos la demostracion de este resultado ya que nos
facilitara la escritura de la demostracién de los resultados que presentaremos
mas adelante.

Demostracién.

Las 1-formas ¢, son tales que su diferencial es igual a wj,.
Entonces, se puede elegir o, = —2ax,w, ya que:

d()t,1 = —diAX,U-’ = —diXaAw = '—L)?..Aw = W,
Ahora bien,
d{Ja, T} = dw(Xya, X5) = dw(Xa — AXa, Xy — AX})

= dw(X., Xs) — dw(AXa, Xs) — dw(Xa, AXy)
= dw(Xa, Xs) — dw(Xa, AXs) + dw(Xs, AXa)
=digigw+digiaxw — digiax.w
= dig,iXaw + d(—ig b + iz, @)
= Lyg,iz,w —ig,(digw) +d(—ig 00 +ix,00)
=iz, 2@ + iz, Lgw —ig,(digw) +d(—1x,a +13,00)
=1z, 2@ — ix,wb —ix,(Lx,w) +d(—ig o0 +13,00)
= i, X)W — 1x,Ws +ig,wa + (=g, 0 +1g,00)
= taAXyW + IXJfas] — 1x,Wb +ix,wa + d(—ig, 00 +ig a0)
= dJja) — Oap) — ix Wb +ig,Wa + d(—ig, 0 +ig,a)

Entonces,

d{Ja,Jb} - dJ[a,b] = )\(a,b).
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3 Extensiones no centrales en el marco de la
geometria simpléctica

3.1 Cociclo canénico y extensiéon asociada.

Probaremos, en el teorema 3.3, que el método descripto en la subseccién
2.7 da lugar a una extensién de Lie(G) y que esta extensién esta asociada a
un 2-cociclo canénico que definiremos a continuacién.

Sea Q) : Lie(G) x Lie(G) — C*=(M) dada por
Q(a,b)(m) = wm(Xe, X3) YVmeM

Lema. 3.1 Q es un 2-cociclo sobre Lie(G) a valores en C°(M).

Demostracién.

(692)(a, b, c)
=a-Qb.c)—b-Qa,c) + c- QYa, b)
—Q([a, b],¢) + Q([a,c], b) — Q([b,c},a)
= — Lz w(Xs, Xo) + Lg,w(Xay Xe) — Ly w(Xa, Xb)

_w(X-[a.b], XC) + w()-([a,c]: Xb) = w()_{[b,c]’ Xﬂ)
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= —Xow(Xp, X.) + Xpw(Xa, X.) — Xew(Xay Xo)

+w([Xa, K], Xe) — w([Xa, Xe], Xo) + w([Xs, Xe], Xa)

y dw(X,, Xy, X.) = 0 ya que w es cerrada. 0O

Observacién. 3.2 Si la accion se simpléctica, la evaluacion de este 2-cociclo
en cualquier punto m € M es un 2-cociclo a valores en IR y su clase de
cohomologia como tal es independiente del punto m elegido (ver, por ejemplo,

[1]).

A continuacién, probaremos que la familia {J;}aeric(c) Obtenida en la
construccién de Carifiena e Ibort realiza una extensién de Lie(G) asociada
a un cociclo cohomélogo al cociclo canénico (2.

Teorema. 3.3 . Bajo las mismas hipdtesis del teorema 2.44 se obtiene:

{Jay Jo} = Jiap) = (b, a) + (6J)(a,d)

Demostracién.

(Ja, b} = w(XJay XJs) —w(Xa, 8Xs) — w(AXa, Xs)
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= w(Xa, X)) + w(AXs, Xa) — w(AX,, X3)
= w(Xa, X)) + Aw( X, Xo) — Aw(Xa, X3)

= w(Xa,Xb) — 2Aw()_(a,Xb) _
Por otro lado se tiene:

(5])((1, b) = a-Jy—5b-J, — J[a,b] = _Lf(a‘]b + beJa — J[a,b]
= —d.]b()_(a) + dJa(Xb) - J[a,b]
= —w'( X, Xa) + W' (Xay X5) = Jjagy

= 2wi(Xa,Xb) — J[a,b]

Entonces,

Ja) = 20" (Xa, Xs) — (6J)(a, b).
Luego,

{Jo, b} — Ja) = w(}za)xb) - 2Aw(Xava) - 2‘*’{()_(0’)21’) + (6J)(a, b)

= Q(b,a)+ (6J)(a,d)

Asi ,vemos que podemos prescindir de la ecuacién del descenso para cons-
truir y caracterizar la extensién de Lie(G) a que da lugar la accién de G. La
relacién con tal ecuacién estd precisada en la siguiente proposicion.
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Proposicién. 3.4 Podemos construir la ecuacion del descenso de modo que
h(a,b) = Q(b,a) sea una eleccion admisible.

Demostracién.
Si partimos de a, = —iax, — dJ. Va € Lie(G), resulta
daa = d(—f‘gxa —— d.]a) = —diAxaw = —di)'(GAw

= —Lz Aw= -—Lxdw = W,

Si consideramos a, = —iaxa como en la prueba del teorema 3.3, obtenemos:

d{Ja, Jo} = dJiayy = (60")(a,b)

Combinando estas dos igualdades llegamos a:
d)(b,a) + d(6J)(a,b) = (6)(a, b)

y entonces, dQ(b,a) = (6a)(a, b) como queriamos. m)

Observacién. 3.5 Si bien es evidente, conviene senalar que, a diferencia del
caso de cocadenas a valores en IR, Jjg4) no es un coborde cuando las cocadenas
toman valores en C°(M).
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Observacidén. 3.6 En nuestro marco simpléctico, con las hipdtesis ya des-
criptas, el tipo de eztension asociada a la accion de G resulta:

o trivial, siw = df y la accion de G preserva el potencial § (ver por ejemplo
[1])-

Para verlo en nuestro marco, st suponemos que la accidn preserva el
potencial 0, tenemos la siguiente situacion:

Qo1 LA 002

/] w
61 61l
QL0 M QL1 -, 012
B 0 0
61l
2.0
h

Como en el caso simpléctico en general que ya se describio en la observa-
cion 2.48, dh = 0. Es decir, h toma valores en las funciones constantes

sobre M.

Ahora bien, como df = 0 tenemos que B también toma valores en las
funciones constantes sobre M y entonces h resulta un 2-cociclo trivial ya
que:

h(a,b) = (6B)(a,b) =a - Bo— b Ba — Biap) = —Bay)
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