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Chapter 1

Introduccion

1.1 Un poco de historia: algebras de von Neumann y teoria del
indice

Respondiendo a necesidades generadas por el nacimiento de la mecénica cuantica en la década
de 1920, J. von Neumann publicé entre 1936 y 1944, junto con F. J. Murray, cuatro trabajos
fundamentales llamados “On rings of operators” ([MvN-1, MvN-2, vN-3, MvN-4]), que sentaron
la base de lo que mas adelante (a instancias de Dixmier, en la década de 1950) se llamé la teoria

de algebras de von Neumann .

Un algebra de von Neumann es una *-subdlgebra de B(H) (los operadores acotados en un
espacio de Hilbert H) que es cerrada con la topologia débil de operadores. Un cldsico teorema
de von Neumann, el “Teorema del Doble Conmutante” (2.1.1), prueba que se puede caracterizar
a las élgebras de von Neumann como las *-subdlgebras de B(H) que son iguales a su doble

conmutante.

Con mucha frecuencia se estudian ciertas dlgebras particulares, llamadas factores, que son
aquellas cuyo centro es trivial (AN A’ = C), ya que pueden ser tratadas de un modo més sencillo,
y von Neumann mismo probé que toda algebra de von Neumann puede ser descompuesta como

una “integral directa” de factores.

Von Neumann realizé una clasificacion de los factores en tipos I, II y III, segin tengan
proyecciones minimales, finitas o todas infinitas. Para esto desarroll una “teoria de comparacion

de proyectores” (Seccion 2.2).

Una clase de factores muy faciles de manipular son aquellos pueden ser aproximados por una



sucesion creciente de subdlgebras de dimensién finita (y por ende de tipo I,, n < 00). A estos
factores se los llama hiperfinitos o AFD (“almost finite dimensional”). Los factores hiperfinitos
de tipo I se clasifican sin dificultad. En el dltimo trabajo ([MvN-4]) aparece la demostracién de
la unicidad del factor II; hiperfinito.

La clasificacién de los factores AFD de tipo III qued6é como problema abierto hasta 1973.
Ya en 1967, Powers prob6 que, a diferencia del caso 11y, hay infinitos factores de tipo IIT AFD
no isomorfos. Finalmente A. Connes, en 1973 ([C]), realizé una clasificacién mas fina que la de
von Neumann, en la que los factores AFD de tipo III se subdividen en clases IIIy, 0 < A < 1.
Para estos resultados fue vital la teoria de las algebras modulares de Tomita, publicada por
M. Takesaki ([TT], ver seccién 2.5), que permitié por primera vez el estudio en detalle de los
factores de tipo III. Esta clasificacion le merecié al Dr. Connes la medalla Fields.

El caso Il fue resuelto por el mismo Connes en 1976, y el caso IIl;, el dltimo, fue resuelto
por Haagerup en 1985, basado en resultados previos de Connes.

Luego en la década de 1980, surgié la “teoria del indice”. En 1983, V. Jones publicé un
trabajo ([J1]) en el que definfa un invariante para inclusiones N C M de factores de tipo
I1;, conocido desde entonces como el indice de Jones, [M : N]. Este indice presenta notables
similitudes con el indice de subgrupos en sus propiedades e incluso, si NV es un factor Il y H C G

son grupos de automorfismos de N y (G : H) es el indice de H como subgrupo de G, entonces
[NXG: NxH]=(G: H).

Lo mas llamativo del trabajo de Jones es que probd que el conjunto de valores posibles del
indice es

{4(:082% >3} U4, o]

y construyé explicitamente ejemplos que realizan todos los valores.

La aplicacién de algunas de las herramientas utilizadas por Jones para probar las restricciones
de los valores del indice fueron utilizadas por él mismo y por otros para construir invariantes
para la teoria de nudos que lo condujeron a recibir la medalla Fields.

Este trabajo dejé gran cantidad de problemas abiertos relacionados con las inclusiones de

factores, y desde entonces se han sucedido los trabajos avanzando sobre estos problemas (Jones,



Popa, Ocneanu, Kosaki, Watatani, Havet, Jollisant, Wassermann, Bisch, Hiai, Izumi, Kawahi-
gashi, Longo, entre los més destacados). En 1985, H. Kosaki extendi6 la definicién del indice a
factores arbitrarios, y luego Watatani ([W]) por una parte, para dlgebras C*, y Baillet, Denizeau
y Havet ([BDH]) por la otra para dlgebras de von Neumann, extendieron la definicién a dlgebras
arbitrarias (no factores), basdndose en gran medida en el trabajo de Pinsmer y Popa ([PP]). Es
también interesante una definicién alternativa del indice en el caso de factores infinitos debida
a Longo ([L1]), basada en la relacién de la teorfa de inclusiones de factores con la Mecénica

Estadistica. Esta teoria de Longo se presenta y se extiende en la seccion 3.3.

1.2 Geometria Diferencial en Algebras de Operadores

A mediados de la década de 1980, se inici6 una fructifera colaboracién entre H. Porta y L. Recht,
a quienes pronto se les sumé G. Corach, en la que atacaron una aproximaciéon a la teoria de
algebras de operadores desde el punto de vista de la geometria diferencial. Mas tarde se fueron
uniendo a este proyecto varios investigadores, como D. Stojanoff, E. Andruchow, A. Maestripieri,
A. Varela. Se obtuvieron resultados de caracterizacién, en funcion de la estructura geométrica,
de propiedades algebraicas de dlgebras de von Neumann y C* (ver, por ejemplo, [ACS]), y atn se

continian hallando diversas generalizaciones y aplicaciones. De esa linea participa este trabajo.

Este desarrollo geométrico alcanzé una cuspide en los trabajos [MR] y [ACS], ya que en ellos
se unificé, por una parte, la teoria de Espacios Homogéneos Reductivos de dimensién infinita,
y por la otra gran parte de los ejemplos previos (citados en la introduccién y la bibliografia de
[ACS]) como casos particulares de un ejemplo méas general (el espacio de representaciones de
un &lgebra de von Neumann o C* sobre un espacio de Hilbert fijo). A partir de ese momento,
la tarea se concentrd, y se concentra aun, en la obtenciéon de aplicaciones de la teoria, en
base a extenderla a otros contextos (por ejemplo, la relacién entre la estructura geométrica
y los invariantes de la topologia algebraica) y profundizando la relacién entre los conceptos

geométricos y los puramente algebraicos de la teoria clasica.



1.3 Contexto del trabajo

Sean N C M élgebras de von Neumann , y E : M — N una esperanza condicional (para la
definicién, ver Seccién 3.1). Sea Gy el grupo de invertibles y Uy el de unitarios del algebra M.

Consideremos la accion L de G sobre la esperanza E dada por
Ly(E)=gE(9~" - 9)g~".
Llamamos I a la isotropia de la accion,
Ig={9:€ Gu : Ly(E) = E}.

En [AS2], [ALRS] y [LR] se relacionaron algunos problemas de la teoria de espacios homogéneos
reductivos con la teorfa del indice de esperanzas condicionales ([BDH], [Ha|, [FK]).

Las érbitas unitaria y de similaridad

Op ={L4(F) :u €Uy}

Op ={Ly(E): g€ Gy}

de una esperanza condicional han sido consideradas ya en los trabajos [AS2, LR], donde se
define su estructura de variedad diferenciable. Pero en ambos casos fijando hipdtesis restrictivas
sobre el conmutante relativo N’ N M; en el caso de [AS2] se supuso que NN M C N, y en
el caso de [LR], se tomé una hipdtesis infinitesimal sobre las derivaciones del dlgebra, que se
puede probar que es equivalente a la hipdtesis de Andruchow y Stojanoff sobre el conmutante
relativo. Consideremos el proyector de Jones e asociado a E (Definicién 3.2.3). Es un proyector
autoadjunto en el dlgebra M; (Definicién 3.2.6), la extensiéon de M por N y E. Utilizando la

hipétesis antes mencionada, se prueba en [AS2] que la érbita unitaria
Up(e) = {ueu” : u € Uy} C My

es un revestimiento de la Orbita unitaria Op. En este trabajo removemos dicha hipdtesis y
mostramos que aun asi se puede construir una estructura diferenciable de espacio homogéneo

para la 6rbita (Seccién 6.1), y en cierto modo caracterizar el caso en que la 6rbita admite



una estructura reductiva (Seccién 6.3). Probamos ademds que se conserva la estructura de
revestimiento (seccién 6.2). La fibra de este revestimiento es un grupo discreto, que llamamos el
grupo de Weyl W (E) de la esperanza E. El estudio de este grupo de Weyl es el tema principal
de esta tesis.

A continuacién presentaremos la teoria previa a la definicion del grupo de Weyl. Denotemos
por Ng el grupo

Ng= {ueldy : Elurzu')=uE(zx)u*,z € M },

llamado el normalizador de E. El grupo Ng ha sido estudiado, entre otros autores, por A.
Connes ([C]) y H. Kosaki ([Ko2]) en relacién con inclusiones de productos semidirectos.

El interés geométrico por las orbitas unitarias y de similaridad de una esperanza condicional
nace de que en ellas se pueden modelar espacios homogéneos reductivos. El grupo de isotropia
para la accién L en E es el grupo {u € Ups : L, (E) = E}, que es exactamente el normalizador

NE. En el caso general la 6rbita Uy (e) es un fibrado sobre la 6rbita O de E via la férmula
(ueu™) m (ueu™) = LyE(m)(ueu™) para meM y u €Uy,

que da lugar a la aplicacién ¥ : Ups(e) — O dada por ¥(ueu*) = L,(F). En [AS2] se prueba
que la érbita Ups(e) es una subvariedad de la érbita completa de e en My, si y sélo si el indice
de E es finito (ver la definicién de indice en la Seccién 3.2).

En esta tesis caracterizamos las componentes conexas del grupo Ng y del grupo de los

proyectores de Jones para E:

P(E) = {ueu* : u € Ng},

en términos de los elementos unitarios del centralizador de E ([CD], [Ha)):
Mg ={xe N nM : E(xm)= E(mzx) paratodo m € M}.
En efecto, la componente conexa de 1 en Ng es el grupo
Hg=Un Uy, ={vw:vely y w € Uy},
y la componente conexa de e en P(E) es la subdrbita de Uy (e) definida por la accién de Hp:

Un,(e) = {ueu” : u € Hg}



(Proposicion 5.1.6 y Teorema 5.1.21). Ademads, Up,, (e) es un subgrupo normal de P(E).

Ahora estamos en condiciones de definir el grupo de Weyl de la esperanza condicional E:

W(E) = P(E)/Ug,(e) ~ Ng/Hg. (1.3.1)

El grupo de Weyl W (E) de E nos brinda valiosa informacién sobre la relacién entre Uy y N,
que es necesaria para poder estudiar la geometria de la 6rbita Og. En particular, el paso clave
para definir la estructura diferenciable de O es verificar que el grupo Hg (y por lo tanto Ng)
es un subgrupo de Lie de Uy (Proposicién 6.1.3).

Como ya hemos mencionado, puede construirse también un revestimiento sobre Og con
fibras W (E) sin la hipdtesis N' N M C N (Seccién 6.2). En el caso en que M es un factor, el
revestimiento es universal y, en consecuencia, el grupo fundamental de la érbita O es el grupo
de Weyl. Esta udltima conclusion es muy reciente y por eso se incluye sélo a titulo informativo
[AAS].

El grupo de Weyl W (E) no es bueno como invariante en cuanto a clasificar las inclusiones
N C M. Por ejemplo, W(E) es trivial cuando N y M son factores II; con IndF < 4 (Ejemplo
5.2.6).

Sin embargo, en el caso de indice finito, la construccién béscia iterada (Seccién 3.2.2) produce

una torre de algebras

NCM=MyCM CMyC...CM,C...

con esperanzas condicionales de indice finito F,, € E(M,, M, _1), para n > 1. Considerando
F, € E(M,,N) dada por F,, = Eo Ejo...0 E,, obtenemos una torre de grupo de Weyl finitos

(Proposicién 5.1.9)

W(E) = W(Fy) CW(F) CW(ER)C...C W(E,)C...

que si creemos que puede ser un rico invariante para la inclusién N C M y la esperanza E. Las
inclusiones N C M, no verifican en general que N’ N M,, C N. Entonces, para estudiar la torre
de grupos necesitamos conocer las propiedades del grupo de Weyl para inclusiones N C M que

no verifican que N'NM C N, que es el caso que consideramos en nuestro trabajo. La aplicacién



de los resultados de este trabajo en cuanto a estudiar la torre de grupos de Weyl no figura en
esta tesis por ser ain materia de trabajo.

Cuando M es el producto semidirecto de N por un grupo propiamente exterior de automor-
fismos G, entonces G C W (FE). Los dos grupos son isomorfos cuando G es finito y N es un
factor.

Si IndE < oo y dim(Z(N)) < oo entonces W (E) es finito (Teorema 5.1.28). Ademas, si N

es un factor mostramos (Teorema 5.1.29) que, si |W(E)| denota el orden de W (E), entonces
[W(E)| <inf{\: X € o(Indgpu(E))} = |Indgpu(E) |1,

donde Indppg(FE) es el indice de E a valores operadores definido en la Seccién 3.2. También
obtenemos cotas éptimas para |[W(E)| en términos de IndE y dim(Z(N)) (Teorema 5.1.32).
Se calculan el grupo de Weyl y el normalizador Ng de E en varios ejemplos de esperanzas

condicionales E. Mencionamos brevemente algunos de ellos:
1. (Ejemplo 5.2.5) Sea R un factor, y consideremos la inclusién
N=R"CR"" =M,

donde la esperanza condicional E actia por “compresion a la diagonal”. Entonces W (E)

es el grupo S, de permutaciones de n elementos.
2. (Ejemplo 5.2.2) Sea N un factor y consideremos ahora la inclusién
N g M — Nn><n’

con la esperanza condicional dada por la “traza a valores operadores”. Entonces W (E)

consiste de un inico elemento y el normalizador de E puede ser descripto como
Ng ={(n.aij)ij : n€Un y (aij) € C*"" es unitario}.

3. (Ejemplo 5.2.3) Tomemos un algebra de von Neumann N y un grupo discreto G de auto-
morfismos exteriores y libres de N, y consideremos el producto semidirecto M = N xG,
con la esperanza condicional canénica. Entonces G C W(E). En general W(FE) es més
grande que G, inclusive cuando G es finito. Sin embargo, cuando G es finito y N es un

factor, tenemos que G ~ W (E).



4. (Ejemplo 5.2.6) Sean N C M factores II; y E € E(M,N) con IndE < 4. Entonces

(a) Si el grafo principal no es de tipos Az ni Dy, entonces W (E) es trivial.
(b) Si IndE = 2 y el grafo principal es de tipo As, entonces W (E) = Z>.

(c) SiIndE = 3y el grafo principal es de tipo Dy, entonces W(E) = Zs.

5. (Seccién 5.3) Si L es el dlgebra de von Neumann generada por N y N, entonces el grupo de
Weyl de la esperanza E restringida a L coincide con el grupo de Weyl de E. Sin embargo,
el grupo de Weyl de la esperanza Ej que “descompone” a E como E = E|p o E, puede

no ser trivial.

6. (Seccién 5.4) Si M es un factor, G es un grupo propiamente exterior de automorfismos de
M,y N = M%, el 4lgebra fija por G, con Eg la esperanza condicional canénica, entonces

el grupo de Weyl W (E() es isomorfo a G, el grupo dual de G.

Para culminar, hacemos una breve sintesis del contenido de los capitulos. En los capitulos 2 y
4 se introducen los aspectos y resultados necesarios de las teorias de Algebras de von Neumann
y Subvariedades Diferenciables en Espacios de Banach respectivamente. En el capitulo 3 se
introduce la teoria del indice de Jones y se hace hincapié en la extensién de dicha teoria a
factores propiamente infinitos y semifinitos de R. Longo ([L1]), que puede probarse equivalente
a la teorfa cldsica (Teorema 3.3.19). Se muestra asimismo un ejemplo en que la teoria mencionada
no se aplica (Ejemplo 3.3.20).

En el capitulo 5 se desarrolla el estudio del grupo de Weyl (en gran parte publicado en [ArS]),
se prueba que el grupo es el mismo tanto para la érbita de similaridad como para la unitaria,
se presenta el dlgebra intermedia L y se la caracteriza; se analiza en particular el caso en que N
es la subdlgebra fija de M por la accién de un grupo de automorfismos propiamente exteriores.

En el capitulo 6 se estudia la estructura diferenciable de la 6rbita de similaridad de una
esperanza condicional. En este capitulo se incluyen algunos resultados que son materia de trabajo
al momento de escribir esto y que apareceran publicados en [AAS]. Los aportes originales de

esta tesis estan contenidos en estos dos ultimos capitulos, y en la Seccién 3.3.



Chapter 2

Algebras de von Neumann y Teoria
Modular

En este capitulo introduciremos algunos conceptos generales de algebras de von Neumann y
teoria modular de Tomita—Takesaki que son necesarios para la comprensién del trabajo. Omi-
tiremos las pruebas de la mayoria de los resultados, ya que se encuentran en la bibliografia. Las
principales referencias clasicas en las que se puede encontrar el material al que nos referimos
son los libros de J. Dixmier, “von Neumann Algebras” ([D]), de R.V. Kadison y J.R. Ringrose,
“Fundamentals of the theory of operator algebras”, Vol. I, II ([KR]), y de V.S. Sunder, “An
invitation to von Neumann algebras” ([Sun|). Para la exposicién se ha seguido mayormente a

V. Jones ([J2]).

2.1 Topologias en B(H), algebras de von Neumann, factores

Todo el contenido de este capitulo ha sido escrito pensando en el lector a quien no le son familiares
las algebras de von Neumann, con el objeto de intentar familiarizarlo con las construcciones y
teoremas clasicos del area. Es por esto que trataremos de ser especialmente didéacticos en la
exposicién. Para el lector experto, servird simplemente como referencia de los resultados que se

utilizaran.
Para llegar a definir el concepto de édlgebra de von Neumann, nos es necesario considerar,

dado un espacio de Hilbert complejo H, tres topologias en B(H) (donde B(H) denota la *-

algebra de todos los operadores lineales y acotados en H). Sea x € H. Definimos, en primer



lugar, la topologia de la norma, dada por:

]|

]| = sup Z==

cenr €Il

En dimensién finita, 2 es una matriz cuadrada, y ||| puede ser calculado como el mayor
autovalor de x*x. Esto también vale en dimensién infinita si reemplazamos “mayor autovalor”

por “radio espectral”, donde el radio espectral de un operador a es
r(a) = sup{|A| : A — a no es invertible}.

Si consideramos el caso H = L?([0, 1]), el algebra L>°([0, 1]) actia en H por multiplicacién punto
a punto y la norma de f € L™ es el supremo esencial de |f|. Entonces las funciones continuas
C(]0,1]) forman una subélgebra cerrada en norma de L>([0, 1]) en H (esto vale en general para
cualquier espacio compacto y cualquier medida, ponemos [0, 1] sélo por claridad).

La topologia fuerte en B(H) es aquella definida por las seminormas z +— |[|z]| cuando &
recorre H. Entonces una sucesién (o una red, si hace falta) x, converge a x si y sélo si x,&
converge a € en H para todo £ € H. La topologia fuerte es mucho méas débil que la de la
norma. De hecho se puede ver, en el ejemplo de L>([0,1]) y C([0,1]) actuando en L?(]0, 1]),
que C([0,1]) es densa en L>°(]0,1]) en la topologia fuerte. Para ver una sucesién que converge
en la topologia fuerte pero no en norma, tomemos z,, la funcién caracteristica de [0, 1/n] vista
como elemento de L*°([0, 1]). Entonces x,, tiende a cero en la topologia fuerte, pero |z,| =1
para todo n.

La topologia débil en B(H) es aquella definida por las seminormas x +— |(z€,n)| cuando &
y 1 recorren H. La desigualdad de Cauchy-Schwartz muestra que la topologia fuerte es maés
fuerte que la débil (y de ahi los nombres). De hecho la topologia débil lo es tanto que la bola
unitaria de B(H) es débilmente compacta, lo que con frecuencia es muy ttil. Para ver un ejemplo
de sucesién que converge en la topologia débil pero no en la fuerte, consideremos en ¢2(IN) el

operador “shift”

S((:C(),.’L'l,.%'g, .. )) = (0,1‘0,1‘1,1’2, N )

Se puede comprobar mediante cédlculos directos que la sucesién {S”}nE IV converge en la topo-

logia débil pero no en la fuerte, porque ||S™¢|| = [|£]| v ademds (S™&,n) — 0 para todo &, n € H.

10



La interacciéon entre estas tres topologias es basica en el dmbito de las algebras de von
Neumann.

Ahora probaremos una versién simplificada del teorema del doble conmutante de von Neu-
mann [MvN-1], que como se verd, tiene mucho que ver con la definicién de dlgebra de von
Neumann . Utilizaremos la siguiente notacién standard: si S C B(H) y alg(S) es el dlgebra

generada por S, entonces
S" = {z € B(H) : xs = sz para todo s € S}
es el conmutante de S,y S” = (5')".

Teorema 2.1.1 (del doble conmutante) Sea S un subconjunto de B(H) con las siguientes

propiedades:
1. Six € S entonces z* € S.
2. 1 € S (1 es el operador identidad en B(H))

Entonces alg(S) es fuertemente (y por tanto débilmente) densa en S”.

Demostracién. En primer lugar, es elemental verificar que alg(S) € S”. Ahora supongamos
que y € S”. Lo que debemos probar es que para cualquier conjunto finito &i,...,&, en H,
hay un elemento x de alg(S) con x&; arbitrariamente cerca de y&; para todo i. Supongamos
inicialmente que sélo queremos aproximar un vector y£. FEl truco es el siguiente: sea V la
clausura del subespacio vectorial alg(S)¢ y sea p el operador que es la proyeccién ortogonal
sobre V. Claramente aV C V para todo a € S, de manera que por la propiedad 1, ap = pa.
Entonces yp = py, ya que p € S’ e y € §”. Por tanto, yV C V. Pero por la propiedad 2, £ € V,
de manera que y& € m, que es precisamente lo que queriamos probar.

El caso general de &1, ..., &, implica otro truco que es usado frecuentemente: consideremos a
&1, ..., &, como un vector en el espacio de Hilbert &} ; H. Entonces alg(S;) e y actian diagonal-
mente en @} H y podemos, luego de algunos célculos de matrices, ver cémo se comportan los

conmutantes ante las “amplificaciones” de H, y repetir el argumento previo con £ reemplazado

por @ ,&; para concluir la prueba. O
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Este teorema muestra que dos nociones, una analitica (clausura en la topologia fuerte) y

otra algebraica (ser igual al doble conmutante de un conjunto), coinciden para *-subdlgebras de

B(H) que contienen al 1. Nétese también que el teorema muestra que “fuertemente cerrada” y

“débilmente cerrada” son lo mismo para una *-subdlgebra de B(H).

Definicién 2.1.2 Un algebra autoadjunta (M* = M) de B(H) se llama de von Neumann si

satisface M = M".

Ejemplos 2.1.3 De élgebras de von Neumann

ii)

iii)

iv)

El élgebra B(H) misma es cerrada, y por tanto es un algebra de von Neumann .

El dlgebra L>([0, 1]) actuando en L2([0, 1]) es su propio conmutante, por lo que claramente
es un algebra de von Neumann . Es un ejemplo ademas de algebra de von Neumann

abeliana mazimal.

Si G es un grupo y g — ug4 es una representacion unitaria de G, entonces el conmutante

{ug}’ es un élgebra de von Neumann .

Si H es de dimension finita, se verifica que un algebra de von Neumann M es simplemente
una suma directa de algebras de matrices correspondientes a una cierta descomposicién

ortogonal H = H1 & ... ® Hy.

Si M en Hy N en K son dlgebras de von Neumann, hay nociones naturales de suma

directa M & N en H ® K, y producto tensorial M ® N en H ® K.

Observacion 2.1.4 Mencionaremos algunos hechos importantes acerca de las algebras de von

Neumann.

1.

2.

Un élgebra de von Neumann M estd generada por sus proyectores, ya que contiene a los

proyectores espectrales de cualquier elemento autoadjunto.

Las algebras de von Neumann abelianas son conocidas de modo completo. Ademés de
L>=([0,1]) tenemos ¢*°(IN) actuando en ¢2(IN) y las reducciones y combinaciones entre

ambas. En un Hilbert separable no hay maés estructura que esa en las dlgebras de von

12



Neumann abelianas. Von Neumann probé el hecho de que las dlgebras de von Neumann

abelianas estdn generadas por un tnico operador autoadjunto.

3. Las élgebras de von Neumann pueden ser caracterizadas en abstracto (o sea sin hacer
referencia al espacio de Hilbert) como aquellas dlgebras C* que son dual de un espacio de

Banach (ver 2.3.4).

El centro Z(M) de un élgebra de von Neumann es abeliano. Entonces, por lo que hemos
dicho, lo conocemos completamente. En dimensién finita serd una suma directa de copias de
C, una por cada sumando de la descomposicién. En general, usando el teorema espectral, von
Neumann defini6 ([MvN-2]), en el caso separable, una nocién de “integral directa” de espacios de
Hilbert [ H(\)du(\) de manera que, por ejemplo, para L>([0,1]) en L?([0,1]) la correspondi-
ente descomposicién de L?([0, 1]) serfa f[%il} H(M\)dz(\) donde H(A) = C. El dlgebra M respeta
esta descomposicién, y se llega a una nocién de integral directa de algebras de von Neumann:
M = [{ M(\)dX en [y H(A\)d), siendo la descomposicién completa esencialmente tinica. Los
individuos M () tienen centro trivial (esto se puede intuir estudiando el caso finito dimensional).
Entonces toda algebra de von Neumann es una integral directa de dlgebras de von Neumann de
centro trivial, lo que hace que las dlgebras de von Neumann de centro trivial sean especialmente

interesantes.

Definicion 2.1.5 Un éalgebra de von Neumann M cuyo centro consiste de multiplos escalares

de la identidad es llamada un factor.

Como ejemplos de factores, citemos el mas elemental, que es el mismo B(H). Se puede ver
con facilidad ademés que todo factor de dimensidn finita siempre sera de la forma B(H) ® C en
H® K. Esto explica el nombre “factor”: los factores se corresponden a factorizaciones mediante
producto tensorial del espacio de Hilbert. El hecho notable, descubierto por Murray y von
Neumann en sus trabajos [MvN-1, MvN-2, MvN-4] es que no todos los factores son de este tipo,
y que no es demasiado dificil construir ejemplos.

Veamos brevemente cudl fue el ejemplo no trivial construido por Murray y von Neumann.

Sea I' un grupo discreto tal que todas sus clases de conjugacion salvo la de la identidad son
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infinitas (por ejemplo, el grupo libre en dos generadores). A estos grupos se los llama i.c.c., por
“infinite conjugacy classes”. Consideremos £2(T") el espacio de Hilbert cuya base estd indexada
por I', sea v — u, la representacion regular a izquierda de I', es decir, consideremos al grupo
I representado en B(¢%(T')) como operadores u., donde actuar con u. es multiplicar los indices
por 7 (o0 sea, 15 ({Ag}ger) = {Arg}ger)-

Vistos como matrices en ¢2(I'), con respecto a la base canénica indexada por v € T, los
Uy, y por ende todas las combinaciones lineales de los {u,}, son de la forma z.,, = f(y 'v)
para alguna funcion de soporte finito en I', es decir que son matrices con todas las diagonales
constantes. Lo mismo vale para limites débiles de tales operadores salvo que f ya no sera de
soporte finito. Aplicando uno de tales operadores al elemento de la base correspondiente a la
identidad vemos que f € 2. En efecto, imaginemos por comodidad que el vector correspondiente

a la identidad es el vector v; = (1,0,0,0,...); entonces

(x%l/> ‘U1 = (f(’yl)vf(’)/?)a .- ')7

y como este vector tiene que estar en £2(T), debe ser

Z f(7>2 = H(x%u) 'U1H < 00.

yel’

Es por tanto conveniente y preciso escribir a los elementos de M = {u,}" como sumas

Z f(’}/)u'ya

yel’

donde f € £? (aunque no todas las funciones de ¢2 definen elementos de M). No prestaremos
atencion al sentido de convergencia de la suma para simplificar ideas. En cualquier caso, para
que Z'yGI‘ f(7)uy esté en el centro de M, debe conmutar con u, para todo v € I, lo que implica
que f(vyv~t) = f(7), es decir que f es constante en las clases de conjugacién. Pero f esté en
?? y todas las clases de conjugacién no triviales son infinitas, de manera que si f fuera no nula
en un elemento no trivial, no podria estar en ¢2. Entonces el soporte de f es la identidad, lo que
implica que el centro de M es trivial, o sea que M es un factor. Lo llamaremos vIN(T").

Se puede ver rapidamente que este factor no es isomorfo a ningin B(H) obervando que la
funcién lineal tr(3° f(v)uy) = f(1) tiene la propiedad tr(ab) = tr(ba) y no es idénticamente cero.

Es un hecho standard que no existe funcién con esa propiedad en B(H) a menos que dim H < oc.
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2.1.6 Productos semidirectos

Este ejemplo anterior es un ejemplo de una construccion muy general llamada producto

semidirecto:

Definicion 2.1.7 Sea N un élgebra de von Neumann representada en un espacio de Hilbert H
y sea I un grupo discreto de automorfismos de N representados como unitarios {u~} en B(H).
Entonces el producto semidirecto N T es el dlgebra de von Neumann que actia en (H ® ¢2(T))
generada por los unitarios u, = u, ® l; y los elementos de N representados en (H ® £2(I")) por

T — r ®id.

Todos los elementos de N xI" pueden ser representados como sumas

D Ty,

vyel

-1

5+ =7(x) (la accién de v en x) para x € N.

con z, € N,y ademas u,zu

Proposiciéon 2.1.8 Las siguientes condiciones alcanzan para que N xI' sea un factor:
1. La accién de I es libre, es decir xy = yy(z) para todo x € N implicay =06 v = 1.

2. El dlgebra MT de puntos fijos para I' es un factor.

Los productos semidirectos pueden también ser formados por grupos continuos (localmente
compactos), pero son mas dificiles de tratar algebraicamente, y no seran necesarios en el desa-

rrollo de este trabajo.
2.1.9 La construccion GNS

La Construccion G.N.S. provee una forma elemental pero muy ttil de pasar de una *-algebra
que no es necesariamente completa a un algebra de von Neumann . Los datos necesarios son
una *-algebra A y un funcional lineal ¢ : A +— C con ¢(a*a) > 0. Uno entonces forma un
espacio de Hilbert definiendo el producto escalar con nucleo no necesariamente trivial en A
dado por (a,b) = ¢(b*a). El espacio de Hilbert H, es entonces la completacién del cociente

de A por el nicleo de esta forma. En casos favorables (por ejemplo si A es un dlgebra C*), A
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actuard en H,, por multiplicacién a izquierda. Esta representacién de A se llama representacién
GNS (por Guelfand-Naimark-Segal). El dlgebra de von Neumann generada por la imagen de A
puede ser pensada como una completacion de A con respecto a . En general es dificil decir
si una completacion GNS es un factor o no. Hay casos en que A tiene centro trivial pero su

completacién no.

Todo operador sobre un espacio de Hilbert puede ser descompuesto como el producto de un
operador positivo y una isometria parcial. A esta descomposicién se la llama descomposicion
polar, por analogfa con la descomposicién de un nimero complejo A como A = |A|e??. Una
propiedad muy importante que tienen las algebras de von Neumann es que a todos sus elementos

se les puede realizar la descomposicién polar dentro del dlgebra:

Teorema 2.1.10 (Descomposicién Polar) Si M es un algebra de von Neumann y x € M,

entonces vale que

i) si x = u|z| es la descomposicién polar de z, entonces |z|,u € M.

ii) six es normal entonces e;(F') € M para cada conjunto de Borel F' C o(z) (0(x) = espectro

de z, y e, es la medida espectral de z).

Un resultado importante de R. Kadison tiene que ver con los automorfismos de un dlgebra

de von Neumann :

Teorema 2.1.11 ([KR, 10.5.73]) Sea a un automorfismo de un dlgebra de von Neumann ,
con ||a —¢|| < 2, donde ¢ es la identidad de M. Entonces « es un automorfismo interior de M,

es decir, existe un unitario v € M tal que a(x) = uzu* para todo = € M.

Culminamos la seccién con el Teorema de Densidad de Kaplansky, que es una herramienta

técnica que utilizaremos en algunas demostraciones.

Teorema 2.1.12 (de Densidad de Kaplansky) Sea M C B(H) una *-dlgebra. Entonces la
clausura débil de la bola de radio 1 coincide con la bola de radio 1 de la clausura débil de M,

es decir
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2.2 Comparacion de proyecciones y Clasificacion de factores

La herramienta que utilizaron Murray y von Neumann para clasificar los factores fue la teoria
de comparacién de proyecciones que desarrollaron ellos mismos. Esta teoria ha seguido siendo
de gran aplicacién en muchos desarrolles posteriores. Dada un algebra de von Neumann M,

llamaremos P(M) al conjunto

P(M)={peM:p*=pyp*=p} (2.2.1)
de proyecciones ortogonales de M.

Definicién 2.2.1 ([MvN-1]) Sean p,q € P(M).

a) Decimos que p y ¢ son equivalentes, y lo notamos p ~ ¢, si existe una isometria parcial

u € M tal que v*u =py uu* = q.
b) Decimos que ¢ es mayor que p, y lo notamos p =< g, si existe p; € P(M) tal que p ~ p; < q.

Se verifica que ~ es una relacién de equivalencia en P(M) y que la validez de p < ¢ se mantiene
si se reemplaza p y g por proyecciones equivalentes. Ademaés, < es una relacién de orden.

El punto importante es que el la isometria parcial u debe estar en M, de manera que la
nocién de comparaciéon depende fuertemente en M. Si M = B(H), entonces dos proyecciones
son equivalentes si y sélo si sus imdgenes tienen la misma dimensién. A raiz de esto surgid
la idea de que las clases de equivalencia de proyecciones constituyen una nocién abstracta de

dimensién para un factor arbitrario. El primer resultado que confirma esto es el siguiente:
Teorema 2.2.2 Si M es un factor y p,q son proyecciones en M entonces p < q 6 ¢ < p.

Definicién 2.2.3 Una proyeccién p € P(M) se dice finita si para todo pg € P(M) que cumpla
p ~ py < p resulta pg = p. En caso contrario, p se dice infinita. Si p es infinita y no tiene

subproyecciones finitas, entonces decimos que p es propiamente infinita.

En el caso particular en que M = B(H), la nocién de proyeccién finita o infinita coincide
con que su rango sea respectivamente un subespacio de dimensién finita o infinita.
El orden de las proyecciones respeta el comportamiento que uno esperaria intuitivamente (en

el sentido de la teoria de conjuntos) respecto de la finitud o infinitud:
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Proposicién 2.2.4 Sean p,q € P(M). Sip < qy q es finito, entonces p es finito.

En particular si existe p infinito, resulta 1 (= Idy) infinito.

Notemos que la forma en que hemos definido el concepto de proyeccién infinita es en realidad
andloga a lo que se hace en teoria de conjuntos, es decir que una proyeccién es infinita si es
equivalente a una subproyecciéon propia. Esto permite ir mas lejos, y elegir la subproyeccion
equivalente de manera que “divida” a la proyeccién en dos nuevas proyecciones equivalentes, y

equivalentes a su vez a la proyeccién original:

Proposicién 2.2.5 (“Halving”) Sea p una proyeccién propiamente infinita en un élgebra de

von Neumann M. Entonces existe una subproyeccion g de p en M tal que g ~ p — q ~ p.

Definicion 2.2.6 Un &lgebra de von Neumann M se dice finita, infinita, propiamente infinita

si 1 € M es una proyeccion respectivamente finita, infinita o propiamente infinita.

Observaciéon 2.2.7 Una aplicacién repetida de la Proposicién 2.2.5 permite mostrar que si
M es un algebra de von Neumann propiamente infinita, entonces existe una sucesién {p,} de

proyecciones ortogonales, todas equivalentes a 1, con Y p, = 1.

La siguiente Proposicién expresa que un algebra de von Neumann siempre puede mirarse
como los “bloques” diagonales de una matriz de 2 x 2, donde cada bloque es finito o propiamente

infinito.

Proposicion 2.2.8 Sea M un algebra de von Neumann. Entonces existe una proyecciéon p
perteneciente al centro de M, tal que pM es un algebra propiamente infinita y (1 — p)M es un

algebra finita.

Definicién 2.2.9 Se dice que p € P(M) es minimal si p # 0y si ¢ € P(M), ¢ < p implica
q=0,0q=p.
Finalmente estamos en condiciones de enunciar la clasificacién de los factores de Murray y

von Neumann:
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Definicion 2.2.10 Un factor M se dice de tipo I, IT o 111 si satisface las respectivas propiedades:

1. Tipo I: hay proyecciones minimales.

(a) Tipo I,,, n < oo: hay n proyecciones minimales equivalentes que suman 1.

(b) Tipo Iw: hay infinitas proyecciones minimales equivalentes que suman 1.
2. Tipo II1: no hay proyecciones minimales y toda proyeccion es finita.
3. Tipo Il no hay proyecciones minimales y hay tanto proyecciones finitas como infinitas.

4. Tipo III: no hay proyecciones finitas no nulas.

La clasificacién puede extenderse a algebras de von Neumann arbitrarias. Omitiremos el
enunciado de esta clasificacion para evitar detalles engorrosos, y porque en realidad la propiedad
que utilizaremos con referencia al tipo de un algebra es la existencia o no de estados y pesos
traciales, de acuerdo con lo expresado en 2.3.10.

Un teorema importante de Murray y von Neumann dice que toda dlgebra de von Neumann
admite proyecciones Pr, (n € IN), Pr_, Prr,, Prr., Prir centrales, ortogonales dos a dos, que
suman 1 y tales que P M es de tipo k para cada uno de los proyectores mencionados.

Se verifica que si un factor M tiene una traza tr (ver Definicién 2.3.3)con tr(z*z) > 0 para
x # 0, entonces M es finito dimensional o de tipo IIy. También son hechos conocidos que si el
factor M es de tipo I entonces es de la forma B(H) ® id en H ® K, y que todo factor I, es un
producto tensorial de un factor II; y un factor infinito de tipo I.

En base a la idea de que la comparacién de proyecciones proporciona una nocién de di-
mensién, Murray y von Neumann mostraron en [MvN-1] que si M es un factor entonces hay

esencialmente una tnica “funcién de dimensién” d: P(M) +— [0, o0] que cumple

2. d(X720pi) = Yiod(pi) si pi L pj para i # j,
3. d(p) =d(q) sip=~q.

Proposicién 2.2.11 La funcién de dimensién d cumple que d(p) = d(q) = p ~ ¢ y ademds

siempre puede ser normalizada de manera que su rango sea el siguiente:
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—

. Tipo I: IN U {00} posible;
2. Tipo II;: [0, 1] (todo el intervalo)

3. Tipo IIs: [0, 00].

W

. Tipo III: {0, 1}.

2.3 Funcionales y pesos

En esta seccién, como antes, M denotarda un &lgebra de von Neumann. Llamaremos M, al
conjunto de elementos positivos de M. Los funcionales de un algebra de von Neumann se
comenzaron a estudiar originalmente porque se los puede ver como la generalizacion de la nocién
de integral. Los pesos serian desde este punto de vista las integrales “impropias”, es decir el

caso en que la masa total del espacio es infinita.

Definicion 2.3.1 Dada un funcional lineal ¢ sobre M, diremos que es
i) positiva, si p(x*z) > 0.
ii) un estado, si es positiva y ademds ¢(1) = 1.

Definicién 2.3.2 Un peso en un algebra de von Neumann M es una funcién ¢ : My — [0, o00],
tal que ¢(A\x + y) = A\p(x) + ¢(y) si z,y € My y X € [0,00) con la convencién que A + 0o = 0o

y A.00 =00 si A > 0, mientras que 0.00 = 0.

Definicién 2.3.3 Un funcional lineal (o un peso) ¢ se dice
i) fiel, si0#x € My = ¢(z) > 0.

ii) normal, si cada vez que z; /' x € M en la topologia fuerte para z; € My, resulta

¢(x) = sup; ¢(x;).

iii) tracial o traza, si ¢p(z*x) = ¢(xx*),Vr € M (equivalente a que ¢(zy) = ¢(yx),Va,y € M

en el caso en que ¢ es un funcional).
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iv) Un peso se dice finito si ¢(z) < oo para todo x € M.

Observacién 2.3.4 Los funcionales normales de un dlgebra de von Neumann M, que notaremos
con M,, forman un espacio de Banach con la norma usual. Se puede probar que (M,)" = M
(como dual de espacio de Banach). Esto justifica el nombre de predual de M para el espacio M,.
Esta propiedad de tener un predual tnico permite caracterizar a las algebras de von Neumann

en abstracto, es decir sin tener que recurrir a una representacion.
Proposicién 2.3.5 Para un peso ¢ en M es equivalente:
i) ser finito,
i) ¢(1) < oo,
iii) que exista un funcional positivo ¢ en M tal que | My = o.

Para un peso ¢ en M, como no estd definido en toda el algebra, es util definir los siguientes

espacios asociados:

Dy ={x € My : ¢(x) < oo}; (2.3.2)

Ny ={zeM:¢(z'x) < oo} (2.3.3)

Mg =NjNy = {meyi ca, Y € Np,n =1,2, } ) (2.3.4)
i=1

Donde no haya confusién posible, el subindice ¢ serd omitido.

Proposicién 2.3.6 Los conjuntos Dy, Ny y M, definidos arriba satisfacen las siguientes pro-

piedades:
a) D es un cono positivo hereditario; es decir,
(a) z,y € Dy A€ [0,00) = Az +y € D;
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(b) zeD,ze My,z<z = z€D.
b) N es un ideal a izquierda de M;

¢) M es una subélgebra autoadjunta de M (aunque no necesariamente 1 € M, ni es cerrada

para alguna topologia particular);

d) D= M, = M;NM,y cada elemento de M es una combinacién lineal de cuatro elementos

de D;
e) x,ze N,ye M = z*yz € M,

f) existe una tnica funcional lineal ¢ en M tal que ¢|,,, = ¢.

Definicién 2.3.7 Un peso ¢ en M se dice semifinito si My es débilmente denso en M.

Semifinitud para un peso significa que hay “suficientes” elementos donde es finito. Puede

probarse que para toda élgebra de von Neumann existe un peso normal, fiel y semifinito [CD].

Proposicion 2.3.8 Las siguientes condiciones son equivalentes para un peso ¢:
i) ¢ es semifinito
ii) 1 =sup{e € P(M) : ¢(e) < oo}

iii) existe una red creciente {z;} en D tal que ||z;|| < 1 para todo ¢ y x; 1.

El siguiente resultado, que caracteriza la “normalidad” de un peso, es debido a Haagerup

[H2].
Proposicion 2.3.9 Para un peso ¢ en M, las siguientes condiciones son equivalentes:
i) ¢ es normal;

ii) existe una red mondtona creciente {1); : i € I} de funcionales normales positivas tales que

Yi(x) /" ¢(x) para todo x € M,
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iii) existe una familia {¢; : ¢ € J} de funcionales positivas normales tales que ¢(z) =
> icy ¥i(z) para todo & € M, (donde la suma se interpreta como el limite de la red

de sumas finitas);

La existencia de un peso semifinito tracial esta relacionada con la clasificacién de las algebras

de von Neumann.

Definicion 2.3.10 Un algebra de von Neumann se dice
1. semifinita, si existe un peso fiel, normal, semifinito y tracial;
2. finita, si existe un estado fiel, normal y tracial.
3. infinita, si no hay ningin peso fiel, normal, semifinito y tracial.

Las dlgebras de von Neumann semifinitas son todas las de tipo I y II. Las finitas son las de
tipo I,, n < 0o, y II1. En este dltimo caso el hecho no trivial, pero ya probado por Murray y von
Neumann, es la existencia de un estado tracial en toda dlgebra finita (tomando como definicién

de finita el hecho de que no hay proyecciones infinitas, como en la Definicién 2.2.3).

2.4 Forma standard de un algebra de von Neumann

Se prueba en [MvN-2] que todo factor II; tiene una tnica traza normalizada que extiende a su
funcién de dimensién. Un factor II; M, considerado como una *-dlgebra compleja abstracta,
posee una unica traza tr que es un estado para el que se puede hacer la construccion GNS (2.1).
El espacio de Hilbert resultante se denota L?(M,tr) o a veces simplemente L?(M). La razén
para esta notacién es que si M fuera L*°(X, u) para algin espacio de probabilidad razonable
(X, p) y sitr(f) es [y fdu entonces L?(M) serfa el espacio de Hilbert L2(X, ).

Las propiedades de continuidad de tr son tales que el algebra de operadores en L?(M)
definida por multiplicacion a izquierda por M es ya débilmente cerrada de manera que M
actia en L?(M) como un algebra de von Neumann . Esta accién define una representacion de
M en B(L*(M)), que es llamada la forma standard o Representacion Standard de M. Como

tr(ab) = tr(ba), la multiplicacién a derecha por elementos de M también se extiende para dar
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operadores acotados en L?(M) dando una accién del dlgebra de von Neumann opuesta MOPP
en L?(M). La situacién es completamente simétrica y M’ = M°PP. Es importante notar que la
simetria entre las operaciones a izquierda y derecha de M estd implementada por una isometria
antilineal

J: L*(M) — L*(M)

que es simplemente la extensién a L?(M) de la aplicacién = + 2* definida en M. Es un
calculo sencillo que si & € L?(M) entonces (x = Ja*J€, de manera que JM.J = M'. Como
comentaremos enseguida, la extensién de esta idea condujo a la muy fructifera teoria de Tomita-
Takesaki, que comentamos en la seccién 2.5.

Para un algebra de von Neumann general, con un estado fiel y normal dado, llamaremos
representacion standard a una representacion con un vector ciclico y separante que realiza al
estado, es decir, esencialmente la construccién GNS para ese estado (ver 2.1).

Llamaremos cono standard de M al conjunto [DL]:
Po(M) = {JypaJyafd,a € M}~

La teorfa de Tomita-Takesaki (seccién 2.5) puso el foco de interés en &lgebras de von Neu-
mann representadas en forma standard; en particular, asigna una estructura fundamental al par
formando por un algebra de von Neumann R y un vector ciclico y separante () para R, llamda
estructura modular. La estructura modular consiste de un grupo uniparamétrico de automor-
fismos de R y una involucién antiunitaria .JJ, que intercambia R con su conmutante R’. Esta
estructura se enriquecié mas con el estudio, a principios de la década de 1970, de los conos
standard ([A, C2, H1])

En [H1] esta probado el siguiente resultado:

Proposiciéon 2.4.1 Dado un estado ¢ en un algebra de von Neumann M, hay un vector £ €

Pqo(M) que representa a ¢, es decir

¢ = (:£§). (2.4.5)

En [DL] se hace un estudio detallado de las inclusiones N C M de &lgebras de von Neumann

que son “split”, es decir tales que existe un factor F de tipo I tal que N C F C M. Esto permite
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descomponer la inclusién en
(NCM)~(NNFY@FC(MNF)®F).
En particular, se obtiene el siguiente resultado, basado en un teorema de Dixmier y Marechal:

Proposicién 2.4.2 ([DL, Teorema 1.2]) Sean N C M é&lgebras de von Neumann propia-
mente infinitas, y sea H el espacio de Hilbert proveniente de la construccién GNS para un
estado fiel y normal de M. Entonces existe un vector {2 € H tal que es ciclico y separante a la

vez, tanto para M como para N.

2.5 Teoria Modular de Tomita—Takesaki

En esta seccién daremos un pantallazo de la Teoria Modular. Para explicar su necesidad,
comenzaremos hablando brevemente de los factores de tipo III. En su momento, Murray y
von Neumann los consideraron patoldgicos, y durante mucho tiempo se resolvian problemas
excluyendo el caso de tipo III. El problema técnico que uno se encuentra para tratar con estos
factores es que si se considera la construcciéon GNS para un estado fiel ¢ : M — C para un factor
M de tipo III (¢ débilmente continuo), la aplicacién * : M — M, que serfa una isometria si ¢
fuera una traza, no se extiende a un operador acotado en la completacién H, de M. Fue Tomita
el primero que utilizé el operador no acotado S definido por *. Uno necesita extender su dominio
de manera que sea un operador cerrado para entonces poder considerar su descomposicién polar
S = JAY2 donde A es un operador positivo y J es una isometria antilineal. Lo que noté Tomita
y luego probé Takesaki fue que J puede ser usado en lugar de *. En particular, JMJ = M’. Pero
también vale que AYMA~® = M, t € IR, de manera que se obtiene un grupo uniparamétrico
de automorfismos o}, el grupo modular, directamente del estado . Connes mostré en [C] que
los grupos modulares de dos estados distintos difieren en un automorfismo interior, de manera
que el grupo T'(M) = {t|of es interior} es un invariante de M. Otro invariante, S(M), definido
por Connes como la interseccién de los espectros de los A obtenidos por la descomposicién polar
para las diferentes representaciones, menos el cero, es necesariamente un grupo multiplicativo

cerrado de IR" y por lo tanto uno puede clasificar los factores de tipo I1I en IIIy, A € [0, 1], por:
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1. Ily: S(M) ={1};
2. I,0< A< 1: S(M)={\":ne€ IR};
3. IIL;: S(M) = IR*.

Para obtener ejemplos de esto, se puede mirar el producto tensorial infinito @52, Ma(C) y

considerar en él el estado ¢y, 0 < A < 1, dado por
L 1 10
(p)\(x1®x2®...®xn®l®l®...)—jlltraza(l_i_)\ ( 0 A )%)

Las algebras de von Neumann que se obtienen de la construccién GNS para los estados ¢y
son conocidas como los factores de Powers Ry. Powers probd que son factores de tipo III no
isomorfos dos a dos. Los operadores A y J pueden manejarse en célculos de dimension finita y
se puede probar que los factores son de tipo III) (Connes). El grupo modular es simplemente
conjugar por €72, exp(1 ( (1] S\ )) La importancia original de estos factores fue que fue la
primera construccién que producia una familia de factores no isomorfos dos a dos. La clasificacion
de Connes mostré que eran exactamente los posibles factores de tipo III hiperfinitos.

Una forma alternativa de construir los factores III, es tomar un automorfismo « de un factor
M de tipo I, escalar la traza por A, y formar el producto semidirecto M xZ via «. Connes
probé que todos los factores IIIy, 0 < A < 1 se producen de esta manera, y los IIly también
cambiando M por un algebra (no factor) 11, con a actuando de forma ergddica en su centro.

No existe tal descomposicion discreta para factores de tipo III;, pero Takesaki probé que
todo factor II1; es de la forma M x IR, donde M es un factor Il y IR actia de manera de escalar
la traza de forma no trivial.

Ahora desarrollaremos brevemente la parte técnica de la teoria modular, sin llegar mucho
mas lejos que las definiciones y enunciando, en esta seccién y la siguiente, los teoremas que
nos seran necesarios. Para los detalles, referirse al libro [TT], o al capitulo 9 de [KR]. En
[Sun] se puede encontrar una introduccién un poco mas intuitiva, simplificando un poco las
demostraciones en base a realizarlas con funcionales y no con pesos.

Sea M un algebra de von Neumann actuando en H y sea & un vector ciclico y separante para

M.
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Proposicién 2.5.1 Sean Sy y Fy los operadores anti-lineales, con dominios M y M’€ respec-
tivamente, definidos univocamente por Sy(xz€) = z*¢, Fy(2'€) = 2/*¢. Entonces Sy y Fy son
operadores densamente definidos y clausurables. Sus clausuras, que se notaran S y F respecti-

vamente, verifican S = F* = Fj y F' = 5" = 5;.

Como mencionamos antes, el problema que uno se encuentra en el caso infinito es que el

operador * ya no es isométrico en L%(M), y por lo tanto la idea es reemplazarlo con .J.

Proposicién 2.5.2 Sea S = JA/2 la descomposicién polar del operador cerrado S. Entonces,

1. J es un operador autoadjunto antiunitario y A es un operador autoadjunto positivo in-

versible en el sentido de operadores no acotados (A es uno a uno);
2. F = JAY? es la descomposicién polar de F; méas atin, A = FS y A~! = SF;

3. JAJ = A~!; mas generalmente, si f es cualquier funcién Boreliana en [0, 00) (posiblemente
no acotada pero finita), entonces Jf(A)J = f(A™!); en particular JA®J = A% para todo

t € IR.

Teorema 2.5.3 (Tomita—Takesaki) Con las notaciones de las proposiciones previas, valen

los siguientes enunciados:
1. A*MA~® = M para todo t € IR;
2. JMJ = M.

Supongamos que M es un algebra de von Neumann cualquiera, y que ¢ es un funcional fiel,
positivo y normal en M con el triple de GNS (Hy, 7y, &4). Entonces £y es un vector ciclico y
separante para m4(M). Notaremos de aqui en mas Sy, Fy, Jg a los operadores que resultan, en

este caso, de las consideraciones del teorema de Tomita—Takesaki.

Definicion 2.5.4 Con las notaciones de mas arriba, llamaremos la conjugacion modular al
operador Jy, y operador modular a Ay asociados al par (M, ¢).
Denotaremos con {UfS : t € IR} al grupo uniparamétrico fuertemente continuo de *-automor-
fismos de M definido por
of (x) = my  (Allmg(x)ALM).
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A este grupo se lo denomina grupo modular de automorfismos o simplemente grupo modular

asociado a la funcional positiva ¢.

Veremos en lo que resta de la secciéon una de las principales aplicaciones de la teoria modular,
de entre tantas que tiene: el Teorema de Radon-Nikodym de Pedersen y Takesaki (Teorema
2.5.8). El hecho notable es que la diferencia con el teorema de Radon-Nikodym en el caso
abeliano, es precisamente la apariciéon del grupo modular.

Dado un peso fiel, normal y semifinito ¢ sobre M, se define el centralizador de M respecto

de ¢ como el conjunto:

M?={zeM:ofl(z)=ux, Vt}

La siguiente proposicién, de [PT], muestra por qué a M? se lo llama “centralizador”:

Proposicién 2.5.5 (Pedersen—Takesaki) Sea ¢ un funcional fiel y normal sobre M. Sea
x € M. Una condicién necesaria y suficiente para que x pertenezca a M? es que ¢(xy) = ¢(yx)

para todo y € M. En particular Z(M) c M?.

Cuando se tienen operadores no acotados sobre un espacio de Hilbert, obviamente éstos no
pueden estar en un algebra de von Neumann, pero si pueden estar sus “partes truncadas”. En

este caso se dice que el operador esta “afiliado” al dlgebra. Definamos esto con precisiéon:

Definicién 2.5.6 Un operador cerrado A se dice afiliado a M, si a’ A C Ad’ para todo o' € M'.

Es decir, si € € dom(A) y a’ € M’, entonces a’¢ € dom(A) y Ad'é = o’ AE.

Observemos que para operadores acotados (usando el teorema del doble conmutante 2.1.1)

las nociones de “pertenecer a M” y “estar afiliado a M” coinciden.

Definicién 2.5.7 Dado un operador positivo y autoadjunto h, posiblemente no acotado, 1(h-)
es el peso definido por el limite cuando € — 0 de la red creciente {¢(hs-) : € > 0} (dirigida de
manera que €1 < g2 = ¥(he,-) < P(he,-)) de los pesos normales semifinitos en M definidos por

((he))(z) = (hY?xh2/?), donde he = h(1 + eh)~1.
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Teorema 2.5.8 (de Radon-Nikodym de Pedersen-Takesaki) Sea ¢ un peso fiel, normal
y semifinito en M. Sea % un peso normal y semifinito en M tal que 1 o af’ = 1 para todo t.
Entonces existe un tnico operador positivo autoadjunto h (posiblemente no acotado), afiliado a

M?, tal que 1 = ¢(h-).
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Chapter 3

Teoria del Indice

En este capitulo desarrollaremos la Teorfa del Indice, iniciada por V. Jones en 1983 [J1]. Como se
dijo en la Introduccion, esta teoria ha tenido muy ricas y variadas consecuencias, y aplicaciones
a diversos campos de la matemaética y de la fisica.

En la primera Seccién definiremos y comentaremos la nocién de esperanza condicional, que
juega un rol central en el tema. En la Seccién 3.2 daremos un panorama general de la teoria
del Indice de Jones incorporando los desarrollos posteriores de varios autores. En la Seccién 3.3
desarrollaremos la extensién de la teoria de R. Longo que ha sido expuesta en [A]. Se prueba
que la definicion del indice de Longo puede extenderse mas alla del caso en que las algebras son
factores, y se prueban algunas propiedades del indice generalizado, andlogas a las de la Seccion

3.2.
3.1 Esperanzas Condicionales

El nombre de “esperanza condicional” proviene de la Teoria de Probabilidades. Para ver la
relacion con las dlgebras de von Neumann, comenzaremos exponiendo la nocién de esperanza
condicional de la Teoria de Probabilidades, pero utilizando el lenguaje de las algebras de von
Neumann desarrollado en el capitulo 2. Lo que caracteriza al caso clasico es que las algebras de
von Neumann involucradas son abelianas.

Sea M = L*(X,F,u), con u una medida de probabilidad. Sea My una subdlgebra de
M. Del hecho, ya mencionado en 2.1.4, de que M estd generada por sus proyecciones (que
son las funciones caracteristicas) se sigue el hecho de que My = L*°(X, Foy, ), donde Fy es la

o-subalgebra de F que consiste en los conjuntos de F tales su funcién caracteristica es una
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proyeccién de M. Una esperanza condicional en el sentido clasico es una aplicacién lineal

E : M — My que cumple:
1. Dado = € M, xz > 0 implica E(x) > 0;
2. E es una proyeccién de norma 1;
3. E es normal, en el sentido de que respeta limites mondtonos;
4. ¢ o E = ¢, donde ¢ es el estado fiel y normal definido por ¢(f) = [ fdu para f € M.

Notemos que ¢ es un estado fiel y normal en M, de manera que ¢g = ¢|ps, es un estado fiel
y normal de My. Si Hy = L?(X,Fo,u) y H = L*(X,F, ;) son las representaciones GNS de
My y M con estados ¢g y ¢ respectivamente, con vector ciclico €2 correspondiente a la funcién
constante 1, se ve que el espacio Hy puede verse como un subespacio del espacio H. Se deduce

de las cuatro propiedades mencionadas que
Pr,(22) = E(z)S2, para todo z € M,

donde Py, : H — Hj es el proyector ortogonal sobre Hj.

La nocién de esperanza condicional generaliza esta construccion al caso no abeliano. Las
esperanzas condicionales han jugado un papel central en la teoria de las algebras de von Neumann
desde la década de 1950, y su importancia y utilidad se acrecentd con los trabajos de Takesaki
y Connes a principios de la década de 1970, para luego en la década de 1980 convertirse en uno

de los conceptos centrales de la teoria del indice.

Definicion 3.1.1 Sean N C M A&lgebras de von Neumann . Una proyeccion E : M — N que

cumple:
1. E>0;es decir, v € My = E(x) € Ny;
2. E(nxm) =nE(x)m,six € M, n,m € N;
3. (Ez)"(Fx) < E(z*x), para todo x € M.

es una esperanza condicional de M en N. Ademas,
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1. Una esperanza condicional E se dice normal si E(sup;z;) = sup;E(z;), para toda red

creciente {x;}ic;r C M.
2. Una esperanza condicional E se dice fiel si E(z*x) =0 = x = 0 para todo = € M.

3. Dado un peso fiel, normal y semifinito ¢ en M, una esperanza condicional F se dice

¢—compatible si ¢ o E = ¢ (es decir, ¢(E(z)) = ¢(x), Vo € M,).

Notacién 3.1.2 Notaremos con E(M, N) al conjunto de las esperanzas condicionales fieles y
E
normales de M en N. En ocasiones, notaremos también N C M a una inclusién de algebras de

von Neumann N C M con una esperanza condicional £ : M — N.
Ejemplos 3.1.3 Mostraremos aqui algunos ejemplos elementales de esperanzas condicionales:

1. Cualquier estado ¢ de un &lgebra de von Neumann M es una esperanza condicional ¢ :

M — G,

2. SiM = M, (C), N = C" visto como las matrices diagonales, y p1, ..., p, son los proyectores
n

minimales de N, entonces E : M — N dada por E(x) = Zpia:pi, es una esperanza
i=1
condicional;

3. Si G es un grupo compacto de automorfismos de un algebra de von Neumann M,

B(x) = [ ay(w)dg.
G
donde dg es la medida de Haar, es una esperanza condicional.

Finalmente enunciaremos dos resultados clasicos sobre esperanzas condicionales. El primero,
debido a Tomiyama, es una caracterizacién de las esperanzas condicionales como proyectores de
norma 1. El segundo, de M. Takesaki, es una de las herramientas mas ttiles para probar la
existencia de esperanzas condicionales, y significa una nueva e importante aparicién de la teoria

modular.

Proposicién 3.1.4 (Tomiyama) Sean N C M algebras de von Neumann . Si E': M — N es

una proyeccion de norma 1, entonces es una esperanza condicional.
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Teorema 3.1.5 (Takesaki) Sean N C M é&lgebras de von Neumann , y sea ¢ un peso fiel y

normal en M. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. existe una esperanza condicional £ : M — N, que es ¢-compatible;
2. o?(N) C N para todo ¢ € IR, y ¢ es semifinito en N;

3. of(n) = o?™(n) para todo n € N y t € IR, donde o%N es el grupo modular de automor-

fismos de N correspondiente al peso fiel y normal ¢n en N dado por ¢n = ¢| -

Notemos, como consecuencia del Teorema de Takesaki, que como en un &algebra de von
Neumann finita M siempre hay un estado tracial, entonces dada una subdlgebra cualquiera
siempre hay una esperanza condicional fiel y normal que conmuta con la traza. En efecto, es
inmediato que se verifica la condicién 2 del Teorema de Takesaki, porque la traza, siendo un
estado, es finita en toda subdlgebra; en cuanto al grupo modular, por el Teorema 2.5.5 se ve que

es trivial.

3.2 Indice para inclusiones de Algebras de Von Neumann

En esta seccién estableceremos la teoria basica del Indice incluyendo, ademds de los resulados
originales de V. Jones, las contribuciones, entre otros, de Pinsmer y Popa, Kosaki, Baillet,

Denizeau y Havet.

3.2.1 Definiciéon y Propiedades

Se asumira que todas las dlgebras de von Neumann consideradas son numerablemente descom-
ponibles, es decir, que todas tienen estados normales fieles. Esto es equivalente a tener una

representacion fiel sobre un espacio de Hilbert separable.

Definicién 3.2.1 Sea N C M una inclusién de algebras de von Neumann con una esperanza
condicional E : M — N. El indice (probabilistico, o débil) de E, notado IndE, se define como

el nimero

IndE = (sup{c > 0: E(z) > cz,Vz € M })™L.
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Si el supremo es cero, diremos que el indice de F es infinito. Diremos que la inclusién N C M
tiene Indice finito si existe una esperanza condicional fiel y normal £ : M — N tal que IndE <

Q.

Esta definiciéon no es la original de V. Jones, ya que su definicién se basaba fuertemente
en las propiedades de los factores II; de Murray y von Neumann, en particular la existencia
de trazas. Pimsner y Popa [PP] probaron que esa definicién es equivalente a la expresada en
3.2.1, con la ventaja de que su definicién depende unicamente de la esperanza condicional, lo

que permite utilizarla en contextos méas amplios.

Proposicién 3.2.2 Sean N C M &lgebras de von Neumann y E € E(M,N) con IndE < oo.

Entonces se cumplen las siguientes propiedades:
1. E es fiel y normal.
2. Sip € P(N), entonces E(p)p es invertible en pNp (porque E(p)p > (IndE)p).

3. Sipe P(N)y Ey: pMp — pNpes Ey = E|pnyp entonces IndEy < IndE. Sip € P(N'NM)

y Ep : pMp — pNp se define como E,(z) = E(z)(E(p)p)~* para z € pMp, entonces

IndE, < (IndE)||E(p)| < IndE.

4. Si IndF < oo entonces los proyectores centrales canénicos atémicos, difusos y de tipos I,

II y III de N y M coinciden [J1, P2]. Ademds, N es finita si y s6lo si M es finita.

5. Z(N) es atémico (respectivamente, finito dimensional) si y sélo si Z(M) es atémico (res-

pectivamente, finito dimensional).
6. Si N, M son factores, entonces dimN' N M < (IndE)2.

F
7. SiQ C P es otra inclusion de dlgebras de von Neumann tal que Q C N, P C M y F = E|p,

entonces IndF' < IndFE.

E F
8. SiNCPC M, entonces IndE o F' < IndFE - IndF.
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3.2.2 La construccion Basica de Jones

Sea N C M una inclusion de algebras de von Neumann, ¢ un estado fiel y normal de M, y
E : M — N una esperanza condicional p-compatible, fiel y normal. Consideremos M C B(H),

con H la representacion standard de M para ¢, y definamos:

Definicién 3.2.3 Sean N C M &lgebras de von Neumann, E € E(M,N) y ¢ un estado fiel
y normal de N. Llamaremos también ¢ al estado de M dado por po E. Si H = L?(M,¢) es
la representacion standard para M con vector &, (ver 2.4), el proyector de Jones asociado a la

esperanza E es el operador e € B(H) que cumple, para todo x € M,
e(x€y) = E(x)&,.

Observacion 3.2.4 Es elemental verificar que efectivamente e es acotado, autoadjunto e idem-
potente. Otra forma equivalente de definir e, que de hecho es la que usa V. Jones en [J1], es
definirlo como el proyector ortogonal de L?(M, ) sobre el subespacio [N&,] (que puede verse

como L2(N,¢)).

Dado un subconjunto K del espacio de Hilbert H, utilizaremos la notacién Sp(K) para

indicar el subespacio lineal cerrado generado por K.

Proposicién 3.2.5 (Jones) El proyector de Jones cumple las siguientes propiedades:
1. exe = E(z)e,Vx € M,
2. spMeH = H.
3. {e})NM =N,

4. Si J, denota la conjugacién modular para la representacién standard respecto de ¢, en-

tonces JyeJ, = e.

El paso que “abrid las puertas” en el trabajo original de V. Jones [J1] fue la observacién
de que el proyector de Jones permite generar una nueva &dlgebra mas grande, y que la nueva
inclusién conserva el indice. Asi se genera una torre de algebras, y en el estudio de esta torre se

basan la gran mayoria de los resultados profundos sobre el indice.
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Definicion 3.2.6 Sean N, M, H y e como en la Definicién 3.2.3. Se llama la extension de M
por e y se nota (M, e), al algebra de von Neumann generada por M y e en B(H). Esta dlgebra
es llamada también la construccion bdsica para N é M. La torre de dlgebras es la sucesion de
algebras

NCMCM CMC---,

donde M, es la construccon bésica para la inclusién M;_; C M;.

Proposicion 3.2.7 La Construccién Bésica cumple las siguientes propiedades:
1. (M,e) =sp“{zey:x,y € M}.
2. N>z ze € e(M,e)e es un isomorfismo.
3. (M,e) = J,N'J,.

4. Z(N) 3 z+— Jy2"J, € Z((M,e)) es un isomorfismo y de hecho J,z*J,, es el tinico elemento

2 € Z((M,e)) tal que z’'e = ze.

Un resultado esencial en la construccion basica es poder obtener una nueva esperanza con-
dicional E; : (M,e) — M, para asi estar en condiciones de iterarla infinitamente. En el caso
de factores II; la existencia de este esperanza proviene de que es posible extender la traza de
M a (M,e), pero ya en el caso general de factores esto es imposible por carecerse de traza, y
entonces la existencia debié probarse de otros modos. Kosaki [Kol] utilizé la teoria de pesos a
valores operadores de U. Haagerup para probarlo (ver, por ejemplo, [St, §11 y §12]). La idea

utilizada en [BDH], més sencilla, se basa en la aplicacién positiva de M — M bimédulo
E~: Zwieyi — inyi, (3.2.1)
i i

definida para sumas finitas >, z;ey; de la *-subdlgebra densa Y MeM de (M,e) en M, que
define por continuidad un peso a valores operadores de (M, e) en M que se nota E~'. El gran
paso es probar que si el indice (en el sentido en que se lo haya definido) es finito, entonces el peso
a valores operadores E~! es finito (o sea, E~1(1) € M), de manera que puede normalizarse para

que sea una esperanza condicional, y el fndice fuerte resulta ser E~1(e) (ver Corolario 3.2.12).
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3.2.3 Bases Ortonormales

En su profundo trabajo sobre el indice de factores II; y su relacién con la entropia de Connes,
Pinsmer y Popa [PP] mostraron que la condicién de indice finito implica la existencia de una
suerte de base ortonormal para M como N-médulo, considerando el “producto escalar” (a valores
operadores)

(z,y)n = E(y*z),
y donde el indice de Jones aparece como la “cantidad” de elementos de la base. Esto sugiri6 a
varios autores [BDH, W] utilizar las bases ortonormales de médulos para definir el indice en el
caso no factorial.

Con mas precision:
Definicién 3.2.8 Una familia de elementos {m;}; C M que cumple las condiciones:
1. E(mim;j) = 6;;f; € P(N),Vi,j

2. (Z mj(eH)) =H

E
se llama una base ortonormal de N C M.

Proposicién 3.2.9 Dada una base ortonormal {m;} de M, se cumplen las siguientes condicio-

nes:

1. {mjem}}; es un sistema ortogonal de proyecciones (es decir, {m;e} son isometrias parciales

y {mjeH} son subespacios de Hilbert de H ortogonales dos a dos).

2. ijem;f =1.

3. ije(m;‘f) =, V€ € H; en particular ijE(mjx) = z,Vx € M, esta ultima conver-

gencia en la topologia débil de operadores.

*

; es un operador acotado (es decir, las sumas finitas estan

Se puede probar que ijm
J
uniformemente acotadas) si y sélo si E~! estd definida en todos lados, esto es que E~1(1) es un

operador acotado, en cuyo caso E~1(1) = Zm;m;* para cualquier base ortonormal {m; -
J
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El hecho de que E~!(1) coincide con ijm;“ para inclusiones de factores arbitrarios esta
implicito en [Kol] y aparece explicitamente en [BDH] para algebras de von Neumann arbitrarias.
También se hace notar en [BDH] que Y m;m} € Z(M).

Por lo dicho precedentemente, en [BDH| y [W] se hace la siguiente definicién:

Definicién 3.2.10 Sean N C M algebras de von Neumann , F € E(M, N). Definimos el Indice

(fuerte) de la esperanza E como el operador
Indppu(E) = E~1(1).

En el caso de factores II; y esperanzas que preservan la traza, se prueba en [PP] que el

indice probabilistico coincide con el indice de Jones (= E mjmj). Para inclusiones arbitrarias
J

de algebras de von Neumann el estudio de la relaciéon entre IndE y Zm]m;‘ = E7Y(1) fue
iniciado en [BDH] y continuado en [L1], [Jol], etc. Después de varios anos de coexistencia de las

nociones de indice débil y de indice fuerte se probd que ambas nociones de indice finito coinciden:

E E
Teorema 3.2.11 (Popa, BDH, Jolissant) Ind(N C M) < oo si y s6lo si N C M tiene una

ES

i (= E~1(1)) es un operador acotado, y en ese caso

base ortonormal {m;}; tal que ijm
IndE < || ijm;‘H < (IndE)?. Més precisamente, si IndE < oo o ijm;‘» es un operador

J
acotado, entonces:

a) Si N es débilmente estable (es decir, Yn > 1,3Q C N, Q ~ M, x,(C)) entonces

IndE = || Y mym}||

b) Si N es propiamente infinita, entonces existe m € M tal que x = mE(m*z), Vo € M, es
E
decir que el conjunto de un elemento {m} es una base ortonormal de N C M. Ademas,

m puede ser elegido de manera que E(m*m) = 1.
c) En general, ijm;k < (IndE)%

Corolario 3.2.12 Sean N C M algebras de von Neumann y sea F : M — N una esperanza

E
condicional con IndF < oo, y M7 la construccion basica para N C M. Entonces
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1. Existe By € E(My, M) tal que Ej(e) = (Indgpy(E))~L.
2. IndBDH(E)1 = E(IndBDH(E)).

3. Sidim(Z(N)) < oo entonces dim(N' N M) < oo.

Demostracién. En primer lugar tomemos el peso a valores operadores E~!. Por el Teorema
3.2.11, sabemos que E tiene indice fuerte finito, es decir que existe una base ortonormal {m;}
en M. Por 2 de la Proposicién 3.2.9, tenemos que ) m;em; = 1. Aplicando el peso a valores

operadores E~! a dicha igualdad, tenemos:
E_l(l) = Z’I’nz’l’n;k = IndBDH(E).

Notemos que, como puede elegirse una base ortonormal tal que m; = 1, siempre vale que

Indppr(E) > 1, o sea que es invertible. Esto nos permite definir
FEy(z) = (Indgpy(E))LE~(z),

para todo z € M;. Se puede verificar que E7 es una esperanza condicional, con lo que queda
probado 1. Para ver 2, notemos que {mje(Indgpx(F))"/?} es una base ortonormal para Mj,
de manera que IndEy; = E(Indgpy(F)). Para probar 3, como Ej tiene indice fuerte finito,
por el Teorema 3.2.11) sabemos que tiene indice débil finito. Entonces, por 7 de 3.2.2, F o E;
tiene {dice débil finito. Si a esta esperanza la restringimos a N’ N Mj, tenemos una esperanza
EoFE; : NNM; — Z(N), que tiene indice finito por 6 3.2.2. Ahora, por 3 de 3.2.2, si

dim Z(N) < oo, debe ser dim N’ N My < oo. |

3.3 La teoria de Longo y su extension

En su trabajo sobre la teoria del indice de Jones para inclusiones de factores ([L1]), R. Longo ha
desarrollado definicién de indice diferente e interesante, junto con técnicas que son aprovechadas
al maximo cuando los factores son propiamente infinitos y a la vez semifinitos, es decir de tipos
I 6 II. En esta secciéon desarrollaremos una teoria andloga a la de Longo, eliminando la

condicion de que las algebras sean factores.
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En el Teorema 3.3.19 muestra la equivalencia de la nueva nocién de indice finito con las
anteriores. Esto esta relacionado con el hecho de que la construccién bésica y rl tinel sean
“intercambiables”, es decir que la construccién bésica del tunel sea la inclusién original, y
viceversa. Esto no tiene por qué suceder necesariamente, ver el ejemplo 3.3.20. Esta extension
de la teoria de R. Longo esta publicada en [A]. Una aplicacién de esta equivalencia aparece en
la prueba del Teorema 5.1.27, que utilizaremos en la seccién 5.4 para caracterizar el grupo de
Weyl de la esperanza condicional sobre el algebra fija por la accion de un grupo propiamente
exterior de automorfismos.

Si bien varios de los resultados (de hecho, casi todo el contenido de la subseccién 3.3.2)
parecen ser redundantes con los de la seccién 3.2, tienen como hipédtesis que el indice es finito
en el sentido de Longo, y son utilizados en el nuevo contexto como pasos previos para probar
la equivalencia con las definiciones anteriores del ’i ndice Hacemos notar aqui que si bien los

resultados son llamativos, las hip6tesis son bastante restrictivas (ver 3.3.20).
3.3.1 Notacién y preliminares

Asumamos que B C A son dlgebras de von Neumann propiamente infinitas y semifinitas, con
predual separable. Como A es semifinita, existe una traza semifinita fiel y normal 7 en A
(Definicién 2.3.10).
Supongamos ademas que tenemos una esperanza condicional E : A — B, fiel y normal, tal
que 7 - £ = 7. El Teorema de Takesaki (3.1.5) asegura que 7 es también semifinita en B.
Como A y B son propiamente infinitas, por la Proposicién 2.4.2, podemos considerar A y B
actuando sobre un espacio de Hilbert H donde hay un vector conjuntamente ciclico y separante

) € 'H para ambas. Llamaremos

o =<-0,0>c A,, (3.3.2)

b= Ec Al (3.3.3)
Por la Proposicién 2.4.1, existe un vector £ € Pq(A) tal que

¢ = (€ ). (3.3.4)
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En [LO, L1], R. Longo introduce el “endomorfismo canénico” de A, notado 7, de la siguiente
manera:

Y(x)=JpJaxJadp 1w €A, (3.3.5)

donde J4 y Jp son las conjugaciones modulares de A y B respectivamente con respecto a Q.

V. Jones hizo notar que se puede definir IndE como la derivada de Radon-Nikodym del
peso tracial 7 -7 con respecto a 7, en el sentido de Pedersen y Takesaki (Teorema 2.5.8). Esta
derivada, que en el caso factor es un escalar que coincide con el indice de Jones, resulta ser,
como en el caso del indice fuerte, un operador central e invertible, e incluso eventualmente no
acotado.

Para nuestra nueva definicién del indice deberemos asumir que 7 - v es semifinito. Al final
del capitulo veremos que esta condicién esta implicada por la finitud del indice en el sentido
débil de la Definicién 3.2.1, de manera que la suposicién estard justificada.

Si 7 -y no es semifinito, diremos que el indice es infinito.

Como 7 y 7T -7 son pesos normales y 7 es también tracial y semifinita, podemos aplicar el
Teorema de Radon Nikodym de Pedersen-Takesaki (2.5.8) para obtener un tnico operador h 4,
invertible, autoadjunto y positivo, afiliado al centro de A (porque ambos pesos son traciales),

tal que
T(v(@)) = T(hax). (3.3.6)

Antes que nada, debemos asegurarnos de que el operador h 4 estd bien definido:

Lema 3.3.1 El operador h 4 de la ecuacion 3.3.6 no depende del vector biciclico elegido.

Demostracion. Dados dos vectores biciclicos, se puede encontrar un unitario en B que conjuga
los endomorfismos canénicos ([LO, Teorema 1.1]). Sean Q y 7 dos vectores biciclicos, y u € B
un unitario que conjuga los respectivos endomorfismos canénicos o y 7,. Entonces, como 7 es

una traza,
T(va(z)) = T(upm(x)u’) = 7(vy(2)),

y por la unicidad del Teorema de Radon Nikodym de Pedersen-Takesaki (2.5.8), el operador h4

es unico. 0O
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El Lema 3.3.1 da sentido a la siguiente definicién:

Definiciéon 3.3.2 Sean B C A algebras de von Neumann propiamente infinitas, 7 una traza
semifinita en M y « el endomorfismo candnico. Sea h4 el operador definido por la ecuacion

3.3.6.

1. Si el operador h 4 es acotado, diremos que la esperanza FE tiene indice finito, y llamaremos
al operador Indy, E = h 4 el indice (en el sentido de Longo) de la esperanza E. Si h4 es no

acotado, diremos que E tiene indice infinito.

2. El proyector de Jones asociado a E es el proyector p dado por
p=[B¢ eB, (3.3.7)
donde £ es el vector definido en 3.3.4 que representa al estado ¢ de 3.3.3.

Observacion 3.3.3 Notemos que esta es exactamente la misma definicién que se dio en 3.2.3,

ya que el estado ¢ verifica que ¢ o ' = ¢.

Como el estado ¢ definido en la ecuacion 3.3.3 es normal y fiel, el vector £ es separante para

B, vy entonces el homomorfismo

®:B— Bp

. (3.3.8)

es un isomorfismo, como en 2 de 3.2.7.
El proyector de Jones que hemos definido nos permite realizar la construcciéon basica de

manera analoga a la de la seccién 3.2.2.
Definiciéon 3.3.4 Llamaremos M a la extensién de A por E.
Proposicién 3.3.5 El endomorfismo candnico v cumple que B = ~(M).

Demostracion. En primer lugar, se verifica que las involuciones antiunitarias J 542 y Jj correspon-
dientes a los vectores biciclicos €2 y £ coinciden, por estar £ en el cono de §2. Podemos entonces

hablar de J4, Jg, etc., sin hacer referencia al vector ciclico y separante al que corresponden.
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Esto significa en particular que el endomorfismo candnico v depende de la representacion pero

no del vector elegido. Ahora podemos escribir, utilizando 3 de la Proposicién 3.2.7,

V(M) = JgIaM Iy Jg = JgJadaB' IadaJs = JpB'Jg = B.

En M podemos construir una extension 7 de la traza 7 de M de la siguiente manera: como
Iy = JaJgJd 4, el endomorfismo candnico v de A es también el endomorfismo canénico de M.

Como el operador h 4 es invertible, positivo y afiliado al centro de A definimos, para x € M,

F(x) = T(v(h,' ), (3.3.9)

en el sentido de la Definicién 2.5.7.

Proposicién 3.3.6 SiIndpFE < oo, entonces el peso 7 definido en la ecuacién 3.3.9 es una traza

fiel, normal y semifinita en M que extiende a 7, y 7 -y es también una traza semifinita.
Demostracion. Consideremos dos elementos x,y € M. Entonces tenemos

Fxy) = 7(y(hy' wy) = T(y(hg )y ()7 (y).

Como h;ll es central en A y 7 es una traza,

Fay) = T(v(h )W) () = T(y(hg'yz) = Fyz),

probando que 7 es una traza. También debemos probar que extiende a 7: dado = € A,
7(x) = 7(y(hy'w) = T(y(hi'w)) =
(usando que 7 -y =17(h4-))
= T(hAthl.iL‘) = 7(x).
Tenemos por tanto que 7 extiende a 7.

Ademsds, se verifica que 7 es semifinita en M, porque 7 es semifinita en B, y que 7 - 7y es

también semifinita, notemos simplemente que el subespacio denso donde es finita es v~1(M,),
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el subespacio débilmente denso de B donde 7 es finita (ver Ecuacién 2.3.4). Nos resta ver que 7

es fiel y normal. Sea z € M, con 7(x) = 0. Entonces

0 = 7(z) = T(v(h ] *zh %)),

/2, —1/2

Como 7 es un isomorfismo, y 7 es fiel, entonces h 4 ' “zh , '~ = 0, lo que implica que z = 0, al ser
h 4 invertible. La normalidad de 7 se desprende de que 7 es normal, v es normal, y multiplicar

por un operador acotado fijo también es normal. O

Corolario 3.3.7 Existe una nueva esperanza condicional fiel y normal
Efj:-M— A (3.3.10)
que conmuta con 7, y un operador positivo invertible hj; del centro de M andlogo al h 4 anterior.

Demostracion. Como 7 es una traza fiel, normal y semifinita de M y 7|y = 7 es semifinita existe,
por el Teorema de Takesaki (3.1.5), una esperanza condicional fiel y normal en las condiciones

senaladas en el enunciado. O

Tiene, por lo tanto, sentido definir el indice Indy F 4, y este proceso puede interarse indefi-
nidamente, dando lugar a la Torre de Algebras.
Como veremos en el Corolario 3.3.13, la esperanza FE 4 coincide con la esperanza E; del Lema

3.2.12.

3.3.2 Propiedades de Ind FE

Cuando A es un factor, el indice es un escalar, y es el mismo en todos los niveles de la torre,
porque Indp E estd en el centro de todas las dlgebras de la torre. Cuando el Indice pasa a
ser un operador, esto ya no tiene por qué suceder en principio. Sin embargo, la propiedad de
que el indice es el mismo en todos los “niveles” sigue valiendo. El siguiente Teorema establece
una relacién entre diferentes indices de inclusiones en la torre. Brevemente, se prueba que la

esperanza FE “baja” el indice un nivel.
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Proposicién 3.3.8 Si E tiene indice finito , entonces la esperanza FEy definida en la ecuacién
3.3.15 tiene indice finito y
IndLEO = E(Il’ldLE)

Demostracion. Alcanza con ver que si x € B,

T(E(ha)x) = T(E(hax)) = 7(haz) = 7(y(z)),

y notar que E lleva elementos del centro de A en elementos del centro de B. Por el Teorema de

Radon Nikodym de Pedersen-Takesaki (2.5.8) hp es unico, de manera que E(h4) = hp. O

El siguiente resultado justifica que es posible construir la torre de Jones de la inclusién
preservando las principales propiedades: se muestra que indice finito en un nivel implica indice

finito en todos los niveles de la torre.

Proposicion 3.3.9 Si E tiene indice finito, entonces la esperanza FE 4 definida en la ecuacién

3.3.10 tiene indice finito, y ademés ||Indp E 4| < ||Ind,E||.

Demostracion. Mostraremos que 7 - v < ||h4||7, y esto implica que hjs es acotado con norma
menor que ||h ]| por la primera parte de la demostracién del Teorema 5.12 de [PT].

Dado z € M, como h4 es acotado,

(7M@) = 7(y(2))
= 7(v(ha(hy')))
< hallr(v(h5'2))

= [[hall7(@).
Hemos probado entonces que ||has|| < ||hal|, pero también tenemos, por la Proposicién 3.3.8,
que

1Pl = |EA(Pan) | < [[hal],

lo que prueba la igualdad. O

Considerando a las dlgebras B y Bp representadas en H y pH respectivamente, podemos

aplicar el Teorema de Implementacién Unitaria ([KR, 7.2.9]) al isomorfismo ®(z) = zp de la
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ecuacién 2 de la Proposicién 3.2.7, para obtener un operador unitario V : H — pH tal que
O(x) =VaV™. (3.3.11)
Este operador V puede verse como una isometria parcial de H que cumple
VaV* =uxp, z € B, (3.3.12)
y V*V = 1. Ademas, como pV =V, cumple
Ve =VaV*V = apV = 2V, para todo x € B, (3.3.13)

de manera que V € B'.
El siguiente Teorema es una herramienta técnica necesaria para probar la Proposicion 3.3.11,
pero a su vez es un interesante resultado en cuanto a establecer la relacién entre la esperanza

condicional F y el endomorfismo candnico.

Teorema 3.3.10 Con las notaciones anteriores, dado = € A, se cumplen las siguientes igualda-

des:
1. E(z) =V*2V;
2. E(x) = JgV*Jpy(z)JgV JB.
Demostracién. Si x € A, recordando que vimos en la discusién previa que V € B,
E(xz)=V*VE(z) =V*E(x)V = V*E(x)pV = V*paxpV = V*zV.
Ahora utilizaremos el hecho, deducible usando con sutileza la teoria modular, de que
JAVig=V

(ver, por ejemplo, la demostracién de la Proposicién 5.1 de [L1]). Entonces, tenemos
E(x) = V*2V = JgV*JazJ4V Jg
= JygV*JIpJgJaxJaJgIBV JB

= JgV*Jgy(x)JBV Jp.
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En la teoria usual del Indice de Jones para inclusiones de factores, se cumple la relacién

expresada en 1 del Corolario 3.2.12, que con la notacion de esta seccién seria
Ea(p) =Ind B,

donde Ind; E es en ese contexto un ntimero real mayor que 1. La Proposicion siguiente es la

generalizacion de ese resultado a nuestro caso.

Proposicion 3.3.11 Si E tiene indice finito, entonces
(IndLE)EA(p) = 1.

Demostracién. Como V € B', JgV.Jg € B, de manera que si x € A tenemos, por el Teorema

3.3.10,
T(E(x)) = 7(JgV*Jpy(x)JsV Js) =

= 7(JVJIpJgV*JIpvy(x)) (3.3.14)

T(JepJpy(@)) = 7(7(p2)),
porque p = JapJa. Ahora, y(zp) € B, por la Proposicién 3.3.5, de manera que podemos escribir,

usando la ecuacion 3.3.14,
7(z) = 7(E(z)) = 7(v(px)) = T(hapr) = 7F(Ealhypr)) = 7(Ea(hyp)r).
Tenemos entonces, como E4(hyp) € Ay 7((1 — E4(hypp))x) = 0 para todo x € A, que
E4(hup) = 1.
Para ver la segunda afirmacién, sea x € A. Entonces
T(Ea(p)z) = 7(Ba(pr)) = 7(px) = 7(y(h'pr)) = 7(v(prhy')) = 7(E(xhy') = (b} ),

lo que prueba que E4(p) = h;ll. O

Si (7 -7)|a es semifinita, tenemos también que 7|,(4) es semifinita, y por el Teorema de

Takesaki (3.1.5) hay una esperanza condicional fiel y normal
Ey:B—~(A) (3.3.15)
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que conmuta con 7; en particular podemos repetir la construcciéon anterior para obtener un
proyector

e€ A con A=< B,e >, exe = Ey(z)e,x € B. (3.3.16)

Notemos que por el argumento anterior, el endomorfismo canénico v nos permite construir
de manera candnica un tunel para la inclusién tal que las propiedades de la inclusién original se
preservan.

La construccién del “tinel” nos permite probar:

Corolario 3.3.12 Sean B C A algebras de von Neumann propiamente infinitas y semifinitas,

E € E(A,B), con E de indice finito en el sentido de Longo. Entonces valen las desigualdades

z < (IndpF) E(x), (3.3.17)

z < |Ind,B|| E(z), (3.3.18)

para todo x € A,.

Demostracion. Aplicando la Proposicién 3.3.11 a la construccién hacia abajo que hicimos en la

discusion precedente, tenemos que

1= (Ind, E) E(e),

Y

y como IndE € Z(A), estamos en condiciones de reproducir (I a pesar de que el indice no es

un escalar !) la demostracion de la Proposicién 2.1 de [PP], para obtener
x < (IndpF) E(z).
Para ver la segunda desigualdad, notemos simplemente que, como E(p) > 0,
1 = (IndE) E(p) = E(p)*/*(IndLE) E(p)"/? < | IndE|| E(p),

y de nuevo se puede proceder como antes. O

Corolario 3.3.13 La esperanza E 4 definida en 3.3.7 coincide con la esperanza E; del Lema

3.2.12.
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Demostracion. Por la Proposicion 3.3.11,
EA(p) = (IndLE)fl = IndBDH(E)fl,

y entonces se hace obvio de la definicién de E; (ver la ecuacién 3.2.1) la igualdad entre las

esperanzas. O

Si bien la Proposicién siguiente estd establecida en [AS2] para el caso en que la inclusién tiene
indice débil finito, nos es necesario ver que sigue valiendo para en la seccién siguiente usarla en
la demostracién de que los diferentes indices coinciden. Es por esto que incluimos aqui la version
para el caso de indice finito en el sentido de Longo. La herramienta esencial serd la desigualdad
3.3.17. Como indice fuerte finito implica indice débil finito, la demostraciéon de [AS2| vale para
los dos casos “convencionales”, de manera que sélo explicitamos la demostracién para el caso de

indice de Longo finito.
Proposicién 3.3.14 Si E tiene indice finito (en cualquier sentido), entonces Mp = Ap.

Demostracion. El conjunto K = {ag + >_,; a;pb; : a;,b; € A} es débilmente denso en M. Dado
x € M, tenemos una red {x,}o € My tal que 2, — z con la topologia débil de operadores.
Es trivial entonces que x,p — xp. Para cada elemento z, existe un a, € A con anp = Tap
(usando que pyp = E(y)p para todo y de A). Por el Teorema de Densidad de Kaplansky (2.1.12),
podemos asumir que la red {z,}q es acotada, esto es ||zq]| < ¢, ¢ € IR, para todo «. Entonces
podemos escribir, como x +— xp es isomorfismo (ecuacién 3.3.8), y usando el Corolario 3.3.12,

laall = llazaal'? < (Indz B)"?||lpagacpl'/?

= (IndzE)"?|laapll = (Indz B)"?||zapl,
de manera que {a,} es acotada. Eligiendo una subred de {a,} que converja a un a € A, tenemos

claramente que ap = xp. O

3.3.3 Relacion entre Ind; F y las definiciones anteriores del indice

El objetivo principal de esta seccién es mostrar que las diversas nociones de indice finito que

hemos mencionado son equivalentes. Este hecho es importante, entre otras cosas, porque hemos
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logrado caracterizar algunas propiedades en funcién de la finitud de alguno de los indices, y serd
interesante tener el dato de que siguen valiendo esas propiedades si podemos mostrar que alguno
de los otros indices es finito.

Estamos interesados en comparar los siguientes niimeros:

A =max{\: E(x) > Az, z € A}

No = max{\: [E(@)] = Aal, @€ Ay}
que en el caso de factores finitos son definiciones equivalentes del Indice de Jones (mds precisa-
mente, de la inversa del indice: [PP], seccién 2), con el indice fuerte (ver Definicién 3.2.10) y el
indice de Longo (ver Definicién 3.3.2).

FEl Lema siguiente, también de Baillet, Denizeau y Havet, prueba que siempre vale \; = As.

Reproducimos aqui la demostracién més que nada por razones estéticas.

Lema 3.3.15 ([BDH]) Para todo positivo x € M y A > 0, ||E(z)|| > Al|z|| siy sélo si E(x) >

Ax.
Demostracion. La reciproca es clara. Para ver la ida, sea y € M ™, A > 0 y supongamos que
[E(@)] = Allz]l.

Para cada n € IN, sea b, = (E(y *y) + 1/n)~"/2. Entonces

IN

by ybn 1ony ybul < Hly*y 1116721 <

IN

AHEW (B ) +1/n) 7 <A™

y podemos escribir

vy < AYE(y*y) + 1/n) para todo n € IN

My*y < E(y*y)

Lema 3.3.16 Si A\; > 0, o si F tiene indice finito, entonces
M = {apb: a,be A}.
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Demostracion. Llamemos

My = {apb: a,be A} C M.

Es trivial que My es una *-subdlgebra, ya que prp = E(z)p. Por Proposicién 3.3.14, alcanza
entonces con mostrar que 1 € MO, y en el contexto en que estamos trabajando se cumple que
1 € My. En efecto, recordemos que V € B, de manera que Vy = J4 V J4 es una isometria de

M (porque M = JaBJ4) que cumple:

VoVo=JaV  JaJaV Ja=JaVVig=1 (3.3.19)

VoVg' = JaV JaJaV* Ja=JapJa=p. (3.3.20)
Luego, 1 = Vi p Vo, y por la Proposicién 3.3.14 vale que Mp = Ap, de manera que existe m € A

con Vi'p =mp, y 1 = mpm* € M. O

El siguiente Teorema es el paso esencial para mostrar la equivalencia de las definiciones de

Indice.

Teorema 3.3.17 Si E tiene indice finito, entonces Indy E coincide con el indice de Baillet,
Denizeau y Havet. Reciprocamente, si la esperanza E tiene indice finito en el sentido de [BDH],

entonces FE tiene indice finito.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que Indp E < co. Entonces, tomando m del Lema

3.3.16, se ve facilmente que (m, m*) es una base ortonormal para A, porque si z € A,

xp = mpm*xp = mE(m*z)p
pr = prmpm* = pE(xm)m*

Como FE es fiel, podemos deducir que * = mFE(m*x) = E(xm)m* para todo =z € A, y, por
linealidad, para todo x € A.

Por otra parte, por la Proposicién 3.3.11, y como mpm* =1,

mm* = mhaEA(p)m™ = haEA(mpm™) = haE4(1) = hg,

de manera que tenemos que h 4 es el indice de E en el sentido fuerte.
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Para ver la reciproca, sea {m;}; una base ortonormal para A. Mostraremos que Y m;m;
es la derivada de Radon Nikodym de Pedersen-Takesaki de 7 - v respecto de 7. Tenemos, para

x € A, y utilizando la ecuacién 3.3.14 y 2’ de la Proposicién 3.2.9,

TQ_mimiz) = ) r(mizm;)
= Y r(E(miam)
= Y r(v(pmizm;))
= > 7(y(mipmi)y(z))
= 7(vQ_ mipmi)y(x))

= 7(v(2)).
y la unicidad del Teorema de Radon Nikodym de Pedersen-Takesaki (2.5.8) implica que

Ind E =Indgpy(E).

Proposicion 3.3.18 Si A\; > 0, entonces E tiene indice finito.

Demostracion. Tomamos nuevamente m de la demostracion del Lema 3.3.16. Sabemos que mm*
pertenece al centro de A porque (m, m*) es una base ortonormal. Procediendo nuevamente como

en la demostracién de 3.3.17, tenemos, para x € A,
T(mm*x) = 7(y(x)).
Una vez mas, por la unicidad en el Teorema 2.5.8, tiene que ser h 4 = mm*, de manera que h 4
es acotado. O
En el siguiente Teorema resumimos lo anterior en el hecho de que todas las definiciones de

indice finito son equivalentes para algebras propiamente infinitas y semifinitas:

Teorema 3.3.19 Sean B C A &lgebras de von Neumann propiamente infinitas y semifinitas,
E : A — B una esperanza condicional fiel y normal que conmuta con una traza 7 semifinita en

A. Entonces son equivalentes:
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(i) E tiene indice débil finito.
(ii) Ag > 0.
(iii) E tiene indice finito.
(iv) E tiene indice fuertemente finito en el sentido de Baillet, Denizeau y Havet.
(v) Mp= Ap.
Ademas, si se cumplen las condiciones precedentes, entonces

Ind,E = Indgpp(E).

Demostracion. En el Lema 3.3.15 vimos que (i) <= (ii). En la Proposicién 3.3.18 probamos que
(i)=-(iii). Por el Teorema 3.3.17, (iii) y (iv) son equivalentes y vale la igualdad entre los indices.
Por la Proposicién 3.3.12, (iii) implica (i). Finalmente, en [AS2] se prueba que (v) <= (i), como

ya dijimos al enunciar la Proposicién 3.3.14. O

Culminamos la seccién con el ejemplo, ya mencionado previamente, de que el indice fuerte

puede no ser igual al indice de la contruccién bésica.

Ejemplo 3.3.20 ([BDH, 3.7.(iii)]) Sea N un algebra de von Neumann , sea u € (—1,1), y

M:{<a b):a,bEN},
b a

g (@ b\ [ a+ub 0
FA\b a | 0 a+pb |-

Entonces tenemos la siguiente base ortonormal:

10 ! 1
o1 )" T a2\ 1 - ) [

El indice fuerte se calcula mediante Indgp H(EM) =1+ mm*, es decir

2 1 -
IndBDH(E,u) 3 < 1“ ) .

sea

con la esperanza condicional

Cl—p?\ —n
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El proyector de Jones es
14+4/1—p2
I e e 0
1—y/1—p2
/2 ﬂ

2

Notemos asimismo que el indice de la construccién bésica es, al ser {m;e(Ind;E)Y/?} una

base ortonormal (ver demostracién del Corolario 3.2.12),
Z m;E(Indp F)e

En este caso, como se verifica que
E(Indppu(EL)) =2,

el indice de la construccién bésica es 2. Al ser el indice un escalar, si se puede construir el
tunel (lo que es seguro, por ejemplo, en el caso propiamente infinito), el indice serd también 2,

diferente del indice original.
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Chapter 4

Subvariedades diferenciables en
espacios de Banach

Enunciaremos aqui las definiciones y propiedades de las subvariedades diferenciables de espacios
de Banach, érbitas por la accién de un grupo y Espacios Homogéneos Reductivos que necesita-
remos en los capitulos 5 y 6.

Como las subvariedades estan sumergidas en una variedad que es un espacio de Banach,
los espacios tangentes se identificaran con subespacios lineales cerrados y complementados del
espacio de Banach.

Las principales referencias para las definiciones y propiedades geométricas a las que referimos
son los libros de S. Lang, “Differential Manifolds” [L], y de A. R. Larotonda “Notas sobre Va-
riedades Diferenciales” [Lal]. Para la definicién de la estructura de espacio homogéneo reductivo

y, en particular, para el cdlculo de los invariantes geométricos, se ha seguido a [MR].

4.1 Definiciones basicas

A lo largo de todo el capitulo, £, F denotaran espacios de Banach complejos. B(E) serd, en ese
caso, el espacio de operadores lineales acotados sobre £.

Notemos que el uso de espacios de Banach surge naturalmente al no requerir que las va-
riedades diferenciables sean de dimension finita. Esto hace que no haya una necesariamente
estructura Riemmaniana.

Diremos que un subespacio complejo S de un espacio de Banach &£ es complementado si es

cerrado y existe otro subespacio complejo y cerrado T' C £ tal que S @ T = £. Notemos que es
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equivalente ser complementado a ser igual al rango de un proyector p € B(E).

Definicion 4.1.1 Sean X C &, Y C F subvariedades analiticas y f : X — Y analitica.

Decimos que f es una sumersion si para cada x € X se verifica que:
1. Ker df, es un subespacio complementado de &.

2. dfy : TXy — TY}(y) es suryectiva.
Enunciamos propiedades basicas de las sumersiones:

Teorema 4.1.2 Sean X C £, Y C F subvariedades, y f : X — Y una sumersion. Entonces

se verifica:
1. para cada € X, f~1(f(x)) es una subvariedad de X

2. para cada x € X existe un entorno U de f(z) en Y y una aplicacién gy : U — X tal que

Jogu =1idy.

La aplicacién gy es lo que se llama una seccion local (ver definicién 4.2.8).
Dada una funcién f : M — Cy un campo vectorial X en M, X actia sobre f de la siguente
manera:
Xf: M — Ces la funcién (si existe)

d

(Xf)z = a

((t))lo,

donde z(t) es una curva diferenciable adaptada a X,, esto es, z(0) = z, #(0) = X,

4.2 Geometria sobre 6rbitas definidas por la accién de un grupo

Sea G C £ un grupo topoldgico, que a su vez es subvariedad analitica de £. Decimos que G es

un grupo de Lie-Banach analitico si las aplicaciones

GxG—G , (z,a)—x-2
G— G =

son analiticas.
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Ejemplos 4.2.1 (de grupos de Lie-Banach)

Mencionamos aqui los dos grupos que aparecen mas naturalmente en un algebra C*:

i) Si A es un élgebra de Banach, el grupo G4 de elementos invertibles de A es un grupo de

Lie-Banach analitico. Es claro ademds que T'(G4)1 = A, ya que G4 es abierto en A.

ii) Si A es un édlgebra C*, el grupo U4 de elementos unitarios de A, es un grupo de Lie-Banach
de clase C°. Para ello, observar que la aplicacién exponencial de A, = {a € A : a* = —a}
en Uy define un difeomorfismo local de clase C*° (por cédlculo funcional y Teorema de

Stone), con lo cual T'(Ua)1 = Agp.-

Por lo dicho en el item i) del ejemplo anterior, a lo largo de todo el trabajo identificaremos
sistematicamente al tangente en el 1 del grupo de invertibles del dlgebra con el dlgebra misma.
Sea G C &€ un grupo de Lie-Banach y X C F una subvariedad, ambos analiticos, decimos

que G actia a izquierda sobre X si existe una aplicacién (que llamaremos accidn) analitica

GXX — X
(9,r) — gx*z,

para g € G, x € X que verifica
g x(gaxx)=(q192) %z, y lxx=zx

para g; € G, z € X.

La accién definida es transitiva si para cada par de puntos x,y € X, existe g € G tal que

T =g*y.
A la aplicacién

x?—)g*x

la notaremos con Lg4, de manera que L, : X — X serd la aplicacién definida por
Ly(z) =g *x.

Definicién 4.2.2 Sea G un grupo que actia transitivamente sobre una subvariedad X (de

manera analitica 6 C*). Si existe zg € X tal que
Tzt G — X, 7a0(9) = Lyg(x0) = g * 20
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es una sumersion, decimos entonces que X es un espacio homogéneo de Banach bajo la accion

de G

Si g, : G — X, dada por
Ta0(9) = Lg(x0) = g * o, (4.2.1)

es una sumersion, entonces también lo es m, para cualquier x € X, porque G actia transitiva-
mente. En particular resulta, por 1 del Teorema 4.1.2, que el subgrupo I, = {g € G : m,(g) =

x} C G es una subvariedad de &, es decir, es un subgrupo de Lie-Banach de G.

Definicién 4.2.3 Sea G un grupo que actia transitivamente sobre una subvariedad X. Al
subgrupo

I,{g € G : mz(9) = x para todo =z € X'}

se lo llama grupo de isotropia de x.

4.2.4 Operaciones con campos vectoriales:

i) Dados V' y W campos vectoriales diferenciables de M — &, notaremos con VIV a la
aplicacion de M en & dada por VW, = %W(v(tmo, donde v(t) es una curva integral

diferenciable de V' con v(0) = x.

ii) Dados V' 'y W como en i), llamaremos [V, W] a la aplicacién de M en £ dada por [V, W], =

VW, —WV,.

Es un hecho bien conocido que en tal caso, [V, W] es un campo vectorial diferenciable.

Dado un grupo de Lie G, los campos vectoriales invariantes (a izquierda), son los campos

vectoriales A tales que

A(z) = (dLy)1 (AQ1)) , Vo eG

La aplicacién A — A(1) define un isomorfismo de espacios vectoriales entre el espacio vec-

torial de los campos invariantes a izquierda de G y el tangente a G en su identidad T3 (G).
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Teorema 4.2.5 Si Ay B son dos campos invariantes, entonces [A, B] también es invariante.

Definicién 4.2.6 Al conjunto de todos los campos invariantes, con el producto [-, -] se lo de-
nomina el dlgebra de Lie del grupo GG. Recordemos que este conjunto es un espacio vectorial

isomorfo a T} (G), como ya hemos mencionado. En algunos casos, notaremos al dlgebra de Lie

de G por L(G).

Ejemplo 4.2.7 Las algebras de Lie de G4 y Uy son isomorfas a A y A, respectivamente (ver

4.2.1), y el corchete [a,b] es el conmutador

[a,b] = ab — ba.

Sea ahora G un grupo de Lie-Banach analitico, que actia sobre un espacio de Banach com-
plejo €. Fijemos z¢p € &£ y llamemos @ = 74,(G) a la drbita de z9. Mencionaremos ahora
condiciones que la accion debe satisfacer para que la orbita @) sea una subvariedad de £ y, mas

aln, para que sea un espacio homogéneo de Banach bajo la accién de G.

Definicion 4.2.8 Con las notaciones precedentes, sea U un abierto en @ y s : U — G una
funcién continua. Si se verifica que 74, o s(z) = x para todo x € U, se dice que s es una seccion

local de Ty, .

Teorema 4.2.9 Con las notaciones precedentes m,, : G — (@ es abierta si y sélo si para cada

x € @ existen secciones locales continuas s : U — G, con U un entorno de = (U abierto en Q).
Ejemplos 4.2.10 (de espacios homogéneos)

i) Si A es un algebra C* y p un idempotente de A, entonces la 6rbita de similaridad de p,

1

S(p) ={gpg~" : g € G4} es un espacio homogéneo de Banach analitico [CPR],[R].

*

ii) Si p ademas es autoadjunto (p* = p), entonces la érbita unitaria U(p) = {upu®* : u € Uy}

es un espacio homogéneo de Banach de clase C*° [CPR].
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4.3 Espacios Homogéneos Reductivos y Grupos de Lie

Definicién 4.3.1 Dado un espacio homogéneo @) bajo la accién de un grupo de Lie-Banach G,

se dice que ) admite una estructura reductiva si

1. Para cada xy € @ existe un subespacio cerrado H*® C L(G), invariante por automorfismos
internos de I, tal que

H* & L(I,) = L(G)
2. La distribucién x — H* es analitica. Esto significa que la aplicacién
Q >z +— Py € B(L(G))
es analitica.

La existencia de una estructura reductiva para un espacio homogéneo dado es un hecho

bastante restrictivo, como se ve en los siguientes ejemplos:

Ejemplos 4.3.2 (de espacios homogéneos con estructura reductiva)

i) Las érbitas de similaridad de operadores en un espacio de Hilbert admiten una estructura

reductiva si y sélo si el operador es normal y tiene espectro finito [AS1].

ii) Si @ es el espacio de representaciones de una C* algebra fija sobre un espacio de Hilbert
también fijo, la existencia de una estructura reductiva en () implica que el dlgebra C* es

nuclear [ACS].

iii) Si @ es el espacio de representaciones de un édlgebra de von Neumann fija sobre un espacio
de Hilbert también fijo, entonces () admite una estructura reductiva si y sélo si el algebra

de von Neumann es inyectiva [ACS].

Para culminar esta seccion estableceremos algunas definiciones y teoremas sobre espacios
homogéneos reductivos, en particular dos teoremas clasicos de teoria de Grupos de Lie que
usaremos mas adelante. Para las demostraciones, ver por ejemplo [Lal.

Un subgrupo H de un grupo de Lie G se dice subgrupo regular si es también un grupo de Lie

y si T1 H es complementado en T1G.
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Teorema 4.3.3 Sea G un grupo de Lie, H C G subgrupo tal que existen conjuntos abiertos
UVeon0eU,1eVyTi(G)=X &Y (como suma directa de espacios de Banach) tales que

se cumple
1. exp : U — V es un difeomorfismo.
2. HNV =exp(X NU).

Entonces H es un subgrupo regular de Gy T1(H) = X.

Teorema 4.3.4 Sea GG un grupo de Lie, H C G subgrupo regular. Entonces

1. G/H tiene una unica estructura de variedad diferenciable tal que G — G/H es una

sumersion.
2. G — G/H da a G/H una estructura de espacio homogéneo reductivo.

3. La acciéon G x G/H — G/H es C*™.

Teorema 4.3.5 Si H es un subgrupo de un grupo de Lie G y la componente conexa H; de 1
en H es un subgrupo regular de G, entonces H es un subgrupo regular de G si y sélo si Hy es

abierto en G

4.4 Invariantes geométricos

Sea G un grupo de Lie que actiia sobre un espacio de Banach &£, xg € £, y Q la érbita de xg por
G. Si @ es un espacio homogéneo de Banach bajo la accién de G' con una estructura reductiva,
ésta induce una conexién lineal V en el fibrado tangente a ). En esta seccién entraremos en los
detalles de cémo se obtiene. Antes deberemos establecer las definiciones necesarias.

Notaremos por X (M) al conjunto de campos vectoriales analiticos sobre M. Una conezion
lineal en la subvariedad M es una regla V que asigna a cada Y € X' (M) una aplicacién lineal
Vy de X(M) en si mismo, y que satisface las siguientes condiciones, si f,g € C*°(M,C) y si

Y,Z € X(M):
i) Vivigz = fVy +9Vz
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i) Vy(f2)=fVvy(2)+ (Y f)Z

SiY € X(M), a la aplicacién Vy la denominaremos la derivada covariante con respecto a
Y. Es un hecho bien conocido que el valor de Vy Z en z, depende solamente del valor de Y.

Sea A : [, 8] — M una curva C2. Por la observacién precedente tiene sentido considerar la
derivada V( ) (1) (extendiendo a la curva diferenciable de vectores tangentes %)\(t), a un campo

vectorial diferenciable en M). Diremos que el campo Y es paralelo a lo largo de la curva X si se

verifica que

<V(M)(t)Y> o =0 para todo t € [a, f].

dt

Diremos que A es una geodésica de la conexién lineal V, si para cada ty € [«, 3],

v Y) 0,
<(3)“) Alto)

donde Y es un campo vectorial en un entorno de A\(tg) en M, que “extiende” a %)\(t), o0 sea

Yae) = 4 \(t) en dicho entorno.

Definicién 4.4.1 Dados campos vectoriales diferenciables X, Y, Z € X (M), llamaremos torsion

de X eY al campo vectorial T(X,Y) € X (M),
T(X, Y)ac = (VXY)JJ - (VYX):E - [X) Y]x

Es inmediato verificar que T'(X,Y"), depende sélo de los valores de X, y Y.

Llamaremos tensor de curvaturaen X, Y y Z al nuevo campo R(X,Y)Z € X(M), dado por
{R(X,Y)Z}, = [Vx(Vy2)], = [Vy(Vx2)], = (VixnZ) -

Es inmediato también que R es C*°(M, C) tri-lineal en X (M).

Veamos entonces ahora cémo la existencia de una estructura reductiva induce una conexion
lineal V. Trabajaremos directamente con el caso en que el grupo que actiia es Gy, el grupo
de invertibles de una C*-dlgebra M, ya que ese es el caso que se estudia en este trabajo. Se
puede repetir la construccién, con modificaciones obvias, en el caso de que el grupo es Uy, los

unitarios de M.
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Si g : Gy — Q, es la funcién definida por m,(g) = Ly(q), entonces su diferencial en 1,
d(mg)h : TiGy = M — T,Q), tiene como nicleo a L(I,) (el dlgebra de Lie de la isotropia Ij).
Entonces, resulta M = L(I;) ® H?, con H? isomorfo a T,Q) a través de d(mq)1|yq- A la inversa

de este isomorfismo la notaremos con
K,:T,Q — H!C M. (4.4.2)

Esta funciéon K|, tiene la propiedad interesante de tener su imagen en M, lo que permite
calcular férmulas concretas para las geodésicas, curvatura y torsién de la conexién V definida
por la estructura reductiva, atin en el caso de no conocer la estructura en el espacio tangente a
la variedad, que serd en parte la situacién con la que nos encontraremos al estudiar la 6rbita de

similaridad de una esperanza condicional en el Capitulo 6.

Si (Ad(g)) (h) = ghg™!, para todo h € Gy, y q € Q, tenemos el siguiente diagrama conmu-

tativo:

Ad(g)

Gm Gum

7q Ly (4.4.3)

Hemos dicho que si ) tiene estructura reductiva entonces se tiene una distribucion de sub-
espacios ¢ — HY, para q € Q, que verifica 4.3.1, 1) y 2).
Para producir una conexién para cada m, : Gy — @ con estos subespacios, construimos

una distribucién suave de espacios horizontales H como sigue: si g € Gy se define
Hi=gH!={a€ M: a=gh paraalginhc H?}

A los elementos de H] los llamaremos vectores horizontales en g € Gy (para my). La distribucién
H en G estd dada por estos espacios horizontales H, = H] = gH? para g € G- Estos espacios

cumplen con las propiedades:
(i) M es una distribucién suave en G (esto significa que g — Py es analitica)
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(ii) gM =T, (Gm) = 924 @ HY, Vg € G-
(i) 74, = (H9) a, Ya € Iy, 9 € Gr.
La existencia de tales subespacios H{ es equivalente a la de aplicaciones
Kq: TyQ — M (=T1Gu)
determinadas por las dos propiedades siguientes:
(I) d(my), 0 Ky : T,Q — T,Q es la identidad.

(II) d(Ad(g)); = Ad(g) : M — M deja invariante al subespacio H? = K,(T,Q) € M, Vg € I,
es decir
Ad(g) (HT) =H? , Vgel,
(es la propiedad de invariancia de K, respecto del subgrupo de isotropia ;).
Sip e Q es tal que p = Lgq, se verifica que

K, = d(Ad(g)), o Kyo [d(Lg),] ™"

La invariancia de K, respecto de I, hace que la igualdad anterior sea independiente del g € Gy
tal que p = Ly(q).

También se puede ver que (para p = Lyq) vale que:
Ad(g) () = WAt = 1

Para construir la conexién lineal V en T'Q) introducimos la ecuacién de transporte cuyas solu-
ciones dan las “levantadas horizontales” a Gjs de curvas en @ (para 7).
Sea (t) una curva suave en @, con y(0) = ¢y t € I (I un intervalo alrededor del cero). A

la ecuacién diferencial
P(t) = Ky ((6) T(0) (4.4.4)
la llamaremos la ecuacion de transporte para ~y(t), y a la solucién I'(t) con condicién inicial

I'(0) =1 € G 4, la levantada horizontal de v(t) (para m;). Estos nombres se justifican porque se

puede probar que vale, Vt € I, que



L(t) € M,

Sea ahora Y € X(Q), X € T,Q. Para definir (VxY'),, diremos cudnto vale K, ((VXY)q) eM

y entonces serd (VxY), = d(mg), o K4 ((VXY)q>.

Definicion 4.4.2 Con las notaciones anteriores la conexién V se define por

K, ((Vxv),) = 5 {5 [ (o) Y (o]} (1.45)

=0

La aplicacion d (Lr(t))q es el transporte paralelo a lo largo de T'(¢). El “traer” vectores de
forma parelela desde el espacio tangente en () al espacio tangente en «(0) nos permite restarlos
para asi poder derivar.

Decimos que § : [a, 3] — Q de clase C? es geodésica si

=0 (4.4.6)
t=0

(o), 6o}

Esto significa que definimos las geodésicas como las curvas cuyos vectores tangentes son paralelos.

Como en nuestro contexto tenemos la estructura geométrica caracterizada, se puede obtener
explicitamente la férmula para las geodésicas. En concreto, la geodésica 6(t) que cumple §(0) =

eQyd0)=Xc¢e T,Q esté dada por la férmula
5(t) = Lexp(th(X)) q (447)
Los isomorfismos K, definen una familia de proyecciones que nos permiten expresar de modo
concreto las formulas para el tensor de curvatura y el de torsion de la conexién V.
Si abreviamos con II; = K, 0 d(my), : M — M, resulta que II, € P(A), y si X,Y € T;Q,

entonces

Ko (T(X,Y) (q)) = 1l (K (X), Ko (Y)]) (4.4.8)

ysiX,Y,Z eT,Q
Kq(R(X,Y) Z (q)) = [Ky(Z), (Id — I1g) [Kq(X), Kq(Y)]] (4.4.9)

(para mas detalles, ver [MR]).
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Chapter 5

El Grupo de Weyl

Sean N C M élgebras de von Neumann, y F € E(M, N) una esperanza condicional fiel y normal.
En este capitulo estudiaremos el grupo de Weyl, un grupo discreto asociado a la esperanza
E : M — N. Este grupo muestra la relacién entre el grupo unitario de N y el normalizador Ng
de E (ya estudiado por A. Connes [C]). El normalizador es interesante ademds para nosotros
pues es precisamente la isotropia de la accién del grupo unitario Uy; de M en E. Asimismo
veremos en el proximo capitulo que este grupo aparece como la fibra de un revestimiento natural

de la érbita de similaridad de la esperanza condicional E.

Inicialmente el grupo de Weyl aparecerd a partir de la 6rbita unitaria de la esperanza condi-
cional. En la seccién 5.5 mostraremos que la érbita de similaridad produce el mismo grupo de

Weyl.

5.1 El caso unitario

Sea M un &algebra de von Neumann. Denotemos por Uy, al grupo unitario de M, Gy el grupo
de sus elementos invertibles y Z(M) el centro de M. Llamaremos por E(M) al conjunto de
las esperanzas condicionales normales definidas de M sobre sus subalgebras. Usaremos, para

abreviar, la notaciéon N¢ = N’ N M. Consideremos la accién L : Uy x E(M) — E(M), dada

por
L ,E=AdyoFEoAdy, paraE € E(M) y ué€lUy,
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donde Ad, denota al automorfismo interior de M inducido por w. Para cada E € E(M),
denotemos por

Op ={L,F :u €Uy} (5.1.1)

a la orbita de F por esta accion. Para poder estudiar las propiedades geométricas de las érbitas

Opg, consideramos, para cada E € E(M), la aplicacién
g Uy — E(M), dadapor 7g(u)=L,E, u€lUy,

como en 4.2.1.
Estamos interesados en caracterizar la isotropia de esta accién. Sea N C M una subdlgebra

de von Neumann de M.

Definicién 5.1.1 Sean N C M algebras de von Neumann y F € E(M, N). Denotamos por Ng

al grupo
Ng = {uely : ng(u)=E}
= {uely : Eluzu*)=uE(x)u*,x € M },

llamado el normalizador de E.

El grupo Ny ha sido estudiado, entre otros autores, por A. Connes ([C]) y H. Kosaki ([Ko2])
en relacion con inclusiones de productos semidirectos de algebras de von Neumann.

Es claro que Uy estd contenido en Ng. En algunos casos (Ejemplo 5.2.6) estos dos grupos
coinciden. Por otra parte, si u € Ng, entonces uNu* = N. En efecto, esto se puede ver
facilmente usando que para todo v € Uy, la imagen de L,(E) es vNv*. La reciproca de esta
propiedad es vélida sélo cuando N'N M C N ([C, 1.5.5]).

Notemos que el grupo de isotropia para la acciéon L en E es el normalizador Ng. Conside-
ramos el proyector de Jones e asociado con F (ver 3.2.3). Es un proyector autoadjunto en el

algebra M, la extension de M por E. La érbita
Unr(e) = {ueu™ : u € Uy}
es un fibrado sobre la érbita O, via la férmula

(ueu™) m (ueu™) = LyE(m)(ueu™) para m e M and u € Uy,
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que da lugar a la aplicacién ¢ : Up(e) — Op dada por ¢(ueu*) = L,(E). Nétese [AS2] que
Up(e) es una subvariedad de la érbita completa de e en M, si y sélo si el indice de E es finito
(segun cualquiera de las definiciones, como probamos en la seccién 3.3).

En el caso en que también N'NM C N, la aplicacién 1) define un revestimiento ([AS2]). Por

lo tanto la fibra de E es en ese caso un espacio discreto denotado por
P(E) = {ueu* :ue Ng} CUyle),

cuya definicién y propiedades establecemos en 5.1.12 y lo siguiente.
En este capitulo removeremos la hipétesis de N’ N M C N, y, como veremos, este hecho da
lugar a la apariciéon del grupo de Weyl de la esperanza en toda su magnitud.

Comencemos con la tarea de caracterizar Ng. Consideremos la aplicacién
Ad|N Ng — Aut(N),

donde, Ad(u) es la aplicacion Ad,(x) = uxu*.
Para estudiar la relacién entre Uy y Ng, consideramos la composiciéon de Ad|y con la
proyeccién canénica de Aut(N) sobre el grupo cociente Out(N) = Aut(N)/Inn(N), donde

Inn(N) es el grupo de automorfismos interiores de N:

Definicién 5.1.2 Sean N C M algebras de von Neumann y F € E(M,N). Denotemos por

pE : Ng — Out(N) al homomorfismo de grupos dado por
pe(u) = [Ad,] = Ad, - Inn(N), para ue Ng.
Ahora estamos en condiciones de definir el grupo de Weyl de E:

Definicién 5.1.3 Sean N C M &lgebras de von Neumann y E € E(M, N). Denotamos por
W (E) al grupo pg(NEg) y lo llamamos el grupo de Weyl de la esperanza E. Consideramos en

W (E) la topologia discreta.

Observacién 5.1.4 Por el Teorema 2.1.11, si consideramos en Aut(N) la topologia de la norma
(como operadores lineales en N), entonces la topologia cociente inducida en Out(N) es discreta.
Por lo tanto la aplicacién pp de (5.1.2) es continua cuando se considera en N la topologia de

la norma.
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Definicion 5.1.5 Denotemos por
Mg={xe N NM : E(xm) = E(mz) para todo m € M },

llamado el centralizador de E en la literatura ([CD] o [Hal]). El centralizador Mg es un algebra

de von Neumann, ya que F es normal. Denotemos Hg al grupo
HEIUN-UME:{Uw:UEUN y wEZ/lME}. (5.1.2)

Se prueba de modo directo que Hf es conexo, ya que Uy, es el grupo unitario del dlgebra de

von Neumann Mp. También Hg es un subgrupo cerrado (en norma) de Ng.

Proposicién 5.1.6 Sean N C M é&lgebras de von Neumann, F € E(M,N) y pg como en la

Definicién 5.1.2. Entonces Ker(pg) = Hpg, y pr induce el isomorfismo
&: Np/Hp — W(E),

que es un homeomorfismo cuando se considera en N/ Hpg la topologia cociente inducida por la
norma de Ng.
Ademss, la componente conexa de Ng en cualquier u € Ng es exactamente u - Hg. La

distancia entre diferentes componentes conexas es mayor o igual que 1.

Demostracion. Sea u € Ker(pg). Entonces existe v € Uy tal que Ady|ny = Ad,. Luego uv* €
N¢N Ng. Es elemental verificar que N N Ng = Ups,,. Por lo tanto Ker(pg) C Hpg, y esto
implica la igualdad, ya que la otra inclusion es clara.

Esto prueba que ® es un isomorfismo de grupos. Si u, v € N, entonces
|Aduly — Ady|x | < 10usoll < 2/11 = o]l = 2]ju— ]|

donde 0,+, denota la derivacién interior de M dada por 0y« (z) = zu*v — u*vx, para x € M.
Por el Teorema 2.1.11 si dos automorfismos de N estédn a distancia (en norma) menor que 2,
entonces sus imagenes en Out(N) coinciden. Podemos deducir que si pg(u) # pg(v) entonces
|lu —v|| > 1. Usando que el grupo Hg es conexo, tenemos que cada conjunto u - Hg is abierto,

cerrado y conexo, y la prueba esta completa. O
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Observacién 5.1.7 Para caracterizar N, es suficiente conocer Uy, Uy, y W(E). Por otra
parte, el grupo W (FE) es un invariante para la esperanza condicional E.

Ademds, la caracterizacién de la componente conexa de 1 en Ng como el grupo Hg es
importante para estudiar las propiedades geométricas de la érbita O, en particular la existencia

de estructuras reductivas [AS3]. Este estudio se realiza en el Capitulo 6.

La siguiente la Proposicion muestra que si “sumamos inclusiones”, obtenemos la suma de
sus grupos de Weyl. Usaremos este resultado més adelante para obtener cotas para el orden del

grupo de Weyl.

Proposicién 5.1.8 Sean N C M algebras de von Neumann y E € E(M, N). Supongamos que
p1,--.,Pn son proyecciones ortogonales en Z(N) N Z(M) tales que Y ;p; = 1. Sea E; : p;M —

piN dada por E; = E|p,p. Entonces E; € E(p;M,p;N) paratodo 1 <i<ny

Demostracion. La idea de la demostracion es la siguiente: ya que para 1 <i<mn, p; € Z(N)N
Z(M), todos los elementos de M son “diagonales” con respecto a las proyecciones p;. Entonces
veremos que

Ng~ @ \Ng, v Hp~®! Hg,

donde el isomorfismo es simplemente tomar las entradas diagonales de los unitarios considerados
en ambos casos. Utilizando estos hechos, nuestra afirmacion se sigue por teoria elemental de
grupos.

Calculos sencillos muestran que para todo 1 <1i¢ < n,
E; e E(p;M,p;N) , Ng, =pNg y Hg, =piHg.

Para estas afirmaciones necesitan ser probados muchos hechos (p;(N' N M) = (p;N)' N p; M,
piME = (piM)E,, etc). pero todos son evidentes usando que todos los p; estan en Z(N)NZ(M)
y entonces E(m) = Y, E;(p;m), para todo m € M. Esto muestra que la aplicacién

Ng 2 u — Dipiu € @?:1./\/’&
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estd bien definida y lleva Hg en @ {Hp,. Siu1 @ ... ® u, € ®;Ng,, entonces u = Y, u; € Uy

y, para m € M,
E(umu®) = Z Ei(pjumu*) = Z E;(uipimu;) = Z w Ei(pim)u; = uE(m)u®,

y u € Ng, probando la suryectividad. La inyectividad es también clara, ya que si p;u = p;v
para todo %, entonces v = v. Finalmente, la Suryectividad al nivel de Hg se prueba del mismo

modo. O
Proposicién 5.1.9 Sean N C L C M é&lgebras de von Neumann, Ey € E(M, L), E € E(L,N)
y F=FEoFEye€ E(M,N). Entonces

Neg=NrpNLy Hg=HpNL

y por lo tanto

W(E) CW(F),

donde la inclusién significa que W (E) es naturalmente isomorfo a un subgrupo de W (F').

Demostracién. Como F|p = E, entonces Np N L C Ngy Hr N L C Hg. Por otra parte, sea

u€Ng,ymée M. Entonces u € L'y
F(umu®) = E(uEg(m)u*) = uE(Eo(m))u™ = uF(m)u”,

de manera que u € M. De modo similar se muestra que Lg = Mr N L. Por lo tanto Hg =

Hr N L = Hr NNg. Finalmente, la inclusién Nz — N induce el isomorfismo natural

Observacién 5.1.10 Sean N C M factores 1y y E € E(M, N) de indice finito. En los ejemplos
més interesantes la informacién que uno obtiene de W(E) sobre esta inclusién es pobre. Por
ejemplo, W(FE) es trivial si IndE < 4 (Ejemplo 5.2.6). Pero la construccién bdsica iterada

produce una torre de factores
NCMCMCMyC...CM,C...
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y una sucesién de esperanzas condicionales E,, € E(M,, M,_1), donde podemos redefinir M =
My, N = M_1 y E = Ey para tener una notacién coherente. Estas esperanzas verifican que
IndFE,, = IndFE para todo n € IN.

Consideremos F,, € E(M,,M_1) dada por F,, = Eyo Eyo...0 E,. Entonces IndF,, =
(IndE)" ™! < co. Notemos que F, 1 = F,, o E,;1. Por lo tanto, usando la Proposicién (5.1.9),

obtenemos una torre de grupos de Weyl

W(E) = W(F) CW(F) CW(FR)C...C W(E,)C...

que parece ser un rico invariante para la inclusién original N C M y la esperanza E.

Notemos que las inclusiones N C M, verifican que N’ N M,, # C. Entonces, para estudiar
la torre de grupos, uno necesita conocer las propiedades del grupo de Weyl para inclusiones no
irreducibles o, en general, inclusiones N C M que no verifican que N¢ C N. Este estudio de la
torre de grupos de Weyl atin no ha sido realizado en profundidad al momento de escribir este

trabajo.

Observacién 5.1.11 Sean N C M C B(H) algebras de von Neumann donde H es un espacio

de Hilbert separable y sea F' € E(M, N). Denotemos por

L= {NUNF}”.

Claramente N C L C M y podemos considerar £ = F|, € E(L,N). Entonces existe Ey €

E(M,L) tal que F = E o Ey y usando la Proposicién 5.1.9 se deduce que

W(E) C W(F).

Seria razonable suponer, ya que el grupo de Weyl completo estd “contenido” en L, que
W (Ep) es trivial. Sin embargo esto no es cierto, como puede verse facilmente mirando el algebra
fija de un factor M por un grupo finito de automorfismos exteriores. Esta idea estd desarrollada

en la seccién 5.4. Para més propiedades de esta dlgebra intermedia L, ver la seccion 5.3.
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5.1.1 El grupo P(E)

Sean N C M 4&lgebras de von Neumann y E € E(M, N). Asumimos la existencia de un estado
fiel y normal (fijo) ¢ en N, y consideramos el estado fiel y normal ¢ = ¢ o E en M.
Consideremos a M y N con su representacién GNS dada por el estado ¢, actuando en el
espacio de Hilbert L?(M, ). Recordemos de la seccién 3.2.2 que el proyector de Jones e es el
proyector ortogonal con rango L?(N, 1) considerado como subespacio de L?(M, ). También
consideramos la construccién Bésica para e, el dlgebra My = {M, e}”.
Denotemos por

Uy (e) = {ueu” : u € Uy},

la 6rbita de e bajo la accién de Uy por conjugacién. Se prueba en [AS2] que Ups(e) es una
subvariedad de la érbita unitaria completa de e en M7, si y sélo si el indice de E es finito.
Consideremos la aplicacion

e : Unr — Uns(e) (5.1.3)

dada por m.(u) = ueu*, para u € Ups. La orbita Ups(e) es un fibrado sobre la érbita O de E
via la aplicacién

w : Z/lM(e) — OE

definida como sigue: dado u € Upr y p = ueu™ € Ups(e) definimos

En efecto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:
Uy —— Unle)
5\, [ v (5.1.4)
Og
Definicién 5.1.12 Sean N C M algebras de von Neumann y E € E(M, N). Denotemos por
P(FE) al conjunto

P(E) = {ueu” : u € Ng}.
Este conjunto es la fibra de la fibracion ¢ del diagrama 5.1.4 sobre Op.
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Observacién 5.1.13 Sean N C M algebras de von Neumann y E € E(M, N). Entonces

1. El grupo Uy es un subgrupo normal de Ng. También la aplicacién m|y, : Ng — P(E),

es suryectiva y verifica que dados u,v € Ng, me(u) = 7 (v) siy sélo si uv* € Uy. Entonces

7. induce en P(FE) una estructura de grupo. En efecto, el producto estd definido por
Te(u) - me(v) = me(uv), (5.1.5)
para u,v € Ng. Notemos que como grupo
P(E) ~ Ng/Un. (5.1.6)

En el caso de que E tenga indice finito se prueba en [AS2] que la aplicacién 7, tiene
secciones locales, de manera que este isomorfismo es también un homeomorfismo cuando
se considera Uy (e) con la topologia de la norma en M; y Ng /Uy con la topologfa inducida

por la topologia de la norma de Ng.

. Como e € N'N M y para u € Ng, uNu* = N y uN'u* = N’, podemos deducir que
P(E) C N'N M. (5.1.7)
. Si N¢ C N, entonces

P(E)~W(E). (5.1.8)

En efecto, como M C N¢ C N, tenemos Hrg = Uy y debe ser P(E) = W(E) por (1) y

la Proposicién 5.1.6.

4. Ya que Uy es un subgrupo normal de Hg, tenemos que

NifUy

W(E) ~Ng/Hg ~ o fUy =

P(E)/(HE/UN), (5.1.9)

donde miramos a Hg /Uy como un subgrupo de P(FE), identificindolo con la 6rbita {ueu* :
u € Hg}. En otras palabras, el grupo de Weyl W (E) es siempre un cociente de la fibra
P(E). En el caso de indice finito veremos Hg /Uy visto como la drbita, es exactamente la
componente conexa de e en P(E). Por lo tanto el grupo W (E) puede ser identificado en

este caso con el conjunto de componentes conexas de la fibra P(E).
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Sean p € P(E) y u € Ng tal que p = ueu®. Entonces pe = uF(u*)e. Para estudiar las

propiedades de pe necesitamos el siguiente Lema:

Lema 5.1.14 Sean N C M &lgebras de von Neumann, E € E(M,N) y u € Ng. Entonces
1. uE(u*) € Mg.
2. uE(u*) = E(u*)u.
3. E(u)E(u*) € Z(N).

4. Si N¢ C N, entonces uE(u*) es una proyeccion en Z(N) y

Demostracion. Sea b € N. Entonces
uE(u*)be = ueu*be = ue(u*bu)u’e.
Como u*Nu = N y e € N’, tenemos
uFE(u*)be = u(u*bu)eu*e = buE(u")e,

de manera que uE(u*) € N€. Para probar (2), notemos que

(3) es obvio ya que E(N®) = N'N N = Z(N). Probemos (1). Si z € M, usando (2) y (3),

tenemos

Para ver (4), notemos que en el caso N¢® C N tenemos uE(u*) € N, luego se tiene que

E(wE(u*)) =uE(u*), y la afirmacion se sigue de las propiedades anteriores. O
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Observacion 5.1.15 El Item 4 en el Lema precedente estd enunciado y probado en el trabajo
de Connes [C], donde también se prueba que si N C N y u € Uy, entonces uNu* = N implica

que u € Ng.

5.1.2 El caso de Indice finito

Ahora estudiaremos las propiedades de P(E) relacionadas con el indice. En la Proposicién
siguiente probamos que todas las proyecciones en P(FE) se comportan como el proyector de

Jones:

Proposicién 5.1.16 Sean N C M &lgebras de von Neumann y E € E(M,N). Sea p € P(E),

entonces

1. Si reemplazamos e por p, se satisfacen las propiedades 1 a 4 de 3.2.5:
(a) pxp = E(x)p,Vz € M,
(b) spMpH = H.
(¢) {p}) "M =N,

(d) Si J, denota la conjugacién modular para la representacion standard respecto de ¢,

entonces J,pJ, = p.
2. Si IndF < oo entonces ||z|| < (IndE)Y/?||zp|| para cada z € M.
Demostracién. 1) Si p = wew* y w € N, entonces

prp = wew rwew” = wE(w rw)ew* =

= ww'E(x)wew* = E(z)p

Sea a : N — eMje el isomorfismo de 3.2.7.2, dado por a(x) = ze para x € N. Pongamos

p = wew* con w € Ng. Entonces para x € N,

xp = zwew” = w(w*rwe)w* = Ad(w) o a o Ad(w*)(z),
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donde Ad(w)(a) = waw*. Notemos que Ad(w)(eMie) = pMip. Las demds propiedades de p son
claras.
Para 2), usando que zp — z es un isomorfismo para z € N (2 de 3.2.7), y por ende es isométrico,
tenemos:

lzpl®> = [lpz*apl| = | E(z*2)p| = | E(z"2)|

> (IndB)~"2"z| = (IndE) ™" |l

Definicién 5.1.17 Sean N C M é&lgebras de von Neumann y E € E(M, N). Denotemos por
M¥P = {x € M : E(za) = E(ax),Ya € M},

al dlgebra fija de la esperanza E. Notemos que, como F is normal, M¥ es una subélgebra de

von Neumann de M.

El nombre “dlgebra fija” surge de la teoria modular para esperanzas condicionales (ver, por

ejemplo, [St, §11]), donde hay un anélogo de la Proposicién 2.5.5.

Ejemplo 5.1.18 Sean N C M é&lgebras de von Neumann y E € E(M,N). Supongamos que
M es finita y ¢ una traza en N tal que ¢ = ¢ o E' es también una traza. Entonces la esperanza

E is bicuadrada [Ha], esto es
ME = N¢, v entonces también Mg = N€.
Sin embargo ambas inclusiones entre M y N¢ pueden ser falsas en ejemplos muy sencillos.

Demostracion. Sean x € M¥P y,z € M, b € N. Necesitamos probar que = conmuta con b.

Tenemos
p((zb = br)y) = p(wby) — @(bry).
pero
p(bry) = p(E(bzy)) = p(bE(xy)) = p(bE(yz)) = ¢(byz)
y entonces, usando que ¢ es una traza, obtenemos que p(byz) = ¢(xby). Por lo tanto ¢((xb —

bx)y) = 0 para todo y € M, y x pertenece a N’. Por otra parte, si z € N€, tenemos

p(E(zy —yr)z) = p((zy — yz)E(2)) = p(zyE(2)) — p(yzE(2)).
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Usando que z € N' y que ¢ es una traza, obtenemos p(F(xy —yx)z) =0 para todo z € M, de

manera que E(xy) = E(yzr) para cada y € M, y entonces = pertenece a MF. O

Lema 5.1.19 Sean N C M 4lgebras de von Neumann y E € E(M,N) con IndE < oco. Si
p € P(E), ¢ = upu* con u € Ng, y |lp — q|| < (IndE)~"/2, entonces uE(u*) es invertible, y

q = vpv* donde v € Upy,,.
Demostracion. Utilizando 2 de 5.1.16,

11— wE@W)] < (IndE)7?(|(1 —uB(u"))p|

(IndE)2(|p — upu*p||

= (IndE)Y?||(p — q)pl|

(IndE)"2|lp — qf| < 1.

IN

Por lo tanto uE(u*) € Gy y E(u*) € Gy. Ahora tomemos a v como la parte unitaria en
la descomposicién polar de uE(u*), v = Py(uE(u*)). Es claro por 1 del Lema 5.1.14 que v
pertenece a N€. Veremos que v esta también en M¥ y que implementa a q.

Por la unicidad de la descomposicién polar, tenemos que
v =uPy(E(u")),

y Py(E(u*)) estd en N, de manera que conmuta con e. Notemos que por el Lema 5.1.14, u
conmuta con E(u*) y E(u*) es normal, luego u conmuta con Py(F(u*)). Ahora sea z € M,

entonces

E(vx) = E(uPy(E(w"))z)= Py(E(u"))E(uz)
= Py(E@w"))uE(zu)u* = vE(zu)u* = E(zu)u*v

= E(zu)Py(E(u*)) = E(zv),
entonces v € MF. Ya que E(u*) es invertible, Py (E(u*)) € Uy. Por lo tanto v € Uny, y

q = upu® = vPy(E(u"))* pPy(E(u"))v* = vpv*
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Definicién 5.1.20 Sean N C M élgebras de von Neumann y E € E(M,N). Notaremos con

P(E)p a la componente conexa de p en P(E).

Teorema 5.1.21 Sean N C M élgebras de von Neumann y E € E(M, N). Entonces IndFE < oo
implica

P(E)p =Un,(p) = {upu” : v € Hg},

donde Hp es el subgrupo definido en la Ecuacién 5.1.2, y la distancia entre diferentes compo-

nentes conexas de P(E) es mayor que IndE~1/2,

Demostracion. Sabemos que Up, (p) es conexo, ya que Hp es conexo y la aplicacién 7, de la
ecuacién 5.1.3 es continua. Luego es claro que Up,(p) € P(E)p.

Para probar la otra inclusién, notemos que por Lema 5.1.19, Up, (p) es abierto en P(E).
Pero como las 6rbitas de la accién de Uy, en P(E) son todas abiertas y estdn a distancia mayor

que IndE~1/2 entonces Uz, (p) es también cerrado en P(E). O

A continuacién estudiaremos varias propiedades del grupo P(F), en particular las relaciona-

das con el hecho de que estd incluido en N’ N Mj.

Proposicién 5.1.22 Sean N C M &lgebras de von Neumann y F € E(M,N). Supongamos

IndE < co. Entonces N es un factor si y sélo si e es minimal en N’ N M;.

Demostracion. Si N no es un factor, sea ¢ una proyeccion no trivial en Z(N). Entonces ge
es una subproyeccién propia de e en N’ N My, lo que implica ¢ = 0.

Supongamos ahora que N es un factor. Sea p una proyeccién en N'NM; con p < e. Entonces
pe = ep = p. Como IndFE es finito, por Proposiciéon 5.1.16 sabemos que Mie = Me. Por lo

tanto existe ¢ € M tal que p = pe = ge. Entonces,

E(q)e = eqe = epe = p = ge,
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lo que prueba que ¢ € N. Ademas, ¢ es también proyeccién:
g’e = (qe)2 = p? = ge, de manera que ¢ = g,

q"e = (qe)* = p* = p = ge, de manera que ¢* = q.

Sibe N,

qbe = qeb = pb = bp = bge.

Por lo tanto ¢ € Z(IN). Entonces, ya que N es un factor, ¢ es un escalar; luego, g =00¢=1 O

Proposicién 5.1.23 Sean N C M &lgebras de von Neumann y E € E(M,N). Supongamos
que N es un factor. Entonces pg = 0 para cada par p, g de proyecciones que estan en diferentes

componentes conexas de P(E).

Demostracion. Por conjugacion unitaria podemos suponer que ¢ = e. Ahora, asumiendo que

p = ueu”, tenemos

pe = ueu'e = uE(u*)e.

Si pe # 0, entonces uE(u*) es no nulo, luego E(u*) # 0. Pero E(u)E(u*) € Z(N) = C, luego
E(u*) y uE(u*) son invertibles. Procediendo como en la segunda parte de la prueba del Lema

5.1.19, tenemos que p € Ug,(e) = P(E).. |

El estudio de P(F) es més simple cuando se verifica que N¢ C N (por ejemplo para productos
semidirectos razonables). El siguiente Teorema muestra que esto sucede si y sélo si P(F) C

Z(N' N My).
Teorema 5.1.24 Sean N C M algebras de von Neumann y F € E(M, N). Entonces
1. SiIndE < oo y N¢ C N, entonces P(E) C Z(N' N My).

2. si P(E) C Z(N' N M) entonces N® C N.
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Demostracion. En primer lugar notemos que para la primera implicacién es suficiente probar

que e € Z(N' N Mj). En efecto, en ese caso, si z € N' N My y u € Ng, entonces
veu*r = ve(u*zu)u* = u(u*zru)eu” = rueu”

ya que uN'u* = N'. Para probar que e € Z(N’' N M), mostraremos que es igual a su soporte

central C, en ese dlgebra. Primero notemos que (N'NMj)e = (N€)e. En efecto, es evidente que
(Nc)e - (N/ N Ml)e-

Para ver la otra inclusion, sea z € N’ N M;. Como IndE < co, Mie = Me (Proposicién 3.3.14),

luego existe a € M tal que xe = ae. Pero a estd también en N’, porque si b € N,
abe = aeb = xeb = bxe = bae,

de manera que a € N’, lo que prueba que (N'NMj), C (N€)e, y por ende la igualdad. Entonces

tenemos, como N¢ C N,

(Ce) = [(N'NMi)eL*(M, )] = [(N©)L*(N, )]

N

[NL*(N, )] = L*(N, )

= R(e),
probando por tanto que C, < e, esto es C, = e. Ahora supongamos que N€ no estd contenido
en N, luego hay un a € N€ con a ¢ N, es decir que a — E(a) es no nulo. Si llamamos & al
vector ciclico y separante para M en L?(M, ), entonces el vector (a— E(a))¢ pertenece a R(C.)

pero no pertenece a R(e), probando por tanto que e no puede ser igual a su soporte central, de

manera que no es central. O

Corolario 5.1.25 Sean N C M 4&lgebras de von Neumann y F € E(M,N). Entonces e €

Z(N'N M) siysélosi N®€ N.

Observacion 5.1.26 La parte (1) del Teorema (5.1.24) y la necesidad en la Proposicién (5.1.22)

figuran en [PP] para el caso de factores Iy, usando fuertemente la existencia de la traza.

Mostraremos ahora una caracterizacion del grupo P(E) en el caso de factores irreducibles.

Este Teorema generaliza un teorema de [PP].
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Teorema 5.1.27 Sea N C M una inclusién irreducible de factores, con IndE < co. Entonces
P(E)={pecP(N'NnM): Ei(p) = (IndE)'}.

Demostracion. Notemos en primer lugar que al pedir que M sea irreducible, forzamos a que N
también sea irreducible, ya que N’ N M es isomorfo a M’ N M; (son conjugados uno del otro a
través de la conjugacién modular de M). Esta condicién fuerza, como es bien sabido [C], a que
la esperanza condicional E : M — N sea tnica. Ademds, como M es un factor, el indice es un
escalar IndF.

Sea ahora p € N’ N M;j un proyector con Ej(p) = A, con A = (IndE)~!. Entonces p ~ e
en M (en el sentido de la Definicién 2.2.1. En efecto, lo probamos separando en los siguientes

Casos:

1. M es finito: en este caso tenemos una traza tr en M, y como F es unica, debe ser la
esperanza que conmuta con la traza, la traza se extiende a M; y también conmuta con
la esperanza Fj : My — M (porque esta esperanza también es unica). Entonces por

hipotesis, p y e tienen la misma traza, y al estar en un factor, deben ser equivalentes.

2. M es de tipo III: la condicién de indice finito hace que M; también sea de tipo III, de

manera que todos los proyectores son equivalentes.

3. M es Iy 6 Il es bien sabido en este caso que N también es semifinito (4 de 3.2.2); es
decir, que si bien no hay una traza, si hay pesos traciales fieles, normales y semifinitos
try v trar en N y M respectivamente. En particular, try o F es un peso fiel, normal y
semifinito de M, y entonces por el Teorema de Radon-Nikodym de Pedersen y Takesaki

(2.5.8), hay un operador h afiliado a Z(M) = C (es decir que h es un escalar) tal que
try(E(x)) = trar(he)

para todo z € M. En particular, esto implica que trp; es semifinita en N, y por el
Teorema de Takesaki 3.1.5 existe una esperanza E' € E(M, N), fiel y normal, que cumple
tryr =traps o E. Como N€ = C, E es la tinica esperanza fiel y normal de M en N, por lo

que E' = E, o sea que E conmuta con la traza. Ahora estamos en condiciones de aplicar
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la teoria de la seccién 3.3, y por la Proposicién 3.3.6, trys se extiende a una traza trp;, en

M; y tray, o By =tryy,. Entonces, como Fi(p) = Ei(e) = A, tenemos que

tran (p) = trag, (e) = oo,
y entonces debe ser p >~ 1, e >~ 1, y entonces p ~ e.

Ahora, sabiendo que p ~ e, tenemos una isometria parcial v € M7, con v*v = e y vv* = p.
Como p = vev*, por 3.3.14 existe m € M tal que p = mem®*. Probaremos que m € Ng. En

primer lugar, aplicando F4, tenemos
A = Eq(p) = E1(mem™) = Amm”™,

lo que prueba que mm* = 1. Esto implica que m es una isometria parcial, es decir que m*m < 1.
Por otra parte,

e = ev've = em*me = E(m*m)e,

de donde deducimos que E(m*m) = 1. Entonces E(1 — m*m) =0, y como 1 —m*m >0y FE
es fiel, deducimos que m*m = 1, es decir que m es un unitario de M. Ademdas, mNm* = N,y

bajo la condicién de conmutante relativo trivial, esta condicién implica que m € Ng ([C]). O

5.1.3 ; Cuéando es W(FE) finito ?

La nocién de indice estd relacionada con el nimero de elementos en W(FE), como veremos.
Es natural esperar que W(E) sea finito si IndE < co. Pero veremos que el orden de W (E)
depende de IndE y también de dim(Z(N)). En particular, mostraremos también que W (FE)
puede ser infinito atn si IndE < oo (Ejemplo 5.2.1). En primer lugar estudiaremos el caso en

que dim(Z(N)) < oc.

Teorema 5.1.28 Sean N C M algebras de von Neumann con dim(Z(N)) <ocoy E: M — N

una esperanza condicional con IndE < oo. Entonces W (E) es finito.

Demostracion. Recordemos de la Proposicién 5.1.13 que P(E) C N’ N My, que tiene dimensién

finita por Corolario 3.2.12. Entonces la bola unitaria de N’ N M; es compacta y no puede tener
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infinitos subconjuntos con una distancia fija positiva entre dos cualesquiera. Por lo tanto P(E)

debe tener finitas componentes conexas (por Teorema 5.1.21) y W(E) debe ser finito. O

En lo que sigue estudiaremos cotas para el orden de W (E), junto con algunos ejemplos.

Teorema 5.1.29 Sean N C M é&lgebras de von Neumann. Supongamos que NN es un factor y

E : M — N una esperanza condicional con indice finito. Entonces
[W(E)| < inf{\: X € 6(Indppy(E))} = ||(Indgpr(E)) 4L

Demostracidén. Sean u,v € Ng. Usando la Proposicién 5.1.23 tenemos que [u] = [v] en W(E) si
E(u*v) # 0. Tomemos diferentes clases [u1], ..., [u,] en W(E) y consideremos ¢; = u;eu; € P(E)
para 1 < i < n. Por lo tanto E(uju;) = 0 si i # j vy {¢i}i<i<n es una familia ortogonal de
proyecciones en P(E). Consideremos la esperanza condicional E; del Corolario 3.2.12. Notemos

que Y.ir 1 ¢ < 1, de manera que
n n
1>FE() ) =) Fi(s) =n(Indppu(E)) ",
i=1 i=1

ya que Indppg(E) € Z(M) y luego Ei(p) = (Indgpy(E))~! para p € P(E). Por lo tanto
n < Indppg(F) como operadores, lo que implica que n es menor que todos los elementos del

espectro de Indgpy (E), de manera que |W(E)| < ||[(Indgpy (E))~Y| 7.

Observacion 5.1.30 Sean N C M algebras de von Neumann y E : M — N una esperanza

condicional con IndF < oo. Entonces, por el Teorema 3.2.11,
IndE < ||Indppg(E)|| < (IndE)?,

donde [z]| denota la parte entera de x € IR. Esto nos da una estimacién en términos del indice

probabilistico para el orden de W(E) cuando N es un factor.

El propdsito principal de lo que sigue es mostrar que, en el caso de centro de dimension
finita e indice finito, se pueden encontrar cotas finas para el nimero de elementos de W (E).

Esto también mostrara algo de la estructura interna del grupo W (E).
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Sean N C M élgebras de von Neumann. Sea E € E(M, N) una esperanza condicional con
IndE < 00, y n =dim Z(N) < co. Sean pi,...,p, las proyecciones centrales minimales de N.
Definamos el algebra

My = Z(N) N M.

Es inmediato verificar que N1Mp1M. Consideremos las esperanzas condicionales Egy : M — M
y F': My — N dadas por
n
Ey(x) = Zpimp@-, xeM 'y F=E|y,.
i=1
Se ve con claridad que ambas Ey y F son fieles y normales, y que E = F o Ej.
El conjunto {p1,...,pn} es estable por automorfismos de N, luego cada automorfismo de N

induce una permutacion de sus indices. Entonces, definamos

S:Ng—S, (5.1.10)
mediante S(u) = Adulyy, .. p.1- Esto significa que S(u) = o si up;u* = p,(;) para 0 <i < n.
Observacion 5.1.31 Tenemos, por la Proposicion 5.1.9, que

KerS = NN My =Np

INEg/KerS| < n!

También es elemental verificar que Hgp = Hp, y entonces que
KerS/Hp = Np/Hp ~ W(F).

Notemos que ambos Np C Ny W(F) C W(E) son subgrupos normales. Por teoria elemental

de grupos,
Ng/Hg
Ng/Np ~ ——= ~W(E)/W(F).
b/ N = e =~ W(E)/W(F)
Por lo tanto,
[W(E)| < nl|KerS/Hg| = nl|W(F)|. (5.1.11)
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Teorema 5.1.32 Sean N C M &lgebras de von Neumann, n = dim Z(N) < oo,y E € E(M,N)
con IndE < co. Sean pi,...,p, las proyecciones minimales de Z(N). Sea My = Z(N)' N M.
Entonces

W(E)| < nl [W(Ely,)| < n! Iy || IndE; |~ < nlK™,

donde E; = Elpvp, v K = supy<;<, |IndE; || 7. Esta desigualdad es éptima, en el sentido de

que hay ejemplos en los que se cumple la igualdad.

Demostracion. La desigualdad se sigue facilmente de 5.1.31 y la Proposicién 5.1.8, sumado
al hecho de que p; N es un factor (notemos que Z(N) C Z(My) y entonces 5.1.8 se aplica).

Mostraremos que se puede realizar la igualdad en el ejemplo 5.2.4. O

5.2 Ejemplos

En esta seccion mencionamos algunos ejemplos elementales de inclusiones de algebras de von

Neumann en las cuales es facil calcular el normalizador N y el grupo W (E).

5.2.1 UN CASO INFINITO

Aqui mostramos que, atn si IndE < oo, el grupo W (E) puede ser infinito. Sea A un dlgebra de
von Neumann abeliana de dimensién infinita y consideremos la inclusién N = AGA C M = A?*?

como matrices diagonales, con la esperanza E : M — N dada por

ail a2 (a1 O
E(<a21 a2 >)_< 0 @2)'

Sea p una proyeccién en A. Consideremos la matriz

w p  (1-p)
8 ((1—10) p )

Es ficil ver que u, € Ng. Como N’ N M = N sabemos por 5.1.13.3 que Hg = Uy. Se verifica
que si p y ¢ son proyecciones en A, entonces upu, € Uy siy solo si p = ¢q. Por lo tanto las clases

de p y ¢ coinciden en W (E) si y s6lo si p = g. Como A tiene dimensién infinita, deducimos que

W(E) es infinito.
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Notemos que este ejemplo puede ser visto como inclusién de productos semidirectos de
algebras. En efecto, la acciéon de Z5 en N dada por la permutacién de las dos coordenadas
produce un &lgebra de producto semidirecto isomorfa a M. El unitario de M que implementa

. . 01 .
el automorfismo de permutacién es la matriz < 10 >, asociada a p = 0.

5.2.2 LA TRAZA
Sea N un factor y consideremos ahora la inclusién
N g M — Nan,

con la esperanza condicional dada por la “traza normalizada a valores operadores”. Mostraremos
que W (E) consiste de un solo elemento, de manera que sabemos que el normalizador N es igual
al grupo Hg. Notemos que € consiste de las matrices con entradas en C. Ademas, ya que las

entradas de las matrices de M y N¢ conmutan y E es una traza, deducimos que Mg = N¢y
Ng =Hp ={(n.a;)i; : n€elUUn y (a;j) € C"" es unitario}.

En efecto, N es un factor y, por la Proposicién (5.1.23), tenemos que si uw € Ng y [u] # 1 en
W(E) entonces E(u) = 0. Sea A una matriz escalar unitaria en N¢ = Mpg. Si E(uA) fuera no
nulo, serfa [uA] =1 y luego [u] =1

En otras palabras, si u € Ng y [u] # 1, entonces E(uA) = 0 para cada matriz unitaria a

entradas escalares de A. Esto significa que
n n
E(uA) =Y (D uirAr) =0.
i=1 k=1
Eligiendo la matriz A como la identidad y la identidad con el 1iltimo signo cambiado, se ve que
que uny, = 0. Cambiando los demds signos podemos mostrar que toda la diagonal debe ser nula.
Pero también podemos elegir como A las matrices de permutacién de manera que cada entrada

de u puede ser llevada a la diagonal y por lo tanto u debe ser 0, una contradicciéon. Por lo tanto

W (E) es el grupo trivial. O

5.2.3 PRODUCTOS SEMIDIRECTOS DISCRETOS
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Este ejemplo es el que principalmente justifica la introduccién del grupo W(E) ([C], [Ko2]).
Tomemos un dlgebra de von Neumann N y un grupo discreto G de automorfismos exteriores (y
libres) de N, y consideremos el producto semidirecto M = N xG, con la esperanza condicional
canénica. Entonces G C W(E).

En general W(FE) es mayor que G, también cuando G es finito. En efecto, en el ejemplo
5.2.5, el algebra M puede ser vista como un producto semidirecto de N por la accién de los
enteros médulo n, pero en este caso W(E) ~ S, (ver también ejemplo 5.2.1). Sélo cuando G es
finito y N es un factor, se tiene que G ~ W(E).

Para cada g € G denotemos por A, al unitario correspondiente en M. Es bien sabido [BDH]

que el conjunto (Ag)gec es una base ortonormal para N é M (ver Definicién 3.2.8) y
L Y geq Agerg = 1.
2. E(AjAn) = 6gn para g,h € G.
3. |G| =X eq ANy = IndE.

También es bien sabido que N¢ = Z(N) y entonces W(E) ~ P(E). En efecto, como
N¢ = Z(N), Hg = Uy. Denotemos por A : G — Uy la representaciéon candénica de G en M.

Entonces, ya que para todo g € G, Ad), conmuta con E, tenemos que

{)‘g }QEG C Nk

Ademds, si g, h € Gy A\, = A\jp—1 € Hg = Uy entonces gh™! € Inn(N) y debe ser g = h.

Por lo tanto, la aplicacién ® : G — W (FE) dada por

es un homomorfismo inyectivo.
Si N es un factor, tenemos un conjunto de proyecciones {\seA;}, € P(E), ortogonales de a
pares (por 2.), con suma 1 (por 1.). Por 5.1.22 y 5.1.24, los elementos de P(FE) son proyecciones

minimales de N’ N M7 y son centrales. Entonces

W(E) =~ P(E) = {AgeAg}gea-
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Por lo tanto la aplicacién p : G — W(E) dada por p(g) = A\geA; define un isomorfismo natural.
En este caso también

ImdE = |G| = |W(E)|.

5.2.4 LA coTA

Sea B un factor y Gy un grupo finito de automorfismos exteriores de B. Sea Ey : BxGy — B

la esperanza canénica y sea n € IN. Consideremos la inclusion
B" C (BxGy)™*"

con la esperanza E dada por E((a; ;)i ;) = ®iFo(aii). entonces
(W(E)| = nl|Gol".

En efecto, en este ejemplo la aplicacién S de la ecuaciéon 5.1.10 es suryectiva, porque se
puede conseguir cada permutacién del conjunto de proyecciones minimales diagonales (esto es,
proyecciones minimales del centro de B™) por matrices con entradas escalares, que pertenecen

a Ng. Usando el Ejemplo 5.2.3, sabemos que IndE; = |W(E;)| = |Gyl, porque cada inclusién
E;
piB"™ C pi(BxGo)" "p;
es una inclusién de factores isomorfos a
Ey
B C Bx G()

. La igualdad se sigue usando 5.1.31 y 5.1.8.

5.2.5 PROYECCION A LA DIAGONAL

Sea R un factor, y consideremos la inclusion

N:Rnanxn:M,
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donde la esperanza condicional E actiia por “compresion a la diagonal”. Entonces W (E) es el
grupo §,, de permutaciones de n elementos; de manera que tiene n! elementos. Este hecho se ve

aplicando el ejemplo 5.2.4 con G = {1}. O

5.2.6 INCLUSIONES DE FACTORES II; CON IndFE < 4

Sean N C M factores I} y E € E(M,N) con IndE < 4. Notemos que en este caso N'NM = C

v Hp = Uy . Entonces tenemos tres casos:
1. El grafo principal de la inclusién es el grafo de Coxeter As. Entonces W (E) = Z.
2. El grafo principal de la inclusién es el grafo de Coxeter D4. Entonces W (E) = Z3.

3. Ninguno de los otros dos. Entonces W (E) es trivial, es decir que Ng = Hg = Uy

Veamos cémo probar estas afirmaciones: teniendo en cuenta que N es un factor y que
N¢ = C C N sabemos, por 5.1.13.3, que W(E) = P(E), y por la Proposicién (5.1.23) sabemos
también que sus elementos son proyecciones ortogonales. Analizando como de costumbre el
grafo principal obtenido de la torre derivada (ver por ejemplo [GHJ]), sabemos que el centro
de Nf := N'N M tiene dimensién dos o tres. Asumamos que es dos. Entonces, por Teorema

5.1.24, el centro de Nt consiste de elementos de la forma
e+ u(l—e),

con A\, € Cy e el proyector de Jones. Entonces, si P(F) no fuera trivial, debe existir u € Ng
con 1 — e = ueu™; luego
e+ ueu* = 1.
Usando la esperanza condicional Ey; : My — M dada por la construccién bésica, tenemos
que

1= Eyn(1) = Ep(e + ueu*) = 2(IndE) ™1,

de manera que

IndE = 2.

Por lo dicho, podemos separar naturalmente los tres casos mencionados:
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1. IndFE < 4 y Grafo Principal de tipo ni A3 ni Dy4: Este es el caso considerado en la

discusién anterior, de manera que tenemos probado que W (E) es trivial.

2. IndE = 2 (Grafo Principal de tipo Aj3): Es bien sabido en este caso, por el Teorema

de Goldman, que
M = NxZs,

y entonces, por Ejemplo 5.2.3, es W(E) = Zs.

3. IndE = 3 con Grafo Principal de tipo D4: En este caso Z(N' N M;) tiene tres

proyecciones ortogonales, y por Ejemplo 5.2.3, esta es la situaciéon cuando
M =N xqZ3,

de manera que

5.3 El Algebra Producto Semidirecto Intermedia

Sean N C M A&lgebras de von Neumann , y E¥ : M — M una esperanza condicional fiel y normal.
Los elementos de W (FE) nos permiten introducir un algebra intermedia que se realiza como

un producto semidirecto, al menos en el caso en que la aplicaciéon candnica al grupo de Weyl

tiene una seccién local (Hip6tesis 5.3.4), por ejemplo cuando N C M son factores irreducibles y

N'nM; =C" ([Ko2]).

Definicién 5.3.1 Sean N C M dlgebras de von Neumann y E € E(M, N).

1. Llamamos L al dlgebra de von Neumann generada por N y Ng.

2. Llamamos F' a la restriccion de la esperanza condicional F a L.

El primer resultado es que podemos encontrar una esperanza condicional que “descomponga”

a k.

Proposicién 5.3.2 Sean N C M &lgebras de von Neumann , F € F(M, N). Entonces existe

una esperanza condicional fiel y normal Ef, tal que F = F o EJ,.
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Demostracion. Sea ¢ un estado fiel y normal de IV, y sea ¢ = ¥ o E, que es un estado fiel y

normal de M. El grupo modular ¢f fija a N, y también fija a Ng. En efecto, si u € Ng y
r e M,
of (wE(z)of (u)* = of (uo?(E(z))u*)
= of (uE(oZ(z))u")

= of (E(uo?y(z)u”)) = E(of (w)xof (u)).

Por lo tanto, por el Teorema de Takesaki 3.1.5, hay una tnica esperanza condicional fiel y normal

Er: M — L con p(z) = ¢(EL(x)). Se sigue entonces que E = F o Ef. O

La esperanza F', como actia desde L, tiene el mismo normalizador que FE, y esto fuerza a

que tenga el mismo grupo de Weyl:

Proposicién 5.3.3 Sean N C M, N un factor irreducible, E € E(M,N), L = (N UNEg)",
F = E|r, y EL la esperanza condicional obtenida en 5.3.2. Entonces W (E) = W(F) y IndF =

(W(E)|.
Demostracion. Esto es una consecuencia de los siguientes hechos:
Lp=Mg y Nrp=Ng,

que son claros de las definiciones. O

A continuacién establecemos como Hip6tesis un resultado que se prueba en [Ko2| que vale

para ciertos factores propiamente infinitos.

Hipdétesis 5.3.4 (Kosaki) Es posible encontrar n representantes uj, ..., u, de cada clase en

W(E), tales que forman un subgrupo de Uy, .

Proposicion 5.3.5 Sean N C M tales que cumplen la Hipétesis 5.3.4. Entonces existe una
esperanza condicional fiel y normal Ej, : M — L con £ = F o Ej,. Ademés, si NN M = C,

entonces

n
Ep =Y wE(uj-),
k=1

donde los unitarios u;, 1 < ¢ < n son los de la Hipdtesis 5.3.4.
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Demostracion. La existencia de la esperanza se obtiene aplicando la Proposicién 5.3.2. Como
N'NM = C, entonces Hg = Uy y L = {N,v;}"". Los uj, forman un grupo y uyNuj = N, de
manera, que

L= {Z upxk : v € N para todo k}.
k=1

Obtenemos entonces
n
L=> wN,
k=1

y la suma puede considerarse una suma directa de subespacios de L?(M, ¢). Entonces tenemos

que
n
er = Z UREN U,
k=1
y
n
Ep =Y uE(uj-). (5.3.12)
k=1
|

Hemos probado el siguiente Teorema:

Teorema 5.3.6 Sean N C M &lgebras de von Neumann y E € E(M, N), tales que se cumple
la hip6tesis 5.3.4. Sea L = (NUNg)" y F = E|, € E(L,N). SiIN'NM = Cy IndE < oo,
entonces L es isomorfa al producto semidirecto de N por W (E) por la accién de los unitarios

de 5.3.4.

5.4 El algebra fija por un grupo de automorfismos

Sea M un factor, y G = {ag,, ..., 0y, } un grupo finito de automorfismos propiamente exteriores

de M. Sea N = M%,y
1
E=—3a,()
G| Z g
la esperanza candnica sobre N.

Se sabe por la teoria cldsica que que My = M xG y N'N M; = C*[G] y, entonces, como M

es factor y G es propiamente exterior, tenemos M’ N M; = C [Sun].
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Se ve en ese caso que N'N M = C, ya que
N NM= JM(Ml ﬁM’)JM = JuCJy = C.

Del hecho de que N’ N M; = C*[g] obtenemos que los ¢ estdn representados como ciertos

unitarios ug en N' N My, y
1
E=— Ug - U,
|G| Z g g
Tenemos ademas que

1
e= @Zug. (5.4.13)

Consideremos L el dlgebra intermedia, como en la seccién 5.3. La correspondencia de Galois
entre los subgrupos de G y las subdlgebras de M que contienen a M [ILP] muestra que existe
un subgrupo H C G tal que

L=M" (5.4.14)

El subgrupo H es un subgrupo normal de G. En efecto, cualquier elemento de G deja
invariante (pero no necesariamente fija) al dlgebra L (ver, por ejemplo, la demostracién de la
Proposicién 5.4.2). Pero entonces al conjugar un elemento de H con cualquiera de G y aplicarlo
a un z € L, claramente x queda fijo, porque el elemento de H deja fija a la imagen del primer
automorfismo y entonces este se cancela con su inverso.

Utilizaremos la notacién [G, G] para el grupo conmutador de G, es decir
[G,G] = {aba™ b7 :a,b e G}.
Notemos que el dual G de G cumple
G = Hom(G, S*) ~ Hom(G/[G, G], S1),
porque es evidente que si A € G, entonces [G,G] C KerA. Como G/[G, @] es abeliano y finito,
Hom(G/[G,G), ") ~ G/[G,G],

es decir que

G ~G/J[G,G).
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Observemos ademds, que al ser L = M*, podemos considerar al grupo G /H actuando sobre

L (porque es evidente que G deja invariante a Ng), y que ademés
L¢/H = N.
Definicién 5.4.1 Dado v € Ng, definimos
Ag(v) = v ag(v).

El primer hecho interesante sobre estos Ag(v), es que son escalares:
Proposicién 5.4.2 Para todo v € Ng, g € G, tenemos que \y(v) € C.
Demostracion. Sea x € N. Entonces

ag(vav®) = vav®,
porque el normalizador deja invariante a N. Pero
ag(vav®) = ag(v)zay(v)* = vav®,

lo que se puede escribir como

vy (v)r = zv*ay(v),

de manera que A\y(v) = v*ay(v) € NN M = C.

Teorema 5.4.3 Sea M un factor, G un grupo de automorfismos propiamente exteriores, L el
algebra intermedia, y H un subgrupo de G tal que L = M. Entonces
(i) La aplicacién

A ./\/’EXGH Sl
vx g Ag(v)

es un morfismo de grupos.
(ii) La aplicacién

W(E) — Hom(G,S!)
[v] = A(,v),

estd bien definida y es un isomorfismo, de manera que
W(E) ~G/|G,G].
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(i) H =[G, qG].

(iv) W(E) es abeliano.

Demostracion. Comencemos con (i). Para ver que es morfismo,

Ag(vw) = w v ag(vw) = w v ag(v)ag(w) = w*Ag(v)ag(w) = Ag(v)Ag(w).
También
Agh (V) = v agh(v) = v*ag(an(v)) = v ag(vv ap(v)) = Ag(v) A (V).
Veamos la buena definicién en (ii): si [v] = [w], como N’ N M = C, tenemos que w = vb, con
b € Upy. Entonces
Ag(w) = w*ay(w) = b"v*ay(vb) = b"Ag(v)b = Ag(v).

Ahora, si A(,v) = A(-,w), entonces Ag(v) = A\g(w) para todo g € G. Tenemos

O sea

*

* ®, ok
gU = UgWu,w .

UqgUU g

Cancelando ug,

vuivt = wut

p yw” para todo g € G.

Sumando sobre g obtenemos, por la ecuacién 5.4.13,
vev® = wew”,

lo que implica que [v] = [w], es decir que A(-,g) es un monomorfismo. Resta verificar que

W(E) ~ G/|G,G]. Por lo que ya hemos hecho, simplemente debemos probar que la aplicacién

[v] = Ay
es suryectiva. Dado o € G, definamos
1
€o = @ Z U(g)ug
geG



Este elemento e, estd contenido en al dlgebra de grupo de G, C*[G], que es exactamente N'NMj.

Se puede verificar ademés que

e =e, =ef,
y también
o(1) 1 _1
El(eo') = —_—T =T = (IndEc;) .
Gl |G

En esas condiciones, el Teorema 5.1.27 nos dice que e, € P(E), y como M es un factor irre-
ducible, P(E) = W(E). Luego, tenemos que G es isomorfo a un subgrupo de W(E), y como ya
sabfamos que W (E) C G, debe ser W(E) ~ G.

Para ver (iii) tenemos, en primer lugar, que [G,G] C H. En efecto, si A € G, v € Ng y
x € N, como vzv* € N, A(vzv*) = vav*, de manera que v*A\(v) € Z(N) = C. Un elemento
de [G,G] es de la forma aBa~!37!, de manera que al aplicarlo a un v € Ng, tiene que dejarlo
invariante, porque la constante se cancela con la que aparece por el inverso del automorfismo.
Ahora, como [G,G]| C H, debe ser G/H C G/|G,G], de manera que G/H es abeliano. Pero
por una parte, W(Eg/g) = G/H (por ser G/H abeliano y aplicando (ii)), y por la otra, de la
Proposicién 5.3.3, W(Eq /i) = W(Eg) ~ G/[G,G]. Entonces G/[G,G] y G/H tienen el mismo
cardinal, de donde |H| = |[G,G]|, y debe ser H = [G,G]. Finalmente, sabemos que W (E) es

abeliano porque W(E) = W(Eq/g)- O

Ahora sabemos que W (E) es abeliano, y entonces es un resultado cldsico, al ser finito, que
es “split”, es decir que se cumple la Hipdtesis 5.3.4. Entonces la esperanza Ej, estd dada, segiin

la ecuacién 5.3.12, por
W (E)]

Ep(z) = Z v E(vpz).
k=1

donde {Uk}kzl,..‘,|W(E)| son los representantes de W (FE) en N tales que forman un grupo. Como

N es el algebra fija, conocemos la forma de F, y podemos poner

(W (E)| 1 W ®E)I
Erp(z) = Z v E(vix) = el Z Z VEUgURT U,
k=1 | ‘ k=1 geG

Ahora, ugv; = og(vi)ug = A\g(v5)vrug. Aplicando esto en la férmula anterior,

1 W) 1 W (E)]
Ep(z) = al Z Z Uk Ag (Vi VR ugTUg = tell Z Z Ag(vg) | ag(x).
’ | k=1 geG | ‘ geG k=1
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Como vimos que \g4 es un morfismo, el conjunto {\y(vg)}x es un subgrupo de S', de manera
que su suma es o bien 0 6 bien |W(E)]|.
En particular podemos verificar que H es de la siguiente forma:

H = {gea: oW wp) # 0}

= {geG:Av]) = 1Vk}

Escribiendo
W(E
EL(LU) = | |é| )| Z ag(x)a
geH
y evaluando en 1, recuperamos el hecho de que
(&
|H| = :
(W(E)]

La utilizacién de estas igualdades sugiere de un modo mas intuitivo el hecho de que el algebra
intermedia L es la subdlgebra de M fija por H, L = M ya que si 2 € L, vale que = = Ep (),
lo que implica z € M*; reciprocamente, si x € M entonces por definicién de H, EJ, (x) = .

O

5.5 El caso invertible

Ahora veremos que el desarrollo de la seccién 5.1 puede extenderse al caso en que la accién
sobre las esperanzas condicionales estd dada ya no por los unitarios sino por el grupo G de los
invertibles de M.

Consideramos entonces la accién

dada por
Ly(E)=gE(g™ - g)g~".

Notemos que Ly (E) no es necesariamente una esperanza condicional. De todos modos tenemos
la 6rbita

OE = {Lg(E) g c GM} (5.5.15)

101



El rol que antes jugaba el normalizador es ahora jugado por la isotropia de la accién
Ip={9€Gu:LyE)=E},

y consideraremos de manera andloga los conjuntos G, G N, que son respectivamente los ele-
mentos invertibles de las dlgebras Mg y N.

Definamos, de nuevo anadlogamente al caso unitario,
Zp =Gumy - GN.
Podemos considerar una extensién de la aplicacién pg como
pE : Ig — GL(B(N)),

de manera que tenemos un nuevo grupo de Weyl, W1 (E) = pg(Ig), y hay un andlogo para la

Proposicion 5.1.6:

Proposicién 5.5.1 Sean N C M é&lgebras de von Neumann, E € E(M,N) y pg como en 5.1.2.

Entonces Ker(pg) = Zg, y pr induce el isomorfismo

que es un homeomorfismo cuando se considera a Ir/Zg con la topologia cociente de la topologia
de la norma en Ig.
Ademas, la componente conexa de Ig en cualquier u € Ig es exactamente u- Zg. La distancia
) p q

entre diferentes componentes conexas es mayor que 0.

Demostracion. La demostracién es similar al caso unitario, excepto por la afirmacién sobre la
componente conexa, ya que en este caso la conjugacién por invertibles no genera *-automorfismos
de N. Entonces para probarlo mostraremos que Zg es abierto, cerrado y conexo en Ig, lo que

prueba que Zg es la componente conexa de 1 en Ig. Esto se hace en la Proposicién 5.5.4. O

Antes de probar la Proposicién 5.5.4, necesitamos dos Lemas:

Lema 5.5.2 Si g € Gar vy ||lg — 1|| < e, entonces

€
1—¢

lg™ =1l <
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En particular, si e < 1/2, entonces

g™t — 1] < 2.
Demostracion. Tenemos que

lg™" =1l =llg7' @ =9l < g™ Il lg — 1 < ellg™ "Il

Como |lg — 1]| < &, tenemos que o(g — 1)1Be, y por lo tanto o(g)1l + B., donde o denota el
espectro del operador, y B denota la bola de radio ¢ alrededor de 0. Entonces o(|g|)1l + Be;
para cada A € o(|g|) tenemos que A > 1 — ¢, y entonces 0 < A~! < (1 —¢)~!. Esto significa que
U(’g’_l)lB%E’ por lo que

1
-1
</
g™ < 1—

y entonces el Lema se sigue, ya que [|g~!|| = |||g|~!|. En efecto,

gl = 1> = ")~ 2P = Ig* )~ I = g™ (™) = Ig™)*1” = llg~ "I

Para la dltima afirmacién, observemos que si € < 1/2, entonces ﬁ < 2e. |

Lema 5.5.3 Sean N C M élgebras de von Neumann, F € E(M, N). Entonces
1. Si g € I, entonces gE(g~1) = E(g71)g.
2. Sigelgy E(g!) € Gy, entonces g € Zg.
3. IgNM*T =Z}.

Demostracion. Si g € Iy, entonces

gE(g™") =gE(g ' 'g) = E(g )y,

lo que prueba 1.

Para ver 2, sea b € N. Entonces

gE(g )b =gE(g7'b) = gE(g 'bg 'g) = E(bg")g = bE(g™')g,
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de manera que gE(g~!) € N¢. Utilizando esto, vemos que si x € M,
E(gE(g~")z) = E(E(g')gr)
= E(g~")E(g2)
= E(g")E(gzg97") |
= E(g')gE(zg)g~"
= E(zgE(g™))
lo que prueba que gE(g~') € Mg, y por lo tanto gE(¢g™') € Zg,y g € Zg.

Ahora, si g € Ip y g > 0, entonces g1 > 0, y como E es fiel, E(g~!) > 0, por lo que

E(g7') € Gy, ypor 2, g € Zp. O

Proposicion 5.5.4 El grupo Zg es abierto, cerrado y conexo en [g.

Demostracion. En primer lugar mostraremos que Zg es abierto en 1. Sea e > 0, y sea g € I

tal que ||g — 1] < € < 1/2. Entonces, por el Lema 5.5.2, tenemos que

lg™" =1l < 2,

IE(g™") — 1]l < 2e,

lo que implica que E(g~') es invertible. Entonces, por 5.5.3, gFE(¢g~') € Zg, y entonces, como
E(g7Y) e Gy, g€ Zg.

Si h € Zg, por el parrafo anterior hay un entorno abierto V' de 1 tal que VNIg1Zg. Entonces
hV es un entorno de h y, si g € hV, entonces h~'g € V, y por tanto h~'g € Zg. Como h € Zg,
tenemos que g € Zg, de manera que Zp es abierto. Luego ¢gZf es abierto para todo g € I, y
al poder obtener Iy como unién disjunta de conjuntos gZg, todos abiertos, deben ser también
cerrados.

Para ver que Zg es conexo en Ig, supongamos que V' y W son abiertos disjuntos de Ig con
VUW = Zg. Siambos V y W cortan a G, entonces uno de ellos debe ser vacio, porque Gy
es conexo en Ig. Entonces, si ambos V' y W son no vacios, entonces debe ser Gn1V' y GyaW
(o viceversa). Pero G z(n)1Gn N Gy, de manera que G z(yy1V N W, una contradiccién, ya que

VAW = 6. O
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En el siguiente teorema probaremos que ambos grupos de Weyl, el definido en el caso unitario,
y el definido en el caso invertible, son el mismo. En primer lugar, necesitamos el siguiente lema

técnico:
Lema 5.5.5 La estructura unitaria induce la estructura de similaridad, esto es, Hg = NgNZEg.

Demostracién. Sea w € Zg N Ng. Entonces w = mn, con m € Gp,,n € Gyn. Usando la

descomposicién polar de m y n y el hecho de que conmutan, tenemos
w = |mlvg|n|v, = |m|n|vno, = |mnjvmo, = |wlv,vy, = vy,

donde v, € Upnry,, v € Uy, de manera que w € Hg. O

Proposicion 5.5.6 El grupo de Weyl obtenido por la construccién unitaria y el grupo de Weyl

obtenido por la construccién de similaridad (invertible) son homeomorfos, es decir
Wi(E) ~ W(E).

Demostracion. Sea ¢ : W(E) — Wi (E) dado por ¢([u]w(z)) = [ulw, (z)- Entonces ¢ estd bien
definido y es una biyeccion. En efecto, la buena definicion esta clara ya que Hg C Zg. Por el
Lema 5.5.5, ¢ es inyectivo. Para ver que ¢ es sobre, sea g € I'r. Debemos encontrar un unitario
u € Ng tal que
[9lwy(B) = [Wlw, ()
Como g € I, tenemos que ¢* ' € I (adjuntando) y entonces g* € I (reemplazando = por
grg~! en la definicién). Entonces gg* € I, y por el Lema 5.5.3, gg* € Zg. Por lo tanto existen

m € Mg, n € N con gg* = mn. Usando nuevamente la descomposicién polar para n, tenemos
* _ _ _ * _ *
99" = mn = |m|[n|vmvn = [mn|vmon = |99%|UmUn = 99" Vmun,

lo que implica que vp,v, = 1, de manera que podemos escribir gg* = |m||n| con |m| € M},
In| € N*. Entonces tenemos |g*| = |m|'/?|n|"/? € Zg, y por la descomposicién polar de g hay
un unitario u € Ups con g = ulg*|. Como |g*| € Zr y g € I, se sigue que u € Uy N I = Np,

y lg] = [u]. O
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Chapter 6

Geometria de la Orbita de
similaridad de una Esperanza
Condicional

Las 6rbitas unitaria y de similaridad O (definidas en 5.1.1 y 5.5.15 respectivamente) han apare-
cido en varios trabajos previos (ver, por ejemplo, [LR], [AS2]). En estos dos trabajos se muestran
propiedades geométricas y topolédgicas de Op, pero en los dos casos se hacen suposiciones adi-
cionales: en el caso de [LR] una hipétesis infinitesimal, y en el caso de [AS2] una hipdtesis
sobre el conmutante relativo. Ambas suposiciones son esencialmente la misma (N¢ C N, con
las notaciones del Capitulo 5), y aparecen como necesarias en dichos trabajos porque fuerzan a
que la estructura reductiva esté dada por la esperanza F.

Nuestro propésito es trabajar removiendo dicha hipétesis y probando que la 6rbita Op tiene
una estructura geométrica diferenciable sin ella. Esta estructura geométrica, en el caso en que
N'NM & N, ya no estd dada por FE sino por otra proyeccién, que depende de ella. Se probard
también que bajo ciertas condiciones O admite una estructura reductiva, y que esta estructura
reductiva fuerza en cierto sentido al dlgebra a ser finita. Mas precisamente, en el Teorema 6.3.5
probamos que dada un algebra de von Neumann M, la érbita de similaridad de toda esperanza
E de M admite una estructura de espacio homogéneo reductivo si y sélo si M es finita.

Veremos también como se generaliza la estructura de revestimiento mostrada en [AS2], en la
seccién 6.2. Bajo la hipotesis de que M sea un factor, el revestimiento es universal, es decir que
el grupo de Weyl es el grupo fundamental de la 6rbita Og. Como la fibra de este revestimiento es

siempre el grupo de Weyl, atin en el caso no factor, es esperable obtener resultados significativos
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al aplicar esta construccion al célculo del grupo fundamental de la érbita Op.
En la dltima seccién calculamos explicitamente los invariantes geométricos de Op: curvatura,
torsién, geodésicas, exponencial. Las aplicaciones de estos resultados son materia de trabajo al

momento de escribir esta tesis.

6.1 Estructura Diferenciable

En la siguiente Proposicion construiremos una esperanza condicional que serd esencial en la

construccién de espacios horizontales.

Proposicion 6.1.1 Sean N C M &lgebras de von Neumann y F una esperanza condicional fiel
y normal. Fijemos un estado fiel y normal ¢ en IV, y llamemos ) = p o E. Entonces existe una

Unica esperanza condicional F' : M — Mg tal que EF = FE y ¢ o F = 1.

Demostracion. Notemos en primer lugar que azb(ME) = Mp para cada t € IR. Tomemos F'
como la tnica esperanza con 1 o F' = 1) obtenida por el Teorema de Takesaki (3.1.5). Es facil
ver que F o F' es una esperanza condicional de M sobre Z(N) y que ¢ o (E o F') = 1. Cuando
hacemos la construccién GNS para v y obtenemos L?(M, 1)), las tres esperanzas condicionales
E,F,EoF, dan lugar a tres proyecciones ortogonales e, f,g con g = ef. Como g = g*, tenemos

que ef = fe, de manera que FF' = F'E. O
Comenzando por la esperanza F' : M — Mg de la Proposicién 6.1.1, definimos una proyeccién
A=1-(1-E)(1-F). (6.1.1)

Es claramente una proyeccion, ya que E y F' conmutan. Su imagen es Mg + N, como puede

verse escribiendo a A de la siguiente manera:
A=FE+F — EF.
Notemos que la imagen también puede ser escrita como una suma directa:

ImA=Mg+ N =(MgnKerE)® N.
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Siendo E y F' proyectores que conmutan, El nicleo de A depende de los nucleos de E y F
de la siguiente manera:

KerA = KerE N KerF.
Proposicién 6.1.2 Sean N, M, E, F, ¢, como en la Proposicién 6.1.1. Sea ¢’ = po Ad g~ L.

Entonces, si E/ = LyE, entonces la esperanza F’ correspondiente para E' y ¢/, segin la

Proposicién 6.1.1, es Ly F'

Demostracion. La imagen por E’ es el dlgebra (no necesariamente *) gNg~'. Debemos hacer la

construccion de acuerdo al Diagrama 4.4.3. Nuestro nuevo v’ estard dado por
Y=g o F,

y entonces
YW = poAdgloAdgoEoAdg!

= poFoAdg!

= YoAdgh
Es claro que Ly F' proyecta sobre Mg, y

Y obLyF = @oFEoAdg loL,F
= YoFoAdg!
= YoAdg!

= o

Recordemos las siguientes definiciones de la Seccién 5.5: La isotropia de la accién L es el

grupo
Ir={9€Gu:Ly(E)=E};

la componente conexa de la identidad de la isotropia es el grupo
Zrp =Gy - GN.

Proposicion 6.1.3 Con las notaciones precedentes, Zr es un subgrupo regular de Gp; y

ThZg = (ME ﬂKerE) @ N.
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Demostracion. Para poder usar el Teorema 4.3.3, necesitamos una descomposicién
TGy =XaY

como espacio de Banach. Esta descomposicién existe porque, como Gy es abierto en M, tenemos
que T1Gr = M y luego la proyeccion A introducida en la ecuacion 6.1.1 nos da la descomposicién
deseada. Por brevedad, notaremos X = Mg + N.

Como exp es un difomorfismo local, podemos encontrar abiertos 0 € U y 1 € V tales que
exp : U — V es un difeomorfismo. Sea z € UN X; entonces = a+b con a € Mg, b € N; luego
(como a y b conmutan), tenemos exp(a + b) = exp(a) exp(b) con exp(a) € G, y exp(b) € Gy,
lo que muestra que exp(UNX )1V NZg. Siy € VNZg, entonces sea 0 < 6 < 1/2. Reduciendo V/
si es necesario, podemos asumir que ||y — 1| < §. Para ver que exp~!(y) € U debemos mostrar
que y puede ser escrito como un producto de dos elementos en G, y G respectivamente tales
que ambos estan cerca de 1, de manera que podemos asegurar que sus preimagenes por exp
estdn cerca de 0 y entonces su suma estd en U. Sean g € Mg,h € N con y = gh. Notemos
que F'(h) estd en Gz(yy. En efecto, ya que h € N, F(h) € Z(N); para ver que es invertible,
notemos que

lgF(h) — 1| = [|1F'(gh — DI < llgh = 1] <4,

lo que implica que gF'(h) es invertible y luego F'(h) es invertible.

Podemos poner y = gh = (¢F(h))(F(h)~'h). Entonces
lgF(h) =1 <

como antes y entonces, por el Lema 5.5.2,

0
-1, -1 __ v
|P() g =1 <

Notemos también que ||gh — 1|| < § < 1 implica ||gh|| < 2. Ahora

IF(h) = h =1 = [[F(h)~'g~ gh —1]]

IN

lghllllF(h)~ g~ = 1] + llgh — 1]
< 2 4+65<56
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Sea £ > 0 suficientemente pequeno de manera que B(0,2¢) C U. Sea § suficientemente pequeno
para que

exp” H(B(1,56)) C B(0,¢).

Pongamos V' = B(1,56), U = exp }(V’). Como y € V', exp~!(y) € U, y como gF(h) y
F(h)~'h estéan en V', sus preimagenes a = exp ' (gF(h)) y b = exp }(F(h)"'h) estén en U’
Como a + b estd en U por haber elegido el § correcto, y teniendo en cuenta que exp es un

difeomorfismo entre U y V,

a+bcexp ' (V)=U"

Corolario 6.1.4 El grupo de isotropia Ig es un subgrupo regular de Gj;.

Demostracion. Ya sabemos que Zg es un subgrupo regular y que es la componente conexa de 1

en Ig (5.5.1). Luego, por el Teorema 4.3.5, I es un subgrupo regular de G ;. O

En el siguiente Corolario establecemos el resultado de que la érbita de similaridad O puede

ser dotada de una estructura diferenciable.

Corolario 6.1.5 Sean N C M &lgebras de von Neumann , F € E(M, N) una esperanza condi-
cional fiel y normal. Entonces, para cada estado ¢ fiel y normal de N, la érbita Op ~ G/ Z2E
puede ser dotada de una unica estructura diferenciable tal que sea un espacio homogéneo (esto

es, la aplicacién g : Gy — Op es un fibrado principal con grupo de estructura Ig).

Demostracion. por Corolario 6.1.4 y Teorema 4.3.4. O

Observacion 6.1.6 En el caso general, la estructura de espacio homogéneo de la orbita O
depende del estado ¢. Veremos en la Proposicién 6.3.2 que cuando el algebra M es finita, la

estructura es Unica para todo estado tracial.
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6.2 Estructura de Revestimiento

En la situacién ya descripta, tenemos un diagrama conmutativo

G 0 Gu/28 =EE

e\ v (6.2.2)

Gu/lg = O
En el capitulo 6.3 veremos que la aplicaciéon mg es un fibrado principal y, mas que eso, le da a
Ogr(= Gy /IE) una estructura de Espacio Homogéneo Reductivo. En lo que sigue veremos que
la aplicacién ¥ es una aplicacién de revestimiento, y que Gps/Zg es un revestimiento para Op,
con grupo de transformaciones de revestimiento W (FE). En particular, cuando N es un factor,
el revestimiento es universal.
La aplicacion W lleva la clase de un elemento de Zg a la clase del mismo elemento pero en

Ig. En un primer Lema mostramos que ¥ es continua.

Lema 6.2.1 Con las notaciones del Diagrama 6.2.2, la aplicacién ¥ es continua cuando se

consideran Gy;/Zg vy Gar/IE con sus respectivas topologias cociente.

Demostracion. Consideremos el Diagrama 6.2.2. Las aplicaciones mg y mg son continuas por

definicién. Sea V un abierto en Gps/Ip. Entonces w5' (V) es abierto, y

luego, por definicién de topologia cociente, ¥~1(V) es abierto, y luego ¥ es continua. O

Notemos que el grupo de Weyl W (FE) tiene una accién natural en £ dada por la multipli-
cacién a derecha (W (FE) esta incluido en g). Esta accién estd bien definida porque Zg es un

subgrupo normal de Gjy.

Proposicién 6.2.2 Con las notaciones precedentes, la fibra por ¥ de un elemento LyF de la

érbita Op es precisamente la 6rbita del elemento 7y(g) por W (E)
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Demostracion. Mirando la fibra:
U (LeE) = ¥ H(mp(g))
= {mo(h) : h € Gar y ¥(mo(h)) = 7E(9)}
= {mo(h) :h € Gun y mp(h) € ng'(g9) = glp}
= {hZg:heGyyheglp}
= {gvZp:v €I}

= {mol(g) - v': 0" € W(E)}

Proposicién 6.2.3 Sea M un algebra de von Neumann , £ € E(M) una esperanza condicional
fiel y normal sobre una subélgebra de von Neumann de M. Entonces la 6rbita de similaridad
Op de la esperanza es homeomorfa con £g /W (E), cuando consideramos a ambos conjuntos con

la topologia cociente.

Demostracion. Llamemos p a la suryeccién canodnica de g sobre &g/W(E). Consideremos la
aplicacion ¥ dada por ¥(p(g)) = ¥(g). Mostraremos que ¥ es el homeomorfismo buscado.

Es trivial verificar que ¥ est4 bien definida, y que es una biyeccién. Veamos la continuidad.
Por el Lema 6.2.1, sabemos que ¥ o p = ¥ es contina. Sea V un abierto en O ~ G /Ig; por
un argumento analogo a la demostracién del Lema 6.2.1, se sigue que ¥ es continua. Ahora sea
U un abierto en &g /W (FE). Considerando el diagrama

Gy —2— &p=Gy/Zp —L— Ep/W(E)
SN . h e (6.2.3)
Op =Gu/IE
y el hecho de que 7 es abierta, por ser una sumersién, es claro que (U~1)~1(U) es abierto en

Og. O

Utilizaremos el siguiente resultado elemental de topologia algebraica [G]:

Teorema 6.2.4 (Greenberg) Sea E un espacio topolégico conexo y localmente conexo por

arcos, y G un grupo de automorfismos de E que opera propiamente discontinuamente (esto es,
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para cada e € E existe un abierto V' 3 e tal que VN gV = ¢ para cada g € G). Consideremos la
aplicacién canénica p : E — E/G. Entonces E es un revestimiento para E/G con aplicacién de
revestimiento p y grupo de transformaciones de revestimiento G; y p«(m1(E, ep)) es un subgrupo

normal de 71 (E/G, p(eo)).
Ahora utilizamos el Teorema 6.2.4 para probar nuestro resultado:

Teorema 6.2.5 Sea M un algebra de von Neumann , £ € E(M) una esperanza condicional
fiel y normal sobre una subdlgebra de von Neumann de M. Entonces el espacio &g es un
revestimiento para la érbita de similaridad O, con aplicacién de revestimiento ¥ y grupo de

transformaciones de revestimiento W (E).

Demostracion. Mostraremos que W (FE) opera propiamente discontinuamente en £g. Fijemos

g € G Sea A= (8gllllg” [TndEY2)~! y consideremos el abierto
Wy ={we Gu : |wl <2gll, lw™[ <2llg7"] v llwew™ — geg™ || < A}.

Usando que m es abierta, podemos considerar el entorno abierto V, = mo(Wy) de g en Eg.
Tenemos que probar que V;NV,uZE = ) para todo v € I\ Zg. En efecto, si w € Wy y también
wvZp € Vg, para algin v € Ig \ Zg, existe z € Zg tal que |jwvze(wvz) ! — geg™t| < A

Entonces, |[wvzez lo lw™! —wew ™| < 2\ y

|vzE(z o™ — 1| < IndEY?|jvzE(z" v e — e

IN

IndEY?||vze(z 1v™1) — e

IN

IndEY2||w]| ||Jw= || [[wvzez o~ ™! — wew ™|

< 2IndEY2|wl||jw |

< 8AIndE"?||g| lg~"]| = 1.

Luego E(z~'v™1) € Gy y, por 5.1.14, v € Zg, una contradicciéon O

Corolario 6.2.6 El grupo de Weyl W (E) es un subgrupo normal de m1(Og).

Proposiciéon 6.2.7 Se tiene el siguiente isomorfismo:

m1(OF)

@)~ E)
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Demostracion. por Proposicién 6.2.2, sabemos que la fibra W=1(E) = W(E), y el resultado se

sigue de un teorema elemental de topologia algebraica. O

En el caso en que M es un factor, se prueba en [AAS] que 71(Eg) es trivial, lo que implica

Teorema 6.2.8 Sean N C M é&lgebras de von Neumann , £ € E(M, N), y supongamos que M
es un factor. Entonces, con las notaciones precedentes, £g es el revestimiento universal para la
orbita Of vy, en particular,

m1(Op) ~ W(E).

6.3 Estructura Reductiva

Ahora trabajaremos sobre las condiciones que nos permitirdn encontrar una estructura reductiva
en Op y caracterizarla.
Si tenemos una estructura de espacio homogéneo reductivo para la 6rbita Og bajo la accién

de Gy, tenemos una descomposicion
L(GM) = L(IE) o KEg.

El espacio “horizontal” g es la parte de la descomposicién cuya existencia e invariancia por Ig
nos permite asegurar la existencia de la estructura reductiva. Notemos que L(Gj) puede ser
identificada con M, porque G es abierto en M. Ademas, L(Ig) puede ser visto como T1Ig, y
también como T (/)1 (donde (Ig); es la componente conexa de I en 1). Hemos mostrado en
la Proposicién 5.5.1 que la componente conexa de Iy en 1 es Zg, Luego T Iy = T1 Zp = L(ZEg),
y por Proposicién 6.1.3, L(Zg) = Mg + N.

En resumen, la existencia de la estructura reductiva depende de poder encontrar un suple-
mento de Mg + N en M, invariante por conjugacién con elementos de Ig. Antes de desarrollar

la idea central, precisamos el siguiente Lema técnico:

Lema 6.3.1 Sean N C M &lgebras de von Neumann , E € F(M, N) una esperanza condicional
fiel y normal. Sea ¢ un estado tracial de N y sean ¢ y F' como en la Proposicién 6.1.1. Entonces

la isotropia Ig deja KerF' invariante por conjugacion.
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Demostracion. Sean y € Mg, g € Ig y x € KerF. Como ¢ es tracial, por el Teorema de
Radon Nikodym de Pedersen-Takesaki (2.5.8), existe z € Z(N) tal que p(g- g~ 1) = ¢(z-). En

1

particular, z € Mg. Notemos también que gMgpg~— = Mg. Entonces tenemos

Y(F(gzgy) = »(F(gzg~'y)) = e(E(gzg~'y)) = e(9E(zg 'yg)g™")
= @(E(zg~'yg)2) = o(E(zg~'ygz)) = ¥(xg'ygz) =
= P(F(zg~lygz)) = ¥(F(x)g 'ygz) =0,

Luego F(gzg~!) = 0. Por lo tanto Ix deja KerF invariante. O

Proposicion 6.3.2 Con las notaciones del Lema 6.3.1, la esperanza F' es la misma para cual-

quier estado tracial de V.

Demostracion. Sea ¢ un estado tracial de N. Como la esperanza F' conmuta con ¢, y lleva N

en Z(N), es una traza central en N, que es unica. O

La siguiente construccion nos permitird probar el Teorema 6.3.5, resultado principal de esta
seccion. Como M es un algebra de von Neumann, existe una proyeccién propiamente infinita
p € Z(M) tal que pM es propiamente infinita y (1 —p)M es finita (Proposicién 2.2.8). Sea 7 una
traza numérica en (1 —p)M. Como p es propiamente infinita, puede ser dividida, esto es, existe
una proyeccién g € M tal que ¢ ~ p — q ~ p (Proposicién 2.2.5). Usando esta proyeccién g,
podemos identificar pM con ¢M g® Mz (C). Luego identificamos M con (¢M q)Q@Ma(C)®(1—p)M.

Sea N la subélgebra (¢Mq® 1) @ (1 — p)C de M. Consideremos la esperanza E : M — N
dada por

E=(id®try) & .

En matrices, esto puede verse como

a b 0 ad g0
Ellcdo|]l=] 0o =4 o
00 =z 0 0 (2

Calculos elementales muestran que

N'NM = 2(qgMq) ® M>(C) & (1 — p)M
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y que Mg = N'NM.

Si O admite una estructura de Espacio Homogéneo Reductivo, entonces existe una pro-
yeccion lineal p : M — N + Mg con Ker(p) invariante por Ig. Célculos muy sencillos muestran
que, como Uy C I,

p(uru®) = up(x)u™ para cada u € Uy.
Incluimos estos calculos en el siguiente Lema:
Lema 6.3.3 Sean B C A algebras con P : A — B una proyeccién lineal tal que
g(KerP)g~! =KerP y gBg~! = B, para cada g € G4.

Entonces

p(gzg™') = gp(x)g~" para todo z € A.
Demostracion. Tenemos una descomposicién A = B @ KerP. Sea x € A. Entonces,
z =p(x) + (z - p(x)),

por lo que

1

grg~t = gp(x)g~" + glz —p(x))g~".

El segundo sumando en la iltima ecuacién estd en Ker P por la invariancia de Ker P, y el primero

estd en B por la invariancia de B. Luego

plgzg™") = gp(x)g " + pg(z — p(x))g~") = gp(x)g

O
Como
n 29 0
N+ Mg = zz n+z 0 |:neqMq,z € Z(@Mq),meM,, (6.3.4)
0 0 m

es claro que los elementos en las coordenadas 2,1 y 1,2 de la imagen de p pertenecen a Z(qMgq).

Definamos S : gpMq — Z(gpMq) mediante

1 0 n O 0 n O
S(n) = S|l 0 0 +pl n 0 O ,
0 0 O o1 0 0 O 1
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donde (+)21 y (+)12 significan las coordenadas 2,1 y 1,2 de la matriz.
Notemos que como N + Mg es una *-algebra, o puede suponerse *-lineal. En efecto, si p no

es *-lineal, la remplazamos por

Este g’ también satisface
¢ (uzu*) = ug' (z)u* para todo u € Uy
Ahora mostramos las propiedades de < que necesitaremos:

Proposicion 6.3.4 Sean M, N, p, p, ¥ como en la discusién precedente. Entonces se cumplen

las siguiente propiedades:
1. §:qMq— Z(gMgq) es *-lineal,
2. 32 =
3. $ es la identidad en Z(qMgq) ;
4. siu € U(qMq), entonces I(unu*) = I(n) para cada n € ¢Mg;
5. S(zy) = S(yx) para cada z,y € ¢Mgq.
Demostracion.

1. Que la imagen de & es Z(gMq) puede verse en la ecuacién 6.3.4. La *-linealidad estd clara

ya que vimos que podemos asumir g *-lineal.

2. Si s € Z(¢Mq), entonces la matriz

O »w O
O O W
o O O

claramente estd en N + Mg (ver ecuacién 6.3.4). Luego la matriz es invariante a izquierda

por o,y J(s) = s.
3. Se sigue del item anterior.
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4. El unitario

o o g
o2 O
o O O

deja claramente a N 4+ Mg invariante, de manera que por el Lema 6.3.3 y sencillos cédlculos,

S(unu*) = uF(n)u*. Ahora el resultado se sigue, ya que J(n) es central.

5. Vale por 4 ya que los unitarios de un algebra de von Neumann generan toda el dlgebra. O

Ahora estamos en condiciones de enunciar y demostrar el teorema principal de este capitulo:

Teorema 6.3.5 Sea M un dlgebra de von Neumann , E € E(M) una esperanza condicional fiel
y normal sobre una subélgebra de von Neumann de M. Entonces la érbita O puede ser dotada
de una estructura de Espacio homogéneo Reductivo bajo la accién de G para toda esperanza

condicional fiel y normal E si y s6lo si M es un dlgebra de von Neumann finita.

Demostracion. Sila érbita O admite una estructura de Espacio Homogéneo Reductivo, entonces

tenemos una descomposicion

L(Gy) = L(Ig) ® Kg,

donde g es un subespacio lineal invariante por conjugacién con elementos de Ig. Como hemos
mencionado antes, L(Gjs) puede ser identificado con M, y L(Ig) puede ser identificado con
Mg+ N.

Si M no fuera finita, por Proposicién 6.3.4 y la discusién que le precede, podemos construir
una aplicacién lineal § : pM — pZ (M), donde p es la mayor proyeccién en Z(M) tal que pM
es propiamente infinita, y que satisface también que (1 — p)M es finita (Teorema 2.2.9). Sea
g, como antes, la proyecciéon que divide a p, o sea que ¢ ~ p — q ~ p (Teorema 2.2.5). A ¢
también se le puede aplicar el “halving”, ya que al ser equivalente a p es propiamente infinita;
sea r una proyecciéon con ¢ ~ g — r ~ r. Estas proyecciones estan en pM, y entonces, usando la

“tracialidad” de & (5 de 6.3.4),

S(g) =S(g—(g—1)) =S(q) — (g —1r) =(q) —S(¢) = 0. (6.3.5)

119



Recordemos que por la Proposicién 6.3.4, (q) = ¢, de manera que la ecuacién 6.3.5 implica que
q = 0, y esto a su vez implica que p = 0, ya que p ~ ¢q. Luego M es un algebra de von Neumann
finita.

Reciprocamente, supongamos que M es finita. Entonces IV es finita, de manera que tiene un
estado tracial. Para tener una estructura reductiva, necesitamos construir una descomposicion
L(Gyr) = L(Ig)®KEg, donde Kg es un subespacio lineal invariante por conjugacién por elementos
de Ig. Por la discusién que antecede a la Proposicién 6.1.3, es claro que la proyeccién A definida
alli nos da la descomposicion deseada, esto es, K = KerA.

Ahora resta mostrar que Ig deja a Kg invariante, y que la distribucién E — Kg es suave.
La primera afirmacién es claramente cierta, ya que Kg = KerF' N KerFE, por lo que es suficiente
mostrar que Ig deja a KerE y KerF' invariante; pero sabemos que I deja a KerF' invariante
por el Lema 6.3.1, y que deja a KerE invariante es trivial. Para ver que la distribucién es suave,
notemos que la proyeccién sobre Kg es (1 — E)(1 — F), y la aplicacién  : E+— (1 — E)(1 — F)
es analitica: consideremos el siguiente diagrama (analogo a 4.4.3)

Ad
G

GU(B(M))

Op ! S(D)

donde D = (1 — E)(1 - F), tp(a) =aoDoa~'y S(D) es la érbita de D.
Este diagrama conmuta por la Proposiciéon 6.1.2. Como sabemos que wg tiene secciones

locales analiticas por la primera parte de la demostracion, la aplicacién 7 es analitica. O

6.4 Calculo de los invariantes geométricos

En esta seccion calcularemos explicitamente los invariantes geométricos de la érbita Op: tensor

de curvatura, torsion y geodésicas. Para esto utilizaremos las férmulas calculadas en la seccién
4.4

Comenzaremos calculando la diferencial de la aplicacién 7wg. Recordemos que la diferencial
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en un punto, evaluada en un vector tangente se calcula derivando la funcién en el punto a lo largo
de una curva que tiene como derivada en el punto al vector tangente elegido. Entonces, como
ya hemos aclarado que identificamos al tangente al grupo G con el dlgebra M, la diferencial

(dmg)E en x € M se calcula como

d

(drp)e(z) = - (1e(a(?)))l-o,

donde «a es una curva en Gy con o(0) =1, &(0) = x.
Tomemos por caso
aft) = e'”.
Entonces
%(WE(BtI)tZO = % (Ade’® o E o Ade'®) |,
= ((Ade'®) o E o Ade'™ 4+ Ade'® o E o (Ade*™®)’) |i—o
= ((Ade™)([z, E o Ade™"*]) + Ade'® o E o (Ade'*([-, z])) |i=o

Notemos que esto puede escribirse de forma més abreviada (y sugestiva) como
(drg)e(x) = [0z, E].

Si bien la teoria desarrollada en la seccion 4.4 y su aplicacién a la érbita de similaridad de la
esperanza hecha en 6.3 ya nos garantizan que el nicleo de la diferencial (dng)g es el dlgebra de
Lie de la isotropia, es decir N + Mg (ver discusién al comienzo de la seccién 6.3), consideramos

interesante recuperar este hecho directamente de los datos algebraicos:

Proposicién 6.4.1 El nicleo Ker(dng)p de la diferencial de np es el dlgebra de Lie de la

isotropia, es decir N + Mpg.

Demostracion. Es inmediato verificar que N + Mg C Ker(dng)g. En efecto, como (drg)g es

claramente lineal, lo verificamos por separado: dado z € M, tenemos

(dre)e(y)(2) = (yE(2) — E(2)y) — (E(yz — zy)).
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Ahora bien, si y € N, entonces ambos miembros entre paréntesis son iguales, y por tanto la
diferencia da 0. Si y € M, entonces cada uno de los dos miembros entre paréntesis da 0.

Veamos ahora la reciproca: sea x € Ker(drg)g. Entonces
zE(z) — E(z)x — E(xz — zz) =0
para todo z € M. Si z € N, entonces tenemos
0=zE(z) — E(z)r — E(zz — zx) = (x — E(x))z — z(z — E(x)), (6.4.6)

de manera que z — E(z) € N'N M. Si z € KerE,

E((x — E(x))z) — E(z(x — E(z))) = —FE(zx—2z)=—FE(zx —x2)+zE(z) — E(2)x

= (dng)p(x)(z) =0.
(6.4.7)

Sea ahora z € M. Tenemos, combinando 6.4.6 y 6.4.7, y usando M = N & KerF, que
E((z — E(x))z) — E(z(x — E(x))) = 0

para todo Z € M, o sea que  — FE(x) € M¥, de manera que x € N + Mg, tal cual querfamos

probar. O

El resto de los invariantes se obtiene por célculo directo a partir de las formulas de la seccién

4.4. Resumimos la discusién anterior y dichos cédlculos en la siguiente proposicién:

Proposicién 6.4.2 Se tienen las siguientes igualdades:
1. (drg)p(z) = [z, B()] + E([- 2]), para todo z € M
2. Ker(dwg)g = N + Mg
3. T(V,W) = (drg)e([Ke(V), Kg(W)))
4. RV,W)Z = (drp)p([Kp(Z), A(Kp(V), Kp(W)]))

5. Si X € TrOg, la geodésica vy por E con §(0) = X es y(t) = LxpxE, y la aplicacién

exponencial es expp(X) = L _xyx) E.
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