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PREFACIO

Uno de los caminos transitados frecuentemente en Matemaética consiste en
llevar a distintos niveles de abstraccién conceptos presentados en la misma
Matemética, § en otras disciplinas, y cuya definicién ha sido dada inicialmente
para casos concretoss También lo es la biisqueda de invariantes que resulten
utiles para separar determinados objetos en clases4 En este espiritu, el pre-
sente trabajo, se basa en la consideracién del concepto de entropfa como un
importante invariante en el contexto de sistemas dindmicos y en su extensién
en distintas direcciones.

La entropfa de la cual partiremos es la introducida por Kolmogorov en
los cincuenta como una generalizaciény a sistemas dindmicos abstractos, de
aquélla presentada por Shannon en su teoria de la informaciéng la cual ya
estaba implicita en los trabajos pioneros de Boltzmann.

La primera de las generalizaciones que consideraremos consiste en la in-
troduccién de familias 1—paramétricas de entropfas que contienen a la forma
clésica de Kolmogorov-Shannon como un miembro. La idea consiste en llevar
a un contexto abstracto, en el sentido de Kolmogorov, la familia de entropias
introducida hace relativamente poco tiempo por C. Tsallis. Esta tltima estd
definida en el mismo nivel de abstraccién que la entropfa de Shannon, y la
contiene como caso particular.

La entropia de Tsallis ha dado lugar a numerosos trabajos relacionados con
diversas ramas de la Fisica y otras ciencias. De acuerdo con su formulacién,
a las familias del tipo de las que se considerardn en este trabajo las denom-
inaremos como ”entropfas de Kolmogorov-Tsallis”. De éstas nos interesardn
fundamentalmente sus propiedades de invarianza y la determinacién de cotas.

De la formalizacién matemadtica involucrada en la generalizacién d la Kol-
mogorov surge uno de nuestros principales resultados: En el caso en que el
sistema es ergddico las nuevas familias de entropias no contienen sustancial-
mente nueva informacién. Sin embargo no creemos que esto vaya en desmedro
de las aplicaciones que se han difundido especialmente en la literatura fisica
ya que como se verd, el proceso involucrado en nuestra definicién no permite
identificar informacién particular, mientras que en los trabajos como los men-
cionados se utiliza lo que en realidad es una cantidad de informacién muy
especifica.

Otra direccién en la cual puede extenderse la entropfa cldsica,de Kolmogorov-
Shannon, tiene que ver con implementar los dindmicos por la accién de un
grupo, en lugar de hacerlo por medio de transformaciones usuales en el espacio
fase. Aqui se ha considerado primero la versién medida de entropias geométri-
cas y topolégicas introducidas previamente y la comparacién con éstas.

Por tltimo se han tratado las llamadas ” entropias funcionales”, en estas la
extensién est4 formulada en el sentido de dar los dindmicos por tranformaciones
que actian sobre funciones las cuales constituyen una particién de la unidad,
en lugar de particiones conjuntistas como en el caso clésico.

La Plata, mayo 2000 Alejandro Meson
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1. INTRODUCCION

La Teorfa Ergédica constituye una importante rama de la Matemdtica con
estrechas conexiones con otras disciplinaseSu principal objetivo es el estudio de
propiedades cualitativas de acciones de grupos sobre distintos tipos de espacios
(espacios de medida, espacios topolégicos, variedades, etc.).

El origen de la palabra ergédico ( ergon = trabajo, odos = camino ) se
remonta a los trabajos de Boltzmann acerca de la descripcién de la accién
de un grupo uno-paramétrico de transformaciones sobre las variedades de en-
ergia, H = cte, de Hamiltonianos de interés en Mecdnica Estadistica.p Tales
variedades son invariantes por cada transformacién debido a que la derivada
del Hamiltoniano H, a lo largo de cada curva solucién, respecto del tiempo s
anula.

Los primeros resultados notables fueron obtenidos para espacios de medida
(X, B, 1) donde X es un conjunto (espacio fase), B es una o—élgebra sobre
X, y p es una medida sobre B que es preservada por una transformacién en
el espacio fase. Cronol6gicamente esto ocurri6 en la década de 1930, que es de
cuando datan los célebres teoremas de Birkhoff y von Neumann. Més adelante
se consideraron estructuras tales como espacios topolégicos con una aplicacién
continua (o un homeomorfismo) o variedades con una aplicacién diferenciable
(o un difeomorfismo).

Las acciones méds frecuentemente consideradas en un principio fueron las
llamadas discretas donde el grupo que actia es el de los enteros, o continuas
donde lo hace el grupo de los reales. Una estructura como las mencionadas ante-
riormente juntamente con una transformacién en el espacio fase, con caraterfs-
ticas especiales segin la estructura considerada, es lo que se denomina un
sistema dindmico, aunque como se suele hacer en estos casos, por abuso, se
le llama asi directamente a la transformacién. En este sentido los problemas
que histéricamente presentaron mayor interés son aquéllos relacionados con el
estudio del comportamiento de las érbitas discretas de sistemas dindmicos.

Un concepto importante en Teoria Ergédica, debida fundamentalmente a
sus propiedades de invarianza, es el de entropia.e Este surge a fines de la
década de 1940, introducido por Shannon en su trabajo sobre Teorfa de la
Comunicacién como el mimero positivo:

k-1
H =- Zpi log p; (1.1)

=0

Las cantidades pg,ps, ..., Px—1 involucradas se interpretan como componentes
de un vector de probabilidad obtenido a partir de un experimento repetido
independientemente un nimero infinito de veces. El significado del subindice
en H;, ser4 clarificado durante el desarrollo del presente trabajo.

Hacia fines de la década siguiente Kolmogorov extiende el concepto an-
terior a un nivel més abstracto considerando espacios de medida (X, B, u).
La entropfa de Kolmogorov involucra el promedio de la medida de sucesivas
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particiones del espacio fase por nombres de longitud n. Estas medidas se corre-
sponden, en el contexto de teoria de Shannon, con el promedio de la estimacién
de la cantidad de informacién obtenida de la repeticién de un dado experimento
a lo largo de un cierto periodo. La entropfa de Shannon es recuperada a partir
de la de Kolmogorov en el caso particular en el que el espacio fase es el conjunto
de secuencias infinitas o bi-infinitas {z;}, con z; € {0, 1,...,k — 1}, con con una
probabilidad p,, asignada a cada elemento de la secuencia y siendo la medida
considerada en la estructura la medida producto.

Al mismo nivel de abstraccién que el de Shannon se han introducido familias
dependientes de un parametro ¢ que contienen a la mencionada entropia de
Shannon como un miembro particular. Entre éstas merecen mencionarse como
las més difundidas las llamadas entropfa de Renyi y de Tsallis. Esta ultima
aparecio a fines de la década de 1980, motivada esencialmente por problemas
relacionados con fractales. Explicitamente su definicién, asociada a un vector
de probabilidad (po, p1, ..., Pk—1 ) €S

k=1

1-Z W

Uno de nuestros principales objetivos consiste en llevar a un contexto ab-
stracto esta definicién, en la forma hecha por Kolmogorov con la entropia de
Shannon.

La Teorfa Ergédica, como comentamos al principio, se relaciona con diver-
sas disciplinas particularmente con la Fisicag En un lenguaje més acorde con
Fisica Estadistica podemos hablar de un espacio fase X el cual consiste en
una coleccién de estados posibles de un un sistema fisico. Las sucesivas itera-
ciones de una transformacién T entre estados (6rbitas) describen la evolucién
temporal del sistema. Cuando el sistema se encuentra en equilibrio es posible
establecer una medida u sobre X bien definida, la cual es preservada por la
transformacién . En la mayoria de los ejemplos fisicos la c—4lgebra B se toma
como la mds pequena tal que los observables (funciones definidas sobre X y
a valores reales o complejos) son medibles. En estos casos p es definida como
una medida de probabilidad T —invariante de manera tal que p (E) puede in-
terpretarse como la estimacién de la probabilidad de que un instante dado el
sistema se encuentre en un estado x perteneciente a F.

En este contexto, el teorema ergédico dice esencialmente que si la medida
(o la transformacién) cumplen con determinados requisitos que la definen como
ergddica, entonces la frecuencia de visitas de las 6rbitas de un estado inicial z a
un conjunto £ C X es p (F) . Es comun entonces escuchar en el ambiente fisico
definir a un sistema como ergédico si ”pasa por todos los puntos” o ”cubre todo
el espacio fase”.

Con otro tipo de estructura es posible la definicién de entropias no me-
didas. La entropia topoldgica hace su aparicién hacia 1965 en el trabajo de
Adler, Kongheim y McAndrew. En este caso la estructura es un par (X,T)
donde X un espacio topolégico compacto y T : X — X es un homeomorfismo.
La entropfa topolégica involucra el promedio de crecimiento del cardinal de
subcubrimientos finitos de cubrimientos obtenidos en forma sucesiva por un
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proceso similar al de realizar la particién ”por nombres” en el caso de es-
pacios de medida. Algo m4s tarde, a principios de la década de 1970, Rufus
Bowen presenta una definicién equivalente usando conjuntos (n, ) — separados
y (n,e) — generantes, y que estd basada en la € — capacidad de Kolmogorov.
Esta defincién tiene como espacio fase un espacio métrico no necesariamente
compacto, aunque sin esta condicién la entropia podria depender de la métrica.
En el presente trabajo aparecerd una generalizacién de estas entropias al in-
tentar obtener cotas para la entropia en medida generalizada.

La obtencién de simbdlicos dindmicos asociados a un difeomorfismo f :
M — Moaunfluyjo®={p,: M - M /te R} ocupa un lugar sumamente
destacado en la teorfa. Este proceso llamado ”discretizacién” consiste en en-
contrar un secuencia {z;},., , z; € {0,1,...,k — 1}, de modo que hay una
conjugacién (o semiconjugacién) topolégica entre el llamado conjunto bésico
A de M y el conjunto de secuencias como las descriptas arriba, equipado con
la topologia producto discreta. Esto fue realizado inicialmente por Smale y
continuado por Bowen.

Entropias topolégicas y geométricas asociadas a acciones de grupos apare-
cen a mediados de la década de 1980, introducidas por Gromov, Ghys, Langevin,
Walzak, Bi$§ y otros. En estos casos se consideran a los dindmicos dados a partir
de acciones de un grupo sobre un espacio métrico.

Otro tipo de entropias son las entropfas funcionales. Aqui la novedad es
considerar, en lugar de las clésicas particiones conjuntistas, particiones de la
unidad. En este caso los dindmicos estdn dados sobre espacios funcionales y
la entropia de una particién se calcula en términos de la traza de una funcién
de la matriz densidad, asociada a la particién, al estilo de la entropia de von-
Neumann.

El presente trabajo se enmarca en el contexto descripto anteriormente. El
mismo consta de tres capitulos, cada uno de ellos dedicado a una forma par-
ticular de generalizar la entropia.

En el préximo capitulo se consideran familias dependientes de un pardmetro
y se muestran resultados acerca de su invarianza y otras propiedades. Se pondrd
especial énfasis en analizar si los miembros de la familia proveen nueva infor-
macién. La respuesta en el caso ergédico es negativa. Esta afirmacién, como
veremos, no contradice los resultados de la literatura fisica siempre y cuando
la entropia usada en la misma sea interpretada adecuadamente. También se
obtienen cotas de la entropia respecto al conjunto de medidas invariantes; de
esta manera aparecerd lo que llamaremos entropia topoldgica generalizada, de
la cual se hacen varias consideraciones en distintas subsecciones.

En el capitulo 3 se introducen entropias asociadas a secuencias de palabras
en un grupo que actia sobre un espacio de medida, allf se relacionan estas
entropias con las asociadas a acciones de grupos sobre un espacio métrico.

Finalmente, el capitulo 4 estard dedicado a considerar entropias funcionales
usando particiones de la unidad y dindmicos determinados por acciones de
grupos. Resultados relacionados con flujos serdn presentados en un apéndice.

En la figura 1 se muestra un diagrama de las distintas generalizaciones y se
especifica a qué capitulo del presente trabajo corresponden.
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Entropias funcionales
+

Acciones de grupos

(Cap. 4)
Entropias d'zc‘g;l:,:zss
funcionales (Cap. 3)

Kolmogorov K%':‘atl)lig:mv

Shannon
(Cap. 2)
Shannon Tsallis
Figura 1-1

La numeracién de los resultados ( teoremas, proposiciones, etc ) seguird la
siguiente convencion:

nro de capitulo.nro de seccion.nro de subseccion.caracter para el orden

El caracter para el orden serd una letra : a,b, ... si el resultado es debido a
otros autores y un mimero 1,2, ... si es originado en este trabajo.
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2. FAMILIAS DE ENTROP{AS DEPEN-
DIENTES DE UN PARAMETRO

2.1 Introduccion

Como se expresé en el capitulo anterior, el concepto de entropia fue introducido
por Shannon en su ”Teoria Matemética de la Comunicacién” como una me-
dida de la cantidad de informacién[49] Y luego extendido a sistemas dindmicos
abstractos por Kolmogorov.[31]. Ademds recordemos que en el mismo nivel
de abstraccién, que el considerado por Shannon pueden introducirse familias
de entropias dependientes de un parametro g que contienen a la mencionada
entropia de Shannon como un caso particular, mas prcisamente cuando ¢ — 1.
Como lo mencionamos, dos de los ejemplos més conocidos fueron presentados
por Renyi[45] y més recientemente por C. Tsallis[57]. Estas generalizaciones
encuentran una gran cantidad de aplicaciones en varias ramas de la ciencia y
la tecnologfa p. ej [40][7][43](2][32](17].

En este capitulo extenderemos (definicién 2.3.1) a un contexto abstracto,
en el ya mencionado sentido de Kolmogorov, a la entropia de Tsallis. De esta
forma relevantes resultados de Sinai, Ornstein y Melshakin[50][39][36] resul-
taran consecuentemente extendidos. Debemos senalar que en un espiritu simi-
lar, D. Ruelle extendi6 la entropfa de Renyi para el valor particular g = 2[48].

Nuestro interés, como dijimos, estard dirigido principalmente a una formu-
lacién més abstracta de las familias introducidas por Tsallis y a puntualizar el
verdadero rol que cumplen sus miembros en cuanto al aporte de nueva infor-
macién con respecto a la entropia clésica .

Los teoremas de isomorfismo de la seccién 2.4 y un teorema de Sinai (para
la entropia clésica) nos llevard a deducir que en ciertas condiciones, funda-
mentalmente la ergodicidad, no hay aporte sustancial de nueva informacién
(teorema 2.5.2). Sin embargo por las razones expresadas en el prefacio y en
el capitulo 1 creemos que esta afirmacién no invalida lo realizado en el &mbito
de la Fisica y otras disciplinas. Esto serd desarrrollado especificamente en la
seccién 2.5.

En la seccion 2.2 se introducird la notacién y se presentarédn las definiciones
bésicas necesarias para el resto del capitulo. La seccién 2.3 serd dedicada a
definir nuestra generalizacién, al ”estilo Kolmogorov”, de la entropia de Tsal-
lis. Luego de discutir las propiedades de isomorfismo de la familia introducida,
en la siguiente secci6én se obtendran cotas para la misma, de las cuales surgird
naturalmente lo que llamamos entropia topoldgica generalizada. En las sub-
secciones en la que esta seccién est4 dividida se presentardn diversos resultados
relacionados con esta familia de entropias.

FAMILIAS DE ENTROP/AS DEPENDIENTES DE UN PARAMETRO 7



2.2 Definiciones previas y notacién

La idea matemaética de transformaciones que preservan la medida generaliza,
de alguna manera, el concepto fisico de sistema dindmico. Recordemos que,
fisicamente, un sistema dindmico es entendido como una. coleccién de particulas
o estados sujetos a una ley que determina la evolucién temporal y de manera
que el teorema de Liouville se verifica. Ademads recordemos que las condiciones
de equilibrio se interpretan, matematicamente, como la existencia de una me-
dida invariante la cual es la probabilidad de que un estado pertenezca a un
cierto subespacio del espacio fase en un instante dado.

Desde un punto de vista matemético un sistema dindmico, o mds precisa-
mente un sistema dindmico que preserva la medida, es un cuddruple S =
(X,B,u,T), donde X es un conjunto (espacio fase), B una o-dlgebra, p una
medida de probabilidad sobre B y T una aplicacién del conjunto subyacente X
a él mismo, la cual es medible y preserva la medida y, esto es: para cualquier
BeB, T 'BeByuT'B) = uB).

Ejemplo 2.2.a: Sistemas de Markov:

Sea A una matriz de kX k con coeficientes 0 6 1, anotamos 2 = {0, 1,2, ...,k —
El espacio fase es el conjunto:

EA = {:L‘ = (Ii)iez 1x; € Q,Vi € Z, Awi,zi+1 = 1}-

La matriz A indica que secuencias est4n permitidas, y es a veces llamada matriz
de transferencia o de adyacencia.

A partir de la matriz de transferencia A se pueden definir un vector de
probabilidad p = (po, p1, ..., Pk—1) y una matriz estocéstica E = (Ey;); .o
(o sea E E;; =1) tal que Zp, = p,. Esto se hace de la siguiente manera:

Sea (qo, Q1 -y Qk—1) UN autovector positivo de Ay (vo, v, ..., Uk—1) Un autovector
positivo de AT (la traspuesta de A), normalizados de modo que ¥ qv; = 1.
Por el teorema de Perron-Frobenius[22] la matriz A tiene un autovalor positivo
e tal que e > |e;| donde e; es cualquier otro autovalor de A. Eiiie autovalor

i,jVi

es también, claro estd, maximal para AT. Luego hacemos E; ; = , y esta

Vj
matriz cumple las condiciones Z Ej;j=1y ij, i,j = Pj, CON P; = q;;.

La medlda queda definida del siguiente modo cada punto {z;} tiene medida

P ({z;}) = p,. Consideramos los ”cilindros elementales”
Carmm m ={r€Xy:2;,=0q;:1=—m,..,m}, cuya medida se define como:

,'l’ (C) = pa—mEa—mya—m-}»l "'Eam—lyam'

Pueden considerarse cilindros més generales:

Coortl = {g €y :2q = :1=0,..,1, {ao,...,a1} CQ}, y se define en
forma anéloga la medida sobre esta clase més general.

Llamamos B a la o-4lgebra generada por la semi-algebra de cilindros. Por
el teorema de extensién de Kolmogororov (ver por €j. [42] 0[46]) hay una tnica

medida de probabilidad en (24, B) que sobre los cilindros coincide con p.
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La transformacién es el desplazamiento o : ¥4 — T4, dado por oz = z,
donde x; = x,;41. La estructura dindmica conocida como sistema de Markov es
entonces el cuddruple (L4, B, p,0).

Ejemplo 2.2.b: Esquemas de Bernoulli

Consideramos un vector de probabilidad p = (po, p1, .-, Pk—1) ,0 sea

> p; = 1. El espacio fase es

BS (p) = {m = (T);ez T €EQVI € Z} = ﬁ {0,1,2,....,k — 1}. (2.1)

Se asigna, como antes, a cada punto {z;} la probabilidad p,, y al cilindro
Corom ={z:z;=0;:1=—m,..,m} la medida

© (C) =P ({a’—m}) ..P ({(Lm}) = Pa_pm+Pam-

La transformacién es el despazamiento o del ejemplo anterior.

Este sistema dindmico podria ser considerado como un caso especial de
sistemas de Markov. Especificamente aquél en el que la matriz de transferencia
tiene todos sus coeficientes iguales a 1, siendo la matriz estocdstica dada por
Ei,j =p;-

Ejemplo 2.2.c: Rotaciones en el ctrculo unitario:

Sea S! = {z € C: |z| = 1}. Un sistema dindmico quedard definido por la
siguiente estructura: S! como espacio fase, la transformacién es la rotacién

R,:S'— S'con R,(z) = az; a=€e",p € R

la o- dlgebra de Borel y la medida de Lebesgue normalizada.

Ejemplo 2.2.d: Rotaciones en un toro:

Tomamos como espacio fase el toro m—dimensional 7™ = R™/Z™, esto
es el espacio cociente formado identificado a aquellas m—uplas de nimeros
reales en las cuales todas sus componentes difieren en un entero. Como se
sabe, este espacio cociente es topolégicamente equivante al producto cartesiano
de m—copias de S*. Consideramos entonces a 7™ como espacio fase y como
transformacién una rotacién en 7™, la cual por lo anterior puede darse por

R=(Ry,...,Ry) con Rj(2) = ajz; aj = ei“’j,<pj €eR

La o- 4lgebra serd la generada por producto de Borelianos en S!, y la medida
se tomard como la medida de Lebesgue producto.

Finalizamos esta seccién recordando el concepto de factor:

Definicién 2.2.e: Un sistema dindmico S’ = (X',B',,u',T') es un fac-
tor del sistema dindmico S = (X, B, pu,T), si existe una aplicacién medible
suryectiva f : X — X', tal que:

i) para cualquier B' € B ,u(f~'B') = u'(B)

ii) para cualquier =, f(Tz) = T (fz).

DEFINICIONES PREVIAS Y NOTACION 9



2.3 _Entropia de Kolmogorov-Tsallis

La generalizacién de Kolmogorov de la entropia de Shannon (1.1) se define
midiendo inicialmente la cantidad de informacién disponible H;, asociada a una

k-1

particién de X. Si A = {Ap, A1, .., Ak-1},estal que U 4; = X; AiNA4;j=¢
i=0

Vi # j, entonces

Z 1(A;) log u(As). (2.2)

Aqui u(A;) se intepreta como la probablhdad de que un punto aleatorio se
encuentre en A;. Luego se calcula el promedio de ésta cantidad de informacién
cuando el experimento se repite infinitamente. Finalmenten se involucra a toda
la informacién disponible. En un lenguaje mds matemadtico esto se interpreta
como el hecho de tomar el supremo sobre todas las particiones por conjuntos
medibles.

A continuacién siguiendo este proceso definiremos una familia de entropias
que seré el objeto central de estudio en todo este capitulo.

Para generalizar la entropfa de Tsallis (Ec.1.2) de acuerdo con el proced-
imiento anterior, comenzamos reemplazando ”probabilidades p; por medidas

p(A;)”

H(A) = (g - 1)° <1—Z[u ) 23)

=0
donde ¢ es un nimero real. El caso ¢ = 1, serd impuesto por continuidad, y
resulta entonces la expresién (2.2).

Para definir la entropia asociada a una transformacién 7' usaremos la ter-
minologia de ref. [30]. Dado « € X, consideramos los siguientes puntos en su
érbita: z, Tz, T?z,...,T" 'z, puesto que A es una particién, para cada uno de
esos puntos hay un tnico miembro de A al cual pertenece. Podemos entonces
asociar a cada punto z una cuerda ¢ = (4o, 4y, ...,¢,—1), la cual llamaramos
el nombre de = de longitud n; la asignacién es hecha segin la prescripcién
T'z € Ay, 1 = 0,1,...,n — 1. Consecuentemente se puede obtener de .A una
nueva particién:

{A™(£) : A™(¢) es el conjunto de puntos con el mismo nombre £
de longitud n} .

Definicién 2.3.1: La entropfa media generalizada, asociada a una trans-
formacién T que preserva una medida p es:

ha(T) = (¢ = 1)7" [1 = exp (hy(T))] (2.4)
donde:

hy(T) = sup hy(A,T) (2.5)

ENTROPIA DE KOLMOGOROV-TSALLIS 10



oA, T) = T~ {log 1 + (1 — g) Hy(A")]} (2.6)

donde para H,(.A™) se toma en 2.3 la suma extendida sobre todos los nombres
de longitud n.
Observacion 1: En el caso cldsico

(T) = lim ho(T), )

. . .1 : .
la existencia de nll_l};o ;H 1(A™) puede asegurarse aplicando el siguiente resultado
de Anélisis: sea (a,) una sucesién de nimeros reales tal que @, m < ap + @,

1
entonces (;an) converge. Ahora hacemos a, = H;(A"), entonces, por la
subaditividad de H;([8],[58]), se tiene que H;(A™™) < H;(A") +H1(A™) y

Jim ;H 1(A™) existe. En el caso generalizado tal existencia no puede garanti-
zarse de alli que se tome el limite superior en la Ec.2.6.
Observacion 2: Para el caso particular de los esquemas de Bernoulli
BS(po,p1, ---s Pk—1), consideramos como particién el ”generador canénico”
G ={G.}, conG; = {x = (T1) ez : To= z} para 0 <i < k—1. O sea cada G;
ser4 el cilindro C?, cuya medida es p;. La particién G® por nombres de longitud
n, estard formada en consecuencia por cilindros C;™ " . Luego

Myere

1 (G") = Pa_pn--Pam

Ahora efectuando los correspondientes célculos:

(6. ~log 3ot 28)

la cual conduce a la entropia de Tsallis [57] para ¢ arbitrario y donde o es el
desplazamiento definido en el Ejemplo 2.2.b.

BS(po,p1,--Pk—1)

Luego:
3 k=1
10, lasgy = Hols) = (a = 1) 1= T, 29)
1=0
y recobramos la expresién de Shannon[49]
k=1
Hy (p) = — ) _ pilog(p:) (2.10)
=0

conq— 1.

Observacion 3: Es valido (Teorema de Kolmogorov-Sinai) que H; (p) =
hi(G,0) = hy (o). Sin embargo, para g arbitrario H, (p) no coincide nece-
sariamente con h, (o), debido a que no puede asegurarse que el supremo sea
alcanzado en el generador G.

Observacion 4: Si p; = 719. (caso equiprobable), ¢ = 0,1, ...,k — 1, entonces

la ecuacién 2.8 resulta [ﬁq(g, 0)] = log k!79. En particular para

BS(}’Oapl)"a‘pk—l)
el caso clasico de la observacién anterior se deduce que h; (o) = logk.

ENTROPIA DE KOLMOGOROV-TSALLIS 11



2.4 Teoremas de isomorfismo y otras propiedades

Teorema 2.4.1: Sea S’ = (X "B, u',T') un factor (def. 2.2.e) del sistema
dindmico S = (X, B,u,T), entonces hy(T) < hy(T') para ¢ > 1y hy(T) >
ho(T') para q < 1.

Demostracion: Sea A = {AE,,A'I, ...,A;c_l} una particién por conjuntos
medibles de X'. Sea f : X — X' una funcién como en la definicién 2.2.e y de-
notemos A = f~! (.A') . Sea y un punto de X' con nombre ¢ = (¢,,,,...,£,_,)
respecto a (A’,T’) , 0 sea (T')zy € A'e:, i=0,1,..,n—1. Siz es punto de X tal

que y = f (z), entonces f (T'z) = (T')iy, en consecuencia Tz € f~! (Alef) =

Ay, o sea que el nombre de z respecto (A,T) es también £ = (€,,4,,.....L,_,).
De lo anterior se deduce que si A™ y (A’)n son las particiones por nombres de
longitud n, obtenidas a partir de A, A entonces

a0 = 17 (A))

() = (1 (A)) = i
y en consecuencia hy(A,T") = hy(f~? (A’) ,T).
Tenemos entonces:

Luego:

hy(T') = sup {hg(A, T} = sup {Ro(£7 (A),T)} < hy(T)
Esto implica que
ho(T) < hy(T') si g > 1

ho(T) > hy(T') siq < 1

]

Si los sistemas son isomorfos, esto es si la funcién f es biyectiva, entonces se
tendrd una igualdad En [37] el teorema anterior se demostré bajo est4 hipétesis,
con una linea de razonamiento similar.

Dos sistemas S y S’ son débilmente isormorfos, si S es un factor de S’ y S’
es un factor de S. Por lo tanto se alcanza la igualdad con una condicién menos
fuerte que la de isomorfismo.Decimos entonces que la entropia generalizada
resulta un ¢nvariante por isomorfismo débil.

En general, se dice que una propiedad P relativa a dos sistemas dindmicos
S y S'es un invariante completo (débilmente completo) de tales sistemas si se
verifica: S y S’ comparten la propiedad P si y s6lo si S 'y S’ son isomorfos
(débilmente isomorfos).

Con posterioridad a la publicacién del teorema anterior en [37], Takens y
Verbitski en ref.[56] , probaron un teorema similar para la entropfa de Renyi.

TEOREMAS DE ISOMORFISMO Y OTRAS PROPIEDADES 12



Para la entropfa original de Kolmogorov, teoremas de isomorfismo habian sido
probados en refs. [50],[39],[29)

Proposicién 2.4.2: Para cualquier entero m > 2 es valido:

he(T™) = (g — 1) [1 — exp (mhy(T))| para todo g.

Demostracion: Escribimos H, (A) = 1+ (1 — q) H, (A) . Recordemos que
una particién A es un refinamiento de una particién C, si todo elemento de C
es unién de elementos de A. Si ¢ < 1, entonces H, (A) > H, (C), mientras que
para ¢ > 1 resulta H, (A) < H,(C).

Veamos la demostracmn para ¢ > 1 . Consideramos una particién A, y sea
A™ la particién por nombres de longitud m obtenida de A y de la transfor-
macién T. Tenemos H, ((A™)") = 1+ (1 - q) H, ((A™)") donde ahora (A™)"
es la particién con nombres de longitud n obtenida de la particién A™ y de la
transformacién T™. Luego

ho(A™, T™ = Tim - {1og[ ((A™m]} (2.11)

n—oon

= Tm—1{1 m">1H.A8=I~z
T {lo [, (A™)]} > i 3, (47) = (A2
donde A™" es la particién con nombres de longitud mn construida de la par-
ticién dada inicialmente y de la transformacién T.

Luego tomando el supremo sobre particiones finitas:

ﬁq T™) = mﬁq (T).

Para la otra desigualdad:

Si I € N entonces una particién por nombres de longitud [, respecto a
(A, T) involucra a las 6rbitas z, Tz, ..., T* 'z, para cada punto z. Una particién
por nombres de longitud n, con respecto a (A™,T™) involucra a las érbitas
z, Tz, ..., (T’")"_1 z. En consecuencia si | = mn, mn+1, ..., mn+m, entonces
Al es un refinamiento de (Am) Luego:

7 1w [y (4]} < 7 foe [, (4)]} = 27 {ios [, (4]} <
m”:m%{og[ A (4)])

Consecuentemente:
o g [Hy (4]} < m (14 1) {7 ()]

de manera entonces que:

sup - {log [F, (4]} < mawp (143)  sup 2o [y (4]}

ji>n ] ji>n l=mn,mn+1,... mn+n

En consecuencifx: '
hy(T™) = Eﬁ {log [ﬁq ((Am)")]} = lim sup = {log [ H, (Am)’]} <

J—00 j>n ]
m lim 7 {og [, (4]}
Finalmente:

hq(A, T™) < mhy(A,T),

para cualquier particién finita A.
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Para ¢ > 1 la demostracién es similar, teniendo en cuenta la inversién de

las desigualdades anteriores.
|

Proposicién 2.4.3: hy(T1xT3) = (¢ — 1)_141 — exp (ﬁq(Tl)) exp q.zq(Tg))] .
Donde el producto de transformaciones estd definido en la forma usual.

Demostracion: Consideramos dos sistemas dindmicos: Sy = (X, By, i1, T1),
Sy = (X3, By, piy, T») y definimos su ” producto ”:

Sl X 52 = (Xl XXZanl'L’Tl XT2)7

donde B es la o—4lgebra generada por rectdngulos A;;x Agj con Aux € By
(¢ = 1,2) y con p la medida producto : p (A X A2j) = py (A1)« po (Agj).
Sean A’ y A" particiones de X; y X», respectivamente, y sea A the particién
producto A" y A”. Luego

i, (A("’"‘)) = [lh ((A’)n (E')) - o ((.A")m (é"))]q , donde la suma est4d
e

extendida sobre los nombres ¢ y ¢*, de longitud n y m para Ty and T», respec-
tivamente. Como la o—4lgebra considerada es la generada por los rectdngulos

tenemos:

ho(Ty x Ty) = sup {ho(A, Ty x Tp) : A=A x A", A'particion de X;
A" particién de X2} .

Luego:

ho(A Ty x Ty) = 1Lz§oglog(el[ ((A)"( '))]")+
T (Sl (0" O)).

y por lo tanto:
Bq(.A, T1 X T2) = ;Lq(A/,Tl) + ilq(A”,Tg).
Como esto es vilido para cualquier particién por rectdangulos, tenemos:
Bq(Tl x Ty) = ilq(Tl) + Bq(T2)-
0 sea:
ho(Ty x Tp) = (g — 1) 7" [1 = exp (hy(T1) ) exp (hy(T3))] (2.13)
|

A continuacién presentamos algunos cdlculos que generalizan resultados

para el caso clésico [8],

[58]:
Ejemplo 2.4.4: hy(id: X - X)=0
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Dada una particicién A, si A" es la particién por nombres de longitud n
con respecto a (A, id) , entonces A = A" para todo natural n. En consecuencia

h, (id) = Ei log [qu (A")] = 0, puesto que por lo anterior H, (A") es con-
stante con respecto a n. Luego h, (A) = 0, para cualquier particién A y por lo
tanto hy(id) = 0.

[ ]

Ejemplo 2.4.5: Entropia generalizada de rotaciones en el circulo unitario.

Consideramos el sistema dindmico del ejemplo 2.2.c: R, : S* — S* con
R.(z) = az, S' ={z € C: |z| = 1} . Debemos distinguir dos casos:

Caso I: a es una raiz de la unidad, o sea a = e2™/" para algin entero
positivo 7. Como (R,)" = idg1, por el ejemplo 2.4.4 tenemos que hy ((R,)") =0
para todo ¢, y por la proposicién 2.4.2 rﬁq(Ra) = 0 y entonces hy(R,;) = 0
para todo q.

Caso II: a no es una raiz de la unidad. Vamos a considerar una familia
de particiones (Ax),cn > en la cual cada miembro es una particién del circulo
unitario por k intervalos iguales. O sea que si A} es la particién por nombres
de longitud n respecto (Ax, R,) y N (A}) es el nimero de conjuntos en esta,
se tiene N (A7) < nk.

Sea ¢, (z) = 27, ¢ > 1; luego por un simple argumento de convexidad:

k-1 k—1 k—1
é, (Z Aﬂi) <> Nigg (z),con N >0y Y A =1.
=0 =0 =0

Si \i = 1/k , x;—u(IF), donde I es cada intervalo de la particién Ay, se
tiene:

y por lo tanto:

k=1 -
pués Y. u(IF) = 1, para cada k. Consecuentemente, si H, (A) = 1+(1 — q) H, (A)
i=0

,entonces

k-1
Hy (1, Ar) = D (w(IF))* > K17 (2.14)
=0
y finalmente: 3
Hy (u, A7) = (N (AR))' ™ > (nk)' ™7, (2.15)

- 1 —1
hq(Ax, Ra, p) = lim ~log Hy (p, A;) 2 (1 - g) lim —~log (n + k) = 0.

n—oon,

Como, por la definicién 2.6, fzq(Ak, Rg, ) <0 para g > 1, se tendrd obvia-
mente que h,(Ax, Ra, ) = 0. Luego 0 > hy(Ra, p) > he(A, Ra, ) = 0, con lo
cual hg(Rq, 1) = 0 y en consecuencia hq(R,, ) = 0, para ¢ > 1.
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|
Ejemplo 2.4.6: Consideremos una rotacién en un toro (ej. 2.2.d):
R:Tm—-Tm™
(T =R™/Z" 0 T" = §" x ... x §%),
donde R = (R, ..., R) con Rj(z) = a;z.

En el caso en que a; = 62’”/ "7 para alglin entero positivo r;, j = 1,2, ...,
por la proposicién 2.4. 3 y el ejemplo 2.4.5 tenemos que hy(R) = T he(R ) =
J

O sea hy(R) = 0.

Si para algunos j, a; es raiz de la unidad y para otros no, entonces para estos
ultimos la entropfa de las correspondientes funciones coordenadas se anula.
Para los otros las funciones coordenadas serdn transformaciones ergédicas de
S! y luego se realiza un an4lisis como en caso II del ejemplo anterior.

’

2.5 El caso er@dico

En vista de los resultados de la seccién anterior, cabe preguntarse si lo enunci-
ado en el teorema 2.4.1 no es debido al hecho de que en realidad los miembros de
la familia de entropfas no contienen sustancial nueva informacién con respecto
a la involucrada en h; (T, 1) . Para este caso cldsico la entropfa es un invariante
completo por isomorfismos para esquemas de Bernoulli. Recordemos que esto
ultimo significa que dos esquemas de Bernoulli tienen la misma entropfa si y
s6lo si son isomorfos[39].

En este capitulo se considerd una situacién mds general: se tienen dos
sistemas dindmicos, uno de los cuales es un esquema de Bernoulli (y por lo
tanto ergédico [42] 6 [28]), pero el otro es un sistema ergédico conjugado a
un espacio de Lebesgue (los cuales serdn llamados directamente espacios de
Lebesgue). Antes de avanzar recordemos la definicién de ergodicidad:

Definicién 2.5.a: Un sistema dindmico S = (X, B, 1, T) es ergddico si los
conjuntos medibles B con T~! (B) = B satisfacen u(B) =06 u (X — B) = 0.

Alternativamente se dice que que la medida i es T' — ergddica.

Una condicién equivalente es que si una funcién medible f : X — R verifica
que f (Tz) = f(z), p a.e entonces es constante p —a.e.

Una condicién més fuerte que la ergodicidad es la de ”mixing”.

Definicién 2.5.b: Se dice que un sistema dindmico (o directamente la
transformacién) es débilmente mixing si:

lim ~ Z]u(" )N B) ~ u(A) u(B)| =0,

n—oo 7,

para cada par de conjuntos medibles A, B. Se dice que el sistema (o la trans-
formacién) es fuertemente mizing si:

lim (T ™ (A)NB) =p(A)u(B).
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Que la condicién de fuertemente mixing implica la ergodicidad se ve de la
siguiente manera: si B es un conjunto medible 7T'—invariante entonces, para
todo n, u(T™™(B)N (X — B)) = 0. Luego p(B)u(X — B) = 0 y en conse-
cuencia T es ergédica.

Para la situacién planteada al comienzo se tiene el siguiente teorema debido
a Ya Sinai:

Teorema 2.5.c[51]: Sean T : X — X, y un esquema de Bernoulli BS (p)
con hy (T) > [h]pg(, ¥ T ergddica, entonces BS (p) es un factor de T.

Observacion: Vamos a identificar al sistema dindmico con la transformacién
que preserva la medida considerada en la estructura. En consecuencia cuando
digamos que una transformacién es isomorfa o es un factor de otra, esto sig-
nificard que los sistemas dindmicos, como estructura, lo son. Consideraremos
como otra hipé6tesis adicional que el espacio (X, p) sea ”numerable”, esto es que
L? (X, i), estructurado como espacio de Hilbert, tenga un subconjunto denso
numerable.

Definicién 2.5.d: Un sistema dindmico es un automorfismo de Bernoull:
si es isomorfo a un esquema de Bernoulli.

El teorema 2.5.c, el teorema 2.4.1 y la siguiente proposicién nos servirdn de
base para obtener una respuesta a lo planteado al principio de esta seccién con
respecto a la redundancia de la familia de entropias.

Proposicién 2.5.1: Sea S = (X, A, p,T)un espacio de Lebesgue con T
ergédica, y tal que h; (T) > log K, para algin entero K > 1. Entonces para
q> 1 .

1- K¢
ho(T) < =1

Demostracion: Sea T ergédica con hy (T') > log K, para algin entero K
> 1. El miembro derecho de la desigualdad es la entropia cldsica del esquema

de Bernoulli BS (p), con p = (1

—, .., 1 ver observacién 4 debajo de la
K K

ecuacién 2.10).

1 1
Por el teorema 2.5.c BS (—, vy =

7 K) es un factor de T' y entonces por el

teorema 2.3.2 tendremos:

W) 2 [, 2 [

— 1—q
BSE) = =log K- 9.

BS(p)
La ultima igualdad resulta también de lo puntualizado en la observacién 4.

De manera que
1—- K¢
<

ho(T) < =) ,sig> 1.

|
Ahora estariamos en condiciones de responder negativamente a la pregunta
de si la familia de entropias h, contiene nueva informacién:
Teorema 2.5.2: Sea § = (X, A,p,T)un espacio de Lebesgue con T
ergédica y hy (T') > 0. Entonces:

\I/q(hl) sig>1
00 sig<1l

hy(T) = {
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donde ¥, es una cierta funcién.

Demostracion:

I) Casog <1

Vamos a necesitar el siguiente resultado que aparece en [56], y cuya demostracién
presentamos aqui por completitud:

Lema: Sea h un mimero real tal que 0 < —tlogt < h < oo, cont € [0,1].
Entonces existe un nimero natural m y un vector p = (po, ..., Pm—1), de modo
que se verifica:

m—1
i) Yopi=t

~
. ’ m—1
i) — L pilogpi=h
Demostracion del lema Sea h un nimero tal 0 < A < oco. La aplicacién
P = (Do, -y Pm1) — — 2 p; log p; es una funcién continua en el simple A =

{p=(poy ey Pm—1) : s > 0 Zp, =1}, y que toma valores en [0,logm) ([58]-
[28]). Luego para m suficientemente grande existe un vector de probabilidad

p= (1‘)0, ...,ﬁm_l) € A tal que

m—1
- Z P;logp; = h.
=0
. . - h : _ .
Si en particular h = T +logt > 0, consideramos p; = tp;, i =0,1,..m—1. En
consecuencia
E Di = ta y
=0
m—1 m—1 m—1
— X pilogpi = — X tPilogtp, = —t Z P (logp; + logt) =
—t Z D, logp; — tlogt = th — tlogt = h.

Con | lo que queda probado el resultado.

A continuacién determinaremos un vector de probabilidad p que reuna cier-
1

. . ) . _ltg
tas condiciones especificas. Sea 0 < ¢ < 1, n € N, definimos p; = n™ 2,
1=0,1,2,...,n — 1. Tenemos entonces que

n—1

g g1
Y pi=nxn"2 =n% —0, conn— oo
=0
y
n—1 1 q o=t
- pilogp; = n'% logn — 0, con n — co.
=0
Sean .
n— —1
t=1- Y p=1-n"%,
=0
—_ n—1 1 —
F=hy (1) + 'S pilogp =y (T) - =2

Usamos ahora el lema (notar que A > —tlogt, para n suficientemente
grande) y en virtud de éste existe un nimero natural m y un vector (wo, .. Wm-1)
con S w; =ty — Y w;logw; = h. Definimos:
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_ltg |
P = (Do, -y Pn—1,Pny -y Pntm—1) , donde p; =n~" 2% ,1=0,1,2,..,n—1
Pn = Wo, -y Pnt+m—1 = Wmp—1-

Luego:

n+m—1
2 pi=ly- _Z "pilogpi = by (T).
Tenemos entonces determmado un esquema de Bernoulli BS (p) con en-
tropfa clésica igual a hy (T). Entonces por el teorema 2.4.c BS (p)es un factor
de Ty luego por el teorema 2.3.2 se tiene hy (T) > [hy] g, - Por otra parte,

m—1

n—1 —
1 : :
como 'Eo p! > Zo p! =n'% ycon G el generador canénico, se tiene
1= 1=

50 ()] s,y = 108 (08) =108 (nF),

finalmente obtenemos:

n—1
1->Y0p a=1
S 1—-nZ
he (T) 2 [h‘I]BS(p) 2 q _[i q—1

Con lo cual como n puede tomarse arbitrariamente grande se tendrd hy (T') =
oo, para q < 1.

Si g es negativo, entonces ¢ < go con 0 < go < 1,y como hy > hy, el teorema
vale también en este caso.

IT) Caso ¢ > 1

Vamos a considerar primero la situacién particular en que, para cualquier
m > 2, T™ es ergédica y h; (T™) > 0. Para cada z > 0, elegimos un nimero
negativo M, = M, (z) con la siguiente propiedad: para cualquier y >0,z >y
si y s6lo si Mgz > (1 - q)y.

Si en particular z = hy (T) > 0, y K es un entero tal que K > 1, se
tiene que hy (T') > log K si y solo si Myhy (T') > (1 — g)log K. Por otra parte

hi (T) > log K implica que. BS (%,,E

Sinai), y consecuentemente h, (T') > (1 — g) log K (c.f. prop. 2.5.1).

hy (T
l—g¢

definiciones. En consecuencia M,h, (T) > h, (T), o sea:

) es un factor de T (teorema de

~—

, si ¢ > 1, lo cual se deduce de las

Tenemos ademés que hy (T') >

Myhi (T) _ by (T)
l1-¢q ~— 1—g¢
Supongamos que fuera
Myh, (T) ;"q (T)
< )
1—¢q 1—g¢q

aplicando en particular a 7™ tenemos, usnado prop. 2.4.2:

Eq (Tm) _ Mth (Tm) - m (ﬁq (T) _ Mth (T)

— +00, con m — +0o0.
1-g¢ 1-¢q 1—-g 1-gq )
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Luego para un m suficientemente grande existird un entero K > 1, tal que

hy (T)
<logK < 1—¢

Myhy (T™)
1-g¢

Entonces tendriamos una contradiccién con la proposicién 2.5.1 aplicada
a T™. Recordar que se estd suponiendo que todas las iteraciones de T' son
ergédicas.

En consecuencia si T' es ergédica y T™ es ergédica, m > 2, se tiene que
Myhy (T) = by (T)

Pasemos ahora a la situacién general. Vimos que dada una transformacién
ergédica T con hy (T) > 0, existe un esquema de Bernoulli con entropfa clésica
igual a hy (T) ([58]-[28]). Esto también serd vélido para sistemas dindmicos
isomorfos a esquemas de Bernoulli, los cuales, como vimos, reciben el nom-
bre de automorfismos de Bernoulli (lo de automorfismo alude al hecho de ser
transformaciones invertibles). Entonces si T ergédica con hy (T') > 0, existe
un automorfismo de Bernoulli S con h; (T') = h; (S). Luego por el teorema de
Sinai (teor. 2.5.c) S resulta ser un factor de T, o sea h, (T) > h,(S). Para
cada tranformacién T hay asociado un operador Lr : L% (X, u) — L2 (X, u),
definido por Lr [f] (z) = f (Tz). Se dice que este operador tiene espectro dis-
creto si hay una base ortonormal numerable de autofunciones. Por un teorema
de Rohlin si T : X — X es un automorfismo de Bernoulli, con X numerable,
el operador asociado Lr tiene espectro discreto (ver por €j. [58], pag. 109).
Puede probarse ([58], pdg. 66) que si Lr tiene espectro discreto entonces T es
fuertemente mixing (ver def 2.5.b). Lo que se prueba en realidad es que

lim (£7.f,9) =(f,1)(1,9),

donde (., .) denota el producto usual en L? (X, ) . La definicién 2.5.b es obtenida
con f =14, g=1Ip (14, Ip son las funciones caracteristicas de A, B respecti-
vamente).

De manera entonces que el automorfismo de Bernoulli S, mencionado en
el pardgrafo anterior es mixing y se prueba que S™ es ergédica para todo
m > 1[21].

(T

1-g¢

t

~——"

Recordemos que h; (T') >

, si ¢ > 1. En consecuencia:

Moy (T) 2 by (T) 2 by (8) = Moha () = Myha (T).

Asi queda probado este caso para cualquier transformacién ergédica.
|

Un teorema similar para el caso de la entropfa de Renyi fue probado en
ref.[56]

Para el caso cldsico se demuestra la completitud, ver a continuacién del
teorema 2.4.1, en el caso particular de esquemas de Bernoulli:

Teorema 2.5.e (Ornstein[39]): Dos esquemas de Bernoulli BS (p) , BS (p')

son isomorfos si y solo si tienen igual entropfa (clésica).

Hay clases de isomorfismos més restrictivos, por ejemplo los llamado iso-
morfismos finitarios. Recordemos su definicién:
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Definicién 2.5.f: Un isomorfismo f entre dos esquemas de Bernoulli es
finitario si dado un elemento z en el espacio fase X ( ver 2.1), hay dos enteros
n1 < ny, tal que para cualquier otro ' € X que verifica z’ [ny,n2) = z [0, ng),
las coordenadas cero [f(z)],, [f(x')] Y [f~1 ()]s [f‘l(a:')] , Son iguales respec-
tivamente. Con z [n; ny] denotamos la palabra n, Zn, +1.....Zn, _Zn,. Keaney
Smorodinski demostraron el teorema 2.5.e para isomorfismos initarios|[29).

El teorema de Keane y Smorodinski puede generalizarse para el caso que
nos conduce a la entropfa de Tsallis, que hemos denotado H, (p)(ver Ec.(2.9)):

Teorema 2.5.3: Dos esquemas de Bernoulli BS(p), BS(p') con H, (p) =
H, (p')son isomorfos finitariamente.

Demostracion: Sean p = (po,p1,...,Pk—1) Y P = (D, Py, - P_;) (con k >
3;1 > 3) y para los cuales H, (p) = H, (p'). Podemos determinar un ter-
cer vector de probabilidad r = (rg,ry,...,7m—1) con la misma entropfa y con
TOo =p; ,T1 = p;- para ciertos ¢,j. Para esto puede asumirse sin pérdida
de generalidad que los vectores estdn ordenados como: py > pi>... > Pg-1
Y Dy > Pi>-.. > Pi_j con Pe—y > p,_,. Consideramos un triple auxiliar r' =
(Po,Pi-1,1 = (po+Pi_y)), de modo que H, (r') < H,(p) = H,(¢), para
cualquier q. Luego puede modificarse la la entropia hasta alcanzar el valor
H, (r) = H, (p); esto puede hacerse mediante particiones sucesivas del vector
auxiliar:

ror = (po,p;_l,rg,l — (po + 1y, +r3)) Ny

Si tenemos dos vectores de probabilidad p y p' con todas las componentes
distintas se considera el vector auxiliar r y se define el isomorfismo de BS (p)a
BS(r), y de BS(r) a BS(p) y dado que la composicién de isomorfismos
finitarios es finitario[29] podemos suponer, sin pérdida de generalidad que py =
Do » ya . En realidad lo que se puede asumir es que alguna de las componentes
sean iguales, sino se reordena.

Ahora usamos la técnica de codificaciéon Keane y Smorodinski para con-
struir el isomorfismo finitario en el caso mencionado. Damos a continuacién
una somera idea de como esta técnica es utilizada para este fin. Por simplicidad
ilustraremos el procedimiento en un caso particular. Sean p = (po, p1, P2, P3)
yp = (py, Py, Ps) CON Py = Py. Sea z una secuencia bi-infinita en el alfabeto
{0,1,2,3} de BS(p). El simbolo 0, correspondiente a las componentes que
coinciden es lo que se llama un ”marcador”. Tenemos que asignar a z una
secuencia bi-infinita y en el alfabeto {0,1,2} de BS (p') . El primer paso es
colocar en cada lugar en el que aparece un 0 en z un 0 en y. Entre cada par de
marcadores en x aparecerd una cuerda de longitud ¢, en simbolos 1,2, 3. Luego
a cada tal cuerda habra que asignarle otra de longitud ¢ en los simbolos 1, 2.
Pensemos ahora que tenemos una tabla en cuya columna izquierda estdn todas
las secuencias de longitud £ en los simbolos 1,2,3 y en la derecha todas las
cuerdas de longitud ¢ en los simbolos 1,2 o peovisoriamnete un simbolo espe-
cial e. Esto para cada longitud ¢ posible entre dos marcadores. A continuacién
consideramos una subdivisién del intervalo real [0,1] en subintervalos de lon-
gitud 37¢ y otra en en subintervalos de longitud 27¢. Damos entonces a cada
intervalo los nombres de tales secuencias. Si uno de los intervalos de longitud
37¢, o0 sea los de la columna izquierda de la tabla estd contenido en uno de
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los de la derecha, o sea de longitud 27¢,este ser4 el asignado y copiado en y.
Si ocurre lo contrario se asigna provisionalmente el simbolo e. Se continua de
esta manera examinando las secuencias entre dos marcadores y se copian las
que corresponda segun el criterio prescripto. Se analizan ahora las secuencias
entre dos marcadores seguidos 00, concatenamos tales secuencias y vemos sino
fueron asignadas en algunas de las tablas anteriores, si no lo correspondié e se
copia. Se continda luego analizando los triples marcadores 000, etc.

De esta manera definimos f : BS(p) — BS(p') por y = f (z). Observemos
que si 4 y ¢’ son las medidas de probabilidad consideradas en la estructura de
los esquemas de Bernoulli en la sec. 2.2, por construccién se tiene u’ (f (A)) =
1 (A), es decir, esta transformacién preserva las medidas.

Observacion: Para k = 2 (ol = 2) aunque la demostracién es esencialmente
la misma, debe tratarse por separado y se llega al mismo resultado. Para esto
se debe realizar una conveniente eleccién de las componente del vector auxiliar
T.

]

Conclusion: En el caso ergédico la entropia generalizada extendida a un
contexto abstracto a partir de la entropfa de Tsallis (sec. 2.2), no aporta in-
formacién sustancial con respecto a h; (T'). La cantidad que aparece en la
literatura fisica y que hemos denotado por H,, corresponde a una particién
particular (el generador canénico) dando lugar, consecuentemente, a una in-
formacién igualmente particular.

La generalizacién en el sentido de Kolmogorov hacia un contexto més ab-
stracto requiere la consideracién de toda la informacién, o sea en lenguaje més
matemético tomar todas las particiones del espacio fase por conjuntos medibles
de la o—4lgebra de la estructura. De esta forma se tiene la situacién expresada
en el teorema 2.5.2.

Una familia de entropias mds adecuada en el sentido de aportar nueva
informacién se logra evitando el uso de particiones. Una posibilidad es utilizar
un enfoque por integrales de correlacién en un espacio metrizable, como es
sugerido en [56]. En el apéndice I daremos una descripcién con cierto detalle.

2.6 Cotas para la entropia generalizada

Esta seccién, dividida en varias subsecciones, estard dedicada fundamental-
mente a la obtencién de cotas para la familia de entropias definida anterior-
mente. Estas cotas dependerdn del pardmetro, pero serdn uniformes respecto a
la medida. Algunas definiciones que presentaremos aqui son realmente bdsicas
en la teorfa, avin asf creemos 1itil explicitarlas, principalmente para establecer
la notacién y la terminologia.
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2.6.1 Cubrimientos.Conjuntos generantes y separados

Veremos ahora a un sistema dindmico como un par (X,T), donde X es un
espacio topdlogico compacto y T : X — X un afuncién continua. Sea U =
(Ua)aep un cubrimento por abiertos de X, llamaremos N (i) al mimero de
conjuntos en un subcubrimiento finito de & con la menor cardinalidad, o sea

N (U) = min {k t (Uas)i=1,2..x € un subcubrimiento finito de & }
A partir de U obtenemos un nuevo cubrimiento:

U = {Uny T (Vaiy) - NT " (e, ) : Usi, € U}

Definicién 2.6.1.1: Para cualquier cubrimiento U/ y q # 1 arbitrario, la
cantidda de informacién es:

KU) = (g—1)7 1= (N @)™ (2.16)
Definimos entonces
Ko(T) = (g =17 1~ exp (Ky(T))] (2.17)
donde
ko(T) = sup {Eq(u ,T) : U es un cubrimiento de X } (2.18)
y
FU,T) = lim ~ {log [1 + (1~ @) K, ")} (219)

Observacion: para q =1 tenemos K;(U) = (llm} K (U) =1logN (U);

ki(U,T) = nh_gé% {log [K1(U™)]} y k1 (T) = sup {k1 (U, T) : U es un cubrimientc
que es la entropia topoldgica de Adler, Konghein y Mc. Andrew][1].

Definicién 2.6.1.a: Sea (X, d) metrizable compacto. Un subconjunto Y

de X es (n,€)-generante con respecto a T, si para cada z € X, hay un elemento
y €Y tal qued, (z,y) <e. Aquin € Z*, ¢ > 0y d, la conocida métrica

d, (z,y) = max {d (Ti (x)), T (y)) :1=0,1,...,n— 1} :

Llamaremos o, . = min {Card(Y) : Y es (n,e) — generante respecto de T }.
Para ¢ # 1, tenemos
Definicién 2.6.1.2:

Koo =(q—1)7" [1- k7). (2.20)
Luego anotamos:
ky(T) = (g — 1) [1 — exp (k(T))] (2.21)

con
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k;(T) = ll_r)% K gie (2.22)
donde:

T el '
K = T~ {log [1 +(1 - q) Ky ] }. (2.23)
Observacion 1: Para ¢ = 1 tomamos el limite en la misma forma que antes

y se tiene la entropfa clasica de Bowen h; (T')[14].

Observacion 2: Si X no fuera compacto, definimos para un subconjunto
compacto K de X,

= 1 ,
F e = lim ~ {log [1+ (1 - ¢) Kppo| } - (2.24)
donde K;m’e’ k se define de la misma manera que Ec. 2.20, pero usando con-

juntos (n, €)-generantes para K y luego estableciendo:

E(T)= sup {liml;'q;e} (2.25)

K compacto (€0

Una definicién dual es dada usando lo que se llaman conjuntos (n,€)-
separados.

Definicién 2.6.1.b: Un subconjunto Y de X es (n,¢)-separado respecto
de T , si para cada z,y € Y, con z # y, d, (z,y) > €.

Ahora llamamos:

Bre =max{Card(Y):Y es (n,e) — separado respecto de T },

Para q # 1 obtenemos la definicién dual a 2.6.1.2.

’

Kpne=(q—-1)7" [1-817]. (2.26)

Luego ecuaciones duales a (2.20-2.23) y las observaciones 1 and 2 se ob-
tienen cambiando a, ¢ por Gy .

En este contexto de dindmicos topoldgicos los esquemas de Bernoulli se
definen como en las entropfas de correlacién del apéndice I. El espacio fase es:

X={z=(2,),, :w€{0,1,..k—1}, Vie Z}.

€Z
La topologia es la que tiene por base a conjuntos de la forma:
C(I) = {IC = (mn)nez =8 ,t=1..,ml<m

la cual es inducida por la métrica

dps (z,y) =27,

donde n = min {|i| : z; = v} .

Segiin vimos, en el ejemplo 2.2.b, los esquemas de Bernoulli pueden ser
vistos casos especiales de los llamados sistemas de Markov. En este caso el
espacio fase es:
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Sa={2=(2n)pez 2 €{0,1,.. k= 1}, A = (4y)
A €{0,1} ¥ Apyay, =1, Vi€ Z} .

La topologia es la misma que para el caso de Bernoulli. Recordemos del ejemplo
2.2.a, que a partir a cada sistema de Markov X4 se le asocian un vector de
probabilidad p y una matriz estocédstica P de modo que la medida de cada
~ cilindro se define a partir del par (p, P) . Ahora podriamos calcular las entropias
de correlacién para sistemas de Markov, con respecto a la medida w,p, y
en forma similar a lo hecho antes ver que estas entropfas coniciden con las
obtenidas para el generador canénico G.

2.6.2 Generadores

A lo largo de este trabajo hemos venido mencionado el término ”generador
canénico” para aludir a una particién especial del espacio fase de esquemas de
Bernoulli o més generalmente de sistemas de Markov. Vamos a recordar aqui
su definicién general:

Definicién 2.6.2.a: Sea G = {Gy, G}, ..., Gx_1 } una particién del espacio
X. Dada una transformacién invertible T : X — X , G es un generador para
T siparaz,y € X (z # y), = e y tienen distintos nombres bi-infinitos respecto
a (G,T). El nombre bi-infinito de un punto z respecto a (G,T’) es la cuerda
{il}lez con TlIII € G’il.

Definicién 2.6.2.b: Esta es una definicién que no hace uso de la estruc-
tura topoldgica. En el coxtexto de topolégicos dindmicos se da la siguiente
correspondiente definicién:

Sea X un espacio métrico compacto, T : X — X un homeomorfismo. La
particion G = {Go, G, ...,Gr—1 } es un generador para T si para cualquier
cuerda bi-infinita {4,},., con i, € {0,1,.....,k — 1}, el conjunto

{ﬂT" (@) : G e g}

lez

contiene a lo sumo un punto de X ( A = clausura de A).

Recordemos que en el caso de esquemas de Bernoulli ya utilizamos, para
el caso de medida, el generador G = {G;},con G; = {z: zo =1} para 0 <
t < k — 1. Esta particién efectivamente verifica la primera definicién ya que el
nombre bi-infinito de un elemento z respecto a (G, T')es el mismo z. Para el caso
de la cantidad k,, introducida en la secci6én anterior, tenemos: N (G") = k™

y

ko(G,0) = lim % {log [k"®=9]} =log [k 1] (2.27)
O sea: 1 k-l—q '
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2.6.3 Resultados principales sobre las cotas

El primer resultado concierne al caso especial de esquemas de Bernoulli:
Proposicién 2.6.3.1: Consideremos el sistema dindmico BS (pg, p1, -+, Pk—1) -
Sea o el desplazamiento de Bernoulli y ¢ una medida o— invariante. Entonces:

1— k'

hqe(p,0) < para ¢ > 1

Demostracion: Inicialmente usamos un argumento similar al realizado en
el ejemplo 2.4.5. Recordemos que si ¢, (z) = 27, ¢ > 1, entonces:

k-1 k-1 k-1

=0 1=0 =0

Para una particién A = {Ay, A1, ..., Ax_1} se tiene
k—1 1 - 1
(Sp) <50

(si \i=1/ky qxi_ﬂ(Az))

1 k=11
Luego <—> < ¥ —(u(A;))%en consecuencia:
k =0 k
k-1
H, (5, A) = Y (u(A))? 2 K0 (2:30)
i=0
y finalmente:
H, (4, A7) > (N (A7) (2.31)

Recordemso que en el caso especcccifico del ejemplo 2.4.5 el nimero de
elementos de la particién tenia crecimiento lineal.
Consideramos como antes el generador canénico

Q={G,~:i=0,1,...k—1},Gi={x:m0=i}.

luego para ¢ > 1:
- - 1 . ‘
ho(p,0) 2 he(p,0,G) = lim — {log [H(p,G", )]} 2

lim — {log [N(G a)]lﬂq} :

n—oo n,

por Ec. (2.27):

ky(G,0) = log (K'7°)
Consecuentemente si ¢ > 1:

1— k'

— (2.32)

hfl(p‘a U) S
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Los esquemas de Bernoulli son ergédicos, con lo que podrfamos apelar al
teorema 2.5.2 y por medio de la dependencia con la entropia cldsica obtener
una cota en funcién de la entropia topoldgica. Sin embargo aqui hemos dado
una prueba alternativa, sin usar el teorema de Sinai. Por otra parte, el método
usado servird como base para el préximo teorema.

A continuacién extendemos, a sistemas dindmicos més generales, la proposi-
cién anterior.

Teorema 2.6.3.2: Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Sea T : X —°
X continua y p una medida T'— invariante. Luego:

hy(i,T) < (g = 1)7" {1~ exp (ky(T)) } para g > 1.

Demostracion: Seguimos los lineamientos generales de Bowen[14]. Comen-
zamos considerando un cubrimiento de (X,d), U, = {UyUs,...,Ui—1} , por
conjuntos de didmetro menor que ¢ y tal que cada punto de X estd en a lo
sumo s + 1 miembros de U, para algiin entero positivo s.

Sea A, = {AoAi,...,A;_1} una particién de X , con A; C U;. Para cada
z € X, elegimos un entorno V, de z, de manera que V, tenga interseccién no
vacfa con a lo sumo a s+ 1 miembros de A,. Luego (V;), es un cubrimiento de
(X,d), yseaV ={V,},_,, ,, un subcubrimiento finito de (V;), .

Sea 6 un mimero de Lebesgue para V y R, un conjunto (n, ) —generante de
X paraT. Luegosi z € R, existe un miembro V; (z) de V, tal que Bs (T (2)) C
Vi(z), parai=0,1,...,n—1.

Llamamos H, al conjunto de cuerdas (jo j1,.-., jn-1), tal que para z € R,,

A;, NVi(2) #0,i=0,1,...,n — 1.

Ahora bien , si z tiene nombre (jo Ji ..., jn—1) , respecto a (A, T') , y elegimos
z € R, de manera que d(T*(z),T*(2)) < 6,1 = 0,1,..,n — 1, se tiene
T (z) € Vi (2) N Aj,, y luego (jo j1,..., jn—1)pertenece a H, . Sea

Jn ={(jo,j1,- Jn-1) : hay algiin  con nombre (jo,j1,.., jn-1)},

en consecuencia J, C H,.
Por construccién V; (z) puede intersecar a lo sumo s + 1 miembros de A,
luego:
Card(H, ) < (s+1)" Card(R,)

y en particular para el conjunto (n,8) — generante de minima cardinalidad:
Card(J,) < (s+1)" ang
Teniendo en cuenta que
Card(J,, ) = Card{(joj1,.--y jn—1) : hay algin z con nombre (jo ji,..., jn-1)},
se tiene que Card(J, ) = N (A?).

Luego procediendo forma andloga a la proposicién anterior obtenemos:
H, (s, A®) > (Card(J, ))'?. De manera entonces que para g > 1:

H, (1, AY) > ()™ (s + 1)
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y consecuentemente, con € — 0, y teniendo ademds en cuenta que

.1 ~ ]
(1— q) im Llogans > (1), siq>1

ha(u, T) > K,(T) + [log (s + 1)] (1 - g).

Para eliminar la constante sumada a k;(T"), usamos en la expresién anterior
T™ enlugar de T . En la parte de medida usamos la propiedad demostrada en la
proposicién 2.4.2. Para la parte topolégica también es vélida tal propiedad[14].
Luego la desigualdad anterior queda:

mhg(p, T) > mE;(T) + C, osea
¢
m
y como m puede tomarse arbitrariamente grande:

hy(i,T) < (g =17 {1 - exp (k(T)) }  parag>1.

ha(u, T) > K,(T) +

|

El teorema precedente generaliza el resultado de Bowen para el caso cldsico[14].

La cota obtenida puede pensarse como una generalizacién de la entropia
topoldgica en una de sus definiciones (la de Bowen). Adoptaremos el tér-
mino g—entropia topoldgica para las familias k, y k;, las cuales generalizan,
en el mismo sentido que en 2.2, la entropfa topolégica en sus respectivas
definiciones(1],[14] Puesto que k, y k, dependen directamente del caso clésico.
De las Ecs (2.16-2.19) y (2.20-2.23), resulta inmediatamente:

K(T) = (1—q)hy(T)
k(T) = (1—q)hi(T)

con lo cual vemos que no hay aporte de nueva informacién esencial. Aqui
hy(T) y hi(T) son las entropfas-de Bowen y Adler, Konghein y Mc. Andrew
(ver definiciones 2.6.1.a y 2.6.1.b). No obstante ésta es la cota que resulta
naturalmente del enfoque variacional realizado.

Finalizamos con una relacién entre la g—entropia en medida y la entropia
clasica, considerando un valor especial del parametro.

Proposicién 2.6.3.3 : ho(u,T) < hy(p,T) + 1.

Demostracién : Sea A = {A;, Ao, ..., Ax }una particién del espacio fase , y
sea A" la particién por nombres asociada, definida en la forma usual. Tenemos:

log (3° 1 (A™)?) 2 3" p(A™)log u(4"),

donde recordemos que la suma estd extendida sobre todos los nombres de lon-
gitud n. Luego

lim llog (Zy(A")2> > lim lZ/L(A")log,l,L(A")

y
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exp (ha(u, T)) > —ha.

En consecuencia:
ho(p, T) < ha(p, T) + 1 (2.33)

Observacion: En [47] D. Ruelle considera el caso ¢ = 2, pero para la en-
tropia de Renyi.
|
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3. ENTROPIAS POR ACCIONES DE
GRUPOS

3.1 Introduccion

De acuerdo a lo puntualizado en el capitulol, la entropia de Kolmogorov-
Shannon puede generalizarse para dar lugar, ademds de las familias presentadas
en el capitulo anterior, a otras entropias cuya novedad reside en el hecho de
que los dindmicos estdn dados esencialmente por palabras en los generadores
del grupo. En este sentido han sido tratadas ampliamente entropias topolég-
icas y geométricas asociadas con acciones de grupos por Gromov, Ghys, Bi§,
Langevin y Walczak.[26], [11], [12], [24], [33)].

En este capftulo consideraremos secuencias 2 = (w;). , donde cada w; es
una palabra en 7 letras. Estas secuencias pueden interpretarse como caminos
en el grafo de Cayley del grupo. Una entropfa topoldgica associada a tales se-
cuencias, o més precisamente a clases de ellas, fué presentada por A. Bi§[11] en
dos definiciones equivalentes. Aquf introduciremos la contraparte ”en medida”
de la entropia de BiS.

3.2 Entropia medida de secuencias

Sea I' a un grupo finitamente generado el cual actiia sobre un espacio de medida
(X, u) y sea S un conjunto de generadores de I'. Consideramos una secuencia
Q = (w;);ep, cada w; es una palabra en i elementos de S; o sea wy = e,
wy € S,...,w; = 8§152...8;, CON 81 S2, .., S; € S. Recordemos que el grafo de Cayley
asociado al par (I',.S) consiste en un grafo cuyos vértices son los elementos de
' y hay una arista entre los vértices v y 7 si y sélo si vy ~! € S. Podemos
interpretar a las secuencias como caminos en el grafo de Cayley de la siguiente
manera: si ¥ = $§; S2...5, €s una palabra en n generadores, le corresponde
el camino uniendo los vértices e, sy, ..., 87 S3...S,. Luego una entropfa medida
podria asignarse a caminos en el mencionado grafo.

En el contexto de este capitulo un sistema dindmico se entenderd como un
cuddruple S = (X,T,Q, ).

Para definir la entropfa medida asociada un sistema dindmico comenzamos
considerando una particién finita A = {Ag, Ay, ..., Ak-1} de X ; si z es un
elemento de X le asignamos una cuerda (4o, ¢4, ..., €,—1) en la siguiente forma:
T € Agy, w1z € Ay, ..., W12 € Ay, _,. Esta cuerda serd llamada el ” nombre ”
de z de longitud n respecto (£2,.4) . Sea A" la particién obtenida de A cuyos

ENTROPIAS POR ACCIONES DE GRUPOS 30



miembros son conjuntos de puntos con el mismo nombre respecto (Q2,.4) . La
”cantidad de informacién” H (A) se define como:

H(Ap) = -5 u(A4)loga (4. (3.1

1=0

Cuando los dindmicos entran en juego se define la entropia de la particién
como:

1
h(Q, A, p) = lim —H (A" p) (32)
y la entropfa asociada a la secuencia 2 y la medida:

h(Q,p) = suph (A, ). (3.3)

Observacion 1: Aqui se puede asegurar la existencia del limite en la Eq(51),
por un argumento similar de subaditividad al hecho en el caso cldsico (c.f.
observacién debajo de la definicién 2.3.1)

Observacion 2: Aunque S no es escrito explicitamente en la estructura a
la cual se asocia la entropia, debe entenderse que esta depende también del
conjunto de generadores del grupo. Podria tomarse el infimo de las entropfa
obtenidas sobre todos los conjuntos finitos de generadores, como lo hace Fried-
land para el caso topolégico.

Observacion 3: La entropia cldsica es obtenida en el siguiente situacién
particular: el grupo accién es el grupo ciclico generado por una transformacién
invertible T : X — X,y w; = T

A continuacién puntualizamos en que sentido entenderemos que una medida
de probabilidad sobre X es invariante con respecto a la accién del grupo I'. Esto
generalizard la definicién, clésica, de transformacién que preserva la medida.

Definicién 3.2.1: Una medida p es invariante por la accién del grupo T
(o simplemente es T' — invariante) si u (s~ (A)) = u (A), para todo generador
sy donde s7! (A) = {z : sz € A}.

Ahora establecemos en qué sentido dos sistemas dindmicos serdn consider-
ados equivalentes en el contexto de este capitulo.

Definicién 3.2.2: Sean (T, S), (P',S') acciones sobre los espacios de

medida (X,p) y (X ',,u') respectivamente. Diremos (F',S') es un factor de
(T, S) si hay una funcién medible suryectiva ¢ : X — X' tal que:

i) ¢ (sz) = s ¢ (z) para cada par de generadores s , s de I' y I respecti-
vamente.

ii) u' (A) = (¢~ (A)), para todo conjunto medible A.

Definicién 3.2.3: Un sistema dindmico S’ = (X T u') es un factor
del sistema dindmico S = (X, T, Q, u)si los elementos de las secuencias €' son
palabras, en generadores de los correspondientes grupos estructura, que dan
lugar una accién (I", S') que es un factor de la accién (I, S), determinada por

elementos de la secuencia 2.
Proposicién 3.2.4: SiS' = (X', F',Q’,,u') es un factorde S = (X, T, Q, p),

‘entonces h (Q, ) > h (Q’,u') .
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Demostracion: Sea A = {A;),A'l, ...,A;_l} una particién por conjuntos

medibles de X'. Si ¢ : X — X' es la funcién suryectiva de la definicién,
entonces sea A = ¢! (.A) . Tomemos un punto y de X', su nombre de longitud

n, respecto a (Q’,A')sera una cuerda ¢ = ({y,4y,...,£,_;) ,de modo que sea
wy € Ay,i=0,1,..,n—1. Si z es punto de X tal que y = ¢ (z) y con nombre
{= (Zo,d, ....y€n—1) con respecto a (£2, A)se tendra: ¢ (w;z) = ¢ (s182...8;) =
s 8h...8kp (), (s}, 85, .., 8, € §', el conjunto de generatores de I ). De lo anterior
se deduce que si A" y (A’)n son las particiones por nombres de longitud n, es

vélido A" = ¢! ((A’>n) Luego:
W((A) =p (o7 (A)7) = p(Am).

h (QI,,u/A') =h (Q, TR (AI))
Tenemos entonces:

b (@) = sup 1 (0,44)) = (0 (4)} <20

|
Analogamente a lo hecho para la generalizacién del cap. 2, diremos que
dos sistemas dindmicos S y S’ son débilmente isomorfos si S es un factor de
Sy S es un factor de S. También como antes se tendrd una igualdad en
la proposicién anterior. Dos sistemas serdn isomorfos si las correspondientes
acciones son conjugadas por una biyeccién medible.

33 Qotas

Comenzamos con la definicién de entropia condicional, la cual se dard en una

forma bastante similar a la de Kolmogorov-Shannon. Sea A = { Ay, A4, ..., Ax_1}

y B = {By, By, ..., Bi_1} dos particiones finitas del espacio fase X, la entropia

de A condicionada a B, la cual serd denotada por H (A | B)es definida como:
H(A|B)=H(AVB)- H(B), donde

A\/B={A,~ﬂBj:A,~€.AyBj€B}

Lema 3.3.1: h(Q,A,n) <h(Q,B,u)+ H(A|B)
Demostracion: Como H es andloga al caso clésico, se tiene la siguiente
desigualdad [28]

H(A") < H(A"\/B") = H(B") + H (A" | B").

Ademss .
H(A"|B")< Y H (w;l (A) | wit (B)) =nH (A | B); entonces
i=0
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H (A" < H (A" | BY)+H (B") < H (B")+nH (A | B), y pasando al lim ~

n—oo N,

obtenemos: h (2, A, n) < h(Q,B,u)+H (A | B). ]

A continuacién trataremos de establecer un ”medio” principio variacional
entre la entropia medida y la entropfa topolégica definida en [11]. Esta tltima
estd asociada a un sistema dindmico el cual se entiende en este caso como un
triple (X, T, Q2), donde el espacio fase X es un espacio métrico compacto. Segin
Bi$, dos secuencias Q = (w;)ioy y ¥ = (w});2, son equivalentes si existe una
constante C' > 0, tal que para cada z,y en el espacio fase se cumple:

1 _ max {d(wiz,wiy) : i =0,1,.., 1}

C ~ max{d (wjz,wly) :1=0,1,.. n—l}_

Las clases de equivalencia para esta relacién son llamadas ”direcciones
topolégicas”. La siguiente métrica en X es considerada para cualquier se-
cuencia que representa una direccién topolégica:

a3 (z,y) = maz {d (wiz,wy) : 4 =0,1,..n — 1}

Definicién 3.3.a: Un conjunto F C X es (n,e) —separado si paraz,y € E
(z # y) d%¥(z,y) > €. Llamamos

B,. =maz {cardE : E es (n,¢) — separado},

y tenemos la siguiente:
Definicién 3.3.b: La entropfa topoldgica de Bis[11], para secuencias 2
que representan la misma direccién, es definida por:

h(Q2) = il_r)n Jim -~ log B (3.4)
En su articulo, Bi$ prueba que la definicién de esta entropia topoldgica no
depende del representante en la clase de direcciones.
Una definicién dual estd dada por medio de conjuntos ”generantes”: un
conjunto £ C X es (n,e) —generante si para cada z € X existe un y € F, tal
que d¥ (z,y) <e. Si

ane =min{cardE : E es (n,¢) — generante}

entonces, se puede definir equivalentemente a la entropia topolégica de secuen-
cias: 1

h(2) = ll_I}I(l) Jim -~ log ay e (3.5)

Otra definicién equivalente, como en la entropia topolégica clésica, se tiene

usando cubrimientos de X: sea i = (U,) un cubrimiento por abiertos de X ,
llamamos:

N (U) = min{card (Uy,) : (Ua,) €s un subcubrimiento finito de &}
Sea :

U = {Us,, Nwi* (U.

Qo Qjy

) N..Nw, (Uajn_l) : Uay, € L{},
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Definicién 3.3.c:La entropia para una secuencia 2 y un cubrimiento U se
define como:

1
y la entropia topolégica es:

h(Q) = sgph(Q,L{) (3.7)

Teorema 3.3.2: Sea el sistema dindmico (X,I,{2) con X un espacio
métrico compacto. Para cada medida p, ['—invariante, y para cualquier se-
cuencia = (w;);, , que representa una direccién topolégica, la entropfa me-
dida asociada al sistema dindmico (X, ", 2, 1) estd acotada superiormente por
la entropia topolégica asociada al sistema dindmico (X,T',Q).

Demostracion: Consideremos una particién finita A = {A;, Ao, ..., Ax} de
X y medida pg. Una medida p definida sobre los borelianos de un espacio
topolégico compacto es regular, si para cualquier € > 0 y cualquier boreliano
B, existen un compacto K C X y un abierto U C X tal que K C B C
Uy p(U-K) < e. Si X es metrizable entonces toda medida de Borel de
probabilidad es regular. Este es un resultado standard (ver p.ej. [46]).

Como aqui estamos considerando un espacio metrizable compacto, la me-
dida p serd regular. En particular para ¢ suficientemente pequeno, pueden ele-
girse conjuntos compactos Bi, By, .., B, de modo que A; O B; y u(A; — Bj) <

k
€,7=12,...,k. Sea By = X — _UOBJ-. Luego C = {By, B, By, ..., B} es una
]:

particién de X ademds p (Bp) < ke.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que todos los conjuntos tienen
medida estrictamente positiva, si por ej. se tuviera que en una particién A4 =
{A1, A, ..., A}, ocurre que p(A;) > 0, 1< i <,y pu(4) =0, 7 <i <k,
entonces se considera la particién

{A1, Aoy Ar 1 AL U A U U Ak},

esto no altera los cdlculos que se realizardn més abajo.
p(A; N B;) p (Bi)

H(A|C)= H(AVC)—-H(C) = — _ﬁ“:ojéﬂ(AjnBi)log(

- i= u(Bi)

paye (Bi)log u(B;) =

- & Enanmtog (KBDID) - & 840 B ogu(B)+
i=0j=1 ©(B;) =0j=1

i (B;)logp (B;) =

=0

— % u(4;N B;)log (“_(il_f_ﬂB_)> — S log i (BY) ( ; (AjnB,-))+

o

i=0j=1 (B:) i= j=1 #
k _ & & AR 1 (4; N B;)
2 p(Bi)log p(B:) = PRI (4; N B;)log <—_u E) ) :

Ahora escribimos:

H(AIB)=—i§)j§u(Bi)—m— 0
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k(4 N B;)

para i # 0 se tiene = 0;; , 0 sea que la expresién anterior se

p(Bi)
reduce a: (4,1 By) ANB
kop (A4 N Bo ( j 0)
H(A|B)=—u(B ———1lo .
( | ) /‘l’( 0);4:41 N(BO) N(BO)
Si ¢ (z) = —zlogx, entonces Z ) <M> < logk, ademds como
3=1 N(BO)I
p(Bo) < ke , tenemos que H (A | B) < 1sie < ——

log k

Seald = {ByU By, ..., By U B¢} un cubrimientogde X y sea yu I'—invariante;
ahora:

H(Q,B",p) <log N (B") < log (N (U") x 27).

En consecuencia, por el lema 3.3.2:

h(A L) <h(Q,B,u)+H(A|B)<h(Q)+log2+1.

Tenemos entonces:

h(Q, A, p) < h(2)+C, el cual serfa, excepto por la constante, el resultado
deseado.

Denotamos por 2™ a la secuencia (wo, Wm, Wom, ...) ,con m > 1; afirmamos
que:

B (Q, ) 2 mh Q) y h (™) < mh(Q).

Para probar la desigualdad correspondiente a la entropia medida consid-
eramos una particién finita de A = {A;, A, ..., Ay} y denotamos por (A™)"
a la particién por nombres de longitud n respecto (.Am, Q(m)) y por A™ a la
particién por nombres de longitud mn respecto (A, ) ; luego tendremos:

(Q("‘) p) > h(A™,Q0M, 1) = lim %H (A™",p) =
lim —H (A™ u) = mh (A, Q, 1),y el resultado sigue tomado el supremo

n—oo mn
sobre particiones finitas.

Para la entropia topolégica: Sea E un conjunto (mn,e) —generante re-
specto 2 de cardinalidad minima, o sea que si z € E existe un y € X
tal que d(w;z,w;y) < e, i = 0,1,..,mn — 1. Este conjunto es también
(n,€) —generante respecto (™), luego o, eam < Umnea ¥y

1 k
lim lim — log Ay m) < hm lim T log atmn e.0-

e—0n—o0 —0n—oo n
Consecuentemente h (Q(m)) <mh(Q).
Ahora:

mh (Q,u) < h (Q(m),u) < mh(2) +C y entonces h (2, 1) < h(Q2) +C/m.
Puesto que m puede ser tomado arbitrariamente grande tenemos: h (2, u) <
h(Q).

|
Finalizamos esta seccién buscando una relacién con la entropia clésica: con-
sideramos una transformacién T : X — X, con X un espacio de medida y un
grupo accién I' generado por S = {T, T?, ..., T’“} donde k es un entero positivo
fijo. Tomamos ahora una sucesién creciente de enteros positivos {m;} tal que
k = sup {mi+; — m;} y definimos la secuencia 2 = (w;) por w; = T™. Sea

A = {Ap, Ay, ..., Ai_1} una particién finita de X, la particién por nombres de
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longitud n respecto (£2,.4) involucra las érbitas x, w z, ..., w,_1z, mientras que
la particién por nombres de longitud kn respecto (A, T)involucra a su vez las
érbitas z, Tz, ..., T¥1z. Denotamos por H* y h* la cantidad de informacién
y la entropia classica de la funcién T respectivamente.

Si (Ak)n es la particién por nombres de longitud n respecto (A", T") ten-
€mos . . L

* k : * : * n *

he (A4 T) = lim SH ((A%)") = Jim, 2B (A7) = kh* (AT).

Por la eleccién de la secuencia (w;) ,se tiene que las érbitas para obtener
una particién por nombres respecto (£2,.4) es una subsecuencia de las érbitas
respecto (A,T) . Luego

h(Q,A) < h* (A% T5) = kh* (A,T) (3.8)

O sea:
h (2, ) < kh* (T, 1) (3.9)

3.4 Otra clase de entropia asociada a acciones
de grupos

Presentamos a continuacién una clase algo distinta de entropfa medida rela-
cionada con la accién de grupos. Una entropia de similares carateristicas fue
también introducida en [6]. Consideramos la misma estructura, o sea un espa-
cio de medida (X, i) y un grupo finitamente generado I' actuando sobre éste.
Denotamos por B(n) y S (n) la bola y la esfera de radio n respectivamente,
en la métrica de palabras de I' (ver apéndice). O sea:

B(n)={yeT:£(y) <n}

S(n)={yerl:l(y)=n}.

Si z € X entonces hay card S (1) érbitas originadas por la accién de cada
generador sobre ese punto. A partir de cada una de estas 6rbitas se puede
comenzar nuevamente y repitiendo el proceso se determinan nuevas card S (1)
orbitas, etc. Ahora si A es una particién finita de X cada una de esas ”
ramificaciones ” registra una secuencia de indices (los nombres, como antes),
y de este modo cada punto tiene asociados distintos nombres de acuerdo a la
secuencia elegida. Identificamos los puntos con los mismos nombresde longitud
n para cada camino considerado formando asi la particién A", y el trabajo
sigue como antes:

k

H (A p) = =3 (Ai)log pu(A)) (3.10)
AL, A, ) = Jim ~H (A", ) @31
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Definicién 3.4.1: La entropia medida asociada a la accién del grupo I' se

define por:
h(T,p) =suph (T, A, p). (3.12)
A

La versién topoldgica, debida a Ghys-Langevin-Walczak ( abreviada como
entropfa hgrw ) fue presentada en ref.[24] para pseudo-grupos de homeomor-
fismos en un espacio métrico. Recordemos que en el sentido de éste articulo, E
es (n,€) —separado si para z,y € E (z # y) d (yz,~vy) > € para algin vy € B (n)
y si h (T, €) denota promedio de crecimiento de conjuntos (n,€) —separados de
méxima cardinalidad, entonces

Definicién 3.4.a: La entropia—GLW se define como:

hGLW (F) = llI%h (F,E)

Notemos que si 2 = (w;);-, es alguna sequencia de palabras registrada por
las érbitas, entonces
h(,p) >k (T, p) (3.13)

y en consecuencia:

la dltima igualdad fue observada en [11]; o sea que esta versién medida estd
acotada ademds por su versién topoldgica (la de Ghys-Langevin-Walczak).
Definicién 3.4.2: El grupo I tiene una accién expansiva sobre X si existe
una constante § > 0 tal que para todo z,y € X (z # y) hay un entero positivo
n con d (yz,vy) > 6 para todo v € B (n).
Sea P, (I') = {z : v = z, para todo v € S (n)}

Proposicién 3.4.3: hgrw (') > Jim ;ll-log (cardP, (I')) si el grupo tiene
una accién expansiva .

Demostracion: Sea z,y € P,(I') (z#y),oseaque v,z =2y v,y =Y,
para vy, € S(n). Si d(y;x,v,y) < 6 para~y, € S(¢),i =0,1,..n — 1 entonces
d (v,z,7;y) < 6 para todo natural ¢ y en consecuencia z = y , debido a la
expansividad. Luego P, (I') es un conjunto (n, ) —separado en el sentido de
[24], y en consecuencia:

lim 2 log (cardP, (1)) < hazw (T, 8) < haww (T)

n—00 7

La segunda desigualdad se debe a que si €; < € entonces 8, ., > 8,,,,
donde §3,,, = mdz {cardE : E es (n,e) — separado} .
|
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4. ENTROPIAS FUNCIONALES

4.1 Introduccion

El concepto de entropia puede extenderse también en otra direccién: considerar
ciertas " particiones de la unidad” en lugar de particiones por conjuntoss De esta
forma los dindmicos estardn dados por acciones sobre espacios mds generales.
Trabajos en esta linea son los de las refs. [25],(33], en donde se consideran
dlgebras de funciones. Una presentacién con enfoque més fisico es debida a
Alicki, Fannes y otros autores[3],[4],[5]. Esta ultima fue introducida en un
contexto més general de C*—4lgebras o dlgebras de von-Neumann, es decir un
contexto mas amplio que las citadas en primer término.

Recordemos que una C*— 4lgebra es un espacio de Banach estructurado
con una multiplicacién y una conjugacién que verifica ciertas propiedades con
respecto a la norma dada por la estructura de espacio de Banach. Para més
informacién se puede consultar, por ejemplo [10]

Como ya se ha comentado la entropfa de Kolmogorov ha sido tradicional-
mente considerada como un pardmetro de orden sumamente adecuado para
cardcterizar el comportamiento caético en sistemas dindmicos clésicos. Con el
objeto de obtener pardmetros de orden anslogos para describir ”caos cudnti-
co”, se han hecho diversos intentos para extender la entropfa de Kolmogorov
a sistemas cudnticos (esencialmente 4lgebras de operadores). Para hacer més
facil la comparacién con sistemas cldsicos la mayor parte de los trabajos usan el
lenguaje mds general de 4lgebra de observables en lugar del espacio de Hilbert
usual de la Mecdnica Cudntica. Dos extensiones importantes de la entropia
clasica al caso no-conmutativo son debidos a Commes, Narnhofer y Thirring
(entropia-C NT')[19], por un lado, y a Alicki, Fannes (entropfa— AF'). El punto
de partida de estas dos generalizaciones es conceptualmente diferente. La
primera trata de relacionar, tanto como sea posible, el caso no-conmutativo
con el caso abeliano. La entropia—AF, por su parte tiene una definicién més
directa, la cual estd basada principalmente en le entropia cuédntica de von-
Neumann. Involucra particiones de la unidad por elementos del 4lgebra y una
matriz densidad asociada a tales particiones.

El objetivo fundamental de este capitulo es extender a secuencias de pal-
abras la entropia de Alicki-Fannes. Si bien trataremos particularmente el lla-
mado caso conmutativo, en el que se consideran dindmicos sobre espacios de
funciones (entropia funcional), en la siguiente seccién presentaremos la estruc-
tura y definicién en forma general, esto es para C*—4lgebras unitales arbi-
trarias.

Los dos resultados principales de este capftulo son que la entropia funcional,
que introduciremos, estd acotada superiormente por la entropia de Bi§ y que
esta ultima coincide con una entropia topolégica funcional.
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4.2 Definiciones previas y notacién

En los llamados C*-sistemas dindmicos se considera la siguiente estructura:
una C*— &lgebra unital & , un funcional w : Y — C, que se llama un ”estado”
sobre U y un grupo finitamente generado I' que actia sobre el dlgebra. Los
estados satisfacen la siguiente condicién de invarianza w (sA) = w (A), para
cualquier generador s de I' y A € U/. Esta condicién generaliza la del capitulo
anterior para medidas. Una particion de la unidad en U es un conjunto:

k—1
P = {Ao,Al, ~--;Ak——1 . ZA:A, = 1} .
i=0

SiP = {Ay, A1, ..., Ax_1 }es una particién de la unidad en & y w es un estado,
la matriz densidad p = p (P,w) es aquélla con coeficientes p; ; = w (A;A,-) .

Ejemplo 4.2.a: Un C*-sistema dindmico, que corresponde a un caso no-
conmutativo, tipico en Mecdnica Cudntica de particulas, es el siguiente: sea
‘H un espacio de Hilbert separable, B (H) denota el espacio de operadores
acotados lineales en H. Los dindmicos estdn dados a partir de la accién del
grupo sobre H, mientras que los estados quedan determinados por matrices
densidad p consideradas como elementos de B (H). Concretamente: w (X) =
(X) = Tr(pX), donde X € B(H) y la matriz densidad satisface: p > 0,
Tr(p) = 1. Un estado es puro si no admite una descomposicién convexa no
trivial.

La generalizacién de la entropia clésica de Kolmogorov al caso no-conmutativo,
fue realizada primeramente por Connes y St¢rmer[18], para automorfismos de
dlgebras de von-Neumann y con estados traciales. Més adelante Commes, Narn-
hofer y Thirring[19] realizaron la extensién ya mencionada (entropia-CNT)
para endomorfismos de C*-4lgebras y cualquier clase de estados.

El que llamaremos caso conmutativo, corresponde a la siguiente estructura
particular: & = L*° (X, p1) (la cual es realmente un 4lgebra de von-Neumann),
el estado puede darse por la representacién wy, (f) = ){ fdu. Consideremos un

sistema dindmico (X, T, Q, u)como en el capitulo anterior, donde recordemos
que Q = (w;);o, es una secuencia de palabras en los generadores del grupo.
A partir de la accién del grupo sobre X se induce, para cada generador s, la
transformacién dindmica ®, : i — U , dada por

@, [f] (z) = f (sz).
O sea que el caso conmutativo se deriva de un sistema dindmico clésico, de
allf que este caso también pueda recibir el nombre de clésico.

Las transformaciones anteriores se extienden naturalmente a cada palabra
en )
®; [f](z) = Pu, [f] (2) = Poyss...s: [f] () = £ (s152...5:7) . (4.1)
De esta manera que determinados los dindnricos en U.

Una particién (finita) de la unidad serd entonces un conjunto de ”observ-
ables”

k—1
F= {fO)fl? "')fk—l : fi € u} tal que Zfi*.f‘i = 1,
1=0
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con * la conjugacién compleja usual.
A continuacién presentamos la generalizacién de la entropia de Alicki-
Fannes para secuencias de palabras. Comenzaremos por el caso conmutativo:
Si F = {fo, f1,--s fk—1: fi € U} es una particién de la unidad se define la
”cantidad de informacién” como:

H[F]=Tr(8(ps)) (4.2)

( B(z) = —zlogz ). La matriz densidad pg, asociada a la particién F tiene
coeficientes p, ; = p ( fi f,-) = ){ fifidp.
El n—refinamiento 7™ de F estd dado por medio de los dindmicos como:

F* = {0 [fio] @1 [fis] @t [fiuss] : fic € F} (43)

La entropia asociada a F , €2, u se define como:
1
A, Q] = lim ~H [F (44)

Para asegurar la existencia del limite, se procede en forma andloga a como
se hace en Teorfa Ergédica cldsica (observacién debajo del definicién 2.3.1).
Otras propiedades que se usaran en el teorema 4.3.1 estdn demostradas en [3].

Definicién 4.2.1:La entropia funcional asociada a la secuencia Q y a la
medida p se define como:

hfnc [Qa N] = Sl;:_ph []:’ Q’ /'l’] (45)

Debe observarse que la reduccién al caso de la definicién de entropia por
particiones conjuntistas se tiene considerando como particiones de la unidad
funciones caracteristicas. El término entropia funcional se usar4 sélo en el caso
conmutativo.

Para el caso no conmutativo la definicién se da en forma completamente
andloga:

Si P = {Ao, Ay, ..., Ax_1 }es una particién de la unidad en un 4lgebra unital
U y w es un estado, la cantidad de informacién se define como en Ec. 4.2:
H[P] = Tr(B(p)) - Recordemos que la matriz densidad es p, ; = w (A;Ai) . El
n—refinamiento de la particién P est4 dado por

P" = {Ajo ('wlAjl) (’UJn—lAjn-l) P Aj € P} '

Luego se define en forma similar al caso abeliano la entropia h [, p].

Para el caso especial del sistema usado en Mecdnica Cudntica de particulas,
comentado en el ejemplo 4.2.a, la entropia asociada podria llamarse entropfa
cudntica.

De aqui en més nos restringiremos al caso conmutativo. Recordemos ahora
la definicién de entropia condicional para particiones de la unidad finitas F y
G denotada como en el capitulo 3 por H [F | G], su definicién es:

H(F|Gl=H[F\/G]-H[g], (4.6)
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donde F\V G ={fig; : fi € F y g; € G} . Nuevamente se nota que considerando
funciones caracteristicas de conjuntos de una particién se obtiene la definicién
de entropia condicional escrita en el capitulo anterior.

A continuacién listamos propiedades que aparecen en [3] y que vamos a
necesitar para la demostracién del primero de los teoremas de la préxima sec-
cién:

i) HFVG] < H[F]|+ H[J]

ii) H[F] < H[F V]

i) H(FVG | K| < H[F | K|+ HI[G|K]

4.3 Resultados

Denotamos por h;op (§2) a la entropfa de Bi$§ definida en el capitulo 3.

Teorema 4.3.1: Sea X un espacio métrico compacto , I' un grupo fini-
tamente generado que actia sobre X y p una medida I'—invariante definida
sobre los borelianos de X. Para cualquier secuencia de palabras en los gener-
adores de del grupo Q = (w;);~, la entropfa funcional hn 2, u] estd acotada
superiormente por Ay, (£2) .

Demostracion: Sea F = {fo, fi1,..., fr—1} una particién de la unidad por
observables del sistema, escribimos:

d, [.7:] = {(I’z [fO] yoes i [fk—l]}’

donde ®; [f] (z) = f (wiz) = L;[f] (z). Tenemos usando las propiedades lis-
tadas arriba:

HIF < HIF G = HIG + HIF |G < HIG +

S 107 | 9:(0] = HIG" +nH [F | 6]

Donde la primera desigualdad surge de la propiedad i), la igualdad sigu-
iente es la definicién de entropia condicional, la pr6xima desigualdad se deduce
de 4it) y la ltima igualdad de la definicién de entropia.

Si en particular G = 7 = {IAO, -~-,IAk_1} donde {Ao, Ay, ..., Ax—1} es una
particién por subconjuntos de X e I4 e la funcién caracteristica de A, tenemos:

HFV<H[I|\+H[F|I'|=H[I"|+nH[F | I].

Para acotar el término H [F | Z] es conveniente reescribir la matriz densidad
por medio una representacién integral, esto es la matriz serd la asociada al
operador cuyo nucleo es

k=1 _
Kr(z,y) = ;0 fi (z) f; (v) para la particién de la unidad F = {fo, fi, ..., fe=1} -

1=
Consideramos entonces el operador integral con nicleo Kx:

Dr = [ Kr(z,y)dp. (4.7)
X

El nucleo K es una funcién medible de X a las proyecciones ortogonales
unidimensionales en el espacio de matrices de k x k.
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Vamos a anotar S (pz) = Tr (B (px)) = H [F], vale la siguiente desigualdad[59]:
S (Z /\ipi) <2 B (M) + X AiS (p;) donde p; son matrices densidad y A; >

7

0,° N = 1.
iEntonces en nuestro caso: :
H[F|I]=8 (p.'F\/I) —S(pr) =5 (Zz:/hAf %K}'VIdﬂ') - Zi:ﬁ(ﬂi), con
pi = p(Ai). o
Luego la expresién anterior estd acotada por: ;uiS ( A[- iK JEVId;L) .

1

Puede elegirse una adecuada particién {Ag, Ay, ..., Ax—1} de manera tal que
sobre cada A; el nucleo K se mantenga suficientemente préximo a una proyec-
cién unidimensional en un subespacio de dimensién menor o igual que k. Luego
por la continuidad de S como funcién sobre la matrices de k x k la expresién

1 . o
S ( J ;K }-Vzd,u> puede acotarse por un nimero ¢ suficientemente pequeno,
i M

independientemente del miembro de la particién considerado.
Sea Q™ = (wp, W, Wom,...) , m > 1; afirmamos que

Ppne [, ] > mipne [, ).

Llamamos (F")™ al m—refinamiento de F™
B0, 1) > (7,90, 1) = lim ~H ((F™)" 1) =
lim %H (Fm™, pu) = mh(F,Q,p), para obtener el resultado deseado

n—0oo

tomando supremo sobre particiones finitas de la unidad.
A partir de Z construimos el cubrimiento O = {AoU A4y, ..., AgU 4,1}
donde Ay, Ay, ..., A;_1 son los miembros de la particién definida arriba. Ahora:
H[F) < H[I"|+en <logN (I") +en < log [N (O™) x 2"] + en, y conse-
cuentemente
Bfne [ F) < hiop (2,0) + C. Si consideramos Q™ en lugar de Q: 4
R fne [Q(m),}'] < htop (Q("‘), 0) + C , luego por la afirmacién anterior y la
propiedad de homogeneidad establecida en el capitulo 3. c

Mhfne [, F| < mhop (2, 0)+C 6 hgne [, F] < hiop (Q,(D)-l-; < hiop () +

C .
Y puesto que m puede ser tomado arbitrariamente grande: hg,. [, p] <

htop () .
|

A continuacién vamos a establecer una cota en términos de una entropfa
funcional topolégica. Més precisamente vamos a mostrar que la entropfa hyop
coincide con una entropia definida por particiones funcionales. Consideramos
un espacio métrico compacto X el cual admite una descomposicién por ciertos
conjuntos especiales, por ejemplo X podria ser un poliedro y los conjuntos ser
simples o cubos standard que se intersecan a lo sumo en sus bordes. O sea
X =UXa,con XoNXgCO(XaUXg) (OA=clA—intA).

a
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Consideramos una particién de la unidad F = {f,} , donde las funciones
fa son continuas en los interiores de los conjuntos de la descomposicién. De-
notamos N (F) = Y sup|f,|. El n—refinamiento F™ estd dado por la Ec. 4.3.

a

Ahora definimos:

by [F,9] = lim ~log ¥ (F) (4.8)

n—oo N,

y: hiop (2] = sup hip, [0, F].

top
|

Teorema 4.3.2: hp () = b3, [

Demostracion: Sea P una descomposicién{Xa},., , 4, del tipo descripto
mds arriba. A partir de cada descomposicién de esta clase puede determinarse
un conjunto S = {Sll, ey Sky oy SEL L S,’i,} de tal forma que cada S§* es un re-
finamiento del miembro X, por conjuntos de la misma ”naturaleza topélogica”
que los de la descomposicién original, por ejemplo si cada X, es un cubo stan-
dard también lo es cada S§. Luego S es un refinamiento de P. Ahora tenemos
para cada a, j : S¢ C Uy U...UUp, donde Uy, ..., Un, son otros miembros de S.
Podemos construir un cubrimiento O formado por estos entornos; luego:

N(S*) < N(O") x m™,

“donde N (A) el el mimero de conjuntos no vacios en A.

Los dindmicos para las iteraciones son dadas por las palabras en la secuencia
Q,sea F = {f,} una particién de la unidad en las condiciones de antes, hay
una descomposicién P = {X,} tal que oscilacién de F respecto a P puede ser
acotada en la forma:

)
cardF

max < max | f,| — min|f,| < 4.9
a,f { X |f | X |f l} ( )
con ¢ arbitrariamente pequerio.

Sea ga,p = Sup{lfal X Ixﬁ} y Fop= __Qgﬂ_?; osea G = {F,3} es una
X V2 90,6l

particién de la unidad. Tenemos paracadaz € Xz : |fo (z)| < sup {l faol X I Xﬁ} <
Xp

y en consecuencia:

1)
[fo ()l + cardF

1< Y lgapl® < 1+e,

)
con € = W[22|fa| + 6] . Luego:

F ﬂ — ganB > ga,ﬂ
VElgapl® — VITeE

¥ Y Fap = Ix,. En consecuencia:

a

N (G) N(P) y
Zga,ﬂ S ZFa’ﬁX\/l'FE.
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Luego:

;S}l{lg){lfal X Ixﬁ} < Ix, xV1+e.

N(F)<Vitex N(P).
Ahora N (F) < (14&)"*x N(8") < (1+&)* x m™ x N (O").
Finalmente pasando a los correspondientes limites:

h*

top

[Q] < ht0p (Q)

Para probar la otra desigualdad consideramos un cubrimiento O de X con
nimero de Lebesgue € y tomamos una descomposicién S tal que diamS < e.
Luego:

N(O") < N (S, (4.10)

pero podemos identificar una descomposicién S con una particién de la unidad
dada por funciones caracterfsticas de los miembros de S, ahora:

lim ——logN (8™) < h;

n—oo top

[€2]

hiop (2) < higy [€2] -

|
Este resultado generaliza el de Langevin y Walczak[33].
La generalizacién de los teoremas 4.3.1 y 4.3.2 al caso no-conmutativo po-
dria ser un problema de interés. Para esto habrfa que considerar adecuadas
entropfas topoldgicas no-conmutativas. Un intento podrfa ser:

k—1
sea P = {Ao,Al, vy A1t Y ATA = 1} una particién de la unidad por
=0

elementos de una C*—4lgebra unital. Sea N (P) = 2 || Ai||, consideramos el
refinamiento P™ dado por la accién de la transformamon dindmica ® como al
principio de las seccién 4.2 , luego con el promedio de crecimiento de N (P")
podria intentarse tener una cota superior para la entropia definida como en

[3]. Seria ademds interesante relacionar esta entropia con la introducida por
T. Hudetz[27].
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5. APENDICE |: ENTROPIAS DE COR-
RELACION

Sea (X,d) un espacio métrico compacto en el cual ademids estdn dadas una
medida de probabilidad yx y una aplicacién continua 7" : X — X. Consideramos
la métrica: d, (z,y) = max{d(T*(z)),T*(y))::=0,1,...,n — 1} y anotamos
como B, , (z) ala bola de radio ¢ en la métrica d,,.

Definicién 5.1: La entropta de correlacion generalizada es:

orr 1 _ eﬁ;orr(T)
BT (T) = —
donde 3

h;o’l"”' (T) — llm hCOTT(T)

y con el promedio de cantidad de informacién definido como:

heom (1) = Tim Lo L/ 4 (Bep (2))% ldu]

Deberfamos comprobar que la integral obtenida para ¢ = 1 (esto es ¢ —
1) converge a la entropfa clésica h; (T') (c.f.Ec. 2.7). Para esto se utiliza el
siguiente resultado:

Teorema 5.a (Brin-Katok[9]): Sea T : X — X una transformacién con-
tinua en un espacio métrico compacto (X,d) y sea u una medida de Borel en
X que es T'—invariante. Si hy (T, 1) es la entropia clésica de Kolmogorov, se
definen en X las funciones:

b1 (z,T) = lim im — —logu(B (z))

e—(0 n—oo

by (2,T) = limg lim —llogu(B (),

hi (z,T), hi(z,T) se llaman la entropta local superior e inferior respectiva-
mente. Entonces:

i) La entropia local existe, o sea h; (z,T) = hy (z,T) = h; (z,T), para todo
z € X.

1) hy (z) es una funcién T—invariante y [ h; (z) du = hy (T).

Observacion: Si u es ergédica entonces como hy (z,T) o T = hy (z,T) (por
i1)), se tendrd que h; (z,T) = cte = hy (T').

Corolario 5.2: ll_l}} he™(T) = ha (T)

Demostracion: El corolario sigue inmediatamente usando resultados bésicos
en Teorfa de la Medida (Lema de Fatou, Teorema de convergencia monétona)

y el teorema de Brin-Katok.
|
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La invarianza quedard establecida en los siguientes términos:

Proposicién 5.3: Sean (X;,d;) y (X2, ds) espacios metrizables compactos,
consideramos transformaciones T} : X; — X; y T : Xo — X, y medidas p,
y Ko invariantes para tales transformaciones. Sea f : X; — X, una biyeccién
medible tal que foT) = Too f y u; (f~! (A)) = py (A), para cualquier conjunto
medible A. Si se verifica la siguiente condicién para z,y € X;:

iy (2,4) < dy (f &) £ (4)) < Ko (z,y) , para algtin K > 1,

entonces hy”"(T1) = by (T).

Una aplicacién f que verifica la doble desigualdad anterior se llama una
funcién de distorsién acotada.

Demostracion: Sean z,y € X;, z = f (z), tenemos:

= (Tia,Tiy) < & (f (Tix), [ (Thv)) < Kd (Tiz, Tiy)
i = 0,1,.,n—1
llamamos: v
Bl,(x) = {y:max{d (Tiz,Tiy): i=0,1,.,n—1} <e}
B, () = {y :max{d(Tjz' \ Tiy'), i=0,1,..,n—1} <¢}
La condicién de distorsién acotada es equivalente a:
—};dl (Tie, Tiy) < & (Ti(f (=), T3(f (v))) < Kdy (Tiz, Tiy)
i = 0,1,..,n—1,

tenemos entonces que B}, (z) C f™! (B?Q,n (f (z))) , 0 sea que

pr (Bla (@) < o (F71 (Bien (£ (2)))) = g (Bleesn ( (2)))

Similarmente
u2 (B2, (f () <y (Bken (2)) -
Consecuentemente para q > 1:
T 1 -1 T 1 [ -1
lim — log { [ (B, () dul] <Tm—log | [ p5 (B%. . (2))* d#2]
n X, n—oon, | X,

n—0o0

n—oon,

—-_— 1 q-1 —-_— 1 [ q-1
Tim — log [ L (B2 (2) d#z} < T —log | [ iy (Bken (@) dul]
2 | X1

Para ¢ < 1, se procede en forma andloga, invirtiendo las desigualdades.

Luego con € — 0 tenemos hy”"(T1) = h”"(T3) y finalmente he™"(Ty) =
Ry (Tz).

|

Las condiciones de invarianza relacionadas con la métrica imponen una
restriccién que no es tenida en cuenta en el teorema de Sinai, ya que éste sélo
trata con espacios de medida. De alli que para tener nueva informacién deberia
trabajarse en un espacio con "m4s estructura”.
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La generalizacién realizada por Zanette[60] podria eventualmente ser con-
siderada como una aproximacién al enfoque anterior; la misma es obtenida
considerando la funcién simple ¢, (z) = ¥ al4,, donde a; = p (A)* ' y con

i

{A;} una particién del espacio fase por conjuntos de didmetro e.

Esquemas de Bernoulli: Veamos que ocurre con las entropias de correlacién
para esquemas de Bernoulli BS(po,p1,-..,Pk—1) - Para esto consideramos una
estructura topdélogica en estos sistemas dindmicos. Esta es la siguiente:

Sea I = {s;,...,8m} C {0,1,....,k — 1} . La base para la topologfa est4 dada
por los cilindros (c.f. ejemplo 2.2.b)

C(I) = {ZE = (mn)nez ::L'i = S‘i R 2 = l,_._,m, l < m}.
Esta es la topologfa producto de la topologfa discreta en {0,1,...,k —1}.

Con ésta el desplazamiento (0z),, = x,+1 es un homeomorfismo. Por otra parte
el espacio es metrizable con:

dBS (w)y) = Z 6:1:",3;"2"”'
o m4és directamente:
dBS (may) = 2—|n|,

donde n = min {|i| : z; = y;} .

Recordemos que la medida considerada es la medida producto de la me-
dida puntual p, ({z}) p;. Luego la medida de un cilindro C (I) estard dada
por u(C (1)) = H ps;- Para cada m, la bola Bs-m,, (z), en la métrica d}g,

respecto al despla.zamlento o, es precisamente el cilindro determinado por las
coordenadas T_,, ..., Lm_nt1. Esto es

Bymp(z)={y:zi=yi:i=—-n,..,m—n+1}.
n—m+1
En consecuencia p (By-m, (z)) = [l po,. Luego:

i=—m

7 corr 1
[hq ]BS = n}irilooﬁ log L[“ By (2))* d“} log (3_ ),
donde la iltima igualdad surge por cdlculo directo. Luego

[hco'rr _ 1- Epg

9 }BS—— q__.l =Hq (p07p1a"'apk—1).

Es decir, para esquemas de Bernoulli la entropfa de correlacién para la
topologfa generada por los cilindros coincide con la obtenida, en el caso pura-
mente medido, para el generador canénico G. Esto es la entropfa de Tsallis.

La entropia de correlacién puede expresarse en términos de la ”presién
topolégica. Llamemos

X =BS(0,1,..k—1)={z = (Tn)pez : ¢ € {0,1, ...k = 1}},
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equipado con la métrica dgg. O sea el espacio de secuencias bi-infinitas pero sin
tener asignadas, en principio, probabilidades, sino una estructura topoldgica.
Sea A = {ao, ar-1:a; € R}, definimos f = fy : X — R por f(z) = az.
Consideramos ahora en X la medida definida como en el ejemplo 2.2.b con

a;

probabilidad puntual p; = % . Las entropfas de correlacién, con esta

2 a;
2 4

medida, se calculan en forma totalmente andloga al caso anterior:

) kz_jl e9% k—1 k—1 q
[h;wr]x =log (pr) = log (;ig )q = log (Z eqai> —log [(z% eaj) :I
=

7=0

y

k-1
E eqai
1=0

he] = <a§oe )
X

q q_l

k=1
La expresi6n log <Z e"*‘) es la ”presién topolégica” P (f) asociada al ob-
=0

servable f (z) = a,, y al ”estado de equilibrio” dado por la medida producto
de las probabilidades puntuales p;. Una excelente descripcién de esta clase de
temas, tanto desde el punto de Matematico como Fisico, est4 realizada en una
Teorfa debida a D. Ruelle y conocida como ” Formalismo Termodindmico” [48].
Luego podemos escribir la la entropia de correlacién en términos de P (f):

corr 1—(P f)_ Pf
[her] = (Z_IQ()X

Por el mencionado Formalismo Termodindmico la entropfa de correlacién,
en este tipo de sistemas, es una funcién real analitica de gq.

APENDICE I: ENTROP{AS DE CORRELACION 48



6. APENDICE II: FLUJOS

En general los problemas relacionados con flujos, especialmente con flujos
hamiltonianos, son muy importantes en Sistemas Dindmicos. Con el objeto
de que el lector no pierda el hilo conductor del texto, consideramos adecuado
presentar en forma de apéndice algunos resultados laterales que tienen que ver
con este tema. '

Primeramente recordamos la definicién de entropia topolégica de flujos en
variedades y realizamos algunos comentarios acerca de la férmula de Manning
para flujos geodésicos. Aunque, como se mencioné anteriormente, la depen-
dencia de la entropia topolégica generalizada con la entropia cldsica es di-
recta, conservaremos la notacién paramétrica para que haya consistencia con
el enmarcamiento general del trabajo. Las definiciones y demostraciones in-
herentes a Geometria Diferencial y a Topologfa, que no se expliciten aqui,
pueden encontrarse en cualquier texto bésico sobre estas materias.Sea ® un
flujo en una variedad compacta M, esto es una familia de transformaciones
®={p,: M- M/teR} tal que 9, = idpr y Y15 = ¥, © p,. Si se fija un
punto z € M se tendrd una curva parametrizada C* dada por {¢,z /t € R},
esta curva se llama la drbita de z. Si s6lo se considera al pardmetro t (el ”tiem-
po”) variando en un cierto intervalo tendremos los que se llaman segmentos de
la 6rbita. Una orbita v de un punto z es periddica o cerrada si existe un inter-
valo [0, (v)] tal que ¢,y = z. El mimero 7 (7) es el perfodo (minimal) de
.

La g-entropfa topolégica (usando conjuntos generantes o separados) de ®
se define como:

1 !

kq ((b) = kq(got=1)

Una definicién alternativa es dada en la siguiente forma a partir de [15]:

Definicién 6.a: Sean t y € dos niimeros reales estrictamente positivos. Un
conjunto Y C M es (t,e) —generante respecto a P si para todo y € Y existe
un z € M tal que d(p,(z), p,(y)) < e para 0 < s < t.

Definicién 6.b: Sean t y € dos mimeros reales estrictamente positivos. Un
conjunto Y C M es (t,¢) — separado respecto a ® si paratodoz,y €Y ,z #y
es d(p,(z),p,(y)) > €, para algin s € [0, ¢].

Sea ay e = min{Card(Y) : Y es (t,e) — generante respecto a ® } y escribi-
mos para q # 1

—

ky(T) = lim K e (6.1)
con
~, 1 )
Fge = Jim = {log [1 +(1-9q) Kq;m]} . (6.2)

donde K, . se define como en la Ec. 2.20.
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Anédlogamente con conjuntos separados: sea
B, = max{Card(Y) : Y es (t, &) — separado respecto a ® },

la definicién es dada en forma dual como antes.
Sea M una variedad Riemanniana compacta y sea S (M) su fibrado tangente
unitario, o sea:

SM ={(p,v) € T (M) /gp(v,v) =1}

donde g, es la forma bilineal en T,,(M) que da la estructura Riemanniana.
Estamos interesados particularmente en el flujo geodésico en SM, esto es
@¢(p,v) =7, (t ), donde v, es la geodésica en M con 7,(0) =py 7, (0) = v.
Sea z € M (el revestimiento universal de M), denotamos por Bg(z) a la
bola en M respecto a la métrica d heredada de la estructura Riemanniana de
M. Manning probé que la entropia topoldgica del flujo geodésico estd acotada
inferiormente por el promedio de crecimiento del volumen de una de estas bolas
. Llamamos V; i al volumen de la bola Bg(z) se tiene entonces que

.1
L= lim —log(Vz.r)
existe y es independiente de z (34].

Siguiendo nuestra nomenclatura paramétrica, anotamos el resultado de
Manning como:

K (®) > (q—1)"" {1l —exp[(1—q) L]} parag#1 (6.3)

Adems4s existen relaciones entre crecimiento del nimero de geodésicas cer-
radas y las curvaturas principales. Esto fue observado primeramente por
Sinai[52]; luego Margulis[35] obtuvo un resultado mds fuerte en el caso de
curvatura constante.

A continuacién presentamos una cota para la entropia en términos del
promedio de crecimiento nimero de ”palabras” en el grupo fundamental de
M. Recordemos que si S es un conjunto de generadores para (M ),una pal-
abra es simplemente una secuencia s;.$s...8,, con s; € S.

Consideremos la accién de m, (M) en M , dada por automorfismos del
revestimiento universal. Un subespacio compacto F' de M es un dominio fun-
damental respecto a la accién mencionada si:

U F=if
yew1 (M)

Sea:
§={y:vem(M),7FNF #0},

S resulta ser un sistema de generadores para m;(M)[20]. Llamamos
Bsg = Card{y:v € m(M), {(y) < R}

donde £(7y) es el minimo n tal que 7 es expresada como una palabra y = s;5;...5,
con s; € S.
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Por un resultado de J. Milnor(38] el limite W = Wg ([') = Jlim +10g (Bs,r)

existe. Ademds como se nota de la definicién es independiente de la métrica
Riemanniana en M.

Sea y € my (M) con £(y) < £ (D = diam(F)) entonces para cada z € F se
tiene que d(z,vz) < R . Luego vF C Br(z). Se concluye de esto que L > W
, y nuevamente usando nuestra acostumbrada notacién paramétrica:

K@) > (g - 1) {1 - exp[(1 - q) W]} (6.4)

La cota de Manning podria resultar trivial para espacio de curvatura con-
stante cero. A continuacién veremos como obtener una cota para la entropia
topoldgica de flujos més generales que los geodésicos, y que atin en este caso
particular no resulta trivial. Para esto vamos a introducir resultados que son
andlogos a los que fueron probados por Bowen para los llamados ”difeomor-
fismos Axioma-A”. Las demostraciones siguen cercanamente las lineas de ref.
[16] y en consecuencia se podrfan omitir los detalles. Recordamos algunas
definiciones bésicas:

El conjunto no-errante §2 de un flujo & = {¢, : M — M} estéd definido por:

Q={zeM:si, para unentornoU dex yt >0, existeunty>t,

tal que ¢, (U)NU # @} . (6.5)

Sea A C M un conjunto ®—invariante, A es hiperbdlico si el fibrado tangente
admite una descomposicién

TM |a= E*® E° @ E*, donde E*, E°, E*son subespacios tales que:

IDeewll < Cre= |Joll, v € B?, [Dy_p| < Cre=*|Jo]|, v € B*

para ciertas constantes C;,Cy > 0 y donde Dy, es la aplicacién diferencial
usual.

Un flujo & = {¢,} satisface el Arioma-A de Smale si el conjunto no-errante
2 puede escribirse como Q = F U A, de manera que:

i) F es el conjunto de puntos fijos de ®, siendo F un conjunto finito e
hiperbélico.

i7) El conjunto de érbitas periédicas del flujo es denso en A

i) FNA = 0.

Teorema 6.c (descomposicién espectral de Smale[53]): Si el flujo ® = {,}
satisface el Axioma-A, entonces el conjunto no-errante §2 puede escribirse como
una unién disjunta ; U U ... U € de conjuntos cerrados invariantes tal que
¢, |o;es topoldgicamente transitivo, esto es si U,V son abiertos no vacios,
entonces ¢, (U) NV # 0 para algin t, > 0.

Recordemos ademds que un flujo & = {¢,} es expansivo si para un € > 0,
hay un 6 > 0, de modo que d (p,z, ¢,y) < 6 implica y = ¢ z, para algin s con
|s| < e. El nimero 6 se llama la constante de expansividad.

Sea X uno de los miembros de la unién disjunta, un flujo se llama C —denso
si para cada z la variedad inestable en z, definida por:

W*(z) ={y € X : d(p,(2), ¢ (y)) = 0 con t — —oo}

es densa en X.
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Para flujos Axioma-A, expansivos y C—densos, Rufus Bowen probé los que
llamé ”teoremas de especificacién para flujos”[15]. Estos dicen esencialmente
que se puede prescribir la evolucién de una 6rbita periédica para especificar
un conjunto finito de segmentos érbita arbitrarios con una precisién fija, o sea
para cualquier "tiempo” permitido, entre dos segmentos especificados se puede
encontrar una érbita periédica que aproxima esta trayectoria. Estos teoremas
son de gran importancia para estudiar la estructura topoldgica de conjuntos
hiperbélicos asi como el comportamiento mecdnico-estadistico de los segmentos
6rbita. En base a estos resultados se pueden comparar el promedio de crec-
imiento del mimero de érbitas periédicas y el cardinal de conjuntos separados
o generantes. Esto fue realizado por Bowen en ref.[16] para difeomorfismos.
Siguiendo esa linea de razonamientos y usando los mencionados teoremas de
especificacién se pueden adaptar ciertos teoremas de difeomorfismos para flujos.
En particular se obtiene el siguiente resultado:

Proposicién 6.1: Supongamos que para entero j , existe un punto w; in
X y un real t;, tal que ¢, (A) N By (w) = 0, entonces B, 4 < KB, , donde
K es una constante y 3, , 4 es la méxima cardinalidad de los conjuntos (t,a)-

1
separados de A. Aqui a es tal que 0 < a < 56, donde é es la constante de

expansividad.

En particular si A es un subconjunto cerrado estable de X, entonces

ko(® |4) < k(®); la restriccién de @ significa ¢, |apara todo ¢.

Ahora si estamos en condiciones de dar una cota, para flujos como los
descriptos, en un caso particular. Este serd el flujo asociado a un sistema
hamiltoniano. En este caso la especificacién estard dada por las ”érbitas ho-
moclinicas transversas”. En consecuencia asumiremos la existencia de tales
objetos.

Consideremos entonces el sistema hamiltoniano:

T= XH (IIJ)
con

1
z = (q(t),p(t)) €e RC R™ y H = §|p12 + V (q); Xy es el campo
hamiltoniano. El flujo asociado se define por medio de las condiciones:

{ da (6.6)
oo (z) =2

Un punto z, en el espacio fase R es un equilibrio hiperbdlico si Xy (zo) =0
y ademss si el sistema linealizado Y= D,, Xy (y) es tal que D,, Xy no tiene
autovalores con parte real cero.

Si z( es un equilibrio hiperbélico entonces existen las variedades inestable
y estable en zo, y estdn dadas por[54]:

W (zg) = {z € R™ : ¢, (z) — 70 si t — +00}

We (zo) = {z € R : p, (z) — 20 51t — —00}

Una 6rbita homoclinica es una solucién z (t) del sistema hamiltoniano z=

Xy (z) tal que z (0) € W™ (zo) N W* (29) — {zo} ; 0 equivalentemente z (t) —
zo cuando |t| — oo.

(6.7)
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La ¢rbita es llamada transversal si las variedades se intersecan transver-
salmente en ;.

Un teorema de especificacién puede ser enunciado en este contexto de la
siguiente forma[54]:

Para cada e > 0 existe un nimero N y una sucesién de enteros (n;);c;  z »
tal que hay un puntoy = y (n;) cond (y, Xz (t — n;)) < ¢, donden;y;—n; > N
y z (t) es una 6rbita homoclinica transversal.

Ademads hay una versién para flujos del teorema de Birkhoff -Smale , la cual
es declarada de la siguiente manera[55):

Para un conjunto A C R (cerrado y estable para ® = {¢,} y 0 # A #
R), ¢,_n |4 es conjugado topolégicamente a un esquema de Bernoulli de dos
simbolos BS (0,1) (ver Sec. 2.2).

Luego para un flujo hamiltoniano ® de modo que existen 6rbitas homoclini-

cas, y consecuentemente hay especificacién, obtenemos:
, 1 —20-9/N
Proposicién 6.2: £, (9) > — donde el nimero N es el dado
q —

por la versién anterior del teorema de especificaci6n.
s 1 (N Y —(1_
Demostracion: k; ((p | A) = [kq] 501 = (1 —g)log2, luego

—_—

7 1 77
k, (p) = qu (QON IA) = (1 — q)log 2/N, finalmente:
' 1-— 2(1_Q)/N

k, (¢) > (6.8)

q—1

|

La existencia de érbitas homoclinmicas resulta ttil para obtener criterios

de caos. Hay un interesante tratamiento de este problema el cual es esen-
cialmente variacional y que consiste en encontrar puntos criticos de un fun-
cional adecuado. Una importante contribucién en este aspecto se debe a
Bolotin[13], y el funcional utilizado es: [ L (Q, q) dt, donde L es el lagrangiano

. 1,.2 . . .
L (q, q) =3 ’q ‘ — V (q). Posteriormente han sido usadas variantes con condi-
ciones periddicas.
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