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Capitulo 1

Introduccion

Dada una familia finita F = (F;);c; de conjuntos no vacios, se llama grafo
de interseccion de F al grafo con I como conjunto de vértices y tal que i # j
son adyacentes si y sélo si F; N F; # 0. Si un grafo es isomorfo al grafo de
interseccién de F, se dice que la familia F es una representacién del grafo.

Se llama. completo de un grafo a un conjunto de vértices adyacentes entre
si; si un completo es maximal con respecto a la inclusién, se dice que es un
clique del grafo. Si G es un grafo se llama C(G) a la familia de cliques de G
y DC(G) a la familia dual de ésta, es decir, DC(G) = (Cy)vev(c) donde C,
es el conjunto de cliques de G a los cuales v pertenece. Es facil verificar que
cualquier grafo G es el grafo de interseccién de DC(G).

Dado un grafo G, el grafo cliqgue de G, notado K(G) es el grafo de inter-
seccion de la familia de los cliques de G.

Los grafos cordales fueron definidos como aquellos que no poseen ciclos
inducidos de 4 vértices o més. Gavril [6] probé que para todo grafo cordal,

existe un arbol generador T' de K(G) tal que DC(G) = (Cy)vev(c) €S una



familia tal que cada C,, induce un subérbol de T'. A los drboles cumpliendo
con esta propiedad se los llama drboles cligue de G y al par formado por un
arbol clique y la familia DC(G), representacion candnica de G.

Los grafos de intervalos, que fueron originalmente definidos como los
grafos de interseccién de una familia de intervalos de la recta real, pueden
definirse como los grafos cordales que poseen algun &arbol clique que es un
camino.

Naturalmente, entre la clase de los grafos cordales y la de los grafos de
intervalos, se han definido distintas clases especificando condiciones sobre el
arbol clique y sobre los subédrboles que induce la familia DC(G) sobre dicho

arbol. Algunas clases especificas son:

» Grafos UV: grafos cordales para los cuales existe un arbol clique T tal

que cada C, induce un camino de T'.

» Grafos DV: grafos cordales para los cuales existe un arbol clique 7,

orientable, de modo que cada C,, induce un camino dirigido de T'.

» Grafos RDV: gfafos cordales que poseen un arbol clique T', orientable

y enraizado, tal que cada C, induce un camino dirigido de 7.

Como ocurre bajo ciertas condiciones, algunas clases de grafos de inter-
seccién pueden caracterizarse a partir del operador clique valuado [1, 9, 10].
Esto es, la posibilidad de representar a un grafo G como grafo de interseccién
de ciertas familias de conjuntos, es una informacién inherente al grafo clique
valuado de G y al dual de la familia de cliques de G.

Si G es un grafo, se define el grafo clique valuado, K,(G), como K(G),



valuando sus aristas con el nimero de vértices en la interseccién de sus cliques
extremos.

McKee [17] prueba que si T' es un 4rbol generador de peso maximo de
K,(G), la familia dual de cliques de G es una familia de subéarboles de T.
Maés atin que todo drbol clique de GG es un arbol generador de peso méaximo
de K,(G).

Los grafos cordales y sus subclases han recibido mucha atencién pues
aparecen como modelos naturales en muchos problemas de la vida real [2, 3,
4, 22]. Por otro lado, almacenar y acceder a la informacién estructurada en
un grafo, puede realizarse con maés eficiencia si éste es un grafo de interseccién
de familias con buenas propiedades [21]. Es por este motivo que el estudio
de las representaciones canénicas y los arboles clique de los grafos cordales
resultan de importancia.

En esta Tesis se estudian los subgrafos del grafo y su relacién con los
subérboles de sus drbol clique. Se muestra como es posible obtener todos los
arboles clique de un grafo cordal a partir de arboles clique de sus subgrafos
[12].

Se estudia como los caminos en un grafo cordal se manifiestan en cualquiera
de sus arboles clique. Se estudian las triplas asteroidales y en general las k-
asteroidales.

Una clase de grafos es cerrada por subgrafos inducidos si todo subgrafo
inducido de uno de la clase estd en la clase. Se sabe que una clase de
grafos, cerrada por subgrafos inducidos puede ser caracterizada por sub-
grafos prohibidos. Una clase F de grafos se dice que admite una caracte-

rizacién por subgrafos prohibidos (o prohibidos minimales) si existe una clase



Cr={H : H no pertence a F, H—v € F para todo v € V(H)}, tal que G €
F si y sblo si G no contiene como subgrafo inducido a ningin miembro de
Cr.

Todas las clases mencionadas son naturalmente cerradas por subgrafos in-
ducidos con lo cual todas pueden ser caracterizadas por subgrafos prohibidos.
Los grafos prohibidos para los grafos cordales son naturalmente los ciclos de
longitud mayor o igual a 4.

La grafos prohibidos para los grafos de intervalos, fueron construidos por
Lekkerkerker-Boland [14] a partir de una caracterizacién que establece, que
un grafo cordal es de intervalos si y sélo si no posee triplas asteroidales.

Utilizando las herramientas desarrolladas sobre arboles clique se obtiene
una nueva prueba del resultado de Lekkerkerker y Boland y se construyen
los grafos prohibidos de la clase de los grafos de intervalos.

Se estudia el follaje de un grafo cordal, esto es, el minimo nimero de
hojas de sus arboles clique. Se obtienen nuevas cotas inferiores y superiores.

Finalmente se obtienen todos los grafos prohibidos de la clase UV dividi-
ento estos resultados en tres partes. Aquellos que poseen falsos gemelos, esto
es, vértices no adyacentes pero con los mismos vecinos. Posteriormente se
generalizan estos resultados a los grafos que poseen simpliciales esenciales, es
decir, simpliciales cuyos vecinanza cerrada es un corte del grafo. Finalmente
se estudian los grafos que no poseen este tipo de simpliciales a los cuales se los

llama compactos. Algunos resultados preliminares aparecen en [11, 12, 13].



Capitulo 2

Definiciones y Resultados

Basicos

2.1. Grafos

Un grafo simple G es un par de conjuntos, notados usualmente V(G) y
E(G). Siendo V(G) un conjunto no vacio cuyos elementos se llaman vértices
del grafo y E(G) subconjunto de [V (G)]?, conjuntos binarios de V(G), cuyos
elementos se llaman aristas de G. Una arista {u,v} de G usualmente se nota
uv, se dice que u y v son adyacentes, que u y v inciden en la arista. Todos
los grafos tratados aqui son grafos simples.

Si G y G2 son grafos, la unidn es el grafo denotado por G; U G cuyo
conjunto de vértices es la unién de V(G;) con V(Gz) y cuyo conjunto de
aristas es

la unién de E(G;) con E(G3).

Se dice grado de un vértice v al nimero de aristas que inciden en v.

union

grado



Un vértice de un grafo G se dice pendiente si su grado es uno.

Se dird entorno de un vértice v y se notard N(v), al conjunto de vértices
de G adyacentes a v, el entorno cerrado de v es el conjunto N(v) U {v},
notado por N|[v].

Dados v, w con v,w € V(G) se dird que v domina a w si N[v] 2 N[w].

Un completo de un grafo GG es un conjunto de vértices adyacentes de a
pares.

Un clique de G es un conjunto de vértices de G completo maximal,
respecto de la inclusion.

Se notard C(G) a la familia de cliques de G, si v € V(G), C, = {C €
C(@G),v € C}. Si wv € E(G) se notard Cy,= {C € C(G),u,v € C}.

Un vértice v de G se dice simplicial si N[v] es un clique. Luego es
claro que v estd sélo en ese clique al que, haciendo un abuso de notacién,
llamaremos C,,.

Se dice que dos grafos G, H son isomorfos si existe una biyeccién
a: V(G) — V(H) tal que uwv € E(G) si y sblo si a(u)a(v) € E(H). Més
claramente dos grafos son isomorfos cuando sélo difieren en los nombres de
los vértices. En este trabajo no distinguiremos entre grafos isomorfos.

Una clase de grafos es un conjunto de grafos cerrado por isomorfismos.

La siguiente figura muestra un ejemplo de grafos isomorfos.

1 A B

H 3 D G c

Grafos isomorfos

pendiente
entorno

entorno
cerrado

domina

completo

clique

simplicial

isomorfos

clase de

grafos



Notaremos Grafos a la clase de todos los grafos.

Un grafo H es subgrafo de un grafo G cuando V(H) C V(G) y E(H) C
E(G). Se notard H < G.

Un grafo H se dice subgrafo inducido de un grafo G cuando es subgrafo
y E(H) = E(G)N[V(H)]%. Se notard H C G. Si V' es subconjunto de V(G),
el subgrafo de G inducido por V', notado G[V'], es el subgrafo inducido de
G cuyos conjunto de vértices es V’. En la siguiente figura dado un grafo se
muestra un ejemplo de un subgrafo inducido y de un subgrafo no inducido

del mencionado grafo.

Grafo Subgrafo Subgrafo inducido

Con el concepto de subgrafo, un subconjunto C' de V(G) es un clique de
G si G[C] es un subgrafo completo maximal de G.

Un camino P en un grafo G, es una sucesién de diferentes vértices de
G, ((wi)ic{o, .k}), tales que para cada i,i=0,.....k — 1, uui11 € E(G), esas
aristas son denominadas aristas del camino P. Es claro que todo camino F,,
entre u,v € V(G) contiene un camino minimal, considerando la inclusién en
el conjunto de vértices. Si k es mayor a 2 y ug = ug se dice que P es un
ciclo.

La seccion Plu;,u;] de P es la subsucesién {u;, 4i41, ..., u; } de terminos
vértices consecutivos de P.

Un grafo G es conexo, si para todo par de vértices u,v del grafo G

existe un camino entre v y v.

subgrafo

subgrafo

inducido

camino

ciclo

seccion

conexro



Una componente conexa de un grafo G, es un subgrafo conexo componente
maximal de G. conexa

Un grafo G es disconexo si no es conexo. disconexo

Un drbol es un grafo conexo sin ciclos, a los vértices pendientes de los drbot
arboles también se los denomina hojas. hojas

Una k estrella es un arbol con k + 1 vértices donde un vértice es & estrelia
adyacente a todo otro vértice del arbol.

Un grafo direccionado o digrafo D es un par de conjuntos; V(D) un direccionado
conjunto finito no vacio y E(D) un conjunto de pares ordenados de V(D)
llamados aristas o arcos.

Un grafo G es Cordal, si no contiene ciclos inducidos con 4 0 més cCordal
vértices. En la siguiente figura se puede observar un grafo cordal y un grafo

que no es cordal.

Cordal No cordal

Resulta claro que cualquier subgrafo inducido de un grafo cordal también
es cordal.

Todos los grafos aqui tratados son Cordales.

2.2. Grafos de interseccién

Si F es una familia finita de conjuntos no vacios, el grafo de interseccién

de la familia es quien representa la relacién de interseccién entre los conjuntos



de dicha familia. La siguiente figura muestra una familia de conjuntos y el

i
i

Familia Grafo de interseccion
de la familia

grafo de interseccién de dicha familia.

El problema de caracterizar grafos de interseccién de familias de conjun-
tos con alguna topologia, es interesante desde el punto de vista tedrico y
frecuentemente tiene aplicaciones en el mundo real.
Dado un grafo H, que tiene determinadas caracteristicas, es interesante
caracterizar a los grafos de interseccién de familia de subgrafos de H que
poseen una estructura especifica.
En este caso, una representacion de un grafo G es dada por el par representacion

de un

(H,F') donde los elementos de F' son subgrafos de H. arafo
Por ejemplo, los grafos Cordales fueron caracterizados en 1974 por Gavril [6]
como grafos de interseccién de familias de subdrboles de un arbol.
Los grafos de Intervalos son grafos de interseccién de familias de caminos
de un camino.
Para clarificar al lector, recordaremos definiciones bésicas sobre familias
y la relacién entre familias y grafos a través de operadores que serdan usados

en nuestro trabajo. Un estudio exahustivo, del comportamiento de familias

y operadores entre familias y grafos fue desarrollado en [10].



2.3. Familias

Una familia es un par (ILF) con I un conjunto finito no vacio y F
una aplicacién que asigna a cada ¢ € I un conjunto no vacio finito que se
notard Fj.

A cada F; se lo denominard, miembro de la familia y a los elementos
de Ui’E 1 Fi elementos de la familia. De ahora en mas cuando nos referimos
a familias usaremos la siguiente notacién F = (F;)c;-

Se dird que dos familias F' = (F})ier y A = (4;)jes son isomorfas si

existen 2 biyecciones a : I — J y b: U;e; Fi — U,y A tales que b(F;) =

jeJ
Aq(i) para todo 7 € I. Més claramente, a cada miembro de la familia F' le
coresponde un Unico miembro de la familia A. En este trabajo no distin-
guiremos entre familias isomorfas. Una clase de familias es un subconjunto
de familias cerradas por isomorfismo que notaremos Familias.

Se dird que F' = (F})jcs es una subfamilia de F = (F;)icr si para cada
j € J existe un tnico ¢ € I tal que F; = Fj.

Una familia se dice separadora si para cada u € | J;c; Fi resulta
Niwer; Fi = {u} (Figura 2.1).

Una familia se dice ¢ntersectante si para cada par F;, F; de la familia
F;N F; # . Si para cada subfamilia intersectante F' = (Fj)jepcr de F =
(Fi)ier resulta que (;op Fi # 0 se dird que F' es Helly (Figura 2.1).

Una familia (F});c; es reducida cuando ¢ # j entonces F; € F; para
todo par ¢,j € I.

Una familia F' = (F;);cs se dice conforme si para todo ¢, j, k € I existe
I € I tal que (F; N F) U (F; N Fy) U (F; N Fy) C F; (Figura 2.1).

Dado T un arbol, se dird que la familia F' = (F});cr es un cubrimiento
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SEPARADORA NO SEPARADORA

@
&

CONFORME NO CONFORME

Figura 2.1: Familias
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h
h2 3

Figura 2.2: F]_ = {h1,$, hg}, Fg = {hz,.’E, hg}

de T si J,c; s € V(T), y para cada arista uv de T existe algin F; tal que
u,v € F; (Figura 2.2).

2.4. Operadores

Se definird el operador de interseccion de una familia a una apli-
cacién que asigna a cada familia F' un grafo, notado L(F), V(L(F)) =1y
E(L(F)) = {ijli # j y F; N F; # 0}. Figura 2.3

Se definird el operador familia de cliques de un grafo a una aplicacién
que asigna a cada grafo G la familia de sus cliques, C(G) = (F});er donde I
es el conjunto de todos los cliques de G y F; = i para todo ¢ € I. Figura 2.3

Se define el operador dual de una familia, a una aplicacién que asigna
a cada familia F' = (F;);e; una familia notado D(F'), D(F') = (A;)jes donde
J=Uer Fiy Aj={i€1]|je€ Fi}. Figura 2.3

Se define el operador 2 seccion de una familia, a una aplicacién que

asigna a cada familia F' = (F});cs, un grafo notado S(F') cuyos vértices son
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D
—

Figura 2.3: Operadores: L, C, D, S

los elementos de la familia F' y dos vértices son adyacentes si pertenecen al

mismo miembro de la familia (Figura 2.3).

Teorema 2.4.1 F una familia.
1. F es conforme si y sélo st D(F) es Helly.

2. F es separadora si y solo si D(F) es reducida.

Teorema 2.4.2 1. DD=I (la identidad de familias),
2. SC=I (la identidad de grafos),
8. L=SD, S=LD, CS=I para familias conformes y reducidas.
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4. CL = D para familias Helly y separadoras.

El siguiente resultado corolario del anterior asegura que la Unica familia
Helly y separadora cuya interseccidn es el grafo G debe ser la familia dual de

sus cliques.

Corolario 2.4.1 Si F' es una familia Helly y separadora tal que L(F) = G
entonces F = DC(G).

Demostracién: Si L(F) = G entonces CL(F) = C(G) y DCL(F) = DC(G)
pero CL = D para familias Helly y separadoras, con lo cual DD(F) =
DC(G). De aqui F' = DC(QG). O

El operador clique, notado por K, asigna a cada grafo G, un grafo que
se notard K(QG) y se dird grafo clique de G, cuyos vértices son los cliques
de G y dos cliques son adyacentes si y sélo si su interseccién es no vacia.

El operador clique resulta ser la composicién de los operadores L y C' esto
es K = LC.

El operador clique valuado, notado por K, asigna a cada grafo G
su grafo clique junto con una valuacién de las aristas del grafo clique, dada
por el cardinal de la interseccién de los cliques incidentes en la arista. A
el grafo K,(G) también lo denominaremos grafo clique valuado de G

(Figura 2.4).

2.5. Cordales, UV, DV, RDV e Intervalos

La clase de grafos cordales fue caracterizada en 1974 por Gavril [6] como

los grafos de interseccién de subdrboles en un arbol, siempre considerando la
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JEX e

G

s® @
2

Figura 2.4: Operador K,

interseccién de sus conjuntos de vértices.

Posteriormente, Gavril [6] y Monnma y Wei [19], definieron subclases
de los grafos cordales de una forma muy natural.

Un grafo G es UV (undirected vertex), si es el grafo de interseccién de uvv
una familia de caminos en un drbol. Dado un drbol 7" y una familia de caminos
F cuya interseccién es G, el par (T, F') es llamado una representacién UV
de G. Claramente, la familia de caminos F' en un arbol es una familia de
subdrboles de ese drbol, con lo cual G es cordal, pero no todo grafo cordal
es UV (Figura 2.5). La notacién UV fue introducida por Monma y Wei [19)],
en 1986, antes de esto, los grafos UV se denominaban grafos de caminos no
direccionados.

Un grafo G es DV (directed vertex), si es el grafo de interseccién de bpv
caminos dirigidos en un &rbol dirigido. Dado un arbol dirigido T y una fa-

milia de caminos dirigidos F de T cuya interseccién es G, el par (T, F) es

15



Figura 2.5: Cordal no UV

Figura 2.6: UV no DV

llamado una representacién DV de (. Es claro que si no se consideran las
direcciones de aristas de 7" y de los caminos F', una representacién DV es
también una representacién UV para el mismo grafo; pero no todo grafo UV
es DV (Figura 2.6). Los grafos DV fueron considerados por primera vez por
Momna y Wei [19], en 1986.

Un grafo G es RDV (rooted directed vertex), si es el grafo de interseccién
de caminos dirigidos en un arbol dirigido enraizado. Si T' es un arbol dirigido
enraizado y F una familia de caminos dirigidos de T cuya interseccién es
G, el par (T, F) es llamado representacién RDV de G. Claramente, una
representacién RDV es una representacién DV, ademés si no se considera
las direcciones en las aristas de T y de los caminos F, una representacién
RDYV es también una representacion UV del mismo grafo. Pero no todo grafo
DV es RDV (Figura 2.7). La notacién RDV fue introducida por Momna y
Wei [19] en 1986, antes de eso, los grafos RDV eran llamados grafos de
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Figura 2.7: DV no RDV

caminos direccionados.

Los grafos de Intervalos, originalmente definidos como grafos de intersec-
cién de familias de intervalos de la recta real, son los grafos de interseccién de
caminos en un arbol que es un camino. Naturalmente es posible dirigir y en-
raizar un arbol que es un camino, de manera que los caminos sean dirigidos,
resulta evidente que la representacién de Intervalos es una representacién
RDYV del mismo grafo. Pero no todo grafo RDV es de Intervalos.

Luego es claro que Intervalos C RDV C DV C UV (Figura 2.8).

2.5.1. Construyendo familias separadoras de subarboles

Es sabido que si F' es una familia de subarboles de un arbol entonces F'
es una familia Helly y por ende las familias que representan grafos UV, DV

y RDV son Helly.

Si F' es una familia de subédrboles de un drbol T cuya interseccién es
el grafo (G, es posible aplicar un procedimiento natural para conseguir una

familia F’ de subdrboles de un drbol 7" de modo de minimizar la cantidad de
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Figura 2.8: Relacién entre clases




vértices del drbol, en este contexto y asumiendo las definiciones del paragrafo
anterior se trata de construir un arbol y una familia de subarboles separadora
que siga representando al mismo grafo G. Més formalmente,

Sea (T, (Fy)vev(s)) un arbol T' y una familia de subédrboles de T' cuya
interseccién es el grafo G.

Sizy € E(T) y {v € V(G);z € F,} C{v € V(G);y € F,} entonces se

definen T" y (F})vev(c) de la siguiente manera:

= T" es el arbol obtenido por contraccién de la arista zy en T en el vértice

Y

= para cada v € V(G):

e Si z € F, luego y € F, entonces F, es obtenida por contraccién

de la arista zy en F;, en el vértice y.

e Siz ¢ F, entonces F, = F,.

Se dice brevemente que (1", F') es obtenida por contraccién de xy de (T, F).

En la Figura 2.9 puede observarse un ejemplo del proceso antes descripto.

Teorema 2.5.1 Si (T, F') es obtenida por contraccion de zy en (T, F) en-

tonces el grafo de interseccion de F' es el mismo que el de F.

Demostracién: Los tinicos miembros de la familia F' que fueron modificados
son los que poseen a z, pero por la hipétesis, todos ellos también tienen a y.

Luego las intersecciones de ambas familias se mantienen invariantes. a
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Figura 2.9: Ejemplo proceso contraccién

Si (T, (Fy)vev(c)) es una familia Helly cuya interseccién es el grafo G
pero (F,)yev(c) no es separadora entonces existe un = € UveV(G) F, tal que
MNae r, Fv no es sélo z, pero es un subdrbol L de T', luego aplicando reitera-
damente el procedimiento descripto anteriormente sobre las aristas de L, se
obtiene una familia de subarboles de un arbol la cual es Helly y separadora
cuya interseccién es el grafo G.

La Figura 2.10, muestra un ejemplo de lo antes expuesto.

Figura 2.10: Dos representaciones del mismo grafo

Decimos entonces que la familia Helly y separadora es obtenida por con-
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traccion.
Se obtiene como consecuencia que los drboles y las familias de subdrboles
pueden restringirse a subarboles del grafo clique.

El resultado fue probado por Gavril y enunciado como sigue:

Teorema 2.5.2 (Gavril) Un grafo G es Cordal siy sdlo si existe un drbol
T tal que V(T) es el conjunto de cliques de G y para cada vértice v, C, induce

un subdrbol de T'.

Si T es un arbol cumpliendo las condiciones del Teorema de Gavril se
llama drbol clique o caracteristico de G. Es claro que todo 4rbol clique
de G es un 4rbol generador de K(G) 6 de K,(G).

Si T es un arbol clique de G, para cada v € V(G) se tiene que C,, induce un
subdrbol de T que sera destacado en las figuras como un subédrbol ”paralelo”
a T (Figura 2.11).

Esta caracterizacién es conocida como Teorema del drbol clique que fue
probado por Gavril [6, 7, 8] para las clases Cordal, UV, RDV y por Monma
y Wei [19] para la clase DV.
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Figura 2.11: Representacién de G
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Teorema 2.5.3 (Monma and Wei) 1. G € RDV siy sdlo si existe un
drbol T dirigido y enraizado, tal que V(T) = C(G) y para todo v vértice

de G, C, induce un camino dirigido de T .

2. G € DV si y sdlo si existe un drbol T dirigido, tal que V(T) = C(G) y

para todo v vértice de G, C, induce un camino dirigido en T'.

3. G € UV siy sélo si existe un drbol T, tal que V(T) = C(G) y para

todo v vértice de G, C, induce un camino en T

4. G € Cordal si y sdlo si existe un drbol T, tal que V(T) = C(G) y para

todo v vértice de G, C, induce un subdrbol en T

Esto sera de gran utilidad en las secciones préximas para el estudio de

dichas clases a través de sus representaciones.

Una clase F de grafos se dice hereditaria si y sélo si es cerrada por
subgrafos inducidos por vértices. Esto es si G es un grafo de F y v es un
vértice de G resulta G — v ser un grafo de F.

Se sabe que las clases hereditarias admiten una caracterizacién por
subgrafos prohibidos, es decir existe una clase Cr={H : H no pertence a
F,H—v € F paratodov € V(H)}, tal que G € F siy sélo si G no contiene
como subgrafo inducido a ningin miembro de Cr.

Como las clases de grafos Cordales, UV, DV, RDV, Intervalos, son

hereditarias, admiten una caracterizacién por subgrafos prohibidos.
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2.5.2. Caracterizaciones por Prohibidos

Las clases de Intervalos y DV han sido caracterizadas por subgrafos
prohibidos. Més especificamente, Lekekerker y Boland [14] probaron que un
grafo GG no es de Intervalos si y sélo si tiene una 3-asteroidal, a partir de
esto, construyen grafos minimales que tienen una y sélo una 3-asteroidal.

De esto, result6 que G es grafo de Intervalos si y sélo si no contiene como

subgrafos inducidos a los de la Figura 2.12.

Figura 2.12: Prohibidos de Intervalos

Por otra lado, Monma y Wei presentaron un algoritmo de reconocimien-
to para las clases RDV, DV, UV y Cordal. Este algoritmo consiste en se-
parar un grafo, en subgrafos, por medio de los denominados ”clique sepa-
radores”; chequear la forma de los "atomos” resultantes y finalmente ve-
rificar si cada etapa de la separacién es vilida. Mds claramente, la idea de
descomponer el grafo en subgrafos, generar los d4tomos y buscar caracteriza-
ciones de los dtomos en cada clase.

Recordemos algunas definiciones presentadas por Monma y Wei.

Un clique C es separador de G, grafo conexo, si G — C no es conexo y un
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dtomo es un grafo conexo sin cliques separadores. Por ejemplo en la Figura

2.13, puede observarse que C' es un atomo del grafo G.

Figura 2.13: G grafo DV y su inico arbol clique.

C1

c3

C4

Si C es un clique separador de G los vértices de G — C' quedan parti-
cionados en conjuntos V1, V5, .., V;. Es claro que si G; = G[V;UC],i =1, .., s;
el proceso de descomposicién puede aplicarse recursivamente sobre cada G;.
Esta descomposicién se representa por un arbol cuya raiz es G, cada vértice
interno es un clique separador de G y cada hoja un 4tomo de G. Por ejemplo

ver Figura 2.14.

Figura 2.14: Descomposicién

% A’romo Atomo

Atomo Atomo
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Si C es un clique que separa a G en grafos G; = G[V;UC], y v € C se
dice que G; es vecino de v siy sélo si existe un vértice de V; adyacente a v.
Si C es un clique separador de G, se dicen relevantes, a los cliques de

G distintos a C que se intersectan con C.

Recordemos que dos cliques relevantes C, Cy de G se dicen no atacha-
dossiCiNCNCy, =0y atachados en caso contrario; se dice que C;
domina a Cy si C; N C 2 C; N C (respectivamente se dice que C; domina
propiamente a C, si la contencidn es estricta); C; y Cs se dicen congruentes
si son atachados y C; NC = C> N C; C1,Cs se denominan antipodales si
son atachados y no se dominan entre si.

Respectivamente se dice que dos grafos separados por un clique separador C
de 7; GG, G4 son no atachados si para cada par de cliques C; clique de Gy,
C5 clique de G, son no atachados; caso contrario se dird que son atachados.
Se dice que G; domina a G» si son atachados y cada clique C; de G; domina
a todos los cliques C, de G o C; y C no son atachados (respectivamente G
domina propiamente a G2 si G; domina a G2 pero Gz no domina a G).

Se dice que Gy, G son congruentes si (G; domina a G5 y G5 domina a Gy, en
este caso, C es congruente con C; para todo C; clique de GGy y todo C; clique
de G,. Por tltimo, se dice que G; y G2 son antipodales si son atachados y
no se dominan entre si.

Presentamos un ejemplo que clarifica dichos conceptos, ver Figura 2.15, en
esa figura G3 y Gi son antipodales para todo i € {1,2,4,5}, G4 y G5 son

congruentes, G2 domina propiamente a G1 y G4, G son no atachados para

ie{l1,2} yje{4,5}
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Figura 2.15: Ejemplo de separacién de G en G1,G2,G3,G4,G5 por C =
{1,2,3,4}.

Gl

A partir de separar un grafo G por grafos G;, Monma y Wei [19] definen
el grafo de los antipodales cuyos vértices son los G; y G;,G; son adyacentes
para ¢ # j si y sélo si G; y G, son antipodales. Luego de estudiar el com-
portamiento de los grafos antipodales, Monma y Wei enuncian y prueban el
Teorema separador para caracterizar a las clases RDV, DV, UV y Cordal.
Ma3s atin, describen a partir de este teorema un algoritmo de reconocimiento
para las clases que construye un arbol clique. El teorema no caracteriza de

manera dnica un arbol clique.

Teorema 2.5.4 (Teorema Separador de Monma y Wei) Sea C clique
separador de un grafo G=(V,E) en subgrafos G; = G(C,V;), 1 < i < s,
§22.

1. G es DV si y solo si cada G; es DV, y cada G; puede ser 2 coloreado

tal que pares mo antipodales tienen el mismo color.
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2. Ges UV siy sélo st cada G; es UV, y cada G; puede ser 2 coloreado
tal que pares no antipodales tienen el mismo color y para cada v € C,

el conjunto de subgrafos vecinos a v es 2 coloreable.
8. G es Cordal si y sélo si cada G; es Cordal.

4. G es RDV si y sélo si cada G; es RDV, y cada G; es 2 coloreable tal
que pares no antipodales tienen el mismo color, y que en un color cada
subgrafo tiene un RDV drbol clique enraizado en C'y que en el otro color
no hay subgrafos disjuntos y cada subgrafo (con una posible excepcion)
tiene un RDV drbol clique enraizado en un clique relevante. El subgrafo
ezcepcion, si existe, es dominado por todo otro subrafo del mismo color
y tiene un RDV arbol clique en el cual el nodo C tiene grado de salida

0.

En particular para testear si un grafo es DV, verifican si cada G; es DV y si

el grafo de los antipodales es 2 coloreable, por ejemplo ver Figura 2.16.

Figura 2.16: Grafo de antipodales de G de la Figura 2.15
Gl G2
G5
3
Como ya se mencioné anterioremente, Panda [20] caracterizé a la clase
DYV por subgrafos prohibidos, para ello se basé en la caracterizacién de Mon-
ma y Wei. La técnica empleada por Panda, para construir la familia de pro-
hibidos, consiste en buscar condiciones para saber cuando el grafo de los

antipodales no es 2 coloreable, asi construye la familia de grafos prohibidos

para la clase DV.
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Figura 2.17: Prohibidos DV

Teorema 2.5.5 (Panda) G es DV si y sdlo si no tiene como subgrafos

wnducidos a los de la Figura 2.17

Observar que en la figura anterior aparecen los prohibidos de intervalos
(en celeste). Més claramente, I3 e I son prohibidos de intervalos; Iy, I, Is, Ig, I

son prohibidos de intervalos con la adicién de un vértice universal (en rojo).
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2.6. Representaciones candnicas.

En 1999 Mckee [17], relaciona los 4rboles cliques de un grafo cordal con

los drboles generadores de peso méximo de K,(G).

Lema 2.6.1 (McKee) G grafo Cordal. T es un drbol clique de G si y sdlo

st|V(G)| = ZQGV(T) |QI_ZQQ*6E(T) |QNQ*| siendo Q,Q* € V(T) y QQ* €
E(T).

Observar que )} po«cpr) |@ N Q| es el peso del drbol T' como érbol
generador de Kv(G). McKee prueba que [V(G)| acota superiormente a la
> evr |Ql =X ogrer) |QNQ*|, siendo T un 4rbol generador cualquiera

y obtiene el siguiente teorema.

Teorema 2.6.1 (McKee) Un grafo G es Cordal siy sélo si algin drbol de
peso mdzimo de K,(G) es drbol cliqgue. Mds ain, todo drbol de peso mdzimo

de K,(G) es drbol clique.

Por otro lado, como ya vimos, las subclases de grafos Cordales, en las
que estamos interesados, tienen un vinculo con los arboles cliques a través

del Teorema del drbol clique (Teorema 2.5.3).
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Luego por los resultados de Mckee se puede obtener el siguiente Teorema.

Teorema 2.6.2 1. G € RDV si y sdlo si existe un drbol T enraizado,
generador de K,(G) y de peso mdzimo, para todo v vértice de G, C,

induce un camino dirigido en T .

2. G € DV si y sélo si existe un drbol T generador de K,(G) y de peso

mdzimo, para todo v vértice de G, C,, induce un camino dirigido en T'.

3. G € UV siy sélo si existe un drbol T generador de K,(G) y de peso

mdzximo, para todo v vértice de G, C, induce un camino en T'.

4. G € Cordal si y sélo si existe un drbol T generador de K,(G) y de peso

mdzimo, para todo v vértice de G, C, induce un subdrbol en T

A un érbol T cumpliendo 1),2),3) o 4 se lo llamard respectivamente
RDV-arbol clique, DV-drbol clique, UV-arbol clique o arbol clique respec-
tivamente.

Luego si un grafo Cordal es o no de Intervalos, RDV, DV, UV se
restringe al estudio de los drboles generadores maximales de K, y las familias
C,, respectivas.

Al par (T, (Cy)vev(e)) siendo T un arbol clique se lo denomina repre-
sentacion candnica de G.

Observar que en todo T arbol clique de G, las hojas de T' deben ser cliques
del grafo que poseen un vértice simplicial de G.

El siguiente resultado sera de utilidad cuando estudiemos respresenta-

ciones canénicas de subgrafos de un grafo.
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Teorema 2.6.3 T un drbol, F' una familia de subdrboles Helly y separadora
de T tal que toda arista de T pertenece a un miembro de la familia. En-
tonces el grafo de interseccion de F' es un grafo cordal G y (T, F) es una

representacion canonica de G.

Demostracién: Es claro que G = L(F') es un grafo cordal, como F es Helly
y separadora, por el Corolario 2.4.1, F = DC(G) = (Cy)vev(c)- Luego T es
un arbol cuyos vértices son los cliques de G. Ademads si AB es una arista de
T, existe por hip6tesis un miembro F, de la familia F' que tiene a A y a B.
Es claro que v € AN B. Luego AB resulta una arista de K(G) con lo cual

(T, F') resulta una representacién candnica de G. O
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Capitulo 3

Subgrafos inducidos y

construccion de arboles clique

Como ya fue mencionado previamente, los subgrafos inducidos de un grafo
cordal son grafos cordales. En este capitulo analizaremos si existen vinculos
entre los arboles cliques del grafo menor y los arboles cliques del grafo dado.
En la Figura 3.1 podemos observar como ejemplo un grafo G cordal, un
subgrafo inducido G’, K(G’) no es un subgrafo inducido de K(G). Més an,
el drbol clique de G’ que es una cadena, no es un subérbol inducido de el

dnico arbol clique de G.

3.1. Contraccién

Una operacién que permite obtener un arbol clique de cualquier subgrafo
conexo de un grafo cordal a partir de un arbol clique del grafo total es la

contraccién. Claro que el arbol obtenido no seré necesariamente un subéarbol
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G’ Kv(G") T

Figura 3.1: G ,G', K,(G), K,(G")
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del total.

Sea G un grafo cordal y w un vértice de G tal que G — w es conexo.
Si (T, F) = (Cy)vev(c) es una representaciéon canénica de G entonces es
claro que (T, (Cy)vev(c-w)) €S una representacién de G — w como grafo de
interseccién de subédrboles de T. Naturalmente la nueva familia F' — F,, =
(Cv)vev(c-w) es Helly pero podria haber perdido la propiedad de ser sepa-
radora de los vértices de T. La Figura 3.2 muestra el caso en que la familia

F— F,, no es separadora de vértices de 7.

Figura 3.2: Representacién de G y G-w

Utilizando el procedimiento descripto en 2.5.1 a T y a la familia F'— F, se
puede conseguir un nuevo arbol 7" y una nueva familia F” de subérboles de
T’ Helly separadora y que represente al grafo G —w. La Figura 3.3 ejemplifica
el procedimiento descripto en 2.5.1 aplicado a T y a la familia F' — F, y se
obtiene asi, un drbol 7" y una familia separadora F’ que representa a G — w.

Es decir (T", F') seré una representacién candnica de G — w obtenida por

contraccién de (T, F).
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Figura 3.3: Representacién canénica obtenida por contraccién
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La Figura 3.4 muestra un caso particular en el cual w es un vértice sim-

plicial.

Figura 3.4: Técnica contraccién

Por tdltimo en la Figura 3.5 se muestra un ejemplo en el cual w es simplicial

y la contraccién deja invariante al arbol.
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(TF)

Figura 3.5: Técnica contraccién

3.2. Poda

Existe una forma simple de obtener subgrafos inducidos de un grafo cordal
tal que cada arbol clique del subgrafo es un subdrbol de algin arbol clique

del grafo.

Teorema 3.2.1 Sean G un grafo cordal, T un drbol clique de G y Ty un
subdrbol de T. Si Gq es el subgrafo de G inducido por todos los vértices de G

pertenecientes a cliques de V(Ty) entonces:
s Ty es un drbol cliqgue de Gy.
n (To, (Cy NV (T0))wvev(ce)) €8 una representacion candnica de Go.

Demostracién: Los vértices de Gy son exactamente los vértices v de G

tales que C, NV (Ty) # 0. Ademés, dado que (Cy)vev(q) es separadora, la
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familia (Cy, NV (T))vev(c,) €s también separadora. Por otro lado, dado que
(Cv)vev(c) es una familia de subdrboles de T, (C, N V(To))vev(c,) €s una
familia de subarboles de Tp, luego es Helly y es claro que cubre las aristas de
To. Claramente la interseccién de dicha familia es Gy.

Luego por el Teorema 2.6.3, (Tp, (C,NV (1) )vev(c,)) €S una representacion

canénica de Gy y Tp es un arbol clique de Gy. O

Se dira que T se obtiene de T por poda y se llamard Gr, al subgrafo Go. poda

En la Figura 3.6 se muestra un caso particular en que Ty es obtenido de
/&

(T.E") ,

G

Figura 3.6: Técnica-poda

T borrando un vértice pendiente.

H
(T.F)

Observar que la poda es una sucesién de contracciones considerando los
vértices simpliciales de los cliques que son hojas de los drboles obtenidos en

cada paso.
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3.3. Injerto

Sea T un 4rbol clique de un grafo G. Notaremos T'[C,C'], el camino

inducido en T, entre C' y ', cliques de G.

3.3.1. Injerto simple

La Figura 3.7 ejemplifica la técnica de injerto simple.

Figura 3.7: Injerto simple

Teorema 3.3.1 Sea G un grafo cordal, T un drbol cligue de G y AB una
arista de T. Si B’ es otro vértice de T tal que A € T|B,B|, ANB C B
entonces T' =T — ABU BB’ es un drbol clique de G.

Demostracién: Observar que AN B C BN B’, ademés como A € T[B, B'],
T U BB’ tiene un ciclo que contine a AB entonces 7" =T — ABU BB’ es un
drbol generador de K(G). Pero T es un 4rbol de peso méximo de K,(G) con

lo cual |AN B| = |BN B'| y T’ tiene el mismo peso de T'. Por el Teorema
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2.6.1, T' es un drbol clique. O

3.3.2. Invarianza de cubridores

Si G es un grafo cordal, T un arbol clique de G y e = AB es una arista
de T, llamamos cubridores de e, notado cub(e) al conjunto de vértices v de
G tal que C, cubre a la arista e. M4s formalmente, cub(e) = AN B.

La familia de cubridores de las aristas de cualquier drbol clique de G es

invariante, como se prueba en los siguientes resultados.

Teorema 3.3.2 Si G es un grafo cordal, T un drbol cliqgue de G y e € E(T)
entonces para todo drbol clique T de G eziste € € E(T) tal que cub(e) =

cub(€).

Demostracion:

Como Ty T son &rboles de peso maximo de K,(G) existe una secuencia
de arboles de peso méximo: T1,..,Ty con Ty = T y T = T tal que T; =
T;_y — e;_1 U e;_; para ciertas aristas ei,...,ex y €1,...,€x para ¢ = 2,.., k.
Luego basta comprobar que el Teorema vale entre T;_; y T;.

Por ser T; un arbol clique de G todos los vértices que cubren e;_; tienen

que haber cubierto ;"7 y reciprocamente. a

Corolario 3.3.1 Sea G un grafo cordal, T y T drboles clique de G. Entonces

(cub(e))ecr(r) = (cub(€)).c -
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Sean T, T &rboles clique de un grafo G, e € E(T),ee E(T), se dird que
ey eson aristas equivalentes si cubr(e) = cubz(€), es decir si e y € tienen el aristas
equiva-

mismo conjunto de cubridores.
lentes

3.3.3. Injerto compuesto

Sea G un grafo cordal, T un arbol clique de G y Tp un subédrbol de T'. Sean
T, Ty, ..., Ty, las componentes conexas no triviales de T—E (Ty) y A1, As, ..., A

vértices de Ty, tales que V(Tp) NV (T;) = {A;} para todo ¢ = 1, ..., k. Luego

T = U, Ti- La Figura 3.8 ejemplifica la técnica de injerto compuesto.

Figura 3.8: Injerto compuesto
Teorema 3.3.3 Si Ty es otro drbol clique de Gr, entonces la union Ty U
Uiz1..x Ti es un drbol clique de G.

Demostracién: Como T = ;o . Ti v V(To) = V(T}) se tiene que Tg U
U.—; & Ti es un drbol cuyos vértices son los cliques de G. Ademés como el

peso de Ty y de T} son iguales, dado que ambos son arboles clique de G se
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tiene que el peso de Ty U Ui=1,___,k T; es el peso de T' y por el Teorema 2.6.1,
ToU U, Ti es un drbol clique de G. ]

Sedird que T —To =U,_;, 1 Ti-

Yooy

Corolario 3.3.2 Todo drbol cliqgue de Gr, es un subdrbol de algin drbol

cligue de G.
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Capitulo 4

k-asteroidales y

representaciones canonicas

Como ya se ha mencionado, un grafo cordal G es un grafo de Intervalos
si y sélo si alguna representacién de G tiene un arbol que es un camino, es
decir tiene exactamente 2 vértices pendientes. Este resultado, fue probado
independientemente por Fulkerson y Gross [5], que caracterizan a los grafos
Cordales que son grafos de Intervalos por la propiedad de poseer un orden
en sus cliques, de manera que en la matriz cliques versus vértices aparecen
Sus unos consecutivos.

La idea original de este capitulo fue inspirada en la caracterizacién de los
grafos de intervalos presentada por Lekkerkerker y Boland [14]. En dicha
caracterizacién, prueban que los grafos de intervalos son los grafos cordales
que no tienen 3-asteroidales. Por este motivo, pensamos que existirian vincu-
los entre la cantidad de hojas de cada arbol clique de un grafo y la existencia

de 3-asteroidales y en general k-asteroidales. Para arribar a los resultados que
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se presentan a continuacién, tuvimos que estudiar en profundidad la relacién
entre los caminos en un grafo y los caminos en los arboles cliques. Ademés, la
relacién entre conjuntos asteroidales y caminos en un drbol clique. Algunos
de estos resultados aparecen en Lin-McKee-West en [16].

Finalmente, se dard una prueba del Teorema de Lekkerkerker y Boland y
se construiran la familia de prohibidos minimales de la clase de los grafos de

Intervalos utilizando las herramientas y resultados obtenidos.

4.1. Caminos en G versus caminos en T

Analizamos en esta seccién la relacién que existe entre los caminos definidos
en un grafo cordal conexo GG y los caminos de cualquiera de sus drboles clique.

Sea (T, F) una representacién canénica de un grafo cordal G, notaremos
por Ty, el subérbol de T inducido por C,. Recordar que T[C, C'], es el camino
inducido en T, entre C' y C’, cliques de G.
Se dird que la arista uv de G participa en T[C, ('] si existe un vértice C*
de T[C, ('] tal que u,v € C*. En la Figura 4.1, bc participa en T[C, ("],
siendo C = {abe} y C' = C* = {bce}. Si u es un vértice de G, se dird que u
participa en T[C, '] si existe un vértice C* de T'[C, C’] tal que u € C*. En
la Figura 4.1, b participa en T'[C, C’] sindo C, C’, C* como antes.
Una 3-upla de vértices distintos de G si, s2,,53 se dice 3-asteroidal o
tripla asteroidal si existen 3 caminos F;;, entre s; y s;, para cada i,j =
1,..,3; 5 >icon PN N[s] =0 para | # 4,j. Es claro que s;,s; no son
vértices adyacentes, para i # j, 1,5 € {1,2,3}.

Una k-upla de vértices distintos de G; sy, so, ..., S se dice k-asteroidal si
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Figura 4.1: b participa

S,

Figura 4.2: sy, s2, $3 es una 3-asteroidal

cualquier terna de vértices s;, s;, s; forman una tripla. En la Figura 4.2 pode-
mos observar un grafo G y s1, 82, 83 una 3-asteroidal de G, siendo s1, s, $3
vértices de G y los caminos Py; = 81,0, 82, Pi3 = 81, ¢, 53, Pos = 82,4, 3.
Ahora presentaremos resultados que trasladan adyacencias en G a T'. Comence-

mos analizando el caso en que uv € E(G) siendo u,v € V(G).

Proposicién 4.1.1 G es un grafo cordal, T un drbol cligue de G y uv €

E(G). Si C € C,, C" € C, entonces uv participa in T[C, C"]

Demostracién: Dada uwv € E(G), existe un clique H de G tal que u,v € H
(H € C,UC,). Como T, y Ty, son subarboles de T' en caso que v no esta en
C y u no estd en C’ entonces C’ no estd en T[C, H] y C no estd en T[C’, H].

46



caso A caso B

Figura 4.3: Caso a y b

Por esto, la posicién en T de C,C’ y H es como en la Figura 4.3.

En el caso a) la proposicién queda probada tomando H como un clique que
tiene a u y v; en el caso b) existe un clique C* € T[C, HINT[C', HINT|[C, C"].
Como T, T, son subdrbolesde T'; C,H € C, (C' noestden C,) y C',H € C,
(C no estd en C,), u,v € C*. Luego uv participa en T[C,C"]. (|

Ahora analizaremos que sucede para el caso en que % y v no son vértices
adyacentes en el grafo G.
Primero, presentamos algunas definiciones.
Dado un camino minimal P,, : u = uy, .., 4, = v, una subfamilia de cliques
de G, (Cy)i=o,..n—1, cON u;, u;1 en C; para todo ¢ € {0,..,n — 1}, es llamada
subfamilia de cliques asociada con P,,.
Es claro que una subfamilia de cliques asociada con P,, no es unica, por
ejemplo, para el grafo de la Figura 4.1, si Pys : b,e, f, C = ({abe},{ef}) y

F = ({bce}, {ef}) son subfamilias de cliques asociadas con Pyy.

Lema 4.1.1 G es un grafo cordal, T un drbol clique de G, P,, es un camino

minimal entre u,v € V(G) y (C)i=o,..n—1 €S una subfamilia de cliques asocia-
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i

LE Ry

< i+1
Figura 4.4: T),,,, es un subdrbol de T’

da con Py,. Luego upugiy no participa en T[C;, Cit1] para todo k € {0,1, ..,n—
1}, k #4,5+ 1.

Demostracién: Supongamos que existe H € C(G), {u, ux+1} C H tal que
H € T[C;,Ci+1). Como T, es un subarbol de T', ui4, € H(Figura 4.4).
Luego {ug, ug+1,uir1} induce un completo de G, lo que contradice la mini-

malidad de P,,. O

En la Figura 4.1, puede observarse un ejemplo del Lema 4.1.1, si Py :
bre, £,y C = ({abe}, {ef}, {fg}), fg no participa en T[{abe}, {ef}].
Por el lema anterior podemos deducir que para k # ¢,7 + 1, Cj no estd en
T[C;, Ciy]-
Observar que si P, es un camino minimal en G entre u y v; (C;)scs €s una
subfamilia de cliques asociada con P,,, entonces T'[C;_2, C;—1]NT[Ci_1,Ci]| N
T[C;, Ci+1]) = 0. Es claro que si C € T[C;_z, Ci—1] N T[C;—1, C;] N T[C;, Cita]
entonces {u;_1,u;, uiy1} C C. En la Figura 4.5 se muestra esta situacién. Por
esto {u;—1, u;, uj41} induce un completo en G contradiciendo que P, es un
camino minimal. En lo que sigue, probaremos que dado un camino minimal
P, entreuyven G, C € C,, C' € C,, todos los vértices en P,, participan
en T[C, C"].
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Figura 4.5:

Primero, es necesario probar una serie de lemas, entre ellos, uno sobre arboles.

Lema 4.1.2 SeaT un drbol; v,w,z,y € V(T'). Entonces T[z,y|NT'[v, w] # 0
o ezisten a,b € V(T) tales que T[z,y]NT[a,b] = {b} y T[v,w]NT[a,b] = {a}.

Demostracién: supongamos que T'|z,y] N T'[v,w] = (. Como T es conexo,
existe en T un camino entre v y . Sea a el tltimo vértice en el camino
dirigido de v a z tal que a € T'[v,w] y b el primer vértice en el camino di-
rigido de y a w tal que b € T'[z,y]. Es claro que T[v,w] N T[a,b] = {a} y
Tla,b] NT[z,y] = {b}. Luego el lema ha sido probado. 0

Teorema 4.1.1 G es un grafo cordal, T un drbol clique de G, Py, = (Us)i=0,..n
un camino minimal, y sean C € Cy,, C' € C,,. Entonces u,—; participa en

TC, C').

Demostracién: Probaremos que u,_; participa en T[C,C"].
Es claro que es verdadero si n = 1, pues v participa en T[C, C’].

Estudiamos el caso n > 1. Supongamos que u,_; no participa en T'[C, C"].
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Figura 4.6: uou, no es una arista de GG

Como un_1u, € E(G), existe C,_; clique de G tal que up—1,u, € Cp_1.
Como u,—; no participa en T[C, C'], Cp—1 no estd en T[C, C"].

Ahora, veamos la posicién en T de C,C’,C,,_;.

Probaremos que: i) C no estd en T[Cp—1,C"].

ii) C’ no esté en T[Cy-1,C].

i) Es verdad pues uou, no es una arista de G (Figura 4.6).

ii) Analizaremos: iia) u,—1uo €s una arista de G.

iib) u,_1up DO es una arista de G.

ila) Como u,_1 € Cp—1y uo € C por la Proposicién 7.1.1, existe C* clique de
G que tiene a u,—1 y U, ademés C* € T[C, Cy—y1]. Es claro que C* no estd en
T[C, C"] pues uy—; no participa en T'[C, C’]. Por lo tanto C* € T[C',Cp—1] ¥
un, € C*. Més atin, (T, F') es una representacién canénica, y ug estd en C*
entonces u,ug € E(G), contradiciendo que P,, es minimal. (Figura 4.7)
iib) Si up—1up no es arista de G, existe up_o vértice de Py, con Up—sus—1 una
arista de G. Més aiin, existe C,,_2 un clique de G que tiene a Up—3 ¥ Up—1-
Como u,,_; no participa en T[C, C'], Cp—3 no es vértice de T'[C, C’]. Ademas
T[C,C'|NT[Cy-1,Crs] = 0 (Figura 4.8). Por el Lema 4.1.2, existen a, b tal
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Cn- ¢ C
COMENCD,
%/
Figura 4.7: up € C*
C C

Figura 4.8: T[C,C'| N T[Cp—1,Cn-2] = 0

que T[C,C'|NT[a,b] = {a} y T[Cn-1,Crn-2] NT]a,b] = {b}. Observar que en
este caso a = C" y b puede ser C—; (Figura 4.9). Como antes, analizamos 2
situaciones: iibl) si upu,—2 es una arista de G, por Proposicién 7.1.1, existe
C* clique de G tal que tienen a ug y un—2 tal que C* € T[C, Cy—3]. Como
(T, F) es una representacién canénica, u,—su, s una arista de G o upu,, es
una arista de G contradiciendo la minimalidad de P,,.

iib2) Si ugun—2 no es arista de G, existe u,_3 vértice de Py, con Un_sln_2
una arista de G. M4s atn, existe Cy,_3 un clique de G que tiene U,_3 y U,_o.
Analizamos la posicién en T de C,,_3.

T[C,C'INT[Cy-2,Cp-3] =0y T[Cr1,C'| NT[Cr—z, Cn—3] = B, pues u,un o

no es una arista de G. Como antes, debemos analizar los casos en que uyty,_3
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Caso b*Cp-1 y

Figura4.9: C' =a,C,_1 = b
Cl
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Figura 4.10: Posicién en T' de C,C" y Cpr—y

es 0 no una arista de G. El anélisis de esos casos conduce a contradecir la
minimalidad de P,,. Por lo tanto C’ no estd en T[C),—1, C]. La posicién en T'
de C,C’" y C,—1 es como muestra la Figura 4.10.

Como antes, se analizardn 2 situaciones: si ugu,—1 €s 0 no una arista de
G.
1)ugun—1 es una arista de G, como el caso iia) existe C* clique de G el cual

tiene a up—1 y o tal que C* no estd en T[C,C’] pues un—1 no participa en
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Figura 4.11: a tiene a u, y Uo

T[C,C"]. Més ain T[C,C']| N T[Cp-1,C*| = 0 por Lema 4.1.2, existen a y b
tal que T[C,C'| N T[a,b] = {a} y T[Ch-1,C*] N T[a,b] = {b}. Como (T, F)
es una representacién candnica, es claro que a tiene a u, y ug contradice la

minimalidad de P,, (Figura 4.11). 2) Idem iib). O

Como una consecuencia de este teorema, dado un camino minimal P,
en (G, una subfamilia asociada con Py, (C))icr, C € C,, C' € C, y T[C,C"};
si C; € T[C,C'] resulta que u;; participa en T[C,C"]. En la Figura 4.12,
puede observarse un ejemplo que muestra la necesidad de que en la hipétesis
del Teorema el camino sea minimal. En la figura vemos un grafo G, su grafo
clique valuado K,(G) y un arbol clique T' de G. Es claro que u; no participa
en T[C, C'] pues uy participa en T[C, C"].

Corolario 4.1.1 G es un grafo cordal, T un drbol cligue de G y Py, =
(Ui)izo,.n €s un camino minimal. Dado C € C,, C' € C,, u; participa en

T[C,C"] para todo i € {1,..,n}.

Demostracién: Supongamos que existe ¢ € {1,..,n} tal que u; no parti-

cipa en T[C, C"]. Aplicando el Teorema anterior y dado que las secciones de
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Kv(G)

TIC,C*]
Tl 12

C u, 3)C*

eyt
P wm,u,u u, participa de T[C,C*] pero
By, u, no participa de T[C,C*]

Figura 4.12: u; no participa en T'[C, C']

un camino minimal son caminos minimales, %;11 U;yo,...,U, NO participa en

T[C,C"], contradiciendo que u, € C". O

Corolario 4.1.2 G es un grafo cordal, T un drbol clique de G, Py, es un
camino minimal, y C € C,,C' € C, . Si H € T|C,C'] y x € H entonces
z € N[u;] para algin i € {0,..,n}.

Demostracién: Sea ¢ el dltimo indice tal que u; participa en T[C, H]. Si
i = n entonces u, € Hy x € Nluy]. Si ¢ # n entonces u;,; participa
en T[H,C"], pues todos los vértices en P,, participan en T[C,C"]. Como
uiui+1 € E(G) por la Proposicién 7.1.1 u;u;41 participa en T[C, C'], luego
existe H* € T[C, C’] tal que u;u;4+1 € H*. Como u;4; no participa en T[C, C'],
H* € T[H,C'] entonces u; € Hy x € N|u,. O

Resulta de interés, dados u,z,v € V(G) , C € C, y C' € C, analizar la
relacién que existe entre un camino P,, de G, que no pasa por el entorno de
z y el camino entre C' 'y C" en T &rbol.

Por el Corolario 4.1.2, es claro que si P, es un camino minimal, v € C,
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x

Pyuv un camino minimal entre uy v
x no participa de T[C,C*]

Figura 4.13: Ejemplo del Teorema 4.1.2

v € C'y Py N Nlz] = 0 para algiin z € V(G) entonces = no participa en
T|[C,C"]. Los resultados obtenidos nos permiten vincular los caminos en G
con los caminos en T, 4rbol clique de G, y seran de utilidad en la siguiente

seccion.

4.2. k-asteroidales en G versus hojas de T.

Si G es un grafo cordal y (T, F) es una representacién canénica de G, en

esta seccién se relacionaran las k-asteroidales de G y las hojas de T

Sabemos que si G es un grafo cordal con una 3-asteroidal entonces T tiene
al menos 3 hojas.
Reciprocamente, si G es un grafo cordal y todos los arboles de G tienen al
menos 3 hojas, entonces G no es un grafo de intervalos y por lo tanto G debe
tener una 3-asteroidal. Se presentaran algunos resultados que nos permitiran
generalizar este hecho.

Observar que sy, ..., Sy es una k-asteroidal en el grafo G, y si C,C’ son

cliques de G tales que C' € Cy;, C' € C,, para algin 4,7 € {1,..,k}; del
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Corolario 4.1.2 y la definicién de k-asteroidal, s; no participa en T[C, C’
para l #1i,7.

Por otro lado, se probard en el siguiente lema que C'C’ no es arista de T'.

Lema 4.2.1 G un grafo cordal, T un drbol clique de G y sy, .., 5, una k-
asteroidal de G. Para todo C € C;;;C" € Cs; coni # j € {1,..,k}, CC" no

es una arista de T'.

Demostracién: Sea s; otro vértice de la k-asteroidal, siendo [ # 4, j, y H un
clique de G que contiene a s;. Si CC’ € E(T) entonces como T es un drbol,
CeT[H,C'loC'€T[H,C|.

Supongamos que C € T[H,C"]. Como s;, s, 5; son vértices de una k-asteroidal,
existe un camino P; de s; a s; tal que N[s;]N P; = 0. Sin perder generalidad
podemos suponer que el camino Fj; es minimal. Por el Corolario 4.1.2, co-
mo C € T[H, ('] entonces s; es adyacente a algin vértice del camino P; lo
cual es una contradiccién. Se procede andlogamente en el otro caso, es decir
C’ € T[H, C], claramente se deduce entonces que CC’ no es una arista de T

con lo que el lema queda probado. O

Lema 4.2.2 G es un grafo cordal, T un drbol clique de G; s1,..,3; €s una

k-asteroidal de G. Dados C € Cs; y C" € Cs,:
= Ningin s; con l # i,j participa de T[C,C"].
» eriste C* € T[C,C"] tal que ningun s; pertenece a C* paral € {1, .., k}.

Demostracién: Claramente, por el Corolario 4.1.2, s; no participa en T'[C, C']
para l # 4, 7.
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Sean H; el ltimo vértice de T[C, C'] conteniendo a s;, y Ha el primer
vértice de T[C,C’] conteniendo a s;. Por el Lema 4.2.1, H;H; no es una
arista de T'. Luego existe C* € T[H1, Hs] que no contiene a s; ni a s;, por la
eleccién de H; y H,. Como s; para | # i,j no participa de T[C, C'] es claro
que §; no estéd en C*.

Por lo tanto s; no pertenece a C* para ningin ! € {1,,.k} y asi, el lema

fue probado. 0

Lema 4.2.3 G es un grafo cordal; T un drbol clique de G; sy, .., Sk €s una k-
asteroidal de G y C; son cliques de G conteniendo a s; para cadai € {1,..,k}.
Dado l € {1,..,k}, existe C* € ﬂje{l,.__’k}_{l} T(Cy, Cj] tal que C* no contiene
a sj para j € {1,..,k}.

Demostracién: Claramente (;c(1, k-1 T(Cy,Cy] # 0, pues C; € T[Cy, C}]
para todo j. Se probard que |(V;cqy  ry— T1C1 Gyl > 1.

Si |Njeq,..k3-qy TIC1, Cjl| = 1 entonces existen Cr y Cn con m, n # I, tales
que C; € T[Cp, Cy). Luego s; participa en T'[Cy,, C,], contradiciendo el Coro-
lario 4.1.2. Luego | N;eq1,..i3-1y T[C1 Gl > 1.

Ahora, sea C* € nje{l,...,k}—{l} T[C;, Cy] cuya distancia en T a C; es méxi-
ma. Claramente, existen m,n # ¢ tales que C* € T[Cy,, Cy]. Por el Coro-
lario 4.1.2, s; no participa en T'[Cp,, Cy], luego s; no pertenece a C*. Como
C* € T[C,,Cy)] para todo m # [, por el Corolario 4.1.2, s;, para todo
J # 1, m, no participa en T[C}, Cp,] por ello s; no pertenece a C* para j # [.

Por lo tanto s; no pertenece a C* para todo j. O
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Observar que si si, 82,53 es una 3-asteroidal de G, C; € C;, para i €
{1, 2,3} por Lema 4.2.3, existen 2 caminos T[C}, C2], T'[C1, C3], no contenidos
entre si, es decir T'[C1,Cs] € T[C1,C5] y T[C1,Cs] € T[Cy,Cs] por ello T

tiene al menos 3 hojas.

De los resultados previos podemos concluir el siguiente teorema.

Teorema 4.2.1 G es un grafo cordal. Si G posee una k-asteroidal entonces

en todo T drbol cliqgue de G, T tiene al menos k hojas.

Demostracién: Sean s;, .., s, vértices de una k-asteroidal de G, y C4, ..., Cy
cliques de G los cuales contienen a sy, .., Si respectivamente. La existencia de
C* dada por el Lema 4.2.3 asegura que existen (k— 1) caminos, no contenidos
de a pares, esos caminos son T'[C;,C;] con j # l. Luego T tiene al menos k

hojas. a

La condicién enunciada en el Teorema anterior, es suficiente pero no necesaria

como puede verse en la Figura 4.14.

4.3. k-asteroidal en G versus subfamilias as-

teroidales de F

Sea (T, F') una representacién candnica de un grafo cordal G. La existen-
cia de una k-asteroidal en GG, determina propiedades especiales en la familia

F.
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Figura 4.14: Grafo con arbol clique de 4 hojas, sin 4-asteroidal

Se dird que una subfamilia F’ de F' cubre:
= una arista AB de T si existe un miembro de F” conteniendo a A y B
= un vértice A de T si existe un miembro de F’ contenindo a A.

Finalmente F’ cubre T[C,C’] si cubre a todas sus aristas.

Lema 4.3.1 G es un grafo cordal con una k-asteroidal si y solo si cada par

(T, F), representacion candnica de G, verifica las siguientes condiciones:
1. T tiene al menos k hojas.

2. Existen C1, .....,Cy, vértices de T y para toda terna i, j,1, existe un sub-

familia Fi; de F verificando:
a) Fz'jl cubre T[Cz,C,]
b) Fiji no cubre a Cj, para todo | # 1, 7.
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Demostraciéon: Primero, supongamos que G tiene una k-asteroidal, por el
Teorema 4.2.1, T tiene al menos k hojas.

Sean si, .., S; los vértices de una k-asteroidal de G, es claro entonces que
existen F;; caminos minimales, entre s; y s; tales que los vecinos en G del
vértice s; no son vértices del camino Fj;.

Se eligen C1, .., Cy talesque s; € C; parai = 1, .., k. Sean F; = {F,,v € P }.
Es claro que Fj; satisface la condicién b). Cada vértice y cada arista de
P, participa de T'[C;,C;] pues P;; es un camino minimal (Corolario 4.1.1,
Proposicién 7.1.1). Dado que las aristas del camino participan de T'[C;, C}]
es claro que Fj; cubre las aristas de T'[C;, Cj).

Veamos que vale la reciproca, supongamos que existen vértices de T' y sub-
familias de F' que satisfacen a) y b).

Es claro que C; no pertenece a T[C},Cy] si j,k # i. Dado que F' es una
familia separadora, para cada C; existe un miembro L; de la familia F' que
cubre a C; y a ninguna arista de T'[C;, C;] para todo j # 1.

L; representa un vértice de G, el cual denotamos con s;.

Veamos que si,.., S es una k-asteridal. Sea ¢, j,] una terna de vértices de
{1,..,k}. Como la familia subfamilia F;;; de F' satisface a) y b), define en el
grafo un camino entre s; y s; que no tiene vecinos de s; pues F; ;; no cubre

a C). Por lo tanto, sy, ..., 8 es una k-asteroidal de G. 0O

A una subfamilia de F' que verifique el lema anterior la llamaremos fa-
milia k-asteroidal asociada a Ci, .., Cy.
Anteriormente fue probado que las técnicas de poda y contraccién apli-

cadas a una representacién canénica (T, F'), del grafo L(F'), produce un &rbol
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T’ y una familia F' de modo que el par (77, F’) resulta una representacion
canénica de un subgrafo inducido de L(F').
En la siguiente proposicién se presentan condiciones para efectuar una poda

sin perder la familia k-asteroidal.

Proposicién 4.3.1 Sea (T, F) una representacion candnica de G con Ci, .., Cy,
hojas de T, F = (F});er es una familia k-asteroidal asociada a Ch,..,Ck,
To = T — {Cx} y C}, adyacente a Cy, en T. F' = (F; NV (Tp))icr €s una
familia asteroidal asociada a Cy, ..., Cyx—_1,C}, si y solo si no existe una arista

en U, jeqn,. k-13 T1Ci, Cj] cubierta sdlo por los cubridores de C..

Demostracion:

Si F” es una familia asteroidal asociada a Ci, .., Ck_1, C}, toda arista de
U;’ jef1, -1} L[Cs, Cj] estd cubierta por miembros de F* que no cubren a Cj.

Reciprocamente, si i, 7, es una terna de {1, ..,k}, como F es una familia
k-asteroidal asociada a C1, .., Cy, existen miembros de la familia ' que cubren
T[C;,Cy] y no cubren Cj. Sil = k es claro que Cj, no esté en T[C;, C;]. Como
ninguna arista de T'[C;, C;] esté cubierta sélo por miembros de Cj, entonces
pueden elegirse cubridores de T'[C;, C;] que no cubren Cj. Luego existe F”

subfamilia k-asteroidal asociada a C4, .., C}.. a

La Figura 4.15 clarifica la proposicién anterior.
De la proposicién anterior puede deducirse lo siguiente para el caso de 3-
asteroidales: (T, F') tiene una y sélo una 3-asteroidal con vértices en C1, Cs, C3

si y sélo si al menos 1 miembro de Fj; cubre al vecino en T' de Cy.
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4.4.

4.4.1.

Por lo demostrado en las secciones previas es claro que si un grafo es
de intervalos como posee un arbol clique con solo 2 hojas, es imposible que
dicho grafo posea una tripla asteroidal. Como ya se ha mencionado en un
histérico articulo Lekkerkerker y Boland probaron que esto caracteriza a los
grafos de intervalos. Es decir que un grafo cordal es de intervalos si y sélo
si no tiene triplas asteroidales. En lo que sigue se hard una demostracién de
ese resultado, usando representaciones candnicas. Se utilizardn para ello las

técnicas de injerto simple y compuesto junto con la propiedad de invarianza

G
S 1
®
S 3
SZ S 3
s, s, s, es una 3-asteroidal de G
s, ,
G
s',
SZ
s, s, s, no esuna 3-asteroidal deG '
Figura 4.15:

Grafos de Intervalos

Teorema de Lekkerkerker-Boland

de los cubridores.

Teorema 4.4.1 G un grafo cordal es de intervalos si y sdlo si no tiene triplas
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asteroidales.

Demostracién: La condicién de suficiencia ya fue explicitada. Se prueba
entonces la condicién necesaria, por induccién sobre le nimero de vértices de
G.

Si G tiene 2 simpliciales entonces G es de intervalos porque cualquier
arbol clique de G tendra 2 hojas.

Supongamos que G tiene més de 2 simpliciales.

Si s1, 82, 83 son tres simpliciales tal que G— N{s;] es conexo parai =1,2,3
entonces G tiene una tripla; sy, s, s3 es una tripla de G.

Supongamos que hay un simplicial s tal que G — N|[s] es no conexo. Sea
G' = G — s, como G no tiene triplas asteroidales, G’ es cordal sin triplas,
entonces por hipétesis inductiva, G’ es de intervalos.

Sea T” un Intervalo-clique de G’ (Figura 4.16). Sean H;, Hs sus hojas.

°® Py PY Intervalo-clique de G’
Hy c Ho
Figura 4.16:

Como s es simplicial en G, existe C’, clique de G’ tal que C' C N(s),
como G — N[s] es no conexo, existen aristas de 7" cubiertas sélo por vecinos

de s. Las denominamos s-aristas. Analizados 2 casos:
1. Sialguna s-arista es incidente en C’, sea C' B, se construye T' = T"[Hy, C'|U

C'Cs U CsBUT'([B, Hs] es un Intervalo-clique de G (Figura 4.17).

2. Si ninguna s-arista es incidente en C’. Sean A;B; y A;Bs las s-aristas
a ambos lados mas cercanas a C’ y A, Ay los extremos més cercanos a

C’ (Figura 4.18).
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e - —C-—C— @ ®e (- C-C—e
Hy C' B Hy Hq C” CsB H»

Figura 4.17:

e] Gi

Figura 4.18:

Observar que podria existir sélo una, en ese caso tomar A; = H; o

A2 = Hz.

Observar que algun v, vecino de s no estd en A; pues si asi fuera A; es
un clique de G’ conteniendo a todos los vecinos de s y tiene una s-arista

incidente en él, se sigue del caso anterior.
Por el mismo motivo, existe también algin y; vecino de s y no en A,.

Consideramos ahora T”[A;, As] que es un subédrbol propio de 7", dado

que alguna s-arista existe.

Sea T1 = T/[Al,Az] U C”Cs y G] = GTl'

a) Si existiera un vértice de A; que no llega a A,, sea z; y un vértice
de A, que no llega a A;, sea x2. Entonces existe una tripla en G,
entre el separador de A,, que es simplicial, sea as; el separador
de Aq, que es simplicial, sea a; y s. Veamos esto: existen caminos
P,s, = 8,Y1,%1, a1 por no vecinos de az; Psq, = S, Y2, T2, a2 POr N0
vecinos de a1; P, POr no vecinos de s pues se han tomado las

primeras s-aristas desde C’.
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b) Supongamos que no vale lo expuesto en el caso anterior.

Por ello podemos suponer sin perder generalidad que todo vértice
de A; llega a A;, en particular todo vértice que cubre e; llega a
A;. Luego BoNA; C A;.

Como los vértices que cubren e, son vecinos de s, si consideramos
(G1, todos los vértices son gemelos, es mas son universales de G

(Figura 4.19).

Cs

At i

Figura 4.19:

Como G es un subgrafo propio de G, es claro que G; no tiene
triplas y por hipétesis inductiva existe 77 un Intervalo-clique de
(7. Los cliques C,, C’, A1 y Aj son vértices de T7. Dado que G; —
N|s] es conexo por el modo en que las s-aristas fueron elegidas,

C;s es hoja de Ty. Sea A) la otra hoja (Figura 4.20).

/o ) '
Aq C Al

Cs

Figura 4.20:

Se construye entonces un arbol Intervalo-clique para G como sigue:
T =T'[H1, B;)U BiCs; UT) U A, B2 UT'[Bs, Hy). Veamos que T es
un arbol clique de G. Para ello basta ver que A; U B; C Cs que
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vale pues e; estd cubierta por vecinos de s y que A2N By C A5 que
vales pues es esta cubierta por universales de (G; entonces estan

en todos sus cliques (Figura 4.21).

Figura 4.21:

4.4.2. Prohibidos minimales

Sabemos que si un grafo no es de intervalos todos sus drboles clique tienen
3 o0 m4s hojas, pero en el caso de grafos no de intervalos minimales con esta
propiedad, existen arboles clique con caracteristicas especiales. Se dice que
G no es de intervalos minimal, si G no es de intervalos pero para cualquier

vértice v de G resulta G — v un grafo de intervalos.

Teorema 4.4.2 Si G es un grafo cordal no de intervalos minimal entonces
eriste un drbol con 3 hojas y una de esas hojas es adyacente al vértice de

grado 3.

Demostracién: Como G es un grafo cordal, existe al menos s; vértice sim-
plicial de G. Por ser s; vértice simplicial, se sabe que esta en un sélo clique,

Cs,. Ademés como G no es de intervalos minimal, s; no tiene gemelos en G,
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luego C(G — 1) = C(G) — Cs,.

Por otro lado, N(s;) es un completo de G — s;, luego existe al menos un
clique C de G — s; tal que N(s1) C C.

Como G no es de intervalos minimal, es claro que G — s; es de intervalos,
luego existe un arbol clique 7" de G — sy, siendo T un camino. Es claro que
T =T'UCC, es un arbol clique de G pues N(s;) C C. Ademés, dado que

G no es de intervalos C no puede ser hoja de T" luego T el arbol buscado. O

Corolario 4.4.1 5i G es un grafo cordal no de intervalos minimal entonces:
1. G tiene una unica tripla asteroidal de vértices simpliciales.
2. G tiene exactamente 3 vértices simpliciales.

Demostracién: Como G no es de intervalos posee una tripla asteroidal,
z,v, 2. Sea T un arbol clique como el obtenido en el Teorema anterior y C; la
hoja de T incidente en el vértice C' de grado 3. Por los resultados obtenidos
en las secciones anteriores, sabemos que uno de los vértices de la tripla debe
ser el simplicial de C; y los otros dos vértices participan de T — Cj. Sea z tal
que C; = C}. Si y no fuera un vértice simplicial entonces Cy serd un camino
no trivial de T'— C1, sea Ay B, una arista de dicho camino siendo A, el vértice
més préximo a C. Es claro que si 7 es la componente conexa de T'— By que
tiene a Ay, Gr, tiene una tripla y es un subgrafo propio de G lo cual es un
absurdo. Del mismo modo se prueba que z es simplicial. Ademas si el grafo
G tuviera otro vértice simplicial w, G — w también tendria una tripla pues

w es irrelevante en los caminos entre vértices de la tripla. m]
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Si G es un grafo cordal no de intervalos minimal admite un arbol clique

como muestra la Figura 4.22.

C1
e I r =)
C B Bq B3 C3
Figura 4.22:

Se dice que un vértice v de G es casi-simplicial si es vecino de un simplicial casi-
y |Cy| = 2. Ver Figura 4.23

stmplicial

it

% V  Ves casi-simplicial

Figura 4.23: V es casi-simplicial

Corolario 4.4.2 Si G es un grafo cordal no de intervalos minimal y tiene
un vértice v casi-simplicial. Entonces existe un drbol cliqgue T de G, como el

dado en el Teorema, tal que C, incide en el vértice de grado 3 de T.

Demostracién: Se obtiene de la demostracién del Teorema. considerando a

$; como el simplicial de G vecino de v. O

En la construccién de prohibidos consideramos la siguiente notacién: T
un 4rbol clique de G como el de la Figura 4.22, siendo C4, Cs, Cs sus tnicas
hojas. Sean B; vecinos en T de C; para i =1,2,3.

Analizamos los siguientes casos.

68



1. Existen 3 vértices vy, va, v3 casi-simplicales con v; € C; para i = 1,2, 3.

a) Si B, = B, entonces B; = Bs.
Supongamos que B; # Bz, y sea X vértice de T, distinto de C; y
(s, que adyacente a B; (Figura 4.24).

C1
bl 5
)

Figura 4.24:

Como existe una tnica tripla, todo cubridor de la arista X B, debe
cubrir a C; o a Cy. Veamos esto iltimo, si existiera un vértice y
cubriendo a X B; tal que y no estd ni en C; ni en Cy, al podar T
y considerar el subarbol 7" cuyas hojas son C},Cs, X resulta G-
un grafo cordal con una tripla. Més claramente sean a;, as, x los
simpliciales de G7v, existen P, o, = a1, v1, V2, az cuyos vértices no
son vecinos de z, Py, » = a1,v1,¥y, T cuyos vértices no son vecinos
de a2, P o, = 7,9, V2, a2 cuyos vértices no son vecinos de a;, con
lo cual aq,as,z es una tripla de G contradiciendo asi la mini-
malidad de G como grafo cordal no de intervalos (Figura 4.25).

Por ello, todo cubridor de X B; o bien estd en C; o bien estd en Cs.
Pero si todo cubridor de X B; llega a C entonces por el Corolario
3.3.1, borrando de T la arista X B; y adicionando la arista X}
se tiene un Intervalo-arbol clique de G lo cual es un absurdo.

Ansdlogamente si todo cubridor de X B llega a Cb.
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Figura 4.25:

Entonces existe un vértice ¥, cubridor de X B; que estd en C; —Cs,
y existe un vértice z que cubre a X B; que estd en C,—C}. Luego al
podar Ty considerar el subdrbol T” cuyas hojas son C1, Cs, X re-
sulta G+ un grafo cordal con una tripla, contradiciendo asi la mini-
malidad de G como grafo cordal no de intervalos. Més claramente
sean ai, az, « los simpliciales de G, existen P, o, = a1, v1, V2, a2
cuyos vértices no son vecinos de z, F,, ; = a1,¥, % cuyos vértices
no son vecinos de ay,P; 4, = 7, 2, a3 cuyos vértices no son vecinos

de a;, con lo cual a,, as, x es una tripla de Gp.

Luego B, = Bs, se tiene asi, el prohibido de intervalos de la Figura

4.26:

C
Py 1
® ‘-—Iﬁ. ® O/
07 Jue— Ca G
Figura 4.26:

b) Supongamos que B; # Bs. Por el anilisis del caso anterior, Bz #

B, y B3 # Bos.
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Como existe una unica tripla debe existir un cubrimiento de T'[ B;, Bs]
que no cubre a C;. En lo que sigue se probard que para no con-
tradecir la minimalidad de G como grafo cordal no de intevalos
debe existir un tinico cubridor de T'[Bs, Bs] y se tiene asf, al pro-

hibido de intervalos de la Figura 4.27:

Figura 4.27:

Supongamos entonces que existen yi,..,yx Vértices que cubren
T[B,, B3]. Como no existen vértices gemelos Fy, € F,, para todo
i # j. Sin perder generalidad podemos suponer que ¥;v;4+1 € F(G)
parat=1,..k— 1y que y; € By, yx € Bx. Méas ain, como By y
By, deben estar separados en T', podemos suponer que By es uno
de los extremos de y; y que Bj es uno de los extremos de yy.

Seai€l,..,k—1talquey; € By, sii # 1,k, consideramos y;_; e
Yi+1, sean A y B los extremos de y;—; € y;41 & mayor distancia de
B y a,b los respectivos separadores de A y B en direccién a las
hojas. Observar que a o b podrian ser as o a3. En caso que a = ag,
el grafo G — v, adn tiene a aq, ay, a3 como tripla, lo cual contradice

la minimalidad de G como grafo cordal no de intervalos. Por lo
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anterior, podemos suponer que a # a2 y b # as.

Podamos el drbol Ty sea T el subdrbol de T' cuyas hojas son
Ci1, A, B resulta G un grafo cordal con una tripla, contradi-
ciendo asi la minimalidad de G como grafo cordal no de inter-
valos. Més claramente sean ai,a,b los simpliciales de G, exis-
ten P, o = 01,V1,¥: ¥i—1,a cuyos vértices no son vecinos de b,
P..» = a1,%,Yi+1,b cuyos vértices no son vecinos de a, FPop =
a, Yi—1, Yi, Yir1, b cuyos vértices no son vecinos de a;, con lo cual

a1, a,b es una tripla de Gp.

Si i = 1 pero ¢ # k, consideramos yi, ¥2, sea B el extremo y; a
mayor distancia de B; y b un separador B en direccién a las hojas.
Observar que b podria ser a3; ademds: a) si B = C entonces G —v;
tiene una tripla ay, as, as; b) si y; € C2 entonces G — v; tiene una
tripla a1, ag, as; contradicendo la minimalidad como grafo cordal

no de intervalos.

Podamos el 4rbol T' y sea T” el subarbol de T cuyas hojas son
C1,Cs, B resulta G un grafo cordal con una tripla, contradi-
ciendo asi la minimalidad de G como grafo cordal no de interva-
los. Més claramente sean aq, as, b los simpliciales de G1v, existen
Py, 0, = 01,1, Y1, V2, @z cuyos vértices no son vecinos de b, F,, p =
ay, v1, Y2, b cuyos vértices no son vecinos de az, P, p = a2, Y1, Y2, b
cuyos vértices no son vecinos de a;, con lo cual a;,az,b es una

tripla de Gv.

Si ¢ = k consideramos yx—1,yr y se procede como en el caso ante-

rior llegando a una contradiccién.
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2. Existen 2 vértices casi-simpliciales, vy, va; por el corolario 4.4.2 podemos

asumir que C incide en el vértice de grado 3 de T'.

a)

b)

Si B; = Bs entonces C3 incide en B;. En caso que C3 no incidiera
en B; como G sélo tiene 3 simpliciales, B3 debe estar separado
en direccién a las hojas por un vértice no simplicial con lo cual
existirian 3 vértices casi-simpliciales.

Luego Cj3 incide en B;, como no hay 3 vértices casi-simpliciales
los cubridores de B;C3 deben cubrir a C; o a Cs.

G no es de intervalos luego existen x, y cubridores de B,Cj tal que
z € C; —Cyey e Cy— (. Se tiene entonces el prohibido de la
Figura 4.28:

Figura 4.28:

Supongamos que B; # Bs;. Como en el caso anterior C3 debe
incidir en B; o en B,. Para fijar ideas supongamos que incide en
B;.

Como hay una una tripla debe existir un cubrimiento de T'[Cy, Cs]

que no cubre a Cl.
1) Sea y un vértice de G que cubre a T'[Cs, B;] y que es parte

del cubrimiento que existe de T[C1,Cs] que no cubre a Cy,
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si y € C; entonces como existe una tnica tripla, y estd en
By — Cs.

Por otro lado, debe existir un cubrimiento de T'[C3,Cs] que
no cubre a ;. Debido a esto y a la existencia de una tnica
tripla, los cubridores de B;C3 deben estar en Bs.

Si todo cubridor de C3B; tiene por extremo a B, existirfan
2 cubrimientos distintos de C;C3 con lo cual se contradeciria
la minimalidad de G como grafo cordal no de intervalos. Es
facil verificar que G — y es un grafo con una tripla ay, as, as.
Luego existe z cubridor de T'[C3, B;] tal que z no tiene a B,
por extremo. Entonces debe tener a Cy como extremo.

Por otro lado, por la existencia de la tripla, hay un cubri-
miento de T'[B;, Bs] por vértices que no cubren a Cs.

Si existe un dnico vértice cubriendo a T'[By, B2] en las condi-
ciones antes mencionadas, no puede cubrir ni a C; ni a C,
para no contradecir la minimalidad como grafo cordal no de
intervalos. Més claramente, si w cubre T'[B;, B2] y w € C1NCs
entonces G — {v1, vz} tiene a a1, az, a3 como una tripla.

Si w cubre T[By, Byl y w € C; — Cy 0 w € Cy — C} entonces
G — v; 0 G — vy tiene a a,, as, az como tripla Se tiene asi, al
prohibido de la Figura 4.29.

Si existe més de un cubridor de T[By, Bz| en las condiciones
antes mencionadas, sean y, .., yx los vértices que cubren T'[ By, By).
Para fijar ideas, supongamos que y; € B; y yx € B2. Como

G no tiene gemelos Fy, ¢ F, para i # j. Observar que g; no
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Figura 4.29:

estd en C3 pues si asi fuese G — y tiene una tripla siendo y
el vértice claw de T. Ademés y; no puede estar en Cy pues
si para algin i, y; € C, se tiene que G — vy tiene una tripla,
a1, az, az. Claramente, se tiene el prohibido de intervalos de la

Figura 4.30:

@C 1
-.,.m,
i B, C ®
2
Figura 4.30:

2) y no estd en C;. Recordar que y no estd en C,. Podemos
suponer que todo cubridor de T'[Cs, B;] no cubre a C; pues el
caso contrario fue analizado previamente.

Como hay sélo dos casi-simpliales, B; no puede ser extremo
de ningin cubridor de T'[C3, By].
Si y no cubre a B, sea X su extremo distinto de C3 y sea z

el separador de X en direccién a las hojas. Se sabe que existe
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un cubrimiento de T'[C1,C,] que no cubre C3 en particular
existen 1, .., yx cubriendo T'[B1, Bs] tal que y; no esta en Cs;
podemos asumir que y; € By, yx € Bs. Si y3 € €} como
hay una y sélo una tripla en G y; € X pues caso contrario
(G — v, tiene una tripla pero si y; tiene a X por extremo G —v;
también tiene una tripla. Luego X no es extremo de y;, sea
X' adyacente a X, tal que X X’ estd cubierta por z, al podar
T y considerar el drbol T que tiene a X, C, C3 como hojas se
tiene que z,a;,a3 es una tripla de G; por ello y; no estd en
C1. Luego y debe tener como extremo a Bs.

Por otro lado, debe existir cubrimiento de T'[B;, Bs] que no
cubre a Cs.

Si existe un dnico vértice o bien cubre C; o bien cubre a C,
o bien no cubre ni a €} ni a Cs.

Si cubre a C; entonces debe cubrir a C, caso contrario en

G — vy existe tripla aq, as, ag, se tiene entonces el prohibido

de la Figura 4.31.

Figura 4.31:

El caso de que cubra a C5, debe cubrir a C; por el mismo
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razonamiento anterior y se tiene el mismo prohibido.

Si no cubre ni a C; ni a Cs, se tiene el siguiente prohibido,

Figura 4.32.

C 5 e ) @—040\\+0

Figura 4.32:

Si existen més de un vértice cubriendo T'[By, Bs] y no cubrien-
do Cs, sean ¥y, .., Yx €sos vértices con y; € By, yr € Bs. Pode-
mos asumir que y; no estd en C; U Cy pues el caso contrario
fue estudiado anteriomente.

Se tiene entonces a la familia de prohibidos de la Figura 4.33:

Ca Q

| I A

Figura 4.33:

3. Existe un sélo vértice casi-simplicial, v;. Claramente C3 y C> inciden
en B;. Como debe existir cubrimiento de T'[C3, Cs] que no cubre a C y

no existe un casi-simplicial distinto de v; existe un y € (Co N C3) — C;.
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Por otro lado, debe existir un cubridor de C2B; que no cubre C3 pues
caso contrario por el Corolario 3.3.1, GG resulta un grafo de intervalos,
como el Unico casi-simplicial es v;, nuevamente por el Corolario, existe
z € (CoN C}) — Cs. Ademaés debe existir un cubridor de B;C3; que no
cubre C; luego existe w € (C3NCy) — Cs. Luego ay, as, az es una tripla

de G — v; lo cual es un asbsurdo.

. No existen vértices casi-simpliciales. En este caso By = B, = B3 y se

tiene que G es la pirdmide (Figura 4.34).

Figura 4.34:
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Capitulo 5

Follaje de un grafo cordal

Naturalmente, parametros de los arboles, como nimero de hojas, que
denotamos [,,, definen pardmetros de grafos cordales. Si G es un grafo cordal,
el follaje de G es I(G) = min{l,(T)|T un é&rbol clique de G}. Un &rbol
clique es llamado [-6ptimo de G si [,(T') = [(G). Claramente grafos cordales

conexos con follaje igual a 2 son exactamente grafos de intervalos conexos.

5.1. Follaje de subgrafos

Es facil ver que el nimero de hojas de un grafo, puede incrementarse
considerando subgrafos inducidos no conexos de un grafo conexo. En cam-
bio, el siguiente resultado prueba que el pardmetro decrece si consideramos

subgrafos inducidos conexos.
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G’ Kv(G") T

Figura 5.1:

Teorema 5.1.1 Si G es un grafo cordal y G' es un subgrafo inducido de G

conezo entonces [(G') < I(G)

Demostracién: Si T es un éarbol clique 1-6ptimo de G y G’ es un subgrafo
conexo de G, G’ puede obtenerse de G borrando vértices y una representacién
canénica de G’ puede obtenerse de T contrayendo la representacién 2.5.1.
Luego el 4rbol clique de G’ obtenido tendré a lo sumo [(G) hojas. Entonces

UG") < UG). 0

En la Figura 5.1, I[(G') = 2, [(G) = 4.
Observar que ningin drbol clique I-6ptimo de G’ es un subdrbol del inico

arbol clique de G.
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Se probara que si T es [-6ptimo de G, alguno de sus subérboles lo son de
los correspondientes subgrafos.

Si T es un drbol y ¢ es un vértice de T', se dice t-camino de T a un camino
de T desde ¢t hacia una hoja de T'.

Sea T un 4rbol clique de G. Dado P un t-camino de T, sea F' = {z €
v(G)|Cy N P = T[Ag, Bs] # 0} y z,y € F se define una relacién < como
sigue: z < y siy sblo si A, € P[t, Ay]. Asf definida, resulta un orden total.

A partir de ese orden, se define un orden parcial ¥, correpondiente al
producto cartesiano de vértices, entre triplas asteroidales: sean zi,z2, T3 €
Y1,Y2,y3 dos triplas de G, P, P», P; t-caminos tales que z;,y; € P, para
i=1,2,3y b1 = (21,%2,23), B2 = (Y1, Y2, ys) vértices de V.

s BiafB; siy sélo si z; < y; para cada ¢ € {1,2, 3}.

Teorema 5.1.2 Sea T un drbol clique de G y P un t-camino de T'. St By, B2

son vértices no comparables de U entonces existe una tripla (s tal que f1a0s

Yy B20f3.

Demostracién: 8 = (x1, Z2,23), B2 = (Y1, Y2, Y3) como no son comparables
es claro que z; £ y; e y; £ ;. Para fijar ideas supongamos que z; < 1,
Yo < To € Y3 < x3, Figura 5.2.

Se probaré que y;, 2, z3 es una tripla de G. Como 1, z5, 3 es una tripla
asteroidal existen caminos Li, Ly, L3 en G tales que L; es un camino entre
T; ¥ Tit+1 cuyos vértices no son vecinos de z; para i € {1,2}, j #iy L3 es
un camino entre x; y x3 cuyos vértices no son vecinos de ;. Analogamente
como Y1, Y2, Y3 €s una tripla existen 3 caminos M;, M, M3 en GG entre pares

de vértices de la tripla. Con vértices de los caminos Li, Lo, L3, My, M2, M3,
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Figura 5.2: Posicién de f;, 6, en T

se tienen 3 caminos Ny, No, N3 los cuales nos permiten afirmar que y1, Z2, 23
es una tripla. Mds claramente, con vértices de M; U L; se tiene un camino
N, entre y;, 2 cuyos vértices no son vecinos de z3 pues M; no tiene vecinos
de y3 y como y3 < z3 resulta que M; no tiene vecinos de z3; ademés L; no
tiene vecinos de z3. Con el mismo razonamiento se prueba que existen un
camino N, con vértices de My U Ly, entre z2 y 3 por no vecinos de y; y un
camino N3, con vértices de M3 U L3, entre y; y 3 por no vecinos de x,. Sea

B3 = (y1, %2, T3), es claro que f1afs y BorfFs. a

Corolario 5.1.1 Eriste supremo de triplas con el orden a.

Teorema 5.1.3 Sean G un grafo cordal, T un drbol clique de G l-dptimo,
t un vértice de T de grado al menos 8 y Py, Py, P5s; 8 t-caminos de T tal
que V(P,) N V(P;) = {t}. Entonces existen x,, %2, z3 vértices de G tal que
V(P)NCy, # 0; t no estd en Cy, para todo i € {1,2,3} y z1,xs, 23 forma

una tripla.

Demostraciéon: Si T = P, U P, U P; vale pues T' es I-6ptimo y G no es de

intervalos.
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En caso que 7" = PLU P, U P; # T, si G+ no tiene triplas entonces
existe T” 4rbol clique de G+ con 2 hojas y claramente por el Teorema 3.3.3

T"UT — T es un arbol clique de G con una hoja menos. m|

Corolario 5.1.2 Sean G un grafo cordal, T un drbol cliqgue de G l-Gptimo,
t un vértice de T de grado ol menos 8 y Py, P2, P3; 8 t-caminos de T tal que
V(P)NV(P;) = {t}. Entonces T' = P, U P, U P3 es un drbol clique I-dptimo
de Gp+.

Los siguientes muestran como pueden ubicarse las triplas mencionadas

anteriormente.

Corolario 5.1.3 Sean G un grafo cordal, T un drbol clique de G [-6ptimo,
t un vértice de T de grado al menos 8 y Py, P, P3; 8 t-caminos de T tal
que V(P;) NV (P;) = {t}. Entonces eziste una tripla asteroidal {s1, s2,s3} de

vértices simpliciales de G con s; € P; para todo i € {1,2,3}.

Demostraciéon:

Por el Teorema 5.1.3, existe una tripla asteroidal. Ademaés por el Corolario
5.1.1, sea x1, T2, 3 una 3-asteroidal de G supremo con el orden c.

Si 7 no es un vértice simplicial de G, sea s; el primer vértice simplicial
cuya representacién en T' es mas préxima a C en direccién a la hoja H;.
Claramente z; < s;. Ademds por la ubicacién de Cy,,Cy,, Cry,Cs, en T' y
como Z1,Z2,Z3 €s una tripla de G, el camino entre z»,z3 que no toca la

vecinanza de x1, no toca la vecinanza de s;.
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Como s;1,%3,z3 no puede ser tripla por la eleccién de z1,x2, 23, o bien
todo camino entre s;, s toca la vecinanza de x3 o todo camino entre s;, z3
toca la vecinanza de .

Supongamos que todo camino entre sy, z; toca la vecinanza de z3. Luego
existe una arista e = AB en T[C;,, Cs] cubierta sélo por vecinos de z3 pero
como Zj, 2,3 es una tripla AB estd en T[Ci,Cs,]. Por la eleccién de s; el
grado de A, extremo de e mds préximo a t, es mayor o igual a 3.

Como ANB C C3y A € T[Cs, B] por el Teorema 3.3.1, Ty =T —eUBCs
un arbol clique de G que ademés es [-6ptimo.

Sean P|, P;, P} caminos incidentes en Cj, siendo V(P]) = (V(P) —
V(Tlt, B]))U{Cs, B}, V(B) = V(B) U V(T[] Cs]), V(F;) = (V(Fs) —
V(T[t,Cs])) U {Cs}. Por el Teorema 5.1.3, existe z}, x5, 2%, 3-asteroidal de
G alrededor de Cj. Observar que z5 no estd en Cjs, luego el primer clique
desde Cj; hacia la hoja H3 en T que lo contiene estd en T'[C3, Hs], por ello
x4 < z3. Por otro lado, como 1, x5, 5 es tripla, debe ubicarse en T alrededor
de un vértice de grado al menos 3, luego ningiin clique que tenga a x5, puede
ubicarse en T[t, C3).

Claramente por la eleccién de la tripla x1, 2, 23, si C; es el primer clique
que tiene a x4 desde ¢ hacia Hy, C; € T[t,Cs]. Por lo antes mencionado,
x5 < Zo.

Si B = (21,%0,23) y B2 = (), 75, 75) por el Teorema 5.1.2 existe (s
tal que fyaf; y B2af3, contradiciendo asi que z1, %2, x3 es una 3-asteroidal

supremo de G.
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Ahora se probara que si T' es un arbol I-6ptimo y ¢ un vértice de grado
b
mayor o igual a 3, entonces existen t' y C siendo t' un vértice de grado al

menos 3 siendo C vecino de t' en 7" tal que C' tiene un vértice de una tripla.

Teorema 5.1.4 Sean G un grafo cordal, T un drbol cliqgue de G l-dptimo,
t un vértice de T de grado al menos 8 y Py, Py, Ps; 8 t-caminos de T tal
que V(P) NV(P;) = {t}, 21,22, 25 una tripla sobre esos caminos tal que
Dr(Cy,,t) es minima. Entonces eziste un drbol clique T' con C,, adyacente

a un vértice de grado al menos 8 de T".

Demostracién: Supongamos que en 7', Cy, no es adyacente a un vértice de
grado al menos 3. Luego existe C € P, adyacente a t; sea T} = P,UPUT[C, t].
Claramente por la eleccién de z, resulta que G, es un grafo sin triplas. Luego
Gr, es un grafo de intervalos, por ello existe 7] un arbol clique de G, que
es un camino. Claramente por el Teorema 3.3.3 7" =T —T; U] es un arbol
clique de G en el cual C es ahora vértice de grado al menos 3. Si C, no fuese
vecino en T" de C se procede recursivamente hasta obtener un arbol 7" en

las condiciones antes mencionadas. O

5.2. Cotas del follaje

El follaje es un parametro de los grafos cordales del cual poco se sabe, de
hecho no se sabe cémo calcular el follaje eficientemente en un grafo cualquiera

y mucho menos construir un arbol clique [—dptimo.

| Cotas inferiores]
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En [16] se estudia este pardmetro obteniendo la cota inferior dada por
el conjunto asteroidal méximo. Es decir, si llamamos a(G) al cardinal de un

conjunto asteroidal de tamano méaximo entonces:

a(G) <U(G)

Esta cota también se deduce trivialmente del Lema 4.3.1.

El siguiente grafo muestra un ejemplo en el cual I(G) = 4 pero a(G) = 3.
o
° °

Arbol clique de un grafo G con a(G)=3
y (G4

Teorema 5.2.1 G es un grafo cordal. Si existen vs, ..., vy vértices de G y C
un clique de G tal que en cualquier drbol l-optimo de G — vy, los v; participan

en distintos C-caminos y v;,v;y11,Vr €S una tripla asteroidal de G, entonces

(G) > k.

Demostracién: Supongamos que [(G) = k — 1 entonces si T es un arbol
l-6ptimo de G, vy, participa de un C-camino que tiene a v; lo que contradice

que v;, Vi1, Vg €8 una tripla asteroidal de G. O

En la siguiente Figura se observa una representacién de un grafo G' con

a(G) = 3, b vértices cumpliendo las condiciones del Teorema anterior.
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1,2,3,4 son vértices de G, a(G)=3,1(G)=5.

Observar: 1,2,3 no es tripla; 1,2,4 no es tripla
1,2,3,4 se ubican en distintos C-caminos de
cualquier arbol clique de G-5 y 1,2,5; 2,3,5;
3,4,5 son triplas de G

Corolario 5.2.1 G es un grafo cordal. Si existen vy, ..., v értices de G tales
que vy, ..., Vg_1 forman un conjunto asteroidal de G—vy, y para todo i, v;, Vi1, Vg
es una tripla asteroidal de G, entonces [(G) > k.

Un vértice a simplicial de G se dice simplicial no esencial si satisface simplicial

no esenctal
que G — NJa] es conexo.

Si G es un grafo cordal sin simpliciales esenciales, es decir, cuyos simpli-
ciales son todos no esenciales se dird que G es compacto. compacto
Observar que los grafos prohibidos para la clase de los grafos de intervalos

son compactos.

Teorema 5.2.2 Si G es un grafo cordal compacto con k simpliciales:

1. En todo drbol cligue T de G, C, es hoja de T, siendo a simplicial de
G.

2. I(G) =k y todo drbol clique de G es l-dptimo.
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8. Los k simpliciales de G forman una k-asteroidal.
Un resultado inmediato del Teorema es el siguiente.

Corolario 5.2.2 Si G’ es un subgrafo cordal compacto con k simpliciales de

un grafo cordal G, entonces k < l(QG).

LCota,s superiores |

Este tipo de cotas son obtenidas considerando subgrafos inducidos.

Teorema 5.2.3 G un grafo cordal. Si T es un drbol clique de G, C' es un
vértice interior de T y Ty, Te dos subdrboles de T' cuyos vértices se intersectan

en C y cuya unidn es T. Entonces l(G) < I(Gr,) + l(Grn,).

Demostracién: Sean Tj y T, 4rboles l-6ptimos de G, y de G, respec-
tivamente. Es claro que T; U T es un 4rbol clique de G. Luego (G) <
(Gr) + U(Gr,).

Una arista e de T se dice minimal si su conjunto de cubridores es minimal
respecto de la inclusién. Se dird arista minimal unica si ademéas no hay otras
aristas de T' con sus mismos cubridores.

El siguiente lema es trivial.

Lema 5.2.1 Si T es un drbol cligue de G y e es una arista minimal Unica
pendiente de T. Entonces la arista equivalente a e es pendiente en todo drbol

cligue de G.
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Teorema 5.2.4 G un grafo cordal, T un drbol clique de G, e una arista
minimal dnica de T; Ty, Ty las componentes conezas de T —e y T; = T; Ue.

Entonces I(G) < I(GF) + U(Gg) — 2.

Demostracién: Sea T un 4rbol clique l-6ptimo de G, claramente en T existe
una inica arista equivalente con e, sea €. Dado que en ambos arboles clique e y
€ respectivamente deben separar los mismos cliques de G, puede considerarse
que si ﬁ y fl~”2 son los subérboles de T — ¢, se tiene que los cliques de G que
son vértices de 7; son los mismos que los de TZ Luego ambos son arboles
clique del mismo subgrafo de G.

Por otro lado, es claro que In(T) = In(Ty UE) + In(Ta UE) — 2.

Veamos que T; U € es l-6ptimo de Gr-

Si H; fuera un arbol l-6ptimo de Gi- ue Dbor el Lema 5.2.1, la arista equiv-
alente a € es pendiente de H;. Luego si In(H;) < ln(f’lw"z U €) entonces T no
seria 1-6ptimo pues H; U T; con ¢ # j serfa un arbol clique de G con menos

hojas que T.
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Capitulo 6

Grafos no UV minimales

Un grafo G cordal es UV si para algin arbol clique T de G, (Cy)vev(a)
es una familia de caminos de T'. Se llama UV-4drbol clique a cualquier arbol
clique con esta propiedad.

Naturalmente, si un grafo G cordal no es UV para todo T arbol clique
de G existe un vértice w tal que Cy, no es un camino de 7', en este caso se
dice que w es un claw de T

Un grafo G cordal es no UV minimal si no es UV pero para todo v €
V(GQ), G — v es un grafo UV.

Recientemente en [15] se presentd la familia completa de grafos no UV
minimales.

Cuando se inici6 el estudio de grafos cordales no UV minimales, estos
resultados ain no existian. Se consideraron grafos con exactamente una 3-
asteroidal. Por la minimalidad, los vértices de la 3-asteroidal debian ser sim-
pliciales y ubicarse sobre las hojas de cualquiera de sus drboles clique. Ademaés

es f4cil ver que es suficiente considerar los arboles clique T con solo un vértice
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de grado 3 y una hoja adyacente a él. Si algtn vértice del grafo es vecino
de los 3 formando la tripla, se obtiene un grafo prohibido de intervalos con
un vértice universal. En caso contrario, un claw w de T serfa adyacente a lo
sumo a 2 vértices de la tripla. Entonces se procedi6é a analizar si existian o
no otros drboles clique donde w fuera un camino. A partir de ese anélisis se
obtuvieron los prohibidos con exactamente una tripla asteroidal y follaje 3,
luego partiendo de ellos se construyeron prohibidos con follaje impar. Pos-
teriormente, con un andlisis similar, se encontraron prohibidos con follaje 4
y a partir ellos se construyeron prohibidos con follaje par. La dificultad de
este procedimiento fue probar que ellos eran los tinicos prohibidos para la
clase UV. Sin embargo, pudo observarse de la lista de prohibidos, el com-
portamiento de los vértices simpliciales. Esto permitié cambiar la estrategia
desde el andlisis de los simpliciales. Estos resultados son los que se describen

en lo que sigue.

6.1. Preliminares

Se estudiardn los grafos no UV minimales, una caracteristica de estos
grafos es que deben ser 2-conexos. Si esto no fuese asi, existirfa un vértice
x en G tal que G — z tiene més de una componente conexa. Claramente en
cualquier arbol clique de G, debe existir al menos un arista cubierta sélo por
z. Sea T' es un arbol clique de G, e una arista sélo por z a menor distancia
de un hoja, T1,T> las componentes conexas de T — {e}; como G no es UV
minimal y Gr, son subgrafos propios de G, resultan grafos UV y por ende

existen T3, UV-4rbol clique de G;, en los cuales z es un camino con X; uno de
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sus extremos en 77, X5 uno de sus extremos en 75. Claramente, 77 UX; XoUT5
es un UV-4rbol clique de G, lo cual contradice la minimalidad de G' como
grafo cordal no UV.

Observar que los grafos DV también resultan 2-conexos, no asi, los grafos

RDV, como puede observarse en la Figura 6.1.

V es vértice de corte

Figura 6.1:

Por otro lado, en los grafos no UV minimales, como simpre ocurre en los
grafos cordales, los vértices simpliciales juegan un rol prepronderante.
Recordemos que un vértice s € V(G) es simplicial si N(s) es un clique
de G. Ademsis este es el unico clique que contiene a s. Notamos C; a dicho
clique es decir C; = N{s].
Un vértice simplicial de un grafo cordal se dice separador si
| () C)l#1
vEN(S)

Es decir N(s) est4 contenido en més de un clique de G (Figura 6.2).

92



X

‘ @ No separa

o @

Separa
Figura 6.2: Separa y no separa

Lema 6.1.1 G un grafo cordal. s es un simplicial separador de G si y sélo

si C(G —s) =C(Q) — Cs.

Demostracién:(=) Sea (T, F) una representacién canénica de G luego
(T, F') = (F,)uss €s una representacion de G — s. Dado que s es simpli-
cial separador, el dnico vértice de T' no separado por F’ es el que representa
a C;. Luego si tomamos la representacién candnica de (1", F’) obtenida por
contraccién de (T, F') se tiene que todos los vértices de T”, o sea, los cliques
de G — s, son los cliques de T excepto Cs. Luego C(G — s) = C(G) — Cs.
(<) Si s es un simplicial tal que C(G — s) = C(G) — C; entonces N(s) es
un completo que no es un clique de G—sy (¢ N(s) C, es un camino de 7' y de
ahi, N(s) estd contenido en més de un clique de G — s. Luego esté contenida
en mas de un clique de G, luego |(,c N © (v)| # 1y por ello s es separador.

O

En el siguiente teorema se probard que si un grafo es no UV minimal

entonces todo simplicial es separador.
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Teorema 6.1.1 Si G un grafo cordal es no UV minimal, todo simplicial es

separador.

Demostraciéon: Sea s un vértice simplicial de G y C; el clique que lo con-
tiene. Si s no fuese separador, en toda reprentaciéon de GG existiran un par
de vértices F,, F, que separan C,. Més atin, en toda representacién de G,

F,NF, = {C;}. Por ese motivo, G — s tiene los mismos cliques que G (Figura

) e

o Fb

No UV-érbol clique de G UV-arbol clique de G-x
{
| Cx ‘
®
UV-arbol clique de G
Figura 6.3:

Como G — s es UV, existe (T, F') una representacién UV, a partir de
esa representacién se construye una representacién UV de G considerando el

mismo &rbol T' y adicionando el miembro F; = {C,} a la familia F”. O

Dado un grafo G se dice que dos vértices e y de G son gemelos, si
N[z] = N[y]. Se dice que z e y son falsos gemelos, si z e y no son adyacentes

y N(z) = N(y) (Figura 6.4).
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Claramente, si (T, F') es una representacién canénica de G y z,y son

vértices gemelos si y sélo si Fy, = F),.

X

y

Gemelos:uyv
Falsos gemelos: x ey

Figura 6.4: Gemelos, Falsos gemelos

En el siguiente lema se prueba que los grafos no UV minimales, no poseen

vértices gemelos.

Lema 6.1.2 Si G un grafo cordal es no UV minimal entonces G no tiene

vértices gemelos.

Demostracién: Supongamos que G tiene vértices gemelos. Sean x e y vértices
gemelos de G. Claramente G — z tiene exactamente los mismos cliques de G.
Por otro lado, como G no es UV minimal, G — x es UV. Luego, existe un
UV-arbol clique T" de G —z, donde los (C,),=s son caminos. Entonces, como
Cy = Cy, se tiene que T” es también un UV-érbol clique de G (Figura 6.5).
O

De lo antes expuesto, resulta de interés el anélisis de los grafos no UV
minimales con falsos gemelos. En la siguiente seccién, se estudiara este caso.
Se observa que si un grafo es no UV minimal y posee falsos gemelos ellos son

sélo 2 y son simpliciales esenciales del grafo.
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=

X
No UV-arbol clique de G UV-arbol clique de G-x
I |
UV-arbol clique de G
Figura 6.5:

Un vértice s, simplicial de un grafo G se dice esencial si G — N[s] no es
conexo. Posteriormente se estudian los grafos no UV minimales con simpli-
ciales esenciales. Finalmente, se trata a los grafos cordales sin simpliciales
esenciales llamados compactos y los grafos no UV minimales compactos. De
este modo se completa el anilisis y se obtiene toda la familia de prohibidos

minimales para la clase UV.

6.2. Grafos no UV minimales con falsos geme-
los

Los resultados de esta seccién seran generalizados en el capitulo siguiente,
sin embargo se ha decidido desarrollar los contenidos para ofrecer al lector
la idea generadora de los siguientes. A la vez, dar la posibilidad de acceder a

un an4lisis més simple que los desarrollados en capitulos finales.
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Lo primero que se observa es que si un grafo cordal tiene falsos gemelos,

éstos seran simpliciales.

Lema 6.2.1 Si G es un grafo cordal, x ey son falsos gemelos de G entonces

x ey son vértices simpliciales de G.

Demostracién: Sea (T, F') una representacién candnica de G. Como z e y
son falsos gemelos, F, # F.

Supongamos que z no es un vértice simplicial de G. Luego = esta en por lo
menos 2 cliques, es decir |F;| > 2.

Se sabe que F, es un subéarbol de T', denotaremos por C1,..,C} a las hojas
de F, en T. Por otro lado, F' es una familia separadora, luego Ci, .., Cy son
vértices de T, separados por miembros de F'.

Sean F,,, .., F}, miembros de la familia F’, que junto con F} separan Cy, .., Cj
respectivamente. Es claro que vy, .., v5 € N(z). Como z e y son falsos gemelos
resulta que vy, ..,vx € N(y). Por este motivo, F, tiene interseccién no vacia
con F,,, para todo 7 € {1, .., k}. Luego, por ser F, un subédrbol de T, es claro
que C; € F, para todo i € {1, .., k}. Claramente, C; € F, N F;, entonces
x € N(y), contradiciendo que x e y son falsos gemelos. Por ello, 2 e y deben

ser simpliciales. a

Antes de continuar el anélisis de los falsos gemelos se presentan las siguien-
tes operaciones entre arboles.

Subdivision: Si T’ es un arbol y ab es una arista de T7”, T es obtenido
por subdivisidon de ab si se reemplaza en T' a ab por el camino acbh (Figura

6.6).
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N A S
a b a b

Subdivision de la arista ab
ab No es arista 4rbol de T,
a , b sonaristasdeT.

Figura 6.6: Subdivisién

Particion: Si T’ es un arbol, a € V(T") y Ry, .., Ry son las ramas de 1"
incidentes en a, T" es obtenida por particion deaen T" si V(T) = V(T")u{a'},
aa’ es una arista de T, las ramas incidentes de T” en a son particionadas
en 2 conjuntos disjuntos que serdn las ramas de 7" incidentes en a y o

respectivamente (Figura 6.7).

° [
R4 4 R4
° %Tu-»——-o ° 9 o 0
/ a /
i / R3
/R3 .
®

Particion de @, donde las ramas
R1 R2 inciden en a
R3 R4 inciden en a

Figura 6.7: Particién

Estas operaciones definidas previamente servirdn como herramienta para
construir representaciones canénicas de grafos cordales en el caso en que estos

posean falsos gemelos.
Mas claramente, si G es un grafo cordal z,y falsos gemelos de G y (T”, F")

es una representacién canénica de G—x, podemos obtener una representacién
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canénica de G subdividiendo una arista cualquiera incidente en Cy o parti-
cionando Cy:

(T, F) es obtenida de (T, F') subdiviendo la arista CyA de T" si:
s T es el arbdl obtendido reemplazando CyA por el camino C,C;A

» F = (Fy)yev(c) siendo F, = F} si v no es vecino de y, F, = F,; U {C;}

sivesvecinodeyy F, =Cj.
(T, F) es obtenida de (T", F') particionando el vértice Cy de T" Si:

» T es el arb6l cuyos vértices son los vértices de T y C, C;Cy es una
arista de T, las ramas incidentes de 7" en C,, son particionadas en ramas

incidentes en Cy y C; respectivamente.

» F estd definida como antes, es decir, F,, = F, si v no es vecino de y,

F,=F,U{C;}sivesvecinodeyy F, =C,.

Ahora continuamos el anélisis de los falsos gemelos donde se utilizardan

las operaciones antes mencionadas.

Lema 6.2.2 G es un grafo cordal no UV minimal. Si W es un conjunto de

vértices de G, falsos gemelos de a pares entonces |W| = 2.

Demostracién: Supongamos que |W| > 2,y sean z,y, z € W. Como G—z es
UV, existe (T, F') representacién UV. Ademds los miembros de F' son caminos
de T, para todo v € V(G), F, = V(T|K}, K>]) siendo K, K, vértices de T.
Recordar que los vértices de T son los cliques de G — x; como z es simplicial
de un grafo no UV minimal por el Teorema 6.1.1, C(G — z) = C(G) — {C.}.

Se construird una representacién UV de G.
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Se construird entonces un drbol y una familia de caminos por subdivisién

de una arista incidente en C,. Més claramente: si C' incide en C),

» V(I') =V(T)U{C,}, E(T") = E(T)—-{C,C}U{C,C;, C:C}. Observar

que los vértices de T” son los cliques de G.
n F' = (F})vev(c) definida:
e I} = F, si v no es vecino de y;
o F) =F,U{C;} siv es vecino de y;

o F, =C;.

Claramente F” son caminos en 7”. Luego G tiene una representacién UV. O

Teorema 6.2.1 Sean G un grafo cordal no UV minimal, x ey falsos gemelos

de G. St T es un UV-drbol cliqgue de G — x entonces:
1. Cy es un vértice de grado al menos 3 en T.

2. Eiste al menos un vértice v € N(y) de G tal que Cy no es hoja de F,
enT.

Demostracion: Por el Lema 6.2.1, x e y son simpliciales.

1) Supongamos que C, tiene grado 2 en T, sean C y D los vértices de T
adyacentes a Cy. Claramente, las aristas CCy y DCy de T, estdn cubiertas
sélo por vecinos de y. Ademés, F' = (Fv)vev(g)_{z} es una familia de caminos
en T'. Los vértices de T son los cliques de G — z; como z es simplicial por el

Teorema, 6.1.1, en particular los vértices de T' también son cliques de G. Se
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sabe que los vértices de T', estan separados por miembros de F'. En particu-
lar, Cy estd separado por un miembro simplicial Fj,.

Se construird un arbol T” y una familia de subarboles F' por subdivisién de
una arista incidente en C,. Més claramente, consideramos C' el vértice vecino
a Cy en T luego V(T") = V(T) U {C;}; E(T") = E(T) - {C,C}u{CC;} U
{C:Cy} y F' = (F})vev(c) siendo F, = F, si v no es vecino de y, si v es

vecino de y F, = F, U{C,;} y F} = C, (Figura 6.8).

*, ® o % ® ® o
——o: *——0—8
s C Cy D ° :C Cx CyD "

T
Figura 6.8:

Claramente los miembros de F’ son caminos en 77, y G tiene una repre-

sentacién UV,
2) Si todos los (Fy)wen(y) tienen a Cy como hoja, se construird un drbol T”

y una familia de caminos F’ como sigue:

» V(T') = V(T) U{C;}; E(T") = E(T) U {C,Cy}. Observar que los

vértices de T son los cliques de G.
» F' = (F})vev(c) tal que:

I .
L4 Fz_CZ?
e F, = I, sivnoesvecino de y

e si v es vecino de y, F, = F, U {C,}.
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Claramente los miembros de F’ son caminos en T”, y G tiene una repre-
sentacién UV

O

Sea T un arbol con k vértices tal que uno de sus vértices tiene grado k—2

se dird que T es un drbol cometa (Figura 6.9).

T
Figura 6.9: Cometa

Si (T, F') es una representacién de un grafo cordal G con 2 falsos gemelos
e y, tal que T es un arbol cometa siendo sus vértices C1, ..., Cp_1, Cz, Cy, Ch,
con Cy el vértice de grado n y Ci,..,Cp_1,C; sus vecinos en T'y F =
(Fu)veft,..n—1,04} familia de subdrboles tales que F; = {C;, Cy, C;, Ciy1} para
ied{l,.,n—1}, F, ={C;,C,,C1,Cp}, Fp =Cp y F, = C, se dice que G es

un cometa.

(T,F) 2 representaciones de cometa una no UV otra UV.
Figura 6.10: Dos representaciones de un cometa

Claramente a partir de (T, F') puede obtenerse por contraccién, una repre-
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sentacién (7", F) de G — z en la cual T” es una érbol estrella, en este caso se

dird que G — z es una estrella (Figura 6.11).

(TF)

[ ] C3 [ ] C3
(T",F") Obtenida por contracciéon

Figura 6.11:

Es f4cil verificar que si el grado del vértice central de T' es impar entonces

G no es UV minimal. En ese caso se dira que G es un cometa impar.

D representaciones
Cometa impar

Figura 6.12:
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Teorema 6.2.2 Si G es un cometa impar entonces G es un grafo cordal no

UV minimal.

En el siguiente teorema se ve que son los dnicos.

Teorema 6.2.3 G es un grafo cordal no UV minimal, que tiene z ey falsos
gemelos. Si (T, F) es una representacion UV de G — z, y grado en T de C,

es n entonces
1. n es impar;

2. existe un orden de los vecinos de Cy en T, C4,..,Cy tal que existe
una familia de miembros de F; Fy, .., F, tales que C;C;y1 € F; para

1€ {1, n— 1} Y C,C, € F,.

Demostracién: Sabemos por el Teorema 6.2.1 que C, tiene grado mayor o
igual a 3 en T y que existe al menos un miembro de F', F; conteniendo a 2

vecinos de Cy (Figura 6.13).

°y

Figura 6.13:
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Sea II el grafo auxiliar de T' definido por V(T') = Nr(C,) siendo CC’ €
E(T) si y sélo si existe un F; que contiene a C'y C’ (Figura 6.14).

T

;

Figura 6.14:

IT es un grafo con n vértices y al menos 1 arista. Vedmos que II debe tener
ciclos impares. Si no fuese asi, II serfa un grafo bipartido entonces se podria
contruir una representacién UV de G por particién de C,,. Més claramente,
se construird el drbol 7" por particién de Cy del siguiente modo: sea A y B
la biparticién de vértices de II, las ramas de T incidentes en Cy, que tiene
vértices de A en T" se harén incidentes en Cy, en cambio las ramas incidentes
en Cy que tienen vértices de B en T” ser haran en C,. Es fécil verificar que
(T", F') es una representacién UV de G, lo que contradeciria la hipétesis
(Figura 6.15).

Luego IT tiene ciclos impares. Sea L el conjunto de vértices de IT inducien-
do el mayor ciclo impar de II.

Si|L| < n,sea T" el subdrbol de T' inducido por LUCy, es decir T" = T[LUC,)]

entonces G'rv, es una estrella impar y si 7" es obtenido subdividiendo C,, en
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1y

|
Representacion de Gx ‘d
|

Representacién de G
Figura 6.15:

T', adicionando el vértice C;, G~ es un cometa impar, luego por el Teorema
6.2.2 no es un grafo UV, contradiciendo la minimalidad. Por ello |L| = n y
n es impar.

Sea C, .., Cy, el orden de los vértices de Cy en T inducido por le ciclo L. Como
C1,Cr y CiCisq (i € {1,.,n — 1}) son adyacentes en II existen miembros de
la familia tales que CCy,C, € F, y C;,Ciy1 € F; parai € {1,.,n —1}.

Corolario 6.2.1 G un grafo cordal con falsos gemelos. Entonces G es no
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UV minimal st y solo si G es un cometa impar.

Cometa impar de 5 vértices

Figura 6.16: Cometa Impar
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Capitulo 7

Grafos no UV minimales con

simpliciales esenciales

En el capitulo anterior se estudiaron los grafos minimales no UV con un
par de vértices falsos gemelos. Ahora, se estudian los grafos minimales no
UV con vértices simpliciales esenciales.

Recordemos que un vértice a, simplicial de un grafo G se dice esencial si

G — Nla] no es conexo (Figura 7.1).

@ Es simplicial esencial

Figura 7.1: Simplicial esencial

De la propia definicién de simplicial esencial se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 7.0.4 G un grafo cordal. a es un vértice simplicial esencial de G

st y solo si existe un drbol clique en el cual C, es un vértice interior.

Arbol clique con Ca interior
Figura 7.2:

Observar que los vértices falsos gemelos son simpliciales esenciales. Por
esto iltimo, en lo que sigue entre otros prohibidos se obtendrén los cometas
impares.

Sea a un simplicial esencial de G, T una representaciéon UV de G —a y
C' € C(G — a) tal que N(a) C C".
A un vértice v de G, v vecino de a cuya representacién F, = T'[X,Y] tiene
a X e Y en distintas componentes conexas de T" — C’ se le dird pasante de pasante
C' en T' (Figura 7.3).

Recordar que dado T' y H un hoja de T al camino de T entre C € V(T')

y H se le dice C-camino.
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\Y

Figura 7.3: Pasante

Dado C € V(T), ey, .., ek las aristas de T incidentes en C, a R; la compo-
nente conexa de T — {e;|j € {1,..,k} — {i}} que tiene a C, se le dird rama. rama
Una a — arista de T" es aquella cubierta sélo por vecinos de a (Figura

7.4).

Figura 7.4: a-arista

El estudio de las a-aristas de T” y su relacién con los pasantes de C’
serd fundamental en el estudio de los grafos no UV minimales. Se utilizaran
para ello las técnicas de injerto simple y compuesto junto con la propiedad

de invarianza de los cubridores.
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7.1. Estudio de a-aristas

Dado T se notaré A;B; a las a-aristas de T” siendo A; el extremo de la

a-arista més préximo a C’ (Figura 7.5).

Al

Bi

Figura 7.5:

Proposicién 7.1.1 G un grafo cordal no UV minimal, a un simplicial esen-
cial, T" un UV -drbol cligue G — a. Para toda arista a-arista de un C’ camino

de T', a minima distancia a C', existe un pasante de C' en T' que la cubre.

Demostracion:

Como G no es UV, es claro que la arista A;B; si bien estd cubierta sélo
por vecinos de a, no puede estar cubierta por todos los vecinos de a, ademés
todos los vecinos de a no pueden estar en A;, pues seria posible construir
un UV-érbol clique de G a partir de T". Més claramente, borrando la arista
A;B; de T y adicionando A;C,,C,B; (Figura 7.6).

Supongamos por el absurdo que ningin cubridor de A;B; es pasante de
C" en T, luego todo cubridor de A;B; es un camino de 7" tal que uno de sus
extremos es C’, ya que C' tiene a todos los vecinos de a.

Sea s; € B; separador de B; en direccién a las hojas. Claramente s; €

B; — A;.
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T
Al
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C
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Bi
Figura 7.6:

= Observar que B; no puede ser hoja de T”. Si lo fuera, A; B; podria estar
cubierta sélo por un vecino de a pues si existieran x,y vértices de G —a
vecinos de a tales Fy, Fy que cubren A;B;, es claro que F, = F, =

T'[C", B;] por ello serfan vértices gemelos de G — a.
Dado que C(G) = C(G —a) y que F, = F, U{C,}, F, = F, U{C.}
entonces z e y seran vértices gemelos de G, lo cual resulta absurdo pues

G es un grafo no UV minimal.

Pero entonces exisitird sélo un vértice cubriendo A;B;, con lo cual,
serd un vértice de corte de GG, que también es un absurdo porque los
grafos no UV minimales son al menos 2-conexos. Luego B; no es hoja

de T".
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= Sea T" el subérbol de 7" més grande que tiene a C’ y a B; como hoja.
T" es un arbol clique de Gr~ subgrafo inducido de G — a. En lo que

sigue se probard que Gr» — N|s;] es conexo.

1. Veamos esto ultimo. Si no fuese conexo, exisitiria una arista e de
T" cubierta solo por vecinos de s;. Claramente e no puede estar
en la componente conexa de T” — C’ que no tiene a B; pues se
supone que todos los cubridores de A;B; tienen por extremo a C’.
Ademsis e no puede ser arista de T"[B;, C’'] pues A;B; fue elegida
como la més cercana a C’ cubierta sélo por vecinos de a. Luego
e tiene que estar en la misma componente conexa de T” — C’ que
tiene a B; pero no en el camino T"[A;, C'], pero como C’ tiene a
todos los vecinos de a, cualquier cubridor de e y de A;B; tiene que
estar en C’, resultarfa que en (77, F') existirfa un claw, que es un

absurdo pues es una representacién UV de G — a (Figura 7.7).

» Es claro que si consideramos ahora el subgrafo de G, G; = G[V (Gr»)U
Nla]], este no es G pues B; no es hoja de T”, luego resulta UV por

minimalidad.

1. Veamos que G; — N[s;] es conexo. Supongamos que G; — N|s;]
no es conexo, luego existen al menos 2 aristas en cualquier repre-
sentacién UV de G cubierta solo por vecinos de s;; pero en T”
habia una tnica arista cubierta solo por los vecinos de s; y la tnica
diferencia entre G~ y G es que se ha agregado C, y una arista
XC, donde X es algin vértice de T”. Luego por la invarianza

de los cubridores, la tUnica arista cubierta por N[s;| de Tg, es la
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Figura 7.7:

114



arista CyX. Pero quienes cubren a C, son todos los vecinos de a
y sabemos que Ng,[si] & Neg,[a], pues como fue aclarado al prin-
cipio la arista A;B; no puede ser cubierta por todos los vecinos de

a (Figura 7.8).

X UV-arbol

Figura 7.8:

= Ahora bien G; — N|s;] es conexo luego en toda representacién de Gj,
B; es hoja. En particular, existe un UV arbol clique. Luego, a partir
de cualquier UV é&rbol clique de G es posible construir un UV-arbol
clique de G adicionando a dicho 4rbol clique, lo que se quité a T”. Més
claramente, si 77 es un UV-4drbol clique de G; y T3 la componente

conexa de T — A; que tiene a B; entonces T = T} UT5 es un UV-arbol
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clique de G (Figura 7.9).

Al

1.7 F "

1/ Bi
A

X R UV-trbol G- ¢

Figura 7.9:

Proposicién 7.1.2 G grafo cordal, a un simplicial esencial, T' un UV -drbol
clique de G—a, N(a) C C' cligue de G —a. Si G no es UV minimal entonces

existen al menos 2 a-aristas.
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Demostracidén:

Es claro que por ser a un simplicial esencial existen en cualquier arbol
clique de G al menos 2 aristas cubiertas sélo por vecinos de a, es decir 2
a-aristas. Por ello, en T” debe existir al menos una arista, que denotamos e,
cubierta sélo por vecinos de a, es decir e es a-arista.

Supongamos entonces que sélo existe esa a-arista en T".

Sea T} la componente conexa de T” — e que tiene a C’. Construimos T5 a
partir de 77 adicionando la arista C,C’ y sea G2 el subgrafo inducido de G
cuyo arbol clique es T5.

Como G5 # G, por minimalidad existe un UV-arbol clique de G5. Ademas
como T5 tiene sélo una a-arista, es claro que a no es simplicial esencial de G5
con lo cual en todo arbol clique C, es hoja.

Sea T\z un UV-drbol clique de G5. A partir de dicho 4rbol se construird un
UV-érbol clique de G como sigue (Figura 7.10):

Sean A; y B; los extremos de e siendo A; el de menor distancia a C’ en
T' y T3 la componente conexa de T — A; que tiene a Bj. Observar que si X
e Y inciden en B; en T3, no puede existir un vecino v deaconv € X NY,
pues T es un UV-drbol clique. Se construird un arbol adicionado la rama T3
aTp.

Mas claramente, sea T = T3U B,C, UT;. Es féacil verificar que dicho drbol
resulta un UV-arbol clique de G. Lo cual es un absurdo pues G no es UV

minimal.
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X X UV-arbol
\OCa -U;

a—7+ > / &

Figura 7.10:
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En la proposicién anterior probamos que al menos existen 2 a-aristas, es
decir al menos 2 aristas cubiertas sélo por vecinos de a, en cualquier UV-arbol
clique de G — a. Observar que si existen esas aristas en algin arbol clique
deben existir en cualquier otro arbol clique aristas cubiertas exactamente por
los mismo cubridores de esas aristas. Recordar que a esas aristas se las llama

aristas equivalentes.

Proposicién 7.1.3 G grafo cordal, a un simplicial esencial, T' un UV -drbol
cliqgue de G—a, N(a) C C' clique de G—a. Si G no es UV minimal entonces

existen al menos 2 a-aristas en distintas ramas de T".

Demostracion:

Supongamos por el absurdo que todas las a-aristas estan en un misma
rama de T” respecto de C'.

Sea R; la rama que incide en C’ y tiene a dichas aristas. Consideremos los
caminos de C’ hacia las hojas de R; y sean P, .., P, los caminos que tienen
a-aristas cubiertas. Observar que R; podria tener més de r hojas. De cada
uno de esos caminos elegir la a-arista que se encuentra a menor distancia de
C’, sean ey, ..,e;. Observar que [ podria ser menor a 7, mds ain ! podria ser
1 (Figura 7.11).

Por otro lado, como 7" es un UV-drbol clique, es claro que no existe un
vecino de a, cubriendo un par de aristas e;, e; con ¢ # j, pues caso contrario
exitirfa un claw.

Consideramos ahora la componente conexa T; de T” — {es, .., ¢;} que tiene
aC'

Construimos T, a partir de 77 adicionando la arista C,C’" y sea G, el

subgrafo inducido de G cuyo drbol clique es T5.
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B
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Figura 7.11:

Como G2 # G, por minimalidad existe un UV-arbol clique de G5. Ademaés
como T tiene sélo una a-arista, es claro que a no es simplicial esencial de G5
con lo cual en todo arbol clique C, es hoja.

Sea fz un UV-é4rbol clique de G2. A partir de dicho arbol se construye
un UV-arbol clique de G' como sigue (Figura 7.12):

Sea B; el extremo de e; més lejano a C’ en T" y P} la seccién del camino
P; hacia las hojas, cuyo vértice inicial es B; para ¢ =1,..,1.

Como se dijo antes, no existe un vecino de a cubriendo un par de aristas
e;,e; con i # j, luego es fécil verificar que el drbol T' = T, U Ui (CoB; U P})
es un UV-arbol clique de G.
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Figura 7.12:
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Proposicién 7.1.4 G grafo cordal, a un simplicial esencial, T' un UV -drbol
clique de G—a, N(a) C C' cligue de G—a. Si G no es UV minimal entonces
para cada a-arista e existe otra a-arista €' y v vecino de a tal que v cubre a
ey ae. Mds ain, sie es la primera a-arista, en direccion a C' en una rama

de T" entonces existe € a-arista en otra rama de T".

Demostracién:

Sean P;, para i = 1,..,7, caminos dirigidos de C’ hacia la hoja H; de T,
que tienen al menos una a-arista.

Si en P; existieran dos a-aristas, como C’ tiene a todos los vecinos de a
es evidente que existe al menos un vecino de a cubriendo a dichas aristas.

Sean ey, ..., ¢; las primeras a-aristas de cada uno de los caminos. Observar
que ! podria ser menor a r pues una arista podria estar en mdas de un camino.

Supongamos ahora que existe al menos una a-arista, digamos e; tal que
para cualquier otra arista e; para ¢ # 1, e; y e; no tienen un vecino de a
cubriendo a ambas.

Sea T; la componente conexa de T” — e; que tiene a C’, T construido a
partir de 77 adicionando la arista C,C” y G2 el subgrafo inducido de G cuyo
arbol clique es T5.

Sea fz un UV-arbol clique de G2. Observar que C, podria no ser hoja
de Tb. Ademas, si ay,..,ar son las a-aristas de T3, el ndmero de a-aristas
en ffz es k+ 1. Sean by, .., bi11 las a-aristas de fz Dado que se ha supuesto
que ninguna de las aristas e, .., e, comparte un cubridor con e, es claro que
ninguna de las a-aristas de 71, as, .., ax comparten un cubridor con e;, con
lo cual sélo una de las a-aristas de fg, b1, .., bg+1 comparten un cubridor con

e1. La arista de T, que tiene a C, como uno de sus extremos en 75, incluye
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a todos los cubridores de e;.
Se construye T un UV-4rbol clique de G: si B es el extremo de e; en T”
maés lejano a C’ y T3 la componente conexa de 7" — e; que tiene a Bj, sea

T =T3UB,C, UT.

Proposicién 7.1.5 G grafo cordal no UV minimal, a un simplicial esencial,
T un UV -drbol clique de G —a, N(a) C C' cliqgue de G —a, P un C’'-camino
de T" sin a-aristas. Sea e la primera arista de P desde C’'; que no estd en un
C’-camino de T con a-aristas. Si e estd cubierta por un vecino de a entonces
existen € a-arista de T' en otra rama, distinta de la que tiene a e, y un vértice

v vecino de a tal que v cubre a e y a €.

Demostracion:

Supongamos por el absurdo que para e no existe ninguna a-arista €’ con
la cual comparta un cubridor vecino de a.

Sea T; la componente conexa de T” — e que tiene a C’, T3 la componente
conexa de T — e que no tiene a C'.

T, construido a partir de 77 adicionando la arista C,C’' y G el subgrafo
inducido de G cuyo arbol clique es Ts.

Sea, fz un UV-arbol clique de G5. Observar que C, podria no ser hoja de
ifz y que cada a-arista e’ de T”, tiene una arista equivalente en ’fz

Como los vecinos de a que cubren e en 7", no cubren otra arista €/, no
pueden cubrir a las a-aristas equivalentes en Cfg, luego existe una tnica a-

arista en 75 que tiene a los cubridores de e. M4s atn, esa arista, que notamos
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e; tiene a todos los vecinos de a y es la a-arista de fg equivalente a la
a-arista C,C’' de Ts. Observar que los cubridores de e; son los vértices de
CoNC' =C, —{a}.

Luego existe una rama R; en fz respecto de C, que tiene a C' y a e;.
M4s atn, si A; era el extremo de e més préximo a C’' en T”, entonces A;
estd en R;. Veamos esto litmo, si A; no estuviera en R;, es claro que estd en
una componente conexa de Ty — e1, pero en 1" el camino T"[A;,C"] esta
cubierto por no vecinos de a. En particular, existird un camino minimal
entre el separador en direccién a las hojas de A; y el separador en direccién
a las hojas de C’ por no vecinos de a y por ser fz un arbol clique, los vértices
de ese camino se ubican en T3[A;,C"] con lo cual la arista e; deberfa estar
cubierta por al menos uno de esos vértices, que no es vecino de a y esto es
un absurdo.

Sea B el otro extremo de e en 7", en caso que R; tiene una y sélo una
a-arista, que sera e;, considerar el arbol clique T, = R; U A1 B; U T3 del
grafo GG3 que es un subgrafo inducido de G. Observar que T, tiene una tnica
a-arista. Por ello, en todo 4rbol clique de G3, C, es hoja, en particular en T
un UV-arbol clique. Luego T' = T; — R; UTy es un UV-érbol clique de G.

Si R; tiene mds de una a-arista, es facil verificar que C’ y A; estdn en
la misma componente conexa obtenida de R; borrando todas las a-aristas.
Veamos esto: en T” el camino T"[A;,C’] esta cubierto por no vecinos de a.
En particular, existird un camino minimal entre un separador en direccién a
las hojas de A; y un separador en direccién a las hojas de C’ por no vecinos
de a y si no estuvieran en la misma componente conexa de R; borrando las

a-aristas, al menos un vértice del camino, deberia cubrir una de las a-aristas
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que fueron borradas, pero los vértices de ese camino no son vecinos de a y
esto es un absurdo.

Sea e; = C, X la arista de R; cubierta por todos los vecinos de a. En el
camino fz[Ca,Al] existe sélo una a-arista, pues caso contrario, esa a-arista
tiene una equivalente en 7" y al menos un vecino de a que cubre e = A; B;
debe cubrir esa arista por la posicién que tienen ellas en fg[Ca, A;] contradi-
ciendo lo supuesto.

Sean by, ..,b; las a-aristas en la componente R;. Sea R la componente
conexa de R; — {b; i = 1, ..k} que tiene a C’. Una de dichas aristas es C, X,
para fijar ideas supongamos que b, = C, X y b; = C;D; con C; més préximo
a C, que D;.

Sea Ts = RU A;B; UT3 U Cy,X, es un arbol clique de un subgrafo G
inducido de G. Luego, existe un UV-4rbol clique de Gf, en el cual C, es hoja.

Para cada b; con ¢ = 2, .., k, los cubridores en R; de b; son en R vértices
gemelos de G5, con lo cual en el UV-arbol clique cada uno de esos vértices
tienen los mismos extremos incial y final, observar que uno de sus extremos es
C,. Sean X, ..., Xi los otros extremos y T'r,, ..., Ty las componentes conexas
de Ry — {b1,..,bx} que no tienen a X,,.., X} respectivamente. Se construye
entonces un UV-4rbol clique de G como sigue: T — R, UT5 U, CiXiulUJs Trs.

O

Se les dird apareadas a las aristas que satisfacen las Proposiciones 7.1.4  apareadas

y 7.1.5
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7.2. Construyendo UV-arboles clique

En lo que sigue se mostrard una manera de construir a partir de 77, un
4rbol T que resultard arbol clique de un subgrafo inducido de G que tiene a
todos los vecinos de a.

Sean ey, .., ¢; las a-aristas de T', UV -arbol clique de G — a, més cercanas
a C’. Como antes sea A; el extremo de e; més préximo a C’ y B; su otro
extremo. Sea T" =T' — {e1, .., e1}, y T; el subdrbol de T, que tiene a B;, T}
la componente conexa de 7" que tiene a C’ y T} con una arista més C'Cl,
es decir T{ U {C'C,} . Ahora, consideramos G = Griu{crc,); observar que a
es vértice simplicial de G.

Es claro que G es un subgrafo inducido de G, ademés G # G pues T” # T’
con lo cual G es UV. Ademés, G — Nla] es un grafo conexo pues T) U{C'C,}
es un arbol clique de G que tiene una tnica arista C’'C, cubierta solo por
vecinos de a. Luego, en todo arbol clique de G, C, es hoja. En particular,

sea T un UV-4rbol clique de G con C, como hoja.

Proposicién 7.2.1 1. T tiene todos los vértices de los C'-caminos sin

a-aristas de T" y los B; no son vértices de T.

2. Si existen e;, e; a-aristas incidentes en C' en T" y cub(e;) Ncub(e;) # 0
J J

entonces C,C" es una arista de T.
3. TuU Uf;=1 C,B; UT; es un drbol clique de G.

4. Sia; son separadores de A; en direccion a las hojas de T' y a;,a;,a con

i # j no es una tripla entonces A; N N(a) C A; 0 A;N N(a) C A;.
5. Los vértices de B; N B; son gemelos de G = Gx.
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Demostracion:

1. Por la construccién de T.

2. Como cub(e;) N cub(e;) # O existe v € N(a) cubriendo ambas aristas.
Ademsés, como e; y e; inciden en C' entonces en G, v esté solo en
C' y C,. Luego, en todo 4rbol clique de G, C'C, debe ser arista. En

particular, es arista de T.

3. Usando injerto simple y compuesto.

4. Supongamos que N(a) N A; € A; y N(a) N A; € A;. Luego, existen
zeN(@NA;—Aeye N(a)NA — A

Veamos que a;,a;,a es una tripla de G. Es claro que existen x,, .., T

vértices de G — N|a] cubriendo T"[4;, A;].

Luego, existe un camino Fy, q;, entre a;, a;, cuyos vértices no estan en

Nlal.

Como z € N(a) N A; — A;, existe un camino P, , = a;,,a entre a;,a

que no toca la vecinanza de a;.

Como y € N(a) N A; — A;, existe un camino Py, , = a;,9,a entre a;,a

que no toca la vecinanza de a;.

Luego a;,a;,a es una tripla de G.

5. Todo vértice x de B; N B, estd representado por un camino F, =
V(T{[Ai, Aj]) en T7; en T, z est4 representado por el subarbol, que en

particular resulta un camino, F! = V(T[X, C,]) con A;, A; € T[X,C,).
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Por ello, son vértices gemelos cuyas representaciones tienen extremos

C,y X.

Observar que el arbol clique de G obtenido en la Proposicién 7.2.1, podria

no ser un UV-drbol clique (Figura 7.13).

Cambiar por UV-arbol clique

Figura 7.13: Construccién arbol clique
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7.3. Grafo Il

Con el conocimiento previo dado en las Proposiciones 7.1.1 a 7.1.5, se
construye un grafo auxiliar II a partir del drbol clique T": grafo auzi-

Para todo P C’-camino de T" (Figuras 7.14, 7.15): liar II

1. Si P tiene una a-arista, se toma la a-arista que se encuentre a menor

distancia de C’" en T".
2. Si P no tiene a-arista, se toma si existe una e, arista de P, cumpliendo:

a) e es la primera arista de P que no estd en un C’-camino con a-

arista,

b) e estd cubierta por vecinos y no vecinos de a.

Figura 7.14: Construccién II

Sean ey, .., e, las aristas de T” elegidas anteriormente.
V(II) = {ei}z‘=1,..,r3
E(II) = {ese;, si existe v € V(G) N N(a); v cubre a e; y e}
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€1 62

€3 €4

Figura 7.15: Construccién de II

Procedemos a etiquetar algunos vértices de II:

1. De los vértices e; de II que se corresponden a los definidos en 1, sélo
se etiquetan con 2 aquellas que satisfacen: existe un w vértice de G,
vecino de a cubriendo e; y para todo otro vértice e; de Il siendo e; una
a-arista apareada con e;, es decir e;, e; dadas por la Proposicién 7.1.4,

w no cubre a ninguno de los extremos de e; (Figura 7.16).

2. De los vértices e; de II que se corresponden a los definidos en 2 se

etiquetan con 1.

Asi, IT puede no tener etiquetas o tener etiquetas 1 o 2.
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€1 Recibe etiqueta 2
debido a w.

Figura 7.16: Etiquetacién de II
Proposicién 7.3.1 En Il eziste al menos una arista.

Demostracion:

De las Proposiciones 7.1.3 y 7.1.4. O

Proposicién 7.3.2 Si II tiene una arista cuyos vértices estdn etiquetados
con 1 entonces existe un camino en Il que tiene a dicha arista en su interior

o un ciclo de 3 vértices como subgrafo inducido.

Demostracién: De la Proposicién 7.1.5. m|

Proposiciéon 7.3.3 Si Il no es bipartido entonces

s G tiene a un cometa impar (Figura 7.18) o a o9 (Figura 7.28) o0 a la
pirdmide de 6 vértices con un vértice universal (Figura 7.21) o a oay1

como subgrafo inducido (Figura 7.20).
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s GesnoUV.

Demostracién:

Como IT no es bipartido, es claro que existe un ciclo impar Ciclogg.

Sea Ciclogy1 = €1, ..,e2k41€1, €, = A;B; con B; el extremo méas lejano
de C’ en T'. Consideramos $i, 83, .., Sox41 l0s separadores de B, .., Bogy1 en
direccién a las hojas; v; un cubridor de e; y de e;11 vecino de a, para i =
1,..,2k y vor41 cubridor de e; y esry; también vecino de a.

Claramente, C’ y C, son cliques distintos de G luego existe x € C' — C|,

o sea x no es vecino de a. Analizamos varias situaciones:

1. Supongamos primero que z no cubre a ningun e; (Figura 7.17).

€1

v

)

Figura 7.17:
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Claramente {vy, ..., Vog+1, } €s un completo; {v1, ..., Vag+1,a} €s un com-
pleto; {s1,v1, vak+1} es un completo; {s;, v;—1,v;} es un completo para

i=2,.2k+1.

Sea G el subgrafo de G inducido por los vértices {x, a,v1, .., Vag+1, S1, -+, S2k+1}»
claramente x y a resultan falsos gemelos de G. Més atin G es un cometa,

impar (Figura 7.18).

Cometa impar

Figura 7.18:

. Supongamos ahora que z cubre a uno y sélo uno de los e;, para fijar

ideas supongamos que z cubre a e; (Figura 7.19).

Claramente {vy, ..., Uag41, 2} €s un completo; {v1, ..., Vag+1, a} €s un com-
pleto; {s1, v1, U2k+1, 2} es un completo; {s;, v;_1,v;} es un completo para

1=2,.,2k+ 1.
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1

e

c,

o —0

o/
L/J'\

% q
Figura 7.19:

Sea G el subgrafo de G inducido por los vértices {z, a, v1, .., Vag41, S1, -, S2k+1 )5

en este caso & y a no son falsos gemelos de G (Figura 7.20).

O2k+1

Figura 7.20:
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3. Supongamos ahora que z cubre a exactamente 2 de los e;, es claro que

no puede estar en 3 de los e; pues T” es un UV-drbol clique de G — a.

a) Si los e; son consecutivos en el ciclo, para fijar ideas e;, e;. Clara-
mente {z,vor41, Vs, a, S1, 2} inducen la pirdmide de 6 vértices y
v; es adyacente a todos esos vértices con lo cual resulta un vértice

universal de la pirdmide (Figura 7.21).

\ /

€2 T

, ell
ei_ e3/

)

Figura 7.21:

b) Si los e; no son consecutivos en el ciclo, dividen el ciclo en 2
caminos uno de longitud impar mayor o igual a 3, consideremos
ese camino para fijar ideas ey, ..., €.

Claramente {vy, ..., Vo541, 2} es un completo; {vi, ..., vokt1,a} €s

un completo; {s1,v1,z} es un completo; {sak, T, vor_1} €s un com-
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Figura 7.22:

Figura 7.23:

pleto; {s;,vi—1,v;} es un completo para i = 2,..,2k — 1 (Figura

7.23).

En las siguiente proposicién, se probard que si Il es bipartido y existe
una arista en II cuyos extremos estdn ambos etiquetados con 1, G tiene a un

prohibido de intervalos con un vértice universal.
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Proposicion 7.3.4 II es bipartido y una arista de Il tiene sus vértices eti-
quetados con 1 entonces G tiene como subgrafo inducido a un prohibido de

intervalos con un vértice universal.

Demostracion:

Sea eses la arista de II cuyos extremos estin etiquetados con 1. Por la
Proposicién 7.3.2 y por ser IT bipartido existe un camino que tiene a eses
como una de sus aristas interiores. Claramente dicho camino tiene por lo
menos longitud 3.

Sin perder generalidad, sea P = ey, ey, €3, €4 un camino de II y notamos
A; y B; a los extremos de e; siendo B; el extremo més lejano a C’ en T’

(Figura 7.24).

Figura 7.24:
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Como eje; € E(II) existe un vecino de a, v; que cubre a e; y a ez, en
particular v; € By N By N N(a).

Anslogamente, eze3 € E(II), existe un vecino de a, v2 que cubre a ez y a
es, en particular vo € Bo N B3N N(a); ezeq € E(II), existe un vecino de a, v;
que cubre a e3 ¥ a ey, en particular v3 € B3N By N N(a).

Sean s,, s3 vértices separadores de By y Bj; en direccién a las hojas de T"
respectivamente.

Veamos que existe una tripla entre s, $3 vy a.

Claramente, v; no estd en Bz pues T” es un UV-drbol clique, por igual
razén, vz no esta en Bs.

Se tiene entonces:

1. un camino entre a y s2 que no toca la vecinanza de s3; mas clarmente

a,v1, 82,
2. un camino entre ¢ y s3 que no toca la vecinanza de s,, es decir, a, vs, s3.

Ademas como e; y ez estan etiquetados con 1, existen vértices no vecinos
de a cubriendo el camino 7”[Bs, B;]. En particular, existe un camino entre
$2 y 83 que no toca la vecinanza de a.

Luego ss, s3,a es una tripla de G.

Por otro lado, v, € BN B3N N(a) con lo cual resulta un vértice universal
para la tripla s, s3, a.

Con lo cual G tiene como sugrafo a un prohibido de intervalos con un

vértice universal. O
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7.4. Caminos en [I

En la siguiente proposicién se presentan los tinicos casos que permiten
construir, como se vera posterioremete, los prohibidos UV minimales que

tienen vértices simpliciales esenciales.

Proposicién 7.4.1 II es bipartido.

1. Siexiste P = ey, .., egx, camino impar entre dos etiquetados con 1(ey, ez,
con etiquetas 1), e; sin etiquetas para 1 < i < 2k, las aristas de indice
impar inciden en un mismo vértice de T" y las aristas de indice par inci-
den en el mismo vértice de T' entonces G tiene como subgrafo inducido

a oo (Figura 7.26) o Bory1 (Figura 7.27) y G no es UV.

2. Si emiste P = ey, .., ea41, UN camino par entre un etiquetado con 1 y
otro etiquetado con 2 (e; etiquetado con 1, egt1 etiquetado con 2), e;
sin etiquetas para 1 < i < 2k + 1, egy; tnciden en el C'-camino en T’
del cual fue elegida e; y las aristas de indice par inciden en el mismo
vértice de T entonces G tiene como subgrafo inducido a Porr2 (Figura

729y G noesUV.
Demostracién:

1. Sean B; extremo de e; en direccién a las hojas de T" para i = 1,..,2k
y T el subédrbol inducido de T' = T" U {C"C,} por (B;)i=1,..2, C' y Ca.
Veamos la Figura 7.25

Si s1, 82, ..., Sok son separadores de By, By, Bs, ..., Box_1, Boy seran vértices

simpliciales de G.
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Figura 7.25:

Sean wv; el cubridor de e; y es vecino de a, vy el cubridor de es y e3
vecino de a,..,Uz,_1 €l cubridor de eo_1 y esr vecino de a. Claramente,

V1, Vg, .....Ugp—1 inducen un Kop_;.

Dado que e; tiene etiqueta 1, existe un vértice h; cubridor de e; que
no es vecino de a y como también ey, tiene etiqueta 1, existe un vértice
hory1 cubridor de ey; que no es vecino de a. Observar que hy y hoy

podrian ser el mismo vértice.

n hl = h2k:-
Claramente, {v1, .., Vag—1,a} induce un Ko; {v;, Vi1, Si41} induce
un K3 parai =1, ...,2k—2; {hy, vy, 81} induce un Ks; {v1, ..., vog_1, h1 }
induce un Ksy.

En este caso, se dird que el grafo inducido por {v1, .., vag—_1, @, b1, 51, ..., S2k }

es un semicometa par y se notard oa.

La Figura 7.26 corresponde a 0y4.
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e P 1
04
Figura 7.26:

n hy # hog.
Sea P = hi,%9,..,%j, hox camino minimal de G que cubren el
camino T"[Bj, Bag]. Observar que P podria tener longitud 1.
Claramente, {vy, .., Vak—1, a} induce un Ko; {vi, Vi1, Si+1} induce
un K3 parat =1, ...,2k—2; {hy, vy, s1} induce un K3; {hog, Vog—1, S2k }
induce un K3; {v1, ..., Vag—1, h1, z1 } induce un Kog11; {v1, ..., Vok—1, Tiz1, Ti }
induce un Koy para i = 3,..,5; {v1, ..., Vok—1, &, hor} induce un
Kogq1.
En este caso, se dira que el grafo inducido por {v1, .., v2k—1, @, h1, Z2, .., Z;,
Rak, 81, -+ S2k} €S Paks1-

La siguiente figura corresponde a (s (Figura 7.27).
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Figura 7.27:

2. Sea X € T"[ey, ("], basta con tomar X a distancia minima de egg;.

Sea Ay el extremo de todos las aristas pares, es decir ey; para i =
1,..,k — 1 més préximo a C’ en T" y x e ay separadores en direccién a
las hojas de X e A, respectivamente. Observar que A; # C’ pues exr1

tiene etiqueta 2 (Figura 7.28).

Si z,as,a es una tripla entonces G tiene a un prohibido de intervalos
con un vértice universal. Mas especificamente, un pasante que cubre a

e1 y es resulta el vértice universal.
Si no hay una tripla entre esos vértices entonces se tiene que todo

cubridor de X' cubre A,. Veamos esto:

a Si X' no cubre A, existe un vértice y € XNC'— A, ademds como

eor4+1 tiene etiqueta 2, existe un vértice w vecino de a cubriendo
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Figura 7.28:

ear+1 y 1o cubriendo As,; por ello existe un camino z,y, w, a entre
T y a por no vecinos de ay; también T"[X, Ay] estd cubierto por
no vecinos de a con lo cual existe un camino entre x y ay por no
vecinos de a; ahora bien como es;, €941 es arista de I, existe un
v9; € N(a) — X cubriendo ey, 241, se tiene asi un camino entre
as y a por no vecinos de z; contradiciendo asi que z,as,a no es

una tripla.

Sea v € (X N Az) — N(a).

Sean B, .., Bory1 los extremos de ey, .., eax41 @ mayor distancia de C’
en T' y S, ..., Sor41 Sus separadores en direccién a las hojas de T” re-

spectivamente.

Como e;e;r; € E(IT), sea v; vecino de a cubridor de e; y e;1 para

i=1,..,2k. Observar que v; € X N Bo N N(a).
Por otro lado, eg41 tiene etiqueta 2, existe w € (N(a) N Bag—1) — As.
Claramente {v, vy, .., vox, w} es un completo; {a, vy, .., Vax, W} €s un com-

pleto; {v, v1, 2} es un completo; {v, as, vy, .., Vor } €s un completo; {v;, viy1, Sit1}
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B 2k+2

Figura 7.29:

es un completo para i = 1,..,2k —1; {sor41, w, U2 }. La siguiente Figura

7.29 corresponde a un camino de longitud 2.

Luego G tiene como subgrafo inducido a [ag2-

En lo que sigue, se mostrara que en la proposicién anterior, en caso que
las aristas que definen a II no inciden en un mismo vértice de 1", se reduce
a casos ya estudiados.

Para ello, a partir de considerar 77, la componente conexa obtenida del
borrado de a-aristas de T que tiene a C’, se construird un grafo auxiliar

IT*. Con esto, se probocard una modificacién de II lo que conducira, entre
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otras cosas, a que vértices de II que no estaban etiquetados ahora resultan

etiquetados en IT*.

Observacién 7.4.1 Lo que asumiremos para facilitar los andlisis posteriores

es que el borrado de a-aristas no genera en los II* ciclos impares.

Situaciones con ei no incidiendo en el mismo vértice

N SN
/ Aj & / é.

|

Figura 7.30:

1. Supongamos P = e, .., e, con e; y e con etiqueta 1.

Supongamos que e; es la primera arista tal que e; ;2 no incide en el mis-
mo vértice de T' que e;_y para I > 0. Sin perder generalidad podemos
asumir que ¢, se corresponde a un indice par, en caso contrario podemos
considerar el camino P’ = ey, ..., e; ¥ aplicar el mismo anaélisis que se
propone a continuacién. En lo que sigue se analizan 2 situaciones te-

niendo en cuenta cual es la posicién en T” de e;12, €11, €;.
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a) Si et incide en T'[A;, Ai41](recordar que A; es extremo de e; més
préximo a C’ en T"), consideramos la componente conexa de 1" —
{€i+2, --, €2k} que tiene a C’ a partir de dicha componente conexa
se define el grafo auxiliar IT* de la misma forma que IT fue definido,
por La Observacién 7.4.1, en IT* no hay ciclos impares. Observar
que existe v € N(a) cubridor de e;,; y €;,2, al borrar e;, .., e2x de
T' resulta e;41 etiquetado con 2, debido a la existencia de v, en Tj.
Por ello, P = ey, ..., €;11 €8 un camino par entre e; etiquetado con
1y e;41 etiquetado con 2 en IT* y puede asi aplicarse la Proposicién

7.4.1.

b) Si en cambio e;;; no incide en T'[A;, A;41], consideramos la com-
ponente conexa Ty de T — {e;;2, €43, --, €2 } que tiene a C’ y sea
ef 9 € T'[C', ei42] la primera arista incidente en T"[A;, Ait1].
Observaremos que existe v € N(a) cubriendo e;4; y €42, clara-
mente por como fue elegida e, ,, v cubre e;y1, €], ,; ademds e},
estd cubierta por no vecinos de a, de lo cual resulta que en 77,
€;,, estd cubierta por vecinos y no vecinos de a y tiene un a-arista
con la cual comparte un vecino de a.

A partir de 77 se define el grafo auxiliar IT* de la misma forma
que II fue definido, por la Observacién 7.4.1 no hay ciclos impares,
y P =e,...,€i+1,€;,5 €s un camino impar entre e; y €;,, ambos

etiquetados con 1 y puede asi aplicarse la Proposicién 7.4.1.

2. Supongamos P = ey, ..,es,4+1 con e; etiquetado con 1 y eg41 con eti-

queta 2.
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Si ezxy1 no incide en el C’-camino en el cual fue elegida e;, se pro-
bard que G tiene una tripla con un vértice universal. Claramente por
no incidir en el C’-camino, C’ no es uno de los extremos de es11, sea
Agks1 uno de sus extremos, el més préximo a C’ y asx41 un separador

de Agi41 en direccién a las hojas de T7.

Sea Agy, el vértice mas préximo a C' que es extremo de ey, como egp 41
tiene etiqueta 2, es claro que C" # Ay, més atln, existe w cubriendo

esr+1 tal que w no estd en Agg, y por ser II bipartido w no cubre e;.
Sea agr un separador de Ay, en direccién a las hojas de T".

Veamos que a, as, aop+1 €S una tripla, como eje; € E(II) existe vy
cubriendo e; y e;, en particular v; estd en Ag,. Por otro lado, como 7"
es un UV-arbol clique, v; no puede estar en Asx, 1. Luego a, vy, aq es

un camino entre a y agy, por no vecinos de aggi1.

Claramente, w no estd en Ag; por ser el vértice que da la etiqueta a
€2r+1, con lo cual a, w, agxy1 €8 un camino entre a y asg4+1 por no vecinos

de agy.

Por otro lado, T"[Aok, Aok+1] €s un camino cubierto por no vecinos de
a, motivo por el cual existe un camino entre as; ¥ azk+1 por no vecinos

de a.
Luego a, ask, ask+1 €s una tripla.

Como egxeax+1 € E(II), existe vy, € N(a) cubriendo dichas aristas.
Luego vgr € Agg N Aggy1. Claramente vo, resulta un vértice universal

de la tripla.
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Supongamos que las e;, con i un indice par no inciden en el mismo

vértice.

Sea eg; la primera arista tal que eg;.2 no incide en el mismo vértice de

T’ que eg;_o paral > 0.

En lo que sigue, se analizan 2 situaciones teniendo en cuenta cual es la

posicién en T’ de eg; ;.

a)

b)

Si eg;42 incide en T"[A;, Ao](recordar A; extremo de e; més préxi-
mo a C’ en T"), consideramos la componente conexa 7] de T" —
{€2i+2, -, €2k+1} que tiene a C’ a partir de dicha componente conexa
se define el grafo auxiliar IT* de la misma forma que II fue definido,

por la Observacién 7.4.1 en IT* no hay ciclos impares.

Observar que existe v € N(a), cubriendo es; 11 ¥ €2;42, con lo cual
al borrar de T" las aristas eg;it1, .., €2k+1 resulta que en 77, ey
estd cubierto por v vecino de a que no ests en ningin B; siendo

B; extremo de e; més lejano a C’ en T”, para i < 2i + 1.

Claramente, P = ey,...,€9+41 €S un camino en II* par entre e;
etiquetado con 1 y ey;4; etiquetado con 2(v es el vecino de a que
le asigna la etiqueta 2 en IT*) y puede asf aplicarse la Proposicién

74.1.

Si en cambio eg;yo no incide en T"[A;, Ag, consideramos la com-
ponente conexa 1] de T' — {ez;42, €2i+3, --, €2k } que tiene a C’, sea
e3iva € T'[C", €3i40] incidente en T"[A;, A,].

Observaremos que existe v € N(a) cubriendo e;11 y e;42, clara-

mente por como fue elegida e}, ,, v cubre e;1, e, ,; ademés €},

148



estd cubierta por no vecinos de a, de lo cual resulta que en 77, €}, ,
estd cubierta por vecinos y no vecinos de a y tiene una a-arista
con la cual comparte un vecino de a.

Se define a partir de 17 el grafo auxiliar IT* de la misma forma
que II fue definido, por la Observacién 7.4.1 en II* no hay ciclos
impares y P = ey, ..., €241, €3, €S UN camino impar entre e; y

€542 etiquetadas con 1 y puede asf aplicarse la Proposicién 7.4.1.
De lo anterior se tiene la siguiente proposicidn.

Proposicién 7.4.2 II es bipartido.

1. Siexiste P = ey, .., eax, camino impar entre dos etiquetados con 1(ey, ey
con etiquetas 1), e; sin etiquetas para 1 < ¢ < 2k entonces G tiene como

subgrafo inducido a oo 0 Por+1 Yy G no esUV.

2. Si existe P = ey, .., €341, un camino par entre un etiquetado con 1
y otro etiquetado con 2 (ey etiquetado con 1, exryy etiquetado con 2),
e; sin etiquetas para 1 < i < 2k + 1 entonces G tiene como subgrafo

inducido a Bor2 Yy G no esUV.

En las siguientes proposiciones, se estudian los casos de caminos de lon-
gitud mayor o igual a 1 entre etiquetados con 2.
Para fijar ideas, comenzaremos estudiando el caso en que en II hay una

arista cuyos extremos estan ambos etiquetados con 2.

Proposicién 7.4.3 II es bipartido y tiene una arista con ambos vértices
etiquetas con 2 entonces G tiene como subgrafo inducido a un prohibido de

intervalos con un vértice universal.
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Demostracion:

Observar que dado que e; y es tienen etiqueta 2 y eiex € E(II), ni e; ni
ey inciden en C’ en T".

Sean A; los extremos de e¢; més préximos a C’ y a; separadores en direccién
a las hojas de T” de los vértices A;. Veamos que a;, as, a es una tripla.

Como e; tiene etiqueta 2, existe un w; € N(a)NA; — Az, luego a1, wy,a es
un camino entre a; y a que no tiene vecinos de a,; ademds e, tiene etiqueta
2, existe un wy € N(a) N A2 — A, luego az, w2, a es un camino entre az y a
que no tiene vecinos de a;.

Por tener T"[A;, As] un cubrimiento por no vecinos de a, existe un camino
entre aj, as que no toca la vecinanza de a. Luego a3, az, a es una tripla.

Por otro lado eje; € E(II) luego existe v; € N(a) un cubridor de e; y es.

Claramente v; es un vértice universal para la tripla a, a, a.

En las siguientes proposiciones, se presentan resultados sobre caminos de

longitud impar en II entre dos vértices etiquetados con 2.

Proposicién 7.4.4 II es bipartido, P = ey, .., ea, un camino de Il entre dos
) ) 7

vértices etiquetados con 2 tal que ey, es incide en Az, e1,ear—1 tncide en Ag

y ningin vértice interior del camino tiene etiqueta entonces G tiene como

subgrafo inducido a un prohibido de intervalos con un vértice universal.

Demostracién:
Como e; tiene etiqueta 2, es claro que A, # A;. Més aiin, A, # C'. Luego

€2, €ox no inciden en C’.
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Por otro lado, es;, también tiene etiqueta 2, por ello es;x—1 no puede incidir
en C’, luego A; # C’

Sean a;, as separadores de A; y A, respectivamente en direccién a las
hojas de T".

Se probara que ay, as, a es una tripla y cualquier cubridor de e; y ;41 con
i =101=2k—1 es un vértice universal para esa tripla.

Como A; # Az, y el camino T"[A;, A»] estd cubierto por no vecinos de a,
existe un camino entre a; y as por no vecinos de a.

Como e; tiene etiqueta 2, existe wy € N(a) cubriendo e; y en particular
no estd en A,. Luego existe a;, ws, a camino entre a; y a por no vecinos de
as.

ear también tiene etiqueta 2, existe wy € N(a) tal que wy € N(a) — A;.
Luego a3, ws, a es un camino entre as y a por no vecinos de a;.

Por otro lado, existe v; € N(a) cubridor de e¢; y de e;41 parai = 1 o
i =2k — 1, como ey, ex;_; ¥ ez, €0 inciden respectivamente en A; y Ay se
tiene que v; € A; N Ay parai =101 =2k — 1 es un vértice universal para

la tripla ay, as, a.

La siguiente proposicién generaliza los casos en que existen caminos im-
pares en II entre dos vértices etiquetados con 2. Se probard entonces que GG

tiene como sugrafo a los obtenidos en las Proposiciones 7.4.2 y 7.4.4.

Proposiciéon 7.4.5 II es bipartido, P = ey, .., ear un camino de Il entre dos
vértices etiquetados con 2 y nigun vértice interior del camino tiene etiqueta

entonces G tiene como subgrafo inducido a un prohibido de intervalos con
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un vértice universal o G tiene como subgrafo inducido a los obtenidos en la

Proposicion 7.4.2.
Demostracion:

1. En primer lugar se probara que eg;, y €22 inciden en el mismo vértice.

Supongamos que no, o bien ey incide en T”[egk—1, eax—2] 0 bien ey no
incide en T"[egx—1, €ox—2]. Sean Agg_1, Aok, los extremos de exr_;1 ¥ e
respectivamente, mas préximos a C’ en T" y asx_1, asx los separadores

en direccién a las hojas de Agg_; y Aog.

a) Si ey, no incide en T”[egg_1, €2k—2], cOmo egy tiene etiqueta 2,
A2k—1 7é A2k:- Maés aﬁl’l, Azk_]_ ?é Cl.
Se probara que asg—1, asx, @ es una tirpla y que el cubridor de eg;_;
y egr es un vértice universal para la tripla.
Como Agg—y1 # Az, y el camino T"[Aok—_1, Aok estd cubierto por
no vecinos de a, existe un camino entre asx_1 y Gor POr NO vecinos

de a.

Sea vgy_2 € N(a) cubridor de eg_; y esx_2, €s claro que vog_2 nO
estd en Aoy pues ey, no incide en T"[esk—1, €2x—2)- Luego existe el
camino agg_1, Vak_2, G €ntre as;_1 y a por no vecinos de aop_;.
Como ey, tiene etiqueta 2, existe wo, € N(a) tal que wor, € N(a)—
Ask_1. Luego agg, wor, @ €s un camino entre asy, y @ por no vecinos
de aop_1.

Por otro lado, existe vy,_1 cubridor de ex;_; y de e vecino de

a, como eo,_1 y ez inciden respectivamente en A; y As se tiene
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que vop—1 € A; N As. Por ello, vog—1 es un vértice univeral para
la tripla agk-1, ask, a. Luego G tiene como subgrafo inducido a un

prohibido de intervalos con un vértice universal.

b) Si eqy, incide en T"[eox—1, €2x—2] , claramente Agg_; # Aoy pues esg
tiene etiqueta 2. Mds atin, Ag,_; # C’. Observar que en este caso
Agy, podria ser C’.

Sea T7 la componente conexa de 7" — {ey, .., esx—2} que tiene a C’
y II* el grafo auxiliar definido para 77, por la Observacién 7.4.1
en IT* no hay ciclos impares.

Sea e3,_, la primera arista que incide en T”[egk—1,€26—2] ¥ nO
estd en T"[ezk—1, €2x); por la eleccién de el , es claro que en T”
estd cubierta por vecinos y no vecinos de a, ademds como existe
v € N(a) cubriendo eg_2 y eg—1 en particular cubre e3;_,. Luego,
P* = e}, _,, €21, €, €s un camino par en IT* entre vértices etique-
tados con 1 y 2, por la Proposicién 7.4.2, G tiene como subgrafo

inducido a fag4o-

Andlogamente, e; y e3 inciden en el mismo vértice.

2. Supongamos que e; y e no inciden en el mismo vértice A y que

e1, o1 ho inciden en el mismo vértice A;.

En este caso se analizardn dos situaciones:

a) Primero que A; = C' = As. Por la etiquetacién de e; y ez, con
2, se tiene que Agx_1 A C' 'y Ay # C.

Si existe eg;4+1 que no incide en 7"[C’, Agk—1], sin perder generalidad
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supongamos que es el primer vértice de IT* en esas condiciones,
sea T] la componente conexa de T" — {esi41, .., €2x} que tiene a
C', €511 € E(T"[e2i41,C"]) que no incide en T"[C", Agi_1]; por la
eleccién de e};,_, es claro que en T” estd cubierta por vecinos y no
vecinos de a, ademés como existe v € N(a) cubriendo eg;11 y e;
en particular cubre €3, ;. Luego, se define IT* a partir de T3, por
la Observacién 7.4.1 en IT* no hay ciclos impares. Claramente en
IT* hay un camino P = e}, €3, €2i-1,..,€1 entre un etiquetado
con 1y otro con 2. Luego por la Proposicién 7.4.2, G tiene como
subgrafo inducido a fag 2.

Si toda e; con ¢ par o impar incide en T"[Az, Agk—1), podemos

analizar 2 situaciones:

1) si existe i tal que ey;, €241 no inciden en C’ entonces G tiene a
un prohibido de intervalos con un vértice universal como sub-
grafo inducido. Veamos esto, sean Ay; y Az los extremos
de ey; y €441 més préximos a C’' en T' y ag;, asi41 SUS respec-
tivos separadores en direccién a las hojas. Es fécil verificar
que ag;, a2i+1,0 €s una tripla y el cubridor de eg; y de egiq;
es el vértice universal de la tripla. Mas especificamente, co-
mo T"[As;, Agi+1] estéd cubierto por no vecinos de a existe un
camino por no vecinos de a entre as; y ag+1; por otro lado
existen vo;_; € N(a) cubriendo ex_1, eax, v1 € N(a) cubrien-
do ey, ey, claramente, existen el camino a, vog—1, @941 entre a
y agi+1 que no toca la vecinanza de ay; y el camino a, vy, a;

entre a y as; que no toca la vecinanza de ag;41 pues 7" es un
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UV-4rbal clique.

2) de lo expuesto en i) podemos asumir sin perder generali-
dad que existe i tal que es; no inciden en C'. Sea egy_o €l
primer indice considerando el camino eg, €21, --..., €1 qUe No
incide en C’, observar que k podria ser [ + 1 y en ese caso
la primera arista serfa e;. Sea T la componente conexa de
T' — {es, .., €ak—21, €2k—1, €2} que tiene a C’, e}, _,, la primera
arista incidente en T"[Agx_o;, Az)(siendo Agx_o extremo de
eok—21 Més préximo a C' en T"), ek, , la primera arista en
T'[C’, Agk_1] incidente en Agx_1; por la eleccién de e}, o y
e5x—1 €s claro que en T” estd cubierta por vecinos y no veci-
nos de a, ademds existe v € N(a) cubriendo es_2 y €ox—1 €n
particular cubre €}, ; y existe vy € N(a) cubriendo ex—o y
esk—21+1 €n particular cubre e},_,,. Luego, definimos II*, por
la Observacién 7.4.1 IT* no tiene ciclos impares, se tiene un
camino impar e3,_o;, ..., €5_; en II* entre dos vértices etique-
tados con 1. Luego G tiene como subgrafo inducido a uno de

los obtenidos en la Proposicién 7.4.2.
b) Ay #C' o Ay #C".
En este caso es claro que A4; # Ag.
Supongamos que e; no incide en Ay 0 ex;_1 no incide en Aj.
Para fijar ideas es;—; no incide en A; y sea ez;4+;1 la primera arista,

del camino ey, .., ear, que no incide en Aj;.

1) Si ez;i41 no incide en T"[A;, C’] sea T] la componente conexa

de T" — {eit1, ..., €2} que tiene a C’, e}, ., € T'[C', e9i1] —
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T'[A1,C"]; por la eleccién de e3;,; es claro que en T” estd cu-
bierta por vecinos y no vecinos de a, ademds como existe
v € N(a) cubriendo eg;y1 y ez en particular cubre e}; ;.
Luego, definimos IT* a partir de 7]. Por la Observacién 7.4.1
IT* no tiene ciclos impares, se tiene un camino par €34, ..., €1
en IT* entre un vértice etiquetado con 1 y otro etiquetado
con 2. Luego G tiene como subgrafo inducido a uno de los

obtenidos en la Proposicién 7.4.2.

2) egi+1 incide en T'[A;,C’]; sea T] la componente conexa de
T — {egit1, .-, €2x} que tiene a C’
Observar que existe v € N(a), cubriendo ey y eg;, con lo
cual al borrar de T” las aristas es;y1, .., €gx, resulta que en 77,
eg; estd cubierto por v vecino de a que no estd en ningiin B;
siendo B; extremo de e; més lejano a C’ en 7", para ¢ < 2i.
Luego definimos IT*, por la Observacién 7.4.1 II* no tiene ci-
clos impares, se tiene un camino impar ey, ..., ez; en II* entre
dos vértices etiquetados con 2(v es el vecino de a que da la
etiqueta 2 a eg;). Luego G tiene como subgrafo inducido a uno

de los obtenidos en la Proposicién 7.4.4.

Proposicién 7.4.6 SiIl tiene un camino P = ey, .., ea41, entre dos etique-
tados con 2, tal que para algin i, esy1 no incide en Ay entonces G tiene

como subgrafo inducido a los obtendios en la Proposicion 7.3.2.
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Demostracién:

Sea e2;4+1 la primera arista no incidente en A; y Ag;41 el extremo de ey
m4és préximo a C’ en T".

Si egi41 no incide en T"[A;, A;), luego sea e}, la primera arista de
T'legi+1, C'|—T"[ A1, As] se define T7 la componente conexa de T"—{eg;+1, -, €2k+1}
que tiene a C’; por la eleccién de e3;,; es claro que en T estd cubierta por
vecinos y no vecinos de a, ademds como existe v € N(a) cubriendo ey;11 y
eg; en particular cubre €3, ;.

Luego, sea IT* el grafo definido a partir de 77, por la Observacién 7.4.1 no
tiene ciclos impares, sea P = €3, 1, €2, ..e1 €s un camino par entre un vértice
etiquetado con 1 y otro etiquetado con 2. Luego por la Proposicién 7.4.2, G
tiene como subgrafo inducido a Fagyo.

Si en cambio ey;1; incide en T"[A;, A,], se define T7 la componente conexa
de T" — {e2i+1, --, €2k} que tiene a C".

Observar que existe v € N(a), cubriendo ez, y ey;, con lo cual al borrar
de T" las aristas eg;t1, .., eak+1 resulta que en 77, ey; estéd cubierto por v vecino
de a que no estd en ningiin B; siendo B; extremo de e; més lejano a C’ en
T', para i < 2i.

Luego sea IT* definido a partir de 77, por la Observacién 7.4.1 no tiene
ciclos impares, sea P = ey, e;,..€3; €s un camino impar entre vértices eti-
quetados con 2(v es el vecino de a que da la etiqueta 2 a es;). Luego por la

Proposicién 7.4.5, se tiene lo buscado.
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7.5. Resultados Principales

Claramente al estudiar condiciones minimales podemos suponer entonces
que todo camino entre dos vértices etiquetados con 2 tiene longitud par.
Mais atin, que todos vértices interiores del camino de indice impar inciden
en el mismo vértice. Asi resultan los vértices impares de caminos entre dos
etiquetatos con 2 de longitud par en un ramo.

También es claro que podemos asumir que no hay aristas cuyos extremos

estdn etiquetados con 1.

Teorema 7.5.1 G cordal con un simplicial esencial. Si G es no UV minimal

entonces: O bien
1. 11 no es bipartido;

2. st 11 es bipartido entonces existe un camino de longitud impar mayor a
1 en II entre dos vértices etiquetados con 1; o bien existe un camino de
longitud par en II entre un vértice etiquetado con 1 y uno etiquetado

con 2.

Demostracion:
Supongamos que II es bipartido (Figura 7.31), por la Proposicién 7.3.1 II
tiene al menos una arista.

Sin perder generalidad podemos asumir que II es conexo.

1. En IT no hay vértices etiquetados.

Si en IT = (A, B) uno de los conjuntos de la biparticién tiene un dnico

vértice entonces es posible construir un UV-arbol clique, lo que con-
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€ : etiquetado con 2

€ : etiquetado con 1

€ : sin etiqueta

Figura 7.31:

tradice que G sea no UV. Veamos esto tltimo, para fijar ideas supong-
amos que |B| = 1 y sea e; € B. Notamos a los extremos de e; con A;
y By, siendo A; el més préximo a C' en T". Sea e; = A;Bi € Ay T el
arbol obtenido en la Proposicién 7.2.1 (Figura 7.32).

r'a

Figura 7.32:

Claramente, z € B; N B; son vértices gemelos de G5 por ello tienen los
mismos extremos en 7. Més atin, como los vértices de B; N B; son los
cubridores de e; y e; son vecinos de a con lo cual uno de sus extremo

en T es C,, notemos a su otros extremos con X;. Por otro lado, como
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IT es conexo bipartido B; N B; = ( para todo %,j # 1. Se construye
el 4rbol T = T U B1C, U Ty U U;(X1;B; UT;) siendo Ty la rama de
T' incidente en A; que tiene a e;. Es facil verificar' que T' resulta un

UV-érbol clique. Contradiciendo asf que G no es UV.

Supongamos entonces que cada conjunto de la biparticién tiene al
menos 2 vértices. Se probaré entonces que o bien todos los vértices de
A inciden en un mismo vértice de 7" o todos los vértices de B inciden

en un mismo vértice de T” (Figura 7.33).

Figura 7.33:

Si existieran vértices de A que no inciden en el mismo vértice de 7" y
vértices de B que no inciden en el mismo vértice de 7" sean ey, esy+1 los

vértices de A y ey, e2; los vértice de B cumpliendo lo antes mencionado.

Para fijar ideas supongamos que e; y es; inciden en 7" respectivamente
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en Ay y As.

Claramente, los vértices de II, ey, eax+1, €2i, €2; estdn en un recorrido W'.

Sin perder generalidad podemos asumir que todos los vértices de ese

recorrido a excepcién de esry1, €25 inciden en A; y A respectivamente.

a)

b)

Ni egx+1 ni eg; inciden en T"[A;, Az).

Consideramos el camino entre eggy1,€2;, sea 1] la componente
conexa de T — {ezx+1,€2;} que tiene a C’, IT* definido a partir
de T7, por la Observacién 7.4.1 en IT* no hay ciclos impares, sean
eser1 € T'leart1,C'], €55 € T'[ez, C'] las primeras aristas que in-
ciden en T"[A1, Az]. Por la manera en la cual fueron elegidas las
aristas ey, €5;, estdn cubiertas no vecinos de a y por los vecinos
de a que cubren a eg41, €25

Luego en II* existe un camino impar entre dos vértices etiquetados

. . . L

con 1, cuyos extremos inicial y final son e, €5; y los interiores
los del camino son los vértices del camino inducido por el recor-
rido W entre eg41, €25, por la Proposicién 7.4.2, se contradice la

minimalidad de G como grafo no UV.

S6lo egx+1 no incide en T"[A;, Ay, si 2§ —1 = 2k+1, sea T} la com-
ponente conexa de T' — {ez;, eax—1} que tiene a C’, IT* definido a
partir de T7, por la Observacién 7.4.1 en II* no hay ciclos impares.
Observar que al borrar las aristas esj, eax—1, en T7 resultan eg y
ear+1 etiquetados con 2. Luego en IT* existe un camino impar entre
dos vértices etiquetados con 2, cuyos extremos inicial y final son

€2k+1, €2k, por la Proposicién 7.4.5, se contradice la minimalidad
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de G como grafo no UV.

Si en cambio 25 — 1 # 2k + 1 consideramos el camino entre
€21, €ak+1 sea T7 la componente conexa de T — {ey;} que tiene
a C', II* definido a partir de 7], por la Observacién 7.4.1 en
IT* no hay ciclos impares, claramente al borrar en 7" la arista
eo; en T7 resulta ey;_; etiquetado con 2. Luego en II* existe un
camino par entre dos vértices uno etiquetado con 1 y el otro con
2, cuyos extremos inicial y final son est41,€2;—1 y los interiores
del camino son los vértices del camino inducido en el recorrido W
entre egg41,€2j—1, por la Proposicién 7.4.2, se contradice la mini-
malidad de G como grafo no UV

€2k+1, €2; inciden en T"[A;, Ay

sea T{ la componente conexa de T" — {egk41, €2} que tiene a C’,
IT* definido a partir de 77, por la Observacién 7.4.1 en IT* no hay
ciclos impares, claramente el borrado en 7" de ey; etiqueta en T7 a
€2j—1, €2;+1 con 2, andlogamente el borrado de eg1 en T” etiqueta
con 2 a egy, €apt2.

Luego en IT* existe un camino impar entre dos vértices etique-

tados con 2, es decir entre ey;_j, es;, por la Proposicién 7.4.5, se

contradice la minimalidad de G como grafo no UV.

Luego todos los vértices de A o todos los vértices de B inciden en el

mismo vértice de T”. Para fijar ideas supongamos que los vértices de B

inciden todos en A,. Se construird una representacién UV de G (Figura

7.34).
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Figura 7.34:

Veamos esto ultimo, sea e; = A;B; € Ay T el 4rbol obtenido en la
Proposicién 7.2.1. Claramente, £ € By; N Byjy; son vértices gemelos
de Gz por ello tienen los mismo extremos en T. Més axin, como los
vértices de By; N Byjy1 son los cubridores de ey; y ez;41 son vecinos
de a con lo cual uno de sus extremo en T es C,, notemos a su otros
extremos con Xy; 2;+1. Por otro lado, como II es conexo bipartido By; N
Bsyj = 0, Baiy1 N Byjp1 = 0 para todo i # j. Se construye el &rbol
T=TU (J;(CaBai U T U Xo; 241 Baiy1 U Tiyq) siendo T la rama de
T' incidente en A; que tiene a e;. Es facil verificar que T resulta un

UV -arbol clique. Contradiciendo asi que G no es UV.

. En IT hay vértices etiquetados, si no existen etiquetados con 1, es claro
que no puede haber caminos impares entre dos etiquetados con 2 pues
en ese caso por la Proposicién 7.4.5 se contradeciria la minimalidad de

G como grafo no UV. Luego sélo pueden haber caminos pares entre
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dos vértices etiquetados con 2, sea e; etiquetado con 2, sea Il = (A, B)
siendo A = {e € Il|dr (e1,€) es par}, B = {e € Il|d(e1, €) es impar}.
Numeraremos con indice impar a los vértices de A y con indice par a los
vértices de B. Claramente todos los vértices con etiquetas 2 estdn en
el mismo conjunto de la biparticién, més atn si P es un camino entre
vértices etiquetados con 2, podemos asumir que todos los vértices de ese
camino inciden en el mismo vértice de T” pues sino por la Proposicién
7.4.6, se contradeciria la minimalidad de G. M4s aiin, todos los vértices
de A deben incidir en el mismo vértice. Luego es posible construir un
UV-arbol clique. Veamos esto tltimo, sea e; = A;B; € Ay T el rbol
obtenido en la Proposicién 7.2.1. Claramente, £ € By; N Byji; son
vértices gemelos de G5 por ello tienen los mismo extremos en T. Més
aun, como los vértices de Bo;N Bs;y; son los cubridores de ey; y €541 son
vecinos de a con lo cual uno de sus extremo en T es C,, notemos a su
otros extremos con Xy; ;1. Por otro lado, como II es conexo bipartido
Byi N Byj =0, Baiy1 N Byjy1 = 0 para todo ¢ # j. Como los vértices de
A tienen etiqueta 2, se adicionan todas las aristas C, Ba;+1, se construye
el arbol T = T U J,(CaBais1 U Tair1 U Xai2i41Bais1 U Toirr) siendo Tj
la rama de T incidente en A; que tiene a e;. Es facil verificar que T

resulta un UV-4rbol clique. Contradiciendo asi que G no es UV'.

Supongamos que hay vértices etiquetados un 1, no puede haber caminos
de longitud impar pues por la Proposicién... se contradeciria lo asumido,
sea sea e; etiquetado con 1, A = {e € II|dy(ey,e) es par}, B = {e €
|dg (e1,€) es impar}, IL = (A, B).

Claramente todos los vértices con etiquetas 1 estdn en el mismo conjun-
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to de la biparticién. Més atin, si hay vértices etiquetados con 2, estdn en
el otro conjunto de la biparticién pues no existen caminos pares entre 1
y 2 por la Proposicién 7.4.2. Se vera que todos los vértices de B inciden
en el mismo vértice de T” caso contrario se contradecird la minimali-
dad de G como grafo no UV. Posteriormente, conociendo que todos los
vértices de B inciden en el mismo vértice en 7", se construird un UV

arbol clique de G contradiciendo que G no es UV.

Se notardn los vértices de A con indice impar y los vértices de B con

indice par.

Sean ey, e9; dos vértices de B que no inciden en el mismo vértice de
TI

Sea W un recorrido entre e; y ey; que tiene a ey;.

Sin perder generalidad, podemos asumir que a excepcién de ey;, todos

los deméds vértices del recorrido W inciden en As.

Consideramos A; el extremo més préximo a C” de e;. Si ey; no incide en
T'[A1, Ag], consideramos el camino entre ey, ey;, sea 1] la componente
conexa de T" — {es;} que tiene a C’, II* definido a partir de 77, por la

Observacién 7.4.1 en IT* no hay ciclos impares.

Sean e5; € T"[ey;, C'] la primera arista que inciden en T"[A;, Az]. Luego
en IT* existe un camino impar entre dos vértices etiquetados con 1, cuyos
extremos inicial y final son ey, e3; y los vértices interiores del camino
son los vértices del camino inducido en el recorrido W entre ey, ey, por
la Proposicién 7.4.2, se contradice la minimalidad de G como grafo no

Uv.
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Si en cambio incide en T"[A;, As], consideramos el camino entre e;, eg;_1
sea Ty la componente conexa de T’ — {e3;} que tiene a C’, IT* definido

a partir de 77, por la Observacién 7.4.1 en IT* no hay ciclos impares.

Claramente el borrado de ey; en 1" le asigna en 77 a ey;_; etiqueta 2.
Luego en IT* existe un camino par entre dos vértices uno etiquetado
con 1 y el otro con 2, cuyos extremos inicial y final son ej, e3;—1 y los
vértices interiores del camino inducido en el recorrido W entre ey, €351,
por la Proposicién 7.4.2, se contradice la minimalidad de G como grafo

no UV.

Se tiene entonces que todos los vértices de B inciden en A, se contruye

entonces una representaciéon UV.

Veamos esto ultimo, sea e; = A;B; € Ay T el 4rbol obtenido en la
Proposicién 7.2.1. Claramente, x € Bj; N Byjy; son vértices gemelos
de G5 por ello tienen los mismo extremos en T. Més aun, si e, €j41
son ag-aristas, como los vértices de By; N Byjy; son los cubridores de
€2 Y €241 son vecinos de a con lo cual uno de sus extremo en T es
C,, notemos a su otros extremos con Xj; 241. Por otro lado, como II
es conexo bipartido By; N Byj = 0, Bajp1 N Bajy1 = (0 para todo 7 # j.
Como los vértices de A que tienen etiqueta 1, estan en T sélo hay que

adicionar a T todas los vértices de II que no tienen etiqueta 1.

Por otro lado, los vértices etiquetados con 2, estdn en B . Més aun,
todos los vértices de B estdn en un ramo y esos vértices deben ser
adicionados a C,. Sélo hay que adicionar a los vértices de A que no

tienen etiqueta 1 y esos vértices son cubridores de a-aristas eg;1, €a;.
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Como los By; se adicionan a Cj, los Ba;y1 son adicionados a Xy 2:41.

Luego a T se le adicionaran todas aristas C,Bs;, se construye el arbol
T = T U Uq;(CaBZi U T2i U X2i,2i+1 BZi+1 U T27;+1) siendo Tf, la rama de
T' incidente en A; que tiene a e;. Es facil verificar que T resulta un

UV-arbol clique. Contradiciendo asi que G no es UV'.

Corolario 7.5.1 G un grafo cordal con un simplicial esencial. Entonces G
es no UV minimal si y sélo si es un cometa impar o es oy o es (B (Figura

7.95).
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Figura 7.35: No UV con simpliciales esenciales
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Capitulo 8

Grafos no UV minimales sin

simpliciales esenciales

8.1. Simpliciales no esenciales, grafos com-
pactos y supercompactos

Como ya mencionamos antes en un grafo cordal, distinguimos 2 tipos de
vértices simpliciales; los simpliciales esenciales y los no esenciales.
Recordar que un vértice a simplicial de G se dice simplicial no esencial si
satisface que G — NJa] es conexo y que G es un grafo cordal compacto si
todos sus simpliciales son no esenciales.

En el Capitulo 5 se estudio el follaje de los grafos compactos.

Observar que los dnicos cliques de los grafos compactos que tienen simpli-
ciales son hojas de todo arbol clique. Los otros cliques deben estar separados

por otros vértices. Este hecho lleva a los siguientes resultados.
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Proposicién 8.1.1 G un grafo cordal compacto, T un drbol clique de G, X
vértice de T y e una arista de T cubierta sélo por elementos de X, entonces

o bien e incide en X o bien el grado en T de X es al menos 8.

Demostracion:

Trivial

Proposicién 8.1.2 Si G es un grafo cordal compacto, T un drbol clique de

G,
1. e, e aristas de T tal con el mismo conjunto de cubridores entonces e, e’
inciden en un vértice X de grado mayor o igual a 2,

2. no hay 3 aristas cubiertas por los mismos cubridores.

Demostracion:

Trivial

Proposicién 8.1.3 G un grafo cordal compacto, T un drbol cliqgue de G, C,
una hoja de T, XC, € E(T). Si el grado en T de X es 2, existe un v vértice
en G, vecino de a tal que C, = {X,C,}.

Demostracién:
Para separar X la tnica posibilidad es que exista un vértice de G como

se enuncia. O
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Recordar que un vértice v de G es casi-simplicial si es vecino de un sim-

plicial y |C,| = 2 (Figura 8.1).

V  Ves casi-simplicial

Figura 8.1: Casi-simplicial
Se dice que G es supercompacto si es compacto y no tiene casi-simpliciales supercompacto

(Figura ?7?).

G es supercompacto

Figura 8.2: Supercompacto

Por la Proposicién 8.1.3, si G es supercompacto entonces en todo arbol
clique de G toda hoja es adyacente a un vértice de grado al menos 2.

La Figura 8.3 muestra un arbol clique de un grafo supercompacto.

Figura 8.3:

Los resultados siguientes vinculan los grafos supercompactos con sub-

clases de los cordales.
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Teorema 8.1.1 Si G es UV supercompacto y T un UV -drbol cliqgue de G:
Para cada X vértice de T' con dr(X) = k, adyacente a k — 1 hojas:

1. ezisten 2 hojas C,,,C,, adyacentes a X, siendo a1, as simpliciales de

G y v vértice de G tal que C, = {Cy,,Cay, X}
2. G tiene como subgrafo inducido a una estrella de a lo sumo k puntas.

Demostracién: Como G es supercompacto, si 7' es un arbol clique ningin
vértice de T adyacente a una hoja de T puede tener grado 2, pues por la
Proposicién 8.1.3 resultaria que G tiene un casi-simplicial lo cual es un ab-

surdo.

1. Si X es adyacente a k hojas entonces T' es K; ; y para separar X con
caminos de 7', debe existir un vértice como se enuncia (Figura 8.4).

Cq !

K13

2

\Y
a
Figura 8.4:

Si X es adyacente a kK — 1 hojas y a un vértice interno Y. Sea C,, hoja
adyacente a X, como no existen vértices casi-simpliciales, todo cubridor
de X C,, esté en al menos 3 cliques. Si dicho cubridor estuviera en otra
de las hojas, se tiene el vértice deseado. Si no, entonces para toda hoja
C,,, todo cubridor de XC,, estd en Y (Figura 8.5). Mas claramente,
XNC,, CY paracada C,, adyancente a X. Luego X no estd separado

lo cual es un absurdo.

172



{ :

Figura 8.5:

)
az

X
a2/

2. Por el item anterior existen C,,, C,, hojas incidentes en X y vy tal que

Cuo = {Cay,Cay, X}

Como G — N|ay] es conexo entonces existe un vértice v; que cubre Cy, X

y no Cy,. Ademds por ser G supercompacto |C,, | > 2.

Del mismo modo, G — N|az] es conexo, luego existe un vértice ve que

cubre Cy, X y no C,,. Como antes, por ser G supercompacto |C,,| > 2.

Si |Cy, N Cy,| > 1 entonces G tiene como subgrafo inducido a una

estrella de 3 puntas.

Si en cambio |Cy,, N C,,| = 1, alguno de los 2 vértices, para fijar ideas

vq, debe cubrir a una hoja C,, siendo a3 simplicial de G.

Figura 8.6:
Nuevamente como G — NJas] es conexo, luego existe un vértice v
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cubriendo X C,, — Co,, ademés |C,,| > 2.

Si |Cyy N Coyyl > 1 0 |Cyy N Cyg| > 1 entonces G tiene como subgrafo

inducido a una estrella de 4 puntas o a una estrella de 3 puntas.

Si en cambio |Cy, NCy,| = 1 para ¢ = 0, 1, alguno de los 2 vértices debe

cubrir a una hoja.

Continando el razonamiento de manera recursiva se tiene que G tiene

como inducida una estrella de a lo sumo k£ puntas.

Del teorema anterior se tiene el siguiente corolario que nos permite ase-

gurar que los grafos supercompactos no son RDV.
Corolario 8.1.1 5i G es cordal supercompacto entonces G no es RDV .

Demostracién: Si G no es UV, entonces no es RDV. Si G es UV por el
Teorema 8.1.1 G tiene a una estrella como subgrafo inducido y no es RDV.

]

Volviendo al anélisis de los grafos UV compactos, se obtiene de la Proposi-

cién 8.1.3 y del Teorema 8.1.1 el siguiente resultado.

Teorema 8.1.2 Si G es un grafo compacto UV entonces o bien existe un
simplicial a y un casi-simplicial v adyacente a a o bien existen a;, as simpli-

ciales de G y v adyacente a a; y a az con |Cy| = 3.
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Figura 8.7:
8.2. Grafos compactos no UV.

Los grafos cordales no UV minimales compactos tienen una serie de

propiedades especiales que se presentan en las siguientes proposiciones.

Proposiciéon 8.2.1 Si G es un grafo cordal compacto no UV minimal, a un
simplicial de G y T' un UV drbol clique de G — a. Entonces T" tiene [(G) —1

hojas.

Demostracién: Claramente en G — a los simpliciales son los simpliciales de
G y los vértices vecinos de a que estaban en sélo dos cliques de G.

Como G no es UV minimal no puede haber gemelos en G, con lo cual
puede existir sélo un simplicial en G — a distinto de los simpliciales de G.
Luego T” tiene a lo sumo la misma cantidad de hojas que cualquier 4rbol
clique de G.

Si T” tuviera el mismo nimero de hojas, es claro que existe un vértice C’
de T que tiene a todos los vecinos de a y es hoja de T”, luego T U C'C,, es
un UV-arbol clique de G.

O
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Proposicion 8.2.2 Si G es cordal compacto no UV minimal con k simpli-
ciales entonces el conjunto de vértices simpliciales de G es el inico conjunto

asteroidal de tamano k.

Demostracién:

Sea T un arbol clique de G. Como G es compacto y tiene k simpliciales
todo 4rbol clique de G tiene exactamente k hojas. Si existiera otro conjunto
asteroidal de tamafio k en G, sea 21, ..., T, considerar el subdrbol T de T
que induce un grafo Gr» cuyos simpliciales son i, ...., zx. Como G # G y
G es no UV minimal resulta que G es UV. Ademés como G es compacto,
G es compacto luego en todo arbol clique de G7+; C;, son las hojas para
i = 1,..,k. Luego a partir de un UV-arbol clique de G se construye un

UV -arbol clique de G lo que resulta absurdo.

En lo que sigue, haciendo uso de los resultados del paragrafo anterior, se
probard que sélo basta estudiar los grafos no UV compactos que tienen un

casi-simplicial.

Teorema 8.2.1 Si G es cordal supercompacto y no es UV minimal, existen

2 simpliciales a; y az de G y v vecino de ambos con |C,| = 3.

Demostracién:

Si G tiene sélo tres simpliciales, como es compacto, todo arbol clique de
G tiene 3 hojas. Dado que G es supercompacto, el tnico posible arbol clique
de G es K; 3 y como G no es UV, existe un claw que es un vértice universal

u de G (Figura 8.8). Observar que también G — u es supercompacto, pero
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por minimalidad, G — u es un grafo UV. Por el Teorema 8.1.2 y dado que G

no tiene casi-simpliciales, se tiene el resultado buscado.

Figura 8.8:

Si G tiene més de 3 simpliciales, sea a uno de ellos. Como G no es UV
minimal, se tiene que G —a es UV.

Si G — a no es supercompacto, existe un casi-simplicial v de G — a vecino
de algun simplicial de G — a, sea a;. Dado que G es supercompacto, no tiene
casi simpliciales, luego v debe haber sido vecino de a en G. Con lo cual,
conseguimos un vértice de G, vecino de 2 simpliciales de G; |C,| = 3 (Figura

8.9).

Figura 8.9:

Si en cambio, G — a es supercompacto. Por el Teorema 8.1.2 se sabe que
existe en G — a un vértice v vecino de 2 simpliciales a; y a2 con |C,| = 3.
Veamos que v, a; y as son los vértices buscados. Primero observar que dado
que G no tiene casi-simpliciales, tanto a; como ay también son simpliciales de

G. Ademés si v fuera vecino de a (Figura 8.10), v serfa vecino de 3 simpliciales
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de G con lo cual G posee como subgrafo propio inducido a un prohibido de

intervalos con un vértice universal, lo cual es absurdo, por minimalidad.

od

Figura 8.10:

Se contruirs, a partir de un grafo cordal supercompacto G, un grafo auxi-
liar G* que tendra un vértice casi-simplicial.

Sea G un grafo supercompacto no UV minimal, por el Teorema 8.2.1,
existen aj,as vértices simpliciales de G, v € V(G) y X € C(G) tal que
Cy ={C4,, X,Ca,}. Se define un grafo G* subdividiendo el vértice v (Figura
8.11). M4s claramente, V(G*) = (V(G)—{v})U{v1, v2}, N(v1) = N(v)—{a2}
y N(vs) = N(v) — {a1}, notamos Cj, a los cliques de G* que tienen a a;,
observar que C}, = Co, U{v1} —{v} y C, = Co, U{v2} —{v}. G* es un grafo
cordal compacto y v; es casi-simplicial de G* para ¢ = 1,2. Ademas, en todo

arbol clique de G*, los cliques C} y C;, inciden en X* = (X —{v})U{v1, v}

0dl ,,._oal
i
azXl
Figura 8.11:
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Teorema 8.2.2 G es cordal supercompacto no UV minimal. Entonces G*

no es UV y tiene un vértice casi-simplicial.

Demostracion: Si G* fuese UV existiria T, UV-arbol clique de G*, por lo

observado anteriormente, C*

a,» Ca, son hojas de T™ incidiendo en X*. Luego

considerando al mismo arbol 7% y la familia dual de los cliques de G obtenida
reemplazando C,, U C,, por C, se tiene un UV-arbol clique de G.
Es claro, por la construccién, que tanto v; como vs son casi-simpliciales

de G*. O

8.3. Construcciéon de prohibidos compactos

En el capitulo anterior, utilizamos un grafo auxiliar para construir los
prohibidos con simplicial esencial. En este capitulo, continuaremos con la
misma idea. Se utilizaran para ello las técnicas de injerto simple y compuesto

junto con la propiedad de invarianza de los cubridores.

Sea G compacto no UV minimal. Como es compacto, G no tiene vértices
simpliciales esenciales, pero por el Teorema 8.2.2, podemos suponer que tiene
un vértice casi-simplicial. Llamamos s a dicho vértice y a a su vecino simpli-
cial. Es decir, a un vértice simplicial de G tal que G — a tiene un simplicial
esencial s.

Como G es no UV minimal, G—a es un grafo UV en el cual s es simplicial

esencial, asi los resultados del capitulo anterior serdn relevantes.
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Observar que G no puede tener vértices gemelos, luego C(G—a) = C(G)—
{C.}. Ademss, C(G —a —s) = C(GQ) — {C,,Cs}.

Sea C’ clique de G — a — s tal que C’ contiene a todos los vecinos de s
excepto a, es decir Ng_,(s) C C" y T" un UV-drbol clique de G — a — s.

El grafo IT se construird en este caso respecto de 7" y C'. Es claro que,
como s es simplicial esencial de G — a, T"” tiene s-aristas.

A los efectos de construir un UV arbol clique de G a partir de T” o ver
cuando tal no existe, serd necesario estudiar también las s-aristas cubiertas

por vecinos de a.

Estudio de T": s-aristas, vértices pasantes

s-aristas

Proposicién 8.3.1 En T" ezxiste al menos una arista incidiendo en C' que

no es una s-arista.

Demostracién:
Dado que C’ es también un clique de G, y tiene a todos los vecinos de s

excepto a, entonces existe b € C' — C,.

C
Figura 8.12:

Luego b serfa un simplicial de G — a — s (Figura 8.12), pero como no

estd en C; ni en C, en T", se tiene que b es simplicial esencial de G lo cual
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es un absurdo pues GG es compacto. O

Proposicién 8.3.2 En T" existen C'-caminos sin s-aristas.

Demostracién: Si no fuera asi, consideramos de cada C’-camino la primera
s-arista, de todas ellas sea e = AB una s-arista de 7" que estd a mayor
distancia de C’ en T, por la Proposicién 8.3.1, esa distancia es mayor estricta
que 0 y sea A el extremo de e, més préximo a C’' en T”. Es claro que A debe
estar separado por un vértice no simplicial de G — a — s ya que los dnicos
posibles simpliciales esenciales que pueden haberse generado estédn en C’, por
ello el grado de A es mayor a 2 en 7"”. Luego si x es un separador de A en
direccién a las hojas de T”; x debe cubrir al menos una arista €’ incidente en

A (Figura 8.13).

A B

Figura 8.13:

Dado que e fue elegida como la primera arista a mayor distancia resulta
que no hay otra s-arista sobre el C’-camino que tiene a ¢’ y a A, lo cual es

un absurdo. g

La siguiente proposicién muestra las caracteristicas de los C’-caminos sin

s-aristas.
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Proposicién 8.3.3 Toda arista de un C'-camino sin s-aristas estd cubierta

por un vecino de s.

Demostracién:

Supongamos que no vale y sea e; = A;B; la primera arista de un C’-
camino sin s-aristas no cubierta por un vecino de s. Observar que si A; es el
extremo més proximo a C’ entonces A; tiene a un vecino de s.

Sea T}’ la componente conexa de T — e; que tiene a Ay y ey, .., e las s-

aristas de T7'. Por T, notaremos a la otra componente conexa (Figura 8.14).

N
C'.;Al 1

T’
T1 U CGUGC,

Figura 8.14:

Consideramos T} U C'Cs U CsC,, es un éarbol clique de un subgrafo de
G que es UV, sea T un UV-arbol clique de ese subgrafo, claramente C, es
hoja pues G es compacto y C; es incidente en C, en T, pues |C, N Cs| = 1
(Figura 8.15).

Sean €3, ..e;, las s-aristas de T] equivalentes a ey, .., e, respectivamente y

e* = A*B* la arista equivalente a C;C’, recordar que e* estd cubierta por
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N(s) —{a}.
Es claro que C’ y A; deben estar en la misma componente conexa de

T —{e*, €}, .., e}

ol
i A
T U CQUGC,

Figura 8.15:

Sean ffz’, ZN"I’ las componentes conexas de T — {e*} siendo ffl’ la que tiene
a C'y Aj, si en ese drbol clique no hay s-aristas consideramos el arbol clique
'fl’ UA; B, UT, Ue*, la tinica arista cubierta sélo por vecinos de s es e*, luego
si A, es el extremo de e* que estd en 7~’2’ resulta que es hoja de cualquier 4rbol
clique en particular de un UV-arbol clique T*, se construye un UV -arbol
clique de G ast: T* UT}.

Ahora analizamos el caso que en fl’ existieran s-aristas, e; = A;B;, sea CI~’§
la componente conexa de T] — {s—aristas} que tiene a C’ y A;.

Como e* estd cubierta por todos los vecinos de s y A; By no esté cubierta

por ningln vecino de s se tiene que en G todos los cubridores

TjUA1 B1UT} Ue*?

de € son gemelos para cada i. Sea T™ un UV-4rbol clique de Gﬁu AL ByUTY Ue
Observar que dado que e* es la Unica s-arista de T3 U A;B; U Ty U e*
y G es compacto, A, es hoja de T™*. Luego se deduce que para cada i fijo,

los cubridores de e se representan en 7* con los mismos extremos. Ademds
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uno de esos extremos es A.. Sea A; el otro extremo en T™, se construye el
arbol clique T* U fz’ U Uf=2(AiB§ UTy), siendo T} la componente conexa de
T! — {s—aristas} que tiene a B!. Resulta un UV-4rbol clique de G. Absurdo.
O

La proposicién anterior se generaliza a todas las aristas de T".
Proposicién 8.3.4 Toda arista de T" estd cubierta por un vecino de s.

Demostracion:

Supongamos que hay al menos 1 arista de 7" no cubierta por un vecino
de s.

De la proposicién anterior sabemos que toda arista de un C’-camino sin
s-aristas esta cubierta por un vecino de s. Luego una arista no cubierta por
un vecino de s debe ser arista de un C’-camino con s-aristas.

Sea P un C' camino con s-aristas y e = A; B, la primera arista de P no
cubierta por vecinos de s.

Consideramos las componentes conexas 17’ y T, de T" — e siendo T7' la
que tiene a Aj;.

Sea T] =TT U C'Cs U CsC,y, T} es un arbol clique de un subgrafo de G,
luego existe fl’ un UV-arbol clique en el cual C, es hoja pues G es compacto.

Ahora consideramos fl’ —{s—aristas} y sea T; la componente conexa que
tiene a Aj.

Observar que A; y C’ no estdn en la misma componente conexa pues no
existen caminos por no vecinos de s entre vértices de A; y C’.

Sean ey, .., ; las s-aristas incidentes en T} y e; la més préxima a C'.
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Para cada ¢ # 1 los cubridores de e; se dirigen hacia C’ luego cubren a e;
y resultan entonces vértices gemelos de Gz

Sea, ’_ﬁ, = ﬁ UB1A1 UTY Ue; y sea X el extremo de e; que no estéd en
Ti. Claramente X es hoja de todo érbol clique de Gz, sea T, un UV-drbol
clique de Gz .

Observar que en Gz para cada ¢ # 1 los cubridores de e; siguen siendo
vértices gemelos pues la arista A;B; no estd cubierta por vecinos de s por
hipétesis.

Luego puede construirse T un UV-arbol clique para Gz, exUULy Tf
siendo T} los subdrboles de 7] que tienen a e; y cuya interseccién con T; es
sélo un vértice para k =2, ..,1.

Ahora se construye un arbol a partir de T' y T observar que X es hoja

de Ty TNT, ={X}. Resulta T U Ty un UV-4rbol clique de G. O

Proposicién 8.3.5 e, e’ dos s-aristas que tienen los mismos cubridores. En-

tonces e y €' estdn en distintos C’-caminos.

Demostracién:

T=T"'UC'C;UC,C, es un arbol clique de G grafo compacto. Luego e
y €' son aristas de G con el mismo conjunto de cubridores entonces por la
Proposicién 8.1.2, e, €’ son incidentes en un vértice X de T y el grado de X
es mayor o igual a 3. Si X = C’ queda probado.

Si X # (' entonces como el grado de X en T” es mayor o igual a 3 existe
una arista e incidi.endo en X pero por la Proposicién 8.3.4, e” est4 cubierta

por un vecino v de s (Figura 8.16).
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€ e’
C o ﬁ———.\
‘e\ AY
Figura 8.16:

Como C' tiene a todos los vecinos de s, se tiene que v cubre a e, luego

como e y ¢’ tienen los mismos cubridores, v resulta un claw de 7%, absurdo. O

Proposicién 8.3.6 Sean e y €’ s-aristas de un C’'-camino de T" siendo e la

mds cercana a C'. Entonces eriste un vecino de s que cubre a e y no a €.

Demostracion:

Aplicar la Proposicién 8.3.5. O

Proposicién 8.3.7 Sean e y € s-aristas de un C’'-camino de T", siendo e
la mds cercana a C', B el extremo de € mds lejano a C’', T el mazimo
subdrbol de T" que tiene a C' tal que B es hoja de T7'. Si b es separador de B

en direccion a la hojas de T". Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. Ggy — N[b] es conezo.

2. No ezisten s-aristas en T{' cubiertas sélo por los cubridores de €.

Demostracion: Trivial O
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Proposicién 8.3.8 En T” no hay 2 aristas e, e’ cuyos cubridores sean ez-

actamente los vértices del conjunto C' N Cs.

Demostracién:

Supongamos que existen e y ¢ en T” cuyo conjunto de cubridores es
C' N Cs. Por la Proposicién 8.3.5 ambas aristas deben incidir en C’. Ahora
bien C’ no puede estar separdo por un vértice simplicial pues si asi fuera ese
vértice es vecino de s con lo cual debe estar en C' N C; lo que es un absurdo.
Luego debe existir una arista e; incidiendo en C’ tal que un separdor de C’
en direccién a las hojas cubre a e;. Por la Proposicién 8.3.4, e; debe estar
cubierta por un vecino v de s que en particular estd en C' N C, y por ello

cubre a e y a €. Luego v es un claw de T” lo cual es un absurdo.

Vértices pasantes por C’

Proposicién 8.3.9 Si T” tiene al menos 2 s-aristas y e es s-arista no cu-
bierta por vecinos de a entonces existe € s-arista y v € N(s) cubriendo a e

yace.

Demostracion:

Sea T7' la componente conexa de T” — e que tiene a C' y T4 la otra
componente conexa que tienen al extremo de e més lejano a C’, notemos
dicho extremo con B.

Observar que si ey, .., e, son s-aristas de 7" distintas de e, y alguna estu-

viera en T3, el resultado quedaria probado.
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Luego supongamos que todas las s-aristas estdn en 77" y que ninguna
comparte un cubridor vecino de s con e.

Consideramos f{ un UV-érbol clique de Gryucrc,uc,c,- Claramente por
ser G compacto C, es hoja de ’fl’, ademés C,C; € E(fl’)

Las aristas de f{ incidentes en Cs estan cubiertas por vecinos de s y sélo
por vecinos de s. Ademas, por lo supuesto, la linica arista cubierta sélo por
vecinos de s que tiene a los cubridores de e es la equivalente a C'C;.

Como por hipétesis e no estd cubierta por vecinos de a, en f{ los cubri-
dores de e tienen un extremo comun C;. Luego es posible construir un UV-

arbol clique de G como sigue: ﬁ’ UCsBUTY. O

Proposicién 8.3.10 Sea e una arista de un C'-camino sin s-aristas en-

tonces eriste una s-arista € yv € N(s) tal que v cubre ae y a €.

Demostracion:

Supongamos que no vale la proposicién. Sea e = AB tal que para ninguna
s-arista ey, .., e, existe v € N(s) que cubra a ey e;.

Sea T} la componente conexa de T” — {e} que tiene a A y C'; Ty la otra
componente.

Consideremos un UV-arbol clique CFI’ de Grrucro,uc,c,, Claramente tiene
a C, como hoja.

Sea € la arista equivalente a C'Cs y 171 la componente conexa de f{ —€
que tiene a C' y A y T3 la otra componente. Si no existen s-aristas en 77, sea
Ty UEUTY, el extremo de € més lejano a C’ es hoja de T3 UeU Ty, sea B ese
extremo. Consideramos un UV-érbol clique T, de Gr,uzury ¥ construimos un

UV-arbol clique de G asi: T, U T5.
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Figura 8.17:

Ahora analizamos el caso que en IN’{ existieran s-aristas, e; = A;Bj, sea ﬁ’
la componente conexa de T/ — {s—aristas} que tiene a C' y A.

Para cada 4, los cubridores de €} no cubren a la arista AB por hipdtesis,
sea T™* un UV-éarbol clique de GAZU ABUTYUE"

Observar que dado que € es la tnica s-arista de T; U ABUT) Uey G
es compacto, B es hoja de T*. Luego se deduce que para cada 7 fijo, los
cubridores de e; se representan en 7™ con los mismos extremos. Ademas
uno de esos extremos es B. Sea A; el otro extremo en 7™, se construye el
grbol clique T* U Ty U Y, (A4; B/ UT?), siendo T la componente conexa de
T! — {s—aristas} que tiene a B;. Resulta un UV-érbol clique de G (Figura
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8.17). Absurdo. a

Se dice que e es una s-arista minimal si para toda otra s-arista los
cubridores no son comparables o el conjunto de cubridores de e esta contenido

en los cubridores de otra s-arista.

Proposicion 8.3.11 Si e; es una s-arista minimal y no hay otra s-arista

que tenga el mismo conjunto de cubridores que ey entonces ey es hoja de T".

Demostracién:

Supongamos que e; = A;B; no es hoja de T”. Luego sea T} el mayor
subdrbol de T” que tiene a e; como hoja y C' como vértice interior y sea Ty
el otro subdrbol tal que 7" = T} UTy. Sea b; un simplicial separador de B,
en T7.

Por ser e; minimal es claro que Gr» — N[b;] es conexo, luego B; es hoja
de cualquier 4rbol clique de Gry.

Consideramos 77" U C'C, U CsC, por la Proposicién 8.3.8 e; y C'C; no
tienen los mismo cubridores. Por ello, Gryucre,uc,c, — N |[bi] es conexo, sea T
un UV-arbol clique de Grrucrc,uc,c,, claramente By es hoja de Ty y Ty UTy

es un UV-4arbol clique de G, lo cual es un absurdo. m]

Proposicién 8.3.12 Si el conjunto de cubridores de dos s-aristas es el mis-

mo, no pueden ser aristas pendientes de T".

Demostracién: Por la Proposicién 8.3.5, las aristas estan en distintos C'-

caminos, si ambas fuesen aristas pendientes de T, sea Bj, B» la hojas de T”
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que inciden en dichas aristas. Si b; y b son simpliciales separadores de B;, B

respectivamente es evidente que son vértices gemelos, lo cual es un absurdo.
O

Construccién y etiquetaciéon de II.

Si bien la construccién de I es misma a la dada en el capitulo anterior,

la recordamos aqui para facilidad del lector (Figura 8.18).

T" un UV-éarbol cliquede G —a—sy

C’ un clique de G — a — s conteniendo a N(s) excepto a a.

Para todo P, C'-camino de T”:

1. Si P tiene una s-arista, se toma la s-arista que se encuentre a menor

distancia de C’ en T".

2. Si P no tiene ninguna s-arista, se toma si existe una e arista de P

cumpliendo:

a) e es la primera arista de P que no estd en un C’-camino con s-
aristas,

b) e estd cubierta por vecinos y no vecinos de s.

Sean ey, .., e, las aristas de T” elegidas anteriormente.
V(H) = {ei}izl,..,r;
E(II) = {ese;, si existe v € N(s); v cubre a e; y e;}.

Procedemos a etiquetar algunos vértices de II:
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u Los vértices e; de IT definidos en 1, se etiquetan de la siguiente manera:

o Si para cada e; tal que e;e; € E(II) existe un w € N(s) cubriendo
e; que no cubre a ninguno de los extremos de e; entonces e; se

etiqueta con 2.

e Si para cada e; tal que e;e; € E(II) existe un w € N(a) cubriendo

e; que cubre a sélo un extremo de e;; e; se etiqueta con 2*.

= Los vértices e; de II definidos en 2 se etiquetan con 1,

—— S-aristas

—— No s-aristas

Figura 8.18:

La Proposicién 8.3.10 nos garantiza que, como en el capitulo anterior,
cada uno de los vértices etiquetados con 1, es adyacente a uno correspondiente
a una s-arista.

Esto nos permite afirmar que si existe un camino de longitud 1 en II
entre dos vértices etiquetados con 1 entonces G — a tiene a un prohibido UV,

contradiciendo la minimalidad de G como grafo no UV.
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Por otro lado, también por la minimalidad de G como grafo no UV pode-
mos afirmar que no existen caminos impares, de longitud mayor a 1, entre
dos vértices etiquetados con 1.

Veamos algunas propiedades de II.

Proposicién 8.3.13 Sie; es una s-arista interna de T” entonces en la com-

ponente conexa de II que tiene a e; no hay otra s-arista.

Demostracion:
Supongamos que existe otra s-arista e; en la misma componente conexa
de II que tiene a e;.

Sea P un camino de IT entre e; y ¢;, analizamos varios casos.

1. I > 3. Sea T} la componente conexa de T” — ¢; que tiene a C' y T la

otra componente.

Consideramos T7UC'C,UC,C, y sea ﬁ un UV-érbol clique de Grrucic,uc,c.,
€ = :4:]’9: la arista de ﬁ equivalente a e;. Claramente €; no puede ser
arista pendiente de ﬁ pues si lo fuera e; seria una arista pendiente de

T" lo cual es un absurdo.

Sea Ti; el mayor subarbol de Ty que tiene como hoja a E y como
vértice interior a C’ y sea 1::2 tal que ’1:1: U fﬁ; = ffl Notamos por 51
un separador de E en direccién a las hojas, clarametne Z;vl es simplical

de ClTl

Si Gﬁ'l -N [l;l] €s Conexo, E es pendiente de cualquier arbol clique de
G.SeaT = T1; UAB U Ty, e1 y e; no pueden compartir cubridores

pues P es un camino y I > 3, por ello EI es hoja de todo arbol clique
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de G, sea Ty un UV-4rbol clique de G, es fécil verificar que Ty U ji/z

es un UV-arbol clique de G.

Si Gﬁ — N[b] no es conexo, existen s-aristas de T1; cuyo conjunto de
cubridores esta contenido en el conjunto de cubridores de e;. Ninguna
de esas s-aristas comparte cubridores con e; pues P es un camino y

[>3.

Consideramos entonces = {&; = A;B;|s—aristas T1; cub(&;) C cub(er)}.
Sean Ty, T3, .., Th las componentes conexas de Ti; — 2 siendo Tp la que
tiene a C’. Observar que A; es un vértice de Ty. Claramente gl es
pendiente de cualquier drbol clique de Gz;. Por otro lado, para cada
& € , los cubridores de €; son gemelos en Gz. Como las aristas de
2 no comparten cubridores con e;, los cubridores de €; son gemelos en
Gryuaury- Sea To un UV-drbol clique de Gy, p,ury, observar que
los cubridores de cada €; por ser gemelos tienen extremos E , X;. Es
facil verificar que T =To U J,(XsB; UT;) U ﬁ; es un UV-4rbol clique
de G.

L1=2

Por la Proposicién 8.3.2, sabemos que en 7" existen C’-caminos sin s-
aristas, ademads por la Proposicién 8.3.4, cada arista de 7" est4 cubierta
por un vecino de s, luego por la construccién de II existe un vértice es

que tiene etiqueta 1.

Puden presentarse entonces las siguientes situaciones a analizar:

a) ejezes sea un camino de II.

194



Nuevamente, sea 77’ la componente conexa de T" — e3 que tiene a
C’" y Ty la otra componente.

Consideramos Ty U C'C, U C,C, y sea ﬁ un UV-4rbol clique de
GTI0CICUC,Cas €1 = A1 B, la arista de T} equivalente a e;. Clara-
mente &; no puede ser arista pendiente de T, pues si lo fuera e;

seria una arista pendiente de T lo cual es un absurdo.

Sea i"lvl el mayor subarbol de Ty que tiene como hoja a E y como
vértice interior a C’ y sea Cﬁ; tal que ’f{l Uﬁ; = ﬁ Notamos por
b, un separador de E en direccién a las hojas, clarametne l;l es
simplical de f{l

SiGg—N [1;1] €s conexo, B es pendiente de cualquier drbol clique
de G.SeaT = ﬁ UA3B3UTY, e1 y e3 no pueden compartir cubri-
dores pues caso contrario en II existiria un ciclo impar e;, es, €3, €1,
por ello B, es hoja de todo 4rbol clique de G, sea Tp un UV-4rbol
clique de G, es facil verificar que To U ﬁ; es un UV-arbol clique

de G.

Si Gg; = N [l’;vl] no es conexo, existen s-aristas de Tn cuyo con-
junto de cubridores estd contenido en el conjunto de cubridores
de é;. Ninguna de esas s-aristas comparte cubridores con ez pues
nuevamente se tendria un ciclo impar en II.

Consideramos entonces 2 = {g; = A;B;|s—aristas ﬁ cub(&;) C
cub(é;)}. Sean Tp,T1, .., Th las componentes conexas de Ti; —
siendo Ty la que tiene a C’. Observar que A; es un vértice de
To. Claramente E es pendiente de cualquier arbol clique de GT_0~

Por otro lado, para cada €; € Q, los cubridores de &; son gemelos
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b)

en Gz;. Como las aristas de {2 no comparten cubridores con e¢;,
los cubridores de €; son gemelos en Gy 4, BsUTY - Sea Tp un UV-
érbol clique de Gy a,p,ury, Observar que los cubridores de cada
€; por ser gemelos tienen extremos E , X;. Es facil verificar que
T=TUlU,(XiB;UT;) U Ti2 es un UV-4rbol clique de G.

es, €1, €2 €s un camino de II.

Por lo estudiado en los casos previos es claro que no hay s-aristas
e4 tal que e;,es,e4 es un camino de II pues puede aplicarse el
razonamiento empleado en el caso [ = 3, también no puede haber
otro vértice e4 con etiqueta 1 de II tal que e;ese4 sea camino de I1
pues es el caso anterior. Por ello, e; es una s-arista minimal con
lo cual es arista pendiente de T".

Sea T{' la componente conexa de T” — e3 que tiene a C' y T3 la
otra componente.

Consideramos 77 U C'Cs U C,C, y sea f’l un UV-drbol clique de
GTyuc0,uC,Cas €1 = ZI E la arista de T} equivalente a e;. Clara-
mente €; no puede ser arista pendiente de ’fl pues si lo fuera e;
seria una arista pendiente de 7" lo cual es un absurdo. Observar
que por lo que se mencioné al comienzo, la arista e equivalente a
ez es una arista pendiente de Ti.

Sea fﬁi el mayor subérbol de fﬁ que tiene como hoja a E y como
vértice interior a C’ y sea ’f{z tal que ﬁ Uﬁ; = TI~’1 Notamos por
l;i un separador de E en direccién a las hojas, claramente l’)vl es
simplical de ’_IT1

SiGgr —N [l;vl] es conexo, B; es pendiente de cualquier 4rbol clique
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de G.Sea T = f’; UAsBsUTy, como T3 no tiene s-aristas y ez no
es s-arista E es hoja de todo 4rbol clique de G, sea Ty un UV-
arbol clique de G, es facil verificar que Tp U ’1”1\/2 es un UV-arbol
clique de G.

SiGg;—N [b1] no es conexo, existen s-aristas de Ty1 cuyo conjunto
de cubridores estd contenido en el conjunto de cubridores de é;.
Si alguna arista e compartiera cubridores con ez debe estar en un
mismo C’-camino que tiene a e; caso contrario se tiene un ciclo
impar en II dado por eg, ey, e, e3.

Los vértices de T” que estdn en T_l” subdrbol de T" que tiene a e;
como arista pendiente y no tiene a C’ se ubican en 1,:1,2 pues no
pueden estar en la misma componente conexa que C’ y se conectan
con vértices de C' a través de una arista equivalente a e;.

Por ello ninguna arista e comparte cubridores con e3. Se sigue del
razonamiento empleado cuando Gz — N [I’)vl] es conexo.

e3 no es adyacente ni a e; ni a ey

sea T} la componente conexa de T” — e3 que tiene a C' y Ty la
otra componente.

Consideramos Ty U C'Cs; U C,C, y sea Ty un UV-4rbol clique de
G1y0c1C,uC,Car €1 = :4:5; la arista de ’fl equivalente a e;. Clara-
mente é; no puede ser arista pendiente de ﬁ pues si lo fuera e;
serfa una arista pendiente de T” lo cual es un absurdo.

Sea T1; el mayor subarbol de T que tiene como hoja a E y como
vértice interior a C’ y sea ’ﬁ; tal que ﬁ Ufﬁ; = T;. Notamos por

b; un separador de B; en direccién a las hojas, clarametne b; es
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simplical de ﬁ

Si Gﬁ; —N [I;;'l] es conexo, E es pendiente de cualquier arbol clique
de G. Sea T = Ty, U A3 B3 UTY, como T no tiene s-aristas y e no
es s-arista E es hoja de todo arbol clique de G, sea T un UV-
arbol clique de G, es fécil verificar que Tp U 1:1; es un UV-4arbol

clique de G.

Si Gg; — N [I;l] 1o es conexo, existen s-aristas de Ti; cuyo con-
junto de cubridores esta contenido en el conjunto de cubridores
de é;. Ninguna de esas s-aristas comparte cubridores con eg por
lo supuesto.

Consideramos entonces Q = {&; = A;B;|s—aristas ﬁ cub(e;) C
cub(é1)}. Sean To, T, .., T, las componentes conexas de ﬁ -0
siendo Ty la que tiene a C’. Observar que Az es un vértice de
To. Claramente E es pendiente de cualquier drbol clique de Gz
Por otro lado, para cada €; € 2, los cubridores de €; son gemelos
en Gz. Como las aristas de 2 no comparten cubridores con e,
los cubridores de &; son gemelos en Grgyu,5;ury - Sea Tp un UV-
drbol clique de G g, p,ury, Observar que los cubridores de cada,
€; por ser gemelos tienen extremos E , X;. Es facil verificar que

T=ToUJ,(XsB; UT;) U Ty es un UV-4rbol clique de G.

Como consecuencia de la Proposicién anterior, se tiene el siguiente resul-

tado
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Proposicién 8.3.14 No hay dos s-aristas en un mismo C’ camino de T".

El grafo auxiliar IT que se construyé para G—a—s difiere del construido en
el capitulo anterior respecto de la etiquetacién. En el estudio actual, ademas
de las aristas cubiertas sélo por vecinos de s, deben también considerarse

aquellas cubiertas por vecinos de a.

lEstudio de vecinos de aJ

Observar que como G no es un grafo UV minimal, en ninguidn UV -arbol
clique de G — a, C; puede ser hoja. Tampoco puede ocurrir que todos los
vecinos de a tengan a C; como uno de sus extremos. En ambos casos podria
construirse un UV-arbol clique de G.

Por otro lado, si un vecino v de a estuviera en 2 hojas de un UV-arbol
clique de G — a, entonces v serfa adyacente a 3 simpliciales de G. Dado que
G es compacto, dichos simpliciales forman una tripla de G por el Corolario
5.2.2 y v es un vértice universal de la tripla por lo cual G tiene a un prohibido

de intervalos con un vértice universal como subgrafo inducido.

Teorema 8.3.1 G un grafo cordal con un vértice universal. G es no UV si

y sdlo si G tiene como subgrafo inducido a uno de los grafos de la Figura 8.8
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Figura 8.19: No UV con vértice universal
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Podemos suponer entonces que no existe un vecino de a en 2 hojas de
ningin UV-édrbol clique de G — a. Dado que C; no puede ser hoja de ningin
UV-éarbol clique de G — a, C’ no puede ser hoja de T”. Por esto, podemos
asumir que no hay dos hojas de T” cubiertas por un vecino de a.

Como en el capitulo anterior, dado que G — a es un grafo UV es posi-
ble construir a partir del grafo auxiliar II, un UV-4rbol clique de G — a.
Recordamos aqui, esa construccion.

Como en II no existen caminos impares entre dos vértices etiquetados
con 1, ni caminos pares entre un vértice etiquetado con 1 y otro etiquetado
con 2, ni caminos impares entre dos vértices etiquetados con 2, II posee una
biparticién (A, B) con todos los vértices etiquetados con 1 en A y todos
los vértices etiquetados con 2 en B. Recordar que en el capitulo anterior se
probé que los vértices de B son aristas de T” que inciden en el mismo vértice
A

Sea Ty la componente conexa de T” — {s—aristas : e; = A;B;} que tiene
a C' y T; las otras componentes. Consideramos T un UV-4rbol clique de
Gryucrc,- Claramente como Gz — N|s] es conexo, C; es hoja de T.

Para cada s-arista e; = A;B; de B, se une T al 4rbol T; a través de la
arista C,B;, es decir TU C,B; UT;.

Para cada s-arista e; = A'B; de A: si e; es un vértice aislado de II, se une
T al 4rbol T; a través de la arista C,B;, es decir TU CsB; UT;. Si en cambio
e;e; es arista de I, como se probé en el capitulo anterior los cubridores de e;
estan contenidos en A’ y resultan vértices gemelos en G5 con extremos Cs y
X;en ’f, se une T al 4rbol T; a través de la arista X; B;, es decir TU X;B;UT;.

Notemos por T; a dicho arbol
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En lo que sigue se veran propiedades de las aristas cubiertas por vecinos

de a.
Proposicion 8.3.15 Eziste una s-arista cubierta por un vecino de a.

Demostracién:

Supongamos que ningun vecino de a cubre a una s-arista.

Sea T un UV-4arbol clique de G — a construido anteriormente a partir de
I1. Claramente C; es un vértice interior de T, y s6lo una arista incidente en
C, tiene a todos los los vecinos de s, en particular esa arista tiene a todos los
vecinos de a, el resto de las aristas incidentes son s-aristas de T” que estdn
en Il y por lo asumido no pueden estar cubiertas por vecinos de a, luego

adicionando C,C, se tiene un UV-arbol clique de G. O

En la siguiente proposicién se probara que no pueden existir dos s-aristas

cubiertas por un mismo vecino de a.

Proposicién 8.3.16 Cada vecino de a cubre a lo sumo una y sdlo una s-

arista de T".

Demostracién:
Supongamos que existen e, e, s-aristas de 7" cubierta por v € N(a).
Por la Proposicién 8.3.13, no pueden ser aristas internas de T"”. Luego
son aristas pendientes de T” con lo cual hay dos hojas de T” cubiertas por

un vecino de a.
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De la proposicién anterior resulta claro que cada vecino de a cubre a una

sola s-arista.

Proposicién 8.3.17 Sea ejes una arista de II tal que existe un v € N(a)
cubriendo a e; y ez. Luego o bien e; o bien e; es una s-arista de T". Mds

atn la s-arista es una arista pendiente de T".

Demostracién: Como en II no hay caminos impares entre dos vértices eti-
quetados con 1, o bien e; o bien e; no tienen etiqueta 1. Supongamos que
e2 no tiene etiqueta 1. Luego e, es una s-arista de T”. Por otro lado, por la
Proposicién 8.3.16, e; y e no pueden ser s-aristas por ello e; tiene etiqueta
1. Si ambas son hojas, el resultado es valido. Supongamos que e, no es hoja,
luego e, es una arista interna de 7. Sea T} el subérbol que tiene a e como
arista pendiente, a C’ como vértice interior y sea T3 el otro subérbol tal que
Ty U1y =T".

Notemos a B la hoja de T} incidente en e;. Consideramos 77 U C'C, U
C,C,. Por la Proposicién 8.3.8, e; no tiene los mismo cubridores que C'C; y
por la Proposicién 8.3.2, no hay otras s-aristas cuyo conjunto de cubridores
esté contenido en el conjunto de cubridores de e;. Por ambos motivos, B; es
hoja de todo érbol clique de Gryucrc,uc,c, en particular de Ty un UV-4rbol
clique. Luego Ty U T, resultaria un UV-4rbol clique de G lo cual es un ab-

surdo. O

Proposicion 8.3.18 Si una arista de I estd cubierta por un vecino de a

entonces G es la pirdmide generalizada (Figura 8.20).
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Demostracion:

Sea ejes la arista de IT cubierta por un vecino v de a. Por la Proposicién
anterior, e; es una s-arista, ademds es una arista pendiente de 7.

Si e; es una arista pendiente de 7", existe un vecino de a cubriendo dos
hojas de T".

Si en cambio e; no es una arista pendiente de T, analizamos dos casos,

que en II exista otro vértice o no.

1. Si existe otro vértice digamos e3, e3 no puede ser vecino de e, pues en
ese caso (7 tiene a un prohibido de intervalos con un vértice universal.
Veamos esto tltimo, sea B; el extremo de e; més lejano de C’ y b; un
separador de B; en direccién a las hoja, Bs el extremo de e; y bs su
vértice simplicial; como el conjunto de cubridores de e, no puede ser
C' N Cy, existe un vecino de s que estd en C’ y no estd en B,. Es facil
verificar que a, by, bs es un tripla y v es vértice universal de la tripla.

Luego e3 puede ser adyacente en Il a e;.
Si e3 es adyacente o no a e;, se procede en ambos casos como sigue.

Sea T} la componente conexa de T” — e3 que tiene a C' y T3 la otra
componente. Consideramos 77 UC'CsUC,C, y fl un UV-4rbol clique.
En T, & es una arista pendiente al igual que C,C; y como v € N(a)
cubre a e; y ey, €1 estd en T[é2, C,]. Como ey es adyacente en I sélo a
e1, los cubridores de €3 son los cubridores de ﬁ[é}, C,) — é3 por ello en

& Se ubican en un mismo C, camino. Debido

todo arbol clique de Gﬁ_
a que ez y ey no comparten cubridores, los cubridores de é; tienen

un mismo extremo en todo arbol clique de Gﬁ en particular

—&UegUTy!?

204



en un UV-arbol clique Ty, sea X ese extremo. Luego Tp U X By es un

UV-arbol clique de G.

. Si en cambio no existe otro vértice en II, podemos suponer que e;
no es pendiente, sea Y el dltimo vértice del C’-camino que tiene a e;
cubierto por v, y y es separador de Y en direccién a las hojas, que
claramente, cubre a una arista e incidente en Y. Si todo cubridor de e,
excepto v no cubre a esa arista, deben tener como extremo a Y caso
contrario, existe un prohibido de intervalos con un vértice universal.
Ma3s claramente, y, a, bs es una tripla y v es el vértice universal. Luego
todos los cubridores de e; tendrian a Y’ como extremo y si consideramos
’fl un UV-arbol clique de Grv_e,ucic,uc,c, como la tnica s-arista es
la equivalente a C’'Cy, los cubridores de ey tendrian el mismo extremo,

digamos X, con lo cual Ti U X B, es un UV-drbol clique de G.

Por ello, existe un z cubridor de e; que cubre a la arista e, sin perder
generalidad podemos suponer que dicho cubridor no es vecino de a pues

caso contrario es posible repetir el razonamiento previo.

Como T"[C’, X] no son s-aristas, existe un cubrimiento por no vecinos
de s; sean yy, .., Yx vértices cubriendo el camino tal que {y;—1, Y, Yit1}
para ¢ < k — 1 es un completo. Si W es el otro extremo de e, y
w un separador de W en direccién a las hojas entonces el conjunto
{a,s,v,w,ba, 2,1, .., yx} induce la pirdmide generalizada de 8 o mds

vértices (Figura 8.20).
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Figura 8.20:

Recordar que si e es una s-arista que es vértice de II tal que todos los
vecinos de a que la cubren, ademés cubren a los extremos de las aristas

apareadas con e, se les asigna la etiqueta 2*.

Construccién de prohibidos.

La siguiente proposicién nos permite construir prohibidos para los grafos

no UV minimales compactos con un vértice casi-simplicial en G.

Proposicién 8.3.19 1. En Il existe sclo la arista ejes con ey y ey eti-
quetados con 1 y 2* entonces G tiene como subrafo inducido a los de
las Figuras: 8.22(Ps3),8.23, 8.24, 8.29, 8.30, pirdmide generalizada de
mds de 8 vértices (Figura 8.20),

2. En Il existe un camino P = ey,..,eq(k > 1) con ey y ey etiquetados
con 1 y2* entonces G tiene como subgrafo inducido a Boyy1,2k+1 (Figura

8.81).
Demostracion:

1. A partir de II se construye un UV-arbol clique T de G — a, como fue

recordado previamente (Figura 8.21). En este caso, sean €1, €; las aristas
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equivalentes a e; y e respectivamente, por construccién é; seréd inci-
dente en C, sea C*C; la s-arista incidente en Cs del Cs camino de T’

que tiene a é;.

A B

L B

Cs

Figura 8.21:

Sabemos que e;e; es arista de II luego existe v; € N(s) cubriendo a é;
y a éa.

Como ey = A,Bs tiene etiqueta 2* existe un vecino de a cubriendo e,
sea wa.

Por otro lado, sea é; = A;B; existen separadores de A; y B, un
separador de A; en direccién a las hojas es que cubre a é€; es quien
etiqueta a e; con 1, sea z; y notemos a b; un separador en direccién a

las hojas de B;.

Analizamos 2 situaciones:

a) B, es hoja del UV-4rbol clique de G — a.
Como ya se mencioné al comienzo, suponemos que los vecinos de
a estan en a lo sumo una hoja del UV-arbol clique pues caso con-

trario se tiene un prohibido de intervalos con un vértice universal.
Observar que ws € A; — By; por ser By hoja existe un cubridor de

C*Cs que no cubre a E’;
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1) vy cubre a B; y sea by el separador de B; que es simplicial
pues e, es hoja; se analizan las siguientes situaciones

a’ vy € N(a), se tiene entonces {ws, b, v1} es un completo;

{v2,ws, s,a} es un completo; {z1,v1, ws,v2} es un com-

pleto, {s,va,v1, w2} es un completo y {z1, v, b1, v2} es un

completo. Luego G tiene como subgrafo al inducido por

los vértices {a, b1, b2, v1, Vs, X1, S, w2} que no es UV (Figu-

ra 8.22).

= oo o o°
B, Gs B2 B, Cs B2
X X1
Vi Vi

Figura 8.22:

b si v, no es vecino de a, se tiene entonces el grafo inducido
por los vértices {a, s, v1,ws, Vs, Z1,b1,b2} que no es UV
(Figura 8.23).

M4s claramente,{ws, bz, v;} es un completo; {ws, s,a} es
un completo; {z1,v1, w2, v2} es un completo, {s, vz, v1, wa}

es un completo y {z1,v1,b1,v2} es un completo.
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Vi Vi

Figura 8.23:

2) si vp no cubre a Bj, como el conjunto de aristas del camino
T[C*, A1) no son s-aristas y G es compacto, existe un cubrim-
iento por no vecinos de s del camino. Sean y, .., yx Vvértices
cubriendo el camino tal que {y;i—1,¥i, ¥i+1} paras < k — 1 es

un completo y {z1, v2, ws, Yx } €s un completo.
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Entonces el conjunto {a, s, v1, w2, v2, 1, b1, b2, Y1, .., Y } induce

la pirdmide generalizada de 8 o més vértices (Figura 8.20).

b) B 1o es hoja del UV-4rbol clique de G — a.
Claramente, E; estd separado en direccién a las hojas por un
vértice no simplicial, notemos = a ese vértice y a g’l = E{E; a
la arista incidente en E; cubierta por .
Por la Proposicién 8.3.4, existe al menos un vecino de s cubriendo

€}. Analizamos dos situaciones:

1) v; cubre a €}. Analizaremos 2 casos:

a’' Siwsq no estd en fBZ , sean EZ, b, separadores en direccién a
las hojas de ’Bz, B; respectivamente; claramente {571, V1, %}
es un completo, {x,ws,v;} es un completo; {a, s, ws} es
un completo; {ws,x1,v1} es un completo, {vy,z1,b1} es
un completo y G tiene al grafo de la Figura 8.24 como

subgrafo inducido.

a
[ ]
° —_— ° Q
B2R. Cs B2
B, Gs B2B, B, B
i h - X XiTTTTTw X
V-
L Vi

Figura 8.24:
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b Siw, € E{’ entonces como no hay simpliciales esenciales
en (G, existe un cubridor de e; no cubridor de ;’1 que puede
tener a E; como extremo o bien cubrir a una arista inci-
dente en f?; distinta de ‘;'1: claramente puden presentarse
2 situaciones, si v # ws cubridor de e; no estd en A;, se
tiene un prohibido de intervalos con un vértice universal,
por ello supongamos que tiene estd en A;, si no estd en
B; se tiene: como antes los separadores en direccion a las
hojas de E{,Bl son lZ,bl; {lz,vl,x,wz} es un completo,
{z,ws,v1,v2} es un completo; {a, s, w,} es un completo;
{v1, 8, w2,v2} es un completo; {ws,x1,v1,v2} €s un com-
pleto; {v1,z1,b1} es un completo y G tiene al grafo de la

Figura 8.25, como subgrafo inducido.

a
L]
b, b, b, b,
e —t—o-s  _, ————
B 8w, ROl e
Xj——X X % X
Figura 8.25:

Pero el grafo obtenido en la Figura 8.25, es no UV pero
no es minimal con esa condicién pues H — x es isomor-

fo a la pirdmide generalizada de 8 vértices, como puede
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observarse en la Figura 8.26

a
[ ]
b, , b,
P —
Cs | B2 B
Yl D X
oy
v
Borrardo x
° °
I i ]
° )—0—0 ° — oo - l ® o
B Cs | B2 B Cs
X1 \Z X1T W
Vi Vi
N
Va2
H___: —_—
By
B Sammae
Vi
Figura 8.26:

Ahora si el cubridor vs # ws de e esta en B, se tiene: co-
mo antes los separadores en direccién a las hojas de By, B;
son by, by; {b),v1,Z, ws} es un completo, {z,ws, v1,va} es

un completo; {a, s, ws} es un completo; {vy, va, s, wa} €s
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un completo; {w2, z1, v1, v2} es un completo; {vy, z1, by, va}
es un completo y G tiene al grafo de la Figura 8.27, como

subgrafo inducido.

. a
b, b, b, b,
PP Y— g o o
B g Cs B2 ~1 Bl Cs | B> ﬁl
X1 V) i X R 3
Vi Vi

Figura 8.27:

Pero el grafo obtenido en la Figura 8.27, es no UV pero no
es minimal con esa condicién pues H — z es isomorfo a el
grafo obtenido en la Figura 8.23, como puede observarse

en la Figura 8.28.
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vd
Borrando x
° °
b, \ b, b, b
3 _. . __h'_
Cs | B2 B Cs | B
Bl 5 ' S’s"{‘s'”‘ }?1 — Bl s ii g‘ﬁ@?’? B]'
Vi Vi
)

Figura 8.28:

214



2) v; no cubre a (;71. Luego existe un vecino de s cubriendo g’l,
notado por ¥;. Podemos asumir que v; € A; — B el caso
contrario se tiene a un prohibido de intervalos con un vértice
universal o si estd en B, el caso analizado previamente.

Pueden presentarse 2 situaciones: w estd o no en Bj.

a’ Si w, no estd en /BSZ como antes los separadores en di-
recci6n a las hojas de E{,Bl son b}, by; {b}, 71,2} es un
completo, {x,ws, V1, v1,v2} es un completo; {a, s, ws} es
un completo; {vy, 8, wa, U1 } s un completo; {ws, z1, vy, {’T}

es un completo; {v;,x1,b;} es un completo y G tiene al

grafo de la Figura 8.29 como subgrafo inducido.

Figura 8.29:
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b’ Si wy estd en EZ; entonces sean unos separadores en di-
reccién a las hojas de FBZ,BI; l;71,b1; {lz,vl,x, wa} €s un
completo, {z,ws,v1,v2} es un completo; {a, s, w:} es un
completo; {vy, s, w2, v2} es un completo; {ws, z1,v1, v} €s
un completo; {v1, 21, b1} es un completo y G tiene al grafo

de la Figura 8.30 como subgrafo inducido.

a
. s
hd oo oo o — % L4B_3L
]31 s 2B1 B1 Cs| B2 B1
_5(—1 X Tl X
\Z] Vi
Vi Vi

Figura 8.30:

2. A partir del camino impar, se construye un UV-arbol clique de G — g;
con la técnica empleada en el capitulo anterior; donde las aristas de

indice par del camino P, inciden en Cs.

Sea A; el extremo de e; més préximo a C'; sin perder generalidad

podemos asumir que el vértice que etiqueta a eg cubre a A;, caso
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contrario se considera el grafo auxiliar IT* donde A} Az, e2r, con Ay
extremo de eg, y A} € T'[Bak, Ai1]; es un camino de longitud 1 entre

dos vértices etiquetados uno con 1 y el otro con 2*.

Claramente existe x; que separa A; en direccién a las hojas, mas atn

es cubridor de e;, pues e; tiene etiqueta 1.

Sea b; un separador en direccién a las hojas de B; para ¢ =1, .., 2k; v,

vecino de s cubridor de e; y ;11 parat=1,..,2k — 1.

Claramente, {v1, .., U2x—1, Wak, S} €s un completo; {wox, a, s} es un com-
pleto; {vs, .., Vok—1, Wak, 1} €s un completo; {z1,v1, b1} es un completo;
{vi, vit1,b;} es un completo para ¢ = 2,..,2k — 2; {vog_1,Wa, box } €s
un completo. Luego G tiene como subgrafo inducido a Bag+1,2k+1- En

la Figura 8.31 se tiene a 55

Bss

Figura 8.31:
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Proposicién 8.3.20 Sea e un vértice de Il con etiqueta 2. Sie estd cubierta

por un vecino de a entonces G es la pirdmide generalizada.

Demostracion:

Sea e = AB con etiqueta 2, cubierto por un vecino de a, sea z el vecino
de a que cubre a e.

Como e tiene etiqueta 2, existe ¢ = A'B’y v € N(s) tal que v cubreaey
€', si v es vecino de a, €’ debe corresponderse a un vértice con etiqueta 1 y por
la Proposicién 8.3.18, G es la piramide generalizada. Por ello, supongamos
que v no es vecino de a. Ademés si w es el vértice que etiqueta a e, w no
estd en A’ y por ende A’ # C'.

Por lo antes supuesto, z no puede cubrir a la arista e/, mds ain, ¢’ debe
ser una s-arista y el vecino de a debe cubrir uno y sélo uno de sus extremos,
es decir cubre sélo a A’, caso contrario es posible construir el grafo auxiliar
como en el capitulo anterior y tener un camino impar entre un vértice de
etiqueta 1 y otro de etiqueta 2*.

Como se probé en la Proposicién 8.3.8, e no puede tener a todos los
vecinos de s, por ello existe un vecino x de s que no cubre a e.

Veamos que si a’,b son separadores de A" y B en direccién a las ho-
jas de T” respectivamente, a/,b,a es una tripla de G y en particular de
Grra Blucrcsucsc, # G - Claramente a’, v, b es un camino entre a’ y b por no
vecinos de a; b, w, s,a es un camino entre b y a por no vecinos de a’; como

T"[A’,C"] estéd cubierto por no vecinos de s, sean z,.., T un cubrimiento
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con no vecinos de s tales que inducen un camino entre un vértice de C’ no
vecino de s y a/, entonces se tiene que a,z,xy, .., Tk, @' €8 Un camino por no
vecinos de b.

Como z € C,NA’'N B, es un vértice universal de G4, Bjuc'c,uc,c,, con
lo cual resulta un prohibido de intervalos con un vértice universal, contradi-

ciendo la minimalidad de G como grafo no UV. Absurdo.

Proposicién 8.3.21 En Il no hay camino impar entre dos vértices ambos
etiquetados con 2*, y no hay camino par entre un vértice etiquetado con 2 y

otro etiquetado con 2*.

Demostracién:

Supongamos que existe un camino impar entre dos vértices etiquetados
con 2*. Sea P = ey, .., eq; €; = A;B; con A; el extremo més préximo a C’,
b; un separador en direccién a las hojas de B;, v; vértice de G vecino de
s que cubre a e;e;41, wi, wy vecinos de a que cubren respectivamente a e;
y e, ¢ € C' — N(s), {a,s,z, w1, ws,v1, .., V2k_1, b1, .., ba } inducen el grafo
02k+1 dado en la Proposicién 7.3.3 del capitulo anterior. Observar que en ese
grafo x serd un simplicial esencial. Por lo antes expuesto, se contradice la
minimalidad de G como grafo compacto no UV'.

Supongamos que existe camino par entre un vértice etiquetado con 2 y
otro con 2*. Sea P = ey, .., eqx41 con e; etiquetado con 2. Por ser etiquetado
con 2, As no puede ser C’, luego si consideramos el subirbol de T” obtenido
borrando la arista ey, sea e} = AyA} con A} en T"[C", A;] se puede con-

struir un grafo auxiliar II* tal que e}, ..., exx41 €s un camino impar entre un
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vértice de II* que recibe etiqueta 1; e3 y el vértice egx4+1 que tiene etiqueta 2*,
luego G tiene como subgrafo inducido al obtenido en la Proposicién 8.3.19,

contradiciendo la minimalidad de G como grafo no UV'.

Caracterizacion.

Teorema 8.3.2 G es cordal compacto y tiene un vértice casi-simplicial s
vecino del simplicial a. G no es UV minimal si y sélo si Il tiene un camino
impar con extremos etiquetados con 1 y 2* o tiene una arista cubierta por un

vecino de a

Demostraciéon:

Si existen caminos impares cuyos extremos estdn etiquetados con 1 y 2*
respectivamente, por la Proposicién 8.3.19 G no es UV'. Si hay una arista de
II cubierta por un vecino de a, por la Proposicién 8.3.18, G no es UV'.

Si suponemos que no hay ninguna arista de II cubierta por un vecino de
a ni camino impar del tipo mencionado anteriormente, serd posible construir
un UV-arbol clique para G, de la siguiente manera:

Como G — a es un grafo UV, con s un simplicial esencial sabemos que II
es bipartido, no hay caminos impares entre dos vértices ambos etiquetados
con 1, ni caminos pares entre vértices uno etiquetado con 1 y otro etiquetado
con 2.

Se construye una biparticién para cada componente conexa de II. Si la
componente tiene un vértice u, etiquetado con 1; se coloca en A a todos los

vértices a distancia par desde u y en B a los otros.
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Resulta (A, B) una biparticién de II con los vértices etiquetados con 1
en A, los etiquetados con 2 en B y los etiquetados con 2* en A (por la
Proposicién 8.3.21).

Si en la componente conexa de IT no hay un vértice etiquetado con 1 pero
si uno etiquetado con 2*, se coloca en A todos los vértices a distancia par en
IT de 2* y en B todos los vértices a distancia impar en II de 2*.

Resulta (A, B) una biparticién con los vértices etiquetados con 2* en A,
los etiquetados con 2 en B (por la Proposicién 8.3.21).

Si en la componente conexa de II no hay vértice etiquetados ni con 1 ni
con 2* pero si con 2, se coloca en A todos los vértices a distancia impar en
IT de 2 y en B todos los vértices a distancia par en II de 2.

Resulta (A, B) una biparticién con los vértices etiquetados con 2 en B
(por la Proposicién 7.4.6 del capitulo anterior).

Si en la componente conexa de Il no hay vértices etiquetados se toma
cualquier biparticién.

A partir de esa biparticién se construye un UV -arbol clique de G.

Por el capitulo anterior, sabemos que para G — a podemos construir un
UV-arbol clique asi:

Las aristas equivalentes a vértices de B fueron pegadas a C; y ninguna
estd cubierta por vecinos de a, ninguna de las aristas equivalentes a vértices
de A fueron pegadas a Cs; por ello las aristas incidentes en C; son las aris-
tas correspondientes a vértices de B que no estan cubiertas por vecinos de
a(Proposicién 8.3.20) y la arista equivalente a C'Cs. Por otro lado, C, tiene
a todos los vecinos de a y la dnica arista incidente en C; que tiene a todos los

vecinos de a es exactamente la arista equivalente a C'Cy. Por ello, los veci-
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nos de a, excepto s cubren dicha arista y tienen extremo C; pues no pueden
cubrir a ninguna otra arista incidente en Cs. Luego se adiciona al drbol T la

arista, C,Cs, y se tiene asi, un UV-arbol clique de G (Figura 8.32).

o UV éarbol clique de G-a
construido a partir de TC

UV arbol clique de G

Figura 8.32:

Corolario 8.3.1 G un grafo cordal compacto sin vértice universal, con un
vértice casi-simplicial. Entonces G es no UV si y sdlo si G tiene como sub-

grafo inducido a uno de los grafos de la Figura 8.33.
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S

S
2k+1 2k+

2k+1,2k+1

Figura 8.33: Cordales no UV minimales sin simpliciales esenciales

Corolario 8.3.2 G un grafo cordal compacto con vértice universal. Entonces
G es no UV si y sélo si G tiene como subgrafo inducido a uno de los de la

Figura 8.34
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Figura 8.34: Cordales no UV minimales sin simpliciales esenciales con vértice

universal

Corolario 8.3.3 G un grafo cordal es no UV si y sélo si tiene como subgrafo

inducido a uno de los grafos de la Figura 8.35
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Capitulo 9

Conclusiones

Los grafos cordales fueron caracterizados como aquellos grafos que ad-
miten una representacién por medio de arboles y familias de subérboles.
Podemos pensar en un grafo cordal G como en una pareja (T, DC(QG)), lla-
mada representacién canénica de GG; donde T es un arbol clique, es decir, un
arbol generador de K(G) tal que DC(G) es una familia de subédrboles de T'.

Los arboles cliques no sélo aparecen en la literatura de teoria de grafos,
sino también en el contexto de esquemas aciclicos de base de datos [4], matri-
ces esparcidas [2], biologfa [22], entre otros. Como ejemplo, los drboles cliques
pueden utilizarse como modelo, para estudiar la interaccién de proteinas [22)].

Nuestro interés, fue estudiar a los grafos cordales y algunas de sus sub-
clases a través de sus representaciones canénicas y de sus arboles clique.

Los resultados obtenidos aportan también conocimiento sobre otras propie-
dades estructurales de los grafos cordales. Asi, propiedades clésicas de grafos
cordales, son més simples al observar las representaciones canénicas. El nimero

cromatico del grafo es el maximo niimero de subdrboles que cubren un vértice
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del arbol, es decir el tamaiio del clique maximo. La conectividad del grafo es
el peso minimo de las aristas de un arbol clique.
Se estudiaron las k-asteroidales de los grafos cordales en relacién con las

ramas y las hojas de los drboles cliques.

Se clasificaron los vértices simpliciales en esenciales y no esenciales. Se
introdujeron los vértices casi-simpliciales, los grafos cordales compactos y
supercompactos. Estos resultados, nos permitieron encontrar los grafos mi-
nimales que poseen un claw en cualquiera de sus representaciones candnicas,
es decir, los grafos minimales prohibidos para la clase UV. También obtuvi-
mos los grafos minimales prohibidos para la clase de Intervalos usando las
representaciones canénicas.

La conclusién més importante que observamos es que las representaciones
canénicas aportan conocimiento a la estructura de los grafos cordales, siendo
una herramienta que puede ser usada para encontrar pruebas més simples de
resultados ya conocidos y estudiar distintos problemas abiertos que pueden
ser visualizados en este contexto con mayor claridad.

Como trabajo futuro, serfa interesante aplicar las herramientas desarro-

lladas para estudiar las clases:
= RDV, de la cual se conocen algunos prohibidos,

» la clase DV, ya caracterizada por Panda [20], sélo concentrandonos
en hallar la diferencia entre las clases UV y DV, obteniendo asi, una

prueba més sencilla

= La conjetura de Hendry: los grafos cordales hamiltonianos son ciclos
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extensibles.
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