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Capítulo 1

Introducción

Dada una familia finita F = (Fi)iei de conjuntos no vacíos, se llama grafo 

de intersección de F al grafo con I como conjunto de vértices y tal que i j 

son adyacentes si y sólo si FiC\ Fj 7^ 0. Si un grafo es isomorfo al grafo de 

intersección de F, se dice que la familia F es una representación del grafo.

Se llama completo de un grafo a un conjunto de vértices adyacentes entre 

sí; si un completo es maximal con respecto a la inclusión, se dice que es un 

dique del grafo. Si G es un grafo se llama C(G) a la familia de etiques de G 

y T>C(G) a la familia dual de ésta, es decir, FC^G) = (Cv)vEv^g) donde Cv 

es el conjunto de diques de G a los cuales v pertenece. Es fácil verificar que 

cualquier grafo G es el grafo de intersección de T>C(G).

Dado un grafo G, el grafo dique de G, notado K(G) es el grafo de inter­

sección de la familia de los diques de G.

Los grafos cordales fueron definidos como aquellos que no poseen ciclos 

inducidos de 4 vértices o más. Gavril [6] probó que para todo grafo cordal, 

existe un árbol generador T de K(G) tal que VC^G) = (C^y^v^G) es una
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familia tal que cada Cv induce un subárbol de T. A los árboles cumpliendo 

con esta propiedad se los llama árboles dique de G y al par formado por un 

árbol dique y la familia OC(G), representación canónica de G.

Los grafos de intervalos, que fueron originalmente definidos como los 

grafos de intersección de una familia de intervalos de la recta real, pueden 

definirse como los grafos cordales que poseen algún árbol dique que es un 

camino.

Naturalmente, entre la clase de los grafos cordales y la de los grafos de 

intervalos, se han definido distintas clases especificando condiciones sobre el 

árbol dique y sobre los subárboles que induce la familia DC(G) sobre dicho 

árbol. Algunas clases específicas son:

■ Grafos UV: grafos cordales para los cuales existe un árbol dique T tal 

que cada Cv induce un camino de T.

■ Grafos DV: grafos cordales para los cuales existe un árbol dique T, 

orientable, de modo que cada Cv induce un camino dirigido de T.

■ Grafos RDV: grafos cordales que poseen un árbol dique T, orientable 

y enraizado, tal que cada Cv induce un camino dirigido de T.

Como ocurre bajo ciertas condiciones, algunas clases de grafos de inter­

sección pueden caracterizarse a partir del operador dique valuado [1, 9, 10]. 

Esto es, la posibilidad de representar a un grafo G como grafo de intersección 

de ciertas familias de conjuntos, es una información inherente al grafo dique 

valuado de G y al dual de la familia de diques de G.

Si G es un grafo, se define el grafo dique valuado, KV(G), como K(G),
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valuando sus aristas con el número de vértices en la intersección de sus diques 

extremos.

McKee [17] prueba que si T es un árbol generador de peso máximo de 

KV(G), la familia dual de diques de G es una familia de subárboles de T. 

Más aún que todo árbol dique de G es un árbol generador de peso máximo 

de KV(G).

Los grafos cordales y sus subclases han recibido mucha atención pues 

aparecen como modelos naturales en muchos problemas de la vida real [2, 3, 

4, 22]. Por otro lado, almacenar y acceder a la información estructurada en 

un grafo, puede realizarse con más eficiencia si éste es un grafo de intersección 

de familias con buenas propiedades [21]. Es por este motivo que el estudio 

de las representaciones canónicas y los árboles dique de los grafos cordales 

resultan de importancia.

En esta Tesis se estudian los subgrafos del grafo y su relación con los 

subárboles de sus árbol dique. Se muestra como es posible obtener todos los 

árboles dique de un grafo cordal a partir de árboles dique de sus subgrafos 

[12]·

Se estudia como los caminos en un grafo cordal se manifiestan en cualquiera 

de sus árboles dique. Se estudian las triplas asteroidales y en general las k- 

asteroidales.

Una clase de grafos es cerrada por subgrafos inducidos si todo subgrafo 

inducido de uno de la clase está en la clase. Se sabe que una clase de 

grafos, cerrada por subgrafos inducidos puede ser caracterizada por sub­

grafos prohibidos. Una clase F de grafos se dice que admite una caracte­

rización por subgrafos prohibidos (o prohibidos minimales) si existe una clase
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C?={H : H no pertence a F. II — υ E F para todo v G V(H)}, tal que G G 

T7 si y sólo si G no contiene como subgrafo inducido a ningún miembro de

Todas las clases mencionadas son naturalmente cerradas por subgrafos in­

ducidos con lo cual todas pueden ser caracterizadas por subgrafos prohibidos. 

Los grafos prohibidos para los grafos cordales son naturalmente los ciclos de 

longitud mayor o igual a 4.

La grafos prohibidos para los grafos de intervalos, fueron construidos por 

Lekkerkerker-Boland [14] a partir de una caracterización que establece, que 

un grafo cordal es de intervalos si y sólo si no posee triplas asteroidales.

Utilizando las herramientas desarrolladas sobre árboles dique se obtiene 

una nueva prueba del resultado de Lekkerkerker y Boland y se construyen 

los grafos prohibidos de la clase de los grafos de intervalos.

Se estudia el follaje de un grafo cordal, esto es, el mínimo número de 

hojas de sus árboles dique. Se obtienen nuevas cotas inferiores y superiores.

Finalmente se obtienen todos los grafos prohibidos de la clase UV dividi­

ente estos resultados en tres partes. Aquellos que poseen falsos gemelos, esto 

es, vértices no adyacentes pero con los mismos vecinos. Posteriormente se 

generalizan estos resultados a los grafos que poseen simpliciales esenciales, es 

decir, simpliciales cuyos vecinanza cerrada es un corte del grafo. Finalmente 

se estudian los grafos que no poseen este tipo de simpliciales a los cuales se los 

llama compactos. Algunos resultados preliminares aparecen en [11, 12, 13].
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Capítulo 2

Definiciones y Resultados

Básicos

2.1. Grafos

Un grafo simple G es un par de conjuntos, notados usualmente V(G) y 

E(G). Siendo V(G) un conjunto no vacío cuyos elementos se llaman vértices 

del grafo y E(G) subconjunto de [V(G)]2, conjuntos binarios de V(G), cuyos 

elementos se llaman aristas de G. Una arista {u, v} de G usualmente se nota 

uv, se dice que u y v son adyacentes, que uy v inciden en la arista. Todos 

los grafos tratados aquí son grafos simples.

Si Gi y G2 son grafos, la unión es el grafo denotado por Gi U G2 cuyo unión 

conjunto de vértices es la unión de V(Gi) con V(Gy y cuyo conjunto de 

aristas es

la unión de E(Gi) con E(G2)·

Se dice grado de un vértice v al número de aristas que inciden en v. grado
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Un vértice de un grafo G se dice pendiente si su grado es uno. pendiente

Se dirá entorno de un vértice u y se notará N^v), al conjunto de vértices entomo 

de G adyacentes a v, el entorno cerrado de v es el conjunto N(v) U {v}, entorno 
notado por N[v]. cerrado

Dados v, w con v,w eV (G) se dirá que v domina a w si N[v] D N[w]. domina

Un completo de un grafo G es un conjunto de vértices adyacentes de a completo 

pares.

Un dique de G es un conjunto de vértices de G completo maximal, clique 

respecto de la inclusión.

Se notará C(G) a la familia de diques de G, si v € V(G^ Cv = {C 6 

C(G), v E C}. Si uv e E(G) se notará Guv= {C G C(G), u,v e G}.

Un vértice v de G se dice simplicial si N[v] es un dique. Luego es simplicial 

claro que v está sólo en ese dique al que, haciendo un abuso de notación, 

llamaremos Cv.

Se dice que dos grafos G, H son isomorfos si existe una biyección isomorfos 

a : V(G) i—> V(H) tal que uv G E(G) si y sólo si a(u)a(y) G E(H). Más 

claramente dos grafos son isomorfos cuando sólo difieren en los nombres de 

los vértices. En este trabajo no distinguiremos entre grafos isomorfos.

Una clase de grafos es un conjunto de grafos cerrado por isomorfismos. ciase de 
La siguiente figura muestra un ejemplo de grafos isomorfos. grafos

Grafos isomorfos
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Notaremos Grafos a la clase de todos los grafos.

Un grafo H es subgrafo de un grafo G cuando V(H) C V(G) y E(H) C subgrafo 

E(G). Se notará H<G.

Un grafo H se dice subgrafo inducido de un grafo G cuando es subgrafo subgrafo 
y E(H) = E(G) Π [V(H)]2. Se notará H QG. Si V' es subconjunto de V(G), mductdo 

el subgrafo de G inducido por V', notado G[V'], es el subgrafo inducido de 

G cuyos conjunto de vértices es V. En la siguiente figura dado un grafo se 

muestra un ejemplo de un subgrafo inducido y de un subgrafo no inducido 

del mencionado grafo.

Grafo Subgrafo Subgrafo inducido

Con el concepto de subgrafo, un subconjunto C de V(G) es un dique de 

G si G[C] es un subgrafo completo maximal de G.

Un camino P en un grafo G, es una sucesión de diferentes vértices de camino 

G, ((wi)iG{o,..fc})> tales que para cada z, z = 0,.... , & — 1, UiUi+1 G E(G), esas 

aristas son denominadas aristas del camino P. Es claro que todo camino Puv 

entre u,v EV (G) contiene un camino minimal, considerando la inclusión en 

el conjunto de vértices. Si k es mayor a 2 y Uq = Uk se dice que P es un 

ciclo............................................................................................................................. ciclo

La sección P[uí, Uj] de P es la subsucesión {uí, Ui+i,...., Uj} de términos sección 

vértices consecutivos de P.

Un grafo G es conexo, si para todo par de vértices u,v del grafo G conexo 

existe un camino entre u y v.
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Una componente conexa de un grafo G, es un subgrafo conexo componente 

maximal de G.

Un grafo G es disconexo si no es conexo. disconexo

Un árbol es un grafo conexo sin ciclos, a los vértices pendientes de los árbol 

árboles también se los denomina hojas. hojas

Una k estrella es un árbol con A; + 1 vértices donde un vértice es k estrella 

adyacente a todo otro vértice del árbol.

Un grafo direccionado o digrafo D es un par de conjuntos; V(D) un direccionado 

conjunto finito no vacío y E(D) un conjunto de pares ordenados de V(D) 

llamados aristas o arcos.

Un grafo G es Cordal, si no contiene ciclos inducidos con 4 o más Cordal 

vértices. En la siguiente figura se puede observar un grafo cordal y un grafo 

que no es cordal.

Cordal No cordal

Resulta claro que cualquier subgrafo inducido de un grafo cordal también 

es cordal.

Todos los grafos aquí tratados son Cordales.

2.2. Grafos de intersección

Si F es una familia finita de conjuntos no vacíos, el grafo de intersección 

de la familia es quien representa la relación de intersección entre los conjuntos
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de dicha familia. La siguiente figura muestra una familia de conjuntos y el 

grafo de intersección de dicha familia.

Familia Grafo de intersección 
de la familia

El problema de caracterizar grafos de intersección de familias de conjun­

tos con alguna topología, es interesante desde el punto de vista teórico y 

frecuentemente tiene aplicaciones en el mundo real.

Dado un grafo H, que tiene determinadas características, es interesante 

caracterizar a los grafos de intersección de familia de subgrafos de H que 

poseen una estructura específica.

En este caso, una representación de un grafo G es dada por el par representación 

(H,F) donde los elementos de F son subgrafos de H.
grafo

Por ejemplo, los grafos Cordales fueron caracterizados en 1974 por Gavril [6] 

como grafos de intersección de familias de subárboles de un árbol.

Los grafos de Intervalos son grafos de intersección de familias de caminos 

de un camino.

Para clarificar al lector, recordaremos definiciones básicas sobre familias 

y la relación entre familias y grafos a través de operadores que serán usados 

en nuestro trabajo. Un estudio exahustivo, del comportamiento de familias 

y operadores entre familias y grafos fue desarrollado en [10].
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2.3. Familias

Una familia es un par (I,F) con I un conjunto finito no vacío y F 

una aplicación que asigna a cada i € 7 un conjunto no vacío finito que se 

notará Fi.

A cada Fi se lo denominará, miembro de la familia y a los elementos 

de Uíc/ Fi elementos de la familia. De ahora en mas cuando nos referimos 

a familias usaremos la siguiente notación F = (Fí)íei.

Se dirá que dos familias F = (Fí)íei y A = (Aj)jEj son isomorfas si 

existen 2 biyecciones a : I J y b : \Jie/ Fi —» Ujej A' tales que b(Fi) = 

Aa(i) para todo i E I. Más claramente, a cada miembro de la familia F le 

coresponde un único miembro de la familia A. En este trabajo no distin­

guiremos entre familias isomorfas. Una clase de familias es un subconjunto 

de familias cerradas por isomorfismo que notaremos Familias.

Se dirá que F' = (F¡)jEj es una subfamilia de F = (Fí)íei si para cada 

j E J existe un único z G 7 tal que Fi = Fj.

Una familia se dice separadora si para cada u € Ui€/ Fi resulta 

Π«« Fi = {“} (Figura 2.1).

Una familia se dice intersectante si para cada par Fi, Fj de la familia 

Fi ΓΊ Fj ^ 0. Si para cada subfamilia intersectante F' = (Fj)jErCI de F = 

(Fi)iei resulta que Π^γ Fí^^ se dirá que F' es Helly (Figura 2.1).

Una familia (Fí)íei es reducida cuando i ^ j entonces Fi ^ Fj para 

todo par i,j E 7.

Una familia F = (Fí)íei se dice conforme si para todo i,j, k E I existe 

Z € 7 tal que (Fi Π Fj) U (Fj Π Fk) U (Fi Π Fk) C Fi (Figura 2.1).

Dado T un árbol, se dirá que la familia F = (Fí)íEj es un cubrimiento

familia

miembro

elementos

isomorfas

subfamilia

separadora

intersectante

Helly

reducida

conforme

cubrimiento
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REDUCIDA NO REDUCIDA

CONFORME

NO SEPARADORA

NO CONFORME

Figura 2.1: Familias

11

HELLY NO HELLY

SEPARADORA



Figura 2.2: Fr = {h^x, h2}, F2 = {h2, x, h3}

de T si Uie/^j ^ V(T), y para cada arista uv de T existe algún Fi tal que 

u,v e F¡, (Figura 2.2).

2.4. Operadores

Se definirá el operador de intersección de una familia a una apli­

cación que asigna a cada familia F un grafo, notado L(F), V^L^Ff) = / y 

E(L(F)) = {ij\i ^ j y Fi^ Fj ^ 0}. Figura 2.3

Se definirá el operador familia de diques de un grafo a una aplicación 

que asigna a cada grafo G la familia de sus diques, C(G) = (Fi)iei donde I 

es el conjunto de todos los diques de G y ^ =i para todo i £ I. Figura 2.3

Se define el operador dual de una familia, a una aplicación que asigna 

a cada familia F = (Fi)iei una familia notado D{F\ D(F) = {Aj^j^j donde 

J = LU/ Fiy Aj = {i e I \ j e Fi}. Figura 2.3

Se define el operador 2 sección de una familia, a una aplicación que 

asigna a cada familia F = (Fi)iEf, un grafo notado S(F) cuyos vértices son

operador 
de inter­
sección

operador 
familia de 
diques

operador 
dual

operador 2 
sección
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Figura 2.3: Operadores: L, C, D, S

los elementos de la familia F y dos vértices son adyacentes si pertenecen al 

mismo miembro de la familia (Figura 2.3).

Teorema 2.4.1 F una familia.

1. F es conforme si y sólo si D(F) es Helly.

2. F es separadora si y sólo si D(F) es reducida.

Teorema 2.4.2 1. DD=I (la identidad de familias),

2. SC=I (la identidad de grafos),

3. L=SD, S=LD, CS—I para familias conformes y reducidas.
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4- CL = D para familias Helly y separadoras.

El siguiente resultado corolario del anterior asegura que la única familia 

Helly y separadora cuya intersección es el grafo G debe ser la familia dual de 

sus diques.

Corolario 2.4.1 Si F es una familia Helly y separadora tal que L(F) = G 

entonces F = DC(G).

Demostración: Si L(F) = G entonces CL(F) = C(G) y DCL(F) = DC(G} 

pero CL = D para familias Helly y separadoras, con lo cual DD(F) = 

DC(G). De aquí F = DC(G). □

El operador dique, notado por K, asigna a cada grafo G, un grafo que 

se notará K(G) y se dirá grafo dique de G, cuyos vértices son los diques 

de G y dos diques son adyacentes si y sólo si su intersección es no vacía.

El operador dique resulta ser la composición de los operadores L y C esto 

esK = LC.

El operador dique valuado, notado por Kv, asigna a cada grafo G 

su grafo dique junto con una valuación de las aristas del grafo dique, dada 

por el cardinal de la intersección de los diques incidentes en la arista. A 

el grafo KV(G) también lo denominaremos grafo dique valuado de G 

(Figura 2.4).

2.5. Cordales, UV, DV, RDV e Intervalos

La clase de grafos cordales fue caracterizada en 1974 por Gavril [6] como 

los grafos de intersección de subárboles en un árbol, siempre considerando la

operador 
dique 
grafo

dique

operador 
dique 
valuado

grafo 
dique 
valuado
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Figura 2.4: Operador Kv

intersección de sus conjuntos de vértices.

Posteriormente, Gavril [6] y Monnma y Wei [19], definieron subclases 

de los gratos cordales de una forma muy natural.

Un grafo G es UV(undirected vertex), si es el grafo de intersección de 

una familia de caminos en un árbol. Dado un árbol T y una familia de caminos 

F cuya intersección es G, el par (T, F} es llamado una representación UV 

de G. Claramente, la familia de caminos F en un árbol es una familia de 

subárboles de ese árbol, con lo cual G es cordal, pero no todo grafo cordal 

es UV (Figura 2.5). La notación UV fue introducida por Monma y Wei [19], 

en 1986, antes de esto, los grafos UV se denominaban grafos de caminos no 

direccionados.

Un grafo G es DV(directed vertex), si es el grafo de intersección de 

caminos dirigidos en un árbol dirigido. Dado un árbol dirigido T y una fa­

milia de caminos dirigidos F de T cuya intersección es G, el par (T, F) es

uv

DV
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Figura 2.5: Cordal no UV

Figura 2.6: UV no DV

llamado una representación DV de G. Es claro que si no se consideran las 

direcciones de aristas de T y de los caminos F, una representación DV es 

también una representación UV para el mismo grafo; pero no todo grafo UV 

es DV (Figura 2.6). Los gratos DV fueron considerados por primera vez por 

Momna y Wei [19], en 1986.

Un grafo G es RDV(rooted directed vertex), si es el grafo de intersección 

de caminos dirigidos en un árbol dirigido enraizado. Si T es un árbol dirigido 

enraizado y F una familia de caminos dirigidos de T cuya intersección es 

G, el par (T, F) es llamado representación RDV de G. Claramente, una 

representación RDV es una representación DV, además si no se considera 

las direcciones en las aristas de T y de los caminos F, una representación 

RDV es también una representación UV del mismo grafo. Pero no todo grafo 

DV es RDV (Figura 2.7). La notación RDV fue introducida por Momna y 

Wei [19] en 1986, antes de eso, los grafos RDV eran llamados grafos de

RDV
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Figura 2.7: DV no RDV

caminos direccionados.

Los grafos de Intervalos, originalmente definidos como grafos de intersec­

ción de familias de intervalos de la recta real, son los grafos de intersección de 

caminos en un árbol que es un camino. Naturalmente es posible dirigir y en­

raizar un árbol que es un camino, de manera que los caminos sean dirigidos, 

resulta evidente que la representación de Intervalos es una representación 

RDV del mismo grafo. Pero no todo grafo RDV es de Intervalos.

Luego es claro que Intervalos C RDV C DV C t/V(Figura 2.8).

2.5.1. Construyendo familias separadoras de subárboles

Es sabido que si F es una familia de subárboles de un árbol entonces F 

es una familia Helly y por ende las familias que representan grafos UV, DV 

y RDV son Helly.

Si F es una familia de subárboles de un árbol T cuya intersección es 

el grafo G, es posible aplicar un procedimiento natural para conseguir una 

familia F' de subárboles de un árbol Τ' de modo de minimizar la cantidad de
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UV

DV

RDV

Intervalos

Figura 2.8: Relación entre clases
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vértices del árbol, en este contexto y asumiendo las definiciones del parágrafo 

anterior se trata de construir un árbol y una familia de subárboles separadora 

que siga representando al mismo grafo G. Más formalmente,

Sea (T, (Fv)vey(G)) un árbol T y una familia de subárboles de T cuya 

intersección es el grafo G.

Si xy € E(T) y {v ^ V(G);x G Fv} Q {v e V(G);y G Fv} entonces se 

definen Τ' y (F¿)vev(G) de la siguiente manera:

■ T' es el árbol obtenido por contracción de la arista xy en T en el vértice 

y

■ para cada v E.V(G):

• Si x G Fv luego y E Fv entonces F^ es obtenida por contracción 

de la arista xy en Fv en el vértice y.

• Si x ^ Fv entonces F' — Fv.

Se dice brevemente que (Τ', F') es obtenida por contracción de xy de (T, F). 

En la Figura 2.9 puede observarse un ejemplo del proceso antes descripto.

Teorema 2.5.1 Si (Τ' ,F’) es obtenida por contracción de xy en (T,F) en­

tonces el grafo de intersección de F' es el mismo que el de F.

Demostración: Los únicos miembros de la familia F que fueron modificados 

son los que poseen a x, pero por la hipótesis, todos ellos también tienen a y. 

Luego las intersecciones de ambas familias se mantienen invariantes. □
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Figura 2.9: Ejemplo proceso contracción

Si (Τ', (Fv)veV^G)) es una familia Helly cuya intersección es el grafo G 

pero (Fv)vey^G) n° es separadora entonces existe un a; G Uvev(G) ^ tal que 

P\xeFv ^ no es s^° xi Pero es un subárbol L de T, luego aplicando reitera­

damente el procedimiento descripto anteriormente sobre las aristas de L, se 

obtiene una familia de subárboles de un árbol la cual es Helly y separadora 

cuya intersección es el grafo G.

La Figura 2.10, muestra un ejemplo de lo antes expuesto.

Figura 2.10: Dos representaciones del mismo grafo

Decimos entonces que la familia Helly y separadora es obtenida por con-

20



tracción.

Se obtiene como consecuencia que los árboles y las familias de subárboles 

pueden restringirse a subárboles del grafo dique.

El resultado fue probado por Gavril y enunciado como sigue:

Teorema 2.5.2 (Gavril) Un grafo G es Cordal si y sólo si existe un árbol 

T tal que V(T) es el conjunto de diques de G y para cada vértice v, Cv induce 

un subárbol de T.

Si T es un árbol cumpliendo las condiciones del Teorema de Gavril se 

llama árbol dique o característico de G. Es claro que todo árbol dique 

de G es un árbol generador de K(G) ó de KV(G).

Si T es un árbol dique de G, para cada v eV (G) se tiene que Cv induce un 

subárbol de T que será destacado en las figuras como un subárbol "paralelo” 

a T (Figura 2.11).

Esta caracterización es conocida como Teorema del árbol dique que fue 

probado por Gavril [6, 7, 8] para las clases Cordal, UV, RDV y por Monma 

y Wei [19] para la clase DV.

árbol
dique
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Figura 2.11: Representación de G
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Teorema 2.5.3 (Monma and Wei) 1. G E RDV si y sólo si existe un 

árbol T dirigido y enraizado, tal que V(T) = C(G) y para todo v vértice 

de G, Cv induce un camino dirigido de T.

2. G E DV si y sólo si existe un árbol T dirigido, tal que V(T) = C(G) y 

para todo v vértice de G, Cv induce un camino dirigido en T.

3. G E UV si y sólo si existe un árbol T, tal que V(T) = C(G) y para 

todo v vértice de G, Cv induce un camino en T.

4- G E Cordal si y sólo si existe un árbol T, tal que V{T) = C(G) y para 

todo v vértice de G, Cv induce un subárbol en T

Esto será de gran utilidad en las secciones próximas para el estudio de 

dichas clases a través de sus representaciones.

Una clase ^ de gratos se dice hereditaria si y sólo si es cerrada por 

subgrafos inducidos por vértices. Esto es si G es un grafo de F y v es un 

vértice de G resulta G — v ser un grafo de éF.

Se sabe que las clases hereditarias admiten una caracterización por 

subgrafos prohibidos, es decir existe una clase C^={H : H no pert ence a 

F, H — v E F para todo v E V (H)}, tal que G E F si y sólo si G no contiene 

como subgrafo inducido a ningún miembro de Cjr.

Como las clases de grafos Cordales, UV, DV, RDV, Intervalos, son 

hereditarias, admiten una caracterización por subgrafos prohibidos.

hereditaria
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2.5.2. Caracterizaciones por Prohibidos

Las clases de Intervalos y DV han sido caracterizadas por subgrafos 

prohibidos. Más específicamente, Lekekerker y Boland [14] probaron que un 

grafo G no es de Intervalos si y sólo si tiene una 3-asteroidal, a partir de 

esto, construyen grafos minimales que tienen una y sólo una 3-asteroidal.

De esto, resultó que G es grafo de Intervalos si y sólo si no contiene como 

subgrafos inducidos a los de la Figura 2.12.

Figura 2.12: Prohibidos de Intervalos

Por otra lado, Monma y Wei presentaron un algoritmo de reconocimien­

to para las clases RDV, DV, UV y Cordal. Este algoritmo consiste en se­

parar un grafo, en subgrafos, por medio de los denominados ’’clique sepa­

radores”; chequear la forma de los ’’átomos” resultantes y finalmente ve­

rificar si cada etapa de la separación es válida. Más claramente, la idea de 

descomponer el grafo en subgrafos, generar los átomos y buscar caracteriza­

ciones de los átomos en cada clase.

Recordemos algunas definiciones presentadas por Monma y Wei.

Un dique C es separador de G, grafo conexo, si G — C no es conexo y un separador
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átomo es un grafo conexo sin diques separadores. Por ejemplo en la Figura 

2.13, puede observarse que C es un átomo del grafo G.

Figura 2.13: G grafo DV y su único árbol dique.

Si C es un dique separador de G los vértices de G — C quedan parti- 

cionados en conjuntos Fi,V2,">K· Es claro que si Gí = G[V¡ UC],i = 1,.., s; 

el proceso de descomposición puede aplicarse recursivamente sobre cada Gi. 

Esta descomposición se representa por un árbol cuya raíz es G, cada vértice 

interno es un dique separador de G y cada hoja un átomo de G. Por ejemplo 

ver Figura 2.14.

Figura 2.14: Descomposición
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Si C es un dique que separa a G en grafos Gi = G[V U C], y v G C se 

dice que Gi es vecino de v si y sólo si existe un vértice de Vi adyacente a v.

Si C es un dique separador de G, se dicen relevantes, a los diques de 

G distintos a C que se intersectan con C.

Recordemos que dos diques relevantes Gi, C2 de G se dicen no atacha­

dos si Gi Π C (Ί C2 = 0 y atachados en caso contrario; se dice que Gi 

domina a C2 si Gi A C 2 C2 A C (respectivamente se dice que Gi domina 

propiamente a C2 si la contención es estricta); Gi y C2 se dicen congruentes 

si son atachados y Gi A C = C2 A G; C^, C2 se denominan antipodales si 

son atachados y no se dominan entre sí.

Respectivamente se dice que dos grafos separados por un dique separador C 

de G; Gi, G2 son no atachados si para cada par de diques Gi dique de Gi, 

C2 dique de G2 son no atachados; caso contrario se dirá que son atachados. 

Se dice que Gi domina a G2 si son atachados y cada dique Gi de Gi domina 

a todos los diques C2 de G2 o Gi y G no son atachados (respectivamente Gi 

domina propiamente a G2 si Gi domina a G2 pero G2 no domina a Gi).

Se dice que Gi, G2 son congruentes si Gi domina a G2 y G2 domina a Gi, en 

este caso, Gi es congruente con G2 para todo Gi dique de Gi y todo C2 dique 

de G2. Por último, se dice que Gi y G2 son antipodales si son atachados y 

no se dominan entre sí.

Presentamos un ejemplo que clarifica dichos conceptos, ver Figura 2.15, en 

esa figura G3 y Gi son antipodales para todo i G {1,2,4,5}, G4 y G5 son 

congruentes, G2 domina propiamente a GI y Gi, Gj son no atachados para 

i e {1,2} y J e {4,5}.

vecino

relevantes

Tío atacha— 
dos 
atachados 
domina 
domina 
propia­
mente 
congruentes 
antipodales
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Figura 2.15: Ejemplo de separación de G en G1,G2,G3,G4,G5 por C = 

{1,2,3,4}.

A partir de separar un grafo G por grafos Gi, Monma y Wei [19] definen 

el grafo de los antipodales cuyos vértices son los Gi y Gi,Gj son adyacentes 

para i ^ j si y sólo si Gi y Gj son antipodales. Luego de estudiar el com­

portamiento de los grafos antipodales, Monma y Wei enuncian y prueban el 

Teorema separador para caracterizar a las clases RDV, DV, UV y Cordal. 

Más aún, describen a partir de este teorema un algoritmo de reconocimiento 

para las clases que construye un árbol dique. El teorema no caracteriza de 

manera única un árbol dique.

Teorema 2.5.4 (Teorema Separador de Monma y Wei) Sea C dique 

separador de un grafo G=(V,E) en subgrafos Gi = G(C,V), 1 i s, 

s^2.

1. G es DV si y sólo si cada Gi es DV, y cada Gi puede ser 2 coloreado 

tal que pares no antipodales tienen el mismo color.
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2. G es UV si y sólo si cada Gí es UV, y cada Gí puede ser 2 coloreado 

tal que pares no antipodales tienen el mismo color y para cada v E C, 

el conjunto de subgrafos vecinos a v es 2 coloreable.

3. G es Cordal si y sólo si cada Gí es Cordal.

j. G es RDV si y sólo si cada Gí es RDV, y cada Gí es 2 coloreable tal 

que pares no antipodales tienen el mismo color, y que en un color cada 

subgrafo tiene un RDV árbol dique enraizado en C y que en el otro color 

no hay subgrafos disjuntos y cada subgrafo (con una posible excepción) 

tiene un RDV árbol dique enraizado en un dique relevante. El subgrafo 

excepción, si existe, es dominado por todo otro subrafo del mismo color 

y tiene un RDV árbol dique en el cual el nodo C tiene grado de salida 

0.

En particular para testear si un grafo es DV, verifican si cada Gí es DV y si 

el grafo de los antipodales es 2 coloreable, por ejemplo ver Figura 2.16.

Figura 2.16: Grafo de antipodales de G de la Figura 2.15

Como ya se mencionó anterioremente, Panda [20] caracterizó a la clase 

DV por subgrafos prohibidos, para ello se basó en la caracterización de Mon­

ma y Wei. La técnica empleada por Panda, para construir la familia de pro­

hibidos, consiste en buscar condiciones para saber cuando el grafo de los 

antipodales no es 2 coloreable, así construye la familia de grafos prohibidos 

para la clase DV.
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Figura 2.17: Prohibidos DV

Teorema 2.5.5 (Panda) G es DV si y sólo si no tiene como subgrafos 

inducidos a los de la Figura 2.17

Observar que en la figura anterior aparecen los prohibidos de intervalos 

(en celeste). Más claramente, 1^ e G son prohibidos de intervalos; G, G, G^ G, G 

son prohibidos de intervalos con la adición de un vértice universal (en rojo).
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2. 6. Representaciones canónicas.

En 1999 Mckee [17], relaciona los árboles diques de un grafo cordal con 

los árboles generadores de peso máximo de KV(G).

Lema 2.6.1 (McKee) G grafo Cordal. T es un árbol dique de G si y sólo 

si |V(G)| = ^fjQev^T) I^I-^qq*g£;(t) \QnQ | siendo Q,Q* G VÍT} yQQ* G 

E(T).

Observar que ^qq*ee(t) \Q ^ Q*\ es θΐ Peso del árbol T como árbol 

generador de Kv(G). McKee prueba que |V(G)| acota superiormente a la 

Sqgv(t') IQI ~^QQ*eE(T') \Q^Q*\> siendo Τ' un árbol generador cualquiera 

y obtiene el siguiente teorema.

Teorema 2.6.1 (McKee) Un grafo G es Cordal si y sólo si algún árbol de 

peso máximo de KV(G) es árbol dique. Más aún, todo árbol de peso máximo 

de KV(G) es árbol dique.

Por otro lado, como ya vimos, las subclases de grafos Cordales, en las 

que estamos interesados, tienen un vínculo con los árboles diques a través 

del Teorema del árbol dique (Teorema 2.5.3).
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Luego por los resultados de Mckee se puede obtener el siguiente Teorema.

Teorema 2.6.2 1. G E RDV si y sólo si existe un árbol T enraizado,

generador de KV(G) y de peso máximo, para todo v vértice de G, Cv 

induce un camino dirigido en T.

2. G E DV si y sólo si existe un árbol T generador de KV(G) y de peso 

máximo, para todo v vértice de G, Cv induce un camino dirigido en T.

3. G E UV si y sólo si existe un árbol T generador de KV(G) y de peso 

máximo, para todo v vértice de G, Cv induce un camino en T.

4- G E Cordal si y sólo si existe un árbol T generador de KV(G) y de peso 

máximo, para todo v vértice de G, Cv induce un subárbol en T

A un árbol T cumpliendo 1),2),3) o 4 se lo llamará respectivamente 

ñDV-árbol dique, PV-árbol dique, t/V-árbol dique o árbol dique respec­

tivamente.

Luego si un grafo Cordal es o no de Intervalos, RDV, DV, UV se 

restringe al estudio de los árboles generadores maximales de Kv y las familias 

Cv respectivas.

Al par (T, (Cv)vey(G)) siendo T un árbol dique se lo denomina repre­

sentación canónica de G.

Observar que en todo T árbol dique de G, las hojas de T deben ser diques 

del grafo que poseen un vértice simplicial de G.

El siguiente resultado será de utilidad cuando estudiemos respresenta­

ciones canónicas de subgrafos de un grafo.

repres entación 

canónica

31



Teorema 2.6.3 T un árbol, F una familia de subárboles Helly y separadora 

de T tal que toda arista de T pertenece a un miembro de la familia. En­

tonces el grafo de intersección de F es un grafo cordal G y (T, F) es una 

representación canónica de G.

Demostración: Es claro que G = L(F) es un grafo cordal, como F es Helly 

y separadora, por el Corolario 2.4.1, F = DC(G) = (Cv)vev(G')· Luego T es 

un árbol cuyos vértices son los diques de G. Además si AB es una arista de 

T, existe por hipótesis un miembro Fv de la familia F que tiene a A y a B. 

Es claro que v E A Π B. Luego AB resulta una arista de K(G) con lo cual 

(T, F) resulta una representación canónica de G. □
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Capítulo 3

Subgrafos inducidos y 

construcción de árboles dique

Como ya fue mencionado previamente, los subgrafos inducidos de un grafo 

cordal son grafos cordales. En este capítulo analizaremos si existen vínculos 

entre los árboles diques del grafo menor y los árboles diques del grafo dado. 

En la Figura 3.1 podemos observar como ejemplo un grafo G cordal, un 

subgrafo inducido G', K(G') no es un subgrafo inducido de K(G). Más aún, 

el árbol dique de G' que es una cadena, no es un subárbol inducido de el 

único árbol dique de G.

3.1. Contracción

Una operación que permite obtener un árbol dique de cualquier subgrafo 

conexo de un grafo cordal a partir de un árbol dique del grafo total es la 

contracción. Claro que el árbol obtenido no será necesariamente un subárbol
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Figura 3.1: G ,G', K„(G), KV(G')
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del total.

Sea G un grafo cordal y w un vértice de G tal que G — w es conexo. 

Si (T,F) = (Cy^uzviG) es una representación canónica de G entonces es 

claro que (T, (Cv)vev(G-w)) es una representación de G — w como grafo de 

intersección de subárboles de T. Naturalmente la nueva familia F — Fw = 

(Cy)vev(G-w) es Helly pero podría haber perdido la propiedad de ser sepa­

radora de los vértices de T. La Figura 3.2 muestra el caso en que la familia 

F — Fw no es separadora de vértices de T.

Figura 3.2: Representación de G y G-w

Utilizando el procedimiento descripto en 2.5.1 a T y a la familia F — Fw se 

puede conseguir un nuevo árbol Τ' y una nueva familia F' de subárboles de 

Τ' Helly separadora y que represente al grafo G—w.La Figura 3.3 ejemplifica 

el procedimiento descripto en 2.5.1 aplicado a T y a la familia F — Fw y se 

obtiene así, un árbol T' y una familia separadora F' que representa aG — w.

Es decir (Τ', F') será una representación canónica de G — w obtenida por 

contracción de (T, F).
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Figura 3.3: Representación canónica obtenida por contracción
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La Figura 3.4 muestra un caso particular en el cual w es un vértice sim-

plicial.

Figura 3.4: Técnica contracción

Por último en la Figura 3.5 se muestra un ejemplo en el cual w es simplicial 

y la contracción deja invariante al árbol.
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Figura 3.5: Técnica contracción

3.2. Poda

Existe una forma simple de obtener subgrafos inducidos de un grafo cordal 

tal que cada árbol dique del subgrafo es un subárbol de algún árbol dique 

del grafo.

Teorema 3.2.1 Sean G un grafo cordal, T un árbol dique de G y To un 

sub árbol de T. Si Gq es el subgrafo de G inducido por todos los vértices de G 

pertenecientes a diques de V(Tq) entonces:

■ Τθ es un árbol dique de Gq.

■ (To, (Cv A V(To))vev(Go)) 65 una representación canónica de Gq.

Demostración: Los vértices de Gq son exactamente los vértices v de G 

tales que Cv A V(T0) ^ 0. Además, dado que (Cv)vev(G) es separadora, la
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familia (Gv Π V(To))vev(Go) θδ también separadora. Por otro lado, dado que 

(GJverqG) es una familia de subárboles de T, (Cv ίΊ V(T0))vev(G0) es una 

familia de subárboles de 7b, luego es Helly y es claro que cubre las aristas de 

7b. Claramente la intersección de dicha familia es Gq.

Luego por el Teorema 2.6.3, (7q, (CvnV(7o))uev(Go)) es una representación 

canónica de Gq y Tq es un árbol dique de Gq- □

Se dirá que 7o se obtiene de T por poda y se llamará Gt0 al subgrafo Gq. poda

En la Figura 3.6 se muestra un caso particular en que 7o es obtenido de

T borrando un vértice pendiente.

Figura 3.6: Técnica-poda

Observar que la poda es una sucesión de contracciones considerando los 

vértices simpliciales de los diques que son hojas de los árboles obtenidos en 

cada paso.
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3.3. Injerto

Sea T un árbol dique de un grafo G. Notaremos T[C,C'], el camino 

inducido en T, entre C y C', diques de G.

3.3.1. Injerto simple

La Figura 3.7 ejemplifica la técnica de injerto simple.

Figura 3.7: Injerto simple

Teorema 3.3.1 Sea G un grafo cordal, T un árbol dique de G y AB una 

arista de T. Si B' es otro vértice de T tal que A E T[B, B'], A Π B C B' 

entonces T' = T — AB U BB' es un árbol dique de G.

Demostración: Observar que An B Q B Ci B', además como A E T[B, B'], 

T U BB' tiene un ciclo que contine a AB entonces Τ' = T — AB U BB' es un 

árbol generador de K(G). Pero T es un árbol de peso máximo de KV(G) con 

lo cual |4Πβ| = |Bnfi'| γ Τ' tiene el mismo peso de T. Por el Teorema
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2.6.1, Τ' es un árbol dique. □

3.3.2. Invarianza de cubridores

Si G es un grafo cordal, T un árbol clique de G y e = AB es una arista 

de T, llamamos cubridores de e, notado cub(e) al conjunto de vértices v de 

G tal que Cv cubre a la arista e. Más formalmente, cub(e) = ΑΠ B.

La familia de cubridores de las aristas de cualquier árbol clique de G es 

invariante, como se prueba en los siguientes resultados.

Teorema 3.3.2 Si G es un grafo cordal, T un árbol dique de G y e E E(T) 

entonces para todo árbol dique T de G existe e G E(T) tal que cub(e) = 

cub(e).

Demostración:

Como T y T son árboles de peso máximo de KV(G) existe una secuencia 

de árboles de peso máximo: Ti,..,Tk con Τι = T y Tk = T tal que Ti = 

Tí-í — βϊ-γ U éiT{ para ciertas aristas βι, ...,β^ y ej, ...,β^ para i = 2, ..,k. 

Luego basta comprobar que el Teorema vale entre T^i y Ti.

Por ser Ti un árbol dique de G todos los vértices que cubren e¿_i tienen 

que haber cubierto é^ y recíprocamente. □

Corolario 3.3.1 SeaG un grafo cordal, T yT árboles dique de G. Entonces 

(cub(e))eeE{T) = (cub(e))eeE^y

41

cubridores

de e



Sean T, T árboles clique de un grafo G, e E E(T), e e E{T\ se dirá que 

eye son aristas equivalentes si cubr(e) = cubóte), es decir si e y e tienen el 

mismo conjunto de cubridores.

aristas 
equiva­
lentes

3.3.3. Injerto compuesto

Sea G un grafo cordal, T un árbol dique de G y Tq un subárbol de T. Sean 

Τι, T2, ---.Tk las componentes conexas no triviales de T—E(T0) y Ai, A^ ...,Ak 

vértices de To, tales que V(Tq) Π V(Ti) = {A^} para todo z = 1,..., k. Luego 

T = |J.=0 k Ti. La Figura 3.8 ejemplifica la técnica de injerto compuesto.

Figura 3.8: Injerto compuesto

Teorema 3.3.3 Si Tq es otro árbol dique de G?o entonces la unión Tq U 

Uí=i k^i es un árbol dique de G.

Demostración: Como T = Uí=o k^i y ^(^o) = ^(^o) se ^ene Que ^o ^ 

U¿=i k Ti es un árbol cuyos vértices son los diques de G. Además como el 

peso de Tq y de Tq son iguales, dado que ambos son árboles dique de Gt0 se
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tiene que el peso de Tq U Uí=i k Ti es el peso de T y por el Teorema 2.6.1, 

Tq U Ui=i,...,k Ti es un árbol dique de G. □

Se dirá que T -To = Uí=i,...,fc Ti-

Corolario 3.3.2 Todo árbol dique de Gt0 es un subárbol de algún árbol 

dique de G.
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Capítulo 4

k-asteroidales y 

representaciones canónicas

Como ya se ha mencionado, un grafo cordal G es un grafo de Intervalos 

si y sólo si alguna representación de G tiene un árbol que es un camino, es 

decir tiene exactamente 2 vértices pendientes. Este resultado, fue probado 

independientemente por Fulkerson y Gross [5], que caracterizan a los grafos 

Cordales que son grafos de Intervalos por la propiedad de poseer un orden 

en sus diques, de manera que en la matriz diques versus vértices aparecen 

sus unos consecutivos.

La idea original de este capítulo fue inspirada en la caracterización de los 

grafos de intervalos presentada por Lekkerkerker y Boland [14], En dicha 

caracterización, prueban que los grafos de intervalos son los grafos cordales 

que no tienen 3-asteroidales. Por este motivo, pensamos que existirían víncu­

los entre la cantidad de hojas de cada árbol dique de un grafo y la existencia 

de 3-asteroidales y en general Zc-asteroidales. Para arribar a los resultados que
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se presentan a continuación, tuvimos que estudiar en profundidad la relación 

entre los caminos en un grafo y los caminos en los árboles diques. Además, la 

relación entre conjuntos asteroidales y caminos en un árbol dique. Algunos 

de estos resultados aparecen en Lin-McKee-West en [16].

Finalmente, se dará una prueba del Teorema de Lekkerkerker y Boland y 

se construirán la familia de prohibidos minimales de la clase de los grafos de 

Intervalos utilizando las herramientas y resultados obtenidos.

4.1. Caminos en G versus caminos en T

Analizamos en esta sección la relación que existe entre los caminos definidos 

en un grafo cordal conexo G y los caminos de cualquiera de sus árboles dique.

Sea (T, F} una representación canónica de un grafo cordal G, notaremos 

por Tv el subárbol de T inducido por Gv. Recordar que T[C, C'], es el camino 

inducido en T, entre C y C', diques de G.

Se dirá que la arista uv de G participa en T[G, C'] si existe un vértice C* 

de T[G,C'] tal que u,v G C*. En la Figura 4.1, be participa en T[C,C'], 

siendo G = {abe} y C' = C* = {bce}. Si u es un vértice de G, se dirá que u 

participa en T[C, C'] si existe un vértice C* de T[C, C'] tal que u G C*. En 

la Figura 4.1, b participa en T[C, C'] sindo C, C, C* como antes.

Una 3-upla de vértices distintos de G’, si,S2,,S3 se dice 3-asteroidal o 

tripla asteroidal si existen 3 caminos Pij, entre Si y Sj, para cada i,j = 

1,...,3; j > i con Ρ^ Π N[si] = 0 para l ψ i,j. Es claro que Si,Sj no son 

vértices adyacentes, para i ^ j, i,j e {1,2,3}.

Una fc-upla de vértices distintos de G; Si,S2,...,Sk se dice k-asteroidal si
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Figura 4.1: 6 participa

Figura 4.2: Si, s2, s3 es una 3-asteroidal

cualquier terna de vértices Si, Sj, s¡ forman una tripla. En la Figura 4.2 pode­

mos observar un grafo G y 5i, 52,53 una 3-asteroidal de G, siendo Si, 52,53 

vértices de G y los caminos P^ = 5i, 6, 52, P13 = 5i, c, 53, P23 = 52, d, 53.

Ahora presentaremos resultados que trasladan adyacencias enG aT. Comence­

mos analizando el caso en que uv G E(G) siendo u,v e V(G).

Proposición 4.1.1 G es un grafo cordal, T un árbol dique de G y uv £

E(G). Si Ce Cu, C' 6 Cv entonces uv participa in T[C, C']

Demostración: Dada uv G E(G), existe un dique H de G tal que u,v e H 

(H e CUU Cv). Como Tv y Tu son subárboles de T en caso que v no está en 

C y u no está en C' entonces C' no está en T[C, H] y C no está en T[C', H].
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Figura 4.3: Caso a y b

Por esto, la posición en T de C,C' y H es como en la Figura 4.3.

En el caso a) la proposición queda probada tomando H como un dique que 

tiene a u y v; en el caso b) existe un dique C* E T\C, H] PT[C', H] nT[C, C']. 

Como Tu, Tv son subárboles deT; C, Η E Cu (C' no está en Cu) y C', Η E Cv 

(C no está en Cv), u,v E C*. Luego uv participa en T[C, C']. □

Ahora analizaremos que sucede para el caso en que u y v no son vértices 

adyacentes en el grafo G.

Primero, presentamos algunas definiciones.

Dado un camino minimal Puv : u = uq, ..,un = v, una subfamilia de diques 

de G, (Gi)^,..^-!, con u^u^ en Ci para todo i E {0, ..,n — 1}, es llamada 

subfamilia de diques asociada con Puv.

Es claro que una subfamilia de diques asociada con Puv no es única, por 

ejemplo, para el grafo de la Figura 4.1, si P^f : b,e, f, C = ({abe},{ef}) y 

F = ({bce}, {ef}) son subfamilias de diques asociadas con P^f.

Lema 4.1.1 G es un grafo cordal, T un árbol dique de G, Puv es un camino 

minimal entre u,v E V(G) y (Ci)i=Q,..,n-i es una subfamilia de diques asocia-

subfamilia 
de diques 
asociada
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Figura 4.4: TUi+1 es un subárbol de T

da con Puv. Luego UkUk+i no participa en T[Ci, G+i] para todo k 6 {0,1,.., n— 

1}, k ^ i,i + 1.

Demostración: Supongamos que existe H E C(G), {uk,Uk+i} C H tal que 

H E T[Ci^Ci+\]. Como TUi+1 es un subárbol de T, ui+i E //(Figura 4.4). 

Luego {íifc,Wi,wí+i} induce un completo de G, lo que contradice la mini- 

malidad de Puv. □

En la Figura 4.1, puede observarse un ejemplo del Lema 4.1.1, si P^g : 

b,e,f,gyC = ({abe}, {ef}, {fg}), fg no participa en T[{abe},{ef}].

Por el lema anterior podemos deducir que para k ^ i, i + 1, Ck no está en 

nc^c^Y

Observar que si Puv es un camino minimal en G entre u y v; (Ci)iEi es una 

subfamilia de diques asociada con Puv, entonces T[Ci-2, G-JnTpi-ijC'J A 

T[Ci, Ci+i] = 0. Es claro que si C7 G T[Ci—2·) Ci—i] A T[Ci—i, Ci\ A T[Ci, Cj+i] 

entonces {uí-\,Uí, Uí+i} C C. En la Figura 4.5 se muestra esta situación. Por 

esto {ui-ijUijUi+i} induce un completo en G contradiciendo que Puv es un 

camino minimal. En lo que sigue, probaremos que dado un camino minimal 

Puv entre u y v en G, C E Cu, C' E Cv, todos los vértices en Puv participan 

enT[C,C'].
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Figura 4.5:

Primero, es necesario probar una serie de lemas, entre ellos, uno sobre árboles.

Lema 4.1.2 SeaT un árbol; v,w,x,y 6 V(T). Entonces T[x,y]nT[v,w] ^ 0 

o existen a, b G V(T) tales que T[x, y]HT[a, b] = {b} y T[v,w]nT[a,b] = {a}.

Demostración: supongamos que T[x,y] HT[v,w] = 0. Como T es conexo, 

existe en T un camino entre v y x. Sea a el último vértice en el camino 

dirigido de u a $ tal que a E T[v,w] y b e[ primer vértice en el camino di­

rigido de y a w tal que b G T[x,y]. Es claro que T[v,w] Π T[a,b] = {a} y 

T[a, b] Π T[x, y] = {b}. Luego el lema ha sido probado. □

Teorema 4.1.1 G es un grafo cordal, T un árbol dique de G, Puv = (ui)i=o,..,n 

un camino minimal, y sean C G CUo, C' G CUn. Entonces un_i participa en 

T[C, C'].

Demostración: Probaremos que un_i participa en T[C,C'].

Es claro que es verdadero si n = 1, pues uq participa en T[C, C'].

Estudiamos el caso n > 1. Supongamos que un_i no participa en T[C, G']
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Figura 4.6: uoun no es una arista de G

Como Un-iUn G E(G), existe Cn-i dique de G tal que un_1}un G Cn-\.

Como un-i no partidpa en T[C, C'], Cn-i no está en T[C, C1].

Ahora, veamos la posidón en T de C, C', Cn-\.

Probaremos que: i) C no está en T\Cn-i,C'].

ii) C' no está en T[Cn-i, C].

i) Es verdad pues uoun no es una arista de G (Figura 4.6).

ii) Analizaremos: iia) un_iUo es una arista de G.

iib) un-iUo no es una arista de G.

iia) Como un-i 6 Cn-i y uq E C por la Proposidón 7.1.1, existe C* dique de 

G que tiene a un-i y uq, además C* E T[C, Cn-i]· Es claro que C* no está en 

T[C, C'] pues un-i no participa en T[C, C']. Por lo tanto C* E T[C\ Cn-i] y 

un G C*. Más aún, (T,F) es una representación canónica, y uq está en C* 

entonces unUQ G E(G), contradiciendo que Puv es minimal. (Figura 4.7) 

iib) Si Un-iUo no es arista de G, existe un-2 vértice de Puv con un-2Un-i una 

arista de G. Más aún, existe Cn~2 un dique de G que tiene a un-2 y un-i- 

Como un-i no participa en T[G, C'], Cn-2 no es vértice de T[C, C']. Además 

T[C, C'] ATpn-i, Cn-2] = 0 (Figura 4.8). Por el Lema 4.1.2, existen a, b tal
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Figura 4.7: Uq € C*

Figura 4.8: T[C, C] Π T[Cn_u Cn_2] = 0

que T[C, C'] ΠT[a, b] = {a} y T\Cn-i, Cn-2] Π T[a, b] = {b}. Observar que en 

este caso a = C' y b puede ser Gn-i (Figura 4.9). Como antes, analizamos 2 

situaciones: iibl) si uoun_2 es una arista de G, por Proposición 7.1.1, existe 

C* dique de G tal que tienen a u0 y un_2 tal que C* G T[G,Cn-2\· Como 

(T, F) es una representación canónica, un-2un es una arista de G o uoun es 

una arista de G contradiciendo la minimalidad de Puv.

iib2) Si uoun_2 no es arista de G, existe un-3 vértice de Puv con un~3un_2 

una arista de G. Más aún, existe Cn-3 un dique de G que tiene un-3 y un_2. 

Analizamos la posición en T de Cn_3.

T\C, C'] n T[Cn_2, Cn_3] = 0 y TlC^, C] n T[Cn_2, Cn_3] = 0, pues unun.2 

no es una arista de G. Como antes, debemos analizar los casos en que u0un_3
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Figura 4.9: C' = a, Cn_i = b

figura 4.10: Posición en T de C, C y Cn-i

es o no una arista de G. El análisis de esos casos conduce a contradecir la 

minimalidad de Puv. Por lo tanto C' no está en T[Cn-i,C]. La posición en T 

de C, C' y Cn-i es como muestra la Figura 4.10.

Como antes, se analizarán 2 situaciones: si Uoun-i es o no una arista de 

G.

l)uoun-i es una arista de G^ como el caso iia) existe C* dique de G el cual 

tiene a un-i y Uq tal que C* no está en T[C, C'] pues un_i no participa en

52



Figura 4.11: a tiene ά un y uQ

T[C, C']. Más aún T[C, C'] Π T\Cn-i, C*] = 0 por Lema 4.1.2, existen a y b 

tal que T[C,C'] HT[a,b] = {n} y T[Cn^, C*] n T[a, b] = {b}. Como (T,F) 

es una representación canónica, es claro que a tiene ά un y Uq contradice la

minimalidad de Puv (Figura 4.11). 2) Idem iib). □

Como una consecuencia de este teorema, dado un camino minimal Puv 

en G, una subfamilia asociada con Puv, (Cí)íei, C 6 Cu, C' E Cv y T[C, C']’, 

si Ci E T[C,C] resulta que u¿-i participa en T[C,C']. En la Figura 4.12, 

puede observarse un ejemplo que muestra la necesidad de que en la hipótesis 

del Teorema el camino sea minimal. En la figura vemos un grafo G, su grafo 

dique valuado KV(G) y un árbol dique T de G. Es claro que Ui no participa 

en T[C, C'] pues u2 participa en T[C, C'].

Corolario 4.1.1 G es un grafo cordal, T un árbol dique de G y Puv = 

(ui)i=Q^>n es un camino minimal. Dado C E Cu, C E Cv, Ui participa en 

T[C,C'] para todo i E {l,..,n}.

Demostración: Supongamos que existe i E {l,..,n} tal que Ui no parti­

cipa en T[C, C']. Aplicando el Teorema anterior y dado que las secciones de
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Figura 4.12: u^ no participa en T[C, C']

un camino minimal son caminos minimales, uí+i ui+2,...,un no participa en

T[C,C'], contradiciendo que un G C'.

Corolario 4.1.2 G es un grafo cordal, T un árbol clique de G, Puv es un 

camino minimal, y C G CU,C' G Cv . Si H G T[C, C'] y x G H entonces 

x G N\ui] para algún i G {0, ,.,n}.

Demostración: Sea i el último índice tal que Ui participa en T[C,H]. Si 

i = n entonces un G H y x G N[un]. Si i ^ n entonces ui+í participa 

en T[H,C'], pues todos los vértices en Puv participan en T[G,C']. Como 

UiUi+í G E(G) por la Proposición 7.1.1 UiUi+i participa en T[G,C'], luego 

existe H* G T[C, C'] tal que u.¡,Ui+i G H*. Como Ui+i no participa en T[C, C'], 

H* G T[H, C'] entonces Ui G H y x G N[uí], □

Resulta de interés, dados u,x,v G V(G) , C G Cu y C' G Cv analizar la 

relación que existe entre un camino Puv de G, que no pasa por el entorno de 

a? y el camino entre C y C' en T árbol.

Por el Corolario 4.1.2, es claro que si Puv es un camino minimal, u G C,
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Figura 4.13: Ejemplo del Teorema 4.1.2

v E C y Puv Π N[x] = 0 para algún x E V(G) entonces x no participa en 

T[G,C']. Los resultados obtenidos nos permiten vincular los caminos en G 

con los caminos en T, árbol dique de G, y serán de utilidad en la siguiente 

sección.

4.2. k-asteroidales en G versus hojas de T.

Si G es un grafo cordal y (T, F) es una representación canónica de G, en 

esta sección se relacionarán las A:-asteroidales de G y las hojas de T.

Sabemos que si G es un grafo cordal con una 3-asteroidal entonces T tiene 

al menos 3 hojas.

Recíprocamente, si G es un grafo cordal y todos los árboles de G tienen al 

menos 3 hojas, entonces G no es un grafo de intervalos y por lo tanto G debe 

tener una 3-asteroidal. Se presentarán algunos resultados que nos permitirán 

generalizar este hecho.

Observar que si,...,Sfc es una k-asteroidal en el grafo G, y si C,C' son 

diques de G tales que C E CSi, C' E CSj para algún i,j E {!,..,&}; del
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Corolario 4.1.2 y la definición de k-asteroidal, si no participa en T[C,C'] 

para l ^ i, j.

Por otro lado, se probará en el siguiente lema que CC' no es arista de T.

Lema 4.2.1 G un grafo cordal, T un árbol dique de G y Si,..,Sk una k- 

asteroidal de G. Para todo C G CSi; C' G CSj con i ^ j G {1,.., k}, CC' no 

es una arista de T.

Demostración: Sea s¡ otro vértice de la k-asteroidal, siendo l ^ i,j,y H un 

dique de G que contiene a Si. Si CC G E(T) entonces como T es un árbol, 

C ^T[H,C] oC eT\H,C].

Supongamos que C G T[H, C']. Como Si, Sj, s¡ son vértices de una k-asteroidal, 

existe un camino Pij de si a Sj tal que N[sj\C\Pij = 0. Sin perder generalidad 

podemos suponer que el camino P¡j es minimal. Por el Corolario 4.1.2, co­

mo C G T[H, C'] entonces Sj es adyacente a algún vértice del camino Pij lo 

cual es una contradicción. Se procede análogamente en el otro caso, es decir 

C G T[H, C\, claramente se deduce entonces que CC' no es una arista de T 

con lo que el lema queda probado. □

Lema 4.2.2 G es un grafo cordal, T un árbol dique de G; Si, ..,Sk es una 

k-asteroidal de G. Dados C e CSi y C' E CSj:

■ Ningún s¡ con l ^ i, j participa de T[C,C].

■ existe C* G T[C, C'] tal que ningún si pertenece a C* para l G {!,.., k}.

Demostración: Claramente, por el Corolario 4.1.2, si no participa en T[C, C'] 

para l ^ i, j.
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Sean Hi el último vértice de T[C, C] conteniendo a s¿, y #2 el primer 

vértice de T[G,C'] conteniendo a Sj. Por el Lema 4.2.1, H^H^ no es una 

arista de T. Luego existe C* 6 Τ[Ηι, H2] que no contiene a s¿ ni a Sj, por la 

elección de Hi y H2. Como si para l ^ i, j no participa de T[C,C'] es claro 

que si no está en C*.

Por lo tanto si no pertenece a C* para ningún l G {l,,i} y así, el lema 

fue probado. □

Lema 4.2.3 G es un grafo cordal; T un árbol dique de G; Si,.., Sk es una k- 

asteroidal de G y Ci son diques de G conteniendo a Si para cada i £ {1,.., fc}. 

Dado l G {1, --,k}, existe C* G Π^ΐι,.,.,^-ρ} ^Pb Qd ^ Que no contiene 

a Sj para j € {1,.., k}.

Demostración: Claramente ^{^...^-{¡ι^Ρ/ί^Ι ^ 0, Pues G ^ ^[^b^j] 

para todo j. Se probará que | Π^μ^..^j-p} T[Ci, Cj]\ > 1.

Si I A¿g{i, ,*}-{/} T[Ci, Cj]\ = 1 entonces existen Cm y Cn con m,n ^ l, tales 

que G¡ € T[Cm, Cn]. Luego si participa en T[Cm, Cn\, contradiciendo el Coro­

lario 4.1.2. Luego | Π^μ,..^}_{ζ} ^^ > L

Ahora, sea C* G Α^μ,.,.^-ρ} ^[G, Q] cuya distancia en T a C¡ es máxi­

ma. Claramente, existen m^n ^ i tales que C* 6 T[Gm,Cn\. Por el Coro­

lario 4.1.2, si no participa en T[Cm,Cn], luego si no pertenece a C*. Como 

C* G T[C^Cm] para todo m ^ l, por el Corolario 4.1.2, Sj, para todo 

j ^l,m, no participa en T[C¡, Cm] por ello Sj no pertenece a C* para j ^ l. 

Por lo tanto Sj no pertenece a C* para todo j. □
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Observar que si $i,$2,S3 es una 3-asteroidal de G, Ci E CSi para i E 

{1,2,3} por Lema4.2.3, existen 2 caminos T[Ci, C2], T[Cí, C3], no contenidos 

entre si, es decir T[Ci,C2] ^ T[Ci,Cs] y T[Gi,Cs\ ^ T[Ci,C2] por ello T 

tiene al menos 3 hojas.

De los resultados previos podemos concluir el siguiente teorema.

Teorema 4.2.1 G es un grafo cordal. Si G posee una k-asteroidal entonces 

en todo T árbol dique de G, T tiene al menos k hojas.

Demostración: Sean si, ..,Sk vértices de una k-asteroidal de G, y Ci, ...,Ck 

diques de G los cuales contienen a Si,.., s^ respectivamente. La existencia de 

C* dada por el Lema 4.2.3 asegura que existen (& — 1) caminos, no contenidos 

de a pares, esos caminos son T[Ci,Cj] con j ^ l. Luego T tiene al menos k 

hojas. □

La condición enunciada en el Teorema anterior, es suficiente pero no necesaria 

como puede verse en la Figura 4.14.

4.3. k-asteroidal en G versus subfamilias as­

teroidales de F

Sea (T, F) una representación canónica de un grafo cordal G. La existen­

cia de una k-asteroidal en G, determina propiedades especiales en la familia 

F.
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Figura 4.14: Grafo con árbol dique de 4 hojas, sin 4-asteroidal

Se dirá que una subfamilia Fr de F cubre:

■ una arista AB de T si existe un miembro de F' conteniendo a Ay B

■ un vértice 4 de T si existe un miembro de F' contenindo a A.

Finalmente F' cubre T[C, C'] si cubre a todas sus aristas.

Lema 4.3.1 G es un grafo cordal con una k-asteroidal si y sólo si cada par 

(T, F), representación canónica de G, verifica las siguientes condiciones:

1. T tiene al menos k hojas.

2. Existen Ci,.... ,Ck vértices deT y para toda terna fj, l, existe un sub­

familia F^i de F verificando:

a) Fiji cubre T[Ci,Cj].

b^ Fiji no cubre a Ci, para todo l ^ i, j.
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Demostración: Primero, supongamos que G tiene una k-asteroidal, por el 

Teorema 4.2.1, T tiene al menos k hojas.

Sean si,..,Sfc los vértices de una k-asteroidal de G, es claro entonces que 

existen P^i caminos minimales, entre Si y Sj tales que los vecinos en G del 

vértice si no son vértices del camino Ρ^ι.

Se eligen Ci, ..,Ck tales que Si € Ci para i = l,..,k. Sean F^i = {Fv, v G Piji}· 

Es claro que F^i satisface la condición b). Cada vértice y cada arista de 

Piji participa de T[Ci,Cj] pues P^i es un camino minimal (Corolario 4.1.1, 

Proposición 7.1.1). Dado que las aristas del camino participan de T[Ci,Cj] 

es claro que F^i cubre las aristas de T[Ci, Cj].

Veamos que vale la recíproca, supongamos que existen vértices de T y sub­

familias de F que satisfacen a) y b).

Es claro que Ci no pertenece a T[Cj,Ck\ si j,k ^ i. Dado que F es una 

familia separadora, para cada Ci existe un miembro Li de la familia F que 

cubre a G y a ninguna arista de T[Ci, Cj] para todo j ^ i.

Li representa un vértice de G, el cual denotamos con Si.

Veamos que Si,..,Sk es una k-asteridal. Sea i,j,l una terna de vértices de 

{!,..,&}. Como la familia subfamilia F^i de F satisface a) y b), define en el 

grafo un camino entre Si y Sj que no tiene vecinos de s¡ pues F^j^ no cubre 

a Ci. Por lo tanto, Si,..., s^ es una k-asteroidal de G. □

A una subfamilia de F que verifique el lema anterior la llamaremos fa­

milia k-asteroidal asociada a Ci, ..,Ck·

Anteriormente fue probado que las técnicas de poda y contracción apli­

cadas a una representación canónica (T, F}, del grafo L(F), produce un árbol

60



Τ' y una familia F' de modo que el par (Τ', F') resulta una representación 

canónica de un subgrafo inducido de L(F).

En la siguiente proposición se presentan condiciones para efectuar una poda 

sin perder la familia k-asteroidal.

Proposición 4.3.1 Sea (T, F) una representación canónica de G con Ci,..,Ck 

hojas de T, F = (Ff)^ es una familia k-asteroidal asociada a Ci,..,Ck, 

Tq = T — {Ck} y Ck adyacente a Ck en T. F' = (Fi ΓΊ V(To))¿ei es una 

familia asteroidal asociada a Ci, ...,Ck-i,Ck si y sólo si no existe una arista 

en U¿je{i k-i}^^’^\ cubierta sólo por los cubridores de C'k.

Demostración:

Si F' es una familia asteroidal asociada a Ci, ..,Ck~i,Ck toda arista de 

Uijg{i k-i} T[Ci, Cj] está cubierta por miembros de F' que no cubren a C'k.

Recíprocamente, si i,j,l es una terna de {1,.., fc}, como F es una familia 

k-asteroidal asociada a Ci,..,Ck existen miembros de la familia F que cubren 

T[Ci, Cj] y no cubren Ci. Si l = k es claro que Ck no está en T[Ci, Cj]. Como 

ninguna arista de T[Ci, Cj] está cubierta sólo por miembros de Ck entonces 

pueden elegirse cubridores de T[Ci,Cj] que no cubren Ck. Luego existe F' 

subfamilia k-asteroidal asociada a Cy,..,Ck. □

La Figura 4.15 clarifica la proposición anterior.

De la proposición anterior puede deducirse lo siguiente para el caso de 3- 

asteroidales: (T, F) tiene una y sólo una 3-asteroidal con vértices en Ci, C2, C3 

si y sólo si al menos 1 miembro de Fij cubre al vecino en T de Ck.
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Figura 4.15:

4.4. Grafos de Intervalos

4.4.1. Teorema de Lekkerkerker-Boland

Por lo demostrado en las secciones previas es claro que si un grafo es 

de intervalos como posee un árbol dique con solo 2 hojas, es imposible que 

dicho grafo posea una tripla asteroidal. Como ya se ha mencionado en un 

histórico artículo Lekkerkerker y Boland probaron que esto caracteriza a los 

grafos de intervalos. Es decir que un grafo cordal es de intervalos si y sólo 

si no tiene triplas asteroidales. En lo que sigue se hará una demostración de 

ese resultado, usando representaciones canónicas. Se utilizarán para ello las 

técnicas de injerto simple y compuesto junto con la propiedad de invarianza 

de los cubridores.

Teorema 4.4.1 G un grafo cordal es de intervalos si y sólo si no tiene triplas
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asteroidales.

Demostración: La condición de suficiencia ya fue explicitada. Se prueba 

entonces la condición necesaria, por inducción sobre le número de vértices de 

G.

Si G tiene 2 simpliciales entonces G es de intervalos porque cualquier 

árbol dique de G tendrá 2 hojas.

Supongamos que G tiene más de 2 simpliciales.

Si «i, s2, s3 son tres simpliciales tal que G-^V[s¿] es conexo para i = 1,2,3 

entonces G tiene una tripla; Si, s2, s3 es una tripla de G.

Supongamos que hay un simplicial s tal que G — N[s] es no conexo. Sea 

G' = G — s, como G no tiene triplas asteroidales, G' es cordal sin triplas, 

entonces por hipótesis inductiva, G' es de intervalos.

Sea Τ' un Intervalo-dique de G' (Figura 4.16). Sean Ηγ, H2 sus hojas.

Figura 4.16:

Como s es simplicial en G, existe C\ dique de G1 tal que C C N(s), 

como G — 7V[s] es no conexo, existen aristas de T' cubiertas sólo por vecinos 

de s. Las denominamos s-aristas. Analizados 2 casos:

1. Si alguna s-arista es incidente en C, sea C'B, se construye T = T'\H1}C']U 

C'CS U CSB UT'[[B, H2] es un Intervalo-dique de G (Figura 4.17).

2. Si ninguna s-arista es incidente en C. Sean ΑχΒχ y A2B2 las s-aristas 

a ambos lados más cercanas a C y Ai, á2 los extremos más cercanos a 

C (Figura 4.18).
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Figura 4.17:

Figura 4.18:

Observar que podría existir sólo una, en ese caso tomar 4i = Fi o 

A2 = H2.

Observar que algún v2 vecino de s no está en Ai pues si así fuera Ai es 

un dique de G' conteniendo a todos los vecinos de s y tiene una s-arista 

incidente en él, se sigue del caso anterior.

Por el mismo motivo, existe también algún yx vecino de s y no en A2.

Consideramos ahora T'[Ai,A2] que es un subárbol propio de Τ', dado 

que alguna s-arista existe.

Sea Ti = T'[A15 A2] U C'Cs y Gi = GT1.

a) Si existiera un vértice de Ai que no llega a A2, sea a?i y un vértice 

de A2 que no llega a Ai, sea #2. Entonces existe una tripla en Gi 

entre el separador de A2, que es simplicial, sea a2; el separador 

de Ai, que es simplicial, sea ai y s. Veamos esto: existen caminos 

Psai = s,yi,Xi,ai por no vecinos de a2; Psa2 = s,y2,x2,a2 por no 

vecinos de ai; Paia2 Por no vecinos de s pues se han tomado las 

primeras s-aristas desde C'.
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b) Supongamos que no vale lo expuesto en el caso anterior.

Por ello podemos suponer sin perder generalidad que todo vértice 

de A2 llega a Ai, en particular todo vértice que cubre e2 llega a 

Ai. Luego B2 Π A2 C Ai.

Como los vértices que cubren e2 son vecinos de s, si consideramos 

Gi, todos los vértices son gemelos, es más son universales de Gi 

(Figura 4.19).

Figura 4.19:

Como G± es un subgrafo propio de G, es claro que Gi no tiene 

triplas y por hipótesis inductiva existe Ti un Intervalo-clique de 

Gi. Los diques Cs^ C', Ai y A2 son vértices de Ti. Dado que Gi — 

7V[s] es conexo por el modo en que las s-aristas fueron elegidas, 

Cs es hoja de Τγ. Sea A2 la otra hoja (Figura 4.20).

Figura 4.20:

Se construye entonces un árbol Intervalo-clique para G como sigue: 

T = T'[Hi, Bi] U BiCs U Ti U A^B2 U T'[B2, B2]. Veamos que T es 

un árbol dique de G. Para ello basta ver que Ai U Bi C Cs que
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vale pues ei está cubierta por vecinos de s y que Λ ΓΊΒ2 C A'2 que 

vales pues 62 está cubierta por universales de Ci entonces están 

en todos sus diques (Figura 4.21).

Figura 4.21:

□

4.4.2. Prohibidos minimales

Sabemos que si un grafo no es de intervalos todos sus árboles dique tienen 

3 o más hojas, pero en el caso de grafos no de intervalos minimales con esta 

propiedad, existen árboles dique con características especiales. Se dice que 

G no es de intervalos minimal^ si G no es de intervalos pero para cualquier 

vértice v de G resulta G — v un grafo de intervalos.

Teorema 4.4.2 Si G es un grafo cordal no de intervalos minimal entonces 

existe un árbol con 3 hojas y una de esas hojas es adyacente al vértice de 

grado 3.

Demostración: Como G es un grafo cordal, existe al menos Si vértice sim­

plicial de G. Por ser Si vértice simplicial, se sabe que está en un sólo dique, 

GS1. Además como G no es de intervalos minimal, Si no tiene gemelos en G^
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luego C(G - 5i) = C(G) - CS1.

Por otro lado, N(si) es un completo de G — si, luego existe al menos un 

dique C de G-Si tal que N(si) C C.

Como G no es de intervalos minimal, es claro que G — Si es de intervalos, 

luego existe un árbol dique T' de G - Si, siendo Τ' un camino. Es claro que 

T = T' U CCS1 es un árbol dique de G pues N(si) C C. Además, dado que 

G no es de intervalos C no puede ser hoja de T' luego T el árbol buscado. □

Corolario 4.4.1 Si G es un grafo cordal no de intervalos minimal entonces:

1. G tiene una única tripla asteroidal de vértices simpliciales.

2. G tiene exactamente 3 vértices simpliciales.

Demostración: Como G no es de intervalos posee una tripla asteroidal, 

x,y,z. Sea T un árbol dique como el obtenido en el Teorema anterior y Ci la 

hoja de T incidente en el vértice C de grado 3. Por los resultados obtenidos 

en las secciones anteriores, sabemos que uno de los vértices de la tripla debe 

ser el simplicial de Ci y los otros dos vértices participan de T — Ci. Sea x tal 

que Cx = Ci. Si y no fuera un vértice simplicial entonces Cy será un camino 

no trivial de T — Gi, sea AyBy una arista de dicho camino siendo Ay el vértice 

más próximo a C. Es claro que si Ti es la componente conexa deT — By que 

tiene a Ay, G^ tiene una tripla y es un subgrafo propio de G lo cual es un 

absurdo. Del mismo modo se prueba que z es simplicial. Además si el grafo 

G tuviera otro vértice simplicial w, G — w también tendría una tripla pues 

w es irrelevante en los caminos entre vértices de la tripla. □
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Si G es un grafo cordal no de intervalos minimal admite un árbol dique 

como muestra la Figura 4.22.

Figura 4.22:

Se dice que un vértice u de G es casi-simplicial si es vecino de un simplicial 

y |CJ =2. Ver Figura 4.23

casi- 
simplicial

Figura 4.23: V es casi-simplicial

Corolario 4.4.2 Si G es un grafo cordal no de intervalos minimal y tiene 

un vértice v casi-simplicial. Entonces existe un árbol dique T de G, como el 

dado en el Teorema, tal que Cv incide en el vértice de grado 3 de T.

Demostración: Se obtiene de la demostración del Teorema considerando a 

«i como el simplicial de G vecino de v. □

En la construcción de prohibidos consideramos la siguiente notación: T 

un árbol dique de G como el de la Figura 4.22, siendo Cx^C^ C3 sus únicas 

hojas. Sean Bi vecinos en T de Ci para i = 1,2, 3.

Analizamos los siguientes casos.
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1. Existen 3 vértices Ui, V2, ^3 casi-simplicales con Vi G Ci para i = 1,2,3.

a) Si Bi = B2 entonces Bi = B$.

Supongamos que Bí ^ B3, y sea X vértice de T, distinto de Ci y 

C2, que adyacente a Βχ (Figura 4.24).

Figura 4.24:

Como existe una única tripla, todo cubridor de la arista ΧΒγ debe 

cubrir a Ci o a C2· Veamos esto último, si existiera un vértice y 

cubriendo a XBi tal que y no está ni en Ci ni en C2, al podar T 

y considerar el subárbol Τ' cuyas hojas son Ci, C2, A resulta Gt' 

un grafo cordal con una tripla. Más claramente sean di,^^ los 

simpliciales de Gt>, existen Ραι,α2 = «i, Ui, u2, U2 cuyos vértices no 

son vecinos de z, Pai,x = ai,Vi,y,x cuyos vértices no son vecinos 

de <22, Ρχ,α2 = x^y^v2iCi2 cuyos vértices no son vecinos de ai, con 

lo cual αι,α2,χ es una tripla de G?1 contradiciendo así la mini- 

malidad de G como grafo cordal no de intervalos (Figura 4.25).

Por ello, todo cubridor de XBi o bien está en Gi o bien está en C2. 

Pero si todo cubridor de ΧΒγ llega a Ci entonces por el Corolario 

3.3.1, borrando de T la arista ΧΒγ y adicionando la arista XCi 

se tiene un Intervalo-árbol dique de G lo cual es un absurdo. 

Análogamente si todo cubridor de XB^ llega a C2.
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Figura 4.25:

Entonces existe un vértice y, cubridor de ΧΒγ que está en C1—C2, 

y existe un vértice z que cubre a ΧΒγ que está en C2-C1. Luego al 

podar T y considerar el subárbol Τ' cuyas hojas son Ci,C2,X re­

sulta Gt' un grafo cordal con una tripla, contradiciendo así la mini- 

malidad de G como grafo cordal no de intervalos. Más claramente 

sean αι,α2,^ los simpliciales de Grr, existen Ραι,α2 = ai, vi) ^2, ^2 

cuyos vértices no son vecinos de x, PaijX = a-^y.x cuyos vértices 

no son vecinos de a2,Px,a2 = x,z,a2 cuyos vértices no son vecinos 

de di, con lo cual di, ^2,^ es una tripla de Gt1·

Luego Βγ = B^ se tiene así, el prohibido de intervalos de la Figura 

4.26:

Figura 4.26:

b) Supongamos que Βχ ^ B2. Por el análisis del caso anterior, B3 ^ 

Βγ y B3 ^ b2.
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Como existe una única tripla debe existir un cubrimiento de T[B2, B3] 

que no cubre a Ci. En lo que sigue se probará que para no con­

tradecir la minimalidad de G como grafo cordal no de intevalos 

debe existir un único cubridor de T[B2, B3] y se tiene así, al pro­

hibido de intervalos de la Figura 4.27:

Figura 4.27:

Supongamos entonces que existen y-^.^yk vértices que cubren 

T[B2,B3]. Como no existen vértices gemelos Fyi ^ Fyj para todo 

i^ j. Sin perder generalidad podemos suponer que yiyi+i C E(G) 

para z = 1,.., A; — 1 y que yi e B2, yk G Bk- Más aún, como B2 y 

Bk deben estar separados en T, podemos suponer que B2 es uno 

de los extremos de yi y que B3 es uno de los extremos de yk-

Sea z € 1,.., A; — 1 tal que ^ € Bi , si z 7^ 1, A:, consideramos yi-i e 

yi+i, sean A y B los extremos de yi-i e y^ a mayor distancia de 

Bi y a, b los respectivos separadores de Λ y B en dirección a las 

hojas. Observar que a o b podrían ser a2 o a3. En caso que a = a2, 

el grafo G — v2 aún tiene a α15 a2, &3 como tripla, lo cual contradice 

la minimalidad de G como grafo cordal no de intervalos. Por lo
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anterior, podemos suponer que a =¿ 0,2 y b ^ a3.

Podamos el árbol T y sea T' el subárbol de T cuyas hojas son 

Ci,A,B resulta Gt' un grafo cordal con una tripla, contradi­

ciendo así la minimalidad de G como grafo cordal no de inter­

valos. Más claramente sean ai,a,b los simpliciales de Gt>, exis­

ten Pa^a = ai,Vi,yi,yi-i,a cuyos vértices no son vecinos de b, 

Pai¿ = ai,yi,yi+i,b cuyos vértices no son vecinos de a, Ρα^ = 

a,yi-i,yi,yi+i,b cuyos vértices no son vecinos de ni, con lo cual 

ai,a,b es una tripla de Gt1 ·

Si z = 1 pero i ^ k, consideramos y 1^2, sea B el extremo y2 a 

mayor distancia de Bi y b un separador B en dirección a las hojas. 

Observar que b podría ser 0,3; además: a) si B = C3 entonces G—v^ 

tiene una tripla Oi,a2,fl3; b) si yi G G2 entonces G — Vi tiene una 

tripla 01,(12)03; contradicendo la minimalidad como grafo cordal 

no de intervalos.

Podamos el árbol T y sea T' el subárbol de T cuyas hojas son 

Ci,C2,B resulta Gt> un grafo cordal con una tripla, contradi­

ciendo así la minimalidad de G como grafo cordal no de interva­

los. Más claramente sean ai,a2,b los simpliciales de Gt', existen 

Pai,a2 = «i, Ui, 2/ι, v2, a2 cuyos vértices no son vecinos de b, Pai¿ = 

ai,vi,y2,b cuyos vértices no son vecinos de a2, Pa2¡b = ^2,yi,y2,b 

cuyos vértices no son vecinos de ni, con lo cual a^a^b es una 

tripla de Gt'·

Si i = k consideramos yk-i>yk y se procede como en el caso ante­

rior llegando a una contradicción.
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2. Existen 2 vértices casi-simpliciales, ^i, V2; por el corolario 4.4.2 podemos 

asumir que Ci incide en el vértice de grado 3 de T.

a) Si Βγ = B3 entonces C3 incide en Βγ. En caso que C3 no incidiera 

en Bi como G sólo tiene 3 simpliciales, B3 debe estar separado 

en dirección a las hojas por un vértice no simplicial con lo cual 

existirían 3 vértices casi-simpliciales.

Luego C3 incide en Βγ, como no hay 3 vértices casi-simpliciales 

los cubridores de B^G^ deben cubrir a Ci o a C2.

G no es de intervalos luego existen x^ y cubridores de BíC3 tal que 

x E Ci — C2 e y E C2 — Ci. Se tiene entonces el prohibido de la 

Figura 4.28:

Figura 4.28:

b) Supongamos que Bi ^ B2. Como en el caso anterior C3 debe 

incidir en Bi o en B2. Para fijar ideas supongamos que incide en

Como hay una una tripla debe existir un cubrimiento de T[Ci, C3] 

que no cubre a C2.

1) Sea y un vértice de G que cubre a Τ^,Β^ y que es parte 

del cubrimiento que existe de Tpi,^] que no cubre a C2,
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si y E Ci entonces como existe una única tripla, y está en 

B2 — C2.

Por otro lado, debe existir un cubrimiento de T[C3,C2] que 

no cubre a Ci. Debido a esto y a la existencia de una única 

tripla, los cubridores de B^C^ deben estar en B2.

Si todo cubridor de C^B^ tiene por extremo a B2, existirían 

2 cubrimientos distintos de C1C3 con lo cual se contradeciría 

la minimalidad de G como grafo cordal no de intervalos. Es 

fácil verificar que G — y es un grafo con una tripla ai^a2^a^. 

Luego existe z cubridor de Tps, Bi] tal que z no tiene a B2 

por extremo. Entonces debe tener a G2 como extremo.

Por otro lado, por la existencia de la tripla, hay un cubri­

miento de T[Bi, B2] por vértices que no cubren a C3.

Si existe un único vértice cubriendo a T[Bi, B2] en las condi­

ciones antes mencionadas, no puede cubrir ni a Ci ni a C2 

para no contradecir la minimalidad como grafo cordal no de 

intervalos. Más claramente, si w cubre T[Bi, B2] y w G Ci(~]C2 

entonces G- {vi,v2} tiene a αι,α2,«3 como una tripla.

Si w cubre T[Bi, B2] y w e Ci — C2 o w e C2 — Ci entonces 

G — Vi o G — v2 tiene a ai, U2, <23 como tripla Se tiene así, al 

prohibido de la Figura 4.29.

Si existe más de un cubridor de T[Bi, B2] en las condiciones 

antes mencionadas, sean yi,.., yk los vértices que cubren Τ[Βι, B2]. 

Para fijar ideas, supongamos que yi E Bi y yk e B2. Como 

G no tiene gemelos Fyi ¿ Fyj para i^ j. Observar que yi no
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Figura 4.29:

está en C3 pues si así fuese G — y tiene una tripla siendo y 

el vértice claw de T. Además yi no puede estar en C2 pues 

si para algún i, yi e G2 se tiene que G — v2 tiene una tripla, 

ai, a2, as. Claramente, se tiene el prohibido de intervalos de la 

Figura 4.30:

Figura 4.30:

2) y no está en Gi. Recordar que y no está en C2. Podemos 

suponer que todo cubridor de T[Cs, Bi] no cubre a Gi pues el 

caso contrario fue analizado previamente.

Como hay sólo dos casi-simpliales, Bi no puede ser extremo 

de ningún cubridor de T[Cs,Bi].

Si y no cubre a B2, sea X su extremo distinto de G3 y sea z 

el separador de X en dirección a las hojas. Se sabe que existe
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un cubrimiento de T[Ci,C2\ que no cubre C3 en particular 

existen yi,.., yk cubriendo Τ[Βι, B2] tal que y i no está en C3; 

podemos asumir que yi E Bi, yk E B2. Si yi G Ci como 

hay una y sólo una tripla en G yi E X pues caso contrario 

G — Vi tiene una tripla pero si yi tiene a X por extremo G — Vi 

también tiene una tripla. Luego X no es extremo de y·^ sea 

X' adyacente a X, tal que XX' está cubierta por z, al podar 

T y considerar el árbol Τ' que tiene a X, Ci,Cs como hojas se 

tiene que χ^αι,α^ es una tripla de Gt'] por ello yi no está en 

Gf. Luego y debe tener como extremo a B2.

Por otro lado, debe existir cubrimiento de T[Bi,B2] que no 

cubre a C3.

Si existe un único vértice o bien cubre <7i o bien cubre a C2 

o bien no cubre ni a Cí ni a C2.

Si cubre a Ci entonces debe cubrir a C2 caso contrario en 

G — Vi existe tripla <21,02,^3, se tiene entonces el prohibido 

de la Figura 4.31.

Figura 4.31:

El caso de que cubra a G2, debe cubrir a Ci por el mismo
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razonamiento anterior y se tiene el mismo prohibido.

Si no cubre ni a Ci ni a C2, se tiene el siguiente prohibido,

Figura 4.32.

Figura 4.32:

Si existen más de un vértice cubriendo T[Bi, B2] y no cubrien­

do C3, sean y1}.., yk esos vértices con y^ e Bi, y^ E B2. Pode­

mos asumir que yi no está en Ci U C2 pues el caso contrario 

fue estudiado anteriomente.

Se tiene entonces a la familia de prohibidos de la Figura 4.33:

Figura 4.33:

3. Existe un sólo vértice casi-simplicial, vi. Claramente C3 y C2 inciden 

en Bi. Como debe existir cubrimiento de T[Cs, C2] que no cubre a Ci y 

no existe un casi-simplicial distinto de iq existe un y 6 (C2 A C3) — Ci.

77



Por otro lado, debe existir un cubridor de C2Bi que no cubre C3 pues 

caso contrario por el Corolario 3.3.1, G resulta un grafo de intervalos, 

como el único casi-simplicial es Vi, nuevamente por el Corolario, existe 

z € (C2 nCi) — C3. Además debe existir un cubridor de B^C^ que no 

cubre C2 luego existe w G (C3 C\C\) — C2. Luego ai,a2, «3 es una tripla 

de G — Vi lo cual es un asbsurdo.

4. No existen vértices casi-simpliciales. En este caso Βχ — B2 — B^ y se 

tiene que G es la pirámide (Figura 4.34).

Figura 4.34:
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Capítulo 5

Follaje de un grafo cordal

Naturalmente, parámetros de los árboles, como número de hojas, que 

denotamos ln, definen parámetros de gratos cordales. Si G es un grafo cordal, 

el follaje de G es 1(G) = min{ln(T)\T un árbol dique de G}. Un árbol 

dique es llamado /-óptimo de G si ln(T) = 1(G). Claramente grafos cordales 

conexos con follaje igual a 2 son exactamente grafos de intervalos conexos.

follaje

5.1. Follaje de subgrafos

Es fácil ver que el número de hojas de un grafo, puede incrementarse 

considerando subgrafos inducidos no conexos de un grafo conexo. En cam­

bio, el siguiente resultado prueba que el parámetro decrece si consideramos 

subgrafos inducidos conexos.
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Figura 5.1:

Teorema 5.1.1 Si G es un grafo cordal y G' es un subgrafo inducido de G 

conexo entonces l(G') < 1(G)

Demostración: Si T es un árbol dique 1-óptimo de G y G1 es un subgrafo 

conexo de G,G' puede obtenerse de G borrando vértices y una representación 

canónica de G' puede obtenerse de T contrayendo la representación 2.5.1. 

Luego el árbol dique de G' obtenido tendrá a lo sumo 1(G) hojas. Entonces 

l(G') < 1(G). □

En la Figura 5.1, l(G') = 2, 1(G) = 4.

Observar que ningún árbol dique Z-óptimo de G' es un subárbol del único 

árbol dique de G.
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Se probará que si T es /-óptimo de G, alguno de sus subárboles lo son de 

los correspondientes subgrafos.

Si T es un árbol y ¿ es un vértice de T, se dice t-camino deT a un camino 

de T desde t hacia una hoja de T.

Sea T un árbol dique de G. Dado P un t-camino de T, sea F = {x E 

v(G)\Cx Π P = T\AX,BX] / 0} y x,y G F se define una relación ^ como 

sigue: & ^ ?/ si y sólo si Ax G P[t, Ay]. Así definida, resulta un orden total.

A partir de ese orden, se define un orden parcial Φ, correpondiente al 

producto cartesiano de vértices, entre triplas asteroidales: sean ^ι,^ι^ θ 

Vi^y2,y3 dos triplas de G, Ρι,Ρ2,Ρ3 ¿-caminos tales que Xi,yi € Pi para 

i = 1,2,3 y ^i = Oi,z2,Z3), fa = (yi,y2,y3) vértices de Φ.

■ 0ia02 si y sólo si Xi ^ yi para cada ¿ E {1,2,3}.

Teorema 5.1.2 Sea T un árbol dique deG y P un t-camino de T. Si 0ι, β2 

son vértices no comparables de Φ entonces existe una tripla 03 tal que 0±a03 

y 02^03-

Demostración: 0i = (^i,^,^), 02 = (yi,y2,y3) como no son comparables 

es claro que Xi ^ yi e yi ^ xi- Para fijar ideas supongamos que xi ^ yi, 

y2^X2^y3^ %3, Figura 5.2.

Se probará que yi,X2^x^ es una tripla de G. Como Xi,X2,X3 es una tripla 

asteroidal existen caminos Li,L2,L3 en G tales que Li es un camino entre 

Xi y xi+i cuyos vértices no son vecinos de Xj para i G {1,2}, j ^ i y L3 es 

un camino entre Xi y x3 cuyos vértices no son vecinos de #2- Análogamente 

como yi,y2,ys es una tripla existen 3 caminos Μι, M2, M3 en G entre pares 

de vértices de la tripla. Con vértices de los caminos Li, L2, L3, Mi, M2, M3,

t~ cd/m/i/TirO
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Figura 5.2: Posición de β\,β2 en T

se tienen 3 caminos N^N^ N3 los cuales nos permiten afirmar que yi,X2, X3 

es una tripla. Más claramente, con vértices de Mi U Lx se tiene un camino 

Νχ entre y^, X2 cuyos vértices no son vecinos de x3 pues Mi no tiene vecinos 

de y3 y como y^ ^ 3:3 resulta que Mi no tiene vecinos de £3; además Li no 

tiene vecinos de £3. Con el mismo razonamiento se prueba que existen un 

camino N2, con vértices de M2 U L2, entre X2 y ^3 por no vecinos de y^ y un 

camino N3, con vértices de M3 U L^ entre y± y x3 por no vecinos de X2. Sea 

β3 = (yi,X2, X3), es claro que βιαβ3 y β2αβ3· □

Corolario 5.1.1 Existe supremo de triplas con el orden o.

Teorema 5.1.3 Sean G un grafo cordal, T un árbol dique de G l-óptimo, 

t un vértice de T de grado al menos 3 y Pi,P2,P3; 3 t-caminos de T tal 

que ν{Ρβ ίΊ V(Pj) = {t}. Entonces existen ^1,^2, ^3 vértices de G tal que 

V^Pf) Π CXi ψ 0; t no está en CXi para todo i G {1,2,3} y xi,x2,X3 forma 

una tripla.

Demostración: Si T = Pi U P2 U P3 vale pues T es l-óptimo y G no es de 

intervalos.
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En caso que T1 = Pi U P2 U P3 ^ T, si Gt1 no tiene triplas entonces 

existe T” árbol dique de Gt' con 2 hojas y claramente por el Teorema 3.3.3 

T" UT — Τ' es un árbol dique de G con una hoja menos. □

Corolario 5.1.2 Sean G un grafo cordal, T un árbol dique de G l-óptimo, 

t un vértice de T de grado al menos 3 y Pi, P¿, P3; 3 t-caminos de T tal que 

V(Pi) (~\V(Pj) = {t}. Entonces Τ' = P^ P2U P^ es un árbol dique l-óptimo 

de Gt> .

Los siguientes muestran como pueden ubicarse las triplas mencionadas 

anteriormente.

Corolario 5.1.3 Sean G un grafo cordal, T un árbol dique de G l-óptimo, 

t un vértice de T de grado al menos 3 y Ρι,Ρ^Ρζ; 3 t-caminos de T tal 

que V(Pf) C\V(Pf) = {t}. Entonces existe una tripla asteroidal {si, s2, S3} de 

vértices simpliciales de G con Si G Pi para todo i 6 {1,2,3}.

Demostración:

Por el Teorema 5.1.3, existe una tripla asteroidal. Además por el Corolario 

5.1.1, sea τι,^,^ una 3-asteroidal de G supremo con el orden a.

Si %! no es un vértice simplicial de G, sea Si el primer vértice simplicial 

cuya representación en T es más próxima a Gi en dirección a la hoja Ηχ. 

Claramente Xi ^ Si. Además por la ubicación de en T y 

como 3q,£25£3 es una tripla de G, el camino entre £2,^3 que no toca la 

vecinanza de x^, no toca la vecinanza de Sp
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Como si,£2,^3 no puede ser tripla por la elección de íCi,^,^, o bien 

todo camino entre Si,^ toca la vecinanza de ^3 o todo camino entre Si,^ 

toca la vecinanza de £2·

Supongamos que todo camino entre Si, #2 toca la vecinanza de £3. Luego 

existe una arista e = AB en T[CS1,C2] cubierta sólo por vecinos de £3 pero 

como ^1,^2, ^3 es una tripla AB está en TpijCJ. Por la elección de Si el 

grado de A, extremo de e más próximo a t, es mayor o igual a 3.

Como XnBcCsyAe T[C3, B] por el Teorema 3.3.1, Ti = T — eUBC3 

un árbol dique de G que además es /-óptimo.

Sean P^P^P^ caminos incidentes en C3, siendo V(P{) = (V{Pi) — 

V(T[t,B]))U{C3,B}, V{PQ = V(P2) U v(T[t,cy), V(P^) = (V(P3)~ 

V(T[t,C3])) U {C3}. Por el Teorema 5.1.3, existe ^,^2,^3, 3-asteroidal de 

G alrededor de C3. Observar que £3 no está en C3, luego el primer dique 

desde C3 hacia la hoja H3 en Ti que lo contiene está en T[C3, P3], por ello 

£3 ^ ^3· Por otro lado, como x^x^·, x3 cs tripla, debe ubicarse en T alrededor 

de un vértice de grado al menos 3, luego ningún dique que tenga a x'2 puede 

ubicarse en T[t, C3].

Claramente por la elección de la tripla ^,^2,^3, si C2 es el primer dique 

que tiene a r'2 desde t hacia H2, C2 € T[t,C2]· Por lo antes mencionado, 

^2 ^ z2.

Si βγ = (aq,^,^) y βϊ = Ccp^^s) Por θΐ Teorema 5.1.2 existe β3 

tal que β±αβ3 y β2αβζ, contradiciendo así que ri,r2,r3 es una 3-asteroidal 

supremo de G.

□
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Ahora se probará que si T es un árbol /-óptimo y ¿ un vértice de grado 

mayor o igual a 3, entonces existen t' y C siendo t' un vértice de grado al 

menos 3 siendo C vecino de t' en T' tal que C tiene un vértice de una tripla.

Teorema 5.1.4 Sean G un grafo cordal, T un árbol dique de G l-óptimo, 

t un vértice de T de grado al menos 3 y Ρι,Ρζ,Ρ^; 3 t-caminos de T tal 

que V(Pí) ΓΊ V{Pj) = {t}, Xi,X2,Xs una tripla sobre esos caminos tal que 

Dt(CX2,í) es mínima. Entonces existe un árbol dique Τ' con CX2 adyacente 

a un vértice de grado al menos 3 de Τ'.

Demostración: Supongamos que en T, CX2 no es adyacente a un vértice de 

grado al menos 3. Luego existe C E P¿ adyacente a i; sea Ί\ = PiUPsUT[C, t]. 

Claramente por la elección de x%, resulta que G^ es un grafo sin triplas. Luego 

G^ es un grafo de intervalos, por ello existe T[ un árbol dique de Gj\ que 

es un camino. Claramente por el Teorema 3.3.3 Τ' = T — ΤγΌΤ[ es un árbol 

dique de G en el cual C es ahora vértice de grado al menos 3. Si CX2 no fuese 

vecino en Τ' de G se procede recursivamente hasta obtener un árbol T' en 

las condiciones antes mencionadas. □

5.2. Cotas del follaje

El follaje es un parámetro de los grafos cordales del cual poco se sabe, de 

hecho no se sabe cómo calcular el follaje eficientemente en un grafo cualquiera 

y mucho menos construir un árbol dique /—óptimo.

Cotas inferiores
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En [16] se estudia este parámetro obteniendo la cota inferior dada por 

el conjunto asteroidal máximo. Es decir, si llamamos a(G) al cardinal de un 

conjunto asteroidal de tamaño máximo entonces:

Esta cota también se deduce trivialmente del Lema 4.3.1.

El siguiente grafo muestra un ejemplo en el cual 1(G) = 4 pero a(G) = 3.

Árbol dique de un grafo G con a(G)=3 
yl(G)=4

Teorema 5.2.1 G es un grafo cordal. Si existen Vi, ...,Vk vértices de G y C 

un dique de G tal que en cualquier árbol l-óptimo de G — Vk, los Vi participan 

en distintos C-caminos y Vi,Vj+i,Vk es una tripla asteroidal de G, entonces 

1(G) > k.

Demostración: Supongamos que 1(G) — k — 1 entonces si T es un árbol 

l-óptimo de G, v^ participa de un C-camino que tiene a Vi lo que contradice 

que Vi, Vi+1,Vk es una tripla asteroidal de G. □

En la siguiente Figura se observa una representación de un grafo G con 

a(G) = 3, 5 vértices cumpliendo las condiciones del Teorema anterior.
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1,2,3,4 son vértices de G, a(G)=3,l(G)=5.

Observar: 1,2,3 no es tripla; 1,2,4 no es tripla 
1,2,3,4 se ubican en distintos C-caminos de 
cualquier árbol dique de G-5 y 1,2,5; 2,3,5;
3,4,5 son triplas de G

Corolario 5.2.1 G es un grafo cordal. Si existen Vi, ...,Vk értices de G tales 

que Vi,..., Vk-i forman un conjunto asteroidal de G—Vk y para todo i, Vi, Vi+±,Vk 

es una tripla asteroidal de G, entonces 1(G) > k.

Un vértice a simplicial de G se dice simplicial no esencial si satisface

que G — N[a] es conexo.

simplicial
no esencial

Si G es un grafo cordal sin simpliciales esenciales, es decir, cuyos simpli- 

ciales son todos no esenciales se dirá que G es compacto.

Observar que los grafos prohibidos para la clase de los grafos de intervalos 

son compactos.

Teorema 5.2.2 Si G es un grafo cordal compacto con k simpliciales:

1. En todo árbol dique T de G, Ca es hoja de T, siendo a simplicial de 

G.

2. 1(G) = k y todo árbol dique de G es l-óptimo.

compacto
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3. Los k simpliciales de G forman una k-asteroidal.

Un resultado inmediato del Teorema es el siguiente.

Corolario 5.2.2 Si G' es un subgrafo cordal compacto con k simpliciales de 

un grafo cordal G, entonces k < 1(G).

Cotas superiores

Este tipo de cotas son obtenidas considerando subgrafos inducidos.

Teorema 5.2.3 G un grafo cordal. Si T es un árbol dique de G, C es un 

vértice interior deT yT\,T2 dos subárboles de T cuyos vértices se intersectan 

en C y cuya unión es T. Entonces 1(G) < KG^) + 1(Gt2)·

Demostración: Sean Ti y T2 árboles 1-óptimos de G^ y de Gt2 respec­

tivamente. Es claro que Ti U T2 es un árbol dique de G. Luego 1(G) < 

K^tJ + 1(Gt2)·
□

Una arista e de T se dice minimal si su conjunto de cubridores es minimal 

respecto de la inclusión. Se dirá arista minimal única si además no hay otras 

aristas de T con sus mismos cubridores.

El siguiente lema es trivial.

Lema 5.2.1 Si T es un árbol dique de G y e es una arista minimal única 

pendiente de T. Entonces la arista equivalente a e es pendiente en todo árbol 

dique de G.
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Teorema 5.2.4 G un grafo cordal, T un árbol dique de G, e una arista 

minimal única de T; Τι, T2 las componentes conexas deT — e y Ti = TiU e. 

Entonces 1(G) < l(Gjr) + l(G^) — 2.

Demostración: Sea T un árbol dique l-óptimo de G, claramente en T existe 

una única arista equivalente con e, sea e. Dado que en ambos árboles dique e y 

e respectivamente deben separar los mismos diques de G, puede considerarse 

que si Ti y T2 son los subárboles de T — e, se tiene que los diques de G que 

son vértices de Ti son los mismos que los de T^ Luego ambos son árboles 

dique del mismo subgrafo de G.

Por otro lado, es claro que ln(T) = ln(Ti U e) + ln(T2 U e) — 2.

Veamos que T¿ U e es l-óptimo de G^?.

Si Hi fuera un árbol l-óptimo de G^- por el Lema 5.2.1, la arista equiv­

alente a e es pendiente de H^ Luego si ln(Hi) < ln(Ti U e) entonces T no 

sería l-óptimo pues Hi U Tj con i ^ j sería un árbol dique de G con menos 

hojas que T.

□
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Capítulo 6

Grafos no UV minimales

Un grafo G cordal es UV si para algún árbol dique T de G, (Cv)vey(G) 

es una familia de caminos de T. Se llama UV-árbol dique a cualquier árbol 

dique con esta propiedad.

Naturalmente, si un grafo G cordal no es UV para todo T árbol dique 

de G existe un vértice w tal que Cw no es un camino de T, en este caso se 

dice que w es un claw de T.

Un grafo G cordal es no UV minimal si no es UV pero para todo v G 

V(G), G — v es un grafo UV.

Recientemente en [15] se presentó la familia completa de grafos no UV 

minimales.

Cuando se inició el estudio de grafos cordales no UV minimales, estos 

resultados aún no existían. Se consideraron grafos con exactamente una 3- 

asteroidal. Por la minimalidad, los vértices de la 3-asteroidal debían ser sim- 

pliciales y ubicarse sobre las hojas de cualquiera de sus árboles dique. Además 

es fácil ver que es suficiente considerar los árboles dique T con solo un vértice
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de grado 3 y una hoja adyacente a él. Si algún vértice del grafo es vecino 

de los 3 formando la tripla, se obtiene un grafo prohibido de intervalos con 

un vértice universal. En caso contrario, un claw w de T sería adyacente a lo 

sumo a 2 vértices de la tripla. Entonces se procedió a analizar si existían o 

no otros árboles dique donde w fuera un camino. A partir de ese análisis se 

obtuvieron los prohibidos con exactamente una tripla asteroidal y follaje 3, 

luego partiendo de ellos se construyeron prohibidos con follaje impar. Pos­

teriormente, con un análisis similar, se encontraron prohibidos con follaje 4 

y a partir ellos se construyeron prohibidos con follaje par. La dificultad de 

este procedimiento fue probar que ellos eran los únicos prohibidos para la 

clase UV. Sin embargo, pudo observarse de la lista de prohibidos, el com­

portamiento de los vértices simpliciales. Esto permitió cambiar la estrategia 

desde el análisis de los simpliciales. Estos resultados son los que se describen 

en lo que sigue.

6.1. Preliminares

Se estudiarán los grafos no UV minimales, una característica de estos 

grafos es que deben ser 2-conexos. Si esto no fuese así, existiría un vértice 

x en G tal que G — x tiene más de una componente conexa. Claramente en 

cualquier árbol dique de G, debe existir al menos un arista cubierta sólo por 

x. Sea T es un árbol dique de G, e una arista sólo por x a menor distancia 

de un hoja, Τγ,Τ^ las componentes conexas de T — {e}; como G no es UV 

minimal y Gtí son subgrafos propios de G, resultan grafos UV y por ende 

existen Ti, [/V-árbol dique de G^, en los cuales x es un camino con Ai uno de
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sus extremos en Ti, X2 uno de sus extremos en T2. Claramente, TVJX1X2UT2 

es un UV-árbol dique de G, lo cual contradice la minimalidad de G como 

grafo cordal no UV.

Observar que los grafos DV también resultan 2-conexos, no así, los grafos 

RDV, como puede observarse en la Figura 6.1.

Figura 6.1:

Por otro lado, en los gratos no UV minimales, como simpre ocurre en los 

gratos cordales, los vértices simpliciales juegan un rol prepronderante.

Recordemos que un vértice s € V(G) es simplicial si N(s) es un dique 

de G. Además este es el único dique que contiene a s. Notamos Cs a dicho 

dique es decir Cs = Ύ[«].

Un vértice simplicial de un grato cordal se dice separador si

Es decir N(s} está contenido en más de un dique de G (Figura 6.2).
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Figura 6.2: Separa y no separa

Lema 6.1.1 G un grafo cordal, s es un simplicial separador de G si y sólo 

si C(G-s) = C(G)-Cs.

Demostración: (=>) Sea (T,F) una representación canónica de G luego 

(T, F') = (Fv)v^s es una representación de G — s. Dado que s es simpli­

cial separador, el único vértice de T no separado por F' es el que representa 

a Gs. Luego si tomamos la representación canónica de (Τ', F') obtenida por 

contracción de (T, F') se tiene que todos los vértices de T", o sea, los diques 

de G — s, son los diques de T excepto Cs. Luego C(G — s) = C(G) — Cs.

(^=) Si s es un simplicial tal que C(G — s) = C(G) — Cs entonces N{s) es 

un completo que no es un dique de G — s y Πυ€^(5) Cv es un camino de T y de 

ahí, N(s} está contenido en más de un dique de G — s. Luego está contenida 

en más de un dique de G, luego | P|ue7V^ ^(υ)Ι τ^ 1 y por e^° s es separador. 

□

En el siguiente teorema se probará que si un grafo es no UV minimal 

entonces todo simplicial es separador.
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Teorema 6.1.1 Si G un grafo cordal es no UV minimal, todo simplicial es 

separador.

Demostración: Sea s un vértice simplicial de G y Cs el dique que lo con­

tiene. Si s no fuese separador, en toda reprentación de G existirán un par 

de vértices Fa,F^ que separan Cs. Más aún, en toda representación de G, 

Far\Ft, = {Cs}. Por ese motivo, G — s tiene los mismos diques que G (Figura 

6.3).

Figura 6.3:

Como G — s es UV, existe (T, F') una representación UV, a partir de 

esa representación se construye una representación UV de G considerando el 

mismo árbol T y adicionando el miembro Fs = {CJ ala familia F'. □

Dado un grafo G se dice que dos vértices x e y de G son gemelos, si 

N[x] = N[y\. Se dice que xey son falsos gemelos, si £ e ?/ no son adyacentes 

y N(x) = N{y) (Figura 6.4).
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Claramente, si (T, F) es una representación canónica de G y x, y son 

vértices gemelos si y sólo si Fx = Fy.

Figura 6.4: Gemelos, Falsos gemelos

En el siguiente lema se prueba que los grafos no UV minimales, no poseen 

vértices gemelos.

Lema 6.1.2 Si G un grafo cordal es no UV minimal entonces G no tiene 

vértices gemelos.

Demostración: Supongamos que G tiene vértices gemelos. Sean xey vértices 

gemelos de G. Claramente G — x tiene exactamente los mismos diques de G. 

Por otro lado, como G no es UV minimal, G — x es UV. Luego, existe un 

[/V-árbol dique Τ' deG — x, donde los (Cv)V7ís son caminos. Entonces, como 

Cx = Cy, se tiene que Τ' es también un [/F-árbol dique de G (Figura 6.5).

□

De lo antes expuesto, resulta de interés el análisis de los grafos no UV 

minimales con falsos gemelos. En la siguiente sección, se estudiará este caso. 

Se observa que si un grafo es no [7 V minimal y posee falsos gemelos ellos son 

sólo 2 y son simpliciales esenciales del grafo.
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Figura 6.5:

Un vértice s, simplicial de un grafo G se dice esencial si G - 7V[s] no es 

conexo. Posteriormente se estudian los grafos no UV minimales con simpli­

ciales esenciales. Finalmente, se trata a los grafos cordales sin simpliciales 

esenciales llamados compactos y los grafos no UV minimales compactos. De 

este modo se completa el análisis y se obtiene toda la familia de prohibidos 

minimales para la clase UV.

6.2. Grafos no UV minimales con falsos geme­

los

Los resultados de esta sección serán generalizados en el capítulo siguiente, 

sin embargo se ha decidido desarrollar los contenidos para ofrecer al lector 

la idea generadora de los siguientes. A la vez, dar la posibilidad de acceder a 

un análisis más simple que los desarrollados en capítulos finales.
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Lo primero que se observa es que si un grafo cordal tiene falsos gemelos, 

éstos serán simpliciales.

Lema 6.2.1 Si G es un grafo cordal, x ey son falsos gemelos de G entonces 

x e y son vértices simpliciales de G.

Demostración: Sea (T, F) una representación canónica de G. Como x e y 

son falsos gemelos, Fx ^ Fy.

Supongamos que x no es un vértice simplicial de G. Luego x está en por lo 

menos 2 diques, es decir \FX\ >2.

Se sabe que Fx es un subárbol de T, denotaremos por Gi, ..,Gk a las hojas 

de Fx en T. Por otro lado, F es una familia separadora, luego Ci, ..,Ck son 

vértices de T, separados por miembros de F.

Sean FV1,.., FVk miembros de la familia F, que junto con Fx separan Ci,..,Ck 

respectivamente. Es claro que v^, ..,Vk G N(x). Como x ey son falsos gemelos 

resulta que Vi, ..,Vk € N(y). Por este motivo, Fy tiene intersección no vacía 

con FVi, para todo i G {!,..,&}. Luego, por ser Fy un subárbol de T, es claro 

que Ci G Fy para todo i G {!,..,&}. Claramente, Ci G Fy Π Fx, entonces 

x G N(y), contradiciendo que x e y son falsos gemelos. Por ello, x e y deben 

ser simpliciales. □

Antes de continuar el análisis de los falsos gemelos se presentan las siguien­

tes operaciones entre árboles.

Subdivisión: Si Τ' es un árbol y ab es una arista de Τ', T es obtenido 

por subdivisión de ab si se reemplaza en Τ' a ab por el camino acb (Figura 

6.6).
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Subdivisión de la arista ab 
ab No es arista árbol de T, 
a , b son aristas de T.

Figura 6.6: Subdivisión

Partición: Si Τ' es un árbol, a 6 V(T') y Ri, ,.,Rk son las ramas de Τ' 

incidentes en α, T es obtenida por partición de a en Τ' si V(T) = V(T')\j{a'}, 

aa' es una arista de T, las ramas incidentes de Τ' en a son particionadas 

en 2 conjuntos disjuntos que serán las ramas de T' incidentes en a y a' 

respectivamente (Figura 6.7).

Partición de a, donde las ramas
Rl R2 mddeñ en a
R3 R4 inciden en á

Figura 6.7: Partición

Estas operaciones definidas previamente servirán como herramienta para 

construir representaciones canónicas de grafos cordales en el caso en que estos 

posean falsos gemelos.

Más claramente, si G es un grafo cordal x, y falsos gemelos de G y (Τ', F') 

es una representación canónica de G—x, podemos obtener una representación
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canónica de G subdividiendo una arista cualquiera incidente en Cy o parti- 

cionando Cy:

(T, F) es obtenida de (Τ', F') subdiviendo la arista CyA de Τ' si:

■ T es el arból obtendido reemplazando CyA por el camino CyCxA

* F = (Fv)vev(G) siendo Fv = F'v si v no es vecino de y, Fv = F^U {Cx} 

si v es vecino de y y Fx = Cx.

(T, F) es obtenida de (Τ', F') particionando el vértice Cy de Τ' Si:

■ T es el arból cuyos vértices son los vértices de Τ' y Cx, CxCy es una 

arista de T, las ramas incidentes de Τ' en Cy son particionadas en ramas 

incidentes en Cy y Cx respectivamente.

■ F está definida como antes, es decir, Fv = F„ si v no es vecino de y, 

Fv = F^U {Gx} si v es vecino de y y Fx = Cx.

Ahora continuamos el análisis de los falsos gemelos donde se utilizarán 

las operaciones antes mencionadas.

Lema 6.2.2 G es un grafo cordal no UV minimal. Si W es un conjunto de 

vértices de G, falsos gemelos de a pares entonces \W\ = 2.

Demostración: Supongamos que \W\ > 2, y sean x,y,z e W. Como G—x es 

UV, existe (T, F) representación UV. Además los miembros de F son caminos 

de T, para todo v € V(G), Fv = ν(Τ[ΚΎ,Κ^ siendo Κχ,Κ2 vértices de T. 

Recordar que los vértices de T son los diques de G — χ·, como x es simplicial 

de un grafo no UV minimal por el Teorema 6.1.1, C(G — x) = C(G) — {Cx}. 

Se construirá una representación UV de G.
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Se construirá entonces un árbol y una familia de caminos por subdivisión 

de una arista incidente en Cy. Más claramente: si C incide en Cy

■ V(T) = V(T)U{CX}, E(T) = E(T)-{CyC}U{CyCx,CxC}. Observar 

que los vértices de Τ' son los diques de G.

• F' = (Fv)veV(g) definida:

• F^ = Fv si v no es vecino de y\

• Fy = FV\J {Cx} si v es vecino de y,

• FL = Cx.

Claramente F' son caminos en Τ'. Luego G tiene una representación UV. □

Teorema 6.2.1 Sean G un grafo cordal no UV minimal, x ey falsos gemelos 

de G. Si T es un UV-árbol dique de G — x entonces:

1. Cy es un vértice de grado al menos 3 en T.

2. Existe al menos un vértice v E N(y) de G tal que Cy no es hoja de Fv 

en T.

Demostración: Por el Lema 6.2.1, x e y son simpliciales.

1) Supongamos que Cy tiene grado 2 en T, sean C y D los vértices de T 

adyacentes a Cy. Claramente, las aristas CCy y DCy de T, están cubiertas 

sólo por vecinos de y. Además, F = {F^^víg)-^} es una familia de caminos 

en T. Los vértices de T son los diques de G — x\ como x es simplicial por el 

Teorema 6.1.1, en particular los vértices de T también son diques de G. Se
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sabe que los vértices de T, están separados por miembros de F. En particu­

lar, Cy está separado por un miembro simplicial Fy.

Se construirá un árbol T' y una familia de subárboles F' por subdivisión de 

una arista incidente en Cy. Más claramente, consideramos C el vértice vecino 

aGyenT luego V(T') = V(T) U {Cx}; E(T') = E(T) - {CyC} U {CCX} U 

{CxCy} y F' = (Fy)vev(G) siendo F^ = Fv si v no es vecino de y, si v es 

vecino de y F¿ = FVU {Cx} y Fx = Cx (Figura 6.8).

Figura 6.8:

Claramente los miembros de F' son caminos en Τ', y G tiene una repre­

sentación UV.

2) Si todos los (Fw)wE]^(y·) tienen a Cy como hoja, se construirá un árbol T' 

y una familia de caminos F' como sigue:

. V(T') = V(T) U {cx}·, E(T') = E(T) U {CxCy}. Observar que los 

vértices de Τ' son los diques de G.

• F' = (F^vzvíg) tal que:

• F'x = Cx,

• Fy = Fv si v no es vecino de y

• si v es vecino de y, F^ = FVU {Cx}.
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Claramente los miembros de F' son caminos en Τ', y G tiene una repre­

sentación UV.

□

Sea T un árbol con k vértices tal que uno de sus vértices tiene grado k — 2 

se dirá que T es un árbol cometa (Figura 6.9).

Figura 6.9: Cometa

Si (T, F) es una representación de un grafo cordal G con 2 falsos gemelos x 

e y, tal que T es un árbol cometa siendo sus vértices Ci,..., Cn-i, Cx,Cy,Cn, 

con Cy el vértice de grado n y Ci, ..,Cn-i,Cx sus vecinos en T y F = 

(Fv)ve{i^n_ííX,y} familia de subárboles tales que F^ = {Cx, Cy, C^ Ci+i} para 

i G {b .■> ^ i}; -Fn — {Cx, Cy, C\, C^}, Fτ — Cx y Fy Cy se dice que G es 

un cometa.

(T,F) 2 representaciones de cometa una no UV otra UV.

Figura 6.10: Dos representaciones de un cometa

Claramente a partir de (T, F) puede obtenerse por contracción, una repre-
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sentación (Τ', F) de G — x en la cual T' es una árbol estrella, en este caso se 

dirá que G — x es una estrella (Figura 6.11).

Figura 6.11:

Es fácil verificar que si el grado del vértice central de T es impar entonces 

G no es UV minimal. En ese caso se dirá que G es un cometa impar.

Figura 6.12:
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Teorema 6.2.2 Si G es un cometa impar entonces G es un grafo cordal no 

UV minimal.

En el siguiente teorema se ve que son los únicos.

Teorema 6.2.3 G es un grafo cordal no UV minimal, que tiene x ey falsos 

gemelos. Si (T, F) es una representación UV de G — x, y grado en T de Cy 

es n entonces

1. n es impar;

2. existe un orden de los vecinos de Cy en T, Ci,..,Cn tal que existe 

una familia de miembros de F; Fi,..,Fn tales que CíCí+i G Fí para 

i € {1, ..,η 1} t/ CnCi € Fn.

Demostración: Sabemos por el Teorema 6.2.1 que Cy tiene grado mayor o 

igual a 3 en T y que existe al menos un miembro de F, Fi conteniendo a 2 

vecinos de Cy (Figura 6.13).

Figura 6.13:
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Sea Π el grafo auxiliar de T definido por V(T) = Nr(Cy) siendo CC 6 

E(T) si y sólo si existe un Fi que contiene & C y C (Figura 6.14).

Figura 6.14:

Π es un grafo con n vértices y al menos 1 arista. Veámos que Π debe tener 

ciclos impares. Si no fuese así, Π sería un grafo bipartido entonces se podría 

contruir una representación UV de G por partición de Cy. Más claramente, 

se construirá el árbol T' por partición de Cy del siguiente modo: sea A y B 

la bipartición de vértices de Π, las ramas de T incidentes en Cy que tiene 

vértices de A en T' se harán incidentes en Cy, en cambio las ramas incidentes 

en Cy que tienen vértices de B en Τ' ser harán en Cx. Es fácil verificar que 

(Τ', F') es una representación UV de G, lo que contradeciría la hipótesis 

(Figura 6.15).

Luego Π tiene ciclos impares. Sea L el conjunto de vértices de Π inducien­

do el mayor ciclo impar de Π.

Si |L| < n, sea Τ' el subárbol de T inducido por LüCy, es decir T' = T[LUCy] 

entonces Gt1 , es una estrella impar y si T" es obtenido subdividiendo Cy en
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Figura 6.15:

Τ', adicionando el vértice Cx, Gt" es un cometa impar, luego por el Teorema 

6.2.2 no es un grafo UV, contradiciendo la minimalidad. Por ello |1| = n y 

n es impar.

Sea Ci, ..,Cn el orden de los vértices de Cy en T inducido por le ciclo L. Como 

Gi,Cn y CiCi+i (i € {Ι,.,η- 1}) son adyacentes en Π existen miembros de 

la familia tales que CCi, Cn £ Fn y Ci, Ci+i € Fi para i £ {1, .,n — 1}.

□

Corolario 6.2.1 G un grafo cordal con falsos gemelos. Entonces G es no
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UV minimal si y sólo si G es un cometa impar.

Cometa impar de 5 vértices

Figura 6.16: Cometa Impar
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Capítulo 7

Grafos no UV minimales con 

simpliciales esenciales

En el capítulo anterior se estudiaron los grafos minimales no [TV con un 

par de vértices falsos gemelos. Ahora, se estudian los grafos minimales no 

UV con vértices simpliciales esenciales.

Recordemos que un vértice a, simplicial de un grafo G se dice esencial si 

G — N[a] no es conexo (Figura 7.1).

Figura 7.1: Simplicial esencial

De la propia definición de simplicial esencial se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 7.0.4 G un grafo cordal, a es un vértice simplicial esencial de G 

si y sólo si existe un árbol dique en el cual Ca es un vértice interior.

Figura 7.2:

Observar que los vértices falsos gemelos son simpliciales esenciales. Por 

esto último, en lo que sigue entre otros prohibidos se obtendrán los cometas 

impares.

Sea a un simplicial esencial de G, T' una representación UV de G — a y 

C' € C(G - a) tal que N(a) G Cf.

A un vértice v de G, v vecino de a cuya representación Fv = T'[X,Y] tiene 

a X e Κ en distintas componentes conexas de Τ' — C se le dirá pasante de 

G' en T' (Figura 7.3).

Recordar que dado T y H un hoja de T al camino de T entre C EV (T) 

y H se le dice C-camino.

pasante
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Figura 7.3: Pasante

Dado C 6 V(T), βι,.., β& las aristas de T incidentes en C, a Ri la compo­

nente conexa de T — {ej\j G {1,.., k} — {i}} que tiene a C, se le dirá rama.

Una a — arista de Τ' es aquella cubierta sólo por vecinos de a (Figura 

7.4).

rama

Figura 7.4: a-arista

El estudio de las u-aristas de Τ' y su relación con los pasantes de C' 

será fundamental en el estudio de los grafos no UV minimales. Se utilizarán 

para ello las técnicas de injerto simple y compuesto junto con la propiedad 

de invarianza de los cubridores.
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7.1. Estudio de α-aristas

Dado Τ' se notará AíBí a las α-aristas de Τ' siendo Ai el extremo de la 

α-arista más próximo a C (Figura 7.5).

Figura 7.5:

Proposición 7.1.1 G un grafo cordal no UV minimal, a un simplicial esen­

cial, T' un UV-árbol dique G — a. Para toda arista a-arista de un C' camino 

de Τ', a mínima distancia a C', existe un pasante de C' en T' que la cubre.

Demostración:

Como G no es UV, es claro que la arista A^Bi si bien está cubierta sólo 

por vecinos de a, no puede estar cubierta por todos los vecinos de a, además 

todos los vecinos de a no pueden estar en Ai, pues sería posible construir 

un UV-árbol dique de G a partir de Τ'. Más claramente, borrando la arista 

AíBí de T' y adicionando AiCa,CaBi (Figura 7.6).

Supongamos por el absurdo que ningún cubridor de AíBí es pasante de 

C' en Τ’, luego todo cubridor de AíBí es un camino de T' tal que uno de sus 

extremos es C', ya que C' tiene a todos los vecinos de a.

Sea Sí G Bí separador de Bí en dirección a las hojas. Claramente Sí G 

Bí — Ai.
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Figura 7.6:

■ Observar que Bi no puede ser hoja de Τ'. Si lo fuera, AíBí podría estar 

cubierta sólo por un vecino de a pues si existieran x, y vértices de G —a 

vecinos de a tales F'x,Fy que cubren AíBí, es claro que Fx = Fy = 

T'[C', Bi] por ello serían vértices gemelos de G — a.

Dado que G(G) = C(G - a) y que Fx ^ F'U {Ca}, Fy = F^U {Ca} 

entonces x ey serán vértices gemelos de G, lo cual resulta absurdo pues 

G es un grafo no UV minimal.

Pero entonces exisitirá sólo un vértice cubriendo AíBí, con lo cual, 

será un vértice de corte de G, que también es un absurdo porque los 

grafos no UV minimales son al menos 2-conexos. Luego Bi no es hoja 

de Τ’.
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■ Sea T" el subárbol de Τ' más grande que tiene a C' y & Bi como hoja. 

T" es un árbol dique de Gt" subgrafo inducido de G — a. En lo que 

sigue se probará que Gt" — N\sí] es conexo.

1. Veamos esto último. Si no fuese conexo, exisitiría una arista e de 

T" cubierta solo por vecinos de s^ Claramente e no puede estar 

en la componente conexa de T" — C' que no tiene a Bi pues se 

supone que todos los cubridores de AíBí tienen por extremo a C'. 

Además e no puede ser arista de T"[Bi, C'] pues AíBí fue elegida 

como la más cercana a C' cubierta sólo por vecinos de a. Luego 

e tiene que estar en la misma componente conexa de T" — C' que 

tiene a Bi pero no en el camino T'[Ai, C'], pero como C' tiene a 

todos los vecinos de a, cualquier cubridor de e y de A^Bí tiene que 

estar en C', resultaría que en (Τ', F') existiría un claw, que es un 

absurdo pues es una representación UV de G — a (Figura 7.7).

■ Es claro que si consideramos ahora el subgrafo de G, G± = G[V(Gt") U 

N[a]], este no es G pues Bi no es hoja de Τ', luego resulta UV por 

minimalidad.

1. Veamos que Gi — X\s^\ es conexo. Supongamos que Gi — 7V[sJ 

no es conexo, luego existen al menos 2 aristas en cualquier repre­

sentación UV de Gi cubierta solo por vecinos de s¿¡ pero en T" 

había una única arista cubierta solo por los vecinos de s^ y la única 

diferencia entre Gt» y Gi es que se ha agregado Ca y una arista 

XCa donde X es algún vértice de T". Luego por la invarianza 

de los cubridores, la única arista cubierta por N[sí] de Tq1 es la
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Figura 7.7:
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arista CaX· Pero quienes cubren a Ca son todos los vecinos de a 

y sabemos que Nqv [sí] ^ Ngx [a], pues como fue aclarado al prin­

cipio la arista AíBí no puede ser cubierta por todos los vecinos de 

a (Figura 7.8).

Figura 7.8:

■ Ahora bien Gi — N[sí] es conexo luego en toda representación de Gi, 

Bí es hoja. En particular, existe un UV árbol dique. Luego, a partir 

de cualquier UV árbol dique de Gi es posible construir un l/V-árbol 

dique de G adicionando a dicho árbol dique, lo que se quitó a Τ'. Más 

claramente, si Ti es un DV-árbol dique de Gi y T2 la componente 

conexa de T1 — Ai que tiene a Bi entonces T = Ti U T2 es un LV-árbol
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Figura 7.9:

Proposición 7.1.2 G grafo cordal, a un simplicial esencial, T' un UV-árbol 

dique deG — a, N(a) C C' dique deG~a. SiG no es UV minimal entonces 

existen al menos 2 a-aristas.
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□



Demostración:

Es claro que por ser a un simplicial esencial existen en cualquier árbol 

dique de G al menos 2 aristas cubiertas sólo por vecinos de a, es decir 2 

a-aristas. Por ello, en Τ' debe existir al menos una arista, que denotamos e, 

cubierta sólo por vecinos de a, es decir e es a-arista.

Supongamos entonces que sólo existe esa α-arista en Τ'.

Sea Ti la componente conexa de Τ' — e que tiene a C'. Construimos T2 a 

partir de Ti adicionando la arista CaC' y sea G2 el subgrafo inducido de G 

cuyo árbol dique es T2.

Como G2 7^ G, por minimalidad existe un [/V-árbol dique de G2. Además 

como T2 tiene sólo una α-arista, es claro que a no es simplicial esencial de G2 

con lo cual en todo árbol dique Ca es hoja.

Sea T2 un tTV-árbol dique de G2. A partir de dicho árbol se construirá un 

t/V-árbol dique de G como sigue (Figura 7.10):

Sean Ai y Bi los extremos de e siendo Ai el de menor distancia a C' en 

T' y T3 la componente conexa de T' — Ai que tiene a Bi. Observar que si X 

e Y inciden en Bi en T3, no puede existir un vecino v de a con v E X Γ\Υ, 

pues Τ' es un [/V-árbol dique. Se construirá un árbol adicionado la rama T3 

a T2.

Más claramente, sea T = T3UBiCaUT2. Es fácil verificar que dicho árbol 

resulta un [/V-árbol dique de G. Lo cual es un absurdo pues G no es UV 

minimal.

□
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Figura 7.10:
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En la proposición anterior probamos que al menos existen 2 α-aristas, es 

decir al menos 2 aristas cubiertas sólo por vecinos de a, en cualquier [/V-árbol 

dique de G — a. Observar que si existen esas aristas en algún árbol dique 

deben existir en cualquier otro árbol dique aristas cubiertas exactamente por 

los mismo cubridores de esas aristas. Recordar que a esas aristas se las llama 

aristas equivalentes.

Proposición 7.1.3 G grafo cordal, a un simplicial esencial, T' un UV-árbol 

dique de G —a, N(a) C C' dique de G —a. SiG no es UV minimal entonces 

existen al menos 2 a-aristas en distintas ramas de Τ'.

Demostración:

Supongamos por el absurdo que todas las α-aristas están en un misma 

rama de Τ' respecto de C'.

Sea Ri la rama que incide en C' y tiene a dichas aristas. Consideremos los 

caminos de C' hacia las hojas de Ri y sean Pi,..,Pr los caminos que tienen 

α-aristas cubiertas. Observar que Ri podría tener más de r hojas. De cada 

uno de esos caminos elegir la α-arista que se encuentra a menor distancia de 

C', sean e±,..,ei. Observar que l podría ser menor a r, más aún l podría ser 

1 (Figura 7.11).

Por otro lado, como Τ' es un t/V-árbol dique, es claro que no existe un 

vecino de a, cubriendo un par de aristas e¿, ej con i ^ j, pues caso contrario 

exitiría un claw.

Consideramos ahora la componente conexa Ti de Τ' — {ei,.., e¿} que tiene 

aC".

Construimos T2 a partir de Ti adicionando la arista CaC' y sea G2 el 

subgrafo inducido de G cuyo árbol dique es T2.
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Figura 7.11:

Como G2 ψ G, por minimalidad existe un tTV-árbol dique de G2. Además 

como T2 tiene sólo una α-arista, es claro que a no es simplicial esencial de G2 

con lo cual en todo árbol dique Ca es hoja.

Sea T2 un [/V-árbol dique de G2- A partir de dicho árbol se construye 

un t/V-árbol dique de G como sigue (Figura 7.12):

Sea Bi el extremo de e¿ más lejano a C' en Τ' y P* la sección del camino 

Pi hacia las hojas, cuyo vértice inicial es Bi para i = 1,.., I.

Como se dijo antes, no existe un vecino de a cubriendo un par de aristas 

e¿, ej con i ^ j, luego es fácil verificar que el árbol T = T2U [_)[((?aBi U P*) 

es un [7V-árbol dique de G.

□
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Figura 7.12:
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Proposición 7.1.4 G grafo cordal, a un simplicial esencial, T' un UV-árbol 

dique de G — a, N(a) C C' dique de G — a. SiG no es UV minimal entonces 

para cada a-arista e existe otra a-arista e' y v vecino de a tal que v cubre a 

e y a e'. Más aún, si e es la primera a-arista, en dirección a C en una rama 

de Τ' entonces existe d a-arista en otra rama de Τ'.

Demostración:

Sean Pi, para i = 1, ,.,r, caminos dirigidos de C' hacia la hoja Hi de T, 

que tienen al menos una a-arista.

Si en Pi existieran dos α-aristas, como C' tiene a todos los vecinos de a 

es evidente que existe al menos un vecino de a cubriendo a dichas aristas.

Sean βι,..., 6; las primeras α-aristas de cada uno de los caminos. Observar 

que l podría ser menor a r pues una arista podría estar en más de un camino.

Supongamos ahora que existe al menos una α-arista, digamos ei tal que 

para cualquier otra arista ei para i ^ 1, βι y ei no tienen un vecino de a 

cubriendo a ambas.

Sea Ti la componente conexa de Τ' — βι que tiene a C', T2 construido a 

partir de Ti adicionando la arista CaC' y G2 el subgrafo inducido de G cuyo 

árbol dique es T2.

Sea T2 un C/V-árbol dique de G2. Observar que Ca podría no ser hoja 

de T2. Además, si ai,..,ak son las α-aristas de Ti, el número de a-aristas 

en T2 es k + 1. Sean bi,.., b^+i las a-aristas de T2. Dado que se ha supuesto 

que ninguna de las aristas e2,..,e¡ comparte un cubridor con βι, es claro que 

ninguna de las α-aristas de Ti, ai,..,ak comparten un cubridor con βι, con 

lo cual sólo una de las a-aristas de T2, bi,.., bk+i comparten un cubridor con 

βι. La arista de T2 que tiene a Ca como uno de sus extremos en T2, incluye
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a todos los cubridores de ei.

Se construye T un t/V-árbol dique de G: si Bi es el extremo de ei en Τ' 

más lejano a C" y T3 la componente conexa de Τ' — ei que tiene a Bi, sea 

Τ = Τ3υΒ^αϋΤ2.

□

Proposición 7.1.5 G grafo cordal no UV minimal, a un simplicial esencial, 

T' un UV-árbol dique deG — a, N(a) C C' dique de G — a, P un C'-camino 

de Τ' sin a-aristas. Sea e la primera arista de P desde C'; que no está en un 

C'-camino de Τ' con a-aristas. Si e está cubierta por un vecino de a entonces 

existen e' a-arista de T' en otra rama, distinta de la que tiene ae, y un vértice 

v vecino de a tal que v cubre a e y a e'.

Demostración:

Supongamos por el absurdo que para e no existe ninguna α-arista e' con 

la cual comparta un cubridor vecino de a.

Sea Ti la componente conexa de T' — e que tiene a C',T3 la componente 

conexa de Τ' — e que no tiene a C.

T2 construido a partir de Ti adicionando la arista CaC' y G2 el subgrafo 

inducido de G cuyo árbol dique es T2.

Sea T2 un TV-árbol dique de G2. Observar que Ca podría no ser hoja de 

T2 y que cada a-arista e' de Τ', tiene una arista equivalente en T2.

Como los vecinos de a que cubren e en Τ', no cubren otra arista e', no 

pueden cubrir a las α-aristas equivalentes en T2, luego existe una única a- 

arista en T2 que tiene a los cubridores de e. Más aún, esa arista, que notamos
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βι tiene a todos los vecinos de a y es la a-arista de T2 equivalente a la 

a-arista CaC' de T2. Observar que los cubridores de βι son los vértices de 

CanC' = Ca-{a}.

Luego existe una rama R^ en T2 respecto de Ca que tiene a C' y a ei. 

Más aún, si Ai era el extremo de e más próximo a C' en Τ', entonces Ai 

está en R^ Veamos esto úlitmo, si Ai no estuviera en Ri, es claro que está en 

una componente conexa de T2 — e4, pero en Τ' el camino T'[Ai,C'] esta 

cubierto por no vecinos de a. En particular, existirá un camino minimal 

entre el separador en dirección a las hojas de Ai y el separador en dirección 

a las hojas de C' por no vecinos de a y por ser T2 un árbol dique, los vértices 

de ese camino se ubican en Ϊ2[Αι,6"] con lo cual la arista βι debería estar 

cubierta por al menos uno de esos vértices, que no es vecino de a y esto es 

un absurdo.

Sea Bi el otro extremo de e en Τ', en caso que R\ tiene una y sólo una 

α-arista, que será βι, considerar el árbol dique T4 = ñi U A^B^ U T^ del 

grafo G3 que es un subgrafo inducido de G. Observar que T4 tiene una única 

α-arista. Por ello, en todo árbol dique de G$, Ca es hoja, en particular en T4 

un BV-árbol dique. Luego T = T2 — R1UT4 es un BV-árbol dique de G.

Si Ri tiene más de una α-arista, es fácil verificar que C' y Ai están en 

la misma componente conexa obtenida de R± borrando todas las a-aristas. 

Veamos esto: en Τ' el camino T'[Ai,C] esta cubierto por no vecinos de a. 

En particular, existirá un camino minimal entre un separador en dirección a 

las hojas de Ai y un separador en dirección a las hojas de G' por no vecinos 

de a y si no estuvieran en la misma componente conexa de R^ borrando las 

α-aristas, al menos un vértice del camino, debería cubrir una de las a-aristas
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que fueron borradas, pero los vértices de ese camino no son vecinos de a y 

esto es un absurdo.

Sea ei = CaX la arista de Ri cubierta por todos los vecinos de a. En el 

camino T2[Ga,Ai] existe sólo una a-arista, pues caso contrario, esa a-arista 

tiene una equivalente en Τ' y al menos un vecino de a que cubre e = A^B^ 

debe cubrir esa arista por la posición que tienen ellas en ^[C'a, Ai] contradi­

ciendo lo supuesto.

Sean bi,..,bk las α-aristas en la componente Ri. Sea R la componente 

conexa de R± — {bi i = 1, ..k} que tiene a C'. Una de dichas aristas es CaX, 

para fijar ideas supongamos que b^ = CaX y bi = CíDí con Ci más próximo 

a Ca que D^

Sea T^ = R U ΑγΒγ U T3 U CaX, es un árbol dique de un subgrafo G$ 

inducido de G. Luego, existe un UV-árbol dique de G5, en el cual Ca es hoja.

Para cada bi con i = 2, ..,k, los cubridores en Ri de bi son en R vértices 

gemelos de G^ con lo cual en el UV-árbol dique cada uno de esos vértices 

tienen los mismos extremos incial y final, observar que uno de sus extremos es 

Ga- Sean X2,..., Xk los otros extremos y Tr2,..., Trk las componentes conexas 

de Ri — {&i, ..,bk} que no tienen a X2) -,Xk respectivamente. Se construye 

entonces un UV-árbol dique de G como sigue: T2 —.R1UT5UU2 G^iUlJ^Tri.

□

Se les dirá apareadas a las aristas que satisfacen las Proposiciones 7.1.4 

y 7.1.5

apareadas
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7. 2. Construyendo UV-árboles dique

En lo que sigue se mostrará una manera de construir a partir de Τ', un 

árbol T que resultará árbol dique de un subgrafo inducido de G que tiene a 

todos los vecinos de a.

Sean e1} ..,e¡ las a-aristas de Τ', UV-árbol dique de G — a, más cercanas 

a C'. Como antes sea Ai el extremo de ei más próximo ά C' y Bí su otro 

extremo. Sea T" — Τ' — {ei,.., ei}, y Ti el subárbol de T". que tiene a Bí, T[ 

la componente conexa de T" que tiene ^ C y T[ con una arista más C'Ca, 

es decir T[ U {C'Ca} . Ahora, consideramos G = Gr^c'Ca}) observar que a 

es vértice simplicial de G.

Es claro que G es un subgrafo inducido de G, además G ^ G pues T" ^ T' 

con lo cual G es UV. Además, G — N[a] es un grafo conexo pues T[ U {C'Ca} 

es un árbol dique de G que tiene una única arista C'Ca cubierta solo por 

vecinos de a. Luego, en todo árbol dique de G, Ca es hoja. En particular, 

sea T un tTV-árbol dique de G con Ca como hoja.

Proposición 7.2.1 1. T tiene todos los vértices de los C'-caminos sin

a-aristas de T' y los Bí no son vértices de T.

2. Si existen ei, Cj a-aristas incidentes en C' en T' y cub^e} Π cub(ej) ^ 0 

entonces CaC' es una arista de T.

3. T U ULi CaBi U Ti es un árbol dique de G.

4- Si ai son separadores de Ai en dirección a las hojas de T' y ai, aj, a con 

i ^ j no es una tripla entonces Ai Π N(a) C Aj o Aj Π N(a) C Ai.

5. Los vértices de Bí Π Bj son gemelos de G = G^.
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Demostración:

1. Por la construcción de T.

2. Como cub(ei) (Ί cub(ej) ^ 0 existe v E N(a) cubriendo ambas aristas. 

Además, como e^ y ej inciden en C' entonces en G, v está solo en 

C' y Ca. Luego, en todo árbol dique de G, C'Ca debe ser arista. En 

particular, es arista de T.

3. Usando injerto simple y compuesto.

4. Supongamos que N(a) ΓΊ A ^ A y N(a) A A Aj. Luego, existen 

x E N(a) HAj — Ai e y E N(a) A A — Aj.

Veamos que ai,aj,a es una tripla de G. Es claro que existen x-γ, ..,Xk 

vértices de G- TV [a] cubriendo Τ'[A, Aj\.

Luego, existe un camino Pai^ji entre ai,aj, cuyos vértices no están en 

TV [a].

Como a; 6 TV (a) A A — A', θχΪ8ΐθ un camino Paiya = ai, x, a entre ai} a 

que no toca la vecinanza de aj.

Como y E N(a) Π Aj — Ai, existe un camino Paj,a = aj,y, a entre aj, a 

que no toca la vecinanza de ai.

Luego üí, aj, a es una tripla de G.

5. Todo vértice ζ de B¿ A Bj está representado por un camino F^ = 

lAT^A, AD en -^i’ en T> x está representado por el subárbol, que en 

particular resulta un camino, F'x = V(T[X, GJ) con A, A e ^P> ^J·
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Por ello, son vértices gemelos cuyas representaciones tienen extremos 

CayX.

□

Observar que el árbol dique de G obtenido en la Proposición 7.2.1, podría 

no ser un t/V-árbol dique (Figura 7.13).

Figura 7.13: Construcción árbol dique
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7.3. Grafo Π

Con el conocimiento previo dado en las Proposiciones 7.1.1 a 7.1.5, se 

construye un grafo auxiliar Π a partir del árbol dique Τ':

Para todo P C'-camino de Τ' (Figuras 7.14, 7.15):

1. Si P tiene una a-arista, se toma la α-arista que se encuentre a menor 

distancia de C en Τ'.

2. Si P no tiene α-arista, se toma si existe una e, arista de P, cumpliendo:

a) e es la primera arista de P que no está en un C"-camino con a- 

arista,

b) e está cubierta por vecinos y no vecinos de a.

grafo auxi­
liar Π

Figura 7.14: Construcción Π

Sean e1} ..,er las aristas de T' elegidas anteriormente.

^(Π) = {&i}i^l,..,r',

S(n) = {ei€j, si existe v E V(G) Π N(a)\ v cubre a Cj y ej}.

129



Figura 7.15: Construcción de Π

Procedemos a etiquetar algunos vértices de Π:

1. De los vértices e¿ de Π que se corresponden a los definidos en 1, sólo 

se etiquetan con 2 aquellas que satisfacen: existe un w vértice de G, 

vecino de a cubriendo e^ y para todo otro vértice ej de Π siendo ej una 

α-arista apareada con e^, es decir ei, ej dadas por la Proposición 7.1.4, 

w no cubre a ninguno de los extremos de ej (Figura 7.16).

2. De los vértices ei de Π que se corresponden a los definidos en 2 se 

etiquetan con 1.

Así, Π puede no tener etiquetas o tener etiquetas 1 o 2.
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Figura 7.16: Etiquetación de Π

Proposición 7.3.1 En Π existe al menos una arista.

Demostración:

De las Proposiciones 7.1.3 y 7.1.4. □

Proposición 7.3.2 Si Π tiene una arista cuyos vértices están etiquetados 

con 1 entonces existe un camino en Π que tiene a dicha arista en su interior 

o un ciclo de 3 vértices como subgrafo inducido.

Demostración: De la Proposición 7.1.5. □

Proposición 7.3.3 Si Π no es bipartido entonces

■ G tiene a un cometa impar (Figura 7.18) o a a%k (Figura 7.23) o a la 

pirámide de 6 vértices con un vértice universal (Figura 7.21) o a σ^+ι 

como subgrafo inducido (Figura 7.20).
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■ G es no UV.

Demostración:

Como Π no es bipartido, es claro que existe un ciclo impar Ciclo2k+i-

Sea Ciclo2fc+i = βι, .^e^k+Vi·, ^i — A^Bí con Bí el extremo más lejano 

de C en Tf. Consideramos si, $2, ··, S2k+i los separadores de B^.., B2k+i en 

dirección a las hojas; Vi un cubridor de ei y de e¿+i vecino de a, para i = 

1, ..,2k y V2k+i cubridor de βι y 62^+1 también vecino de a.

Claramente, C' y Ca son diques distintos de G luego existe x £ C' — Ca 

o sea x no es vecino de a. Analizamos varias situaciones:

1. Supongamos primero que x no cubre a ningún ei (Figura 7.17).

Figura 7.17:

132



Claramente {vi,..., ^fc+i, ^} es un completo; {vi,..., v2fc+i, a} es un com­

pleto; {«i, vi, v2fc+i} es un completo; {s¿,Vi_i,^} es un completo para 

i = 2,..,2k + 1.

Sea G el subgrafo de G inducido por los vértices {x, a, vÍ5.., ν2^+ι, $1, - > s2í:+i}, 

claramente xya resultan falsos gemelos de G. Más aún G es un cometa 

impar (Figura 7.18).

Figura 7.18:

2. Supongamos ahora que x cubre a uno y sólo uno de los e¿, para fijar 

ideas supongamos que x cubre a ei (Figura 7.19).

Claramente {vi,..., u2hi,^} es un completo; {vi, ...,ν^+ι,ο} es un com­

pleto; {si, Vi, v2fc+i, z} es un completo; {s¿, v¿_i, v^} es un completo para

z = 2,.., 2k + 1.
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Figura 7.19:

Sea G el subgrafo de G inducido por los vértices {x, a,vi,.., t^+i, si,.., S2fe+i}, 

en este caso re y a no son falsos gemelos de G (Figura 7.20).

Figura 7.20:
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3. Supongamos ahora que x cubre a exactamente 2 de los e¿, es claro que 

no puede estar en 3 de los e¿ pues Τ' es un t/V-árbol dique de G — a.

a) Si los e¿ son consecutivos en el ciclo, para fijar ideas βι, e2. Clara­

mente {#, ν2£+ι, V3, a, Si, s2} inducen la pirámide de 6 vértices y 

vi es adyacente a todos esos vértices con lo cual resulta un vértice 

universal de la pirámide (Figura 7.21).

Figura 7.21:

b) Si los βί no son consecutivos en el ciclo, dividen el ciclo en 2 

caminos uno de longitud impar mayor o igual a 3, consideremos 

ese camino para fijar ideas βι,..., β2^.

Claramente {vi,..., v2fc+i,a;} es un completo; {vi,..., ν2^+ι, a} es 

un completo; {si,vi,a;} es un completo; {s2fc, z, ν2£_ι} es un com-
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Figura 7.22:

Figura 7.23:

pleto; {s¿, ^-i, vj es un completo para i = 2,..,2k — 1 (Figura 

7.23).

□

En las siguiente proposición, se probará que si Π es bipartido y existe 

una arista en Π cuyos extremos están ambos etiquetados con 1, G tiene a un 

prohibido de intervalos con un vértice universal.
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Proposición 7.3.4 Π es bipartido y una arista de Π tiene sus vértices eti­

quetados con 1 entonces G tiene como subgrafo inducido a un prohibido de 

intervalos con un vértice universal.

Demostración:

Sea 6263 la arista de Π cuyos extremos están etiquetados con 1. Por la 

Proposición 7.3.2 y por ser Π bipartido existe un camino que tiene a 6263 

como una de sus aristas interiores. Claramente dicho camino tiene por lo 

menos longitud 3.

Sin perder generalidad, sea P — e^ e^ 63,64 un camino de Π y notamos 

Ai y Bi & los extremos de ei siendo Bi el extremo más lejano a C' en Τ' 

(Figura 7.24).

Figura 7.24:
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Como 6162 £ Β(Π) existe un vecino de a, fi que cubre a ei y a 62, en 

particular Vi € Βι ΙΊ B2 Π N(a).

Análogamente, 6263 G Β(Π), existe un vecino de a, ^2 que cubre a 62 y a 

63, en particular ^ € B2 ΑΒ3ΓΙ N(a), 6364 6 Β(Π), existe un vecino de a, V3 

que cubre a 63 y a 64, en particular V3 € B3 Π B4 Π N(a).

Sean $2» S3 vértices separadores de B2 y B3 en dirección a las hojas de T' 

respectivamente.

Veamos que existe una tripla entre «2, S3 y a.

Claramente, ^i no está en B3 pues Τ' es un W-árbol dique, por igual 

razón, V3 no está en B2.

Se tiene entonces:

1. un camino entre a y S2 que no toca la vecinanza de S3; más clarmente 

u, ^1, S2;

2. un camino entre ay s3 que no toca la vecinanza de s2, es decir, 0^3,53.

Además como 62 y 63 están etiquetados con 1, existen vértices no vecinos 

de a cubriendo el camino T'[B2,B3]. En particular, existe un camino entre 

^2 y S3 que no toca la vecinanza de a.

Luego s2, s3, a es una tripla de G.

Por otro lado, v2 C B2 Π B3 Π N(a) con lo cual resulta un vértice universal 

para la tripla s2, s3, n.

Con lo cual G tiene como sugrafo a un prohibido de intervalos con un 

vértice universal. □
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7.4. Caminos en Π

En la siguiente proposición se presentan los únicos casos que permiten 

construir, como se verá posterioremete, los prohibidos UV minimales que 

tienen vértices simpliciales esenciales.

Proposición 7.4.1 Π es bipartido.

1. Si existe P = ei, ..,e2k, camino impar entre dos etiquetados con lfei, e2k 

con etiquetas 1), e^ sin etiquetas para 1 < i < 2k, las aristas de índice 

impar inciden en un mismo vértice de T' y las aristas de índice par inci­

den en el mismo vértice de Τ' entonces G tiene como subgrafo inducido 

a &2k (Figura 7.26) o β^+ι (Figura 7.27) y G no es UV.

2. Si existe P = e^, ..,e2k+i, un camino par entre un etiquetado con 1 y 

otro etiquetado con 2 (e^ etiquetado con 1, 62^+1 etiquetado con 2/ ei 

sin etiquetas para 1 < i <2k + 1, e2k+i inciden en el C'-camino en T' 

del cual fue elegida ei y las aristas de índice par inciden en el mismo 

vértice de Τ' entonces G tiene como subgrafo inducido a β^+2 (Figura 

7.29 y G no es UV.

Demostración:

1. Sean Bí extremo de ei en dirección a las hojas de T' para i = l,..,2fc 

y T el subárbol inducido de T = T'U {C'Ca} por (Bi)i=i^2k, C y Ca. 

Veamos la Figura 7.25

Si si, $2, ····, s2k son separadores de B^ B2, Β$,..., B^í, B2k serán vértices 

simpliciales de G?.

139



Figura 7.25:

Sean Ui el cubridor de ei y e2 vecino de a, v2 el cubridor de e2 y e3 

vecino de a,..,v2k-i el cubridor de e^-i y e2k vecino de a. Claramente, 

V1,V2,.... ^2fe-i inducen un K2k_x.

Dado que ei tiene etiqueta 1, existe un vértice /q cubridor de βι que 

no es vecino de a y como también e2k tiene etiqueta 1, existe un vértice 

h2k+i cubridor de e2k que no es vecino de a. Observar que /q y h2k 

podrían ser el mismo vértice.

■ Λι = h2k.

Claramente, {vi, ..,v2k-i,a} induce un K2k, {ví,ví+i,sí+i} induce 

un K3 para 2 = 1,..., 2fc-2; {/q, Vi, s^ induce un K3; {vi, ...,t;2fc_i, /q} 

induce un K2k.

En este caso, se dirá que el grafo inducido por {vi,.., u2fc_i, u, /q, s15..., s2^} 

es un semicometa par y se notará a2k.

La Figura 7.26 corresponde a σ4·
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Figura 7.26:

■^17^ fak-

Sea P = hi,X2, --,^j, ^2k camino minimal de G que cubren el 

camino T'[Bí, B2k]· Observar que P podría tener longitud 1.

Claramente, {vi, ..,u2fc-i,a} induce un K2k, {^,Wí+i,s¿+i} induce 

unK3 paraz = 1, ...,2k-2; {/ΐι,νι,δι} induce un/C3; {^,^-1,^} 

induce unK3; {vb..., v2k-i, h, rj induce un^fc+ii {^i, -,^-ι,τί-ι,^} 

induce un K2k+i para z = 3, ..,J; {vi, ...,^-b^,^2fe} induce un 

^2fc+l·

En este caso, se dirá que el grafo inducido por {vi,.., V2k-i, a, ^i, ^2, -,^j, 

h^k, 51, ···, S2A;} θ8 ^2k+l-

La siguiente figura corresponde a β5 (Figura 7.27).
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Figura 7.27:

2. Sea X G T'[ei, C'], basta con tomar X a distancia mínima de 62^+1-

Sea A2 el extremo de todos las aristas pares, es decir C2¿ para i = 

1,A: — 1 más próximo a C' en T' y x e a2 separadores en dirección a 

las hojas de X e Λ2 respectivamente. Observar que A2 ^ C' pues e2fc+i 

tiene etiqueta 2 (Figura 7.28).

Si χ,α2, a es una tripla entonces G tiene a un prohibido de intervalos 

con un vértice universal. Más específicamente, un pasante que cubre a 

βι y 62 resulta el vértice universal.

Si no hay una tripla entre esos vértices entonces se tiene que todo 

cubridor de XC cubre A2. Veamos esto:

■ Si XC" no cubre ^2 existe un vértice y 6 XnC'—A2, además como 

62/;+1 tiene etiqueta 2, existe un vértice w vecino de a cubriendo
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Figura 7.28:

C2Hi Y no cubriendo d2; por ello existe un camino x, y, w, a entre 

x y a por no vecinos de ^2; también T'[X,A2] está cubierto por 

no vecinos de a con lo cual existe un camino entre x y a2 por no 

vecinos de a; ahora bien como e2i, 622+1 es arista de Π, existe un 

^22 E N (a) — X cubriendo 622,622+1, se tiene así un camino entre 

a2 y a ΡθΓ n° vecinos de x\ contradiciendo así que x,a2-,a no es 

una tripla.

Sea v € (XnA2) -N(a).

Sean S2, ··, B2k+i los extremos de 62,.., e2fc+i a mayor distancia de C 

en T' y s2,..., S2fc+i sus separadores en dirección a las hojas de Τ' re­

spectivamente.

Como 6262+1 € ^(Π), sea Vi vecino de a cubridor de 62 y €¿+1 para 

2 = 1,.., 2k. Observar que v^ e X Π B2 D N(a).

Por otro lado, e2A;+i tiene etiqueta 2, existe w E (TV (α) ΓΊ B2k-i) — ^2· 

Claramente {v, Vi, ..,V2k,w} es un completo; {a, Vi,.., v2k, w} es un com­

pleto; {v, v^^x} es un completo; {f, a2, fi,.., V2k} es un completo; {ví, v^^ %i}
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Figura 7.29:

es un completo para z = 1,.., 2fc — 1; {s2fc+i, ^, U2k}. La siguiente Figura 

7.29 corresponde a un camino de longitud 2.

Luego G tiene como subgrafo inducido a ^2k+2-

□

En lo que sigue, se mostrará que en la proposición anterior, en caso que 

las aristas que definen a Π no inciden en un mismo vértice de Τ', se reduce 

a casos ya estudiados.

Para ello, a partir de considerar T^ la componente conexa obtenida del 

borrado de a-aristas de Tf que tiene a C', se construirá un grafo auxiliar 

Π*. Con esto, se probocará una modificación de Π lo que conducirá, entre
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otras cosas, a que vértices de Π que no estaban etiquetados ahora resultan 

etiquetados en Π*.

Observación 7.4.1 Lo que asumiremos para facilitar los análisis posteriores 

es que el borrado de a-aristas no genera en los Π* ciclos impares.

Situaciones con ©j no incidiendo en el mismo vértice

Figura 7.30:

1. Supongamos P = ei, ..,e2k con βι y e2k con etiqueta 1.

Supongamos que Ci es la primera arista tal que ei+2 no incide en el mis­

mo vértice de Τ' que ei-2i para l > 0. Sin perder generalidad podemos 

asumir que i, se corresponde a un índice par, en caso contrario podemos 

considerar el camino Pr = e2k, ...,ei y aplicar el mismo análisis que se 

propone a continuación. En lo que sigue se analizan 2 situaciones te­

niendo en cuenta cual es la posición en T' de ei+2, ei+1, ei.
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a) Si Ci+i incide en T'[A^ Ai+i\ (recordar que Ai es extremo de ei más 

próximo a C' en Τ'), consideramos la componente conexa de T' — 

{q+2,..,e2k} que tiene a C" a partir de dicha componente conexa 

se define el grafo auxiliar Π* de la misma forma que Π fue definido, 

por La Observación 7.4.1, en Π* no hay ciclos impares. Observar 

que existe v € N(a) cubridor de e¿+i y e¿+2, al borrar e¿+2,.., 62*, de 

Τ' resulta ei+í etiquetado con 2, debido a la existencia de v, en T[. 

Por ello, P = ei,..., 6í+i es un camino par entre βι etiquetado con 

1 y ei+i etiquetado con 2 en Π* y puede así aplicarse la Proposición 

7.4.1.

b) Si en cambio e¿+i no incide en Τ'^,Λ+ι], consideramos la com­

ponente conexa T[ de Τ’ — {e^, e¿+3, ..,62*;} que tiene a C" y sea 

e¿+2 ^ T'[C', ei-1-2] la primera arista incidente en T'[Ai, Ai+i\. 

Observaremos que existe v G N(a) cubriendo ei+1 y e¿+2, clara­

mente por como fue elegida e*+2, v cubre e¿+i,e-+2; además e*+2 

está cubierta por no vecinos de a, de lo cual resulta que en T{, 

e*+2 está cubierta por vecinos y no vecinos de a y tiene un a-arista 

con la cual comparte un vecino de a.

A partir de T[ se define el grafo auxiliar Π* de la misma forma 

que Π fue definido, por la Observación 7.4.1 no hay ciclos impares, 

y P = ei,...,61-1-1,e*+2 es un camino impar entre ei y e*+2 ambos 

etiquetados con 1 y puede así aplicarse la Proposición 7.4.1.

2. Supongamos P = ei,.., 62^+1 con ei etiquetado con 1 y e2fc+i con eti­

queta 2.
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Si 62fc+i no incide en el C"-camino en el cual fue elegida βι, se pro­

bará que G tiene una tripla con un vértice universal. Claramente por 

no incidir en el C"-camino, C' no es uno de los extremos de e2k+i, sea 

A2fc+i uno de sus extremos, el más próximo a C" y a2fc+i un separador 

de A2fc+i en dirección a las hojas de Τ'.

Sea A2k el vértice más próximo a C que es extremo de &2k como e2k+i 

tiene etiqueta 2, es claro que C ^ A2k, más aún, existe w cubriendo 

e2¿+1 tal que w no está en á2fc, y por ser Π bipartido w no cubre ei.

Sea a2k un separador de A2k en dirección a las hojas de Τ'.

Veamos que a,a2k,a2k+i es una tripla, como eie2 G S(H) existe v^ 

cubriendo βι y e2, en particular Vi está en A2k- Por otro lado, como T' 

es un [/V-árbol dique, vi no puede estar en Α2*+ι· Luego a,vi,a2k es 

un camino entre a y a2k por no vecinos de α2^+ι.

Claramente, w no está en A2k por ser el vértice que da la etiqueta a 

e2Hl· con 1° cual a, w, a2k+i es un camino entre a y α2^+ι por no vecinos 

de Ü2k-

Por otro lado, T'[A2k,A2k+i] es un camino cubierto por no vecinos de 

a, motivo por el cual existe un camino entre a2k y a^k+i por no vecinos 

de a.

Luego a, a2k, d2k+i cs una tripla.

Como e2A,e2fc+i € Ε(Π), existe V2k ^ N(d) cubriendo dichas aristas. 

Luego V2k G A2k A A2k+i. Claramente V2k resulta un vértice universal 

de la tripla.
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Supongamos que las e¿, con i un índice par no inciden en el mismo 

vértice.

Sea C2i la primera arista tal que 622+2 no incide en el mismo vértice de 

T' que e2i-2i para l 0.

En lo que sigue, se analizan 2 situaciones teniendo en cuenta cual es la 

posición en Τ' de 621+2·

a) Si e2i+2 incide en T'\A^ A2] (recordar Ai extremo de e¿ más próxi­

mo a C en 7"), consideramos la componente conexa T[ de T' — 

{^2ί+2, ··, β2Λ+ι} que tiene a C*' a partir de dicha componente conexa 

se define el grafo auxiliar Π* de la misma forma que Π fue definido, 

por la Observación 7.4.1 en Π* no hay ciclos impares.

Observar que existe v € N(a), cubriendo 622+1 y 622+2, con lo cual 

al borrar de T' las aristas 622+1, ··, 62^+1 resulta que en T[, 622+1 

está cubierto por v vecino de a que no está en ningún Bi siendo 

Bi extremo de 62 más lejano a C' en Τ', para i <2i + l.

Claramente, P = ei,...,622+1 cs un camino en Π* par entre 6i 

etiquetado con 1 y 621+1 etiquetado con 2(v es el vecino de a que 

le asigna la etiqueta 2 en Π*) y puede así aplicarse la Proposición 

7.4.1.

&) Si en cambio 622+2 no incide en T'[A!,A2], consideramos la com­

ponente conexa T[ de Τ' — {e2i+2,621+3, -,^} que tiene a C", sea 

e2í+2 e T'[C',e2i+2] incidente en Τ'^,Α^.

Observaremos que existe v G N{a) cubriendo ei+1 y 62+2, clara­

mente por como fue elegida e*+2, v cubre 62+1, e*+2; además e*+2
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está cubierta por no vecinos de a, de lo cual resulta que en T[, e*+2 

está cubierta por vecinos y no vecinos de a y tiene una a-arista 

con la cual comparte un vecino de a.

Se define a partir de T[ el grafo auxiliar Π* de la misma forma 

que Π fue definido, por la Observación 7.4.1 en Π* no hay ciclos 

impares y P = βι,..., e2¿+i, e2i+2 es un camino impar entre ei y 

e2í+2 etiquetadas con 1 y puede así aplicarse la Proposición 7.4.1.

De lo anterior se tiene la siguiente proposición.

Proposición 7.4.2 Π es bipartido.

1. Si existe P = ei,.., e2k, camino impar entre dos etiquetados con lfei, e2k 

con etiquetas 1 / ei sin etiquetas para 1 < i < 2k entonces G tiene como 

subgrafo inducido a a2k o @2k+i y G no es UV.

2. Si existe P = βι,.., β2Α;+ι, un camino par entre un etiquetado con 1 

y otro etiquetado con 2 (e^ etiquetado con 1, 62^+1 etiquetado con 2/ 

ei sin etiquetas para 1 < i < 2k + 1 entonces G tiene como subgrafo 

inducido a ^2k+2 y G no es UV.

En las siguientes proposiciones, se estudian los casos de caminos de lon­

gitud mayor o igual a 1 entre etiquetados con 2.

Para fijar ideas, comenzaremos estudiando el caso en que en Π hay una 

arista cuyos extremos están ambos etiquetados con 2.

Proposición 7.4.3 Π es bipartido y tiene una arista con ambos vértices 

etiquetas con 2 entonces G tiene como subgrafo inducido a un prohibido de 

intervalos con un vértice universal.
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Demostración:
Observar que dado que ei y 62 tienen etiqueta 2 y 6162 G Ε(Π), ni βι ni 

62 inciden en C en Τ'.

Sean Ai los extremos de e^ más próximos a C" y a¿ separadores en dirección 

a las hojas de T' de los vértices A^. Veamos que ai,a2,a es una tripla.

Como ei tiene etiqueta 2, existe un Wi G Ν(α)ΠΑι—Α2, luego ai,Wi,aes 

un camino entre ai y a que no tiene vecinos de «25 además 62 tiene etiqueta 

2, existe un w2 G N(a) (ΊΛ2 - A> luego a2, w2, a es un camino entre a2 y a 

que no tiene vecinos de ai.

Por tener T'[Ai,A2] un cubrimiento por no vecinos de a, existe un camino 

entre ai,a2 que no toca la vecinanza de a. Luego ai,a2,a es una tripla.

Por otro lado eie2 G ^(Π) luego existe Vi G N(a) un cubridor de ei y e2.

Claramente Vi es un vértice universal para la tripla ai, β2, a.

□

En las siguientes proposiciones, se presentan resultados sobre caminos de 

longitud impar en Π entre dos vértices etiquetados con 2.

Proposición 7.4.4 Π es bipartido, P = ei, ,.,e2k un camino de Π entre dos 

vértices etiquetados con 2 tal que e2,e2k incide en A2, 61,62^-1 incide en Ai 

y ningún vértice interior del camino tiene etiqueta entonces G tiene como 

subgrafo inducido a un prohibido de intervalos con un vértice universal.

Demostración:
Como ei tiene etiqueta 2, es claro que A2 ^ Ai. Más aún, á2 ^ C'. Luego 

62, e2k no inciden en C'.
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Por otro lado, 62* también tiene etiqueta 2, por ello 62^-1 no puede incidir 

en C', luego Ai ^ C'

Sean ai, 02 separadores de Ai y A2 respectivamente en dirección a las 

hojas de Τ'.

Se probará que αι, α2, a es una tripla y cualquier cubridor de e¿ y ei+i con 

i = 1 o i = 2k — 1 es un vértice universal para esa tripla.

Como Ai 7^ A2, y el camino T'[Ai, A2] está cubierto por no vecinos de a, 

existe un camino entre ai y «2 por no vecinos de a.

Como ei tiene etiqueta 2, existe Wi G N(a) cubriendo βι y en particular 

no está en A2. Luego existe ai,W2,a camino entre «i y a por no vecinos de 

a2.

62A; también tiene etiqueta 2, existe W2 E N(d) tal que W2 € N(a) — Ai. 

Luego a2,W2,a es un camino entre a2 y a por no vecinos de ai.

Por otro lado, existe Vi G N(a) cubridor de e¿ y de 6í+i para z = 1 o 

z = 2A; — 1, como βι,β2Λ-ι y e2,e2fc inciden respectivamente en Ai y A2 se 

tiene que Uj € Ai Π A2 para i = 1 o i = 2k — 1 es un vértice universal para 

la tripla ai,02»a.

□

La siguiente proposición generaliza los casos en que existen caminos im­

pares en Π entre dos vértices etiquetados con 2. Se probará entonces que G 

tiene como sugrafo a los obtenidos en las Proposiciones 7.4.2 y 7.4.4.

Proposición 7.4.5 Π es bipartido, P = βι, ..,e2k un camino de Π entre dos 

vértices etiquetados con 2 y nigún vértice interior del camino tiene etiqueta 

entonces G tiene como subgrafo inducido a un prohibido de intervalos con
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un vértice universal o G tiene como subgrafo inducido a los obtenidos en la 

Proposición 7.4-2.

Demostración:

1. En primer lugar se probará que e2k y ^2k-2 inciden en el mismo vértice. 

Supongamos que no, o bien 62^ incide en T'^-i, 62^-2] o bien €2* no 

incide en T'[e2k-i,e2k-2]· Sean A2k_uA2k, los extremos de e2fc—1 y e2k 

respectivamente, más próximos a C' en Τ' y a2k~i, a2k los separadores 

en dirección a las hojas de á2fc_i y A2k.

a) Si e2k no incide en T'\e2k_^ e2k-2], como e2k tiene etiqueta 2, 

Α2&-ι ^ A2k. Más aún, A2k^ ^ C'.

Se probará que a2k-^ a2k, a es una tirpla y que el cubridor de 62^-1 

y e2k es un vértice universal para la tripla.

Como A2k_í ^ A2k, y el camino T'\A2k^ A2^ está cubierto por 

no vecinos de a, existe un camino entre a2k-\ y a2k por no vecinos 

de a.

Sea v2k-2 G N(a) cubridor de 62^-1 y 62^-2, es claro que v2k_2 no 

está en A2k pues e2k no incide en T'[e2k-1} e2k-2]. Luego existe el 

camino a2k_^v2k_2^a entre a2k_i y a por no vecinos de ^-i· 

Como e2k tiene etiqueta 2, existe w2k G N (a) tal que w2k G N (a) — 

A2k~i. Luego a2k, w2k, a es un camino entre a2k y a por no vecinos 

de a2k_i.

Por otro lado, existe v2k-\ cubridor de 62^-1 y de e2k vecino de 

a, como e2k-\ y e2k inciden respectivamente en Ai y á2 se tiene
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que v2k-i € Ai Π A2. Por ello, v2k-x es un vértice univeral para 

la tripla a2k_i,a2k, a- Luego G tiene como subgrafo inducido a un 

prohibido de intervalos con un vértice universal.

b) Si e2k incide en T'[e2k-i,e2k-2\ , claramente A2fc—1 ^ A2k pues e2k 

tiene etiqueta 2. Más aún, A2fc-i ^ G'. Observar que en este caso 

A2k podría ser C'.

Sea T[ la componente conexa de Τ' — {βι,.., e2k_2} que tiene a C 

y Π* el grafo auxiliar definido para T[, por la Observación 7.4.1 

en Π* no hay ciclos impares.

Sea e2k_2 la primera arista que incide en Τ'\e2k-i, ^-2] y no 

está en T'[e2k_i^e2k\\ por la elección de 6^-2 es claro que en T' 

está cubierta por vecinos y no vecinos de a, además como existe 

v G N(a) cubriendo e2k_2 y e2fc—1 en particular cubre e2k_2- Luego, 

P* = e2k-2’ e2k-i, &2k es un camino par en Π* entre vértices etique­

tados con 1 y 2, por la Proposición 7.4.2, G tiene como subgrafo 

inducido a fi2k+2.

Análogamente, βι y 63 inciden en el mismo vértice.

2. Supongamos que 62 y e2k no inciden en el mismo vértice A2k y que 

ei, ^2k-i no inciden en el mismo vértice Αχ.

En este caso se analizarán dos situaciones:

a) Primero que Ay = C = A2k. Por la etiquetación de βι y e2k con 

2, se tiene que A2fc-i ^ C y A2 ^ C.

Si existe 621+1 que no incide en T'[C, A2k_i\, sin perder generalidad
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supongamos que es el primer vértice de Π* en esas condiciones, 

sea T[ la componente conexa de Τ' — {β2ί+ι, -.,e2k} que tiene a 

C, e2i+i € ^(T'[e2i+i,C']) que no incide en T'[C, A2k-i]·, por la 

elección de 6^-2 es claro que en Τ' está cubierta por vecinos y no 

vecinos de a, además como existe v 6 N(a) cubriendo 62^+1 y 62* 

en particular cubre e^p Luego, se define Π* a partir de T[, por 

la Observación 7.4.1 en Π* no hay ciclos impares. Claramente en 

Π* hay un camino P = e2i+1,e2i,e2i-i, ..,βι entre un etiquetado 

con 1 y otro con 2. Luego por la Proposición 7.4.2, G tiene como 

subgrafo inducido a ^2^+2-

Si toda e¿ con i par o impar incide en T-"[yl2, ^2fc—1] > podemos 

analizar 2 situaciones:

1) si existe i tal que e2¿, e2¿+i no inciden en C entonces G tiene a 

un prohibido de intervalos con un vértice universal como sub­

grafo inducido. Veamos esto, sean 42, y á2i+i los extremos 

de €2¿ y 622+1 más próximos a C en Τ' y a2i, ^í+i sus respec­

tivos separadores en dirección a las hojas. Es fácil verificar 

que a2í,a2i+i,a es una tripla y el cubridor de e2i y de 622+1 

es el vértice universal de la tripla. Más específicamente, co­

mo T'[A2i, A2i+1] está cubierto por no vecinos de a existe un 

camino por no vecinos de a entre a2i y c^+i; por otro lado 

existen v2fc-i £ V(n) cubriendo 62^-1,62^, ^1 € N(a) cubrien­

do βι, 62, claramente, existen el camino α,^-η^ί+ι entre a 

y (J2j+i que no toca la vecinanza de a2i y el camino a,v^,a2i 

entre a y a2i que no toca la vecinanza de «2^+1 pues T' es un
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[7V-árbol dique.

2) de lo expuesto en i) podemos asumir sin perder generali­

dad que existe i tal que e2¿ no inciden en C'. Sea e2k-2i d 

primer índice considerando el camino e2k., e2k-i,..... >^1 que no 

incide en C', observar que k podría ser / + 1 y en ese caso 

la primera arista sería 62- Sea T[ la componente conexa de 

T - {ei,.., e2k_2i, e2k-i, e2k} que tiene a C', e*2k_2l la primera 

arista incidente en T'[A2k-2i M2] (siendo A2k-2i extremo de 

e2k-2i más próximo a C' en Τ'), e^-i la primera arista en 

T'[C', A2k-i] incidente en ^-i! por la elección de e2k_2¡ Y 

e2k-i es claro que en Τ' está cubierta por vecinos y no veci­

nos de a, además existe v G N(a) cubriendo e2k-2 y 62^-1 en 

particular cubre e^-i y existe Vi 6 N(a) cubriendo e2k~2i y 

^2k-2i+i en particular cubre e2k-2i· Luego, definimos Π*, por 

la Observación 7.4.1 Π* no tiene ciclos impares, se tiene un 

camino impar e2k_2i, ···, e^k-i en H* entre dos vértices etique­

tados con 1. Luego G tiene como subgrafo inducido a uno de 

los obtenidos en la Proposición 7.4.2.

b) A^Co A2k M C.

En este caso es claro que 4i ^ 42^

Supongamos que 62 no incide en A2k o e2k-i no incide en Ai.

Para fijar ideas 62^-1 no incide en Ai y sea 62^+1 la primera arista 

del camino ei,.., 62* que no incide en Ai.

1) Si 62í+i no incide en T'[Ai,C'] sea T{ la componente conexa 

de Τ' - {e2í+i, ...,e2fc} que tiene a C', e^i+1 e T'\C\e2i^ -
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T'[Ai, C']’, por la elección de e2¿+1 es claro que en Τ' está cu­

bierta por vecinos y no vecinos de a, además como existe 

v € N(a) cubriendo e2¿+i y C2¿ en particular cubre e^p 

Luego, definimos Π* a partir de Tf Por la Observación 7.4.1 

Π* no tiene ciclos impares, se tiene un camino par e^p ..., ei 

en Π* entre un vértice etiquetado con 1 y otro etiquetado 

con 2. Luego G tiene como subgrafo inducido a uno de los 

obtenidos en la Proposición 7.4.2.

2) e2i+i incide en T'[Ai,C']; sea T[ la componente conexa de 

Τ' - {e2¿+i, ..,e2J que tiene a C

Observar que existe v € N(a), cubriendo e2¿+i y e2¡, con lo 

cual al borrar de T' las aristas e^+i, ..,62* resulta que en T[, 

e2i está cubierto por v vecino de a que no está en ningún Bi 

siendo Bi extremo de ei más lejano a C' en Τ', para i < Ti.

Luego definimos Π*, por la Observación 7.4.1 Π* no tiene ci­

clos impares, se tiene un camino impar ei, ...,62^ en Π* entre 

dos vértices etiquetados con 2(v es el vecino de a que da la 

etiqueta 2 a e^). Luego G tiene como subgrafo inducido a uno 

de los obtenidos en la Proposición 7.4.4.

□

Proposición 7.4.6 Si Π tiene un camino P = βι, ..,β2&+ι, entre dos etique­

tados con 2, tal que para algún i, 62¿+i no incide en Ai entonces G tiene 

como subgrafo inducido a los obtendios en la Proposición 7.3.2.
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Demostración:

Sea 621+1 la primera arista no incidente en Ai y A2Í+1 el extremo de 62^+1 

más próximo a C en Τ'.

Si 62í+i no incide en T'^Ai,^], luego sea 62¿+1 la primera arista de 

T'[e2i+i, C]—T'[A^ A^\ se define T[ la componente conexa de Τ'—{e2¿+i, .., e2fc+i} 

que tiene a C] por la elección de 62¿+1 es claro que en T' está cubierta por 

vecinos y no vecinos de a, además como existe v G N(a) cubriendo e2i+i y 

e2j en particular cubre 62i+1.

Luego, sea Π* el grafo definido a partir de T[, por la Observación 7.4.1 no 

tiene ciclos impares, sea P = 6^1,621, -ei es un camino par entre un vértice 

etiquetado con 1 y otro etiquetado con 2. Luego por la Proposición 7.4.2, G 

tiene como subgrafo inducido a /32k+2-

Si en cambio e2¿+i incide en T'[A^ Á2], se define T[ la componente conexa 

de Τ' — {e2í+i, ..,e2J que tiene a C.

Observar que existe v G N{a\ cubriendo e^+i y e2¿, con lo cual al borrar 

de T' las aristas e2«+i,.., 62fc+i resulta que en T[, e2i está cubierto por v vecino 

de a que no está en ningún Bí siendo Bí extremo de ei más lejano a C en 

Τ', para i < 2i.

Luego sea Π* definido a partir de T[, por la Observación 7.4.1 no tiene 

ciclos impares, sea P = 61,62,--^ es un camino impar entre vértices eti­

quetados con 2(u es el vecino de a que da la etiqueta 2 a e2j). Luego por la 

Proposición 7.4.5, se tiene lo buscado.

□
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7.5. Resultados Principales

Claramente al estudiar condiciones minimales podemos suponer entonces 

que todo camino entre dos vértices etiquetados con 2 tiene longitud par. 

Más aún, que todos vértices interiores del camino de índice impar inciden 

en el mismo vértice. Así resultan los vértices impares de caminos entre dos 

etiquetatos con 2 de longitud par en un ramo.

También es claro que podemos asumir que no hay aristas cuyos extremos 

están etiquetados con 1.

Teorema 7.5.1 G cordal con un simplicial esencial. Si G es no UV minimal 

entonces: O bien

1. Π no es bipartido;

2. si Π es bipartido entonces existe un camino de longitud impar mayor a 

1 en TI entre dos vértices etiquetados con 1; o bien existe un camino de 

longitud par en Π entre un vértice etiquetado con 1 y uno etiquetado 

con 2.

Demostración:
Supongamos que Π es bipartido (Figura 7.31), por la Proposición 7.3.1 Π 

tiene al menos una arista.

Sin perder generalidad podemos asumir que Π es conexo.

1. En Π no hay vértices etiquetados.

Si en Π = (A, B) uno de los conjuntos de la bipartición tiene un único 

vértice entonces es posible construir un 1/V-árbol dique, lo que con-
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Figura 7.31:

tradice que G sea no UV. Veamos esto último, para fijar ideas supong­

amos que |B| = 1 y sea ei 6 B. Notamos a los extremos de βι con Ai 

y B±, siendo Ai el más próximo a C' en Tf. Sea ei = AíBí EAyT el 

árbol obtenido en la Proposición 7.2.1 (Figura 7.32).

Figura 7.32:

Claramente, x E B^Bi son vértices gemelos de G^ por ello tienen los 

mismos extremos en T. Más aún, como los vértices de Bi (Ί Bi son los 

cubridores de βι y e¿ son vecinos de a con lo cual uno de sus extremo 

en T es Ca-, notemos a su otros extremos con X^. Por otro lado, como
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π es conexo bipartido Bi Π Bj = 0 para todo i,j ^ 1. Se construye 

el árbol T = T U B±Ca U Ti U [_)j(XijBj u Ό) siendo Tj la rama de 

Τ' incidente en Aj que tiene a ej. Es fácil verificar que T resulta un 

[ZV-árbol dique. Contradiciendo así que G no es UV.

Supongamos entonces que cada conjunto de la bipartición tiene al 

menos 2 vértices. Se probará entonces que o bien todos los vértices de 

A inciden en un mismo vértice de Τ' o todos los vértices de B inciden 

en un mismo vértice de T' (Figura 7.33).

Figura 7.33:

Si existieran vértices de A que no inciden en el mismo vértice de T' y 

vértices de B que no inciden en el mismo vértice de Τ' sean βχ, 62^+1 los 

vértices de A y e^, 62j los vértice de B cumpliendo lo antes mencionado. 

Para fijar ideas supongamos que βχ y e2¿ inciden en Τ' respectivamente
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en Ai y Λ.

Claramente, los vértices de Π, βι, 62^1, ^ύ ^2j están en un recorrido W. 

Sin perder generalidad podemos asumir que todos los vértices de ese 

recorrido a excepción de 62^+1, e2j inciden en Ai y A2 respectivamente.

a) Ni 62^+1 ni e2j inciden en T'[Ai,A2].

Consideramos el camino entre e2Hbe2j) sea T[ la componente 

conexa de Τ' — {e2k+i,^2j} que tiene a C', Π* definido a partir 

de T{, por la Observación 7.4.1 en Π* no hay ciclos impares, sean 

e2fc+i ^ ^hfc+b^],6^ e T'[e2i,C'] las primeras aristas que in­

ciden en T'[Ai,A2]. Por la manera en la cual fueron elegidas las 

aristas e^j, e^·, están cubiertas no vecinos de a y por los vecinos 

de a que cubren a e2Hb e2j-

Luego en Π* existe un camino impar entre dos vértices etiquetados 

con 1, cuyos extremos inicial y final son e^k+i^j Y l°s interiores 

los del camino son los vértices del camino inducido por el recor­

rido W entre 62^+1,62^, por la Proposición 7.4.2, se contradice la 

minimalidad de G como grafo no UV.

b) Sólo e2fc+i no incide en T'[Ai, A2], si 2J — 1 = 2fe+1, sea T[ la com­

ponente conexa de Tf — {e2j, e2fc—1} que tiene a C", Π* definido a 

partir de T[, por la Observación 7.4.1 en Π* no hay ciclos impares. 

Observar que al borrar las aristas 62^,62*-1, en T[ resultan 62k y 

62^+1 etiquetados con 2. Luego en Π* existe un camino impar entre 

dos vértices etiquetados con 2, cuyos extremos inicial y final son 

62Ηΐ)^, por la Proposición 7.4.5, se contradice la minimalidad
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de G como grafo no UV.

Si en cambio 2J — 1 V 2fc + 1 consideramos el camino entre 

^2j-i^2k+i sea T[ la componente conexa de Τ' — {e2J que tiene 

a C', Π* definido a partir de T^ por la Observación 7.4.1 en 

Π* no hay ciclos impares, claramente al borrar en Τ' la arista 

e2j en T[ resulta e2j_i etiquetado con 2. Luego en Π* existe un 

camino par entre dos vértices uno etiquetado con 1 y el otro con 

2, cuyos extremos inicial y final son e2fc+i,e2j_i y los interiores 

del camino son los vértices del camino inducido en el recorrido W 

entre e2fc+i,e2j_i, por la Proposición 7.4.2, se contradice la mini- 

malidad de G como grafo no UV.

c) &2k+i^2j inciden en T'[A^A2]

sea T[ la componente conexa de Τ' — {62^+1, e2j·} que tiene a C', 

Π* definido a partir de T[, por la Observación 7.4.1 en Π* no hay 

ciclos impares, claramente el borrado en V de e2j etiqueta en T[ a 

e2j-i,£2j+i con 2, análogamente el borrado de ε2^ι en Τ' etiqueta 

con 2 a e2¿, e2^+2.

Luego en Π* existe un camino impar entre dos vértices etique­

tados con 2, es decir entre e2j—i, e2fc, por la Proposición 7.4.5, se 

contradice la minimalidad de G como grafo no UV.

Luego todos los vértices de A o todos los vértices de B inciden en el 

mismo vértice de Τ'. Para fijar ideas supongamos que los vértices de B 

inciden todos en Á2. Se construirá una representación UV de G (Figura 

7.34).
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Figura 7.34:

Veamos esto último, sea e^ = AíBí E A y T el árbol obtenido en la 

Proposición 7.2.1. Claramente, x € B2i A B2j+Í son vértices gemelos 

de Gf por ello tienen los mismo extremos en T. Más aún, como los 

vértices de B2i A B2j+i son los cubridores de e2i y e2j+i son vecinos 

de a con lo cual uno de sus extremo en T es Ca, notemos a su otros 

extremos con X2*,2j+i· Por otro lado, como Π es conexo bipartido B2iD 

B2j = 0, B2i+1 A B2j+i = 0 para todo i ψ j. Se construye el árbol 

T = T U \^^CaB2í U T2i U X2í,2í+iB2í+i U Ζ^+ι) siendo Tj la rama de 

Τ' incidente en Aj que tiene a ej. Es fácil verificar que T resulta un 

[/V-árbol dique. Contradiciendo así que G no es UV.

2. En Π hay vértices etiquetados, si no existen etiquetados con 1, es claro 

que no puede haber caminos impares entre dos etiquetados con 2 pues 

en ese caso por la Proposición 7.4.5 se contradeciría la minimalidad de 

G como grafo no UV. Luego sólo pueden haber caminos pares entre

163



dos vértices etiquetados con 2, sea βι etiquetado con 2, sea Π = (A, B) 

siendo A — {e e II|dp(ei,e) es par}, B = {e e n|¿T/(ei,e) es impar}. 

Numeraremos con índice impar a los vértices de A y con índice par a los 

vértices de B. Claramente todos los vértices con etiquetas 2 están en 

el mismo conjunto de la bipartición, más aún si P es un camino entre 

vértices etiquetados con 2, podemos asumir que todos los vértices de ese 

camino inciden en el mismo vértice de Tf pues sino por la Proposición 

7.4.6, se contradeciría la minimalidad de G. Más aún, todos los vértices 

de A deben incidir en el mismo vértice. Luego es posible construir un 

t/V’-árbol dique. Veamos esto último, sea e^ = A^Bi E A y T el árbol 

obtenido en la Proposición 7.2.1. Claramente, x G B2í A B2j+1 son 

vértices gemelos de Gf por ello tienen los mismo extremos en T. Más 

aún, como los vértices de B2iUB2j+1 son los cubridores de 62, y 62^+1 son 

vecinos de a con lo cual uno de sus extremo en T es Ca, notemos a su 

otros extremos con X2i,2j+i- Por otro lado, como Π es conexo bipartido 

B2í A B2j = 0, B2¿+i A B2j+1 = 0 para todo i ^ j. Como los vértices de 

A tienen etiqueta 2, se adicionan todas las aristas GaB2i+i, se construye 

el árbol T = TU U¿(^2í+i U ?2í+i U ^2í,2¿+i^2í+i U T^+i) siendo Tj 

la rama de T' incidente en Aj que tiene a ej. Es fácil verificar que T 

resulta un [/V-árbol dique. Contradiciendo así que G no es UV.

Supongamos que hay vértices etiquetados un 1, no puede haber caminos 

de longitud impar pues por la Proposición... se contradeciría lo asumido, 

sea sea βι etiquetado con 1, A = {e E II|dp(ei,e) es par}, B = {e E 

n|^T'(ei,e) es impar}, Π = (A,B).

Claramente todos los vértices con etiquetas 1 están en el mismo conjun-
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to de la bipartición. Más aún, si hay vértices etiquetados con 2, están en 

el otro conjunto de la bipartición pues no existen caminos pares entre 1 

y 2 por la Proposición 7.4.2. Se verá que todos los vértices de B inciden 

en el mismo vértice de Τ' caso contrario se contradecirá la minimali- 

dad de G como grafo no UV. Posteriormente, conociendo que todos los 

vértices de B inciden en el mismo vértice en Τ', se construirá un UV 

árbol dique de G contradiciendo que G no es UV.

Se notarán los vértices de A con índice impar y los vértices de B con 

índice par.

Sean e2i,e2j dos vértices de B que no inciden en el mismo vértice de 

Τ'.

Sea W un recorrido entre ei y e2j que tiene a e2i.

Sin perder generalidad, podemos asumir que a excepción de e2j, todos 

los demás vértices del recorrido W inciden en á2.

Consideramos Ai el extremo más próximo a C' de βχ. Si e2j no incide en 

T^Ai^A^, consideramos el camino entre ei,e2j, sea T[ la componente 

conexa de T' — {e2j} que tiene a C', Π* definido a partir de T^ por la 

Observación 7.4.1 en Π* no hay ciclos impares.

Sean e^j G T'[e2^ C'] la primera arista que inciden en T'[A^ A2]. Luego 

en Π* existe un camino impar entre dos vértices etiquetados con 1, cuyos 

extremos inicial y final son βι, e^· y los vértices interiores del camino 

son los vértices del camino inducido en el recorrido W entre βι, e2j, por 

la Proposición 7.4.2, se contradice la minimalidad de G como grafo no 

UV.
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Si en cambio incide en T'^i,^], consideramos el camino entre ei, e2j_i 

sea T[ la componente conexa de T' — {e2j} que tiene a C*', Π* definido 

a partir de T{, por la Observación 7.4.1 en Π* no hay ciclos impares.

Claramente el borrado de e2j en Τ' le asigna en T[ a e2j_i etiqueta 2. 

Luego en Π* existe un camino par entre dos vértices uno etiquetado 

con 1 y el otro con 2, cuyos extremos inicial y final son βι, e2j_i y los 

vértices interiores del camino inducido en el recorrido W entre βι, e2j—i, 

por la Proposición 7.4.2, se contradice la minimalidad de G como grafo 

no UV.

Se tiene entonces que todos los vértices de B inciden en á2, se contruye 

entonces una representación UV.

Veamos esto último, sea βί = AíBí e A y T el árbol obtenido en la 

Proposición 7.2.1. Claramente, x € B2i A B2j+Í son vértices gemelos 

de Gf por ello tienen los mismo extremos en T. Más aún, si e2¿, ej+i 

son α-aristas, como los vértices de B2i Π B2j+i son los cubridores de 

e2, y C2j+i sou vecinos de a con lo cual uno de sus extremo en T es 

Ca, notemos a su otros extremos con A^j+i· Por otro lado, como Π 

es conexo bipartido B2i Π B2j = 0, B2i+1 (Ί B2j+1 = 0 para todo i j. 

Como los vértices de A que tienen etiqueta 1, están en T sólo hay que 

adicionar a T todas los vértices de Π que no tienen etiqueta 1.

Por otro lado, los vértices etiquetados con 2, están en B . Más aún, 

todos los vértices de B están en un ramo y esos vértices deben ser 

adicionados a Ca. Sólo hay que adicionar a los vértices de A que no 

tienen etiqueta 1 y esos vértices son cubridores de α-aristas e2¿+i, e2j.
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Como los B2j se adicionan a Ca, los B21+1 son adicionados a ^^í+i·

Luego a T se le adicionaran todas aristas CaB2i, se construye el árbol 

T = TU \J^CaB2i UT2i U X2í,2í+iB2í+i U T2i+i) siendo Tj la rama de 

Τ' incidente en Aj que tiene a ej. Es fácil verificar que T resulta un 

t/V-árbol dique. Contradiciendo así que G no es UV.

□

Corolario 7.5.1 G un grafo cordal con un simplicial esencial. Entonces G 

es no UV minimal si y sólo si es un cometa impar o es σι o es βι (Figura 

7.35).
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Figura 7.35: No UV con simpliciales esenciales
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Capítulo 8

Grafos no UV minimales sin 

simpliciales esenciales

8.1. Simpliciales no esenciales, grafos com­

pactos y supercompactos

Como ya mencionamos antes en un grafo cordal, distinguimos 2 tipos de 

vértices simpliciales; los simpliciales esenciales y los no esenciales.

Recordar que un vértice a simplicial de G se dice simplicial no esencial si 

satisface que G — N[a] es conexo y que G es un grafo cordal compacto si 

todos sus simpliciales son no esenciales.

En el Capítulo 5 se estudio el follaje de los grafos compactos.

Observar que los únicos diques de los grafos compactos que tienen simpli­

ciales son hojas de todo árbol dique. Los otros diques deben estar separados 

por otros vértices. Este hecho lleva a los siguientes resultados.
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Proposición 8.1.1 G un grafo cordal compacto, T un árbol dique de G, X 

vértice deT y e una arista de T cubierta sólo por elementos de X, entonces 

o bien e incide en X o bien el grado enT de X es al menos 3.

Demostración:

Trivial

□

Proposición 8.1.2 Si G es un grafo cordal compacto, T un árbol dique de 

G,

1. e,e' aristas de T tal con el mismo conjunto de cubridores entonces e, e' 

inciden en un vértice X de grado mayor o igual a 2,

2. no hay 3 aristas cubiertas por los mismos cubridores.

Demostración:

Trivial

□

Proposición 8.1.3 G un grafo cordal compacto, T un árbol dique de G, Ca 

una hoja de T, XCaE E(T). Si el grado enT de X es 2, existe un v vértice 

en G, vecino de a tal que Cv = {X,Ca}.

Demostración:

Para separar X la única posibilidad es que exista un vértice de G como 

se enuncia. □
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Recordar que un vértice u de G es casi-simplicial si es vecino de un sim­

plicial y |CJ = 2 (Figura 8.1).

Figura 8.1: Casi-simplicial

Se dice que G es supercompacto si es compacto y no tiene casi-simpliciales supercompacto 

(Figura ??).

Figura 8.2: Supercompacto

Por la Proposición 8.1.3, si G es supercompacto entonces en todo árbol 

dique de G toda hoja es adyacente a un vértice de grado al menos 2.

La Figura 8.3 muestra un árbol dique de un grafo supercompacto.

Figura 8.3:

Los resultados siguientes vinculan los grafos supercompactos con sub­

clases de los cordales.
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Teorema 8.1.1 Si G es UV supercompacto y T un UV-árbol dique de G: 

Para cada X vértice de T con dr(X) = k, adyacente a k — 1 hojas:

1. existen 2 hojas Cai,Ca2 adyacentes a X, siendo a\,az simpliciales de 

G y v vértice de G tal que Cv = {Cai,Ca2, X}

2. G tiene como subgrafo inducido a una estrella de a lo sumo k puntas.

Demostración: Como G es supercompacto, si T es un árbol dique ningún 

vértice de T adyacente a una hoja de T puede tener grado 2, pues por la 

Proposición 8.1.3 resultaría que G tiene un casi-simplicial lo cual es un ab­

surdo.

1. Si X es adyacente a k hojas entonces T es Klík y para separar X con 

caminos de T, debe existir un vértice como se enuncia (Figura 8.4).

Figura 8.4:

Si X es adyacente a fe — 1 hojas y a un vértice interno Y. Sea Cai hoja 

adyacente a X, como no existen vértices casi-simpliciales, todo cubridor 

de XCai está en al menos 3 diques. Si dicho cubridor estuviera en otra 

de las hojas, se tiene el vértice deseado. Si no, entonces para toda hoja 

Cai, todo cubridor de XCai está en Y (Figura 8.5). Más claramente, 

XnCai C Y para cada Cai adyancente a X. Luego X no está separado 

lo cual es un absurdo.
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Figura 8.5:

2. Por el item anterior existen Cai,Ca2 hojas incidentes en X y v0 tal que 

c, = {ca,,c.í,4

Como G — N[ai] es conexo entonces existe un vértice v^ que cubre CaiX 

y no Ca2. Además por ser G supercompacto |(7υι| > 2.

Del mismo modo, G — N\a2] es conexo, luego existe un vértice v2 que 

cubre Ca2X y no Cai. Como antes, por ser G supercompacto |CV2| > 2.

Si IC^ A (7υ2| > 1 entonces G tiene como subgrafo inducido a una 

estrella de 3 puntas.

Si en cambio |(7υι A (7υ2| = 1, alguno de los 2 vértices, para fijar ideas 

^2, debe cubrir a una hoja Ga3 siendo a^ simplicial de G.

Figura 8.6:

Nuevamente como G — ^[03] es conexo, luego existe un vértice V3
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cubriendo XCa3 — Ca2, además |CU3| > 2.

Si iCuj A CV3\ > 1 o |CW Π C^| > 1 entonces G tiene como subgrafo 

inducido a una estrella de 4 puntas o a una estrella de 3 puntas.

Si en cambio \CVi A CV31 = 1 para ¿ = 0,1, alguno de los 2 vértices debe 

cubrir a una hoja.

Continando el razonamiento de manera recursiva se tiene que G tiene 

como inducida una estrella de a lo sumo k puntas.

□

Del teorema anterior se tiene el siguiente corolario que nos permite ase­

gurar que los grafos supercompactos no son RDV.

Corolario 8.1.1 Si G es cordal supercompacto entonces G no es RDV.

Demostración: Si G no es UV, entonces no es RDV. Si G es UV por el 

Teorema 8.1.1 G tiene a una estrella como subgrafo inducido y no es RDV. 

□

Volviendo al análisis de los grafos UV compactos, se obtiene de la Proposi­

ción 8.1.3 y del Teorema 8.1.1 el siguiente resultado.

Teorema 8.1.2 Si G es un grafo compacto UV entonces o bien existe un 

simplicial a y un casi-simplicial v adyacente a a o bien existen ai, a^ simpli­

ciales de G y v adyacente a ai y a a2 con \CV\ = 3.
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Figura 8.7:

8.2. Grafos compactos no UV.

Los grafos cordales no UV minimales compactos tienen una serie de 

propiedades especiales que se presentan en las siguientes proposiciones.

Proposición 8.2.1 Si G es un grafo cordal compacto no UV minimal, a un 

simplicial de G y Τ' un UV árbol dique de G — a. Entonces Τ' tiene 1(G) — 1 

hojas.

Demostración: Claramente en G — a los simpliciales son los simpliciales de 

G y los vértices vecinos de a que estaban en sólo dos diques de G.

Como G no es UV minimal no puede haber gemelos en G, con lo cual 

puede existir sólo un simplicial en G — a distinto de los simpliciales de G. 

Luego Τ' tiene a lo sumo la misma cantidad de hojas que cualquier árbol 

dique de G.

Si T' tuviera el mismo número de hojas, es claro que existe un vértice C' 

de T' que tiene a todos los vecinos de a y es hoja de Τ', luego T' U C'Ca es 

un [7V-árbol dique de G.

□
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Proposición 8.2.2 Sí G es cordal compacto no UV minimal con k simpli­

ciales entonces el conjunto de vértices simpliciales de G es el único conjunto 

asteroidal de tamaño k.

Demostración:

Sea T un árbol dique de G. Como G es compacto y tiene k simpliciales 

todo árbol dique de G tiene exactamente k hojas. Si existiera otro conjunto 

asteroidal de tamaño k en G, sea χ^,.-,χ^ considerar el subárbol Τ' de T 

que induce un grafo Gt> cuyos simpliciales son χι, ....,χ^. Como G ^ Gt> y 

G es no UV minimal resulta que G^ es UV. Además como G es compacto, 

Gt> es compacto luego en todo árbol dique de Gt'} CXi son las hojas para 

i = l,..,k. Luego a partir de un L/V-árbol dique de Gt> se construye un 

tTV-árbol dique de G lo que resulta absurdo.

□

En lo que sigue, haciendo uso de los resultados del parágrafo anterior, se 

probará que sólo basta estudiar los grafos no UV compactos que tienen un 

casi-simplicial.

Teorema 8.2.1 Si G es cordal supercompacto y no es UV minimal, existen 

2 simpliciales ni y 02 de G y v vecino de ambos con \CV\ = 3.

Demostración:
Si G tiene sólo tres simpliciales, como es compacto, todo árbol dique de 

G tiene 3 hojas. Dado que G es supercompacto, el único posible árbol dique 

de G es Ki^ y como G no es UV, existe un claw que es un vértice universal 

u de G (Figura 8.8). Observar que también G — u es supercompacto, pero
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por minimalidad, G-u es un grafo UV. Por el Teorema 8.1.2 y dado que G 

no tiene casi-simpliciales, se tiene el resultado buscado.

Figura 8.8:

Si G tiene más de 3 simpliciales, sea a uno de ellos. Como G no es UV 

minimal, se tiene que G — a es UV.

Si G - o no es supercompacto, existe un casi-simplicial v de G — a vecino 

de algún simplicial de G — a, sea Ui. Dado que G es supercompacto, no tiene 

casi simpliciales, luego v debe haber sido vecino de a en G. Con lo cual, 

conseguimos un vértice de G, vecino de 2 simpliciales de G; |ύζ| = 3 (Figura 

8.9).

Figura 8.9:

Si en cambio, G — a es supercompacto. Por el Teorema 8.1.2 se sabe que 

existe en G — a un vértice v vecino de 2 simpliciales ai y a2 con |(7υ| = 3. 

Veamos que v, ai y a2 son los vértices buscados. Primero observar que dado 

que G no tiene casi-simpliciales, tanto Ui como a2 también son simpliciales de 

G. Además si v fuera vecino de a (Figura 8.10), v sería vecino de 3 simpliciales
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de G con lo cual G posee como subgrafo propio inducido a un prohibido de 

intervalos con un vértice universal, lo cual es absurdo, por minimalidad.

Figura 8.10:

□

Se contruirá, a partir de un grafo cordal supercompacto G, un grafo auxi­

liar G* que tendrá un vértice casi-simplicial.

Sea G un grafo supercompacto no UV minimal, por el Teorema 8.2.1, 

existen ai, «2 vértices simpliciales de G, v E V(G) y X E C(G) tal que 

Cv = {Cai,X, Ca2}· Se define un grafo G* subdividiendo el vértice v (Figura 

8.11). Más claramente, V(G*) = (V(G)-{v})U{vi,V2}) Af^i) = ^W~{«2} 

y ^H = N(y) — {ni}, notamos C*. a los diques de G* que tienen a ai, 

observar que C^ = Cai U {vj - {u} y C*2 = Ca2 U {u2} - {v}. G* es un grafo 

cordal compacto y Vi es casi-simplicial de G* para z = 1,2. Además, en todo 

árbol dique de G*, los diques C^ y C*2 inciden en X* = (X —{v})U{ui, u2}.

Figura 8.11:
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Teorema 8.2.2 G es cordal supercompacto no UV minimal. Entonces G* 

no es UV y tiene un vértice casi-simplicial.

Demostración: Si G* fuese UV existiría T*, UV-árbol dique de G*, por lo 

observado anteriormente, C^C^ son hojas de T* inddiendo en X*. Luego 

considerando al mismo árbol T* y la familia dual de los diques de G obtenida 

reemplazando GV1 U GV2 por Cv se tiene un t7 V-árbol dique de G.

Es claro, por la construcción, que tanto Vi como V2 son casi-simpliciales 

de G*. □

8.3. Construcción de prohibidos compactos

En el capítulo anterior, utilizamos un grafo auxiliar para construir los 

prohibidos con simplicial esencial. En este capítulo, continuaremos con la 

misma idea. Se utilizarán para ello las técnicas de injerto simple y compuesto 

junto con la propiedad de invarianza de los cubridores.

Sea G compacto no UV minimal. Como es compacto, G no tiene vértices 

simpliciales esenciales, pero por el Teorema 8.2.2, podemos suponer que tiene 

un vértice casi-simplicial. Llamamos s a dicho vértice y a a su vecino simpli­

cial. Es decir, a un vértice simplicial de G tal que G — a tiene un simplicial 

esencial s.

Como G es no UV minimal, G-aesun grafo UV en el cual s es simplicial 

esencial, así los resultados del capítulo anterior serán relevantes.
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Observar que G no puede tener vértices gemelos, luego C^G—a) = C(G) — 

{Ca}. Además, G(G -a-s) = C(G) - {Ca, Cs}.

Sea C' dique de G - a - s tal que C' contiene a todos los vecinos de s 

excepto a, es decir NG-a(s) GC y T" un [/V-árbol dique de G-a-s.

El grafo Π se construirá en este caso respecto de T" y C. Es claro que, 

como s es simplicial esencial de G — a, T" tiene s-aristas.

A los efectos de construir un UV árbol dique de G a partir de T" o ver 

cuando tal no existe, será necesario estudiar también las s-aristas cubiertas 

por vecinos de a.

Estudio de T(/: s-aristas, vértices pasantes

s-aristas

Proposición 8.3.1 En T" existe al menos una arista incidiendo en C' que 

no es una s-arista.

Demostración:

Dado que C' es también un dique de G, y tiene a todos los vecinos de s 

excepto a, entonces existe b E C' — Cs.

Figura 8.12:

Luego b sería un simplicial de G* — u — s (Figura 8.12), pero como no 

está en Cs ni en Ca en T", se tiene que b es simplicial esencial de G lo cual
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es un absurdo pues G es compacto.

Proposición 8.3.2 En T" existen C'-caminos sin s-aristas.

Demostración: Si no fuera así, consideramos de cada C'-camino la primera 

s-arista, de todas ellas sea e = AB una s-arista de T" que está a mayor 

distancia de C' en T", por la Proposición 8.3.1, esa distancia es mayor estricta 

que 0 y sea A el extremo de e, más próximo a C en T". Es claro que A debe 

estar separado por un vértice no simplicial de G — a — s ya que los únicos 

posibles simpliciales esenciales que pueden haberse generado están en C', por 

ello el grado de A es mayor a 2 en T". Luego si x es un separador de A en 

dirección a las hojas de T"·, x debe cubrir al menos una arista e' incidente en 

A (Figura 8.13).

Figura 8.13:

Dado que e fue elegida como la primera arista a mayor distancia resulta 

que no hay otra s-arista sobre el C"-camino que tiene a e' y a A, lo cual es

un absurdo.

La siguiente proposición muestra las características de los C'-caminos sin 

s-aristas.
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Proposición 8.3.3 Toda arista de un C'-camino sin s-aristas está cubierta 

por un vecino de s.

Demostración:

Supongamos que no vale y sea ei = A1B1 la primera arista de un C'~ 

camino sin s-aristas no cubierta por un vecino de s. Observar que si Ai es el 

extremo más próximo a C' entonces Ai tiene a un vecino de s.

Sea T" la componente conexa de T" — ei que tiene a Ai y 62,.., e^ las s- 

aristas de T". Por T2 notaremos a la otra componente conexa (Figura 8.14).

Figura 8.14:

Consideramos T” U C'CS Ά CSCa, es un árbol dique de un subgrafo de 

G que es UV, sea T{ un [7V-árbol dique de ese subgrafo, claramente Ca es 

hoja pues G es compacto y Cs es incidente en Ca en T{, pues \CanCs\ = 1 

(Figura 8.15).

Sean 62, ..e^ las s-aristas de T{ equivalentes a 62,.., e^ respectivamente y 

e* = A*B* la arista equivalente a CSC', recordar que e* está cubierta por
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NW - {α}.

Es claro que C' y Ai deben estar en la misma componente conexa de 

τί-ίβ-,^,,.,βη.

Figura 8.15:

Sean T^ T[ las componentes conexas de T[ — {e*} siendo T{ la que tiene 

a C" y Ai, si en ese árbol dique no hay s-aristas consideramos el árbol dique 

T{ U AiBi U T2 U e*, la única arista cubierta sólo por vecinos de s es e*, luego 

si Ae es el extremo de e* que está en T2 resulta que es hoja de cualquier árbol 

dique en particular de un t/V-árbol dique T*, se construye un t/V-árbol 

dique de G así: T* U T^.

Ahora analizamos el caso que en T[ existieran s-aristas, e' = A^B', sea T^ 

la componente conexa de T{ — {s—aristas} que tiene a C" y Ai.

Como e* está cubierta por todos los vecinos de s y A^Bi no está cubierta 

por ningún vecino de s se tiene que en G^,... R . . *, todos los cubridores 

de e'· son gemelos para cada i. Sea T* un [7V-árbol dique de G^,,,. D *.
ó q a J3UZ11JD1UI2 Ue

Observar que dado que e* es la única s-arista de T^ U A1B1 U T2 U e* 

y G es compacto, Ae es hoja de T*. Luego se deduce que para cada i fijo, 

los cubridores de e· se representan en T* con los mismos extremos. Además
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uno de esos extremos es Ae. Sea Ai el otro extremo en T*, se construye el 

árbol dique T* U T^ U U-=2(A^í UI7)¡ siendo T* la componente conexa de 

Tí — {s—aristas} que tiene a B-. Resulta un [/V-árbol dique de G. Absurdo. 

□

La proposición anterior se generaliza a todas las aristas de T".

Proposición 8.3.4 Toda arista de T" está cubierta por un vecino de s.

Demostración:

Supongamos que hay al menos 1 arista de T" no cubierta por un vecino 

de s.

De la proposición anterior sabemos que toda arista de un G'-camino sin 

s-aristas está cubierta por un vecino de s. Luego una arista no cubierta por 

un vecino de s debe ser arista de un G'-camino con s-aristas.

Sea P un C' camino con s-aristas y e = A1B1 la primera arista de P no 

cubierta por vecinos de s.

Consideramos las componentes conexas T" y T!^ de T" — e siendo T" la 

que tiene a Ai.

Sea T[ = T[' U C'CS U CsCa, Tí es un árbol dique de un subgrafo de G, 

luego existe Tí un LV-árbol dique en el cual Ca es hoja pues G es compacto.

Ahora consideramos T[ — {s—aristas} y sea Ti la componente conexa que 

tiene a Ai.

Observar que Ai y C' no están en la misma componente conexa pues no 

existen caminos por no vecinos de s entre vértices de Ai y C.

Sean ei, ..,ei las s-aristas incidentes en Ti y ei la más próxima a C'.
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Para cada z 7^ 1 los cubridores de e^ se dirigen hacia C' luego cubren a βι 

y resultan entonces vértices gemelos de G^.

Sea To = Ti U B1A1 U T^' U ei y sea X el extremo de βι que no está en 

Ti. Claramente X es hoja de todo árbol dique de G^, sea To un UV-árbol 

dique de G^.

Observar que en G^ para cada z 7^ 1 los cubridores de e¿ siguen siendo 

vértices gemelos pues la arista A\B\ no está cubierta por vecinos de s por 

hipótesis.

Luego puede construirse T un tTV-árbol dique para ^υυ^ε^υ^τ; 

siendo T^ los subárboles de T[ que tienen a e^ y cuya intersección con Ti es 

sólo un vértice para k = 2, ..,1.

Ahora se construye un árbol a partir de Τ' y 72 observar que X es hoja 

de T y T A T2 = W· Resulta T U T2 un ÍTV-árbol dique de G. □

Proposición 8.3.5 e, U dos s-aristas que tienen los mismos cubridores. En­

tonces eye' están en distintos C'-caminos.

Demostración:

T = T" U C'CS U CsCa es un árbol dique de G grafo compacto. Luego e 

y e' son aristas de G con el mismo conjunto de cubridores entonces por la 

Proposición 8.1.2, e, e' son incidentes en un vértice X de T y el grado de X 

es mayor o igual a 3. Si X = C' queda probado.

Si X 7^ C' entonces como el grado de X en T” es mayor o igual a 3 existe 

una arista e" incidiendo en X pero por la Proposición 8.3.4, e" está cubierta 

por un vecino v de s (Figura 8.16).
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Figura 8.16:

Como C' tiene a todos los vecinos de s, se tiene que v cubre a e, luego 

como eye' tienen los mismos cubridores, v resulta un claw de T", absurdo. □

Proposición 8.3.6 Sean eye' s-aristas de un C'-camino de T" siendo e la 

más cercana a C. Entonces existe un vecino de s que cubre a e y no a e'.

Demostración:

Aplicar la Proposición 8.3.5.

Proposición 8.3.7 Sean eye' s-aristas de un C'-camino de T", siendo e 

la más cercana a C', B el extremo de e' más lejano a C', T” el máximo 

subárbol de T" que tiene a C' tal que B es hoja de T”. Si b es separador de B 

en dirección a la hojas de T". Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. Gt" — N[b\ es conexo.

2. No existen s-aristas en T" cubiertas sólo por los cubridores de e'.

Demostración: Trivial
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Proposición 8.3.8 En T" no hay 2 aristas e, e' cuyos cubridores sean ex­

actamente los vértices del conjunto C' QCS.

Demostración:

Supongamos que existen e y e' en T” cuyo conjunto de cubridores es 

C' QCS. Por la Proposición 8.3.5 ambas aristas deben incidir en C'. Ahora 

bien C' no puede estar separdo por un vértice simplicial pues si así fuera ese 

vértice es vecino de s con lo cual debe estar en C' O Cs lo que es un absurdo. 

Luego debe existir una arista ei incidiendo en C' tal que un separdor de C' 

en dirección a las hojas cubre a βχ. Por la Proposición 8.3.4, βι debe estar 

cubierta por un vecino u de s que en particular está en C' Π Cs y por ello 

cubre a e y a e'. Luego v es un claw de T" lo cual es un absurdo.

□

Vértices pasantes por C'

Proposición 8.3.9 Si T" tiene al menos 2 s-aristas y e es s-arista no cu­

bierta por vecinos de a entonces existe e' s-arista y v E N(s) cubriendo a e 

y a é.

Demostración:

Sea T" la componente conexa de T" — e que tiene a C" y T'2 la otra 

componente conexa que tienen al extremo de e más lejano a C', notemos 

dicho extremo con B.

Observar que si βι,.., er son s-aristas de T" distintas de e, y alguna estu­

viera en T^ el resultado quedaría probado.
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Luego supongamos que todas las s-aristas están en T” y que ninguna 

comparte un cubridor vecino de s con e.

Consideramos T[ un t/V-árbol dique de G^uc'CsUCsCa· Claramente por 

ser G compacto Ga es hoja de T^ además CaCs G E(T[).

Las aristas de T[ incidentes en Cs están cubiertas por vecinos de s y sólo 

por vecinos de s. Además, por lo supuesto, la única arista cubierta sólo por 

vecinos de s que tiene a los cubridores de e es la equivalente a C'CS.

Como por hipótesis e no está cubierta por vecinos de a, en T[ los cubri­

dores de e tienen un extremo común Cs. Luego es posible construir un UV- 

árbol dique de G como sigue: T[ U CSB UT^. □

Proposición 8.3.10 Sea e una arista de un C'-camino sin s-aristas en­

tonces existe una s-arista e' y v E N(s) tal que v cubre a e y a e'.

Demostración:

Supongamos que no vale la proposición. Sea e = AB tal que para ninguna 

s-arista 61,..,€^, existe v E N(s) que cubra a e y e¿.

Sea T" la componente conexa de T" — {e} que tiene a A y C'· T^ la otra 

componente.

Consideremos un [TV-árbol dique T[ de G^uc'CsUCsCa, claramente tiene 

a Ca como hoja.

Sea e la arista equivalente a C'CS y Ti la componente conexa de T[ — e 

que tiene a C" y A y T2 la otra componente. Si no existen s-aristas en Ti, sea 

Ti UeUT^', el extremo de e más lejano a C' es hoja de Ti UeUT^', sea B ese 

extremo. Consideramos un [TV-árbol dique To de G^ueur^' y construimos un 

[/V-árbol dique de G así: To U T2.
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Figura 8.17:

Ahora analizamos el caso que en T[ existieran s-aristas, ej = A^B^, sea T^ 

la componente conexa de T[ — {s—aristas} que tiene a C' y A.

Para cada i, los cubridores de e^ no cubren a la arista AB por hipótesis, 

sea T* un t/V-árbol dique de &τ^υΑΒυΤ^·

Observar que dado que e es la única s-arista de T^ U AB U T^' U e y G 

es compacto, B es hoja de T*. Luego se deduce que para cada i fijo, los 

cubridores de e^ se representan en T* con los mismos extremos. Además 

uno de esos extremos es B. Sea Ai el otro extremo en T*, se construye el 

árbol dique T* U T2 U U^^^í 0 7^*), siendo T* la componente conexa de 

T[ — {s—aristas} que tiene a B^. Resulta un [7V-árbol dique de G (Figura
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8.17) . Absurdo. □

Se dice que e es una s-arista minimal si para toda otra s-arista los 

cubridores no son comparables o el conjunto de cubridores de e está contenido 

en los cubridores de otra s-arista.

Proposición 8.3.11 Si βι es una s-arista minimal y no hay otra s-arista 

que tenga el mismo conjunto de cubridores que βι entonces βι es hoja de T".

Demostración:

Supongamos que ei = ΑχΒχ no es hoja de T". Luego sea T" el mayor 

subárbol de T" que tiene a βι como hoja y C' como vértice interior y sea T^ 

el otro subárbol tal que T” = Τχ U T^. Sea bx un simplicial separador de Βχ 

en T”.

Por ser ei minimal es claro que Gt” — N[bx] es conexo, luego Βχ es hoja 

de cualquier árbol dique de Gt['·

Consideramos T" U C'CS U CsCa por la Proposición 8.3.8 ei y G'CS no 

tienen los mismo cubridores. Por ello, GT['uC'Csucsca— ^[^i] es conexo, sea Ti 

un LV-árbol dique de GT^ccsOCsca·, claramente Βχ es hoja de T[ y ΤχΌΤ^ 

es un TV-árbol dique de G, lo cual es un absurdo. □

Proposición 8.3.12 Si el conjunto de cubridores de dos s-aristas es el mis­

mo, no pueden ser aristas pendientes de T".

Demostración: Por la Proposición 8.3.5, las aristas están en distintos C'- 

caminos, si ambas fuesen aristas pendientes de T", sea Βχ, B2 la hojas de T"

s-arista
minimal
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que inciden en dichas aristas. Si 61 y 62 son simpliciales separadores de Βι, B2 

respectivamente es evidente que son vértices gemelos, lo cual es un absurdo. 

□

Construcción y etiquetación de Π.

Si bien la construcción de Π es misma a la dada en el capítulo anterior, 

la recordamos aquí para facilidad del lector (Figura 8.18).

T" un [7V-árbol dique de G — a — s y

C' un dique de G — a — s conteniendo a N(s) excepto a a.

Para todo P, C'-camino de T" ,·.

1. Si P tiene una s-arista, se toma la s-arista que se encuentre a menor 

distancia de C' en T".

2. Si P no tiene ninguna s-arista, se toma si existe una e arista de P 

cumpliendo:

a) e es la primera arista de P que no está en un C'-camino con s- 

aristas,

b) e está cubierta por vecinos y no vecinos de s.

Sean ei,.., er las aristas de T" elegidas anteriormente.

^(Π) = {eth=i,-,r;

β(Π) = {βίβ.¡, si existe v G N(s\, v cubre a Ci y ej}.

Procedemos a etiquetar algunos vértices de Π:
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■ Los vértices ei de Π definidos en 1, se etiquetan de la siguiente manera:

• Si para cada ej tal que eiej € ^(Π) existe un w E N(s) cubriendo 

ei que no cubre a ninguno de los extremos de ej entonces e^ se 

etiqueta con 2.

• Si para cada ej tal que eiej 6 F(ü) existe un w E N(a) cubriendo 

ei que cubre a sólo un extremo de ej", ei se etiqueta con 2*.

■ Los vértices ei de Π definidos en 2 se etiquetan con 1,

Figura 8.18:

La Proposición 8.3.10 nos garantiza que, como en el capítulo anterior, 

cada uno de los vértices etiquetados con 1, es adyacente a uno correspondiente 

a una s-arista.

Esto nos permite afirmar que si existe un camino de longitud 1 en Π 

entre dos vértices etiquetados con 1 entonces G —a tiene a un prohibido UV, 

contradiciendo la minimalidad de G como grafo no UV.
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Por otro lado, también por la minimalidad de G como grafo no UV pode­

mos afirmar que no existen caminos impares, de longitud mayor a 1, entre 

dos vértices etiquetados con 1.

Veamos algunas propiedades de Π.

Proposición 8.3.13 Si βι es una s-arista interna de T" entonces en la com­

ponente conexa de Π que tiene a ei no hay otra s-arista.

Demostración:

Supongamos que existe otra s-arista ei en la misma componente conexa 

de Π que tiene a ep

Sea P un camino de Π entre βι ye;, analizamos varios casos.

1. Z > 3. Sea T” la componente conexa de Tff — e¡ que tiene a C' y T2 la 

otra componente.

Consideramos T"UC'CsUCsCa y sea Ti un W-árbol dique de GT['uc'csucsca, 

ei = Ai Bi la arista de Ti equivalente a βρ Claramente el no puede ser 

arista pendiente de Ti pues si lo fuera βι sería una arista pendiente de 

T" lo cual es un absurdo.

Sea Tu el mayor subárbol de Ti que tiene como hoja a Bi y como 

vértice interior a C" y sea Ti2 tal que Tn U Ti2 = Ti. Notamos por bi 

un separador de Bi en dirección a las hojas, clarametne bi es simplical 

de Tn.

Si G^ — N[bi] es conexo, Bi es pendiente de cualquier árbol dique de

G. Sea T = Tn U A¡Bi U T2, ei y ei no pueden compartir cubridores 

pues P es un camino y Z > 3, por ello Bi es hoja de todo árbol dique
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de G^, sea To un [/V-árbol clique de G^, es fácil verificar que To U Ti2 

es un [/V-árbol dique de G.

Si G^ — N[bi] no es conexo, existen s-aristas de Tu cuyo conjunto de 

cubridores está contenido en el conjunto de cubridores de éí. Ninguna 

de esas s-aristas comparte cubridores con ei pues P es un camino y 

l > 3.

Consideramos entonces Ω = {ei = AiB^s—aristas Tu cub(ei) C cub(éí)} 

Sean Tq,Ti, ..,Th las componentes conexas de Tu — Ω siendo Tq la que 

tiene a C'. Observar que Ai es un vértice de Tq. Claramente Bi es 

pendiente de cualquier árbol dique de G-^. Por otro lado, para cada 

é¡ € Ω, los cubridores de ei son gemelos en G^. Como las aristas de 

Ω no comparten cubridores con e^ los cubridores de ei son gemelos en 

^ΊζυΑιΒιυτ^'· Sea ^o un ^^’árbol dique de G^ua^ut", observar que 

los cubridores de cada ei por ser gemelos tienen extremos Βι,Χί. Es 

fácil verificar que T = To U U/XjBj U T^ U T12 es un [/V-árbol dique 

de G.

2. 1 = 2

Por la Proposición 8.3.2, sabemos que en T" existen C'-caminos sin s- 

aristas, además por la Proposición 8.3.4, cada arista de T" está cubierta 

por un vecino de s, luego por la construcción de Π existe un vértice 63 

que tiene etiqueta 1.

Puden presentarse entonces las siguientes situaciones a analizar:

λ) βιβ2β3 sea un camino de Π.
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Nuevamente, sea T" la componente conexa de T" — 63 que tiene a 

C' y T2 la otra componente.

Consideramos T" U C'CS U CsCa y sea Ti un BV-árbol dique de 

Gt^cCsOCsCo.·, ¿i = A^i Ia arista de Ti equivalente a βι. Clara­

mente él no puede ser arista pendiente de Ti pues si lo fuera βι 

sería una arista pendiente de T" lo cual es un absurdo.

Sea Tn el mayor subárbol de Ti que tiene como hoja a Bi y como 

vértice interior aC y sea T12 tal que Tn UT12 = Ti. Notamos por 

&i un separador de Βγ en dirección a las hojas, clarametne 61 es 

simplical de Tu.

Si G^ — Λφι] es conexo, Bi es pendiente de cualquier árbol dique 

de G. Sea T = Tn U A^B^ UT2, βι y e3 no pueden compartir cubri­

dores pues caso contrario en Π existiría un ciclo impar βι, 62,63, βι, 

por ello Bi es hoja de todo árbol dique de G^, sea To un BV-árbol 

dique de G^, es fácil verificar que To U T12 es un BV-árbol dique 

de G.

Si G^ — N[bi] no es conexo, existen s-aristas de Tu cuyo con­

junto de cubridores está contenido en el conjunto de cubridores 

de él. Ninguna de esas s-aristas comparte cubridores con 63 pues 

nuevamente se tendría un ciclo impar en Π.

Consideramos entonces Ω = {é¡ = AíBí\s—aristas Tu cub(eí) C 

cub(ei)}. Sean Τθ,Τι,..,^ las componentes conexas de Tu — Ω 

siendo To la que tiene a C'. Observar que á3 es un vértice de 

To. Claramente Bi es pendiente de cualquier árbol dique de G^. 

Por otro lado, para cada e¡ € Ω, los cubridores de ei son gemelos
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en G?-. Como las aristas de Ω no comparten cubridores con ei, 

los cubridores de ei son gemelos en GjtUA3B3OTh . Sea To un UV- 

árbol dique de GjrUj43B3ur«, observar que los cubridores de cada 

ei por ser gemelos tienen extremos Β^,Χι. Es fácil verificar que 

T = To U [J^XíBí U T^ U Ti2 es un t/V-árbol dique de G.

b) 63, ei, 62 es un camino de Π.

Por lo estudiado en los casos previos es claro que no hay s-aristas 

64 tal que 61,62,64 es un camino de Π pues puede aplicarse el 

razonamiento empleado en el caso l = 3, también no puede haber 

otro vértice 64 con etiqueta 1 de Π tal que 616264 sea camino de Π 

pues es el caso anterior. Por ello, 62 es una s-arista minimal con 

lo cual es arista pendiente de T".

Sea T” la componente conexa de T" — 63 que tiene a C" y T'^ la 

otra componente.

Consideramos T" U C'CS U CsCa y sea Ti un SV-árbol dique de 

GT"uC'Csucsca> eí — A1B1 la arista de Ti equivalente a ei. Clara­

mente él no puede ser arista pendiente de Ti pues si lo fuera ei 

sería una arista pendiente de T" lo cual es un absurdo. Observar 

que por lo que se mencionó al comienzo, la arista 62 equivalente a 

62 es una arista pendiente de Ti.

Sea Tu d mayor subárbol de Ti que tiene como hoja a Si y como 

vértice interior a C" y sea T12 tal que Tu UT12 = Ti. Notamos por 

61 un separador de B^ en dirección a las hojas, claramente 61 es 

simplical de Tu.

Si Gjr-^V[&i] es conexo, Βγ es pendiente de cualquier árbol dique
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de G. Sea T = Tn UA3B3UT2, como T^ no tiene s-aristas y e3 no 

es s-arista Bi es hoja de todo árbol clique de G^, sea To un UV- 

árbol clique de G^, es fácil verificar que To U Τι2 es un LV-árbol 

dique de G.

Si G^-^IóJ no es conexo, existen s-aristas de Tu cuyo conjunto 

de cubridores está contenido en el conjunto de cubridores de el.

Si alguna arista e compartiera cubridores con e3 debe estar en un 

mismo C'-camino que tiene a βι caso contrario se tiene un ciclo 

impar en Π dado por e3, βι, e, e3.

Los vértices de T" que están en T" subárbol de T" que tiene a βι 

como arista pendiente y no tiene a C' se ubican en Ti2 pues no 

pueden estar en la misma componente conexa que C' y se conectan 

con vértices de C' a través de una arista equivalente a βι.

Por ello ninguna arista e comparte cubridores con e3. Se sigue del 

razonamiento empleado cuando G^ — N[bi] es conexo.

c) e3 no es adyacente ni a βι ni a e2

sea T" la componente conexa de T" — e3 que tiene a C' y T^ la 

otra componente.

Consideramos T" U C'Cg U CsCa y sea Ti un í7V-árbol dique de 

^T['uc'csucsca, el = AiBi la arista de Ti equivalente a βι. Clara­

mente el no puede ser arista pendiente de Ti pues si lo fuera ei 

sería una arista pendiente de T" lo cual es un absurdo.

Sea Tu d mayor subárbol de Ti que tiene como hoja a Bi y como 

vértice interior a C" y sea Ti2 tal que Tn UTi2 = Ti. Notamos por 

&i un separador de Bi en dirección a las hojas, clarametne b^ es
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simplical de Tn.

Si G^ —Ν^] es conexo, By es pendiente de cualquier árbol clique 

de G. Sea T = Tn Uá3B3 UT^', como T'^ no tiene s-aristas y 63 no 

es s-arista Βχ es hoja de todo árbol clique de G^, sea To un UV- 

árbol clique de G^, es fácil verificar que To U T12 es un TV-árbol 

clique de G.

Si G^ — N[bi] no es conexo, existen s-aristas de Tn cuyo con­

junto de cubridores está contenido en el conjunto de cubridores 

de é¡. Ninguna de esas s-aristas comparte cubridores con 63 por 

lo supuesto.

Consideramos entonces Ω = {ei = AíBí\s—aristas Tn cub(ei) C 

cub(éi)}. Sean Τ0,Τχ, ..,Th las componentes conexas de Tu — Ω 

siendo To la que tiene a C'. Observar que A3 es un vértice de 

To. Claramente Βχ es pendiente de cualquier árbol dique de G·^. 

Por otro lado, para cada e¡ G Ω, los cubridores de ei son gemelos 

en Gjr. Como las aristas de Ω no comparten cubridores con ei, 

los cubridores de ei son gemelos en £^υΛ3Β3υΤ„. Sea To un UV- 

árbol dique de GjruA3B3UTn, observar que los cubridores de cada 

ei por ser gemelos tienen extremos Βχ,Χι. Es fácil verificar que 

T = To U {J^XíBí U Tí) U T12 es un C7V-árbol dique de G.

□

Como consecuencia de la Proposición anterior, se tiene el siguiente resul­

tado
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Proposición 8.3.14 No hay dos s-aristas en un mismo C' camino de T".

El grafo auxiliar Π que se construyó para G—a—s difiere del construido en 

el capítulo anterior respecto de la etiquetación. En el estudio actual, además 

de las aristas cubiertas sólo por vecinos de s, deben también considerarse 

aquellas cubiertas por vecinos de a.

Estudio de vecinos de a

Observar que como G no es un grafo UV minimal, en ninguún CTV-árbol 

dique de G — a, Cs puede ser hoja. Tampoco puede ocurrir que todos los 

vecinos de a tengan a Cs como uno de sus extremos. En ambos casos podría 

construirse un [/V-árbol dique de G.

Por otro lado, si un vecino v de a estuviera en 2 hojas de un UV-árbol 

dique de G — a, entonces v sería adyacente a 3 simpliciales de G. Dado que 

G es compacto, dichos simpliciales forman una tripla de G por el Corolario 

5.2.2 y u es un vértice universal de la tripla por lo cual G tiene a un prohibido 

de intervalos con un vértice universal como subgrafo inducido.

Teorema 8.3.1 G un grafo cordal con un vértice universal. G es no UV si 

y sólo si G tiene como subgrafo inducido a uno de los grafos de la Figura 8.3
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Figura 8.19: No UV con vértice universal
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Podemos suponer entonces que no existe un vecino de a en 2 hojas de 

ningún [/V-árbol dique de G — a. Dado que Cs no puede ser hoja de ningún 

BV-árbol dique de G - a, C' no puede ser hoja de T". Por esto, podemos 

asumir que no hay dos hojas de T" cubiertas por un vecino de a.

Como en el capítulo anterior, dado que G — a es un grafo UV es posi­

ble construir a partir del grafo auxiliar Π, un BV-árbol dique de G — a. 

Recordamos aquí, esa construcción.

Como en Π no existen caminos impares entre dos vértices etiquetados 

con 1, ni caminos pares entre un vértice etiquetado con 1 y otro etiquetado 

con 2, ni caminos impares entre dos vértices etiquetados con 2, Π posee una 

bipartición (A, B) con todos los vértices etiquetados con 1 en A y todos 

los vértices etiquetados con 2 en B. Recordar que en el capítulo anterior se 

probó que los vértices de B son aristas de T" que inciden en el mismo vértice 

A'.

Sea Tq la componente conexa de T" — {s—aristas : ei = A^Bi} que tiene 

a C' y Ti las otras componentes. Consideramos T un BV-árbol dique de 

Gtouc'cs· Claramente como Gf — N[s] es conexo, Cs es hoja de T.

Para cada s-arista e¿ = A^Bi de B, se une T al árbol T¿ a través de la 

arista CsBi, es decir T U CsBíUTí.

Para cada s-arista ei = A'Bi de A: si ei es un vértice aislado de Π, se une 

T al árbol Ti a través de la arista CsBi, es decir T U CsBi U Ti. Si en cambio 

6^ es arista de Π, como se probó en el capítulo anterior los cubridores de ei 

están contenidos en A' y resultan vértices gemelos en Gf con extremos Cs y 

Xi en T, se une T al árbol Ti a través de la arista XíBí, es decir TUXíBíUTí. 

Notemos por Ts a dicho árbol
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En lo que sigue se verán propiedades de las aristas cubiertas por vecinos 

de a.

Proposición 8.3.15 Existe una s-arista cubierta por un vecino de a.

Demostración:

Supongamos que ningún vecino de a cubre a una s-arista.

Sea Ts un [TV-árbol dique de G — a construido anteriormente a partir de 

Π. Claramente Cs es un vértice interior de Ts y sólo una arista incidente en 

Cs tiene a todos los los vecinos de s, en particular esa arista tiene a todos los 

vecinos de a, el resto de las aristas incidentes son s-aristas de T" que están 

en Π y por lo asumido no pueden estar cubiertas por vecinos de a, luego 

adicionando CsCa se tiene un [7V-árbol dique de G. □

En la siguiente proposición se probará que no pueden existir dos s-aristas 

cubiertas por un mismo vecino de a.

Proposición 8.3.16 Cada vecino de a cubre a lo sumo una y sólo una s- 

arista de T".

Demostración:
Supongamos que existen ei, 62 s-aristas de T" cubierta por v € N(a).

Por la Proposición 8.3.13, no pueden ser aristas internas de T". Luego 

son aristas pendientes de T" con lo cual hay dos hojas de T" cubiertas por 

un vecino de a.

□
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De la proposición anterior resulta claro que cada vecino de a cubre a una 

sola s-arista.

Proposición 8.3.17 Sea eie2 una arista de Π tal que existe un v E N(a) 

cubriendo a e^ y e2. Luego o bien ei o bien e2 es una s-arista de T". Más 

aún la s-arista es una arista pendiente de T".

Demostración: Como en Π no hay caminos impares entre dos vértices eti­

quetados con 1, o bien βι o bien e2 no tienen etiqueta 1. Supongamos que 

e2 no tiene etiqueta 1. Luego e2 es una s-arista de T”. Por otro lado, por la 

Proposición 8.3.16, βι y e2 no pueden ser s-aristas por ello βι tiene etiqueta 

1. Si ambas son hojas, el resultado es válido. Supongamos que e2 no es hoja, 

luego e2 es una arista interna de T". Sea T" el subárbol que tiene a e2 como 

arista pendiente, a C' como vértice interior y sea T2 el otro subárbol tal que 

T" U T” = T".

Notemos a B2 la hoja de T" incidente en e2. Consideramos T" U C'CS U 

CsCa. Por la Proposición 8.3.8, e2 no tiene los mismo cubridores que C'CS y 

por la Proposición 8.3.2, no hay otras s-aristas cuyo conjunto de cubridores 

esté contenido en el conjunto de cubridores de e2. Por ambos motivos, B2 es 

hoja de todo árbol dique de GT^\jc'Csucsca θη particular de Ti un [TV-árbol 

dique. Luego Ί\ U T!^ resultaría un L/V-árbol dique de G lo cual es un ab­

surdo. □

Proposición 8.3.18 Si una arista de Π está cubierta por un vecino de a 

entonces G es la pirámide generalizada (Figura 8.20).
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Demostración:
Sea βιβ2 la arista de Π cubierta por un vecino v de a. Por la Proposición 

anterior, 62 es una s-arista, además es una arista pendiente de T".

Si ei es una arista pendiente de T"., existe un vecino de a cubriendo dos 

hojas de T".

Si en cambio ei no es una arista pendiente de T"analizamos dos casos, 

que en Π exista otro vértice o no.

1. Si existe otro vértice digamos 63, 63 no puede ser vecino de 62 pues en 

ese caso G tiene a un prohibido de intervalos con un vértice universal. 

Veamos esto último, sea Bi el extremo de ei más lejano de C' y bi un 

separador de Bi en dirección a las hoja, B2 el extremo de 62 y b2 su 

vértice simplicial; como el conjunto de cubridores de 62 no puede ser 

Cf (~]CS, existe un vecino de s que está en C' y no está en B2. Es fácil 

verificar que a, bi, b2 es un tripla y u es vértice universal de la tripla. 

Luego 63 puede ser adyacente en Π a ei.

Si 63 es adyacente o no a ei, se procede en ambos casos como sigue.

Sea T" la componente conexa de T" — e3 que tiene a C" y T2 la otra 

componente. Consideramos T” U C'CS U CsCa y Ti un BV-árbol dique. 

En Ti, 62 es una arista pendiente al igual que CaCs y como v G N(a) 

cubre aei y e2, é¡ está en Ti[e2, Ca]. Como 62 es adyacente en Π sólo a 

ei, los cubridores de 62 son los cubridores de Ti[e2, Ca] — e2 por ello en 

todo árbol dique de G^_~ se ubican en un mismo Cs camino. Debido 

a que 63 y 62 no comparten cubridores, los cubridores de e2 tienen 

un mismo extremo en todo árbol dique de G^_~Ue3UT/,, en particular

204



en un ¿7V-árbol dique To, sea X ese extremo. Luego Tqü XB2 es un 

[ZV-árbol dique de G.

2. Si en cambio no existe otro vértice en Π, podemos suponer que βι 

no es pendiente, sea Y el último vértice del C"-camino que tiene a 6χ 

cubierto por v, y y es separador de Y en dirección a las hojas, que 

claramente, cubre a una arista e incidente en K. Si todo cubridor de e2 

excepto v no cubre a esa arista, deben tener como extremo a Y caso 

contrario, existe un prohibido de intervalos con un vértice universal. 

Más claramente, y, a, b2 es una tripla y u es el vértice universal. Luego 

todos los cubridores de e2 tendrían a Y como extremo y si consideramos 

Ti un tTV-árbol dique de Gr"-e2uc'csucsca como la única s-arista es 

la equivalente a C'CS, los cubridores de e2 tendrían el mismo extremo, 

digamos X, con lo cual Ί\υ XB2 es un t/V-árbol dique de G.

Por ello, existe un z cubridor de e2 que cubre a la arista e, sin perder 

generalidad podemos suponer que dicho cubridor no es vecino de a pues 

caso contrario es posible repetir el razonamiento previo.

Como T"\C', X] no son s-aristas, existe un cubrimiento por no vecinos 

de s; sean y1} ..,yk vértices cubriendo el camino tal que {yi_^y^yi^\} 

para i < fc - 1 es un completo. Si W es el otro extremo de e, y 

w un separador de W en dirección a las hojas entonces el conjunto 

{a,s,v,w,b2,z,yi, ..,yk} induce la pirámide generalizada de 8 o más 

vértices (Figura 8.20).

□
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Figura 8.20:

Recordar que si e es una s-arista que es vértice de Π tal que todos los 

vecinos de a que la cubren, además cubren a los extremos de las aristas 

apareadas con e, se les asigna la etiqueta 2*.

Construcción de prohibidos.

La siguiente proposición nos permite construir prohibidos para los grafos 

no tTV minimales compactos con un vértice casi-simplicial en G.

Proposición 8.3.19 1. En Π existe sólo la arista βχβ2 con ei y e2 eti­

quetados con 1 y 2* entonces G tiene como subrafo inducido a los de 

las Figuras: 8.22(β^),8.23, 8.24, 8.29, 8.30, pirámide generalizada de 

más de 8 vértices (Figura 8.20),

2. En Π existe un camino P = ei,..,ezk(k > V con ei y e2 etiquetados 

con 1 y 2* entonces G tiene como subgrafo inducido a ^2k+i,2h+i (Figura 

8.31).

Demostración:

1. A partir de Π se construye un [/V-árbol dique T de G — a, como fue 

recordado previamente (Figura 8.21). En este caso, sean βχ, e^ las aristas
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equivalentes a ei y 62 respectivamente, por construcción ¿2 será inci­

dente en Cs, sea C*CS la 5-arista incidente en Cs del Cs camino de T 

que tiene a ej.

Figura 8.21:

Sabemos que 6162 es arista de Π luego existe fi € N{s) cubriendo a é¡ 

y a ^.

Como 62 = A2B2 tiene etiqueta 2* existe un vecino de a cubriendo e2, 

sea W2·

Por otro lado, sea el = Ai Si existen separadores de Ai y Si, un 

separador de Ai en dirección a las hojas es que cubre a el es quien 

etiqueta a ei con 1, sea sq y notemos a 61 un separador en dirección a 

las hojas de Bi.

Analizamos 2 situaciones:

a) B2 es hoja del BV-árbol dique de G — a.

Como ya se mencionó al comienzo, suponemos que los vecinos de 

a están en a lo sumo una hoja del BV-árbol dique pues caso con­

trario se tiene un prohibido de intervalos con un vértice universal. 

Observar que W2 6 Ai — Bi; por ser B2 hoja existe un cubridor de 

C*CS que no cubre a B2.
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1) V2 cubre a Bi y sea 62 el separador de B2 que es simplicial 

pues 62 es hoja; se analizan las siguientes situaciones

a' V2 € N(a), se tiene entonces {^2,62^1} es un completo; 

{^2,W2, s,a} es un completo; {aq, tq, W2, t^} es un com­

pleto, {5, t^, ^1,^2} es un completo y {ϊι,νι, íq, ^2} es un 

completo. Luego G tiene como subgrafo al inducido por 

los vértices {a, b^^·, ^1,^2, aq, s, W2} que no es UV (Figu­

ra 8.22).

Figura 8.22:

b' si V2 no es vecino de n, se tiene entonces el grafo inducido 

por los vértices {a, s, tq, w2, u2, aq, 61,62} que no es UV 

(Figura 8.23).

Más claramente,{W2,62, ^1} es un completo; {w2,s,n} es 

un completo; {aq, rq, w2, ^2} es un completo, {s, u2, q,w2} 

es un completo y {aq, tq, 61,u2} es un completo.
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Figura 8.23:

2) si u2 no cubre a Bi, como el conjunto de aristas del camino 

T[C*, Ai] no son s-aristas y G es compacto, existe un cubrim­

iento por no vecinos de s del camino. Sean yi,..,yk vértices 

cubriendo el camino tal que {yi_i,yi,yi+i} para i < k — 1 es 

un completo y {aq, u2, w2, yk} es un completo.
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Entonces el conjunto {a, s, vi, w2, V2,£i, &i, 62, yi, ··, yk} induce 

la pirámide generalizada de 8 o más vértices (Figura 8.20).

b) B2 no es hoja del C7V-árbol dique de G — a.

Claramente, B2 está separado en dirección a las hojas por un 

vértice no simplicial, notemos x a ese vértice y a e^ = B,1B2 a 

la arista incidente en B2 cubierta por x.

Por la Proposición 8.3.4, existe al menos un vecino de s cubriendo 

e^. Analizamos dos situaciones:

1) Vi cubre a βρ Analizaremos 2 casos:

a! Si w2 no está en B[, sean b^bi separadores en dirección a 

las hojas de Β'^Βγ respectivamente; claramente {b^, Vi, &} 

es un completo, {^,W2,Vi} es un completo; {a,s,w2} es 

un completo; {w2,aq,Vi} es un completo, {νι,^ι,άι} es 

un completo y G tiene al grafo de la Figura 8.24 como 

subgrafo inducido.

Figura 8.24:
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b1 Si W2 G B[ entonces como no hay simpliciales esenciales 

en G, existe un cubridor de 62 no cubridor de e^ que puede 

tener a B2 como extremo o bien cubrir a una arista inci­

dente en B2 distinta de e'p claramente puden presentarse 

2 situaciones, si V2 ^ W2 cubridor de 62 no está en Ai, se 

tiene un prohibido de intervalos con un vértice universal, 

por ello supongamos que tiene está en Ai, si no está en 

B^ se tiene: como antes los separadores en dirección a las 

hojas de Β'^Βγ son b^bi, {b'1,v1,x,w2} es un completo, 

{x,W2,Vi,V2} es un completo; {a,s,W2} es un completo; 

{ui,s,w2,v2} es un completo; {w2, £1, t>i, t^} es un com­

pleto; {ui,£i, 61} es un completo y G tiene al grafo de la 

Figura 8.25, como subgrafo inducido.

Figura 8.25:

Pero el grafo obtenido en la Figura 8.25, es no UV pero 

no es minimal con esa condición pues H — x es isomor- 

fo a la pirámide generalizada de 8 vértices, como puede

211



observarse en la Figura 8.26

Figura 8.26:

Ahora si el cubridor ^2 Ψ ^2 de ^2 está en B^ se tiene: co­

mo antes los separadores en dirección a las hojas de B^, Bí 

son b^bi', {b'1,Vi,x,w2} es un completo, {x,W2,Vi,V2} es 

un completo; {a, s, W2} es un completo; {^i, U2, s, W2} es
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un completo; {W2, #i, vi, ^2} es un completo; {vi, £1,61, V2} 

es un completo y G tiene al grafo de la Figura 8.27, como 

subgrafo inducido.

Figura 8.27:

Pero el grafo obtenido en la Figura 8.27, es no UV pero no 

es minimal con esa condición pues H — x es isomorfo a el 

grafo obtenido en la Figura 8.23, como puede observarse 

en la Figura 8.28.
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Figura 8.28:
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2) Vi no cubre a eí- Luego existe un vecino de s cubriendo e'1? 

notado por Vi. Podemos asumir que Vi G Ai — Bi el caso 

contrario se tiene a un prohibido de intervalos con un vértice 

universal o si está en Bi el caso analizado previamente.

Pueden presentarse 2 situaciones: W2 está o no en Β{.

a' Si W2 no está en B[ como antes los separadores en di­

rección a las hojas de Β’ι,Βι son b^bi, {b^vi^x} es un 

completo, {#, W2,uí, Vi,^} es un completo; {a,s,W2} es 

un completo; {ui, s, W2,vi} es un completo; {W2, #1, fi, ui} 

es un completo; {vi,Xi,bi} es un completo y G tiene al 

grafo de la Figura 8.29 como subgrafo inducido.

Figura 8.29:
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b' Si W2 está en B'^, entonces sean unos separadores en di­

rección a las hojas de Β^,Β^; b^.b^ {^,νι,χ^^} es un 

completo, {#, W2, vi,^} es un completo; {a, 5,^2} es un 

completo; {ui, s,W2,V2} es un completo; {u/2, ^1, fi, ^2} es 

un completo; {fi, £1,61} es un completo y G tiene al grafo 

de la Figura 8.30 como subgrafo inducido.

Figura 8.30:

2. A partir del camino impar, se construye un [/V-árbol dique de G — a-, 

con la técnica empleada en el capítulo anterior; donde las aristas de 

índice par del camino P, inciden en Cs.

Sea Αγ el extremo de ei más próximo a C'; sin perder generalidad 

podemos asumir que el vértice que etiqueta a e2k cubre a Ai, caso
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contrario se considera el grafo auxiliar Π* donde A'1A2k-l&2ki con A2k 

extremo de 62k y A{ 6 T'[B2k, A^]; es un camino de longitud 1 entre 

dos vértices etiquetados uno con 1 y el otro con 2*.

Claramente existe 24 que separa Ai en dirección a las hojas, más aún 

es cubridor de βι, pues βι tiene etiqueta 1.

Sea bi un separador en dirección a las hojas de Bi para i = 1,.., 2A;; v^ 

vecino de s cubridor de βι y e¿+i para i = 1,.., 2A; — 1.

Claramente, {vi,..,V2k-i,yJ2k, s} es un completo; {w2k, a, s} es un com­

pleto; {ui, ..,V2k-i^2k, #1} cs un completo; {aq, fi, 61} es un completo; 

{vi,vi+i,bi} es un completo para i = 2,..,2k - 2; {v2k-1.W2k.b2k} es 

un completo. Luego G tiene como subgrafo inducido a fi2k+i,2k+i· En 

la Figura 8.31 se tiene a /?5;5

Figura 8.31:
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Proposición 8.3.20 Sea e un vértice de Π con etiqueta 2. Si e está cubierta 

por un vecino de a entonces G es la pirámide generalizada.

Demostración:

Sea e = AB con etiqueta 2, cubierto por un vecino de a, sea z el vecino 

de a que cubre a e.

Como e tiene etiqueta 2, existe e' = A'B' y v G N(s) tal que v cubre a e y 

e', si f es vecino de a, e' debe corresponderse a un vértice con etiqueta 1 y por 

la Proposición 8.3.18, G es la pirámide generalizada. Por ello, supongamos 

que v no es vecino de a. Además si w es el vértice que etiqueta a e, w no 

está en A' y por ende A' ^ C'.

Por lo antes supuesto, z no puede cubrir a la arista e', más aún, e' debe 

ser una s-arista y el vecino de a debe cubrir uno y sólo uno de sus extremos, 

es decir cubre sólo a A', caso contrario es posible construir el grafo auxiliar 

como en el capítulo anterior y tener un camino impar entre un vértice de 

etiqueta 1 y otro de etiqueta 2*.

Como se probó en la Proposición 8.3.8, e no puede tener a todos los 

vecinos de s, por ello existe un vecino a? de s que no cubre a e.

Veamos que si a', b son separadores de A' y B en dirección a las ho­

jas de T" respectivamente, α'^,α es una tripla de G y en particular de 

Gt"[a>,B\OCCsOCsca 7^ G . Claramente a', v, b es un camino entre a' y b por no 

vecinos de a; b,w,s,a es un camino entre b y a por no vecinos de a'·, como 

T"[A',C'] está cubierto por no vecinos de s, sean χ^.,^χ^ un cubrimiento
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con no vecinos de s tales que inducen un camino entre un vértice de C' no 

vecino de s y a', entonces se tiene que α,χ,χγ, ..,Xk,a' es un camino por no 

vecinos de b.

Como z € CanA' ΠΒ, es un vértice universal de βρμ',Βΐυσ^υσ^α) c°n 

lo cual resulta un prohibido de intervalos con un vértice universal, contradi­

ciendo la minimalidad de G como grafo no UV. Absurdo.

□

Proposición 8.3.21 En Π no hay camino impar entre dos vértices ambos 

etiquetados con 2*; y no hay camino par entre un vértice etiquetado con 2 y 

otro etiquetado con 2*.

Demostración:

Supongamos que existe un camino impar entre dos vértices etiquetados 

con 2*. Sea P = ei, ..,e2k', ei = AíBí con Ai el extremo más próximo a C', 

bi un separador en dirección a las hojas de Bi, v^ vértice de G vecino de 

s que cubre a e¿ej+i, u>i,w2 vecinos de a que cubren respectivamente a ei 

y e2k, x E C - N(s), {a,s,x,w1,w2,v1, ..,v2k-i,bi, ..,b2k} inducen el grafo 

J2hi dado en la Proposición 7.3.3 del capítulo anterior. Observar que en ese 

grafo x será un simplicial esencial. Por lo antes expuesto, se contradice la 

minimalidad de G como grafo compacto no UV.

Supongamos que existe camino par entre un vértice etiquetado con 2 y 

otro con 2*. Sea P — e^,.., e2k+i con βι etiquetado con 2. Por ser etiquetado 

con 2, X2 no puede ser Cf, luego si consideramos el subárbol de T" obtenido 

borrando la arista e2, sea e2 = A2A2 con A2 en T"[C',A2] se puede con­

struir un grafo auxiliar Π* tal que e2,..., e2k+i es un camino impar entre un

219



vértice de Π* que recibe etiqueta 1; e£ y el vértice 62^+1 que tiene etiqueta 2*, 

luego G tiene como subgrafo inducido al obtenido en la Proposición 8.3.19, 

contradiciendo la minimalidad de G como grafo no UV.

□

Caracterización.

Teorema 8.3.2 G es cordal compacto y tiene un vértice casi-simplicial s 

vecino del simplicial a. G no es UV minimal si y sólo si Π tiene un camino 

impar con extremos etiquetados con 1 y 2* o tiene una arista cubierta por un 

vecino de a

Demostración:

Si existen caminos impares cuyos extremos están etiquetados con 1 y 2* 

respectivamente, por la Proposición 8.3.19 G no es UV. Si hay una arista de 

Π cubierta por un vecino de a, por la Proposición 8.3.18, G no es UV.

Si suponemos que no hay ninguna arista de Π cubierta por un vecino de 

a ni camino impar del tipo mencionado anteriormente, será posible construir 

un t/V-árbol dique para G, de la siguiente manera:

Como G — a es un grafo UV, con s un simplicial esencial sabemos que Π 

es bipartido, no hay caminos impares entre dos vértices ambos etiquetados 

con 1, ni caminos pares entre vértices uno etiquetado con 1 y otro etiquetado 

con 2.

Se construye una bipartición para cada componente conexa de Π. Si la 

componente tiene un vértice u, etiquetado con 1; se coloca en >1 a todos los 

vértices a distancia par desde u y en B a los otros.
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Resulta (A, B) una bipartición de Π con los vértices etiquetados con 1 

en A, los etiquetados con 2 en B y los etiquetados con 2* en A (por la 

Proposición 8.3.21).

Si en la componente conexa de Π no hay un vértice etiquetado con 1 pero 

si uno etiquetado con 2*, se coloca en A todos los vértices a distancia par en 

Π de 2* y en B todos los vértices a distancia impar en Π de 2*.

Resulta (A, B) una bipartición con los vértices etiquetados con 2* en A, 

los etiquetados con 2 en B (por la Proposición 8.3.21).

Si en la componente conexa de Π no hay vértice etiquetados ni con 1 ni 

con 2* pero si con 2, se coloca en A todos los vértices a distancia impar en 

Π de 2 y en B todos los vértices a distancia par en Π de 2.

Resulta (A, B) una bipartición con los vértices etiquetados con 2 en B 

(por la Proposición 7.4.6 del capítulo anterior).

Si en la componente conexa de Π no hay vértices etiquetados se toma 

cualquier bipartición.

A partir de esa bipartición se construye un BV-árbol dique de G.

Por el capítulo anterior, sabemos que para G — a podemos construir un 

BV-árbol dique así:

Las aristas equivalentes a vértices de B fueron pegadas ά Cs y ninguna 

está cubierta por vecinos de a, ninguna de las aristas equivalentes a vértices 

de A fueron pegadas a Cs; por ello las aristas incidentes en Cs son las aris­

tas correspondientes a vértices de B que no están cubiertas por vecinos de 

¿¿(Proposición 8.3.20) y la arista equivalente a C'CS. Por otro lado, Cs tiene 

a todos los vecinos de a y la única arista incidente en Cs que tiene a todos los 

vecinos de a es exactamente la arista equivalente a C'CS. Por ello, los veci-
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nos de a, excepto s cubren dicha arista y tienen extremo Cs pues no pueden 

cubrir a ninguna otra arista incidente en Cs- Luego se adiciona al árbol T la 

arista CaCs, y se tiene así, un [/V-árbol dique de G (Figura 8.32).

Figura 8.32:

Corolario 8.3.1 G un grafo cordal compacto sin vértice universal, con un 

vértice casi-simplicial. Entonces G es no UV si y sólo si G tiene como sub­

grafo inducido a uno de los grafos de la Figura 8.33.
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Figura 8.33: Cordales no UV minimales sin simpliciales esenciales

Corolario 8.3.2 G un grafo cordal compacto con vértice universal. Entonces 

G es no UV si y sólo si G tiene como subgrafo inducido a uno de los de la 

Figura 8.34
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Figura 8.34: Cordales no UV minimales sin simpliciales esenciales con vértice 

universal

Corolario 8.3.3 G un grafo cordal es no UV si y sólo si tiene como subgrafo 

inducido a uno de los grafos de la Figura 8.35
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Figura 8.35: Cordales no UV minimales
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Capítulo 9

Conclusiones

Los grafos cordales fueron caracterizados como aquellos grafos que ad­

miten una representación por medio de árboles y familias de subárboles. 

Podemos pensar en un grafo cordal G como en una pareja (T, DC^G)), lla­

mada representación canónica de G] donde T es un árbol dique, es decir, un 

árbol generador de K(G) tal que DC(G) es una familia de subárboles de T.

Los árboles diques no sólo aparecen en la literatura de teoría de grafos, 

sino también en el contexto de esquemas acíclicos de base de datos [4], matri­

ces esparcidas [2], biología [22], entre otros. Como ejemplo, los árboles diques 

pueden utilizarse como modelo, para estudiar la interacción de proteínas [22].

Nuestro interés, fue estudiar a los grafos cordales y algunas de sus sub­

clases a través de sus representaciones canónicas y de sus árboles dique.

Los resultados obtenidos aportan también conocimiento sobre otras propie­

dades estructurales de los grafos cordales. Así, propiedades clásicas de grafos 

cordales, son más simples al observar las representaciones canónicas. El número 

cromático del grafo es el máximo número de subárboles que cubren un vértice
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del árbol, es decir el tamaño del dique máximo. La conectividad del grafo es 

el peso mínimo de las aristas de un árbol dique.

Se estudiaron las fc-asteroidales de los grafos cordales en relación con las 

ramas y las hojas de los árboles diques.

Se clasificaron los vértices simpliciales en esenciales y no esenciales. Se 

introdujeron los vértices casi-simpliciales, los grafos cordales compactos y 

supercompactos. Estos resultados, nos permitieron encontrar los grafos mi­

nimales que poseen un claw en cualquiera de sus representaciones canónicas, 

es decir, los grafos minimales prohibidos para la clase UV. También obtuvi­

mos los grafos minimales prohibidos para la clase de Intervalos usando las 

representaciones canónicas.

La conclusión más importante que observamos es que las representaciones 

canónicas aportan conocimiento a la estructura de los grafos cordales, siendo 

una herramienta que puede ser usada para encontrar pruebas más simples de 

resultados ya conocidos y estudiar distintos problemas abiertos que pueden 

ser visualizados en este contexto con mayor claridad.

Como trabajo futuro, sería interesante aplicar las herramientas desarro­

lladas para estudiar las clases:

■ RDV, de la cual se conocen algunos prohibidos,

■ la clase DV, ya caracterizada por Panda [20], sólo concentrándonos 

en hallar la diferencia entre las clases UV y DV, obteniendo así, una 

prueba más sencilla

■ La conjetura de Hendry: los grafos cordales hamiltonianos son ciclos
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extensibles.
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