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1. Introducción

En el modelo de regresión no lineal con predictores aleatorios, observamos
zi = (yi;xi), 1 � i � n vectores independientes idénticamente distribuidos
(iid) p+ 1-dimensionales, con yi 2 R, xi 2 Rp que satisfacen

yi = g (xi;�0) + ui 1 � i � n (1)

siendo �0 2 � � Rs el vector de parámetros de regresión donde � es el
espacio de parámetros; ui variables iid, independientes de las xi;y g es una
función continua.
Algunos ejemplos de modelos no lineales con x 2 R+son: el modelo de

crecimiento exponencial,

g (x;�) = �0 +

pX
j=1

�j exp (�jx) ; �j 2 R; �j > 0 8j; (2)

y el de decrecimiento exponencial, igual al anterior pero con �j < 0; en
ambos casos el vector de parámetros es � =(�;�) donde � =(�1; :::; �p) y
� =

�
�0; :::; �p

�
: Otro modelo es el de Michaelis-Menten

g (x;�) =
�x

�+ x
; �; � > 0: (3)

El estimador clásico para estos modelos es el de mínimos cuadrados
de�nido como solución de

�̂ = argm��n
�2�

1

n

nX
i=1

(yi � g (xi;�))
2

Este estimador, cuando la distribución es normal, tienen propiedades óp-
timas; pero es muy sensible a observaciones atípicas: si la distribución no
es exactamente normal, el ajuste puede variar mucho. Por esta razón, son
necesarios estimadores robustos que sean más estables frente a distintas per-
turbaciones del modelo y que a su vez sean e�cientes bajo normalidad.
En el caso lineal hay varios métodos para obtener estimadores robus-

tos, entre ellos se encuentran los estimadores LMS y LTS propuestos por
Rousseeuw (1984) y (1985), respectivamente, los estimadores de tipo M (o
�M-estimadores�) propuestos por Huber (1973), los MM- estimadores prop-
uestos por Yohai (1987); los S-estimadores de Rousseeuw y Yohai (1987) que
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minimizan una escala robusta de los residuos, y los � -estimadores de Yohai y
Zamar (1988) que minimizan una escala robusta y e�ciente de los residuos.
Para regresión no lineal también se han propuesto algunos estimadores

robustos. Tiede y Pagano (1979) proponen un algoritmo para el cálculo de un
M-estimador que aplican al análisis de radioinmunoensayos; Fraiman (1983)
presenta una propuesta de regresión robusta no lineal, usando estimadores de
in�uencia acotada; Markatou y Manos (1996) consideran tests de hipótesis en
regresión no lineal basados en M-estimadores; Sakata y White (2001) traba-
jan con S-estimadores para modelos de regresión no lineal con observaciones
dependientes; Stromberg (1993) propone algoritmos para el cálculo de MM-
estimadores para regresión no lineal y Tabatabai y Argyros (1993) extienden
el � -estimador al caso no lineal, construyen tests y proponen un algoritmo
para su cálculo. Mukherjee (1996) propone estimadores de mínima distancia.
Carroll y Ruppert (1987) estudian métodos robustos para transformaciones
no lineales de los datos.
Existen numerosos trabajos sobre teoría asintótica para mínimos cuadra-

dos en regresión no lineal. Amemiya (1983), Jennrich (1969) y Johansen
(1984) prueban la consistencia suponiendo entre otras condiciones la com-
pacidad del espacio de parámetros. Wu (1981), por su parte, la demuestra
para espacios de parámetros con una cantidad �nita de elementos.
Jennrich (1969), Amemiya (1983) y Malinvaud (1970b) mostraron la nor-

malidad asintótica. Bunke y Schmidt (1980) y Zwanzig (1980) extendieron los
trabajos de Jennrich y Malinvaud a los casos de mínimos cuadrados pesados
y distribución no idéntica de los errores, respectivamente.
En particular: Richardson y Bhattacharyya (1986) proponen un estimador

de mínimos cuadrados modi�cado para regresión no lineal y prueban su con-
sistencia suponiendo que la función g es acotada en �:
Shao (1992) trata la consistencia del estimador de mínimos cuadrados y

del estimador jacknife de su varianza. Es más general que Richardson y Ba-
ttacharyya, pues no incluye la condición de compacidad del espacio de pará-
metros ni que la función de regresión g sea acotada; pero requiere condiciones
muy fuertes que no se cumplen en casos importantes, como luego se verá.
Todos los trabajos sobre la teoría asintótica de estimadores robustos

requieren la compacidad de �: Vainer y Kukush (1998) y Liese y Vajda
(2003, 2004) tratan de M-estimadores. Estos últimos estudian la consistencia
O
�
n�1=2

�
y la normalidad asintótica de M-estimadores en modelos estadís-

ticos más generales incluyendo los modelos de regresión lineales y no lineales
con observaciones independientes. Stromberg (1995) probó la consistencia
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débil del estimador LMS y µCíµzek (2005) trató la consistencia y normalidad
asintótica del estimador LTS bajo dependencia.
En cuanto a medidas de robustez, hemos considerado el punto de rup-

tura. Este concepto lo introdujo Hampel (1971) y desde entonces se han
hecho varias extensiones. Donoho y Huber (1983) extendieron la de�nición
de punto de ruptura para muestras �nitas que por su simplicidad resulta
aplicable en varias situaciones, pero tiene la desventaja que depende de la
parametrización y si el espacio de parámetros es acotado el punto de ruptura
es 1 sin importar de qué estimador se trate. Stromberg y Ruppert (1992)
proponen una de�nición alternativa del punto de ruptura para modelos de
regresión no lineales que resulta invariante respecto a reparametrizaciones.
Es ésta la de�nición de punto de ruptura que utilizaremos en este trabajo.
Por su parte, Sakata y White (1995) dan una de�nición de punto de

ruptura �nito para modelos de regresión que requiere un criterio de evaluación
de la bondad del ajuste; Genton y Lucas (2003) introducen una de�nición
de punto de ruptura más general que se aplica tanto para observaciones
independientes como para observaciones dependientes.
En el tema de métodos numéricos para estimadores robustos no lineales,

Dutter y Huber (1981) y Edlund et al. (1997) se ocupan de M estimadores.
Stromberg (1993, 1994, 1997) desarrolla software para diversos estimadores
de alto punto de ruptura, incluyendo LMS, LTS y MM. Vankeerberghen
et al. (1995) proponen algoritmos genéticos para el cálculo de estimadores
robustos.
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2. De�nición de los estimadores

De�nimos un M-estimador como

�̂n = argm��n
�2�

1

n

nX
i=1

�

�
yi � g (xi;�)b�

�
(4)

donde b� es un estimador de la escala � de los errores, y � es una "funci�on-��
en el sentido de Maronna et. al. (2006), esto es:

De�nición 2.1 Una función-� es una función real � que satisface las si-
guientes condiciones:

i) � (0) = 0

ii) �(�u) = �(u)

iii) 0 � u � v ) �(u) � �(v)

iv) � es continua

v) Si �(u) < supu �(u) y 0 � u < v entonces �(u) < �(v):

Si � es acotada, se supone además que supu �(u) = 1:
A menos que se especi�que lo contrario, las funciones � que utilizaremos

en este trabajo serán funciones-� en este sentido.
Dada una muestra de tamaño n, u =(u1; :::; un) y � una función-� acota-

da, se de�ne elM-estimador de escala s(u) como el valor de s que es solución
de

1

n

nX
i=1

�
�ui
s

�
= b (5)

donde b es una constante entre 0 y 1.
Yohai (1987) de�nió los MM-estimadores para el caso de regresión lineal;

aquí lo extenderemos al modelo no lineal.

Primera etapa: Tomamos un estimadorT0;n de �0 con alto punto de ruptura.
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Segunda etapa: Calculamos los residuos

ri (T0;n) = yi � g (xi;T0;n) 1 � i � n

y calculamos el M-estimador de escala sn=s(r (T0;n) ) de�nido por (5)
usando una función-� acotada �0 y

b = 0;5 (6)

Tercera etapa: Sea �1 otra función-� acotada que cumple

�1(u) � �0(u) (7)

Sea  1 = �01 y _g el gradiente de g, entonces el MM-estimador T1;n se
de�ne como cualquier solución de

nX
i=1

 1

�
ri (�)

sn

�
_g (xi;�) = 0 (8)

que satisface
S(T1;n) �S(T0;n) (9)

donde

S(�) =
nX
i=1

�1

�
ri (�)

sn

�
(10)

Los � -estimadores en regresión lineal fueron introducidos por Yohai y Za-
mar (1988). Sean �1 y �2 dos funciones-� acotadas y sea sn el M-estimador de
escala basado en �1 de�nido en (5). Entonces dada la muestra u =(u1; :::; un),
el estimador de escala �n se de�ne mediante

� 2n (u) = s2n (u)
nX
i=1

�2

�
ui

sn (u)

�
(11)

El ��estimador para regresión se de�ne como el valor �̂ tal que

�
�
r
�
�̂
��
= m��n

�
� (r (�)) (12)
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3. Descripción de los resultados.

En esta Sección se dan las suposiciones principales y un resumen de los
resultados más importantes. Los detalles de de�niciones y demostraciones se
darán en secciones posteriores.
Se supone que las xi son aleatorias e independientes de ui:
Se supone también que la función g satisface

� 6= �0 ) P fg (x;�) = g (x;�0)g < 1. (13)

Esta condición es necesaria para la identi�cación de los parámetros.
Sea G0(x) la distribución de las xi y F0(u) la distribución de los errores

ui. Entonces la distribución de zi = (xi; yi) está dada por

H0(z) =G0(x)F0(y � g(x;�0)) (14)

Supondremos las siguientes dos condiciones:

A. E j� (y � g (�))j <1 para todo � 2 �

B. La distribución F0 tiene una densidad f0 con las siguientes propiedades:

i) f0 es par.

ii) f0(juj) es monótona decreciente
iii) f0(juj) es estrictamente decreciente en un entorno de 0.

Una situación interesante es la que hemos llamado componentes lineales,
en la cual la función g tiene una forma particular. Sea p = p1+p2, � =(�;�)
con � 2 A � Rp1, � 2 Rp2 ; � = A� Rp2 ; y

g (x;�) = g (x;�;�) =

p2X
j=1

�jhj (x;�) = �
0h (x;�) (15)

con h (x;�) = (h1 (x;�) ; :::; hp2 (x;�))
0 donde las hj son continuas en�: Dos

ejemplos donde la función g tiene esta forma son el modelo de crecimiento
o decrecimiento exponencial (2) con hj (x;�) = exp (�jx) y el de Michaelis-

Menten (3) con h (x; �) =
x

�+ x
:
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Para poder identi�car los parámetros en estos modelos supondremos las
siguientes condiciones sobre la función h:

� 6= �0 ) P f�0h (x;�) = �00h (x;�0)g < 1 8� (16)

y P (�0h (x;�) = 0) � � < 1 8� 6= 0; 8� (17)

Para el desarrollo de la teoría asintótica trataremos los siguientes tres
casos:

1. g general, � compacto

2. g acotada

3. g con componentes lineales

3.1. M -estimadores.

En esta sección se tratarán estimadores de la forma (4) suponiendo que
la escala � de los errores es conocida. Sin pérdida de generalidad se puede
tomar � = 1:
Si llamamos _g al gradiente de g y  = �0, se tiene que �̂n es solución de

la ecuación
nX
i=1

 (yi � g (xi;�)) _g (xi;�) = 0

Sea � (�) = E� (y � g (x;�)) : A continuación analizamos la consistencia.

Teorema 3.1 Supongamos que el espacio de parámetros � es compacto y se
cumplen (A) y (B). Entonces el M-estimador �̂n de�nido en (4) es consistente
para �0:

Para el siguiente resultado no se requiere nada sobre �.

Teorema 3.2 Supongamos que

P

�
sup
�
jg (x;�)j <1

�
= 1 (18)

y se cumplen (A) y (B). Entonces el M-estimador �̂n de�nido en (4) es
consistente para �0:
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Para el caso de componentes lineales, � (�) = � (�;�) = E� (y�g (x;�;�)) :
En este caso el estimador resulta consistente bajo las siguientes condiciones:

Teorema 3.3 Supongamos el modelo (15) con las condiciones (16), (17),
(A), (B) y sup�2A kh (x;�)k < 1 c.s. Entonces el M-estimador �̂n =�
�̂n; �̂n

�
de�nido en (4) es fuertemente consistente para �0 = (�0;�0) :

Shao (1992) prueba la consistencia del estimador de mínimos cuadrados
sin suponer la compacidad de �; pero utiliza suposiciones sobre g que en el
caso de componentes lineales excluyen a los modelos más usuales. En efecto,
requiere (pg. 417) que para algún c0 tal que P (kxk � c0) > 0 se cumpla
�Condición 1�: l��m�!1 jg (x;�) j =1 uniformemente en kxk � c0
o bien
�Condición 2�: Existen a; c tales que l��m�!1 jg (x;�) j = c uniforme-

mente en kxk � c0; y

l��m ��nf
n!1

1

n

nX
i=1

(g (xi;�0)� a)2 > 0:

Los modelos (2) y (3) evidentemente no cumplen la primera parte de la
Condición 2; y tampoco cumplen la Condición 1. Por ejemplo, para g (x;�) =
�e�x se puede hacer g (x0;�) =constante con �! �1 y � ! 0: Sin embargo,
curiosamente Shao (1992) a�rma en su �Example 2� (pg. 427) que aquí la
condición se cumple.
Finalmente, probaremos la normalidad asintótica del M�estimador, para

lo cual son necesarias algunas condiciones adicionales.

Teorema 3.4 Sea �̂n de�nido en (4). Supongamos que se cumplen (A) y
(B), que g satisface (18) y sus dos primeras derivadas son F0-integrables.
Además supondremos que la matriz V = E

�
_g (x;�) _g (x;�)0

�
es de�nida

positiva con probabilidad uno y que la función  es continua, acotada y tiene
derivada acotada. Entonces

p
n
�
�̂n � �0

�
d! N

 
0;

E 2 (u)

(E 0 (u))
2V

�1

!

Denotamos por d! la convergencia en distribución, y N (�;�) denota la dis-
tribución normal multivariada con media � y matriz de covarianzas �.
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3.2. MM-estimadores.

En esta sección trataremos los MM-estimadores de�nidos en (8). Exten-
deremos los resultados sobre consistencia, normalidad, robustez cualitativa
y punto de ruptura, obtenidos por Yohai (1987) para el modelo de regresión
lineal, al caso de regresión no lineal.
En esta sección y en la siguiente las funciones � que aparezcan serán

funciones-� acotadas.

3.2.1. Consistencia

Se probará la consistencia del estimador de escala sn de�nido en la se-
gunda etapa y de la sucesión de MM-estimadores fT1;ngn�p de �0.
Consideramos �0 2 �; con � compacto.

Teorema 3.5 Supongamos que fT0;ngn�p es una sucesión de estimadores
que es fuertemente consistente para �0. Entonces sn es fuertemente consis-
tente para �0 de�nido por

EF0�0

�
u

�0

�
= b (19)

Para probar la consistencia del estimador será necesaria la siguiente su-
posición adicional:

C. 8" > 0, PG0
�

��nf
k���0k>�

jg(x;�)� g(x;�0)j > 0
�
� 0;5

El siguiente resultado muestra la consistencia de T1;n.

Teorema 3.6 Supongamos que valen (6) y (7) ; que F0 satisface (B) y que
G0 satisface (C). Supongamos también que la sucesión fT0;ngn�p es fuerte-
mente consistente para �0. Entonces cualquier otra sucesión fT1;ngn�p que
satisfaga (9) es fuertemente consistente.

3.2.2. Espacio no compacto.

Los resultados anteriores han sido probados bajo la suposición que el
espacio de parámetros � sea compacto. El teorema 3.6 vale también cuando
el espacio � no es compacto pero la función g (x;�) es acotada en �, es decir
cumple la condición (18).
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3.2.3. Normalidad

Para probar la normalidad asintótica de los MM-estimadores necesitamos
algunas suposiciones adicionales:

D. �1 es dos veces diferenciable con continuidad y 9m tal que juj � m )
�1(u) = 1

E. G0 tiene segundo momento y la matriz

V = EG0
�
_g(x;�) _g(x;�)0

�
(20)

es no singular.

Teorema 3.7 Supongamos que �1 satisface (D) y G0 satisface (E). Sea sn un
estimador de la escala del error que converge fuertemente a �0. Sea Tn una
sucesión de estimadores que satisface (8) y que es fuertemente consistente
para el valor verdadero �0. Entonces,

p
n (Tn � �0)

d! N

�
0; �20

A( 1; F0)

B( 1; F0)
V �1

�
(21)

donde

A( ; F ) = EF 
2

�
u

�0

�
B( ; F ) =

�
EF 

0
�
u

�0

��2
3.2.4. Robustez cualitativa

Supongamos que la sucesión inicial fT0;ngn�p está dada por una fun-
cional T0, es decir, T0;n = T0 (Hn), donde Hn es la distribución empírica de
z1; :::; zn. El siguiente teorema muestra que la funcional que de�ne el MM-
estimador es continua.

Teorema 3.8 Sea H0 dada por (14). Supongamos que T0 es continua en H0

y T0 (H0) = �0. Supongamos también que se cumplen (6) y (7), F0 satis-
face (B) y G0 satisface (C). Entonces la funcional T1; correspondiente a la
sucesión de MM-estimadores fT1;ngn�p es también continua en H0.

Como corolario de este teorema resulta que el estimador es asintótica-
mente cualitativamente robusto.
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3.2.5. Punto de ruptura

De�nimos

M = m��n
i0
m��n
A
m�ax
B

m��n
�2U(B;i0)

# fi : g (xi;�) > Ag (22)

siendo U (B; i0) = f� : g (xi0 ;�) > Bg :
Sea cn = 1�

M

n
. Así si cn < 0;5 entoncesM > n

2
. En el siguiente resultado

veremos que el punto de ruptura del MM-estimador es no menor que el punto
de ruptura del estimador inicial.

Teorema 3.9 Supongamos que se cumplen (6) y (7) y que cn < 0;5. En-
tonces si T0 = fT0;ngn�p, T1 = fT1;ngn�p son dos sucesiones de estimadores
que satisfecen (9), se tiene que para cualquier muestra Zn = (z1; :::; zn)

"�n;+(g;T1;Zn) � m��n
�
"�n;+(g;T0;Zn);

1� 2cn
2� 2cn

�
donde "�n;+ es el punto de ruptura de�nido por Stromberg y Ruppert (1992),
cuya de�nición se da en la Sección 3.2.

3.3. Tau-estimadores.

En esta sección analizaremos el comportamiento de los ��estimadores
de�nidos en (12).
Nótese que �n es equivariante por escala, esto es �n (�u) = j�j �n (u) para

todo � 2 R:
Si �1 = �2, se tiene �n =

p
bsn: Si �2 (u) = u2, se obtiene el desvío

standard muestral.
Sean  j = �0j, para j = 1; 2, y sea para i = 1; :::; n

ti =
ri (�)

sn (r (�))
;

entonces derivando �n respecto de � en (11) se obtiene el siguiente sistema

13



de ecuaciones para el ��estimador

@� 2 (r (�))

@�

=
2sn (r (�))

n

@sn (r (�))

@�

nX
i=1

�2 (ti) (23)

+
1

n

nX
i=1

 2 (ti)

�
� _g (xi;�) sn (r (�))� ri (�)

@sn (r (�))

@�

�
= 0

Por otro lado, derivando (5)

@sn (r (�))

@�
= �sn (r (�))

Pn
i=1  1 (ti) _g (xi;�)Pn
i=1  1 (ti) ri (�)

(24)

Reemplazando (24) en (23) se obtiene la ecuación del ��estimador
nX
i=1

[Wn (�) 1 (ti) +  2 (ti) _g (xi;�)] = 0 (25)

siendo

Wn (�) =

Pn
i=1 [2�2 (ti)�  2 (ti) ti]Pn

i=1  1 (ti) ti
(26)

y sn (r (�)) que satisface

1

n

nX
i=1

�2

�
ri (�)

sn (r (�))

�
= b (27)

Se agrega la condición

F. �2 satisface la desigualdad

2�2 (u)�  2 (u)u � 0 (28)

Esta condición implica que Wn (�) � 0. Entonces se puede pensar al
��estimador como un M-estimador con función  �adaptiva�

 n (u) =Wn (u) 1 (u) +  2 (u)
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que es un promedio pesado de  1 y  2. Efectivamente se verá que, asin-
tóticamente, el ��estimador se comporta como un M-estimador con función
 

 0 (u) =W0 1

�
u

�0

�
+  2

�
u

�0

�
(29)

donde

W0 =
2EF0�2

�
u
�0

�
� EF0

n
 2

�
u
�0

�
u
�0

o
EF0

n
 1

�
u
�0

�
u
�0

o (30)

y donde �0 se de�ne mediante la ecuación

EF0�1

�
u

�0

�
= b (31)

Yohai y Zamar (1988) probaron la consistencia, normalidad y punto de
ruptura para � -estimadores en el modelo de regresión lineal. En las secciones
que siguen extenderemos estos resultados para el modelo de regresión no
lineal.

3.3.1. Consistencia

El teorema a continuación establece la consistencia del ��estimador, para
lo cual será necesaria una suposición adicional:

G. �2 es continuamente diferenciable.

Teorema 3.10 Sean �1 que satisface (6) y �2 que satisface (F) y (G). Su-
pongamos que F0 satisface (B) y G0 satisface (C). Sea fT0;ngn�p una sucesión
de estimadores que converge fuertemente a �0 y sea fT1;ngn�p otra sucesión
de estimadores tal que

�n (r (T1;n)) � �n (r (T0;n)) : (32)

Entonces T1;n también es fuertemente consistente para �0:

Observación 3.1 Según este resultado no es necesario hallar un mínimo
absoluto para obtener consistencia. Será su�ciente con encontrar un mínimo
local que mejore la �n -escala de los residuos del estimador de�nido a partir
de un estimador consistente.
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3.3.2. Espacio no compacto

También en este caso podemos extender los resultados de consistencia
para el caso en que el espacio de parámetros � no sea compacto pero la
función g sea acotada en � con probabilidad 1, de manera análoga a como se
hizo con los M-estimadores en la sección (3.1).

3.3.3. Normalidad

Veremos ahora que un estimador fuertemente consistente que satisface
(25), (26) y (27) es asintóticamente equivalente a un M-estimador con función
 dada por (29).

Teorema 3.11 Supongamos que �1 y �2 satisfacen (D) y G0 satisface (E).
Supongamos también que Tn es una sucesión de estimadores fuertemente con-
sistentes bajo H0 que satisfacen (25), (26) y (27). Entonces

p
n (Tn � �0)

d! N

�
0;�20

A ( 0; F0)

B ( 0; F0)
V �1

�
(33)

donde
A ( ; F ) = EF 

2 (u)

B ( ; F ) = (EF 
0 (u))

2
;

V está dada por (20) y  0 está de�nida en (29).

3.3.4. Punto de ruptura

El siguiente teorema muestra que no es necesario hallar un mínimo abso-
luto para tener punto de ruptura alto, sino que basta con un estimador fT1;ng
que satisfaga (34), siendo fT0;ng un estimador inicial con punto de ruptura
alto.

Teorema 3.12 Supongamos que �1 satisface (6) y �2 satisface (F). Sean
T0 = fT0;ngn�p, T1 = fT1;ngn�p dos sucesiones de estimadores de �0 tales
que

�n (r (T1;n)) � �n (r (T0;n)) : (34)

Entonces para cualquier muestra Zn = (z1; :::; zn) se tiene

"�n;+ (g;T1;Zn) � m��n
�
"�n;+ (g;T0;Zn) ;

1� 2cn
2� 2cn

�
(35)
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siendo "�n;+ el punto de ruptura de�nido por Stromberg y Ruppert (1992).
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4. Demostraciones correspondientes a la Sec-
ción 3.1.

Demostración del teorema 3.1. Se aplica directamente el teorema 1 de
Huber (1967).
Demostración del teorema 3.2. Por el lema 3.1 de Yohai (1987) E� (u�t)
alcanza un único mínimo en t = 0, luego E� (y�g (x;�)) alcanza el mínimo
sólo cuando g (x;�) = g (x;�0) y por (13) esto es así cuando � = �0 Por lo
tanto,

� 2 �;� 6= �0 ) � (�) > � (�0) := �0 (36)

Si � compacto, el resultado se obtiene por el teorema 3.1. Si � no es
compacto, pero g es acotada con probabilidad uno, sea�c la compaciti�cación
de Stone-µCech de � [Munkres 1975]. Entonces la función g puede extenderse
de manera continua y acotada a una función ~g de�nida en �c. Como para
� 2 �c sigue valiendo (13), entonces también se tiene (36).
Sea

�̂n;c = arg m��n
�2�c

1

n

nX
i=1

� (yi � g (xi;�))

Ahora estamos trabajando nuevamente en un compacto y se tiene como antes
la consistencia de �̂n;c. Luego, como �̂n;c !

n!1
�0 2 � entonces 9N tal que

8n � N , �̂n;c 2 �, por lo tanto �̂n;c = �̂n, 8n � N y entonces �̂n !
n!1

�0 c.s.

Para la demostración del teorema 3.3 será necesario un lema previo.

Lema 4.1 Supongamos el modelo (15) con las condiciones (16), (17), (A),
(B) y A compacto. Entonces




�̂n


 está acotado para n grande con probabili-
dad uno.

Demostración del lema 4.1. Sea

� (�;�) = E� (y � �0h (x;�)) :

Por el lema 3.1 de Yohai, � (�;�) alcanza su mínimo sólo cuando �0h (x;�) =
�00h (x;�0) c.s. y por (16) esto es así cuando (�;�) = (�0;�0). Por lo tanto,

(�;�) 6= (�0;�0)) � (�;�) > �m��n =: � (�0;�0) (37)
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Sea � = f
 2 Rp2 : k
k = 1g. Entonces podemos escribir � = t
 con
t = k�k 2 R+, 
 2 �.
Supongamos primero que S = supu � (u) <1. Para cada (�;
) 2 A� �

tenemos
l��m
t!1

E� (y � t
 0h (x;�)) � S: (1� �) > �m��n;

donde � está de�nido en .(17). Sea

� = S (1� �)� �m��n > 0, " =
�

4S
<
1� �

4
:

Como (17) implica que P (j�0h (x;�)j > 0) � 1��, entonces para (�;
) 2
A� �; existen a; b positivos tales que

P (jyj � a; j
 0h (x;�)j � b) � 1� � � " (38)

Luego, por (38), existe T > 0 tal que t > T implica

E ��nf
t>T

� (y�t
 0h (x;�)) > S (1� � � 2") (39)

Por lo tanto, (39) implica que para cada (�;
) 2 A�� existen un entorno
U (�;
) � A� � y un T (�;
) 2 R+ tales que

E ��nf
(�1;
1)2U(�;
)

��nf
t>T (�;
)

� (y�t
 01h (x;�1)) > S (1� � � 3") = �m��n +
�

4
(40)

Cubrimos A � � con los entornos U (�;
) ; por ser compacto, existe un
subcubrimiento �nito

�
Uj = U

�
�j;
j

�	N
j=1
.

Sea T0 = m�axj T
�
�j;
j

�
: Veremos que l��m��nfn!1




�̂n


 � T0 c.s.
Sea

�n (�;�) =
1

n

nX
i=1

� (yi � �0h (xi;�))

Entonces,

��nf
k�k>T0

��nf
�2A

�n (�;�) �
1

n

nX
i=1

��nf
�2A;
2�

��nf
t>T0

� (yi � t
 0h (xi;�))

= m��n
j=1;:::;N

1

n

nX
i=1

��nf
(�;
)2Uj

��nf
t>T0

� (yi � t
 0h (xi;�)) ;

19



y por lo tanto, (40) y la Ley de Grandes Números implican

l��m ��nf
n!1

��nf
k�k>T0

��nf
�2A

�n (�;�) � �m��n +
�

4
c.s.,

pero también,

�n

�
�̂n; �̂n

�
=��nf

�
��nf
�2A

�n (�;�) � �n (�0;�0)! �m��n c.s.

con lo cual se concluye que para n grande,



�̂n


 � T0 con probabilidad 1.

Supongamos ahora que supu � (u) =1. Entonces un procedimiento sim-
ilar, pero más simple, muestra la existencia de T0 y entornos U (�;
) tales
que el miembro izquierdo de (40) es mayor que 2�m��n, y el resto de la prueba
es similar.
Demostración del teorema 3.3. Si A no es compacto, usamos el mis-
mo enfoque de (Richardson y Bhattacharyya, 1986): la compacti�cación de
Stone- µCech nos da un conjunto compacto ~A � A tal que toda función con-
tinua y acotada sobre A tiene una única extensión continua en ~A.
Por lo tanto, podemos aplicar el lema para concluir que

�
�̂n; �̂n

�
para n

grande permanece en un compacto c.s.
El teorema se sigue del teorema 1 de Huber (1967).

Demostración del teorema 3.4. De acuerdo al teorema 3 y su corolario de
Huber (1967) basta con ver que se cumplen las condiciones N1 a N4 siguientes
para poder concluir que el estimador �n es asintóticamente normal.
Sea 	(z;�) = 	 (y;x;�) =  (y � g (x;�)) _g (x;�)

N1) Para cada � 2 �, 	(z;�) es U�medible y 	(z;�) es separable en
el sentido de Doob: existe un conjunto N de H0 medida nula y un
subconjunto numerable �0 � � tales que para todo abierto U � � y
todo intervalo cerrado B, los conjuntos

fz= 	(z;�) 2 B 8� 2 Ug y fz= 	(z;�) 2 B 8� 2 U \�0g

di�eren a lo sumo en un subconjunto de N .

Sea � (�) = E	(z;�)

u (z;�;d) = supk���k�d k	(z; � )�	(z;�)k

20



N2) Existe �0 2 � tal que � (�0) = 0

N3) Existen a, b, c, d0 2 R estrictamente positivas tales que:

i) k� (�)k � a: k� � �0k para k� � �0k � d0

ii) Eu (z;�; d) � b:d para k� � �0k+ d � d0, d � 0
iii) Eu2 (z;�; d) � c:d para k� � �0k+ d � d0, d � 0

N4) E k	(z;�)k2 <1

Sólo nos falta veri�car que N3) se cumple.

i) Como � (�0) = 0,

k� (�)k = k� (�)� � (�0)k = kE (	 (z;�)�	(z;�0))k
� a: k� � �0k

para k� � �0k � d0, para cierto d0 y siendo a por ejemplo: 12E


 @
@�
	(z;�1)




con �1 entre � y �0:

ii) Como
@

@�
 es acotada y g tiene derivadas F0-integrables, entonces

E supk���k k	(z; � )�	(z;�)k � E

�
supk���k�d





 @@�	�z; ~��




 k� � �k�

� E

�
supk���k�d





 @@�	�z; ~��




� :d � b:d

para cierto b > 0 y cierto ~� entre � y �.

iii) Análogo a ii) pero con supk���k�d





 @@�	�z; ~��




2.

Quedando así probado el teorema.
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5. Demostraciones y de�niciones para la Sec-
ción 3.2.

Para analizar el punto de ruptura de los MM-estimadores hemos utilizado
la versión dada por Stromberg y Ruppert (1992).
Supongamos que

sup
�
g (x;�) = +1 y que ��nf

�
g (x;�) = �1

Sea Zn = (z1; :::; zn) una muestra de tamaño n, �̂ (Zn) el estimador �̂
evaluado en Zn y Dm el conjunto de todos los conjuntos de datos, y, de
tamaño n que tienen en común n�m elementos con Zn, esto es:

Dm = fy : # (y) = n, #(Zn \ y) = n�mg

Entonces de�nimos las funciones de ruptura superior e inferior como:

"�n;+

�
x; g; �̂;Zn

�
= m��n

0�m�n

�
m

n
: sup
y2Dm

g
�
x; �̂ (y)

�
=1

�

"�n;�

�
x; g; �̂;Zn

�
= m��n

0�m�n

�
m

n
: ��nf
y2Dm

g
�
x; �̂ (y)

�
= �1

�
:

Se de�ne, además, la función de ruptura como

"�n

�
x; g; �̂;Zn

�
= m��n

n
"�n;+

�
x; g; �̂;Zn

�
; "�n;�

�
x; g; �̂;Zn

�o
:

Finalmente, el punto de ruptura se de�ne como

"�n

�
g; �̂;Zn

�
= ��nf

x2Rp
"�n

�
x; g; �̂;Zn

�
:

Sean z1 = (y1;x1) ; :::; zn = (yn;xn) ; ::: observaciones iid. Utilizaremos la
siguiente versión asintótica de la robustez cualitativa.

De�nición 5.1 fTngn�p es asintóticamente cualitativamente robusta en H0

si dado " > 0, 9� > 0 y n0 tal que �p+1 (H�; H0) < � y n > n0, implican
�p (L (Tn; H

�) ; L (Tn; H0)) > ", siendo L (T;H) la distribución de T bajo H
y �j la métrica de Prohorov entre distribuciones en Rj:
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Papantoni-Kazakos y Gray (1979), demostraron que para la robustez cua-
litativamente asintótica en H0 es su�ciente con probar que:

T es continua en H0 como funcional de�nida en el espacio de distribu-
ciones en Rp+1 dotado de la métrica �p+1 y con valores en Rp.

Para las demostraciones de los resultados supondremos, sin pérdida de
generalidad, que P (g (x;�0) = 0) = 1:
Demostración del teorema 3.5. Sea " > 0, como �0 es una función-�,
podemos hallar � > 0 tal que

EH0

�
��nf

k���0k��
�0

�
y � g(x;�)

�0 � "

��
� b+ �

y

EH0

 
sup

jk���0kj��
�0

�
y � g(x;�)

�0 + "

�!
� b� �

por lo tanto, por la Ley de Grandes Números se tiene

l��m
n!1

1

n

nX
i=1

��nf
k���0k��

�0

�
yi � g(xi;�)

�0 � "

�
� b+ � c:s:

l��m
n!1

1

n

nX
i=1

sup
k���0k��

�0

�
yi � g(xi;�)

�0 + "

�
� b� � c:s:

Entonces, como l��mn!1T0;n = �0 c:s:, se tiene

l��m
n!1

1

n

nX
i=1

�0

�
yi � g(xi;T0;n)

�0 � "

�
� b+ � c:s:

y

l��m
n!1

1

n

nX
i=1

�0

�
yi � g(xi;T0;n)

�0 + "

�
� b� � c:s:

Por lo tanto como �0 es monótona, con probabilidad uno,

9 n0 tal que 8n � n0; �0 � " � sn � �0 + "

es decir sn es consistente para �0.
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Lema 5.1 Supongamos que F0 satisface (B) y que G0 satisface (C). De�ni-
mos para � 2 �, h� (�) = EH0 (� (y � g (x;�))) : Entonces h� tiene un único
mínimo en � =�0.

Demostración. Por el lema 3.1 de Yohai (1987), h� tiene único mínimo en
g (x;�) = 0 y como 8" > 0;9� > 0 tal que k� � �0k > � implica

P fx : jg(x;�)� g(x;�0)j > "g � 0;5;

entonces � = �0 y h� tiene único mínimo en � = �0.
Demostración del teorema 3.6. Se quiere probar que T1;n ! �0 c:s:
Veamos que basta con probar que dado " > 0; 9 
 > 0 y �1 > �0 tales

que

l��m inf
n!1

��nf
�2C"

1

n

nX
i=1

�1

�
yi � g(xi;�)

�1

�
� EF0

�
�1

�
u

�0

��
+ 
 c:s: (41)

y

l��m
n!1

1

n

nX
i=1

�1

�
yi � g(xi;�)

sn

�
= EF0

�
�1

�
u

�0

��
c:s: (42)

siendo C" = f� : k� � �0k � �g.
Supongamos probado esto, entonces

l��m inf
n!1

��nf
�2C"

1

n

nX
i=1

�1

�
yi � g(xi;�)

�1

�
> l��m

n!1

1

n

nX
i=1

�1

�
yi � g(xi;T0;n)

sn

�

� l��m
n!1

1

n

nX
i=1

�1

�
yi � g(xi;T1;n)

sn

�
por (9); y como

�1

�
yi � g(xi;�)

�1

�
� �1

�
yi � g(xi;�)

�0

�
entonces

l��m inf
n!1

��nf
�2C"

1

n

nX
i=1

�1

�
yi � g(xi;�)

�0

�
� l��m

n!1

1

n

nX
i=1

�1

�
yi � g(xi;T1;n)

sn

�
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y por el teorema 3.5, sn es fuertemente consistente para �0 entonces se con-
cluye queT1;n =2 C" con lo cual kT1;n � �0k < "; lo que implica la consistencia
de T1;n.
Sólo resta probar (41) y (42).
Sea fC�g� un cubrimiento por compactos de � tales que

��nf
�2C�

�1

�
y � g(x;�)

�1

�
!
�!�0

�1

�
u

�1

�
:

Además, como �1 es acotada se tiene���� ��nf�2C�
�1

�
y � g(x;�)

�1

����� � 1, 8�
entonces por el Teorema de la Convergencia Dominada

EH0

�
��nf
�2C�

�1

�
y � g(x;�)

�1

��
!
�!�0

EF0�1

�
u

�1

�

Por el lema 5.1, �1

�
y � g(x;�)

�1

�
tiene único mínimo en � = �0: Por lo

tanto,

EH0

�
��nf
�2C�

�1

�
y � g(x;�)

�1

��
> EF0�1

�
u

�1

�
, 8�

Como C" � � y es compacto, existe un subcubrimiento �nito de él
fCigri=1,

EH0

�
��nf
�2Ci

�1

�
y � g(x;�)

�1

��
> EF0�1

�
u

�1

�
entonces para cierto 
1 > 0,

EH0

�
��nf
�2Ci

�1

�
y � g(x;�)

�1

��
� EF0�1

�
u

�1

�
+ 
1

Luego, elegimos �1 > �0 tal que����EF0�1� u

�0

�
� EF0�1

�
u

�1

����� < 
1
2
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y por lo tanto,

EH0

�
��nf
�2Ci

�1

�
y � g(x;�)

�1

��
(43)

� EF0�1

�
u

�1

�
+ EF0�1

�
u

�0

�
� EF0�1

�
u

�1

�
+

1
2

(44)

= EF0�1

�
u

�0

�
+ 


con 
 =

1
2
:

Luego, como C" �
r[
i=1

Ci

l��m ��nf
n!1

��nf
�2C"

1

n

nX
i=1

�1

�
yi � g(xi;�)

�1

�
� m��n

1�i�r
l��m
n!1

1

n

nX
i=1

��nf
�2Ci

�1

�
yi � g(xi;�)

�1

�
;

por la Ley de Grandes Números, el miembro derecho es

m��n
1�i�r

EH0

�
��nf
�2Ci

�1

�
y � g(x;�)

�1

��
y, por (43), se tiene

l��m ��nf
n!1

��nf
�2C"

1

n

nX
i=1

�1

�
yi � g(xi;�)

�1

�
� EF0�1

�
u

�0

�
+ 


quedando así probado (41).
Finalmente, para probar (42), consideramos

h(z;T0;n) = �1

�
y � g(x;T0;n)

sn

�
Como T0;n ! �0 c:s:y sn ! �0 c:s:, entonces por el lema 4.2 de Yohai (1987),
se tiene (42).
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Observación 5.1 Si el espacio de parámetros � no es compacto, pero la
función g cumple la condición (18), se procede como se hizo en la sección
anterior para los M-estimadores, trabajando con la compacti�cación de Stone-
µCech.

Para demostrar el teorema 3.7 se necesita el siguiente lema.

Lema 5.2

p l��m
1p
n

nX
i=1

[	 (xi; yi;�0; sn)�	((xi; yi;�0; �0))] = 0

con

	(x;y;�;�) =  1

�
y � g (x;�)

�

�
_g (x;�)

siendo _g (x;�) =
@g (x;�)

@�
y p l��m el límite en probabilidad.

Demostración. Sea para 0;5�0 � t � 1;5�0

An;j(t) =
1p
n

nX
i=1

	(xij; yi;�0; t)

An;j 2 C[0;5�0;1;5�0]. Como l��m
n!1

sn = �0 c:s:, para probar el lema basta con

mostrar que An;j(t) es tight para 1 � j � p.
Supongamos esto probado, queremos ver que An;j(sn)�An;j(�0)

p! 0, es
decir 8�; � > 0; 9N tal que

n � N ) P (kAn;j(sn)� An;j(�0)k � �) � � (45)

Consideremos �; � > 0 dados. Como sn
p! �0, 9n0 tal que

n � n0 ) P (jsn � �0j > 0;5�0) <
�

2

por lo tanto para n � n0, P (sn 2 [0;5�0; 1;5�0]) � 1�
�

2
.

Llamemos a = 0;5�0 y b = 1;5�0. De�nimos

wn (�) = sup
js�tj<�
s;t2[a;b]

kAn;j (s)� An;j (t)k
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Como suponemos probado An;j es tight, el teorema 8.2 de Billingsley
implica que 9�1; n1 tal que

n � n1 ) P (wn (�1) � ") � �

2
(46)

Sea � = m��n (�1; a). Como sn
p! �0, 9n2 � n0 tal que

n � n2 ) P (jsn � �0j > �) � �

2
(47)

Además, sn 2 [a; b])

kAn;j (sn)� An;j (�0)k � wn (jsn � �0j) (48)

Finalmente, sea N = m�ax (n1; n2), entonces uniendo (48), (46) y (47)
para n � N

P (kAn;j(sn)� An;j(�0)k � �)

= P (kAn;j(sn)� An;j(�0)k � � ^ jsn � �0j < �)

+ P (kAn;j(sn)� An;j(�0)k � � ^ jsn � �0j � �)

� P (wn (jsn � �0j) � ") + P (jsn � �0j � �) � �

2
+
�

2
= �

Por lo tanto, An;j (sn)� An;j (�0)
p! 0 como se quería probar.

Sólo resta probar queAn;j(t) es "tight". Usando el teorema 12.3 de Billings-
ley (1968), será su�ciente mostrar que se cumplen las siguientes dos condi-
ciones:

1. An;j(a) es tight

2. 9
 > 0; � > 0 y una función R monótona , continua sobre [a; b] tal que
8a � t1 � t2 � b y 8� > 0, se tiene

PH0 (jAn;j(t1)� An;j(t2)j � �) �
�
1

�

�

(R (t2)�R (t1))

�

La condición 1 es válida por el Teorema Central del Límite.
Para la condición 2, observamos que, por la desigualdad de Chebychev,

es su�ciente con probar que existe una constante K tal que

EH0 (An;j(t1)� An;j(t2))
2 � K (t1 � t2)

2 (49)
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Tenemos

EH0 (An;j(t1)� An;j(t2))
2

� EG0
�
_g (xij;�) _g (xij;�)

0�EF0 � 1� yt2
�
�  1

�
y

t1

��2
(50)

= V EF0

�
 1

�
y

t2

�
�  1

�
y

t1

��2
(51)

De acuerdo a la suposición (D), sea K0 = sup j 01(u)j. Entonces, como
juj > m implica  1(u) = 0, se tiene�

 1

�
y

t2

�
�  1

�
y

t1

��2
�  01

� y
t�

�2� y

(t�)2

�2
�20 (t1 � t2)

2

� K2
0�

2
0

�
y2

(0;5�0)
4 I (jyj � 1;5m�0)

�
(t1 � t2)

2

=
K2
016 (t1 � t2)

2

�20
y2I (jyj � 1;5m�0)

con t� 2 (t1; t2). Por lo tanto,

EF0

�
 1

�
y

t2

�
�  1

�
y

t1

��2
� K2

016 (t1 � t2)
2

�20
EF0

�
y2I (jyj � 1;5m�0)

�
(52)

� K2
016 (t1 � t2)

2

�20
(1;5m�0)

2 = 36K2
0m

2 (t1 � t2)
2

Luego, juntando (51) y (52), se tiene (49), quedando así probado el lema.
Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema 3.7.

Demostración del teorema 3.7. Por los teoremas 3.5 y 3.6, l��m sn = �0
c:s: y l��mT1;n = �0 c:s:
Además, por (8)

nX
i=1

 1

�
y � g (x;T1;n)

sn

�
_g
�
x;T1;n

�
= 0:
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Por el Teorema del Valor Medio,

 1

�
y � g (x;T1;n)

sn

�
�  1

�
y � g (x;�0)

sn

�
=  01

�
y � g (x;��n)

sn

�
_g (x;��n)

sn
(T1;n � �0)

con ��n entre T1;n y �0. Luego,

1

n

nX
i=1

 1

�
u

sn

�
_g
�
x;T1;n

�
=
T1;n � �0

sn

1

n

nX
i=1

 01

�
y � g (x;��n)

sn

�
_g (x;��n) _g

�
x;T1;n

�0
es decir,

1p
n
an =

T1;n � �0
sn

wn

donde

1p
n
an =

1

n

nX
i=1

 1

�
u

sn

�
_g
�
x;T1;n

�
y wn =

1

n

nX
i=1

 01

�
y � g (x;��n)

sn

�
_g (x;��n) _g

�
x;T1;n

�0
luego,

an w
�1
n sn =

p
n (T1;n � �0)

y
l��m��n = �0 c:s:

por el lema 4.2 Yohai (1987),

l��mwn = EH0

�
 01

�
u

�0

�
_g (x;�0) _g (x;�0)

0
�
c:s:

EH0

�
 01

�
u

�0

�
_g (x;�0) _g (x;�0)

0
�
= EF0 

0
1

�
u

�0

�
EG0

�
_g (x;�0) _g (x;�0)

0�
= EF0 

0
1

�
u

�0

�
V = [B( 1; F0)]

1=2 V
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Luego, l��mwn = [B( 1; F0)]
1=2 V c:s:

Por otro lado, como EH

�
 1

�
u

�0

�
_g (x;�0)

�
= 0 entonces

VarH0

�
 1

�
u

�0

�
_g (x;�0)

�
= EH0

�
 21

�
u

�0

�
_g (x;�0) _g (x;�0)

0
�

= EF0 
2
1

�
u

�0

�
EG0

�
_g (x;�0) _g (x;�0)

0�
= EF0 

2
1

�
u

�0

�
V = A( 1; F0)V

Finalmente, por el lema de Slutsky

p
n (Tn � �0) = an w�1

n sn
d! N

�
0; �20

A( 1; F0)

B( 1; F0)
V �1

�

Para probar el teorema 3.8 es necesario un lema previo.

Lema 5.3 Supongamos T0(H) es continua en H0 y T0(H0) = �0, donde H0

está dada por (14). Supongamos también que �0 es una función-� acotada y
F0 satisface (B). Entonces s(H), de�nida por

EH

�
�0

�
y � g(x;T0(H))

s(H)

��
= b (53)

es continua en H0.

Demostración. Queremos ver que dado " > 0, 9� > 0 tal que

�p+1(H;H0) < � ) js(H)� s(H0)j < "

Sea " > 0 dado y sea �0 = s(H0), es decir

EH0

�
�0

�
y � g(x;T0(H0))

�0

��
= b:

Como �0 es creciente, T0(H0) continua y como

y � g(x;T0(H0))

�0 � "
>
y � g(x;T0(H0))

�0
>
y � g(x;T0(H0))

�0 + "
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se tiene

EH0

�
�0

�
y � g(x;T0(H0))

�0 + "

��
< b

y

EH0

�
�0

�
y � g(x;T0(H0))

�0 � "

��
> b

De�nimos

q1 (y;x;
) = sup

�
�0

�
y � g(x;�)
�0 + "

�
: k� � �0k � 


�

q2 (y;x;
) = ��nf

�
�0

�
y � g(x;�)
�0 � "

�
: k� � �0k � 


�
Entonces, por el Teorema de la Convergencia Dominada, 9
0 > 0 y � > 0 tal
que

EH0q1 (y;x;
0) � b� �

EH0q2 (y;x;
0) � b+ �

Como las funciones qi son uniformemente continuas y acotadas, podemos
hallar �1 tal que �p+1(H;H0) < �1 implique

EHq1 (y;x;
0) � b� �

2

EHq2 (y;x;
0) � b+
�

2

Sea �2 tal que �p+1(H;H0) < �2 ) kT0(H)� �0k < 
0. Tomemos � =
m��n (�1; �2), entonces si �p+1(H;H0) < � se tiene

EH

�
�0

�
y � g(x;T0(H))

�0 + "

��
� b� �

2

y

EH

�
�0

�
y � g(x;T0(H))

�0 � "

��
� b+

�

2

y por lo tanto �0 � " � s(H) � �0 + ".
Demostración del teorema 3.8. Sea B" = f� 2 � : k� � �0k � "g. Como
� es compacto, B" también lo es.
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Queremos ver que dado " > 0, 9� > 0 tal que

�p+1(H;H0) < � ) kT1(H)�T1(H0)k < ":

T1(H) es el que minimiza EH

�
�1

�
y � g(x;�)

s(H)

��
y por el lema 3.2 de Yohai

(1987), T1(H0) = �0. Es decir que debemos probar kT1(H)� �0k < ":
Si logramos probar que 8" > 0, 9�1 > �0, � > 0 y � > 0 tales que

�p+1(H;H0) < � implique

��nf
�2B"

EH

�
�1

�
y � g(x;�)

�1

��
� EF0�1

�
u

�0

�
+ � (54)

y

EH

�
�1

�
y � g(x;T0 (H) )

s(H)

��
� EF0�1

�
u

�0

�
+
�

2
(55)

entonces por (9)

EH

�
�1

�
y � g(x;T1 (H) )

s(H)

��
� EH

�
�1

�
y � g(x;T0 (H) )

s(H)

��
y por (54) y (55)

��nf
�2B"

EH

�
�1

�
y � g(x;�)

�1

��
� EH

�
�1

�
y � g(x;T0 (H) )

s(H)

��
+
�

2

> EH

�
�1

�
y � g(x;T1 (H) )

s(H)

��
entonces T1(H) =2 B" y por lo tanto kT1(H)� �0k < ".
Sólo resta probar (54) y (55).
Por ser B" compacto, existe un cubrimiento �nito por compactos fCigri=1

tales que

��nf
�2Ci

�1

�
y � g(x;�)

�1

�
!
�!�0

�1

�
u

�1

�
además, por ser � acotada������nf�2Ci

�1

�
y � g(x;�)

�1

����� � 1 8�:
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Luego, por el Teorema de la Convergencia Dominada

EH0

�
��nf
�2Ci

�1

�
y � g(x;�)

�1

��
!
�!�0

EF0�1

�
u

�1

�

Por el lema 5.1, �1

�
y � g(x;�)

�1

�
tiene único mínimo en � = �0 y por lo

tanto

EH0

�
��nf
�2Ci

�1

�
y � g(x;�)

�1

��
> EF0�1

�
u

�1

�
8�:

Entonces elegimos �1 > �0 tal que����EF0 ��1� u

�1

�
� �1

�
u

�0

������ < 
1
2

entonces

EH0

�
��nf
�2Ci

�1

�
y � g(x;�)

�1

��
� EF0�1

�
u

�0

�
+ 


con 
 =

1
2
:

Sean qi (y;x) = ��nf
�2Ci

�1

�
y � g(x;�)

�1

�
para i = 1; :::; r. Como las qi son

uniformemente continuas y acotadas, 9�0 > 0 y � > 0 tales que 8i

�p+1(H;H0) < �0 ) EHqi (y;x) � EF0�1

�
u

�0

�
+ �

) EH ��nf
i=1;:::;r

qi (y;x) � EF0�1

�
u

�0

�
+ �

) EH ��nf
B"
�1

�
y � g(x;�)

�1

�
� EF0�1

�
u

�0

�
+ �

que es (54). Ahora se probará (55).
Como

�1

�
y � g(x;�)

�

�
!
�!�0

�1

�u
�

�
y �����1�y � g(x;�)

�

����� � 1
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entonces, por el Teorema de la Convergencia Dominada

EH0

�
�1

�
y � g(x;�)

�

��
!
�!�0

EF0�1

�u
�

�
:

Por lo tanto, 9'1 > 0 tal que k� � �0k � '1 implica����EH0 ��1�y � g(x;�)

�

��
� EF0�1

�u
�

����� < �

8

y 9'2 > 0 tal que k� � �0k � '2 implica����EH0 ��1�y � g(x;�)

�

��
� EH0

�
�1

�
y � g(x;�)

�0

������ < �

8
:

Por lo tanto, 9'1 > 0; '2 > 0 tales que

EH0

 
sup

k���0k�'1; k���0k�'2
�1

�
y � g(x;�)

�

�!
� EF0�1

�
u

�0

�
+
�

4
:

Sea ' = m��n ('1; '2) y sea

q (y;x) = sup
k���0k�'; k���0k�'

�1

�
y � g(x;�)

�

�
:

Como q (y;x) es uniformemente continua y acotada, 9�1 > 0 tal que�p+1(H;H0) <
�1 implica

EHq (y;x) � EF0�1

�
u

�0

�
+
�

2
:

Además, T0(H0) = �0, T0 es continua en H0 y por el lema 5.3, s(H) es
continua en H0. Entonces 9�2 > 0 tal que

�p+1(H;H0) < �2 ) jT0(H)�T0(H0)j � ' y js(H)� s(H0)j � ':

Entonces tomando � = m��n (�0; �1; �2) se tiene (55), quedando así probado el
teorema.

Demostración del teorema 3.9. Dado " < m��n
�
"�n;+(g;T0; �);

1� 2cn
2� 2cn

�
;

queremos ver que

8�m con m
n
< " se tenga g(x;T1(�

m)) <1:
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Sea
"+(g;T0) = ��nf

i
"+(xi; g;T0) =

m

n

entonces
8i = 1; :::; n "+(xi; g;T0) �

m

n

es decir que
9i0; sup

�m
g(xi0 ;T0(�

m)) =1;

Luego, existe una sucesión �N = T0 (�mN) tal que g(xi0 ;�N) !
N!1

1
Por (22), 9M > n

2
tal que 8A;9B tal que

m��n
�2UB

# fi : g(xi;�) > Ag
n

� M

n
= 1� cn >

1

2

con UB = f� :g(xi0 ;�) > Bg :
Sea A su�cientemente grande y k0 tal que

��nf
�:g(x;�)>A

�1

�
ri (�)

k0

�
= a

Para ese A; existe B tal que

m��n
�2UB

# fi : g(xi;�) > Ag
n

� 1� cn

es decir
# fi : g(xi;�) > Ag

n
� 1� cn 8� 2UB

Luego,

��nf
� : g(x;�) > A

Sn � k0

1

n

nX
i=1

�1

�
ri(�)

Sn

�
� M

n
:a = (1� cn ) :a >

a

2

Además,

1

n

nX
i=1

�1

�
ri(T0)

Sn

�
� 1

n

nX
i=1

�0

�
ri(T0)

Sn

�
= b =

a

2
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y resulta

��nf
� : g(x;�) > A

Sn � k0

1

n

nX
i=1

�1

�
ri(� (�

m))

Sn

�
>
1

n

nX
i=1

�1

�
ri(T0 (�

m))

Sn

�

Por lo tanto, por (9), g (x;T1 (�
m)) � A 8�m, con lo cual m puntos no

podrían causar la ruptura superior.
Sólo resta probar que 9k0 tal que Sn � k0:
Como

" < "�n;+(g;T0; �) y
m

n
> "

existe un k1 tal que

g(x;T0(�
m)) � k1, 8�m 2 Dm

Sea k2 tal que
sup

i=1;:::;n
ri(T0(�

m)) � k2

Como
" <

1� 2cn
2� 2cn

< 1=2;

existe 
 > 0 tal que "a+ 
 < b
Sea � tal que �0(�) = 
 y k0 = k2=�:
Entonces

1

n

nX
i=1

�0

�
ri(T0(�

m))

k0

�
� n�m

n
�0

�
k2
k0

�
+
m

n
a

=
n�m

n

 +

m

n
a < "a+ 
 < b

y por lo tanto, Sn � k0 como se quería probar.
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6. Demostraciones correspondientes a la Sec-
ción 3.3.

Para demostrar el teorema 3.10 se necesitan los siguientes lemas.

Lema 6.1 Supongamos que F0 satisface (B) y que G0 satisface (C). Sea s (�)
de�nido por

EH0

�
�

�
y � g (x;�)

s (�)

��
= b (56)

Entonces s (�) tiene único mínimo en � = �0:

Demostración. Sea � 6= �0

b = EF0

�
�

�
u

s (�0)

��
< EH0

�
�

�
y � g (x;�)
s (�0)

��
por lo tanto,

EH0

�
�

�
y � g (x;�)
s (�0)

��
> b = EH0

�
�

�
y � g (x;�)

s (�)

��
entonces por ser � una función-�, se tiene s (�0) < s (�) :

Lema 6.2 Sea H0 una distribución sobre Rp+1 que satisface (14) donde F0
satisface (B) y G0 satisface (C). Supongamos que �2 satisface (F) y (G).
De�nimos

� 2 (�) = s2 (�)EH0�2

�
y � g (x;�)

s (�)

�
(57)

donde s (�) está de�nida por (56) usando como � la función �1, entonces
� (�) tiene un único mínimo en � = �0:

Demostración. Por el lema 5.1, se tiene

� 2 (�) > s2 (�)EH0�2

�
y

s (�)

�
para todo � 6= �0

entonces por el lema 6.1 para probar este lema es su�ciente con probar que

h (s) = s2EF0�2

�y
s

�
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es no decreciente en s. Como (F) y (G) implican que

h0 (s) = sEF0

n
2�2

�y
s

�
�  2

�y
s

� y
s

o
� 0

entonces h (s) es no decreciente y h (s (�)) tiene único mínimo en � = �0. Por
lo tanto,

� 2 (�) > s2 (�)EH0�2

�
y

s (�)

�
> s2 (�0)EH0�2

�
y

s (�0)

�
= � 2 (�0)

) � 2 (�) > � 2 (�0) 8� 6= �0
quedando así probado el lema.

Lema 6.3 Supongamos que F0 satisface (B) y G0 satisface (C). Entonces

l��m
n!1

sup
�
jsn (r (�))� s (�)j = 0 c:s: (58)

l��m
n!1

sup
�
j�n (r (�))� � (�)j = 0 c:s: (59)

donde s (�) y � (�) están de�nidos por (56) y (57), respectivamente, con
� = �1:

Demostración. s (�) es continua y positiva. Sea h1 = ��nf
�
s (�) y h2 =

sup
�
s (�). Entonces h1 > 0 y h2 <1.
Por el lema 4.4 de Yohai (1987) se tiene para j = 1; 2

l��m
n!1

sup
�

s2[h1=2;2h2]

����� 1n
nX
i=1

�j

�
ri (�)

s

�
� EH0�j

�
u (�)

s

������ = 0 c:s: (60)

Primero veremos que (60) con j = 1 implica (58).
Sea 0 � " � h1

2
y sean

g1 (�) = EH0�1

�
u (�)

s (�) + "

�
y g2 (�) = EH0�1

�
u (�)

s (�)� "

�
Claramente, g1 (�) < b y g2 (�) > b y, además, son continuas. Entonces


1 = sup
�2�

g1 (�) < b y 
2 = ��nf
�2�

g2 (�) > b
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Sea � = m��n (b� 
1; 
2 � b). Por (60), 9n0 tal que 8n � n0

sup
�

s2[h1=2;2h2]

����� 1n
nX
i=1

�1

�
ri (�)

s

�
� EH0�1

�
u (�)

s

������ � �

2

Luego, 8n � n0 se tiene

��nf
�

1

n

nX
i=1

�1

�
ri (�)

s (�)� "

�
� ��nf

�
EH0�1

�
u (�)

s (�)� "

�
+
�

2

� b+ � � �

2
= b+

�

2

Análogamente,

sup
�

1

n

nX
i=1

�1

�
ri (�)

s (�) + "

�
� b� �

2

entonces
sup
�
jsn (r (�))� s (�)j � "

Finalmente, (59) se sigue de (58) y (60).
Demostración del teorema 3.10. Por el lema 6.3, la continuidad de � (�)
y T0;n ! �0 c:s: se tiene que

�n (r (T0;n))! � (�0) c:s:

Si probamos que 8" > 0

l��m sup
n!1

��nf
k���0k�"

�n (r (�)) > � (�0) (61)

entonces por (19), kT1;n��0k < " lo cual mostraría la consistencia de T1;n.
Finalmente, por el lema 6.2 y la continuidad de � (�)

��nf
k���0k�"

� (�) > � (�0)

y por el lema 6.3 se tiene (61).

Observación 6.1 Si el espacio de parámetros � no es compacto, pero la
función g cumple la condición (18), se trabaja con la compacti�cación de
Stone-µCech.
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Demostración del teorema 3.11. Por la de�nición de Tn y el Teorema
del Valor Medio, se tiene

1

n

nX
i=1

�
Wn 1

�
ri (�)

sn

�
+  2

�
ri (�)

sn

��
_g (xi;�)� Vn (�

�
n)
(Tn��0)

sn
= 0

con k��n � �0k � kTn � �0k y

Vn (�) =
1

n

nX
i=1

�
Wn 

0
1

�
ri (�)

sn

�
+  02

�
ri (�)

sn

��
_g (xi;�) _g (xi;�)

0

Luego,

p
n (Tn � �0) = snV

�1
n (��n)

1p
n

nX
i=1

�
Wn 1

�
ri (�)

sn

�
+  2

�
ri (�)

sn

��
_g (xi;�)

por el lema 4.2 de Yohai (1987) y el lema 6.3

Wn ! W0 c:s: y Vn (�
�
n)! V0 c:s:

siendo V0 = B ( 0; F0)
1=2 V .

Además por el lema 5.1 Yohai (1987) y el lema 6.3

1p
n

nX
i=1

 j

�
ri (�0)

sn

�
es asintóticamente equivalente a

1p
n

nX
i=1

 j

�
ri (�0)

�0

�
para j = 1; 2

Luego, por el Teorema Central del Límite y el lema de Slutsky

p
n (Tn � �0)!d N

�
0;�20

A ( 0; F0)

B ( 0; F0)
V �1

�

Para la demostración del teorema 3.12 es necesario el siguiente lema.
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Lema 6.4 Sea Zn = fz1; :::; zng una muestra de tamaño n y sea cn dado por
(22). Consideremos las mismas suposiciones que en el teorema 3.12. Entonces

dado " <
1� 2cn
2� 2cn

y k2 > 0;9k1 tal que
m

n
� " implica

��nf
�:jg(x;�)j�k1

�n (r (�)) � k2

8 Wm, #(Wm \ Zn) = m

Demostración. Como cn < 0;5 entonces
M

n
> 0;5: Recordemos que

M = m��n
i0
m��n
A
m�ax
B

m��n
�2U(B;i0)

# fi : g (xi; �) > Ag

siendo U(B; i0) = f� : g (xi0 ; �) > Bg :
Luego,

m

n
< " implica que "1 =

n�m

n
(1� cn) > 0;5:

Por el lema 3.2 (ii) de Yohai y Zamar (1988), dado k2 y "1 > 0;5, existe
k tal que

# fi : juij > kg
n

� "1 implica �n (r (u)) � k2 (62)

para cualquier muestra u =(u1; :::; un). Sea A = m�ax
i=1;:::;n

jyij+ k:

Entonces, para ese A y 8i0; 9Bi0 tal que

# fi : g (xi; �) > Ag
n

� 1� cn > 0;5

8� 2 U(Bi0 ; i0):
Sea k1 =��nf

i0
Bi0. Supongamos, entonces,

m

n
< " y � : g (xi; �) > k1:

Sean C = fi : wi = zig y D = fi 2 C : g (xi; �) > Ag :
Para i 2 D se tiene

jyi � g (xi; �)j � jm�ax jyij � Aj � k

por lo tanto, 8i 2 D; jri (�)j � k:
Luego,

# fi 2 C : jri (�)j � kg � #D � (1� cn) (n�m)
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entonces,

# fi : jri (�)j � kg
n

� #D

n
� (1� cn) :

n�m

n
= "1 > 0;5

y por (62) �n (r (�)) � k2 para � : g (xi; �) > k1:
Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema 3.12.

Demostración del teorema 3.12. Dado " < m��n
�
"�n;+ (g;T0;Zn) ;

1� 2cn
2� 2cn

�
;

se quiere ver que 8�m; m
n
< " se tenga g (x;T1 (�

m)) <1:
Como " < "�n;+ (g;T0;Zn) entonces para

m
n
< "; 9 k tal que

g (x;T0 (�
m)) < k8�m 2 Dm

y por lo tanto,
9k1 tal que sup

i=1;::;n
ri (T0 (�

m)) � k1

entonces,
# fi : jri (T0 (�m))j � k1g

n
� 1� "; 8" < 0;5:

Por el lema 3.2 (i) de Yohai y Zamar (1988), 9k2 tal que �n (r (T0 (�m))) �
k2 y por el lema 6.4 existe K; mn � " implica

��nf
�:jg(x;�)j�K

�n (r(�)) � 2k2 > �n (r (T0 (�
m))) � �n (r (T1 (�

m)))

con lo cual se tiene que g (x;T1 (�
m)) < K: Por lo tanto,m puntos no pueden

causar la ruptura superior y

"�n;+ (g;T1;Zn) � m��n
�
"�n;+ (g;T0;Zn) ;

1� 2cn
2� 2cn

�
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7. Simulación

Se ha simulado el modelo de crecimiento exponencial

yi = � exp (�xi) + ei

considerando xi � U (0; 1), i = 1; :::; 20; � = 5; � = 2; � = 1 y errores
ei � N (0; �2) :
Cada simulación consitió en 200 conjuntos de datos como los mencionados

a cada uno de los cuales se lo contaminó con un 10% de datos atípicos de la
forma:

y0 = � exp (�x0)K

donde a x0 se le dio valores entre 0;5 y 2 y la constante K varió entre 0;1 y
4:
Para cada simulación se calcularon el MM-estimador y el � -estimador

para (�; �) tomando como función-�, � (r=c) siendo � la función bicuadráti-

ca: � (r) = m��n
n
1; 1� (1� r2)

3
o
y eligiendo c de manera de obtener una

e�ciencia normal de 0.85. Como estimador inicial elegimos el S-estimador
con igual función-�.
Como medida del comportamiento de cada estimador se utilizó el error

medio cuadrático (EMC). Dado que bajo distribuciones contaminadas, los
estimadores robustos suelen tener distribuciones con colas pesadas, se usó
además un EMC �podado�obtenido omitiendo el 10% superior de los errores
cuadráticos.
En las tablas 1 y 2 se muestran algunos de los errores cuadráticos podados

para x0 = 1;09, que es el valor de x0 donde se obtuvieron los EMC más
altos. Las tablas 1 y 2 corresponden respectivamente al MM -estimador y
al ��estimador. En ambas tablas, la primera columna contiene el valor de
la constante K, en la segunda está el EMC podado para el parámetro �
y en la última columna el correspondiente para �: Para el MM-estimador
observamos que el valor máximo se obtiene para K = 1;09 y para el � -
estimador el máximo se encuentra en K = 1;105.
En las �guras 1 y 2 se han gra�cado los EMC podados para los distintos

valores de K, para el x0 = 1;09. Las �guras 1 y 2 corresponden respectiva-
mente a � y �. Podemos observar que ambos estimadores se comportan de
manera similar, aunque el MM-estimador da errores levemente inferiores a
los del � -estimador.
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K � �
0,7 0,050332 0,0033321
1 0,033137 0,0011764
1,08 0,16421 0,016192
1,09 0,1802 0,01812
1,1 0,16713 0,017025
1,15 0,11812 0,011771
1,2 0,061575 0,0038851
1,5 0,051611 0,003331

Tabla 1: EMC podados correspondientes al
MM-estimador, para x0 = 1;09.

K � �
0,5 0,065867 0,004121
1 0,034564 0,0011971
1,08 0,17936 0,01745
1,105 0,19969 0,020168
1,12 0,17398 0,017446
1,15 0,14004 0,013862
1,2 0,087361 0,0054806
1,7 0,067418 0,0042487

Tabla 2: EMC podados correspondientes al
� -estimador, para x0 = 1;09.
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Figura 1: EMC podados vs K, para el parámetro �.
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Figura 2: EMC podados vs K, para el parámetro �.
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