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H E S U  M É

La nouvelle mécanique atomique. —  La m écaniq ue atomique vient de prendre  un  n o n -  

vean chemin , grace aux travaux de Heisenberg, B o rn ,  Jordan et Dirac  des l ’année 1925. Les 

Iravaux postérieurement publiés de ces mémes physiciens et autres, ont fait notoire la richesse 

de la veine ct la richesse du mineral.

IVous tachons ici de donner aux jeu n e s  phvsiciens de notre  pays une information tel su r les 

nouvelles métliodes qui Ieur perm et su ivre  de prés revolution.  Elle  a été écrite suivant un c r i -  

tórium d ’adaptation á l 'am biant;  c ’est pour ce m oti f  que la précéde une premiére  partie, dans 

laquelle , de une maniere  tres résumée, sons exposées les méthodes employes dans la m écaniq ue 

atomique entre !’apparit ion de la théorie de Bohr et celle  de la nouvelle  mécanique.



LA NliKVA MECÁNICA ATÓMICA

VDVKHTENCIA

La mecánica atómica acaba de tomar un nueAo rumbo merced a los 
trabajos de Heisenberg, Born, Jordan y Dirac del 1926. Las publicaciones 
posteriores, debidas a esos mismos físicos > a otros, han hecho notoria la 
riqueza de la veta y Ia pureza del mineral.

Intenlamos aquí brindar a los jóvenes físicos de nuestro país una in­
formación tal sobre los nuevos métodos que les permita seguir de cerca 
Ia evolución. Está escrita con un criterio de adecuación al ambiente; por 
esa razón es que figura una primera parte en la que, muy resumidos, 
están contenidos los métodos empleados en Ia mecánica atómica entre 
Ia aparición de Ia teoría de Bohr y la de la nueva mecánica.

PRIMERA PVR TE 

Métodos de Ia anterior mecánica'atómica

i. La suposición de B ohr . La hipótesis adiabática de Ehrenfest. —  Li» 
suposición de Rutherford relativa a la estructura del átomo debe hacer 
frente, como es sabido, a diversas dificultades. Los electrones deben su 
ponerse en movimiento al rededor del núcleo, ya que un sistema dr 
cargas eléctricas no se encuentra jamás en equilibrio. Pero si esto es así. 
de acuerdo con las leyes comunes del electromagnetismo, los electrones 
deberían emitir ondas, hasta caer en el núcleo. Es esta la primera difi­
cultad.

Si, además, valiesen en el dominio del átomo las le^es de Ia mecánica 
ordinaria, debido a los choques, que se elevan a muchos millones por
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seguíalo a Ia temperatura ambiente, el sistema tendría, después de bre\e 
tiempo, una estructura completamente diferente. La experiencia enseña, 
eji cambio, que las moléculas tienen calidades invariables, lo que debe 
atribuirse a cierta invariancia de su estructura.

Lo que precede hizo notorio que era menester proveerse de un princi 
pió ele estabilidad, el cual no podía darlo la mecánica ordinaria. Bohr 
sentó ese principio, recurriendo a la teoría de los «quanta». El admile 
Ia existencia de, estados estacionarios, en los cuales puede, perdurar el 
átomo sin emitir energía; a esos estados les corresponden, pues, ener­
gías invariables VV1, YV ,, W :i, ..., etc., respectivamente. Está claro que 
esos estados provienen de la existencia de órbitas estacionarias de los 
olee tro nos.

Bohr supone, además, que si el átomo pasa de un estado estacionario
i le energía W , a otro de energía W 2 absorbí* o emite, según que sea 
W 1 <̂> W i, Ia energía radiante de frecuencia v delinida por la relación

Iin los cálculos se supone, además, que la mecánica ordinaria es apli 
rabie a los estados estacionarios de los sistemas atómicos, pero se prescin­
de, de acuerdo con la suposición fundamental, de la radiación.

La cuestión es ahora definir esos estados estacionarios, vale decir, cual 
<*s la magnitud a cuantilicar. Está claro que las magnitudes cuantiíicables 
deben ser tales que sean unívocamente definibles e independientes de las 
coordenadas, don esas condiciones difícil sería determinarlas. Quedan 
definidas por la llamada hipótesis adiabática de Ehrenfest. Este supone 
que las leyes de Ia mecánica son aplicables no solo a los estados estacio 
•narios, sino también cuando el sistema atómico está sometido a una fuerza 
exterior que varía con infinita lentitud. La experiencia enseña, en efecto, 
que los saltos cuantistas se producen por la acción de ondas o de cho 
ques moleculares, vale decir, por obra de fuerzas que varían muy rápi 
<laincnte v no si actúan campos magnéticos o eléctricos que varían len­
camente. Este postulado de Ehrenfest limita, hasta permitir su definición, 
a las magnitudes cuantiíicables, pues solo es posible elegir entre aquellas 
<jue quedan invariadas para cambios infinitamente lentos.

Digamos aquí, todavía, lo que hará notorio las deducciones que si 
guen, que las magnitudes cuantiíicables son los

si q¿ son las coordenadas y p¡ los impulsos generalizados, extendidos so 
b re una libración de las q ¡.
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o, escribiendo

Si se escribe

( ‘ i Voasc*, por e je m p lo ,  el conocid o Colleio <lo B o h r .

La teoría de Bohr requiere aun, para no estar en contradicción con 
algunos hechos notorios, de otro principio : el llamado principio de c o ­
rrespondencia (*)•

El principio y las ecuaciones de Hamilton. —  Sean <¡x, t¡.2, las
coordenadas generalizadas, que definen la posición del sistema, cuyo nú 
mero de grados de libertad sea k . Si se representan con I y T, respecti 
\ámente, la energía potencial v cinética, se tiene

\

>ale decir, que la energía potencial es función exclusiva de las coordena 
das, lo que es evidente, y la energía cinética función homogénea cuadra

lica de las q. Las Q ¡j son, por otra parte, funciones de las q solamente. 
\ o  es difícil probar que el

extendido sobre la parte de la « trayectoria » comprendida entre Ia posi 
ción que ocupaba el sistema en el instante Z1 y la que ocupa en el ins­
tante /.2 se distingue de los que se obtienen sobre caminos «variados» 
entre las mismas posiciones, por la propiedad de ser un valor extremo, 
es decir que

magnitudes que se denominan impulsos tgeneralizados, y se introduce en. 
Ia (5 ) la función de Hamilton
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sr obtiene, sin mayores  dificultades,  que

ecuaciones que se denominan canónicas. El espacio cuyas coordenadas 
son las qp juega, como es sabido, un papel importante en la mecánica 
estadística. Suficiente es recordar el teorema de Liouvillc.

Veamos cual es la significación de l̂pq en un sistema puramente me­
cánico. Es

de acuerdo con el teorema de Euler relativo a funciones homogéneas. 
\sí resulta, para la función de Hamilton.

vale decir, que esa función representa, en el caso supuesto, la energía 
total.

Transformaciones canónicas. —  Toda transformación mediante la 
cual, se introducen en lugar de p y q nuevas variables Q y P 1 tales que

donde es cierta función de P y Q, se llama canónica. ( Por comodidad 
se suprimirán, en lo sucesivo, los subíndices de P y Q).

El principio de Hamilton se escribe, introduciendo H.

Tod a transformación será canónica si es

Para que las (tI) y (H) se satisfagan a la vez es necesario que los inte­
grando* difieran en un diferencial total exacto, es decir que



a) La (4 ) puede satisfacerse de esle modo, por ejemplo : Sea Y Iun 
ción de q , () \ I solamente. En tal caso es

\ por comparación de los coeficientes de r(‘sulla :

b) También puede satisfacerse la ( f\) escribiendo

La transformación será canónica si

de Ia que se obtiene, análogamente al caso anterior,

Por la segunda ecuación (•'<>), \ es función de q x P solamente.

f\. Aplicación. — Supongamos que por una transformación canónica 
Ia función de Hamilton resulta independiente de las Q. En tal caso se 
liene

\ las ecuaciones canónicas se integran enseguida. Es

de donde 

de donde
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Las u\ son, como es notorio,  luncion fie Ins a, v esIfis \ las cons 

Iantes de integración.
Consideremos aliora Ia Iranslormación dada por Ia Iuncion

de donde

do donde

Kslo resultado os aplicable al oscilador lineal. Ku estola energía ciné- 
I ica os

pues

\ Ia energía potencial os 

de modo (pie Ia función de Hamilton os

([lie por Ia transtormación ( \ ) so convierte en

Ixios c so idonlilica con \am.
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11, depende, pues,  so lamente de las P  \, por consiguiente ,  de acuerdo 

‘.on las (•>) y (.‘t)

Escsla la ecuación .diferencial que debe satisfacer S. Integrándola se 
obtiene Ia I unción S (pie permite Ja transformación. Está claro que es 
nienestei- darse hi función de las y..

resalla

Debe ser, además,

\, por Io tanto, teniendo presente Ja condición impuesta,

:>. La ecuación diferencial de Hamilton Jaeobi. —  Vcabamos de con 
sideral una transformación particular medianil1 Ia nial Ia función de 
Hamilton era una función exclusiva de las P. Trotemos ahora el proble­
ma de una manera general. Veamos cual es Ia ecuación diferencial epir 
debe satisfacer Ia función \ =  S para que la función de Hamillon sea 
solamente función di» las nuevas variables P. ( luando tal ocurre, siendo

De acuerdo con Ia (7) Ia coordenada en el sistema original es

como dijimos, constantes de integración.
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Supongamos, en especial, que

Kn tal caso se, tiene, ya que de acuerdo con la ( i ) > (.y) es

\. por consiguiente, de acuerdo con la (/4)

Las ecuaciones a2, r/3, etc., que relacionan las a y ¡3 dan Ia trayectoria 
y Ia a , la posición sobre ella en los diversos instantes.

(i. Solución de h( ecuación de Hamilton por el método de la separación 
de las variables. —  Si se emplean coordenadas ortogonales las p apare­
cen solo cuadráticainente, tanto en la mecánica clásica como en la reía
I i vista. Kn la ecuación de Hamilton-Jacobi :

acaecerá Io propio con las

Cuando es posible' descomponer a Ia ecuación ( 1 ) en parles

Iales que si todas ellas son satisfechas, también lo es Ia (‘('nación de Ha- 
mi Iton-J acobi, las variables se dicen separables.

Kn tal caso, puesto que es

CONTtUBUClON Al, ESTUDIO DE LAS CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS



resalla
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7. La acción. —  Se denomina acción al

extendido sobre una libración de las qr, vale decir sobre un período. 
Supongamos, de acuerdo con los números precedentes, que se tiene

Y (pie todas las funciones
in la raíz figurará

q oscilará entre esos dos valores máximo y mínimo. El

integral (1) se extiende entre —  qmxn — qmix, vale decir sobre un pe 
ríodo. Se puede decir que el integral aumenta en Ir durante una libración 
de las q f y . por consiguiente, que

poseen dos raíces reales simples
y, para valores

reales de

aumenta también en I1. durante la libración de las qv. Ir se llama módulo 
de periodicidad de S. Puesto que el integral (1) es definido, las I,, son 
,solamente funciones de las 2 : éstas pueden, a la inversa, considerarse 
funciones de las Ir solamente.

Sobre la aplicación del método de separación de variables, véase : 
Paul Appell, Traite de' meca ñiqueratio nnellc, tercera edición, tomo I, pá­
gina B78, número 3of>; Webster, The Dynamics o f  Partirles, página 60. 
número f\/j; M. Planck. Einfiihrnny in die Allgemcine Mechanil:, segun­
da edición, página t8¿í ; (¡. Birtwistle, /or. cit., página (>o, número \!\.

Sobre la aplicación del método de separación de variables y cálculo dr 
Ia acción I t véase : Sommerfeld, loe. cit., Math. Zusntze9 número <), pá- 
giua fm/J; Birtwistle, página f> *, número l¡6 .

8. Variables acción y ángulo. —  La función S puede considerarse fun­
ción de las q y p, es decir de a y % y por Io oue acabamos de decir dr 
Jas q e I. Es, pues,
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Pero, por la transformación (i ), es

(‘I incremenlo de <>),. en una libración de las n¡ es

PiK1Slo que es

y. Periodicidad de las p en las <o. —  Si las variables son separables 
puede escribirse, como es notorio.

Kecordando que Jii es solo función de las de at solamente, según se 
lijó después, y por consiguiente función exclusiva de Ia I, será

\ , por lo lanío,

que son las variables ángulo de Ia mecánica celesle. 
Las ecuaciones canónicas serán

expresión que delinc una transformación canónica. Iin lugar de las va­
riables p<¡ apa recen las variables I, variables acción, y las
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de suerte que queda

Ks decir que tor aumenta en una unidad en una libración de y,., pero 
no cambia con las libraciones de las <¡ róstanles. Por Io tanto en una Ii 
bración de qr o,. aumenta en una unidad pero las u)¡ restantes 110 varían. 
Oonio (¡r retoma su valor inicial al Iin de Ia libración, está claro que si 
Mr Cambia en una unidad \ las tv róstanles no varían, todas Iasy tienen 
al fin del cambio de <»>,. el mismo valor, de suerte que se puede, decir que 
las y, que. son funciones de I \ <,), son periódicas en cada una de las (.> 
con el período unidad.

D e acuerdo ron el teorema de Fourier será, mies,

•donde es cierto número de enteros \ las (I funciones do las I.
1 t

10. La far icio tt Puesto (pie Saumenta en I, en una
libración de las (/,. > Io propio acontece con no \aría. Como en
■una libración de las y,., aumenta en una unidad \, según acabamos 
de ver, S* no cambia se sigue que (»sta función es periódica en <•> con el 
período unidad.

Por otra parte, puesto (pie

puede escribirse

la transformación canónica de (pie nos ocupamos puede delinirse de osle 
modo

Es, además, como es notorio.

os decir periódica en las oj,. con el período unidad.



1 1 . Otra presentación de Io que precede. La invariancia adiabática de 
las I. Vn ejemplo. —  Lo que precede puede presentarse, lo que desde el 
punto de vista matemático es ventajoso, en la siguiente forma :

Es posible introducir, en lugar de las variables q,. y pr, nuevas varia­
bles mediante la transformación canónica

o mediante la

que satisfagan las siguientes condiciones :
i a Que la posición del sistema sea una función periódica de las o)r con 

el período unidad, es decir que las q se expresan mediante series de 
Fourier :

donde T 1T 2 . . .  t *  son números enteros;
2a Que la ‘función de Hamilton se convierta en una función de la I so~ 

* lamente. De donde resulta, como se vió,

3a Que la función

sea periódica en las to, , con el período unidad, vale decir que

Como ha sido demostrado por Burgers, primeramente, y luego, con 
todo rigor, por Born y llund, con esas condiciones las (or e Ir quedan, en 
esencia, únivocamente determinadas, siempre que entre las t ,. y las v r no 
exista una relación de la forma
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( Iuando una relación semejante existe, (‘I sistema se dice degenerada.
Burgers (1), Laue, Dirac, Born y Jordan han demostrado que las Ir son 

invariantes adiabáticas. Las I,, pueden, pues, emplearse en la definición 
de los estados estacionarios del átomo. Es decir, que puede escribirse, 
introduciendo Ia suposición cuantisla,

donde son números en teros \ h la constante de Planck.
Consideremos un ejemplo. Trátese de un cuerpo rígido, una molécu­

la, quizás, que gira al rededor de un eje. La función de Hamilton, vale 
decir la energía en osle caso, está expresada por

si s es Ia Yelocidad angular. 
Kl impulso es

Y, por Io lanío,

Siendo H íunción de p solamenle, es ¡> =  constante de acuerdo con las 
ecuaciones canónicas.

La posición del sistema está dado por c, de suerte que si escribimos

Ia posición es íunción periódica de o> con el período unidad, como l o  

exige la condición primera.
La (f[) hace notorio que Ia función S que permite pasar de las varia 

bles o Y /) a las o) e I es

pues debe ser

( ' )  . I . \1. B u r g k r s .  P h i l .  M ag., 33, 1O 1V- Horn, Vorlesnnyen über Aiommechanikt p ág i ­

na G'j.
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\, Iam b irn1 |>or olía parte.

La Tunción He Hamilton puede, pues, escribirse

(’on Io que se satisface la condición segunda. 
La tercera también se cumple puesto que es

función que puede considerarse aperiódica ».
Por el principio de Ia invariancia adiabática hay derecho a escribir

con Io que Ia ((S) se Iransforma en

Los « Liivelrs energéticos» correspondientes a los eslados estacionarios 
se obtienen dando a n los valores enteros, i, •*, 3, etc.

Los espectros de bandas de las moléculas se explican con el auxilio de 
Ia (10). Si el nivel energético de la molécula, que supondremos girando

De acuerdo con el principio de selección no pueden producirse otros 
saltos que aquellos en que a varíe en una unidad. Para Ia emisión debe

La frecuencia del movimiento rotatorio de la molécula es, en cambio.
como es notorio.

por consiguiente,ser. p u e s

Ia molécula emite una onda de frecuencia
al- al rededor de un eje, pasa del valor que corresponde al Nalor

CONTRIBUCIÓN AL ESTUDIO DE LAS CIENCIAS FÍS ICAS Y MATEMATICAS
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La nueva mecánica atómica

i-;». Consideraciones generales. —  Kl espíritu acepta, sin mayores vio­
lencias, la suposición cuanlista de la existencia de estados estacionarios, 
vale decir de estados de una estabilidad particular. Ksa hipótesis signifi­
caría una limitación a las leyes generales de Ia mecánica.

Lo que desconcierta en la teoría de Bohr es que las frecuencias de las 
ondas emilidas no.corresponden a las de aquellos movimientos privile­
giados, sino que están dados por la regla

Los ojos de la crítica han estado siempre puestos en ese hecho. Aun 
cuando el éxito de la teoría ha sido, como es notorio, muy grande, la 
verdad es que fue menester agregarle, entre otros, el principio de corres­
pondencia, lo que, en última instancia significaba reconocer que las IVe 
cuencias de los movimientos del sistema desempeñan un papel ( l ) en el 
proceso. Corroboraba esto, en apariencia, el siguiente hecho que tenía 
perplejos a los físicos : La dispersión anormal se explicaba Iacilmente 
con Ia teoría clásica, mientras que ello parecía imposible con Ia de los 
cuanta, vale decir que lodo aparentaba suceder, corno si Ia dispersión 
anormal se produjese sobre las frecuencias de los movimientos reales v 
no sobre las frecuencias dadas por la ( i). No nos detendremos sobre los 
diversos ensayos que a esa cuestión se refiere, de los cuales merecerían 
una especial consideración los de Kramers y Heisenberg.

Los hechos consignados evidenciaban que la mecánica atómica estaba 
aun por descubrir; que la teoría de Bohr era, Ian solo, una aproxima­
ción genial.

V Heisenberg se deben las ideas fundamentales de Ia nueva mecánica, 
que íluyen del siguiente postulado : las leyes de la naturaleza deben re 
presentar relaciones entre magnitudes que en principio sean accesibles a la 
medida. Heisenbcrgsedeja guiar por estos pensamientos : Io que ob­
servamos y lo que debe dar la teoría, por lo tanto, son las frecuencias 
de las ondas emitidas; las posiciones de los eleclrones \ sus Irecuen

En la teoría clásica las frecuencias de las ondas emitidas corresponden al movimiento del 
sistema.

S E H l E  M A T E M Á T I C O - F Í S I C A .  ----- T .  I V  j  ,
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cías no son asequibles a la observación; la mecánica atómica debe, pues, 
operar con aquellas magnitudes y 110 con estas.

13 . Represe/ilación de una coordenada por una matriz. Las operaciones 
elementales con matrices. —  Limitémosnos a la consideración de procesos 
a los cuales corresponde en la mecánica clásica un ^rado de libertad. La 
coordenada c¡ se representa por

En la mecánica clásica se supone que todos los procesos emisión, ab 
sorción, dispersión, etc., dependen de las oscilaciones elementales con 
tenidas en el segundo miembro de la (1). Las qr son imaginarias y al 
cambiar r en — r deben trocarse en la conjugada, que indicaremos con 
q*, pues solamente en tal caso q (I) puede ser real. Es decir que

Pero las magnitudes accesibles a la medida son las frecuencias de las 
ondas que emite el sistema, las cuales, según la suposición cuantista, 
están dadas por la expresión

A cada una de esas ondas corresponde una amplitud y una fase, mag­
nitudes que podemos contener en la expresión q (nm) supuesta imagina 
r̂ia. La onda correspondiente al salto n-+ m se expresará, pues, por

En la nueva mecánica en lugar de la (1) se tendría, como expresiói 
formalmente análoga a Ia coordenada q de la mecánica clásica, a la sum

de todas las expresiones que representan las ondas, que son las conteni­
das en el siguiente esquema cuadrático :

La coordenada q es, pues, el conjunto de las magnitudes contenidas 
en el.

CONTRIBUCIÓN AL ESTUDIO DE LAS CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS



Puesto que, cle acuerdo con la (o), es

para que q sea real debe ser

Es,  por olra parliv

donde es Ia amplitud \ s- Ia magnitud que caracteriza la fase.

La (7) significa que

La coordenada q, es decir el conjunto de los valores (5 ), Ia represen 
taremos por

Cabe ahora preguntar con que criterio se formularán las leyes de esta 
nueva mecánica. La respuesta es simple : con el designio de que sean tan 
semejantes como sea posible a las de la mecánica clásica, a la que seatri 
huye un contenido esencial. Para ello es menester definir las operaciones 
elementales con la coordenada q, vale decir con las matrices; en partícu 
lar la multiplicación. Está claro que esta operación debe definirse de tal 
modo que no aparezcan nuevas frecuencias. Tal ocurre con la multipli 
cación de las q en la mecánica clásica. Por ejemplo, si se trata de un os 
cilador lineal en la expresión de su energía potencial aparece el cuadrado 

de la coordenada y si, como vimos, es

se tiene 

si se escri be

El cuadrado de una serie de Fourier (o el producto de dos series) da, 
pues, una serie de la misma frecuencia fundamental.

En la nueva mecánica se define, por analogía, el cuadrado de q dr 
manera que no aparezcan nuevas frecuencias; Io que es, como es evi 
dente, esencial. Heisenberg estableció las fórmulas que definían los pro 
ductos de tales « coordenadas » pero fue Born quien descubrió que la l lave  

de esas fórmulas estaba en la regla de multiplicación de matrices.
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So llama, como ya \irnos, matriz a un conjunto de magniludes que 
dependen do dos índicos v que oslan dispuestas en filas v columnas, !or­
inando un esquema cuadrático, tal como

La ¡.(¡unidad de dos malriccs es una igualdad término a término. Oue

significa que

Que una matriz C es la suma de dos matrices a Y b significa que sus 
■elementos son iguales a la suma de los elementos homólogos de éstos. 
Es decir, que si se escribí'

es

Una matriz c es el producto de otras dos matrices a y b cuando sus 
érrninos están dados por las expresiones

de suerte que

\eamos ahora que por multiplicación de las q no aparecen nuevas 
frecuencias. Consideremos, para ello, las matrices

Y
Su producto es

pero, puesto que es
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resulta

Si lodos los AVrr Iuesen iguales, Io que constituye un caso particular, 
ese producto sería conmutativo.

Se denomina matriz inversa de una matriz a a otra matriz, que se re­
presenta por a \ Ial que

de suerte que entre esos producios existe Ia diferencia

(‘ii que lodos los elementos menos los de igual índice srm nulos. Se le 
denomina matriz diagonal.

Comprobemos, en un caso particular, que el producto de matrices no 
es conmutativo. Multipliquemoslamalriz diagonal W (nm) por la matriz 
q (nm).  Se tiene

Si s(' multiplica una matriz j W (nm) ¡ por Ja matriz unidad se obtiene
L l l l D  111  ¿I I'I ’ I 7

Se denomina matriz unidad a una matriz en Ia que salvo los elemen­
tos de la diagonal, que son iguales a la unidad, lodos los demás son 
nulos. Se la representa por

siendo

expresión que hace notorio que no aparece ninguna frecuencia nueva.
La multiplicación de matrices no es, en general, conmutativa. La po­

tencia /• de una matriz a se obtiene' por multiplicaciones sucesivas; es 
evidente que las matrices a' y as son conmutables, es decir que
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Si CS

una matriz limitada, esto es, tal que tanto n como ni son mayores que 
cero y menores que cierto número IN, los elementos de la matriz inversa
s i n n

donde Anm es el determinante menor de a (nm) y | a | el determinante for 
mado con las a(nm).  Ese resultado se aplica también a matrices infini­
tas si I a I es limitado.

La matriz inversa de una matriz diagonal W (nm) =  j W  (nm) j es tam­
bién una matriz diagonal W -1 cuyos elementos son los inversos de los de 
la W, vale decir que

Si una matriz, por ejemplo la

es función del tiempo, su derivada es Ia matriz

vale decir que la derivación se realiza término a término.
Si en la (28) hacemos a W nn igual a la energía W n del sistema en el 

estado estacionario n y a W mm igual a Ia energía W m del estado estacio­
nario W m se tiene

la cual comparada con la (33) da

Débese ahora definir la derivada de una función de matrices. La defi­
nición de derivada propia a la nueva mecánica es la siguiente : Si es f (x) 
una función de Ia matriz x, su derivada está dada por la expresión



La derivación de nn produelo f,f, de funciones de una matriz x, obe- 
< lí ĉe a Ia regla

<mi virtud de q u e

donde debe respetarse el orden de sucesión de las f, ya que los productos 
de matrices no son, en general, conmutativos.

es, pues, una matriz diagonal. El producto de una matriz por esa matriz 
diagonal en que todos los términos no nulos son iguales, o por su in- 
>ersa, es conmutativo, Io que hace unívoca la definición de derivada, ya 
que el numerador aparece multiplicado por s -1 .

De la definición resulta :

puesto que

donde z os o I produelo do un número por una matriz unidad, vale decir 

<|ue

La matriz
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i/|. Las ecuaciones canónicas. La regla de conmutación de las matrircs 
q y p. La matriz H- —  Se dijo ya que las Joyos do la nueva mecánica se 
establecerían de suerle que Iuesen enteramente semejantes, en cuanto 
(‘Ho fuese posible, a las do la mecánica clásica, Io que significa «trans­
portar la mecánica clásica a las matrices)).

En la nuoAa mecánica debo, pues, escribirse on lugar (Ir* las ecuacio-
nes canónicas las siguientes :

donde q, p y H son ciertas matrices. La significación de las q es cono 
cida ; la p es Ja matriz impulso que corresponde a q y H, función de las 
dos anteriores, es, dentro de la nueva mecánica, la función de Hamilton. 
lluslr(‘nios esto con un ejemplo. Trátese del oscilador lineal. En Ia me­
cánica clásica Ia función do Hamilton os

siendo, por definición,

expresión osla que Huye, como os notorio, de las ecuaciones canónicas. 
" En la nueva mecánica se escribiría

siendo, por las ecuaciones ( i ),

Se ve así como queda definida, en un caso sencillo, la matriz impulso 
p que corresponde a la matriz q.

En lodos los casos se procede de osa manera ; se escribe la función II 
de la mecánica clásica y so hace corresponder en la nueva mecánica Ia 
matriz H que resulta de substituir a <j y p por las matrices q y p.

En el establecimiento de las expresiones que preceden se presenta una 
dificultad que proviene de Ia no conmutabilidad de los productos de ma­
trices. En el caso del oscilador lineal, por ejemplo, H sería, por la fIeli-
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ilición de p, función de pq <> de pq, i » cual tendría sentido si so cono 

riese una re i¡;l a do conm utación del producto pq, En osle punto aparece 

Ia teoría do los cuanta, a Ia luz do.Ia cual si1 supone quo Ia re «da de con­

mutación es

sis que justifica (') el hecho de (pie para números muy grandes de cuan 
las se obtiene Ia condición cuantisla (pie dedujimos para los sistemas 

periódicos a partir del principio adiabático de Ehrenfest. La expresión 
precedente es, pues, la que aparecí* en lugar de Ia que define- los estados 
estacionarios en Ia mecánica anterior. ( Ion ella quedan unívocamente de­
finidas las operaciones con las matrices fundamentales q y p y, por con 
siguiente, también Ia matriz H- Es menester ahora deducir las propieda­
des de ésta, para Io cual es necesario deducir las fórmulas que siguen. Si 
f ( p q ) os una función de las matrices q \ p es

Es esa una mera hipóle-íloiulí* h es la constante de Planck

relaciones que son válidas, de acuerdo con Ia (f>), para f =  q y f =  p 
Es, por lo tanto, suficiente demostrar que si son válidas para f =  F t } 
f =  F, Io son también para F 1 -f- F i v para F1Fi , lo que se logra Iacilmen 
te (2). Si valen, pues, para p q y para pq son válidas para toda función 
f de p y q que resulta de sumas o multiplicaciones de esas matrices, 
como acaece con H.

Puesto que es

resulta de las ((i) y ( r ) que

Io que hace notorio (pie Ia maLriz W —  H es conmutable con las matrices

('  i Ncase l i oHN, Probleme der Alonhlvnamik , pági na (i(i.

(" i \ «“ase Honv P roltlem e <!er A tom<lvnamilx\ página 70.
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q y  p,  y ,  por consiguiente, con toda Iuncion de estas. Será, pues, con 

mutable con H, vale decir que

Es

N

\, puesto que la igualdad (9) lo es elemento a elemento \ de que W es 
una matriz diagonal

y dado que W n4= W se sigue que

Teniendo presente esta expresión se deduce de la (7) que

La matriz H es, pues, una matriz diagonal. 
De la (9) resulta, además, por la (35) que

o

que es la expresión del principio de conservación en Ia nueva mecánica.

15 . El vibrador armónico. Va dijimos que para el oscilador armónico 
debíase escribir

De las ecuaciones canónicas se deduce, eliminando p \ escribiendi
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tío modo quo q (nm) puedo sor diferente de cero solamente cuando

os decir,  si

Jo que signiiiea que los elementos vecinos de la matriz diagonal W (o do 
Ia H) solo pueden diferir en una constante v0, de suerte que debe ser

De la regla de-conmutación (5) resulta, eliminando a p,

Para m =  n teniendo presente que Ar =  /* +  i . de acuerdo con lo que 

precede y que

>

nresult;i

de Ia que  so infiero que

Para Ia amplitud compleja se tiene

donde o„ es una constante arbitraria de fase.
Para valores grandes de n osla expresión se convierte en Ia fórmula do. 

Ia mecánica anterior :

donde es
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Si se calculan los elcmenlos  do Ia matriz H so obtiene :

Ioniondo presento la (¡)). Esta expresión ensena, de acuerdo con la (10) 
del número anterior, que la energía mínima del oscilador os (*).
Esta energía correspondería al cero absoluto.

j (i. Transformaciones canónicas. Método de resolución de los proble­
mas. —  Lasdeducciones del número i'i pueden invertirse. L a le y d e  
conservación de Ia energía es cierta. Como tal se acepta también, de 
acuerdo con la suposición euantisla, la regla de las frecuencias. Eso sen- 
lado, si os H una función analítica dada do dos Nariables cualesquiera P 
\ Q.valen las ecuaciones canónicas

siempre que sea

Está claro que las ecuaciones canónicas seguirán valiendo si en lugar 
de P y Q se introducen nuevas variables p y q tales que satisfagan la (‘i).

" La transformación (.pie conduce do las primeras variables a las segundas 
so llama canónica. Este carácter lo da, por Io que acabamos de decir, la 
condición

La (,>) es satisfecha por Ia transformación general

donde S os una matriz cualesquiera \ S 1 su inversa. En electo se tiene :

i 1 i Véase Ia observación que hace a eslo HrilIouin en el número <) de su memoria.
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Si es ■

Ia (f>) so convierto on

puesto que 1 es una matriz diagonal m \ o s  términos no nulos son igua 
los y Io mismo acaece oon pq —  qp on virtud do la igualdad suplíosla n 
el produelo do una malriz por olra matriz diagonal do osa especie os con 

Iiiutahlo.

lisa transformación licuó Ia propiedad do que vale para cualquier Iun 
eión. Ks decir quo ( 1)

Las transformaciones canónicas Iionon una importancia capital on Ia 
resolución do los problemas de la mecánica alómica, como lo hace noto 
rio Io que sigue. Si so tiene un sistema de vibradores armónicos, Ia so 
Ilición es conocida. Si so indican con los pares de variables es

\ Ia función de ILaniiIlou II1, ( ¡ H j )  CS  una malriz diagonal. Si actúa sobre 
ellos mi campo eléctrico o uno magnético el sistema sufre una pertur­
bación que so hace ostensible en los oléelos Stark o Zemann, respectiva 
mente. Las variables serán, entonces, no p0 y qu sino otras p y q. La solu­
ción del problema so logra buscando una función S tal. que siendo

y

sea

■o, Io que es Io mismo, quo la función de Ilamillon correspondiente

sea una malriz diagonal.

i ' )  La prueba es m uy sencilla . \ óasc, por ejem plo.  H r i i . i .o i  i n , loe. r i t página i'|u.
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No lué nuestro propósito agotar el tema sino, exclusivamente, proveer 
Ia información estrictamente suficiente para cjue los jóvenes físicos pu 
diesen seguir su estudio al arbitrio de la propia curiosidad o capricho. 
Satisfecho ese designio, nos detenemos en el camino, miramos un ins- 
Iante su curso y le vemos perderse en el horizonte.

Vl lector que se resuelva ahondar en estos asuntos, le aconsejamos qur 
antes de lanzarse al estudio de los trabajos originales que se mencionan 
en la bibliografía, estudie, en la memoria informativa de Brillouin, por 
ejemplo, los sistemas perturbados y la deducción de las fórmulas de 
dispersión de Kramers.
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