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RESUME

La nouvelle mécanique atomigue. -— La mécanique atomique vient de prendre un nou-
veau chemin, grace aux travaux de Heisenberg, Born, Jordan et Dirac dés I'année 1925. Les
travaux postérieurement publiés de ces mémes physiciens et autres, ont fait notoire la richesse
de la veine ct la richesse du minéral. '

Nous tachons ici de donner aux jeuncs physiciens de notre pays une information tel sur les
nouvelles méthodes qui leur permet suivre de prés I'evolution. Elle a été écrite suivant un cri-
térium d'adaptation i I'ambiant: c’est pour ce motif que la précéde une premiére partie, dans
laquelle, de une maniére trés résumée, sons exposées les méthodes employés dans la mécanique
atomique entre I'apparition de la théorie de Bohr et celle de la nouvelle mécanique.



LA NUEVA MECANICA ATOMICA

\DVERTENCIA

La mecdnica alomica acaba de tomar un nuevo rumbo merced a lo~
irabajos de Heisenberg, Born, Jordan y Dirac del 1925. Las publicaciones
posteriores, debidas a esos mismos fisicos y a otros, han hecho notoria la
riqueza de la veta y la pureza del mineral.

Intenlanios aqui brindar a los jovenes fisicos (e nucestro pais una in--
formacion tal sobre los nucvos métodos que les permita seguir de cerca
la evolucion. Estd escrita con un criterio de adecuacion al ambiente; por
esa razon es que figura una primera parle en la que, muy resumidos.
estan contenidos los métodos empleados en la mecanica atéinica entre-
la aparicion de la teoria de Bohr v la de la nueva mecanica.

PRIMERA PARTE

Metodos de la anterior mecanica atomica

L. Lu suposicién de Bohr. La hipitesis adiabitica de Ehrenfest. — La
suposicion de Rutherford relativa a la estructura del dtomo debe hacer
frente, como es sabido, a diversas dificultades. Los electrones deben su
ponerse en movimiento al rededor del nucleo, ya que un sistema de
cargas eléctricas no sc encuentra jamas en equilibrio. Pero si eslo es asi.
de acuerdo con las leyes comunes del eleclromagnetismo, los electrones
deberian emitir ondas, hasta caer en ¢l niicleo. Es esta Ia primera difi-
cultad.

81, ademas, valiesen en el dominio del dtomo las leyes de la mecanica
ordinaria, debido a lns choques, que se elevan a muchos millones por
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segundo a la lemperatura ambiente, el sistema tendria, después de breve
liempo, una estructura completamente diferente. La experiencia ensefia,
ep cambio, que las moléculas tienen calidades invariables, lo que debe
atribuirse a cierta invariancia de su estructura.

Lo que precede hizo notlorio que era menester proveerse de un princi
pio de estabilidad, el cual no podia darlo la mecanica ordinaria. Bohr
sentd ese principio, recurriendo a la teoria de los «quanta». El admile
Ta existencia de estados estacionarios, en los cuales puede perdurar el
atomo sin emilir cnergia; a esos estados les corresponden, pues, ener-
cias invariables W o W, W, . etc., respectivamente. Esta claro que
esos estados provienen de la existencia de orbitas estacionarias de los
¢lectrones.

Bohr supone, ademas, que si el atomo pasa de un estado estacionario
de energia W, a otro de energia W, absorbe o- emite. segiin que sea
W, X W, la energia radiante de frecuencia v definida por la relacion

W, — W, =h. (1)

lin los calculos se supone, ademas. que la mecdnica ordinaria es apli-
cable a los estados eslacionarios de los sistemas atomicos, pero se prescin-
de, de acuerdo con la suposicion fundamental, de la radiacion. '

La cuestion es ahora definir esos estados estacionarios, vale decir, cual
ex la magnitud a cuantificar. Esta claro que las magnitudes cuantificables
deben ser tales que sean univocamente definibles e independientes de las
coordenadas. Con esas condiciones dificil seria determinarlas. Quedan
definidas por la Hamada hipoitesis adiabatica de Ehrenfest. Este supone
que las leyes de la mecanica son aplicables no solo a los estados estacio
-nartos, sino lambién cuando el sistema atomico estd sometido a una fuerza
exterior que varia con infinita lentitud. La experiencia enseiia, cn efecto,
(ue los sallos cuantistas se producen por la accion de ondas o de cho
ques moleculares. vale decir, por obra de fuerzas que varian muy rapi
damcente ¥y no st actian campos magnéticos o eléctricos que varian len-
tamente. Este postulado de Ehrenfest limita, hasta permitir su detinicion,
a las magnitudes cuantiticables, pues solo es posible clegir entre aquellax
(jue quedan invariadas para cambios infinitamente lentos.

Digamos aqui. todavia, lo que hara notorio las deducciones que si-
guen, que las magnitudes cuantificables son los

| pidgi.
st ¢; son las coordenadas y p; los impulsos generalizados, extendidos so-
bre una libracion de las ¢;.
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La teoria de Bohr requiere aun, para no estar en contradiccion con
algunos hechos notorios, de otro principio @ el Hlamado principio de co
rrespondencia ().

1. El principio y las ecuaciones de Hamilton. — Sean ¢, ¢,, ... ¢4 las
coordenadas generalizadas, que definen la posicion del sistema, cuyo mi
mero de grados de libertad sea k. Si se representan con U v T, respecti-
vamente, la energia potencial v cinética, se tiene

V= f(q, qar - ) (1)

'),1‘ -

k ..
e 2 Qigig) (2)

“ta =

vale decir, gue la energia potencial es funcion exclusiva de las coordena-
das, lo que es evidente, v la energia cinética funcion homogénea cuadri-

tica de las ¢. Las Q; son, por otra parte, funciones de las ¢ solamente.
No es dificil probar que el

}“('r—um/

extendido sobre la pavte de la «trayectoria » comprendida entre la post-
cion que ocupaba el sistema en el instante ¢, y la que ocupa en ¢l ins-
lante /, se distingue de los que se obtienen sobre caminos « variados»
entre las mismas posiciones, por la propiedad de ser nn valor exiremo.
es decir gque

‘3
5‘ (T—liydt =0 (3)
"
o, escribiendo )
T =1, (1)
o
2 \ Ll = o. (Oy
lﬁ
St ose escrtbe )
T .
P = - (h’
3(1,'

magniludes que se denominan impulsos generalizados, v se introduce en
la (5) la funcion de Hamilton

H :Sp,-(),-—h. (7)

'+ Vease, por cjemplo, ¢l conocido follelo de Bohr.
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s¢ obtiene. sin mayores dificullades. que

oH

. M
I/,‘—--DT)i

bq;,

A pi— — (6’
wcuaciones que se denominan canonicas. El espacio cuyas coordenadas
son las gp juega, como es sabido, un papel importante en la mecanica
estadistica. Suficiente es recordar el teorema de Liouville.

Veamos cual es la significacion de Zpg en un sistema puramente me-
canico. Es

. S\bT~ -
Ypg= ) —qg=21T,
p FY

de acuerdo con el teorema de Euler relativo a funciones homogéneas.
Asi resulta, para la funcion de Hamilton.

H=T+1.

vale decir, que esa funcion representa, cn el caso supuesto, la energia
total.

3. Transformuciones canonicas. — Toda transtormacion mediante la
cual se introducen en lugar de p y ¢ nuevas variables Q y P, tales que

AH6

20 96
3P

0’
donde 6 es cierta tuncion de P y Q, se llama canonica. (Por comodidad

se suprimiran. en lo sucesivo, los subindices de P ¥ Q).
El principio de Hamilton sc escribe, introduciendo H.

Q= P—= (1)

~

\Spg—Hldi =0, (2)

t

(R P4

Toda transformaciin sera canimica si es

~

Lo . =
j SPO— 3 di=o. (3)

t

Para quc las (2) y (3) se satisfagan a la vez es necesario que los inte-
. grandos difieran en un diferencial total exacto. es decir que

: : dv
;:I)([_H:EPQ—Q{)']LW' ("
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a) La (4) puede satisfacerse de este modo, por ejemplo : Sea V fun
cion de g. Q v £ solamente. En lal caso es

dV \WB\~ \Tb\ ) , N

TN 2T ()

v por comparacion de los coeficienles de ¢ v Q, vesulta -

'—D_V ) ?l : (‘)
A
}(’-——H——,—W (7)

h) También puede satistacerse la (4) escribiendo
V =F(gPH— ZPQ. (%)
La transformaciom serit canonica si

: . d
E[)/]—H:EPQ——H{’»—-l—(?-{[l“(qpl)—ﬁl)Q]. (9)

de la que se obtiene, andlogamenlte al caso anterior,

oF A
P :DTI )= DP (LO)
24 l;
J=—H —f‘ 5 (re)

Por la segunda ecuacion (10), 'V es funcion de ¢ v P solamente.

Aplicacion. — Supongamos que por una lransformacion canonica
la funcion de Hamilton resalla independiente de las Q. En tal caso se
itene

H=36(PP,... Py (1
Vv las ecoaciones candnicas se integran ehseguida. ks

QM
P = b()) O de donde P, — const = ()

AH6 .
) 3P, = de donde Q= il + . (3)
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Las w; son, como s nolorio, funcion de las o, v estas v as 4 cons-

tanles de integracion.

Consideremos ahora la transformacion dada por la funcion

p
== - ¢*C o ()
\ 5 colg (),

de donde

= ﬁ = ¢y coly 0

oy A

= R P(“ cos ()

de donde

1
_ 22y — P
T)'(1: - cgry=cP.

(h

(0}

(9}

Kste resultado es aplicable al oscilador lincal. En estela energia ciud-

[1ca es

" m - 1
—_— = — "
5 1 am !
pues
I .
= = my,
7
v acenergia potencial ex
1
| = —agq:.
S
de modo que Ta funcion de Thamilton es
. ] i 1
=Tt = —p -yt =-—
am ) am

que por la transtformacion (4) se convierle en

;

J(%zll:‘i@:l/gl’,

m m

pues ¢ sedentifica con fam.

(p* 4 amy?),

(10)

{1t}

(1)



Serie matemdtico-fisica : Lovarre, La nueva mecaniea adomiea (4D

I, depende. pues. solamente de las P v, por consiguiente, de acuerdo
con las (2) v (3)

P —= consl = z (‘/”
. H “«
V—e=— ==/ — :)
P " I/ml (1)
():N!/—!—(’,: /lil—‘>—3 (Ih)
~ i / m [~ ™ .

De acuerdo con la (=) la coordenada en el sistema original es
/ o

;e p ; 2 i P
Y :l/ — == sen (wl - %) = ‘/ —=—-_Seit I — -5} (17)
Vam Vam - m /

2\ g osons como dijimos, constanfes de imtegracion,

o, La ecuacion diferencial de Hamilton-Jacobi. — \cabamos de con
stderar una Iransformacion particular mediante la cual la funcion de
Hamilton era una funcion exclustva de las P. Tratemos ahora el proble-
ma de una manera general. Veamos cual es la ecuacion diferencial que
debe satisfacer Ia funcion v =S8 para que la funcion de Hamilton sea

solamente funciom de las nuevas vartables P. Cuando tal ocurre, stendo

()= — S
N b') .\ P b[ y ( I )
resulla
|5,-:u P; = consl = «; ()
(;); = (\),' = ll’,‘/ —‘!< ;’;,'. (';)
Debe ser, ademuix,
2\ N 2\ N j
P=5 =7 \ V=75 =g th)

g oy : . of P

v, por lo tanto, teniendo presente la condicion imipuesta,

[ AN N
HWigq....pups ...) = 30 ((],q._. bl/ ,5;

=

Es esta la ccuacion diferencial que debe satisfacer S. Inlegrandola sc
oblienc la funcion N que permite la transformacion. Esti claro que ex

menester darse la funcion de las .
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Supongamos, en especial, que
,/.(aqaz---):"l- (6)

n tal caso se liene, ya que de acuerdo con la (1) v (3) es

); :D_J{S:Bj{j:wi.
b i dx
w, =1
W, =W, = ... =0 (7)
v. por consiguiente. de acuerdo con la (4)
) Q,::%:;%:I-‘-(s‘
) Q. =p. (8)
@) Q=

Las ecuaciones u,, ;. ctc.. que rvelacionan las 2 v § dan la trayectoria
v laca, la posicion sobre ella en los diversos instantes.

6. Solucion de la ecuacion de Hamillon por el mélodo de la sepuracion
de las variables. — Si se emplean coordenadas ortogonales las p apare-
ten solo cuadraticamente, tanto en la mecanica clasica como en la rela -
livista. En la ecuacion de Hamilton-Jacobi :

i N A
J‘G(([,.l/g.....—’-—y... = a, (I)
o9, 3.
. ) o8
acaccera lo propio con las —-
Pl
Cuando es posible descomponer a la ecuacion (1) en parles
IS\ .
— ) =/[ g, ..o2) (2)
%, ’

tales que si todas ellas son satisfechas, también lo es la eenacion de Ha-
milton-Jacobi, las variables se dicen separables.
En tal caso. puesto que ex

S
l’S:Z——(‘[([,,V (3}
» a(]l

7
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4
vesulla -
S=Y & % dg. =2 |Vf (g, 0 dy,. ()
<. La accion. — Se denomina accion al
J prdge =1, (1)

extendido sobre una libracion de las ¢,, vale decir sobre un periodo.
Supongamos, de acuerdo con los nimeros precedentes, que se tiene

P) _—
*—.:Vfr((],-z,aia, e ) (2)

pr

'y que todas las funcioues f, (q,x,a, ...) poscen dos raices reales simples
fmix ¥ qmin- En la raiz figurard (gmi —q) ¥ (§ — Gnia) ¥, para valores

- . . ’ r . P ~
reales de 377 ¢ oscilara entre esos dos valores maximo y minimo. El

1]
integral (1) se extiende entre ¢uix — Gmin — ¢mix, vale decir sobre un pe-
riodo. Se puedc decir que el integral aumenta en I, durante una libracion
de las ¢, v. por consiguiente. que

”~

N=X j b—b dq.=2X|p.dq. (3)
o9,

auntentla también en 1, durante la libracion de las ¢, 1, se llama modulo
de periodicidad de S. Puesto que el integral (1) es definido, las I, son
solamente funciones de las z: éstas pueden, a la inversa. considerarse
funciones de las I, solamente.

Sobre la aplicacion del método de separacion de variables, véase :
Paul Appell. Traité de mécanique rationnelle, tercera edicion, tomo I, pa-
sina 578, nimero 306 ; Webster, The Dynamics of Particles, pigina 6o.
niumero 44 ; M. Planck. Einfiihrang in die Allgemeine Mechanik, segun-
da edicion, pagina 184 ; G. Birtwistle, loe. cit., pdgina 6o, ndmero 44.

Sobre la aplicacion del método de separacion de variables y cdlculo de
la accion 1, véase : Sommerleld. loc. ¢if., Math. Zusiilze, niimera g, pi-
giua Hof; Birtwistle, piagina 62, ndmero 46.

8. Variables accion y dngulo. — Vi funcion S puede considerarse fun-
cionde las ¢ y p. es decir de ¢ v 2y por o que acabamos de decir de
las g ¢ 1. Es, pues,

\ ! o8 S
AL\ TR N

24 3(/,. L 2.

(S )

l,
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WNeh
lI,- “lr—\r bj‘&'lw (1)
PPl E

(%74

SN=2Xp

.
expresion que deline una transformacion canonica. En logar de las va-
riables pg aparecen las variables I, variables accion, y las

S
I (2)

/)

w, =

v

que son las variables dngulo de la meciinica celeste.
Las ecuaciones candnicas serin
36 ; dJ6

W, = —— ¢ |, =

A, T o,

(3)

Recordando que J6 es solo funcion de las a, de a, solamente, segun s¢
fijo después, v por consiguiente funcion exclusiva de la 1, sera

l, =0 1, = const, h
v, por lo tanto,

n, = w, =910+ %, (5)

g. Periodicidad de las p e las . St las variables son separables

puede escribirse, como es nolorio,

N=c (g2, .. ) oo gommy o) -1 - r;"'(q"’x,x2 ) (1)

Puesto que ex

el ineremento de v, en una libracion de las q; o8

Ay = | 22 3
), == “ al,——a(-T’ ( )
)
d |28 d {3 (gimzs -..)
A, == =3~ —[-:_,_;, .‘_’_’_—.__ . /
Aw 3, 3(],,'{ i AN, s 3, dy; (h)
Pero. por la transformacion (1), es
' AN Dz (¢ s e .
N __ 0% gna. ) 5)

bi :37[/ = 9;
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de suerte que queda

hE O st ==
Aw, :ﬁ;§ pidy; :: \ < . i/ (6)

Es decir que w, aumenta cn una unidad en una libracion de |-, pero
no cambia con las libractones de las ¢ restantes. Por lo tanto en una i
bracion de ¢, o, aumenta en una unidad pero las o; restantes no varian.
Como ¢, reloma su valor inicial al fin de la libracton, esta claro que si
w, cambia en v unidad v las o restantes no varian. todas las ¢ ticnen
al fin del cambio de w, el mismo valor, de suerte que se puede decir que
las ¢. que son funciones de Fy w. son periddicas en cada una de las o
con el periodo unidad.

De acuerdo con el teorema de Fourier seri. pues,

l/,. = :_( :_.(l'"i,.'_‘.—.iw B I E

donde <, 7. ele., es crterlo nmitmero de enteros v las C funciones de las 1.

10. La funcion 8° =S — Xlw. — Puesto que S aumenta en | en una
libracion de las ¢, y lo propio aconlece con Slw. 8* no varia. Como en
ana hbracton de las ¢, . aumenta en una unidad v, segin acabamos
de ver, 8% no cambia se sigue que esla funcion es periadica en o con el
periodo unidad.

Por otra parte, puesto ¢gne

IN=Xp2q, - Xusl,.
puede escribirse
El;,.i(/,. — Y3w, =28 — 331,
)
N =2Xp,2¢. —X1.20..

la transformacion candmica de que nos ocupamos puede definirse de este
modo

b Qe
e G, ..., W ... 0
L bf[,- lq Yr w:)
d .
I,.:———b:r.\ (1 - (s 0 oo wp).

Es, ademas, como es notorio.

Sc — Er 'J‘_‘ngi(,.,'-_l ST T o | .

es decir periadica en las w, con ol periodo unidad.
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1. Otra presentacién de lo que precede. La invariancia adiabdtica de
las 1. Un ¢jemplo. — Lo que precede puede presenlarse, lo que desde el
punto de vista matemdlico es ventajoso, en la siguiente forma :

Es posible introducir, en lugar de las variables ¢, ¥ p,, nuevas varia-
hles w.I., mediante la transformacion canonica

d
[),. _ N (([,l;, . l.]/(l/..)

-
(1)
o =35 ¥ (Ll
o mediante la

1"‘23_;;(5_}:“"):5%5‘(‘]"-"]’“ Wy ... 0F) |
("

L =——N"(g, ... ()/... O ... W)

wr

((ue satisfagan las siguientes condiciones :

1* Que la posicion del sislema sea una funcion periodica de las w, con
el periodo unidad, es decir que las g se expresan medianle series de
Fourier :

qr== S.C.(nerlo dogm b b orm)

donde 1,1, ... 7, son nimeros enteros;
2* Que la'funcion de Hamilton se convierla en una funcion de la [ so-
lamente. De donde resulta, como se vi0,

[, = const Wy =" w,=wl + 8.;
3° Que la funcion
S'=8—2Xu.l,
sea periodica en las w,, con el periodo unidad, vale decir que

S“ —— EI'C_’C'.’T:[('.H-.I R RN o mk‘.l;).

CGomo ha sido demostrado por Burgers, primeramente, y luego, con
todo rigor, por Born y Hund, con esas condiciones las v, ¢ I, quedan, en
csencia, Uinivocamente delerminadas, siempre que entre las <, y las v no
cxisla una relacion de la forma

T ‘i_ VaTs + _!_ Wk = 0.
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Cuando una relacion semejante existe, ¢l sistema se dice degenerado.
Burgers (1), Laue, Dirac. Born y Jordan han demosirado que las 1, son
invarianles adiabdlticas. Las 1, pueden, pues, emplearse en la definicion

de los estados estacionarios del atomo. Es decir. que puede escribirse,
introduciendo la suposicion cuantisla,

I, =n,h.

I, =u.h. 1, = nh,
donde n,, n,, ..., n son numeros enleros v A la constante de Planch.
Consideremos un ejemplo. Trilese de un cuerpo rigido, una molécu-

la. quizis, que gira al rededor de un eje. La funcion de Hamillon, vale
decir la energia en esle caso, esta expresada por

I .
H:\/\/ _,\@‘-'~ (')
5
1 7 s Javeloetdad angular.
El impulso es
oL dH :
I):—’T:'—‘:r\?‘ (,)
oz oz
v. por lo tanto,
1
H=W—=—_ I)'-’_
a9A

(3)

Siendo H funcion de p solamente. ex p = constante de acuerdo con las
rcuactones canonicas.

La posicion del sistema esta dado por ¢, de suerle que si escribimox

-Q

- 27w

(M

la posicion ¢s funcion periddica de o con el periodo unidad, como 1o
exige la‘condicion primera.

La (1) hace notorio que la funcion S que permile pasar de las varia-
bleszvpalasweles

| N
N = o — (_))
B i
pues debe ser
i) (o
) = 7 : ))
d 27
("3 1. M. Buneens, Phil. May., 33, vih. 1917 Bors,
na 6.

Vorlesungen iiber Alommechanik, pagi—
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AL lambién, por olra parte,

i) |
) — — — . -
! Y on (7)
La funcion de Hamilton puede, pues, escribirse
He W= :
Rz ()
. e o . ey ’
con lo gue se satistace la condicion segunda.
La tercera también se cumple puesto que es
S’:‘\'_“":”* ((”
luncion que puede constderarse « periddica n.
Por ¢l principio de la invariancia achabatica hay derecho a escribir
| = nlh
con lo que Ta (8) se fransforma cn
\)\7 - ( ](;))

Lox «niveles encrgélicos » correspondientes a los estados estacionarios
se obtienen dando a n los valores enteros, 1. 2, 3, etc.

Los espectros de bandas de las moléculas se explican con el auxilio de
la (10). Si el nivel energético de la molécula, que supondremos girando
al rededor de un eje. pasa del valor que corresponde al valor #n=m, al
== n siendo 7.~ m fa molécula emite una onda de frecuencia

. W ,,,—\\7“_ h . ,
/———Z———HE;\(IN—H ). (11)

De acuerdo con el principio de seleccion no pueden producirse otros
saltos que aquellos en que n varie en una unidad. Para la emision debe

Ser. pues. m == -~ 1 \. por consiguiente,

h 1
Y = /|';-_;‘\ (/1 —+— ;)' (12)

La frecuencia del movimiento rotatorio de la molécula es. en cambio.

como es notorio, .

= ——N. (13)
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SEGUND\ PARTE

La nueva mecanica atomica

2. Consideraciones generales. — Kl espiritu acepta, sin mayores vio-
lencias, la suposicion cuantista de la existencia de estados eslacionarios.
vale decir de estados de una estabilidad particular. Esa hipotesis signifi-
caria una limitacion a las leyes generales de la mecanica.

Lo que desconcicerta en la teoria de Bohr es que las frecuencias de las
ondas emitidas no. corresponden a las de aquellos movimientos privile-
ciados, sino que estin dados por la regla

hy = WV, —\V,,. (1)

Los ojos de la critica han estado siempre puestos en ese hecho. \un
cuando el ¢éxito de la teoria ha sido, como es notorio, muy grande, la
verdad es que fué menester agregarle, entre otros, el principio de corres-
pondencia, lo que, en tltima instancia significaba reconocer que las fre-
cuencias de los movimientos del sistema desempenan un papel (1) en el
proceso. Corroboraba esto, cn apariencia, ol siguiente hecho que tenia
perplejos a los fisicos : La dispersion anormal se explicaba ficilmente
con la teoria clasica, mientras que ello parecia maposible con la de los
cuanla, vale decir que todo aparentlaba suceder, como si la dispersion
anormal se produjese sobre las frecuencias de los movimientos reales v
no sobre las {recuencias dadas por la (1). Yo nos detendremos sobre los
diversos ensayos que a esa cuestion se refiere, de los cuales merecerian
una especial consideracion los de Kramers y Heisenberg.

Los hechos consignados evidenciaban que la mecinica atomica estaba
aun por descubrir; que la teoria de Bohr era, tan solo, una aproxima-
cion genial.

\ Heisenberg se deben las ideas fundamentales de la nueva meeinica,
que fluyen del siguiente postulado : las leyes de la naturaleza deben re-
presentar relactones entre magnitudes que en principio sean accesibles a lu
medida. Heisenberg se deja guiar por estos pensamientos : lo que ob-
servamos Y lo que debe dar la teoria, por lo tanto, son las [recuencias
de las ondas emitidas; las posiciones de los eleclrones v osus frecuen-

(') En la teoria clisica las [recuencias de las ondas cmitidas corresponden al movimiento del
sistema.
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cias no son asequibles a la observacion; la mecanica alomica debe, pues.
operar con aquellas magnitudes y no con estas.

13. Representacion de una coordenada por una matriz. Las operaciones
elementales con matrices. — Limitémosnos a la consideracion de procesos
a los cuales corresponde en la mecanica clasica un grado de libertad. La
coordenada ¢ se represenla por

q (l) — E'_qreﬁzivrl_ (l )

En la mecinica clasica se supone que todos los procesos emision, ab
sorcion, dispersion, etc., dependen de las oscilaciones elementales con
tenidas en el segundo miembro de la (1). Las ¢, son imaginarias y al
cambiar r en — r deben trocarse en la conjugada, que indicaremos con
¢+, pues solamente cn tal caso ¢ ({) puede ser real. Es decir que

q—, :(1,.’. (=)

Pero las magnitudes accesibles a la medida son las frecuencias de las
ondas que emite el sistema, las cuales, segin la suposicién cuantista,
estan dadas por la expresion

9 (nm):%(“ n— W,). (3)
[3
A cada una de esas ondas corresponde una amplitud y una fase, mag-

nitudes que podemos contener en la expresion g (nm) supuesta imagina
.ria. La onda correspondiente al salto n — m se expresari, pues, por

q (nm) e2=otm!,

En la nueva mecédnica en lugar de la (1) se tendria, como expresion
lormalmente anialoga a la coordenada ¢ de la mecanica clasica, a la sauma

) q — S“qu (nnl) es.—_-",(um)l ([l )

de todas las expresiones que representan las ondas, que son las conteni-
das en el siguiente esquema cuadratico :

([(_[l)cf“i"(")’ (1(12)01:{,“5‘)('”

(]

/ 7(2[)0’2.—.:’»(:1)! (1(‘22)0?“""(”?‘_,, (

La coordenada q es, pues, ¢l conjunto de las magnitudes contenidax
en ¢l
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Puesto que. de acuerdo con la (3). es
v(nm) = —v (mn) (6)
para que q sea real debe ser
q (mn) =¢* (nm). (7)

Es. por olra parte.

g (nm) = q (nm)|estm (8)
donde [¢ (nm)] es la amplitud y 7 la magnitud que caracteriza la fase.
La () significa que

z (mn) = — g (nm). (9)
La coordenada g, es decir el conjunto de los valores (5), la represen

laremos potr

Q=) q (am) e=-0mt | '

ei[;'.-_.,(nm)l+f.(nm)| z (IU):

=11 (m)

Cabe ahora preguntar con que criterio se formularan las leyes de estu
nueva mecanica. La respuesta es simple : con el designio de que sean tan
semcjantes como sea posible a las de la mecanica clasica, a la que seatri-
buye un contenido esencial. Para ello es menester definir las operaciones
clementales con la coordenada q, vale decir con las matrices; en particu
lar la multiplicacion. Esta claro que esta operacion debe definirse de tal
modo que no aparezcan nuevas frecuencias. Tal ocurre con la multipli-
cacion de las ¢ en la mecdnica clasica. Por ejemplo, si se trata de un os-
cilador lineal en la expresion de su energia potencial aparece el cuadrado
de la coordenada y si, como vimos, es

, q (6) = Z.q,e3~" (v1)
se tiene
g (1) = (3,q.e27) = 3,Q,e+= (12)
st se escribe
Qr = Zugsgr—- (13)

El cuadrado de una serie de Fourier (o el productlo de dos series) da,
pues, una serie de la misma frecuencia fundamental.

En la nueva mecdnica se define, por analogia, el cnadrado de q de
mancra que no aparezcan nuevas frecuencias; lo que es, como es evi
dente, esencial. Heisenberg establecié las formulas que definian los pro-
ductos de tales « coordenadas» pero fué Born quien descubri6 que lallave
e esas formulas estaba en la regla de multiplicacion de matrices.
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Se llama, como yva vimos, malriz a un conjunlo de magnitudes que
dependen de dos indices v que estian dispuestas en filas v columnas, for-

mando un esquema cuadritico, tal como

a(ry) a(1n) a(1d)
:;N(”m”: u(:u) /'1(.:22) u(if:)) = ()
(u(.h) a(30) a(33) \

La iquaddiwd de dos malrices es una igualdad (érmino a lermino. Que

*a=la(nm){=b=1{b(nm)!
signtlica que
a(nm) =b(nm). (vd)

Que una matriz ¢ es la suma de dos malrices a y b signilica que sus

clementos son iguales a la suma de los elementos homologos de éstos.

fis decir, que si se escribe

c=a-b
c(nm) == a(nmy -+ b (num). (16)

Una matriz ¢ es ¢l producto de olras dos malrices a v b cnando sux
iérminos estan dados por las expresiones

c(nm) == X,a(nk)b (km),

de suerte que
i c=a.b=Zi(nk)yb(hm)!. (17)

Veamos ahora que por mulliplicacion de las g no aparccen nuevas
[recuencias. Consideremos, para ello, las matrices

g =" q (nm) e om| (18)
v
=} p () esmim (1g)
Su producto ex
qp = Zuq (nk) exmi it gy (kmy exsiGmit (20)

pero, pucesto que es
v (nk) 4= v (k) = ,_i (W, — W)+ /i (Wi —W,) =
1

:%(\"\7,, — W, )=y (nm),
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resulia

qp = | Stq (nk) p (kmy exsieiom (22)

expresion (ue hace notorio que no aparece ninguna frecuencia nueva.

La multiplicacion de matrices no es, en general, conmulativa. La po-
tencia » de una matriz @ se obtiene por multiplicaciones sucesivas: es
evidente que las matrices @” ¥ @' son conmutables, es decir que

aa =aa =a*t" (23)

Se denomina matriz unidad o una matriz en la que salvo los clemen-
tos de la diagonal, que son iguales a la nnidad. fodos los demiis son
nulos. Se la representa por

.\'i(,‘ll(l(,)
I st m=nun

\
nm - ) - * ( R4 /' )
! ' o st m=En

Siose multiplica una matriz § W (am) { por la matriz unidad se obtiene
wna malvriz
‘W, o 0 0
3 W,
0 0 W.. o

\

W)y =3 W inn) 2, =

en que todos los clementos menos los de igual indice som nulos. Se e
denomina matriz diagonal.

Comprobemos, en un caso particular, que el producto de matrices no
es conmutalivo. Multipliquemos la matriz diagonal W (7un) por la matriz
g (nm). Se lene

Wq = SN (nk) g (km) exmm =W (nn) ¢ (nm) e3=0m 1 (26)
gW = Xy (nl)y e m W (km) { = § g (nm) x> W (nm) | (27)

de xuerte que entre esos productos existe la diferencia
Wqg—qW= (W\,.— .\\7,,,,,,') ¢ (nm) e (2R)

St lodos los W, fuesen iguales, lo (ue consliluye un caso |):11"ti(_‘,u|.'u'.
ese produclo seria conmulativo.

Ne denomina matriz inversa de una matriz @ a otra malriz, que s¢ re
presenta por @', lal que

a-'a=—aa'=:1. (29 )
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Sioes
a=—/ja(nm) (30)

una matriz limitada, esto es, tal que tanto n como m son mayores que
cero y menores que cierto nimero N. los elementos de la matriz inversa
S

Non

u“(nm)—_—‘al

’ (31)

donde A, es el determinante menor de a (nm) y | a| el determinante for-
mado con las a (nm). Ese resultado se aplica también a matrices infini-
tas si | a| es limitado.

La matriz inversa de una matriz diagonal W (nm) ={ W (nm) { es tam-
bién una matriz diagonal W -t cuyos elementos son los inversos de los de
la W, vale deciv que

-|_§ ' 32
W VW (nm) (32)

Si una matriz. por ejemplo la
q = g (1 (ﬂm,) ezﬁl"/{nm) 2‘

es funcion del tiempo, su derivada es la matriz

q = | 2=ty (nm) g (nm) ex=m) {, (33)

vale decir que la derivacion se realiza término a término.
Si en la (28) hacemos a W,, igual a la energia W, del sistema en el

«stado estacionario n y a W, igual a la energia W, del estado estacio-
aario W, se tiene

Wg —qW = lv (nm) g (nm) ex=i+mm) |, (34)
1a cual comparada con la (33) da

27l

(iz—h—(_Wq*qW). (35)

Débese ahora definir la derivada de una funcién de matrices. La defi-
nicion de derivada propia a la nueva mecdnica es la siguiente : Si es f(X)
una funcion de la matriz X, su derivada estd dada por la expresion

df - f(x <) —f(x)
== lim -
dx :=»0 €

(36)
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donde z es el producto de un nimero por una matriz anidad, vale decir
(que
z(nm) = SB,.n. (37)
La matriz
se(nm) =1z (38)

es, pues, una matriz diagonal. El producto de una matriz por esa matriz
diagonal en que todos los términos no nulos son iguales, o por su in-
versa, es conmutativo, lo que hace univoca la definicion de derivada, ya
que el numerador aparece multiplicado por = -

De la definicion resulta :

Q(zlim;[w(nln)+ao,.m|.—3:1:(nm)£:1‘ (30)
'Ix >0 =
puesto que
i [z (nm) 4 e2pm| —x(i0)
) S o
l—/xi:h'm Silw(nk) == Bur] [2(km) - e3kn] | —{ Epe(nk)w(km) —ox (f0)
" :=»0 S
I)ll('ﬁ
lin S | (nA) + Zuk) [ (km) +- < =SL,,.] — Xy (nk)x (Lm) 2 (nm).
0 z

La derivacion de un producto £.f, de funciones de una matriz X. obe-
dece a la regla
df fz df' .
f (A1)
x — —{ ‘

en virtud de que

JIf £, '
. /f[xf‘ - Iim;l—[f| (X ‘11_ E)fz (X —I_ 3)—f' (X)f: (X)J -

—llm—[f. (x - =) (X - o) — f (x ) . (X) -

:—»0 &

df df

- f Lo fo(x)— X)) =f = f, =

FRox ) B () —F 00 f(x) =1, dx f. ax’

donde debe respetarse el orden de sucesion de las f, ya que los productos
de matrices no son. en general. conmutativos.
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th. Las ecuaciones canonicas. La regla de conmulacion de las malrices
q v p- Lo matriz B. — Se dijo ya que las feyes de la nueva mecinica se
establecerian de suerle que fuesen enteramente semejanles, en cuanto
cllo fuese posible, a las de fa mecinica clisica. lo que significa « trans-
porlar la mecdnica clisica a las malrices».
~ En la nueva mecdnica debe, pues, escribirse en lugar de las ecnacio-
nes canonicas las siguienles :
- H
=%
(1)

doude g, p v H son ciertas matrices. La significacion de las q es cono-
cida; la p es la matriz impulso que corresponde a q v H, funcion de las
dos anleriores, es, denlro de la nueva mecanica, la functon de Hamilton.
[Tustremos esto con un ejemplo. Tratese del oscilador lineal. En la me-
canica clisica la funcion de Hamitlton es

1 i
H :Ty‘p-—{—;ar/- (2)
siendo, por definieron,
1T
=y = —
y

expresion ésla que fluye, como es notorio. de las ecuaciones canonicas.

v

IXn la nueva mecanica se escribiria

I I
— — p? - - ag? “;)
H 2y, P " 9 (
siendo, por las ecuaciones (1), -
:;‘q :p A 1,) :——llq. (’I).

Se ve asi como queda definida, en un caso sencillo. la matriz impulso
p que corresponde a la malriz q.

En todos los casos se procede de esa manera; se escribe la funcion H
de la mecanica cldsica v se hace corresponder en la nueva mecanica la
matriz H que resalta de substituir a ¢ vy p por las matrices g y p.

En el establecimicnto de las expresiones que preceden se presenla una
dificullad que proviene de Ia no conmutabilidad de los productos de ma-
trices. En el caso del oscilador lincal, por cjemplo, H seria, por la defi-



Serie matemdtico-fistea : Lovanve, La nueva meednica aténiea 161

nicton de p. funcion de pg o de pg, lo cual tendria sentido si se cono-
ciese una regla de conmutacion del producto pg, En este punto aparece
la teoria de Tos cuanta, a fa taz de kcual se supone que ta regla de con-

mutacion es

h -
pg —qp=-—1, (3)

217

donde h es la constante de Planck e i =} — 1. Es csa una mera hipote-
sis que justifica (') el hecho de que para nimeros muy grandes de cuan-
fas =¢ obtiene la condicion cuantista que dedujimos para los sistemas
periddicos a partiv del principio adiabitico de Ehvenfest. La expresion
precedente es, pues, la que aparece en lugar de Ta que define los estados
estacionarios en la mecanica anterior. Con ella quedan univocamente de-
linidas lIas operaciones con las matrices fundamentales g y p v, por con-
siguiente, también la matriz H. Es menester ahora deducir las propieda-
des de ésta, para lo cual es necesario dedueir las formulas que siguen. Ni
f(pg) os una funcion de las malrices g v p es

hof
(6)
h f

relaciones que son vihidax, de acuerdo con la (5), para f=¢q y f==p.
s, por lo tanto, suliciente demostrar que st son validas para f=F, »
f=F. lo son también para F, = F, » para F,F.. lo que se logra facilmen
te (2). Sivalen, pues, p;lr;l p - q Vv para pq son vialidas para toda funcion
fdep v gque resulta de sumas o mualtiplicaciones de esas matrices,
como acacce con H.

Puesto que es

RS

i1= 7 (Wq —qW).

resulta de las (6) v (1) que
(w_H)q_.__q(W—H):() (7)
W—Hp—pW—H =0, (8)

lo que hace notorio (e la matriz W — H esx conmutable con las malrices

(" Véase Bons, Probleme der Atomdvnamik, pizina 0.
A pag

(%) Viéase Bows, Probleme der Atomdvnamil:, pigina 7o,
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qy p, Y, por consiguiente. con toda funcion de estas. Serd, pues, con-

mutable con H, vale dectr que

WH —HW =o. (9)
Es
WH = X, W (rk)H (km) !
N (10)
HW —= ) S;H (rk) W (km) {.

v, puesto que la igualdad (g) lo es elemento a clemento y de que W ex

una matriz diagonal

W.H (nm) = W _,H (nm),

v dado que W,== W, se sigue que

H.,.=o0 s1 n==m. (11)
Teniendo presente csta expresion se deduce de la (7) que
W,— W, = H (nn)— H (mm) (12)
(13)

W, — W, =hy(nm)=H, —H,,.

La malriz H es, pues, una matriz diagonal.
De la (g) resulta, ademas. por la (35) que

H=o

que es la expresion del principio de conservacton en la nueva mecanica.

0. El vibrador arménico. Ya dijimos que para el oscilador armonico

debiasc cscribir
H= : p-'a}%rtqf. (1)

20,

De las ecuaciones candnicas se deduce, eliminando p » escribiendo

(] P R
- =17, (2)
V)
q -1 g =o (3)
(")

[+* (nm) — v*| ¢ (nm) = o,
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de modo que ¢ (nm) puede ser diferente de cero solamente cuando

9 (m) =v,*, ("
oS dCCil‘, S
\,(nm.)=,iz(w.— W) =+ . (6)

lo que significa que los elementos vecinos de la matriz diagonal W (o de
la H) solo pueden diferir en una constante v,, de suerte que debe ser

m=n-41. (7)

De la regla de conmutacion (5) resulta, eliminando a p,

h ¥ .
E"’|v(nk)——v(/:m)_lq(nl{)q(_/im):;_’g—z " ’;;Zi (8)

Para m = n teniendo presente que k= n -~ 1. de acuerdo con lo quc
precede y que

v{mn)=—v(nm)

q (mn) ==q* (nm),

desulta
h

8=,

fgn.n-- OpF—|gn,n—u) y (9)

de Ta que se infiere que

. h
n o)== 1) ——--: {ro)
g (n i ) (n=-1) =y,
Para la amplitud compleja se tiene
g(n -, n)e=nt = //L (/; - ) ettt e (1)
v 872, ‘

donde g, es una constaute arbitraria de fasc.
Para valores grandes de o esta expresion se convierle en la formula de
a mecinica anlerior :

14 .l
q(t) = elamntb o (v}
1 () V&."l(wu

donde es

J = uh.
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Siose calenlan los elementos de la matriz H se obliene :
(nmy=o0
Hnmy =1L, =1z || g (e 0oy P — g n— )2 (13)
= s, (1 == 1/.)

teniendo presente la (9). Esta expresion ensena, de acuerdo con la (13)
del nimero anterior, que la energia minima del oscilador es '/, by, (*).
Iista energia corvesponderia al cero absoluto.

16, Transformaciones canonicas. Mélodo de resolucion de los proble-
mas. — Las deducciones del nimero. 14 pueden invertirse. La ley de
conservacton de la energia es cierta. Gomo tal se acepla lambién, de
acuerdo con la suposicion cuantista, laregla de las frecuencias. Eso sen-
tado, si ex H una funcion analitica dada de dos variables cualesquiera P
v @valen las ecnaciones canonicas

: oH : 2H -
=% * = w "
SImpre (ue sea
L
P&—&P:o—ig. (2)

Esta claro que las ecnactones canonicas seguiran valiendo st en lugar
de Py @ se mmlroducen nuevas variables pPyq tales que salisfagan la (2).
" La transformacion que conduce de las primeras variables a las segundas
se Hama candnica. Este cardcter 1o da, por lo que acabamos de decir, Ta

condicion

PQ— 0P = pq—qp =1 ()

aml
Ea (3) es satisfecha por la transformacion general
\ P—SpS -

Q=SqS-". (h)
donde § ex una malriz cualesguiera v § ' sivinversa. Enefecto se tienc :
P@—=SpS-'SqS ' =SpgS *:

QP =SqS'SpS ' =SqpS '

"y Vease fa observacion que hace a esto Brillouin ¢n el nimero 6 de su memoria.
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PQ--@QP=S(pqg—qp)S . ()
Shoes:
h
pg—ap= -1

la (D) se convierle en
S8 - h
PQ—QP=(pg—gp) ™S "'=pg—qp= 1

puesto que 1 es una malriz diagonal eayos Iérminos no nulos son igua
les v 1o mismo acacce aon — en virlud de la igunaldad supuesta

y o) .
el producto de wuna malriz por otra matriz diagonal de esa especie es con
mutable.

Fsa transtormacton tiene la propicdad de que vale pava cualguier fun
cion, Ex decir que (1)

f(PQ)=Sf(pg)S-'. (6)

Las transformaciones candnicas lienen una importancia capital en la
resolucion de los problemas de la miecanica aldémica, como lo hace noto -
rio lo que sigue. Siose liene un sistema de vibeadores armonicos. la so

lucion es conocida. Siose indican con g,p, los pares de variables ex

h
poqu - qupn — .)T 1

e

y lafuncion de Tamilton W, ( pg) es una matriz diagonal. Siactiaa sobre
cllos un campo cléetrico o uno magnético el sislema sufre una pertar-
bacion que se hiace ostensible en los efeclos Stark o Zemanu, respectiva
menle. Las variables sevan, entonces, no p, y q, sino olras p v q. La solu-
cion del problema se logra buscando una funcion § fal que siendn

p=Sp.S

g=S8q.S

seq

/
pnq(, —_— qnpo - pq - qp - )_f—_; 1

o o que es 1o nismo, que Ta funcion de Hamilton corvespondiente

H(pq)=SH (p.q) S

sea una malriz diagonal.

') La pracba es muy sencilla. Viase, por cjemplo. Baaris, foc. #it., piagina 140,
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No fué nuestro proposito agolar el tema sino, exclusivamente, proveer
fa informacion extriclamenle suficiente para que los jovenes fisicos pu:
diesen seguir su estudio al arbitrio de la propia curiosidad o capricho.
Satisfecho esc designio, nos detenemos en el camino. miramos un ins-
1ante su curso vy le vemos perderse en ¢l horizonte.

Al lector que se resuelva ahondar en cslos asuntos, le aconsejamos que
antes de lanzarse al estudio de los trabajos originales e se mencionan
en la bibliografia, estudie, en la memoria informativa de Brillouin, por
ejemplo, los sislemas perlurbados y la deduccion de las formulas de
dispersion de Kramers.
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