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RESUME

Sur les ovales. — La théorie des ovales a déja acquis des resultats suffisants pour constituer
un corps de doctrine. Etant parvenu & ces résultats par des méthodes analytiques fort Jabo-
rieuses, I'auteur se propose de démontrer que ses propriétés et beaucoup d’autres nouvelles peu-
vent s'obtenir synthétiquement en ordonnant convénablement les concepts, d'out une simplicité

surprenante et I'inutilité de recourir a des postulats métriques.



SOBRE LOS OVALOS

La teoria de los Ovalos, iniciada por Brunn (') en su tesis doctoral y
desarrollada principalmente por Minkowski (), Blaschke () y los mate-
maticos japonescs, cuenta ya con resultados suficientes para organizar
un cuerpo de doctrina. Obtenidos éstos aisladamente por métodos anali-
ticos laboriosos, nos proponemos demostrar que todos ellos y otras
muchas propiedades nuevas, se pueden obtener sintéticamente con sor-

prendente sencillez y sin postulados métricos, ordenando adecuadamente
los conceptos.

1. Se llama recinto abierto a lodo conjunto conexo formado por pun-
los interiores, es decir, un conjunto tal que cada punto tiene un entorno
perteneciente al conjunto y dos puntos cualesquiera del mismo pueden
unirse por una poligonal perteneciente al conjunto. Si se consideran,
ademas, los puntos de contorno (es decir, fronteras entre los interiores
v los exteriores), el recinto se llama cerrado.

Llamaremos convexo al recinto cuando el segmento determinado por
dos puntos cualesquiera del mismo pertenece a ¢él. Ovalo es el contorno
de un recinto convexo finito. 4 priori no puede decirse que sea curva en
cl sentido de Jordan. Lo representaremos por la letra O.

2. St A es punto del évalo y P interior, todo punto de AP es interior.
En efecto, hay un entorno circular de P interior al recinlo, y el segmento
AP es interior al recinto limitado por dicha circunferencia y las dox

') Bruan, Ovale und Eiflichen-Inaugural Disserlation-Miinchen.

(*) Mixsowsk1, Theorie der konvexen Kirper insbesondere Beigrindung thres Oberflichenbegriffs-
Gesammelte Ablandhungen, tomo 11, piginas 131-229; Volumen und Oberfliche, Idem, paginas 230—
276 Ueber die Kirper konstante Breile-Idem, paginas 277-279.

(®) Brascuke, Kreis und Kugel, Vorlesungen iiber Differenlialgeomelrie, volumen 11.
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tangentes por A. Como esle recinto forma parte del dado, por la defini-
cion de convexidad, todo punto del segmento AP es interior y no de

contorno.

3. El segmenlo determinado por dos punlos AB del évalo, pertenece a
dl o tiene interiores todos sus demds punlos. Pues si tiene algun punto P
que no sea de contorno, lodos los demds puntos de AP y de BP son

interiores (2).

h. Siuna recta tiene comunes tres puntos A, B, G, con el évalo, tiene
comun todo un seqmento. Pues si algin punto de AC fuese interior, lo
seria tambic¢n el punto intermedio B segun (2).

5. Las rectas que pasan por un punto A del Ovalo quedan, pues, cla-
sificadas asi : las que lienen un solo punto mas de interseccion se llaman
secanles ; a las que no lo lienen, o tienen todo un segmento, las llama-
remos de conlaclo (*); ¥ exleriores son las que no tienen ningun punto
comun con el ovalo.

6. Segun (3) las secanles licnen un segmento interior y el resio es exte-
rior; las rectas de conlaclo lienen exleriores sus puntos exceplo uno, o
un segmento, y el évalo queda en un solo semiplano.

7. S1 Ay B son puntos de O y el segmento AB no pertenece a él, toda
recta » secanle del segmento lo es de O, puesto que tiene un punto inte-
rior y, por tanto, uno de contorno en cada semirrecla, frontera entre los
interiores y los exteriores. Si AB pertenece a O, la recta r también es
secante; pues si fuera de contacto, estaria O en un semiplano.

Por tanto : si M es un punlo cualquiera y los rayos MA y MB son
secantes, lo son todos los del dngulo AMB.

8. Si M es exterior (propio o impropio) el conjunto de rayos secanles
en el haz M es, por tanto, un dngulo que debe ser convexo, pues de lo
contrario, segin (3), habria puntos del recinto en los rayos opuestos a
los secantes, contra (4).

Los lados de este angulo, que contiene todas las secanles, no son exte-
riores, porque lo serian todos los de un entorno; ni secantes, por la
misma razon; luego son de contacto y no forman recta segun (3) luego :

(') Son las Stirtzgeraden de Minkowski.
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Por todo punto exterior, propio o impropio, pasan dos rayos de contacto
y el 6valo estd contenido en el dnqulo convexo que determinan.

9. Si M pertenece a O, subsiste lo dicho y los rayos que limitan cl
dngulo formado por todos los rayos sccantes, forman parte de rectas de
contacto ; los llamaremos rayos o semirrectas tangenles.

Todo punto A de O es origen de dos rayos tangenles, que forman un
dngulo convexo en el que estd contenido O y todos los rayos secantes de
origen A. Si los dos rayos tangentes forman una recta, ¢sta se llama
langente y el punto ordinario. En caso conlrario se llama anguloso.

10. Se ve facilmente que este concepto de langenie no difiere del
usual, demostrando que fodo dvalo es una curva cerrada de Jordan. Si A
es un punto interior, cada punto de O determina un rayo proyectante, y
a cada rayo corresponde un solo punto, segin (3). Falta solo ver la con-
tinutdad de la correspondencia. A un entorno circular de M corresponden
rayos de un dngulo proyectante que puede hacerse tan pequefio como se
quicra ehgiendo ¢l radio; reciprocamente st 2 es un entorno circular del
punto M y suponemos que en lodo entorno angular de MA hay rayos que
corten en puntos exteriores a 3, estos punlos tendrian un punto de acu-
mulacion situado en MA y distinto de M, el cual seria también {rontera,
contra lo antes demostrado.

11. Resultan, pues, las coordenadas del punto M funciones continuas
del argumento de MA, es decir, lenemos las ecuaciones del Ovalo :

r=a(), y=y()

siendo el punto (x, y) funcion biuniforme y bicontinua de ¢.

Como parametro ¢ puede elegirse la abscisa del rayo proyectante desde
A, y al sentido de las ¢ crecientes corresponde el positivo del haz. Si G
v D son dos puntos de un mismo arco AB, como A y B estin en un
mismo semiplano respecto de la recta CD, los dos sentidos desde A y B
son acordes. Resulta, pues : si el pardmetro es una funcion cualquiera
biuniforme y creciente de ¢, su crecimiento define un sentido que llama-
mos positivo, porque lo es el de todos los haces proyectantes desde cual-
quier punto de la curva. De aqui resulta : Todos fos poligonos ordenados
inscritos en el dvalo son convexos y acordes.

Pues si A y B son vértices consecutivos, todos los demds estan en un
mismo arco de extremos AB y, por tanto, en un mismo semiplano, con-
dicion suficiente de convexidad para los poligonos, y como el sentido



17[] CONTRIBUGION AL ESTUDIO DE LAS CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS

de un poligono AB ... P es el de cualquicra de los dngulos ABC, queda
demostrada la segunda parte (').

12. Segun (8) el Ovalo esta contenido entre dos rectas de constante de
direccion dada, y entre otras dos de direccion perpendicular, es decir.
esta inscrito en el rectingulo que las cuatro forman; y como con cuatro
arcos son mondtonas, pues de lo contrario habria trisecantes, resulta que
las funciones o e y son de variacion acotada y, por tanto : Los dvalos
son rectificables y cuadrables. Los perimetros y dreas de los poligonos
inscritos son, pues, convergentes.

13. De la definicion de recinto convexo resulta inmediatamente : La
interferencia de un niimero finito de recintos convexos que tienen un punto
interior comiin es otro recinto convexo. Si el nimero de recinlos es infi-
nito, con un punly interior comun, la interferencia es un punto o un seg-
mento o un recinto convexo.

1h. Si una curva cerrada de Jordan tiene en cada punto una recta que
deja toda ella en un semiplano, es un 6valo. Supongamos que el segmento
AB determinado por dos puntos del recinlo tuviera algin punto exterior
M. Como AM corta a la curva en algin punto G, toda recta distinta de
AB que pase por G deja A y B en distintos semiplanos, contra la hipo-
tesis; v la AB es secante, luego la hipdtesis es imposible y el segmento
AB pertencce al recinto.
- La curva de Jordan puede carecer de tangentes propias, pero es sufi-
ciente la existencia de una rvecla, no secante, por cada punlo, para ase-
gurar la convexidad. Ademas : |

10. El recinto limitado por una curva de Jordan convexa, es la inter-
Jerencia de los semiplanos limitados por sus rectas no secantes. Desde
luego forma parte el recinto de todos ellos; reciprocamente, todo punto
comun a ¢stos, pertenece al recinto; pues si M es exterior y A interior,
v G esun punto de la curva, interseccion de AM, queda M fuera del
semiplano correspondiente a C.

(') El haber supuests que el parimetro es la abscisa del rayo proyectante o una funcién moné-
tona de ella, no implica restriccion ninguna, pues s¢ demuestra inmediatamente, que si una fun-
cion conlinua admite funcion inversa, cada una de ellas es mondtona. Por tanto, cualquier parametro
{ que se adopte es una funcién monétona de dicha abscisa.
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16. Por el pie de la minima distancia desde un punto interior del
ovalo, la inica recta no secante es la perpendicular al radio, luego es un
punto ordinario. Mediante una corladura ficil de establecer, resulta : A
todo punto ordinario de un évalo le corresponde un circulo cuyo centro
estd en la perpendicular a la recta tangente y que es el mayor entre todos
los interiores cuyas circunferencias pasan por el punto. El recinto es la
suma de estos circulos.

Por cortadura analoga resulla, asimismo, la existencia de un circulo
minimo entre todos los que contienen al 6valo.

17. Anadlogamente, resulta : A lodo punto ordinario P del ovalo corres-
ponde un circulo, extremo superior de todos los que pasan por P y tienen
un arco entorno de P interior al évalo. Este circulo, que llamaremos de
conlacto, coincide con el osculador cuando las funciones sean derivables
dos veces.

18. Hemos visto que los ovalos son curvas de Jordan que tienen mul-
litud de propiedades; veamos cudles son caracleristicas.

Dada una curva por dos funciones uniformes y continuas, sin exigir
la biuniformidad que caracteriza las curvas de Jordan, se obtienen los
Ovalos imponiendo una condicion que puede ser diversa. Asi, por ejem-
plo, basta imponer la condicion (4).

Toda curva cerrada desprovista de arcos multiples v de lrisecantes es
ovalo.

Ante todo es curva de Jordan, pues supongamos que dos valores #, y
{, diesen el mismo punto A; los rayos proyeclantes desde otro B, de los
puntos de la curva correspondientes a los intervalos (¢,, t,—3) (¢, t, - 2)
(¢, t, —3) (¢, t, + &), forman cuatro ingulos de los cuales al menos dos
tienen un dngulo comun, y algun rayo de ¢éste corta a los arcos respec-
livos en puntos distintos, resultando una trisecante.

La recta AB, determinada por dos puntos cualesquiera de la curva, o
tiene un segmento comun con ella o solo dos puntos y todos los de las
semirrectas complementarias pertenecen a una sola region, porque de lo
contrario habria un nuevo punto de interseccion. Como esa region es la
externa, resulta : Todo punto interior pertcnece a las infinilas cuerdas
que pasan por ¢l.

St M y N son puntos interiores, ambos son, pues, inleriores a la cuerda
PQ determinada por la recta MN y, por tanlo, el segmento MN es inte-
rior, luego el recinto es convexo.
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19. Olra condicion que puede imponerse a una curva cerrada, que es
la adoptada por Blaschke como definicion del Ovalo es ésta : reciproca
de (r1).

Toda curva cerrada que tiene acordes los trudngulos determinados por
cada tres puntos ordenados de la misma es dvalo. Basla observar que de
esla condicion se deduce la no exislencia de arcos multiples ni trisecan-
les, y queda reducido al caso anterior.

Resulta, pues, que el ser acordes los tridngulos implica el caricter de
curva de Jordan, la existencia de dos langentes en cada punto, etc. ().

20. Otra condicion también caracleristica es ésta : St Lodos los cuadri-
literos ordenados incrilos en una curva cerrada son convexos, la curva
es ovalc. Pues si hubiera una trisecante ABC, se podria construir inme-
diatamente un cunadrilitero no convexo.

21. Como generalizacion de (14), resulta : St una curva cerrada tiene
por cada punto una recta que la deja en un semuplano, es un dvalo reco-
rrido wna o varias veces. Todos esos semiplanos lienen comunes puntos
no alineados, luego, segiin (13), la interferencia es un recinto convexo,
ningin punto de la curva puede ser interior a él, pues la recta corres-
pondiente dividiria al recinlo, contra lo supueslo, luego la curva dada
coincide con el conlorno, que ¢s un Ovalo, pudiendo recorrerlo una o
varias veces. Siimponemos la carencia de arcos multiples, resulta un
ovalo.

2. Si las funciones que delinen una curva son derivables y no se
anulan simultineamente x’ e y’, la curva se llama regular, y tiene para
cada valor de £ un veclor langenle de componentes (z/, y’). El teorema

(*) Resultan asi, como covolario, las propicdades de las funciones uniformes converas. Se llama
asi y = fix). si para cada terna &, <z, << x; es

xy R L
z, b 1| >o. (1)
x Yy t

(Geométricamente : los triingulos inscritos. ordenados por abscisas crecientes, son acordes
positivos.

La continuidad de tales funciones resulta también directamente asi : en el intervalo (z,, z,)
es f(z) superior a la funcién lineal determinada por (z,, y,) (%,. ¥,) e inferior a la (x,, y.)
(zy, ¥;): luego el limite a la derecha de x, es el mismo de ambas, o sea y,: analogamente
resulta por la izquierda, luego fix) es continua en z,.

La definicién (1) implica la monotonia de la pendiente de la cuerda; luego hay tangente por
la derecha de z, y tangente por la izquierda.
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de los incrementos de Cauchy expresa que en todo arco de curva con
tangenles hay algun punlo cuya tangenle es paralela a la cuerda (*).

Resulta de aqui : St una curva cerrada reqular no admite mds de dos
langenles paralelas, es évalo. En eleclo, si la tangenle en A corlara en B,
en cada uno de los arcos AB habria una tangente paralelaa la AB, contra
la hipotesis; luego la tangente en A no corta en olro punto, ni atraviesa
a la curva en A, pues en cada arco habria una langenle paralela a la de
\; luego, segun (21), es 6valo descrito una o varias veces.

23. Imponer a la curva cerrada la condicion de que no haya mis de
dos tangentes paralelas, es lo mismo que imponer la monolonia de la
funcion Arg (&', y') de 0 a 2n%; esta monotonia viene expresada por la

condicion :
-:C, ),I
sg = consl, o brevemente : sg A =const, (1)
U.CI/ .Y//

., . . . . - ., .
la que también expresa la carencia de inflexiones. Y si ademds impone-
mos la condicion

AArg (2, y')=12=% (2)

que expresa que la curva indicatriz (x’, y’) da una sola vuelta, tenemos
dos condiciones analilicas que caracterizan los Ovalos, sin hacer interve-
nir el concepto de curva de Jordan, gque es de muy dificil comprobacion.
Si de anlemano se sabe que una curva cerrada es de Jordan, se verifica
va la segunda condicion y baslta comprobar la primera. Resulta, pues :
l‘na curva cerrada regular de Jordan sin inflexiones es un évalo.

La condicion (2) puede, por tanto, substituirse por esla otra : las dos
integrales

.

jt” 2 (1) dL, St’ y (1) dt (3)

no deben anularse simultineamente (suma de cuadrados positiva) en
ningin intervalo, puecs ésto equivale a la falla de puntos multiples, es
decir : a valores distintos de £ corresponden puntos distintos.

24. Segun (8), resulta : Por cada punto exlerior pasan dos tangentes
al 6valo. Por la monotonia de la funcion Arg resulla ficilmente : Los
punlos de contacto de las langentes trazadas por dos puntos A y B estan
0 no separados entre si, sequn que la recla AB sea exterior o secante.

(*) Si la curva es de Jordan, se puede demostrar que hay un punto en que el vector no solo
es paralelo a la cuerda, sino acorde con ella.
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29. La condicion de no anularse simultineamente .2/ e y’ no es esen-
cial y puede dejar de verilicarse con ¢l cambio de pardmelro. Reciproca-
mente, si en un punto ¢s i’ (t,) =o0, y'(/,) =0, vy ambos infinitésimos
tienen Ordenes delerminados, basta poner == ({—¢,)**!, siendo 7 el
menor de los Ordenes, para que quede determinado el veclor tangente,
como se comprueba facilinente formando las derivadas respecto del
nuevo parametro.

Lo caracleristico es que ¢l radio de curvalura sea {inilo o ne.

Si Hamamos normal al parametro cuando se verifica x”* - y* >o0, ¥
consideramos solamente paramelros normales, resulta : Si la condicién
sg A = consl se verifica en sentido estricto, el 6valo tiene radio finito, y
sl en algunos puntos es A = o en ellos el radio es infinito, como resulta
de la férmula :

[

N G i)
P - A

En particular, si se adopla como pardmetro g == Arg (z’, y’) resulta
x'* 4 y* =¢*, luego esle parametro es normal para los 6valos de radio
finito no nulo.

26. Si los veclores langenciales (', y’) se aplican a un punto O resulta
la indicalriz tangencial. Sus puntos son funciones continuas de ¢ y si el
ovalo carece de segmentos reclos, a valores distintos de ¢ corresponden
puntos distintos de la indicatriz; luego : Si el pardmetro es normal, la
indicatriz tangencial de un évalo curvo es una curva de Jordan que no
pasa por O y es polarmente uniforme respecto de O. La reciproca es cierta,
es decir, estas propicdades de la indicalriz caracterizan al Ovalo curvo.

Dada la indicatriz que cumpla estas condiciones, esti determinado el
ovalo en magnitud y posicion, si se fija arbitrariamente uno de sus pun-
los. Basla, en efeclo, integrar las coordenadas de la indicatriz.

A los puntos del Ovalo de radio inlinito corresponden en la indicatriz
puntos cuva langenle pasa por () y, por lanto, de inflexion.

27. Gomo la indicalriz langencial no es sino la hodografa del movi-
miento sobre el Ovalo, cuando el paramelro es el tiempo, se pueden
aplicar las relaciones, bien conocidas de la cinemadtica, entre eslas curvas
v la indicatriz formada por los radios de curvatura.

Inmediatamente se ve que el invariante 2 no es sino el duplo de la
velocidad areolar en el Ovalo, ¥ A es el duplo de la velocidad areolar en

la indicatriz.
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28. Llamaremos indicatriz de curvatura a una curva formada pér los
extremos de los vectores que representan los radios de curvatura, aplica:
dos a un origen O. En particular, si el pardmetro es ¢l argumento del
vector tangente, resulta de (206) : La indicalriz de curvatura es iqual a la

. . 7
tangencial, girada de 5

Substituyvendo en las integrales (3)

dx=y¢ .cosc .dg, dy =p .seng . do,
resulta :
v bk
p.coso.do=o0, p.seny.do=o0,
0 v :

es decir : La resultanie de los infinilos vectores de curvatura es nula.

Esto demuestra que el radio, no sélo tiene un maximo absoluto y un
minimo absoluto (que también lo son relativos); pues en tal caso, tra-
zando cualquier recta por O que separe ambos radios extremos, todos
los vectores de un semiplano serian menores que los del otro y, por
tanto, su resultante no podria ser nula. Tiene, pues, que haber siquiera
otro maximo y otro minimo relativo. Y traducida esta consecuencia,
resulta el curioso teorema de los cuatro vértices, que la intuicion nos
haria sospechar : Todo- 6valo reqular tiene, por lo menos, cuatro vér-
lices (1).

29. Para cl estudio de los 6valos regulares, especialmente de los orbi-
formes (de anchura constante), es util la ecuacion normal de la tangente :

L seng—ycoso=p(e),

siendo ¢ el argumento y.p la distancia al origen. Si p es una funcion de
o, la'ecuacion define una envolvente. En los dvalos esta funcion es uni-
forme de o a 2%. '

Aplicando las formulas usuales, resulta como expresion del radio de
curvatura la siguiente simplicisima :

p=p+p"

Las curvas paralelas resultan incrementando la funcion p en una cons-
tante cualquiera. El radio de curvalura de la curva p -|- ¢ resulta segtn
la formula anterior : o - ¢.

(*) Notese que es condicién esencial la existencia de radio de curvatura linito en todo puato,
sin excepcién. Por ejemplo, se forma ficilmente un 6valo con dos arcos iguales de espiral loga-
ritmica, tangente en los dos puntos de empalme (o formando dngulo), el cual carece de vértices.
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La uniformidad de la funcidn p es suliciente para caraclerizar el dvalo,
st la curva carece de puntos cuspidales; pero sin esla condicion previa,
hay que imponer ademas la condicion p > o. Resulla de aqui : Las cur-
ras paralelas externas de un dvalo son évalos y lambién las inlernas si la

conslanle se conserva menor que el minimo de la funcion p - p”.

30. En la geomelria afine se plantea el problema de oblener un para-
melro tal que resulte A = 1. Sin necesidad de los algoritmos que suelen
ntilizarse en dicha leoria, vamos a obtenerlo ripidamente. Llamando 2
a dicha funcion de ¢, y designando las derivadas respecto del nuevo

pardmelro con puntos en vez de acenlos, se liene :

’j” s//
’ ) xr g — v yr —
l "I ’J— v G
J= — Y = — = 3 y _ .
5 /3 2
5 5 ~ 5
ry—yx=(x'y’ —y'x’)s? = A2,

luego el parametro que resuelve el problema es

1
El

s=\| A% dt
y se Hama longitud afine, por tener la propiedad aditiva y ser invariante
en las alinidades.

Como A tiene en el Ovalo signo constante, es s funcion biuniforme de
/. y adoptado como paramelro el radio de curvatura tiene la expresion

p= a,
siendo « el modulo, su vector tangencial.

oyt |
31. Todos los determinantes . | soninvariantes respeclo de
J:(‘) y(‘)

las alinidades (absolutos en las de modulo 1, es decir, en las que con-
servan las dreas).

Puesto que el de indices 1 y 2 es constanle y nulo el de indices 1y 3,
cl invariante mas sencillo es el de indices 2 y 3, que.se llama curvatura
afine y que coincide con el primer reciprocante de Sylvester. Su valor
es, por tanto,
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Si el paramelro ¢ es cualquiera, su expresion resulta :

]{: (:c;/yrn_y//l.///) A"S _l_ (% A __3 A—iAIg) A“E (I)
vy en particular, si se adopla =, es :
R f v 5 11— 1 0102 /1‘%
o= (50— )y (2)

0

32. lgualando a cero la integracion es inmediata y resulla la ecuaciéon
general de las pardbolas; si se iguala a una constante resulta la ecuacion
general de las elipses o de las hipérbolas, segin que la constante sea
posiliva o negativa.

Reciprocamente, si se parte de la ecuacion de las conicas, resulta que
la paribola tiene curvatura afine nula, la elipse la tiene positiva y la
hipérbola negativa y en todas tres es constante.

No carece de inlerés observar que la curvatura aline de la elipse
depende solamente del area, por la formula

~f
S

n los Ovalos la curvatura afine puede cambiar de signo y ser funcion
discontinua. Los punlos se llaman elipticos, hiperbolicos o parabslicos,
segun la naturaleza de la conica osculalriz. Como ésta tiene comunes
con la curva Jas derivadas primera, segunda. terccra y cuarla, la natu-
raleza del punto depénde del signo de la expresion diferencial (1) (1).

Expuestos a grandes rasgos los resultados fundamentales, proponemos
como direcciones en que pueden extenderse, las siguientes :

I. Ovalos con infinilos ejes de simetria parcial. Pueden construirss

. I o ,
gencralizando la llamada regla del cuarto T Si sobre el punto medio de
i l

cada lado de un cuadrado se lleva una flecha igual a a, sobre el punto
medio de cada lado del octogono asi formado se lleve una flecha igual

(*) Estas propicdades precisan de aclaracién. En efecto, es ficil formar un évalo con cuatro
arcos de hipérbolas iguales, el cual tiene tangente tunica y circulo osculador en cada punto ¥
curvatura afine constante e igual en los cuatro arcos. La contradiccién es debida a que en los
puntos de unién tiene derivadas terceras distintas a la derecha y a la izquierda, que por ser
opuestas daz el mismo valor a k. El resultado anterior presupone la existencia de derivadas en
cada punto; hasla el orden cuarto inclusive.
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a b, y asi siguiendo se llevan 16 flechas ¢, 32 {lechas d, ete., se forma

un poligono que define como limite una curva cerrada, la cual es Ovalo

st los numeros «a, b, ¢, ..., cumplen cierlas condiciones. Demuéstrese
que es suficiente la condicion :

~

apbfeddit.. . <Z

4

y estudiense las propicdades de sus infinitos puntos angulosos.
Notese, en cambio, que no es posible la existencia de ovalos no circu-
lares con un conjunto denso de vértices.

II. Ovalos alyebraicos. Pueslas las coordenadas homogéneas en fun-
cion de un parametro (racionales, si p = o, elipticas, si p=1, y abelia-
nas, en gencral), se obtienen inmedialamente condiciones necesarias.
para que la curva sea un éOvalo, a saber :

X Y <
a oy FFo
x! y// il

que expresa la {alta de inflexiones y la no anulacion simultinea de los
menores complementarios de la tltima fila; pero esto no excluye la exis-
tencia de puntos dobles reales.

Entre las cibicas y cuadricas no existen Ovalos para p=o0, pero es
facil oblener de género p = o como, por ejemplo :

20—y — 3x - xf =o, Tyt =1.

Oblener criterios sulicientes para caracterizar Ovalos algebraicos.

(L. Cwrvatura logaritmica. El teorema de Berwald, cuya demostra-
cion es muy sencilla, expresa que en todo ovalo hay por lo menos cuatro
puntos con espiral logaritmica que tiene contacto de cuarto orden.

Demostrar que en la elipse estos cuatro puntos son los extremos de
los didmeltros conjugados y simétricos.

Estudiar los centros de curvatura logaritmica, es decir, centros de las
espirales logaritmicas con conlacto de tercer orden.

IV. Generalizacion del teorema de los cuatro vértices. Demostrar la
afirmacion de Blaschke (no demostrada) segun la cual, todo Ovalo que
lenga comunes con una circunferencia 2n puntos tiene, por lo menos.
an vértices. Gon lal objeto basta demostrar que en lodo arco exterior a
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la circunferencia hay, por lo menos, un punto en que el radio de curva-
tura s menor que 7 y en cada arco interior algiin punto en que el radio
08 ma_\'or\que r, propicdades que resultan mediante las indicatrices de
curvalura.

V. Ovalos elipticos. Bohmer en un irabajo bajo la direccion de Min-
kowski, demostré que si un 0valo tiene todos sus puntos eliplicos, cinco
cualesquicra de ellos determinan una elipse.

Este teorema, notable porque relaciona una cuestion de geometria
diferencial con una de geometria integral, se puede demostrar del modo
siguiente : si hay elipses e hipérbolas entre las conicas determinadas por
cinco puntos del dvalo, por continuidad habra también paribolas, luego
basta demostrar que una parabola no puede cortar al Ovalo eliptico en
mas de cualro puntos. v esto resulta ficilmente una vez demostrado el
siguiente lema. Es sabido que los arcos de conica que pasan por AB y
tienen langentes fijas AC y BC, estan en el triangulo ABC separados, los
arcos de elipse de los de hipérbola, por el arco de paribola determinado
por esos dos puntos y tangentes. El lema de Minkowski expresa que lo
mismo sucede con los arcos de curvatura cliptica, es decir, todos los que
ticnen tangentes en A v B que se corlan en ¢l tridingulo (incluso su con-
torno) son interiores al arco de pardbola.

Pueslo que la curvatura de un Ovalo eliptico es positiva, si ésta se con-
serva linita, es decir, si las derivadas son finitas, esta curvatura tiene un
maximo v un minimo, que puede ser cero. Investigar si existe algun
tecorema andlogo al de los cuatro vértices (27) o construir algun ovalo
compuesto de dos arcos de curvalura afine monotona.

NVota. — Mientras Hegaba el turno a la impresion de esta memoria,
ha sido publicada en niimero recién llegado de los Annali di Matematica,
una nola donde se demuestra la continuidad de las funciones convexas
de modo mucho mas complicado que el incluido como corolario en
nuestra nota.

Cuando se parle de la definicion de Jensen hay que imponer ademas
la acotacién o la mensurabilidad para poder deducir la continuidad (*).

Jurio Rey Pastor.

(Entregado a la Secretaria de la Facultad el 13 de

diciembre de 1926; impreso en cnero de 1928.}

(*) Véase : Jensen, Aclta Math., pagina 173, 1906, y Sinrewssky, Fundamenta Malhemalicae.
pagina 124, 1920.





