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UN TEOREMA SOBRE INTEGRALES SUMABLES C:

Pon &t vocton AGUSTIN DURANONA Y VEDIA



RESUME

Un théorgme sur les intégrales sommables C3. — Si une intégrale entre des limites
infinies divergente, est sommable par la méthode de Césaro d'ordre 3; et si

Sme—"-‘cf(a;) dx

est convergente pour toute valeur de a > o elle est aussi sommable par une méthode de Hardy,

dans laquelle on adopte :

lim T e— «® f(x) dx
a—>0 j,

comme définition généralisée de

goof(a:) dr.

[
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Siendo
Swf(x) dx

sumable C; con suma S, lo que quiere decir

im ° e U
lmj (1—;) fidt=S,

T—poc JO

jx e f(x)dx

convergente para x > 0, demostraremos que

lim Sxe‘”f(w) der =S (®).
v—>»0 joOo

El sefior Madhava (*) demuestra que :
« Si u(x) y v(x)son funciones integrables, y

Smu (x) de, swlv(xﬂ(lx

0

(') Nuestro teorema en el caso § = 1 puede verse en : On the limits of cerlain series and inte-
grals, by T. J. I'a Bronwich, in Math. annalen, 65, § 6, pagina 365, 1go8.

(%) Hardy estudia la expresién lim S e azf(r) d., como definicion generalizada de s f(r)de
o—>0

en : Researches in the theory of divergent series and divergent integrals, in Quarterly Journal of

[ o

Mathematics, 35, paginas 22 y siguientes, 1903.
(*) Multiplication of infinite inlegrals, by K. B. Madhava, in Journal of the Indian M. S., Madras,
12, pigina 3. 1920.
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son convergentes, tenemos cnlonces que

[ u(l)yv(xz—1) dl} dx
0 0
es convergente, y su valor es

sw w(x)de - Sx » (x).dx ».

0 0

A

Poniendo
u(x)=-e—*f(x) A} v () = e~ "=z,

tendremos :

rbc—”‘ UI(w I AD) (ll] de = j‘xe—”f(a;) dx - gxe”“"xsdx

o 0

de donde

e f(x)dr ==

0
0 ~
! e “wrddye

r rc‘ 2z Ux(w—l)sf(t)dt} dx

0
Tenemos por hipolesis

z—>x Jo

*r l‘ 3
li — =) f(Hdi=S.
im j (1 .c) AU
Definiremos una funcion

x / 5
s(x)= g (['——) Sydl—S.
Joob &€
ISs enlonces, por la (3)
lim = (x) = o,
e )
y ademas, de la (4) se deduce
0

2 <| (1= o] 1l dt s

(1)

Suponiendo x < b, y designando por M al méaximo de | f(¢)| en el

intervalo (o, b), se tendra

=) | < M Hl —é)sdt SHTY

(7)
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Mo \ .
o) <55 18| ®
o priesto que 2 < b
- Mb .
@[ <5 + IS paraz<é. (9)

De la (4) resulta :

(=) roa=s+. (10)°

v de aqui
r(m—t)sf(t)dtz-SmS—;—e(w)ms. (11)

Por medio de la (11) se puede transformar la (2), obteniendo

=

j e~ (x) do
’ ‘s.x ) ( 12}

r: e~ f(x)dr =8 -

0

e~ **xidx
0
y entonces
0
- j e~ =xd: (x) dx
limj e f(x) der =18 -4 lim “— . (13)
2—»0 }o ©=»0 § e— ”msd.:c
Q

Para demostrar el teorema hay que demostrar que

sm e~ s gde (x) dx
lim = =o. (14)

—>»0
’ S e—=xSdy
[

Si1b>o0

> b 20
S e~ e () dx 5 e~ wxd | (x) |dx g e~ x| e(x)| dx
0 < 0 . b :

o0 —_ o0 I o0
§ e =xdy 5 e—=xida j e—"=xddx

0 0 0
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En virtud de la (5) es posible elegir b de modo tal que
€
];(1)|<; para x > b,
y en consecuencia se obtiene

. -
} e—x? | e (x) | dx S e—=x3dx
b

S Js =
- <;'x_— <5 (16)
s e~ =xddx e—“=xidx
Por medio de la (g) se obtiene
r g d b J

e~ “=x? | e(x) | dx } e—“xidx
0 Mb ) _
- <lmHis|E——

[ e~ “xidx j e~ “*x3dax

Efectuando en el segundo miembro el cambio de variables zx = ¢, se

ba
— 3t
Mb j ¢
’ s j e—t3dt

obtiene

b
j e—=x? | (x)|dx
- - (18)

oc
j e— xSy
0

Con la (16) y la (18) se puede deducir de la (15)

£ bo,
j e~ «<xle (x) dx _ j e—tdt
[ Ml) 0 .
<[ +|S|]4r—+§ (19)

oo B b I
( e—“=xddy + e~ 3dt

[ o

El primer término del segundo miembro tiende a cero para a, tendiendo
a cero es posible, pues, elegir ¢ de manera tal que aquél se conserve

€ .
menor que — s1 a < q.
2
Por la misma (19) se deduce entonces

Sx e~ «=xe (x) da

0

<&, sl a< g (20)

0

0
S e—*xidx
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o, lo que es lo mismo,

jx e~ x¥e (x) da

0

lim
e E e =xdx
0

que era lo que faltaba demostrar.
Acustivn Durafona Y Vebpia.

(Entregado a la Secretaria de la Facultad el 5 de
octubre de 19;7: impreso en cocro de 1938)
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