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SOBRE PRODUCTO DE INTEGRALES SUMABLES G

Por k1 vocrorn AGUSTIN DURANONA Y VEDIA



RESUME

Sur le produit d’integrals sommables Cs5. — On démontre un théoréme analogue a celui
de Césaro, concernant le produit de séries en introduisant

(w H:u(.r) v(z—ux) d.r] dz,

commc expression du produit de

ro u(z)de et ro v(y)dy,

Jo vo

Jaquelle 'on reconniitra facilement comme tout-a fait analogue a la formule connue de Cauchy.



SOBRE PRODUCTO DE INTEGRALES SUMABLES (5 *

INTRODUCCION

El sefior Madhava (*) se ha ocupado en cstablecer una interesante
analogia entre el produclo de series y el producto de integrales entre
limites 1nfinitos, demosirando para éste teoremas analogos a los de
Cauchy, Mertens, Abel y Hardy quec se relieren a aquél. En la presente
nola continuamos la analogia demostrando para las inlegrales el siguiente
tecorema, analogo al de Césaro. para el caso de las scries.

i)

TEOREMA

jx a(x)dr, ‘xv (y) dy

[} 0

son sumables C; con suma v y C; con suma v, respectivamente, y es

20

w (:):S u(ryv (s —.x)de; S w(:) d:
0 [
es sumable Cs 5 4, (%) y su suma es u . v.
Para la demostracion del leorema necesitamos hacer algunas conside-
raciones previas :
1. Para que

\‘ww (z) d-

o

(I_J—i)sf(m) dr = S.

-0

o0
() g Jiz) dx es sumable Cy con suma 8, si lim

o I— 00

(*» The Journal of the Indian Mathematical Society, octubre de 1g1g a febrero de 1920.

(*) No se excluye que pueda existir sumabilidad C, : r <& + &' 4 1.
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sea sumable Cy 5 4, ¢s necesario que w (2) sea {uncion integrable de -
en cualquier intervalo ou, a >o.
Consideremos la expresion
I = [fcu(x)v(y)dedy
donde el dominio T es el tridngulo de vértices
(r=o0, y=0), (r==o0, y=a), (x =a, y =0).
Si efectuamos el cambio de variables
P a— [, y _ I — [,

¢l dominio T se transforma en el triangulo T’ de vértices

por otra parte )

Yy entonces

IT= ([ u(tyo(z—t)ydz=dt.

Calculando la inlegral doble por integraciones sucesivas, resulta :

Izsajzu(t)v(:—t)dt.dz.

O sea

| ::j‘uw (2)dz,

0

¥, por lo tanlo, w (z) es funcion integrable en el intervalo oa.
II. Si sc tiene la expresion

I={[[.fi@) fe (c — ) fi (y) fila — =z —y) dedydz (*).© (1)

Siendo T un dominio limitado por los cuatro planos

(') Las lunciones f, (1), f, (1), f, (1), f, (1), deberin ser integrables.
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v se efectia el cambio de variables
XLy =, y’ = I — J, ,=.r Ji— y

[que es una alinidad entre el espacio (xyz) ¥ el (,,2))], se liene que :

Al plano & =0 corresponde el x, = 0;

Al plano : — x = o corresponde el y, =0 ;

Al plano y = o corresponde el =, — x, = o;

\l plano @ — : — y =0 corresponde el a — z, — y, = o.

El dominio T se transforma, pues, en si mismo.

Eu una transformacion afin, la relacion entre los voliimenes de un
tetraedro y su transformado, es el valor absolulo del determinante de la
transformacion §, por lo lanto,

l d(yz)
) (xlyizl)

—= 1

pues T se transforma en si mismo.
Tenemos, entonces :

| — “]le () fi ey — ) fuy) fila— 2, — y,) die dz dy,.

Podemos escribir entonces

”J’T,/.x ("f.)f‘_' (3 ";)f: ()’)f. ((l —Z —y) d.Ldyd., —
=[[[:/i (@) fs ¢ — ) fo (¥) fi (a — = — y) dzdydz. (=)

III. Considereinos ahora la expresion

>
a—7:

J —_—'r . Sf, (z) fulz—x)dx j fiy) fila—z—y)dy . d-.

0

El segundo miembro puede interpretarse como una integral (riple que
estuviese extendida al dominio

o<ax<r:, o<y<a—z,

que serd limitado por los planos

£L=0, c—x=o, y =o, A—:—y=0
stendo, por io tanto, el dominio T antes citado. Podemos poner, enlonces:
1o s (@) fu (z—£) f2 (1) fu (6 — 2 — y) daodydz =

j“ : Sf (@) f, (e — ) de - j"':fs ) /i (a—:—y)dz . d-,

n



308 CONTRIBUCION AL ESTUDIO DE LAS CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS

v analogamente :
[[jefi ) fils — @) fu(9) fila — 2 —y) dxdydz =
i 5/1(3)/3(~—J dr . j_-f;(y)/‘(a_z_y)dy_d:'

J 0
Teniendo en cuenta la (2) se deduce :

»

g Ej, ) fols—ax)dx- j:_:fx(y)fi(a—:—y)dy.dz=
=J S/, (@) /3 (z —x) da: - j:—:fg(y)f,x(a—:—y) dy . dz.

Pongamos
Sily=u(D), [ (=18, So(ty=n (), Sily=1¥ ()

y entonces

Y . 5: u(xr)(z—x)dr. ja_:v (y)a—:z—yP¥dy. dz=

0 ]

— ga . S: a(x)v(z—x)dre. ja—:y"(a——:——y)s’dy .dz.

0 0

Por medio del cambio de variables (a — ) t =y, obtendremos

}u-—:ys ((l—:——y)s’dy:(a__:)s-i—ﬁ’+1 B(a+ X, 8’+ [),

)

y recordando, ademis, que

w ()= j: u(xryv(z—ux)dr,

resultara

f“Yupr_mwxdhloﬂa—i—vaik:

=Bet 1740 | et e d ()
IV. Si ¢ (x) es una funcion inlegrable, v

lim ¢ (x) = o,
T —~» o0

(') Puede observarse que las funciones que introducimos son integrables.



Serie matemdtico-fisica : Durafona vy VEDIA, Inlegrales sumables G5 30y

demostraremos que

s: (: —x)yxro (x)dr

:1_111:6 :m—|—n—}—l =0.

En efecto :

j: (z —x)"x"e (x) dx ‘: (z—x)y"x" | o (x)|dr
0 S Jo

S: | (x) ] dx

<

:m—i—u+1 :m-{-n+1

<

Y como
lim | o (r)|=0
T —> o0

y por consecuencia

~

y o () | dx
lim<~ -

0
=0

oo ~

debera ser también por la (4)

j': (:—x)"x g (x) dx

lim =o.

- 1
o0 ~m+“+

Estamos ahora en condiciones de generalizar la proposicion.
Si o (x) es una funcion integrable, y

lim ¢ (x) =1L,
T —»

demostraremos que

S: (z— x)mi"? (z)dx
lim

: =L ().
z—-)ocB(m—’—I,n—{—I)zm—Fn—f-x ()

Pongamos
o (@) =L+ ()

y tendremos

jz (z —x)"x"9 (x) dx S: (z —x)y"xre () dx

BlmF ooz — T Bm b, at 0o

(4)

(6)

(') Puede verse : N. E. Norruno, Sur une application des fonctions permutables, en Acta Univer—

sttalis Ludensis, 16, 1920.
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Por la definicion de = (). tenemos que

lim ¢ (x)=o,
T~
y enlonces de la (6) v la proposicion anterior resultara
(: —z)x g (x) dx

lim 2 L
:i:il;(m+l,ll+l)zn:+:A+, L

DEMOSTRACION DEL TEOREMA

~

j‘w u(x)de e }wv (y) dy

0

son sumables C; con suma «, y G5 con suma v, respectivamente, debe ser

= lim
t—roo R

‘ 5 "t 5
IL(.’IIV)(I—-%) dx, v:lims v(y)(l—%,) dy. (7)

0 t—»ac o

Introduzcamos dos funciones & (¢) y < (¢), que deliniremos por las rela-
ciones

¢ t

(I)([):‘

o

11(:c)(1—?)8dw, v-{—s(t):j v(y)(l—‘z)s’(ly. (8)

0 0

Si se lienen en cuenta las (7) se puede deducir entonces qué

ve

lim ¢ (/) =u, Jim ¢ (f) =o. (9)
{—» o t—>»oc
El lector comprobara lambién que tanto & (¢) como <(¢) son funciones
continuas para t > o, Y como ambas tienen limite para { - o, el con-
junto de sus valores para ¢t >0, deberd ser acotado.
Multiplicando las (8) por £# y #¥, respectivamente, obtendremos
R ‘'t . 4
D (H e :s u(x) (t— x)idx, ol () ¥ :j v (y) (t—y)¥dy,
o

0

cambiando ¢ por z cn la primera y ¢ per a— = en la segunda resultara :

P(2)= S: u(x) (z — x)dar,

-

v(a——:)s’—}—e(a—z)(a—:)s’:j

a—

K (y)(a —z—y)¥dy. (10)

o
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Por medio de las (10) reemplazaremos valores en la (3), la que se trans-

formara entonces en

»

) a([)(z)zs(_a—:)S’dz—{—jafl)(:): (a—:zWe(a—z)d: =

o

v

=Bet 40| @ a—sped,

v dividiendo ambos miembros por B (2 4~ 1,2 -}~ r)a’ +¥ +1

u(I) () (a—z)Vd: “G(I) (=) (a—:)s’e(a—:) dz

(O+I g 4-1) a‘+"'+'+ BGE+r1,+1)ad?+¥+1 -

pasando al limite

IRRT—
v lim

i B3 1, L 1)ad ¥+

- lim
4
a—»so B

a FARR kI )
= lim j 0 (2) (1 —(—l) d=. (11)

a—»>o

Recordando la segunda de las proposiciones IV y las (Q) se obtiene :

r<1>(~ S (a— ) ds
R Yoy s

=u. (12)

Por otra parte, siendo M una cota de | P (z) | para 2 >0

jacb(z)zs(a—z)s’e(a—z)dz ju:s (@ —z)|c(a—2z)|d-.
- <M=

BG4+ 1,74 1)add+¥+ | =7 BG4, 8 - 1)a ¥

Cambiando en el segundo miembro = por a — =

0

sad)(z) Ha—:zVWe(a—z)dz M Sﬂ Ha—z) (Z)’(l
B2, 1)ab+5+! SB(_S—{—I,E’—{—I) bty
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Recordando la jrimera de las proposiciones 1V se tiene que, por ten-
der a cero el segundo micmbro, tenderd también el primero, y'entonces:

Sa oD (z) 8 (a — ;)8' c{a— Z) dz
lim £ =o. (13)

a0  BE4 1,8 Fr)dbt¥H

Por medio de las (12) y (13), la (11) quedara en la forma

a z S4+5 41
uv = lim j w(z) (1 ———) dz

a—y>0 Jo a

0, en otras palabras,

‘r w(z)d:

®s sumable C; 454, con suma u . v.
AgusTtin DuraNova Y VEDIA.

(Entregado a la Secretaria de la Facultad el 11 de
diciembre de 19a7; impreso en enero de 1928.)





