
S O B R E  P R O D U C T O  HE I N T E G R A L E S  S U M A B L E S  C5

P(.|> El. D o c T iu i  A G U S T Í N  D U R A Ñ O N A  Y  V E D l A

XXII



RÉSUMÉ

Sur Ie produit (!’integrals sommables c$. —  On demontre un théoréme analogue a celui 
de Césaro, concernant le produit de séries en introduisant

com m c expression d a  p rodu it de

laqu elle  I on reconnáitra facilem ent com m e tout-á fait analogue á la form ule connue de G auchy



IN T R O D U C C IO N

El señor Madhava (2) se ha ocupado en establecer una interesante 
analogía entre el producto de series y el producto de integrales entre 
límites inünitos, demostrando para éste teoremas análogos a los de 
Cauchy, Mertens, Abel y Hardy que se relieren a aquél. En la presente 
nota continuamos Ia analogía demostrando para las integrales el siguiente 
teorema, análogo al de Césaro, para el caso de las series.

SOl i RE P R O D U C T O  DE I N T E G R A L E S  S U M A D L E S

son sumables C$ con suma u y con suma i\ respectivamente, y es

es sumable y su suma es u . v.
Para la demostración del teorema necesitamos hacer algunas conside- 

aciones previas :
I. Para que
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sea sumoble es necesario que w (z) sea Iuncion integrable de ~
en cualquier intervalo

Consideremos la expresión

donde el dominio T es el triángulo de vértices

Si efectuamos el cambio de variables

el dominio T se transforma en el triángulo T' de vértices

por otra parte 

y enlonces

Calculando Ia integral doble por integraciones sucesivas, resulta :

o sea

y, por lo tanto, w (z) es función integrable en el intervalo 
II. Si se tiene la expresión

Siendo T un dominio limitado por los cuatro planos

(*) Las funciones (/ ', / 2 (¿), /., (t),  / t (/), deberán ser in tegrables.
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y se efectúa el cambio de variables

siendo, por lo tanto, el dominio T antes citado. Podemos poner, entonces:

que será limitado por los planos

El segundo miembro puede interpretarse como una integral triple que 
estuviese extendida al dominio

III. Consideremos ahora Ia expresión

Podemos escribir entonces

pues T se transforma en sí mismo. 
Penemos, entonces :

Al plano X' =  o corresponde el X 1 =  o ;
Al plano r —  x  =  o corresponde el y, =  o ;
Al plano y  =  o corresponde el Z1 —  X 1 =  o ;
.Al plano a —  c —  J  =  O corresponde el a —  Z1 —  y¡ —  o.
El dominio T se transforma, pues, en sí mismo.
Eu una transformación afín, Ia relación entre los volúmenes de un 

tetraedro y su transformado, es el valor absoluto del determinante de Ia 
transformación y, por lo lanío,

(que es una afinidad entre el espacio se tiene que :
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y análogamente :

Teniendo en cuenta la (2) se deduce :

Pongamos

Y  entonces

Por medio del cambio de variables (a —  z) t =  y, obtendremos

Y recordando, además, que

resultará

IV. Si es una función integrable, Y

(1) Puede observarse que las funciones que introducimos son integrables.



( 1) P u ed e verse : N.  E.  Nor l und,  S u r  une application des fonctions permutables, en Acta Univer-  

sitatis Ludensis , 1 6 , 1920.

Pongamos 

y tendremos

demostraremos que

Estamos ahora en condiciones de generalizar la proposición. 
Si o (x) es una función integrable, y

deberá ser también por la (4)

Y  como

y por consecuencia

Serie matemático-física : D u h a ñ o ñ a  y V k d i a ,  Integrales samables C $  

demostraremos que

En efecto :
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Por la definición de tenernos que

y entonces de la (O) y la proposición anterior resultará

Si
DE MO S T R A C I Ó N  DE L T E O R E M A

son sumables C$ con suma y con suma v, respectivamente, debe ser

introduzcamos dos Iunciones <I> (/) y e(t), que definiremos por las rela­
ciones

Si se tienen en cuenta las (7) se puede deducir entonces que

El lector comprobará también que tanto ¢(/) como s(¿) son funciones 
continuas para £ > o ,  y como ambas tienen límite para /->00, el con­
junto de sus valores para ¿ > o ,  deberá ser acotado.

Multiplicando las (8) por y respectivamente, obtendremos

cambiando t por c en la primera y t per a —  : e n  la segunda resultará :



Por medio de las (10) reemplazaremos valores en la (3), la que se Lrans 
formará entonces en

y dividiendo ambos miembros por

pasando al límite

Recordando la segunda de las proposiciones

Por otra parte, siendo M una cota de

Cambiando en el segundo miembro r por a —  r

Serie matemático-física : D u r a ñ o n a t  V e d i a ,  Integrales sumables Cs
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Rocordando la primera de las proposiciones IV se tiene que, por ten­
der a cero el segundo miembro, tenderá también el primero, y"enlonces:

Por medio de las (12) y ( 13) , la (11) quedará en la forma

o, en otras palabras,

£s sumable con suma u . v.

Agustín Durañona y Vedia.

(Entregado a la Secretaría de la Facultad el 11 de 
diciembre de 1927; impreso en enero de 1928.)




