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RESUME

Sur le produit de séries sommables Borel. — Dans le présent travail on démontre que :

20 o>C o0
«SiTon a deux séries X u, et ¥ v,, avec des fonctions associées u (x) et v (z), la série T (u v, 4 ...
o o o

+ u,v,) a comme fonction associée la w (z) qui satisfait a la rélation

rw () dt = Sz u(z— v (l)dn.

o

M. Madhava, dans le Journal of the Indian Mathematical Sociely, 1919-1920, développe une
théorie pour le produit d’'intégrales convergentes, parfaitement analogue 4 la théorie connue du .

~

>0 >0
produit de séries. En appliquant aux intégrales g u(x) e "dr, et 5 v (z) e”*dx les diflércnts

0 o

théorémes de Madhava, I'ont peut déduire trés facilement toute la théorie du produit de séries
sommables Borel.

Les théorémes du produit pour la méthode de Datsch s’obtienent em appliquant aux mémes
intégrales des théorémes concernant le produit d’intégrales sommables Césaro qui ont été de-
montrés par Chapman et par I'auteur.
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INTRODUCCION

El objeto de este trabajo es hacer una exposicion de cierlas propieda-
des del producto de series divergentes sumables Borel, que se pueden
deducir ulilizando la teoria del producto de integrales entre limiles

infinilos.
I. LA FUNCION ASOCIADA
>0
Definicion 1*. — Diremos que una serie } a,, tienc por funcion aso-
o

ciada a f(x), cuando ésta es analitica en un drca que conliene en su
interior a todos los puntos del semicje real positivo (el o incluido), y
estd delinida por las relaciones

S (0)=a, n=0,1,2 ...
Observacion 1*. — Es inmediata la demostracion de que

0+ a,+a, ...

tiene por asociada a
r £,
ya+a, 4 ...a f(x).

Teorema 1°. — Si las series

2 i, y RN
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ticnen por funciones asociadas a u (x) y v (x), la serie

o0
Y (Wovn 4 wvu o - waty)
o

tiene por funcion asociada a w (x), y es

sz w () dow = S u(z— ) v (x) d.

o [

in efecto : w (x) serd analitica en un area en la que lo sean u(x) y v(x).
Por otra parte

z

w(z)=u(0)v(2) —q—j w(z—ax)v(x)dx

0

w (2)=u(o)v'(z) 4+ v (o) v (z) + L w (z—x)v(x)de

w" (2) =u(0) v (2) 4w (o) * =1 (2) + ... 4 u™ (o) v (z) +
s: urt 1 (z—ax)v (x) de,
Yy entonces 0
w" (0) == u(0) v™ (0) 4 ' (0) v~ (0) 4 ... 4 u (o) v (0).
Pero por la definiciéon primera es
ut (0) = u;, v (0) = v, =1, 2, ...

con lo que

w" (0) = UeVn + Wy + ... - WD,

w (x) es, por lo tanto, la funcién asociada de la serie

o0
Y (wvn -+ wvn i oo way).
o

2. EL METODO DE BOREL

Definicion 2°. — Diremos que una serie es sumable B cuando tiene

funcion asociada f(x) y la J'x e—= f(x) dx converge.



Serte matem(itico-ft'sica : DuraNona Y VEDIA, Series sumables 439

Definicion 3*. — Diremos que una serie es sumable | B | cuando tienc

oc

funcion asociada f(x) y la S e—*| f(x)|dx converge.

0
Definicién 4*. — Diremos que una serie } a, es sumable B, cuando
o]
>0
son sumables B las series Y a,, m=o, 1, 2, ...
n
N 00
Definicion 5*. — Diremos que una serie } a, es sumable | B,| cuando
o

0
son sumables | B| las series y a,, m=o0, 1, 2, ...
m

>0
Definicion 6. — Diremos que una serie Y a., que se encuentra en
[+

cualquiera de los casos anteriores, tiene por suma B al valor de la integral

20
S ¢—2f(x)dx, siendo f(x) la funcion asociada, y convendremos en
0

o
expresar el valor de esta suma simplemente por y a, 0 ¢, +a,+a, ...
o

Observacién 2°. — Si una serie es sumable | B|, B; o | B,| es también
sumable B, y si es sumable | B,| loes | B| y B..

No es el caso de seguir desarrollando aqui la teoria completa del mé-
todo B; hemos querido, simplemente, concretar las definiciones princi-
pales, y remitiremos al lector, para mas datos, a la literatura correspon-
diente, suponiendo conocidas las propiedades principales.

Teorema 2°. — Si las series
DO 00
L Un 2
o o
y
0+ w, +w,+ ... (Wh = Wty - wvu—y - ... + w,)

son sumables B es
D0 o0
Yu,. Jva=0-Fw, 4w, + ...
o [¢]

Llamando u (x), v (x) y w(x) a las funciones asociadas de las series

o

2 U, LU. Y L w, (que existen por hipoitesis), tenemos que
e o]

o

~

5 u(x)e =dx, jxv(m) e—=dzx, Sw e—zsx w(t)ydt.de

° )
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x

convergen, pues j w (1) dt es la funcion asociada de o + wy 4w, 4 ...
]

Por el tcorema primero podemos escribir

0 0 0

v

r e qu' (OHdt . de = r e~ . Sr u(x—1=Ho(H)dli.de.  (A)

El seiior Madhava (Journal of the Indian Mathemaltical Sociely, 1919-
1920) demuestra que : « Si

jx e="u(x)dr, Sxe_xv () dor, }Ne—l r w(e—1=ne(tydt. dr

0 0

convergen, €3

jN e~ *u(x)dx - Sm e~ (x)dx ——-jw e—". SI u(e—=Ho()yd. de. »

0 L} 0

Teniendo en cuenta la (A), se tendra entonces

0 0 o

sw e~ u(x)dr - SN e~ (x)dr = Sw e—* Y w(Hdt. dr,

y reemplazando cada integral por su serie correspondiente, tendremos :

>0 0
zu,..xv,,:o—kwo—f—w‘—f—
(] o

Teorema 3°.

St las series

o0 >0 20
. T, Y, y Y w,
o [e] o]

(w, =upv, + v+ .o Fup,)
son sumables B, es
o os o0
Su, . Fra=7Fuw,
v o o
o0 .
Es sabido que si 1w, es sumable B, o -+ w, 4~ w, 4 ... es lambién
.o

sumable B con igual suma.
Por el teorema anterior tendremos entonces que

>0 o0
Zun-Zl‘n:()—}—wo—{'—w‘_i_,”
o o

y de aqui resultara que

o0 oc oc
Yu.,. Jv.=3w,.
o o o
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>0 oc
Teorema 4°. — Si Ju, y 3 v, son sumables By | B| respectivamente,
o o
04w, 1w, . (W, = uer, 4 v, 4+ ... 4 ww,) es sumable B.

>0 oc
Llamando u(x) y v (x) a las funciones asociadas de } u, y ¥ v,, tene-
o o

mos que

Sx e—*u(z)dx e r e— v (x) dx

convergen simplemente y absolutamente.
El sefior Madhava (Journal of the Indian Mathematical Society, 1919
1920) demuestra que : « Si

0

jx e—*u(x)dx e sw e—0 () dx

convergen simplemente y absolutamente

~

SN e—’-ru (x—tyv(t)dt.dx

[} []
es convergente ».

Teniendo en cuenta lo dicho anteriormente y el leorema primero, se

tendra entonces que
j e"j w(t)dt. dx
0

0

es convergente, y como esta integral es la correspondiente a la serie
0+ w, +w, 4 ..., tendremos que ésta es sumable B.

Teorema 5°. — Si

oc

>0
¥ u, N PN
(o]

(]

son sumables | B |

0o-Fw, +w + .. (=, +uw,_, -+ ... - up,)

es también sumable | B |.

Llamando u (x) y v () a las funciones asociadas de ¥ «, y v, tenc-
mos que

~

sm e~*u () do e ‘-w e~ (x) dx

v

convergen absolutamente.

SERIE IATB“.{TICO-F‘SICA. - T, 1V
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El seiior Madhava (Journal of the Indian Mathematical Society, 1g1g-
1920) demuestra que : « Si

-

r e—u(x)dr ¢ roe—’v (x)dx

convergen absolutamente

-

0 x
e\ u(x— o (t)dt.de
0 []
converge también absolutamente. »

Teniendo en cuenta lo dicho anteriormente v el teorema primero, se
tendra entonces que

-

r e~ = Y w(t)de. de

converge absolutamente, y como esta integral es la correspondiente a la

serie 0 - w, + w, -}- ..., tendremos que ésta es sumable | B|.
>0 oc
Teorema 6°. — Si Ju, y J v, son respectivamente sumables B v | B/,
1 o

20

Sw, (w, = u, + wv._, 4+ ... + w.v,) es sumable B.

o

Aplicando a las dos primeras series el teorema cuarto se tiene que

0 4 w,v, - (u,v, 4 o) 4 (v, -+ e, 4+ uey) + ..

es sumable B, y como

Wty + U0, =+ ugvy + w0y - ...

es también sumable B, se tiene sumando término a término que

woty — (et - wyv0) 4 (v, 4 wv, -+ wyv,) -+ ...

es sumable B.

Teorema 7°. — Si

>0 o
2w, Y 3 v,
 § [«

son sumables | B|,
oc
Yw, (wa=uv, + ., + ... + uwu,)
o

es lambién sumable | B|.
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Aplicando a las dos primeras series el teorema quinto, se tiene que
0+ u,w, 4 (4, 4 w.v,) 4 (v, 4 wv, 4+ wv) + ...
es sumable | B|, y como
Wty + UV, + UV, -+ WUy - ...
es también sumable | B|, se tiene sumando término a lérmino que

oty - (o0, - 1y00) 4= (wevy + wivy + wyvy) - ..

es sumable | B|. .

Teorema 8. — Si

oo

o0
Tu, y T,
(o]

(4]

son sumables B, y | B/,

oe .
Yw, (W, = uv, + uv.— + ... + uav,)
[+

es sumable B,.
Las dos series

T u y § U,

son sumables B y | B| por hipotesis, y por lo tanto podemos aplicarles
el teorema cuarto, obteniendo que

0~ Un 4 Vo + (Um 4 V) = Unpi00) ... (A)

es sumable B.

Por otra parte, de la hipotesis se deduce también que las series
Ul = Unly -+ Unly - ...
Up— Oy - U Oy - U 0, F ...

LY .

UoUm = Wop 44 = UeVUm 43 - -

son sumables B, y sumando término a término estas series con la (A) se
obtiene que

Wyt Wngpy + Wng o+ ...

o0
es sumable B, lo que quiere decir que ¥ w, es sumable B,.
[e]
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Teoremn 9° (teorema de Borel). — Si

>0 >0
T u, y Y.
[+] o

son sumables | B,|,

00
S, (0, = u, 4+ ... - wp,)
o]

es lambién sumable | B, |

20 co
3 u, Y Yu,
m--1 ]

son sumables | B| por hipotesis, y por lo tanto podemos aplicarles el
leorema 5°, obteniendo que

0~ U Vo - (U V) = U 30,) 1 ... (A)

es sumable |B|.
Por otra parte, de las hipolesis se deduce también que las series

Uy ~F Un¥| 4 Ums ...
Um— V0 U — Uy = U0, ...

UUm = Wolm g -~ Ul s 7+ ..

son sumables | B|, y sumando término a término estas series con la (A)

se obtiene que

Wn+ Wng )+ Waps+ ...

o0
es sumable | B|, lo que quiere decir que § w, es sumable | B, |.
o

Nota. — Son varias las tentativas hechas en el sentido de demostrar
teoremas del producto de series sumables B, con la sola hipotesis de la
sumabilidad simple, pero podemos asegurar que las demostraciones que
nos son conocidas son erroneas.

En el caso del método B generalizado, sin funcion asociada entera, es
posible dar un ejemplo de series simplemente sumables, cuyo produclo
en la forma de Cauchy no es sumable, y es

d" e*senx " d* [e*cosx

U, —= | V4 ——— vy, — | 5— | ——
" danx+I z=0 derr ‘/w‘i—l z=o0



Serie matemdtico-fisica : DunaNonNa Y VEDIA, Series sumables 445

Siendo enlonces

et senx e*Ccosx
T ——
fo 4 1 foo + 1
Zsen (x —{ cos (
w(x)=¢" ( ) , /]
e —t41 Jr 4o
y como evidentemente es también
* gsen{cos(x—1
w(x)= - ( ) dt
ofr—t 1yt 41
se deduce
x d¢ x
2w (x) = ¢€*sen — e% sen X arc sen .
N —t 1yt 1 x 2

>0
La suma B de la serie } w. es entonces

o

” 1|~ x
e—=w(x)d,=—\| senxarcsen dx
2

0 0 x+2

que como es facil ver es divergente.

Nota. — El presente ejemplo me ha sido sugerido por mi maestro el
doctor Julio Rey Pastor.

3. EL METODO DE DOETSCH

Definicion 7*. — Diremos que una serie con funcion asociada f(x) es
sumable BC,, cuando

r e—f (x) dz

es sumable G,, y llamaremos suma de la serie al valor de esta integral.

Teorema 10. — Si las series Y u, y fv,. son sumables BC, y BC, con

sumas u y v, respectivamente, la serie 0 -+ w, -+ w, 4 ... con

(wo =wov,, + ... - u,v,)

es sumable BC, ., ,, con suma u . v.
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Si llamamos u (x) y v () a las funciones asociadas de las series

oc 50
Y u. y Yu,
o o

se tiene por hipotesis que

’r e—*u(x)de e Sw e—*v (z) dx

son sumables C, y C, con sumas u y v, respectivamente.
Chapman ha demostrado que : « Si

SN u(x)e—*dx e r’ v(x)e%dx
son sumables G, y G, con sumas u y v, respectivamente,
sxe—"j u(x—tyv(t)dt. dx

es sumable C,,, ., con suma u.v.»
Aplicando el teorema primero podemos decir entonces que

r e—’rw (t)dt . dx

0

es sumable G, ;. , con suma u . v, o lo que es lo mismo,

o+ w,+w,+ ...

es sumable BG, ,,,, con suma u . v.

Teorema 11. — Si las series
>0 >0
Su. ¥y Iw
(] o
son sumables BC, y | B | con sumas u y v, respectivamente, la serie

0+ wo 4w, 4 ...

con

Wa == UV, 4 0V, 4 ... 4 U0,

es sumable BC, con suma u . v
El autor de este trabajo ha enviado al Congreso Internacional que se
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reunira en Bologna en el mes de sepliembre, un tcorema que se enuncia

asi : « Si

0 ]

Sx u(x)e—*dx e SN v(x)e—2dx

son sumables G, con suma u, y absolutamente convergente con suma v,
respectivamente,

sm e—% r a(yv(c—t)ydt. dx

[

es sumable G, con suma z.v. »
Si consideramos que u (x) y v (x) sean las funciones asociadas de las

o0 >0
series ¥ u, ¥ ¥ v, podremos, aplicando el teorema primero, deducir que
o o

j” e*‘rw (tydt . dx

es sumable C, con suma u . v, o lo que es lo mismo, que

0+ w, +w, +...

es sumable BC, con suma « . v.

Teorema [2. — Si
jx e—2*f(x)dx
es sumable G, con suma S °
| e

es sumable G, ., con suma S — f(o).

En efecto
%[(1 —g)r-l_lf(“")e_z} :_r_L- I (1 _g)’f(x) e—%
—(1=g @ et (=5 @y e

e integrando entre o y a
. a r a r4-1
—f(o)—_——' . ! L (1 —g) f(ac)e—“dac——jO (I —%) S(x)e—=dx

0
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Por hipolests, es

fim J <I _“_Z) e—*f(x)de =S

a—>»>0 o

y sera, por lo tanto, lambién

a N1
lim i (I—%) e~ *f (x)dx =S8,

n—yros0 Jo

con lo que de la (A) podremos deducir que

— f(0) =—S 4 lim j (1 —”(_”1)'+1f' (@) e—dx

a—»o0 °

o sea que

lim j (1 _“—’>’+ [ (%) e=*dm = S — f (o)

a—>roo o a

que era lo que querl'a demostrar.

oc
Teorema 13. — Si la serie } a, es sumable BC, con suma S, la serie
o

oe

Y a, es sumable BC, | con suma S — a,.

Llamando f(x) a la funcion asociada de §a,.,tendremos que f’(x)

20

sera la asociada de J a, y ademas f(0)=a,, por lo cual, aplicando el
1

lcorema anlerior, se tiene lo que se quiere demostrar.

20 20

Teorema 14. — St Ju, y ¥ w, son sumables BC, y BC, son sumas u
o] o
D0
y v, respectivamente, E Wy (w,, = UV - UWn—y ... - UD,) €8 sumable

o
BC, 4, consuma u.uv.
Por el teorema décimo tenemos que o -- w, 4 w, -} ... serd sumable
BC, 4 4, con suma u . v, y seguin et teorema décimo tercero sera enton-

o0
ces Y w, sumable BG, ., con suma uv.

(]

o0 o0
Teorema 15. — Si Yu, y Y v, son sumables BC, y | B | con sumas u
Q o
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o0
\ v, respectivamente, ¥ w, (W, = w0, 4 w0, - ... 4 w,) es sumable
S .

BC, ., con suma u . v.
Por el teorema décimo primero tenemos que 0 - w, - w, 4 ... es
sumable BC, con suma wu.v, y segun el teorema décimo tercero sera

>0
entonces Y w, sumable BC, 1, con suma u . v.
< ;

Agusrtin DuraNona Y VeDIA.

(Entregado a la Comisién de publicaciones el 15 de
junio de 1928; impreso en octubre de 1918.)





