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Resumen

El espiritu de esta tesis ha sido estudiar la aplicacion de métodos algebraicos
en la descripcién de sistemas cudnticos de muchas particulas, cuyo comportamiento

puede homologarse al de:

a) N dtomos idénticos con unos pocos niveles activos, en interaccién con un campo

electromagnético,

b) arreglos lineales de espin 1/2 acoplados mediante una interaccién de intercambio

espin-espin.

Si bien este tipo de sistemas son conocidos desde ya hace mucho tiempo, en los
ultimos anos han recibido un creciente interés dado que los mismos son vistos como
posibles candidatos para ser utilizados en Optica Cuantica, Computacién Cuantica
e Informacién Cuéntica. La solucion exacta de los modelos fisicos que describen el
comportamiento de estos sistemas es conocida, y se obtiene mediante la aplicacién de
técnicas basadas en la teoria de grupos. Alternativamente, los mismos son factibles
de ser tratados en forma aproximada, mediante la aplicacion de métodos no pertur-
bativos, originalmente formulados en el tratamiento de problemas de muchos cuerpos
de Fisica Nuclear. Particularmente, hemos analizado la aparicién de squeezing! en
el sistema, concepto que esta relacionado con la posibilidad de reducir la incerteza
cuantica sobre alguno de los observables del problema, sin violacién del minimo de
incerteza, y con la mejora de la relacion senal-ruido en medidas de precision.

Hemos estudiado cadenas de espines asimétricas, con interacciones a primeros ve-

cinos, haciendo luego una extension del problema al incluir interacciones periddicas

1 Utilizaremos el término inglés squeezing en vez de su traduccién al castellano compresidn, que puede resultar

poco especifico en este contexto.
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y de largo alcance. También hemos estudiado un sistema de A atomos idénticos de
tres niveles, en interaccion con un campo electromagnético externo. En esta tesis se
presentan los resultados obtenidos mediante una diagonalizacién exacta de la matriz
Hamiltoniana, para distintos valores del niimero de atomos, condiciones iniciales y

constantes de acoplamiento.

En las publicaciones que se indican a continuacién hemos presentado algunos de

los resultados discutidos en esta tesis doctoral.

a) En revistas internacionales:

» Study of squeezing in spin clusters, M. Reboiro, O. Civitarese, and L. Rebon,
Physics Letters A 366, 241-245 (2007);

» Spin squeezing in the presence of dissipation, O. Civitarese, M. Reboiro, L.

Rebén, and D. Tielas, Physics Letters A 373, 754-758 (2009);

» Spin squeezing in a s-1/2 chain with site-dependent periodic and long-range in-
teractions, O. Civitarese, M. Reboiro, L. Rebén, and D. Tielas, Physics Letters
A 374, 424-430. En prensa, disponible on-line;

» Atomic squeezing in three level atoms with effective dipole-dipole interaction, O.
Civitarese, M. Reboiro, L. Rebdén, and D. Tielas, enviado a Physics Letters A
(PLA-S-09-04420), 5 de noviembre de 2009.

b) En memorias de congresos (con arbitraje):

» Atomic spin squeezing in three level atoms, O. Civitarese, M. Reboiro, L. Rebon,

and D. Tielas, Revista Mexicana de Fisica 54 (3), 24-29 (2008).



Introduccion

El campo emergente de la Informacién Cuéntica, ha sido construido sobre el
concepto de entrelazamiento de estados cuanticos y qubits, sistemas cuanticos con
dos estados (Nielsen and Chuang, 2002). El entender en profundidad las propiedades
cuanticas de estos dos conceptos, provee de una amplia gama de recursos relacionados
con la fisica del problema, para el desarrollo de nuevos esquemas o paradigmas
computacionales, con resultados promisorios que no podrian obtenerse clasicamente.

Han surgido muchas ideas respecto a como implementar efectivamente una com-
putadora cuantica (Nielsen and Chuang, 2002). Una idea natural al momento de dar
una representacion fisica para un qubit, es utilizar particulas de espin 1/2, ya que
basicamente éstas constituyen sistemas cuanticos de dos estados. La manipulacion
de un qubit de estas caracteristicas podria llevarse a cabo mediante la aplicacion
de un campo magnético local, mientras que las operaciones sobre qubits acoplados
(compuertas logicas de dos qubits) pueden implementarse mediante una interac-
cién espin-espin controlada, modelada por un Hamiltoniano de Heisenberg (Greiner
et al., 1994). Los espines electrénicos como asi también los espines nucleares, han
sido considerados buenos candidatos para este fin. El desafio entonces, es poder re-
alizar medidas sobre espines individuales, y controlar los campos magnéticos y las
interacciones entre sitios de espin, a nivel local. Alternativamente, se ha propuesto
trabajar con un esquema distinto, en donde el qubit, como sistema cuantico de dos
estados, esta representado no ya por un espin individual, sino por el estado colectivo
correspondiente a un sistema de espines. En las referencias (Meier et al., 2003b) y

(Meier et al., 2003a), los autores muestran que, para una amplia clase de cadenas



antiferromagnéticas de espines s = 1/2, con un nimero impar de sitios, el estado
fundamental se corresponde con un doblete de espin S = 1/2 separado del resto del
espectro por una diferencia de energia A, y este estado entonces, puede utilizarse
para definir un qubit colectivo. En estos casos, el nivel de control necesario tanto de
los campos magnéticos como de las interacciones de intercambio espin-espin, es a
escalas del tamano del sistema.

El uso de cadenas de espines también se ha propuesto en relaciéon al proceso de
Comunicacién Cudntica. En (Bose, 2008), se puede encontrar una revisién sobre la
utilizacién de cadenas dindamicas de espin como cables cudnticos, para transmitir
un estado cuantico de un lugar a otro, a lo largo de distancias cortas. Al preparar
un estado cuantico en uno de los extremos de la cadena, este puede ser transmiti-
do dindmicamente hasta el otro extremo con alguna eficiencia, si los espines estan
acoplados por una interaccién de intercambio, formando asi un canal de comuni-
cacion cuantico.

La utilizacién de fotones, se ha visto como otra posibilidad al momento de repre-
sentar un qubit, con propiedades muy cercanas a las ideales (Kok et al., 2007). Por
ejemplo, dos modos 6pticos de polarizacion, con un nimero fijo de fotones, dan una
representacion natural de un qubit. Dado que los fotones son particulas sin carga
eléctrica, interactuan muy débilmente con el entorno, y son potencialmente libres
de decoherencia. Pero la realizacion de compuertas cuanticas de dos qubits, requiere
de algtin medio para hacerlos interactuar entre si. Los materiales épticos no lineales
necesarios para poder generar interacciones entre ellos son de dificil realizacién, si
se quiere que no haya pérdida de coherencia. El uso de cavidades electromagnéticas
puede ir en pos de solucionar este problema. Al localizar 4tomos en una cavidad
sin pérdidas, es decir con un alto factor de calidad (), donde sélo existen uno o dos
modos electromagnéticos con un valor grande de la amplitud del campo eléctrico,
los fotones tienen oportunidad de interactuar muchas veces con los atomos antes
de escapar de la cavidad. En este sistema, la principal interacién involucrada es la
interaccién dipolar eléctrica, cuyas reglas de seleccion para las transiciones atomicas

permite introducir la nocién de atomo con dos niveles. Haciendo uso de estas técni-



cas, se han creado y manipulado estados entrelazados en sistemas que involucran
atomos en una cavidad electromagnética con un alto factor de calidad @ (Haroche,
1998). Posteriormente, aparecieron estudios tedricos sobre estados entrelazados que
involucran circuitos de junturas Josephson (Shnirman et al., 1997; Everitt et al.,
2001). Los circuitos que involucran pequenas junturas Josephson se comportan po-
tencialmente como un sistema macroscépico de dos niveles que puede ser externa-
mente controlado. Varios experimentos han demostrado que tales sistemas pueden
encontrarse en una superposiciéon coherente de dos estados cuanticos macroscopicos
(Friedman et al., 2000; van der Wal et al., 2000). Cuando se analizan los espec-
tros de una o varias junturas Josephson idénticas en una cavidad sin pérdidas con
un tnico modo, bajo condiciones tales que el sistema se encuentra en resonancia,
se observa que el problema resulta ser andlogo al de un conjunto de atomos de
dos niveles interactuando con un campo electromagnético monocromatico (Al-Saidi
and Stroud, 2002a; Al-Saidi and Stroud, 2002b). Al-Saidi y Stroud muestran (Al-
Saidi and Stroud, 2002a) que el espectro correspondiente al proceso de absorcién
de un fotén, obtenido de una diagonalizacion exacta en el espacio producto directo
de junturas-estados de fotén, estd en buen acuerdo con el espectro asociado a un
Hamiltoniano reducido de Jaynes-Cummings (Jaynes and Cummings, 1963). En la
referencia (Al-Saidi and Stroud, 2002b) se extiende el modelo de Jaynes-Cummings
acomodando varias junturas en la cavidad, y se realiza una comparacién con los re-
sultados del modelo de Dicke (Dicke, 1954). Efectos de orden superior causados por
las interacciones entre junturas, los cuales no son tenidos en cuenta por el modelo de
Dicke, han sido incluidos perturbativamente adicionando un término de interaccion
dipolo-dipolo de largo alcance entre los pseudoespin 1/2 que representan cada una
de las junturas con dos niveles (Al-Saidi and Stroud, 2002b). Todos estos modelos
son tratables en forma no perturbativa mediante linealizaciones de las ecuaciones de
movimiento como la aproximacién Tamm-Dancoff (TDA), o alternativamente me-
diante métodos de bosonizacién del Hamiltoniano. Los resultados que se obtienen
(Ballesteros et al., 2003) estan en muy buen acuerdo con las soluciones exactas del

problema, y permiten visualizar en forma clara algunos efectos de interés como el



comportamiento colectivo de todos los atomos en el sistema y la apariciéon de un
término de interaccién no en el campo bosénico. A su vez, se logra que el problema
pueda resolverse numéricamente atiin para un nimero considerable de atomos en el
sistema.

Mas recientemente, se ha puesto la atencién en el estudio de sistemas cuanticos de
mayor dimensién (Mikami and Kobayashi, 2007; Moreva et al., 2006; O’Leary et al.,
2006), considerando algoritmos cudnticos y protocolos para comunicacién cudntica
y criptografia que involucran sistemas cuanticos con d estados, denominados qudits
(Cerf et al., 2002; O’Leary et al., 2006). Uno de los principales intereses en estudiar
sistemas con d estados, es el de poder incrementar el espacio de Hilbert con la misma
cantidad de recursos fisicos disponibles (Greentree et al., 2004). Entre estos sistemas
de mayor dimensién, resulta de particular interés la utilizacién de sistemas cuanticos
de tres niveles, llamados qutrits (Tamir, 2007; Mikami and Kobayashi, 2007; Klimov
et al., 2003). Se ha visto por ejemplo, que el uso de qutrits mejora la eficiencia y
seguridad de muchos protocolos de informacién cudntica (Bechmann-Pasquinucci
and Peres, 2000; Cerf et al., 2002; Brukner et al., 2002). En este contexto particular,
pero en forma mds amplia, en el marco general de la Optica Cudntica (Mandel and
Wolf, 1995; Barnett and Radmore, 1997; Scully and Zubairy, 1997), aparece como
un aspecto fundamental a ser estudiado el concepto de informacion cudntica. Am-
pliamente discutida, ha sido y sigue siendo, la posibilidad de utilizar la complejidad
de los estados cuanticos para la codificacién de la informacion, para la transmicion
de dicha informacién sin pérdidas de la misma, y para mejorar la seguridad en las
comunicaciones (Bachor and Ralph, 2004). Se han puesto muchos esfuerzos en el es-
tudio de la transferencia de informacion entre a&tomos y un campo electromagnético,
particularmente en el caso de sistemas de dos niveles (Drummond and Ficek, 2004;
Cerf et al., 2007). En esta direccién, uno de los objetivos es el desarrollo de una in-
terface cuantica eficiente entre atomos y luz, donde los a&tomos constituyen un buen
medio para almacenar y procesar informacion, en tanto que la luz resulta ser un buen
medio para transportar dicha informacién. El acoplamiento de la luz con un sistema

atémico podria ser utilizado para desarrollar tal interface cuantica. En forma similar



a lo que sucede con un sistema de dos niveles, la dinamica de un sistema de tres
niveles en interacciéon con un campo de radiacion es andloga a la de una particula de
espin 1 en presencia de un campo magnético. La interacciéon causa la variacion del
nimero medio de atomos que ocupa cada uno de los niveles atémicos accesibles, que
estd relacionado con el valor esperado de las componentes de espin. Este problema
también puede resolverse mediante la diagonalizacién exacta del Hamiltoniano en la
base producto directo atomos-fotones, y para ciertas configuraciones de niveles de
energia, puede reducirse a un sistema efectivo de dos niveles mediante el uso de un
mapeo bosénico adecuado (Reboiro, 2006).

Uno de los aspectos fundamentales a tener en cuenta en relacién al tratamiento
de la informacién, y en particular al tratamiento de la informacién cuéntica, es la
medida. En general, toda medida esta sujeta a un error en la misma que tiene que ver
con la resolucién del sistema de medicion empleado. Pero cuando se trabaja con un
sistema cuantico, la medida de todo par de observables esta limitada por el principio
de incerteza de Heisenberg (Sakurai, 1985), independientemente de la resolucién del
instrumento. En relacion a la posibilidad de reducir las fluctuaciones cuanticas de los
observables de un sistema fisico, aparece el concepto de squeezing. Es bien conocido
que ciertos estados del campo electromagnético (estados comprimidos del campo
electromagnético), tienen fluctuaciones reducidas en una de las cuadraturas de dicho
campo, a la vez que se preserva el producto minimo de incerteza (Mandel and Wolf,
1995; Barnett and Radmore, 1997; Scully and Zubairy, 1997), y han sido utilizados
para reducir el ruido en medidas 6pticas de precisién. Paralelamente, se ha puesto
la atencion en el estudio de estados atomicos colectivos con fluctuaciones reducidas
en una de las componentes del espin total del sistema (estados comprimidos de
espin) (Kitagawa and Ueda, 1993). Estos son estados cuénticos correlacionados, que
permiten mejorar la relacion sefial-ruido en interferémetros atémicos (Yurke, 1986;
Yurke et al., 1986; Kitagawa and Ueda, 1993) y en aquellas experiencias basadas en
la medida de poblacién de niveles (Wineland et al., 1992; Wineland et al., 1994).
Al mismo tiempo, el tipo de interacciones utilizadas para la generacién de estados

comprimidos es similar a las utilizadas en medidas de no demolicién cudntica (de
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Echaniz et al., 2005; de Echaniz et al., 2008), es decir, en procesos en donde es posible
realizar la medida sobre alguna de las propiedades de un sistema cuantico sin alterar
dicha propiedad. Por otra parte, el pardmetro de squeezing, (2, que mide el grado
de squeezing para el espin del sistema atémico, es particularmente valorado por los
experimentalistas ya que, como se muestra en (Wang and Sanders, 2003; Korbicz
et al., 2005; Korbicz et al., 2006), esta directamente conectado con el entrelazamiento
en sistemas atémicos, siendo una condicion suficiente para el mismo. Las razones
para utilizarlo como herramienta en la deteccién del entrelazamiento del sistema,
radica en que esta definido mediante una expresiéon matematica muy simple y su
medida resulta relativamente sencilla.

El objetivo de esta tesis es el estudio de la dindmica de sistemas compuestos por
atomos (espines atémicos) y fotones, que resultan de interés en campos tales como
la C)ptica Cuantica, la Computacion Cuantica y la Informacion Cuantica. Se han
tratado cadenas de espines modeladas por un Hamiltoniano de Heisenberg con dis-
tintos grados de asimetria en las constantes de acoplamiento, teniendo en cuenta no
sOlo interacciones a primeros vecinos, sino también interacciones moduladas por un
factor de forma del tipo periédico e interacciones de largo alcance. Asimismo, se ha
estudiado la dinamica del modelo de Dicke de dos fotones, considerando atomos de
tres niveles en interaccién con un campo electromagnético monocromatico. En cada
caso se analiza la posibilidad de generar squeezing en el sistema atéomico, dependien-
do de la interaccion propuesta y del estado inicial en el cual se prepara el sistema. Se
analiza cual es la dependencia del parametro de squeezing bajo variaciones del valor
de las constantes de acoplamiento del Hamiltoniano de interaccion. La persistencia
o disminucion del grado de squeezing del sistema con el tiempo también es un factor
a tener en cuenta como una evidencia de la pérdida de coherencia y del grado de
entrelazamiento.

La tesis esta organizada en dos partes. La primer parte consta de cuatro capitulos
introductorios, donde se desarrollan las herramientas necesarias para la descripcion
fisica de los sistemas en estudio, y se exponen los conceptos fundamentales de las

teorias en las cudles se basan los trabajos posteriores. Estos primeros capitulos estan



dedicados a la presentacién del formalismo (interacciones atomo-radiacién, estados
coherentes, estados comprimidos, cadenas de espines). El foco esta puesto en la de-
scripcién de sistemas que involucran la interaccién de la radiacién con la materia.
Al respecto, se detallan el modelo de Jaynes-Cummings (Jaynes and Cummings,
1963) y el modelo de Dicke (Dicke, 1954), que describen sistemas de uno o varios
atomos en interacciéon con un campo electromagnético cuantizado. En el Capitu-
lo 1 se describe la dinamica de la interaccion de los sistemas atomo-radiacion. En
el Capitulo 2 se introduce la definicién de estados coherentes del campo electro-
magnético los cuales poseen propiedades interesantes debido a su comportamiento
aprozimadamente cldsico. En analogia con estos estados, pueden definirse los esta-
dos coherentes de espin o estados coherentes atémicos. En el Capitulo 3 se introduce
el concepto de squeezing, el cual ha sido uno de los temas de investigacion de esta
tesis, y se observan los esquemas basicos para la generacién de squeezing, tanto del
campo de fotones como de un sistema de espines o pseudoespines. Por ultimo, en el
Capitulo 4 se describen los modelos correspondientes a un sistema lineal de espines
en interaccion.

En la segunda parte, se presentan resultados originales (Reboiro et al., 2007;
Civitarese et al., 2008; Civitarese et al., 2009b; Civitarese et al., 2009¢), relaciona-
dos con la posibilidad de generar squeezing en cierto tipo de sistemas, que pueden
ser analizados mediante la utilizaciéon de los modelos introducidos en los capitulos
anteriores.

En el Capitulo 5 se estudian cadenas de espines asimétricas, con interacciones del
tipo espin-espin, para distintos valores de las constantes de acoplamiento entre sitios
vecinos. Se discuten las condiciones bajo las cuéales el estado del sistema estd en un
estado de espin comprimido, mediante el analisis de la dependencia del parametro
de squeezing respecto del nimero de atomos y de las constantes de interaccion.
Se analiza la evolucién temporal del sistema para distintas condiciones iniciales, y
particularmente el efecto del uso de estados coherentes de espin para modelar el

estado inicial del sistema.



En el Capitulo 6 se contintia con el andlisis previo, pero haciendo una extension
a cadenas de espines que incluyen interacciones no sélo a primeros vecinos, sino
también interacciones dependientes del sitio, e interacciones de largo alcance.

Por ultimo, en el Capitulo 7, se estudian las condiciones para la ocurrencia de
squeezing, en un sistema de atomos y fotones en una cavidad. El sistema se modela
mediante interacciones atomo-fotén, en donde cada atomo esta representado como
un sistema de tres niveles en resonancia con dos bosones. Se ha analizado la trans-
ferencia de espin del campo electromagnético al sistema atémico, mostrando que
bajo ciertas condiciones es posible la transmisién de informacién cuantica entre am-
bos. Esto permite generar squeezing atomico siempre y cuando el estado inicial del
campo en la cavidad sea un estado coherente.

En los capitulos 5, 6 y 7, indicamos las conclusiones parciales a las que hemos
arribado. En el Capitulo 8, presentamos las conclusiones generales de esta tesis.

Por dltimo, la tesis contiene dos apéndices (Apéndice A y Apéndice B), que
complementan el formalismo utilizado en el texto principal, y la seccion Bibliografia,

en donde se listan las referencias de todo el material citado.



Parte 1



Capitulo 1

El Problema de un Atomo en un

Campo Electromagnético

La luz puede ser tanto radiada como absorbida por los atomos. La interaccién
entre atomos y un campo electromagnético representa uno de los problemas fun-
damentales en 6ptica cuantica. Los atomos son sistemas fisicos complicados, y aun
el atomo mas simple, el atomo de hidrogeno, tiene una estructura de niveles de
energia para nada trivial. Por lo general, es necesario o deseable aproximar el com-
portamiento de un atomo real por el de un sistema cuantico mas simple. Para muchos
propositos, sélo algunos de los niveles atémicos resultan relevantes al momento de
describir la interaccion con el campo electromagnético, y entonces el tratamiento
tedrico puede hacerse modelando el atomo real por un sistema cuantico con sélo
unos pocos niveles de energia activos. El caso mas simple corresponde a un sistema
de dos niveles. Esta aproximacion esta sustentada en el hecho de que en el atomo
real, las reglas de seleccion limitan las transiciones posibles entre estados, de modo
que en algunos casos, un cierto estado puede acoplarse a uno sélo del resto de los
niveles. En estos casos, la aproximacion a un sistema cuantico con dos niveles es
muy cercana a la situacién experimental real y no solamente una mera conveniencia
matematica. El modelo, considera un atomo con dos niveles acoplado a un tnico
modo de un campo electromagnético. En él se describe al atomo como una particu-

la de pseudo-espin 1/2 interactuando con un oscilador arménico que representa el
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modo del campo del fotén (Davidovich, 1998). La evolucién de este sistema puede
estudiarse, por ejemplo, mediante Hamiltonianos como el de Jaynes-Cummings, que
contiene un término correspondiente al atomo libre, el término del campo de fotones,

y un término de acoplamiento del atomo al campo electromagnético.

En este capitulo se estudian las soluciones exactas del Hamiltoniano de Jaynes-
Cummings (Seccién 1.1.3), y la evolucién temporal del sistema, mediante el andlisis
de las probabilidades de transicién (Seccién 1.1.4). Las predicciones para la dindmi-
ca del sistema en un tratamiento cudntico son muy diferentes a las de una teoria
semiclésica. En la Seccién 1.2 se hace una extension de este problema para el caso

de un atomo con tres niveles accesibles.

1.1. Aproximaciéon a un Atomo con Dos Niveles

La determinacién de los autoestados de energia de un atomo pueden ser realmente
complicada. Los electrones en el dtomo se comportan como particulas inmersas en

un potencial central, con un Hamiltoniano de la forma

2 Z€2
&__+HTEZ+H66+HSO+th7 (11>

Hi=
A 2m Tk

donde los primeros dos términos corresponden a la suma de la energia cinética de
los electrones, y a la energia potencial electrostatica debido a la atraccion Coulom-
biana con el nicleo, respectivamente. H,.; es el término de correccién relativista,
H,. describe el acoplamiento electréon-electron y las contribuciones debido a la nat-
uraleza fermionica de los mismos, H, es el término de interaccién espin-orbita, y
Hy describe la interaccion hiperfina, debido a la interaccién del espin del electrén
con el campo magnético generado por el ntcleo. Los autovalores de H, quedan en
general bien caracterizados por tres nimeros cuanticos: el nimero cuantico princi-
pal, n, el momento angular orbital, [, y la componente del momento angular orbital
en la direcciéon Z, indicada por m. Ademas, dependiendo de las caracteristicas del

problema, se debe definir el momento angular total del electron, j: [+ §, dado por
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su momento angular orbital, lq, y el momento angular de espin, s. El nicleo atémico,
también posee un grado de libertad de espin, f, y por lo tanto, el momento angular
total es J = j—i— I.

Los autovalores de H estan determinados por la terna de nimeros cuanticos
(n,l,m), a orden a?, donde o = 1/137 es la constante de estructura fina. La solucién
de la ecuacién de Schrodinger en coordenadas esféricas (Cohen-Tannoudji et al.,
1988), permite hallar la funcién de onda para el electrén, confinado por un potencial

Coulombiano, debido a su interaccién con el nicleo atémico:

Vi (1) = Rt (1)Yim (0, 6). (1.2)

El elemento de matriz que describe las transiciones dipolares (A.89) estd dado por

(P By ~ / G (E) bt (1). (1.3)

El operador r puede escribirse en témino de armonico esféricos

) 1 /87 1 [87.. .
T = 7’(—5 ?Yn-i—i ?Yi—l)em7
1 /8w 1 /8« R
RV Y e
4
;= m/%Yloéz. (1.4)

Entonces, la integral (1.3) puede escribirse como la suma de tres integrales, cada una

<>
Il

de las cuales es a su vez, un producto de una integral radial y una integral angular.

Las integrales angulares implican un producto de tres armoénicos esféricos

/dQ l;km’(ev (b)Yl,il (67 (b)YZm(ev (b)v (15)

[ 49,6.0)¥i0(0,6)Yin 0,0, (1.6
Estas integrales son no nulas sélo en los casos:
= para las componentes x e y
Al=1-1 = +1

Am=m—-m' = =1, (1.7)

12



= y para la componente z

Al = +1
Am = 0. (1.8)

Estas condiciones son reglas de seleccion que limitan en forma estricta las transi-
ciones entre niveles atomicos. Si se toma a 1 en el plano xy, sélo estaran permitidas
las transiciones con Am = =+1. En el caso en que el atomo interactia con luz
monocromatica, los tnicos niveles de energia relevantes son aquellos que satisfacen

estas condiciones de simetria junto con la condicién de conservacién de la energia,
hwy =ef — ¢, (1.9)

donde ¢; (gf) es la energia del dtomo en su estado inicial (final), y hw es la energfa
de los fotones incidentes .

En consecuencia, si se elige adecuadamente el tipo de atomo y la frecuencia del
campo electromagnético en resonancia con la energia de excitacion, y haciendo uso de
las reglas de seleccion para la transicién dipolar, la modelizacion del dtomo como un
sistema cuantico de solo dos estados, es una muy buena aproximacion a la situacion

real.

1.1.1. Hamiltoniano del Atomo Libre

Consideremos un sistema con dos niveles de energia, en principio no degenerados,
que difieran en una cantidad Awy. Podemos pensar por ejemplo, en un atomo con
un nivel superior (de mayor energia) al que llamaremos estado excitado, y un nivel
inferior, o estado fundamental (Fig. 1.1). Introducimos los operadores de creacién y
destruccion de particula para cada nivel atémico b;, bZT (1 =0,1), con las siguientes

reglas de conmutacién o anticonmutacion segin se trate de bosones o fermiones

[bia b;]:l: - 51]7

LEn realidad la luz nunca es perfectamente monocromatica, sino que tiene una frecuencia con un ancho finito. En
adicion a ésto, el &tomo al interactuar con su entorno, tampoco tiene un conjunto de niveles de energia perfectamente

definidos, debido a fluctuaciones en los potenciales eléctricos o interacciones con el vacio.
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[bi, bl = O, (1.10)
[bT bTL ~ 0

R}

Puede escribirse el Hamiltoniano del sistema atomico como
HO :80’flo+€1ﬁ1, (111)

donde n; = bzbi es el operador niimero de particulas para el estado i-ésimo, y ¢; la

energia correspondiente.

Figura 1.1: Diagrama de niveles de energia para el dtomo libre

Fijando la escala de energia de modo tal que g = —hwy/2 podemos reescribir
Hy como
hwy , .
Hy = Tf(nl — Rg). (1.12)

Los autoestados del Hamiltoniano (1.12) estdn dados por

|+> = bJHO)at
=) = b)l0)ar, (1.13)

donde |0), es el vacio del espacio de Fock definido por
bi]0)ee =0 ¢=0,1. (1.14)

Para considerar los efectos resultantes de colocar el sistema en un campo elec-

tromagnético cuantizado (ver Apéndice A), introduciremos los operadores a, a', que
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satisfacen la relacién de conmutacién bosénica
[a,a'] =1, (1.15)

y cero en cualquier otro caso?. En término de estos operadores, el Hamiltoniano para
un modo del campo electromagnético de frecuencia wj, esta dado por la expresion

1
Hb:hwb(ﬁb+§), (1.16)

donde 7y, = a'a es el operador niimero de fotones. Los autoestados de H; designados

por |I) pueden escribirse como

(af)’
) = W|0>b, (1.17)

con |0), tal que a|0), = 0. De esta forma, cada estado |l[) tiene un niimero bien

definido de fotones
np|l) = 1|1). (1.18)

El Hamiltoniano H, tiene un nimero infinito de niveles discretos con energias

1
Ei=ho(l+3), 1=012.. (1.19)

1.1.2. Estados Desacoplados

Analicemos primero la estructura de niveles del sistema desacoplado cuando el
Hamiltoniano total puede escribirse como la suma de Hy y Hp sin tener en cuenta
términos de interaccion dtomo-campo.

Tendremos entonces, para el Hamiltoniano del sistema H, la expresion

1
H = =L (i — o) + wp(in + 5), (1.20)

donde hemos puesto A = 1. El mismo es diagonal en la base producto directo

1, 4) = 1) ® |£). (1.21)

2Estamos considerando un campo electromagnético con un tnico modo. La extensién a un campo multimodo

puede hacerse en forma inmediata considerando la suma de las contribuciones individuales de cada modo.
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La energia de los estados de esta base es la suma de las energias de particula inde-

pendiente. Llamando 0 a la diferencia de energia wy — wj, obtenemos

)
E(),_ - —5
)
El’, = wbl— 5 (122)
)
El’+ = wb(l—|—1)+§, l:O,l,Q,...

Puede verse que para cada valor de [, las energias de los estados excitados |I,+) y
|l +1,—) difieren en una cantidad igual a 0, mientras que el estado fundamental
tiene una energia Fy_ igual a la energia del estado fundamental del atomo libre
mas la energia de vacio del campo del fotén. A medida que las frecuencias wy y wy
se acercan a un mismo valor, los estados |l,+) y |l + 1, —) se encuentran cada vez
méas proximos en energia, y en el limite |§| — 0 cada nivel, salvo el fundamental,

estd doblemente degenerado.

12,+)
—_—13) S 13,-)

—_—1,4)
12) —_— )

—_—+) —— 0

S— N —_ 1)
w, “
10) =) ————— 10,-)
H, H H+H

Figura 1.2: Diagrama de niveles de energia para el sistema desacoplado atomo-fotones

Tenemos entonces una secuencia de estados equiespaciados €(l) = {|l4+1, —); |l,+)},
donde la energia del estado |l + 1, —) es menor que la del estado |[,+) para ¢ > 0,

y viceversa para § < 0 (Fig. 1.2).
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1.1.3. Estados Acoplados

Consideremos ahora la situacion en la cual el atomo interactiia con el inico modo
del campo electromagnético. El atomo en su estado fundamental podria pasar a su
estado excitado por absorcién de un fotén o, si inicialmente se encuentra en su estado
excitado, decaer al estado fundamental emitiendo un fotén. Como se muestra en el

Apéndice A.5, la situacion puede ser descripta por el término de interaccion

Hipe = (Yblbj(a+ al), (1.23)

i,j=0,1
donde (¥ es proporcional al elemento de matriz dipolar
¢V ~ (ai]et]ay). (1.24)
En el caso analizado de un 4tomo con dos niveles, con (°* = (1% = ( se obtiene
Hipt = C(b}bo + bib1)(a + a?). (1.25)

El operador biby (biby), puede identificarse con el operador escalera Sy (S_), ya
que actia destruyendo una particula en el nivel atémico | —), y credandola en el nivel

| +) (destruyendo una particula en el nivel atémico | 4), y credndola en el nivel
| =),

Sy = bib,

S_ = bib. (1.26)

Aplicando las reglas de conmutacién (anticonmutacién) de los operadores b;, bzT (i =

0,1), podemos ver que
1S4, S_] = fy — fo. (1.27)

Entonces, si definimos

Sz - %(ﬁl - ’ﬁo), (128)

obtenemos tres operadores con las reglas de conmutacion del dlgebra su(2)

1S,,8.] = 28.,
S.,8.] = +£S.. (1.29)
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Como el espacio sobre el cual actian estos operadores es de dimension
Q =25+ 1 = 2, podemos interpretar este sistema simple de un atomo con dos
niveles como un sistema de pseudoespin 1/2. En término de estos operadores el

Hamiltoniano total, &tomo + campo, se expresa como
. 1
H:waZerb(anr§)+((S++S_)(a+cﬁ). (1.30)

En funcién de la expresién anterior, hay cuatro términos que contribuyen a la energia
de interaccién. El término a'S_ describe el proceso en el cual el 4&tomo en el estado
de mayor energia decae al estado de energia menor, y en el proceso se crea un foton.
El término aS, describe el proceso inverso. En ambos, se conserva la energia. El
término aS_ describe un proceso en cual el &tomo decae y un fotén es aniquilado,
dando como resultado una pérdida de energfa. Similarmente, el término a'S., resulta
en una ganancia de energia durante el proceso. Estos dos términos, oscilan a una
frecuencia wy + wy,, de modo que rdpidamente se promedian a cero en comparacion
con los primeros, que varian muy lentamente cerca de la resonancia. Lo que se conoce
como aproximacion de onda rotante, consiste en mantener en el Hamiltoniano (1.30)
s6lo los términos proporcionales a a'S_ y a5, . Esta aproximacién es valida cuando
el campo electromagnético aplicado tiene una frecuencia wy,, muy cercana a wy. El

Hamiltoniano entonces, se reduce a:
1
H:waZ+wb(ﬁb+§)+C(S+a+aTS_). (1.31)

El Hamiltoniano (1.31) corresponde al modelo de Jaynes-Cummings, el cual no
tiene en cuenta términos de la forma a’S, y aS_, que no conservan la energia a

primer orden, y dan pequenas correcciones a los resultados cuando |w, — wy| < wy.
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Una base apropiada para diagonalizar el Hamiltoniano de (1.31) es la dada por

II,k) = |I) ® |k)3, donde ahora tenemos para la parte atémica
k) = S¥|0), con k=0,1, (1.32)
y |0) es tal que
S_10) = 0. (1.33)

De esta forma k indica la ocupacién del estado atémico excitado. Los elementos de

matriz de H en esta base estan dados por
(LEIH|LE) = w(l+1/2) +wp(k —1/2),
(I—Lk+1H|lLK) = /I(1+k)(1—k),
(141, k—=1H|LE) = ¢/I+Dk2—k). (1.34)

Esta es una matriz de dimensién infinita, dado que el campo electromagnético con-
tiene un ndmero ilimitado de cuantos. Sin embargo, como el Hamiltoniano (1.31)
conmuta con el operador niimero total de particulas, S, + a'a, su matriz asociada
(1.34) puede escribirse como una matriz en bloques; cada bloque corresponde a un
valor distinto del nimero L = [+ k, con L > 0. Hay un tnico bloque unidimensional
correspondiente al valor L = 0. El autoestado del sistema para este valor del niimero

cuantico L, coincide con el estado fundamental del sistema desacoplado:

Ey — —g. (1.36)

Para L =1+ k > 0, cada bloque es una matriz de dimensiéon 2 x 2 de la forma

HL] = H]l] = wli+D+y  VI+D (1.37)

(Vi+1  wy(l+1)-=2

Los autovalores de esta matriz estan dados por

A
E1 = wb(l+1)—§,

A
By = w(+1)+3, (1.38)

3Los estados atémicos |0) y |1), se corresponden con los estados |—) y |+) definidos en (1.13).
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con

A= /02 +4C2(1+1). (1.39)

Como vemos, dentro de cada subespacio caracterizado por L, la diferencia de ener-
gia entre autoestados, es ahora de A, mayor que en el caso desacoplado (ver Fig.1.3).

Entonces, en cada subespacio podemos encontrar dos autoestados del sistema |11 (L)),

W,L)>

I, 1>

11+1,0>
W (L)>

Figura 1.3: Desplazamiento de los niveles de energia producido por el acoplamiento, para el sube-

spacio con autovalor L =1+ 1.

v |12(L)), que se expresan como combinacién lineal de los estados desacoplados
Il 4+ 1,0) y |I,1), de la siguiente forma:

|Wy(L)) = cosB|l+1,0) —send|l, 1),

|Wo(L)) = cosB|l, 1) +send|l + 1,0), (1.40)
con

5
% <<~ 141
RUES " (1.41)

Cuando 0 =0, § = /4, y por lo tanto

cot(26) =

1
‘\Ijl(l’» = E('l + 1?O> - ’la 1>)v
Wo(L)) = ——(11,1) 4+ |1 +1,0)). (1.42)

Sl

2
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En este caso, los estados en cada subespacio se expresan en términos de la suma

y la diferencia de los estados desacoplados, con igual peso, y sus energias son

B = w(+1)—Vi+1,
By = w(+1)+¢Vi+L (1.43)

1.1.4. Dinamica de la Interaccion

Una vez diagonalizado el Hamiltoniano del sistema, resulta sencillo estudiar la
evolucion temporal del mismo. Supongamos que inicialmente el estado del sistema
es |U(0)) = |l + 1,0). Al tiempo t el sistema habréd evolucionado a un estado |¥(t))
dado por

[U(1)) = e 10 (0)). (1.44)
Ya que las relaciones dadas en la Ec. (1.40) pueden ser invertidas para obtener

14+ 1,0) = senf|¥y(L)) + cosO|W(L)),
|I,1) = cosf|Uy(L)) — senb| ¥ (L)), (1.45)

tendremos
|W (1)) = senfe 52| Wy (L)) + cos fe F1 |0 (L)), (1.46)
o en término de los estados desacoplados

(W(t)) = e« [cos(A/2t) — isen(A/2t) cos(20)]]l + 1,0)
— asen(A/2t)sen(20)|1,1)}. (1.47)

Las probabilidades de encontrar el sistema en alguno de los estados desacoplados

|l 4+ 1,0), |I,1), estdn dadas por:

P = sen®(20) sen®(A/2t),
Piio = cos’(A/2t) + cos®(20) sen®(A/2t), (1.48)

oscilando a la frecuencia A/2. La magnitud A es la frecuencia de Rabi del sistema

para el problema cuantico.
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La amplitud de oscilacién se hace méxima cuando 6 = 7/4, lo que corresponde
a 0 = 0. Se conoce a ésta como condicién de resonancia del sistema, y se satisface

cuando w, — wy. Las probabilidades de ocupacion de cada nivel se reducen a
P, = sen®(Ay/2t),
Pl+1’0 = COSQ<A0/2t), (149)

con Ag = 2(/1+ 1. Entre t = 0 y t = 7/, el sistema atémico absorbe energia del
campo electromagnético; Py o disminuye mientras P,; aumenta. A ¢ = m/Ag sélo
el nivel superior estd poblado. A partir de alli y hasta ¢t = 27/Aq , el proceso se
invierte aumentando Py o a medida que P; disminuye (Fig. 1.4).

Este ciclo de absorcién-emision se repite indefinidamente y tiene lugar ain lejos
de la condicién de resonancia. En tal caso, la amplitud de oscilacién se ve reducida

debido a la mezcla de estados.

Figura 1.4: Graficos de P;1 y P41, para el caso en que el sistema se encuentra exactamente en
resonancia (w, = wy). El estado inicial del sistema consta de [ + 1 fotones y el 4tomo en su estado

fundamental

Para grandes valores de 6 (|6] > 2¢(v/[ + 1), se tiene que § — 7/2si 0 < 0,y
6 — 0sid > 0. Entonces

Pl,l ~ 07
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PH’LO ~ 1. (150)

Tanto el nimero de fotones como la poblacion de los estados permanece sin cambio
alguno a medida que transcurre el tiempo.

En el caso en que el sistema se encuentra inicialmente en el estado |l,1), las
expresiones en (1.48) para las probabilidades de transicién, resultan intercambiadas,

de modo que, para un atomo en resonancia con el campo electromagnético, se tiene

P = cos?(Ag/2t),

)

Piio = sen®(Ag/2t). (1.51)

La frecuencia de Rabi en el vacio, es decir, cuando el ntimero inicial de fotones
es [ = 0, no es nula, y a diferencia de lo que ocurre con el problema tratado en
forma semiclasica, el sistema evoluciona en el tiempo. En la teoria semicldsica, un
atomo inicialmente en su estado excitado, no puede decaer a menos que exista un
campo electromagnético que induce tal transicion. La emision espontdnea, que es
observable experimentalmente, corresponde a un fenémeno puramente cuantico, y

aparece naturalmente luego de haber cuantizado el campo de radiacién.

1.2. Atomo de Tres Niveles

A diferencia de lo visto en la seccién anterior, al estudiar la dinamica de un
atomo de dos niveles en un campo electromagnético, cuando se tiene un sistema
atémico, en donde las reglas de seleccion dadas por la aproximacion dipolar, permite
transiciones entre tres niveles atémicos distintos, entonces, hay mas de una forma
posible en la cual pueden llevarse acabo las transiciones atéomicas. Por ejemplo,
una configuracién de niveles como se muestra en la Fig. 1.5, se llama configuracion
cascada o escalera. En presencia de un campo electromagnético pueden darse las
transiciones entre los estados |a) y |b), vy entre los estados |b) y |c), pero estan
prohibidas las transiciones entre los estados |a) y |¢). El modo de la cavidad tiene
una frecuencia v cuyo valor difiere de la frecuencia de transicion entre los estados

|b) v |¢) por una cantidad A = v — wp.. En el caso de la Fig. 1.6 (izquierda), la
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configuracién atémica esta formada por dos niveles inferiores, |b) y |c), que pueden
acoplarse a un tnico nivel superior |a) mediante dos campos de frecuencias vy y
vy; esta configuracién de niveles atémicos se conoce como configuracion A. Otro
esquema de niveles posible es el denominado configuracion V' que se esquematiza en

la misma figura en el grafico de la derecha.

bc

Figura 1.5: Sistema atomico de tres niveles con una configuracion en cascada.

Vamos a analizar el caso particular, de una configuracion en cascada, tal que
Ey > E; > FEy, donde con E; (i=0, 1, 2), indicamos la energia del nivel atémico
i-ésimo (Fig. 1.7). Si b, bZT representan los operadores de aniquilaciéon y creacion
de una particula en el nivel ¢-ésimo respectivamente, con las reglas de conmutacion
(anticonmutacién) dadas en (1.11) segin se trate de 4&tomos bosonicos (fermiénicos),
tendremos para el Hamiltoniano del sistema libre

2
Hy =Y Eblb;. (1.52)
i=0

Cuando el d4tomo interactia con un campo electromagnético cuantizado de fre-
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) )

Figura 1.6: A la izquierda: Atomo de tres niveles en la configuracién A interactuando con dos
campos de frecuencias v; y v». A la derecha: Configuracién V' en resonancia con las frecuencias de

los campos.

cuencia w, el Hamiltoniano del sistema en la aproximacion de onda rotante, puede
obtenerse por una generalizaciéon adecuada del Hamiltoniano correspondiente a un
atomo de dos niveles interactuando con un tnico modo del campo. Asi tendremos

que

2

i=0

biby + afbib

+g1(abibo + a'bybr)
+g2(ablby 4 a'blby), (1.53)
donde g1, g2 son las constantes de acoplamiento para las transiciones entre los niveles
1 =20,1ei=1,2 respectivamente. Tenemos entonces un término de fotén mas el
término del atomo libre (primer y segundo término); el tercer y cuarto término
representan la excitacién (desexcitacién) del dtomo por absorcién (emisién) de un

fotén entre los niveles 0 y 1, y entre los niveles 1 y 2 respectivamente.

Consideremos los operadores bilineales S¥ definidos como
ij T S
S = bib;, i,j=0,1,2, (1.54)
que conmutan segun las reglas del dlgebra su(3)
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Figura 1.7: Esquema de niveles atémicos.

(S, SFM] = §,n M — 6, 5™, (1.55)

lo cual puede verificarse facilmente usando (1.11). A partir de estos operadores

pueden definirse los operadores de transicién SY

SY = 59,
SY = (ST =87 4,j=0,1,2

i< (1.56)

Vemos que el efecto de S7 es el de promover el atomo inicialmente en el nivel
i-ésimo al nivel j-ésimo, en tanto que S* induce la transicién inversa. Para cada par

1,7 estos operadores conmutan a
[S7,89] = 89 — 5% (1.57)
Si introducimos el operador de inversién atémico S%
i _ 1ogij ii
SY = 5(5’“ -5, (1.58)

los operadores {SY,S", S}, .; satisfacen las relaciones de conmutacién de su(2)*

[57,82] = &Y,
[57,59] = 259, (1.59)

4Notar que son tres subdlgebras que no conmutan entre si.
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En término de estos nuevos operadores el Hamiltoniano del sistema se escribe en

la forma
H = wada+ Z E,S"
+g1 (a 59:1 +af SO
+g5 (a S +al SP). (1.60)
El Hamiltoniano H puede ser diagonalizado en la base
L stpiro i pie2

|lngning) = W leo binle 10), (1.61)

con
Ng + Ny +ng = 1,

Nog, N1, Mo = O, 1.

En esta base, los elementos de matriz no nulos de (1.60) son
2
<l7 n0n1n2|H|l, n0n1n2> = lw + Z niEi,
=0

= gn/ln;(nl + 1), (1.62)
g1V (L+ 1) (ng + Dy,
gor/Iny(ng + 1),

= g/ (1 4+ 1)(ny + 1)n,.

[ — 1,”0 — 1,711 + 1,n2\H|l,n0n1n2

[+ ].,TL() + 1,n1 - 1,712|H|l,ﬂ0’ﬂ1ﬂ2

I —1,n9,n1 — 1,n0 + 1|H|l,ngnins

( )

{ ) =
{ ) =
(Il +1,n0,n1 + 1,09 — 1|H|l, ngnins)

Estos son los elementos de matriz no nulos, correspondientes a cada submatriz ca-
racterizada por un valor fijo L = [+ ny — ng, autovalor del operador L=ala+ 2592,
el cual es una constante de movimiento del sistema. La diagonalizacién exacta de la
matriz hamiltoniana puede llevarse a cabo en cada uno de estos subespacios, carac-
terizados por el autovalor del operador L. El subespacio correspondiente a L = 0,
es de dimensién 1, con autoestado, |0,0,1,0 >. Para el subespacio con L = 1, hay
dos configuraciones posibles, y por lo tanto, los autoestados correspondientes, son
combinacién lineal de la base {|1,0,1,0 >,[0,0,0,1 >}. Para L > 3, cada espacio
propio es de dimensién 3, siendo los vectores propios, combinacion lineal de los es-

tados {|l +2,1,0,0 > |l +1,0,1,0 >,|1,0,0,1 >}. Al fijar las escalas de energia
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(Fig.1.7) de modo que
EQ—EO :2(,0, E1 _E():CU_A7 (163)

el sistema esta en resonancia con dos fotones del campo electromagnético. El con-

junto de autovalores que se obtiene es:
)‘1<L) = W (l+ 1)7
ML) = w({l+1)—0—-r(),
As(L) = w(l+1)=d+r(),

(1.64)

con

Y

r(l) = /g2l +2)+ g3(L+1) + 2. (1.65)

=_ |

y los autoestados correspondientes:

Wi(L) > = M(—gVi+lla>+aVi+2e>),
Wy(L) > = Na(giVi+2)a> —(r(l) +8)|b >
+goV+1]e >),
W3(L) > = Na(guV1+2]a>+(r(1) — )b >
+goVI+1]e >),
(1.66)

donde los estados de la base se han rotulado segin:

la> = |14+2,1,0,0 >,
b> = [I+1,0,1,0 >,
le> = |1,0,0,1 >, (1.67)

y las constantes de normalizaciéon corresponden a:

N - 1
SO
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N = 7 (1 - r?l))lﬂ r(z;? — 52

1 5 \? 1
= — |1 .
Ns 5 ( i r(z>) S OEETE

(1.68)

El caso con A = 0 corresponde a un esquema simétrico de niveles de energia, es
decir, todos los niveles atémicos equiespaciados (Fig. 1.7). Para esta eleccién, si ini-
cialmente el inico 4&tomo se encuentra en el estado excitado de energia Fs, la funcion

de onda del sistema al tiempo ¢ en el esquema de Schrodinger, puede escribirse como

W) = e HW(0)) = e M) (1.69)
) 1 . 1 )
= cosfe MWy > +——senfe 2| Wy > +——senfle” 3| Wy >,

V2 V2

con las relaciones

g2VI+1
VaEl+2)+g3(1+1)
aVi+2

cost) = \/g%(l Al 1). (1.70)

Las probabilidades de encontrar al sistema en cada uno de los estados |a), |b) o

senf) =

|c) al tiempo ¢, son:
Po(t) = [a|¥(D) [ .
91951+ 1)1 +2) [ (\/gl (+2)+ z+1>)} 7

(931 +2) +g5(1 + 1))

By(t) = [(b]w®)|?
g(l+1) ) 5 5
R e T <t\/gl(l+2)+gz(l+l)>’ (L.71)
Rit) = lie| W) !
1

= T A0 {g%(l +2) + g5(1 + 1)cos (t\/g%(l +2) + g2l + 1)>r.

Entonces, en esta configuracion tipo escalera, cuando el atomo inicialmente se en-
cuentra en el nivel atémico superior, podemos ver que el sistema exhibe dos frecuen-
cias de oscilaciones de Rabi: A = ¢7(14+2)+¢5(I+1) ala que oscilan las probabilidades
P,(t) y P.(t), y 2A con la que oscila la probabilidad P,(t). Como casos extremos, si
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se toma g; = 0 se recuperan los resultados del modelo de Jaynes-Cummings para

un atomo de dos niveles con transiciones atomicas ¢ < b

P(t) = 0
Py(t) = sen? (gg\/l—I—_lt> : (1.72)
P.(t) = cos? <92\/H’—1t> :

Al fijar go = 0 se obtiene simplemente:

P,(t) = 0
Fy(t) = 0, (1.73)
P.(t) = 1.

La transicion ¢ <+ b estd prohibida, y en consecuencia es imposible poblar el nivel
fundamental.
Si el estado inicial del sistema corresponde al de un atomo en su estado fun-

damental, y [ + 2 fotones presentes en la cavidad, la expresiones que se obtienen

P,(t) = [{a|T()) 2
I +2)Jlrg 201 1) [93(l+1)+9%(l+2)008 (t\/g%(l+2)+g%(l+1)>} .
By(t) = !<b [ T()) [
= = +92f)(l g?( )sen2 (t\/g%(l+2)+g§(l+1)>, (1.74)
Pt) = [c|w()

gigs (L + 1)1 + 2)))2 {1 ~ cos (t\/gf(l +2) + g2 + 1))}2,

(gil+2) +g3(l+1
y un analisis similar al caso anterior puede realizarse para distintos valores de las
constantes de acoplamiento g; y go. Comparando las expresiones en (1.72) con las

de (1.75), se ve que el modelo resulta simétrico bajo el intercambio de |a) con |c), y

g1 con gs.
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1.2.1. Reduccién a un Hamiltoniano Efectivo de Dos Niveles.

El modelo descripto por el Hamiltoniano de la ecuacién (1.60), el cual representa
un sistema de tres niveles en interaccién con un modo bosénico, puede extenderse
para considerar un sistema de A dtomos idénticos de tres niveles. A tal efecto, los ope-
radores S¥ en (1.54), deben entenderse como operadores colectivos. Andlogamente
al caso de un unico atomo en la cavidad, el Hamiltoniano del sistema atomos-campo,
tiene dos constantes de movimiento: (1) El nimero total de atomos en el sistema,
A=8% 4 814 62 v (2) el operador L = afa + 252, Bajo la condicién dada por
(1.63), la cual indica que la transicién entre el estado fundamental y el segundo es-
tado excitado, esta en resonancia exacta con dos fotones del modo electromagnético

en la cavidad, el Hamiltoniano en (1.60) puede escribirse en la forma
H=wL+ H;+ EA, (1.75)

donde E = $(Ey+ Ey + E»), y

2A
H; = ?(5;2 — S+ a(giSY + g2527)
+ af(gS” + g2S1). (1.76)

En el trabajo de la Ref. (Klimov et al., 1999), los autores muestran, que para
valores grandes del desplazamiento del nivel intermedio, A, es posible transformar el
Hamiltononiano del sistema, en un Hamiltoniano efectivo de dos niveles, descripto
por el algebra su(2). El procedimiento consta en realizar una secuencia de rotaciones
infinitesimales del grupo SU(3), de modo que el Hamiltoniano (1.75) se transforma

de la siguiente manera:

H = U,UsU,UHUTUS UL U, (1.77)
con
U = exp(iaS?), U, =exp(iBS3?),
Us = exp(irS)'), Us=exp(idS,?), (1.78)
donde

V2g1p 5 V2gop
A A
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\/5911

_ V2gou
v A ,

Y

(1.79)

vz = (a+a)/Vv2, p = (a—a")/V2i. Se asume que los pardmetros a, ..., son
pequeiios, lo que implica que A > g1v/7i, g2/ (72 es el nimero medio de fotones
del modo del campo electromagnético). La expresion para el Hamiltoniano transfor-

mado, despreciando términos de orden (gv/n/A)?, es:

H =~ —g—%(aTa—l—aaT)—%A SOt
A 3 ‘

A

2

— R 1o1(52)° = g5V (1.80)

9192 92 2
+ =2 (a?SP? + a5%) + [i(a*a + aa’) + §A] Sk

Por 1ltimo, se aplica sobre el Hamiltoniano (1.80), una transformacién de la forma
2
Us = exp {—ZSA(SLH - Szm)t} : (1.81)

Trabajando en el marco de la aproximaciéon de onda rotante, se desprecian los térmi-

nos que mas rapidamente oscilan en el tiempo, y el Hamiltoniano efectivo toma la

forma,
A/ a? 4+ 2 2
Hy =~ 3 ngQQCLTa—i—g—Q)
2 _ 2 2
91— 9 9 gi192
+ ( 1A 2aTa+Z2> SS2+T(G253-2+GT2592)
2 2 _ 2 2
— gn (2%1552 - %m - %) . (1.82)

Dado que el operador S'! es una constante de movimiento para H,;, si el primer
nivel excitado no se encuentra poblado a t = 0, la transformacion (1.81), se reduce

a un factor de fase, y obtenemos

Hy = Al (- e+ i) x (57+5)

+ AMa?SP + al?5%), (1.83)

donde se han definido las nuevas constantes de acoplamiento,

2 2
_ _ % _ 99
BI_A’ /82 A) >\ A



El Hamiltoniano (1.83), describe una interaccién efectiva entre un conjunto de
atomos de dos niveles y un campo electromagnético. Las transiciones que involu-
cran el nivel intermedio, han desaparecido luego de las sucesivas transformaciones
y aproximaciones llevadas acabo. Los resultados numéricos (Klimov et al., 1999),
indican que la dindmica de este Hamiltoniano, coincide con la del Hamiltoniano
original (que tenfa en cuenta la activacién de los tres niveles atémicos), en un inter-
valo de tiempo gt < A?/g*n. Este Hamiltoniano efectivo, permite la descripcién del
sistema a partir de una algebra su(2), con una simplificacién importante respecto
del problema original.

En la Ref. (Klimov and Sanchez-Soto, 2000), puede encontrarse una descripcién
general del método ejemplificado en esta seccion, al que los autores denominan méto-
do de pequenas rotaciones. En el trabajo citado, se describe, en forma sistematica,
esta técnica no perturbativa, que permite obtener la dindmica de un sistema cuanti-
co, en término de Hamiltonianos efectivos, que pueden ser diagonalizados en for-
ma exacta. Los autores comienzan mostrando como esta técnica, puede aplicarse
en Hamiltonianos descriptos por una deformacién del dlgebra su(2), cuando algin
parametro fisico, dado por el modelo particular considerado, se vuelve pequeno. Pos-
teriormente, hacen una extension de la misma, considerando Hamiltonianos con una
deformacién del dlgebra su(3). El método, puede ser generalizado a sistemas de N

niveles, en interaccion con campos cuanticos.
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Capitulo 2

Estados Coherentes

2.1. Estados Coherentes del Oscilador Armodnico

De todos los estados del campo de radiacion, los estados coherentes son, quizas,
los mas importantes de los que surgen frecuentemente en optica cuantica. Esta clase
de estados fue estudiada por primera vez por Schrodinger (1926) en conexién con el
problema del oscilador armoénico cuantico. Schrodinger se refirié a ellos como estados
con un producto de incerteza minimo, y durante muchos anos fueron sélo una mera
curiosidad, hasta que J. R. Klauder (Klauder and Skagerstam, 1985), en 1960, fue
mas alla y comenzo a estudiar en profundidad sus propiedades. El reconocimiento
de que los estados coherentes son particularmente importantes y apropiados para
el tratamiento cudntico de la coherencia 6ptica y su adopcién dentro del area de la
dptica cudntica, se debe a los trabajos de Glauber (1963-1965) quien recién entonces,
les adjudico el nombre de estados coherentes.

Seguido del desarrollo de la teoria cuantica de la radiacién y con la aparicion
del laser, hubo un gran interés en estudiar los estados del campo electromagnético
que mejor describieran su comportamiento clasico. Una de las consecuencias de
la cuantizacién del campo electromagnético es que trae asociada una relacion de
incerteza entre las variables conjugadas ¢ y p. Entonces, parece razonable proponer
que la funcién de onda que describe un campo electromagnénico muy cercano a un

campo clasico, tenga un minimo de incerteza para todo tiempo, bajo la acciéon de
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un potencial armoénico simple. El vector de campo correspondiente a un paquete
de onda de este tipo es el estado coherente |a). Este estado, es autoestado de la
parte correspondiente a frecuencias positivas del operador de campo eléctrico, o
equivalentemente, un autoestado del operador de aniquilacién de fotones.

Si bien los estados coherentes fueron creados en el contexto de la dptica cuantica,
sus varias generalizaciones tienen un amplio uso en muchas ramas de la fisica (Klaud-
er and Skagerstam, 1985; Perelemov, 1986). El problema del oscilador arménico es
extremadamente simple desde el punto de vista algebraico. Para problemas mas
complicados, el método de vectores de estado coherentes elimina gran parte de esta
complejidad. Mediante este método, se pueden reducir problemas que involucran
altas simetrias, a problemas de un algebra de un oscilador arménico n-dimensional
acoplado con una simetria intrinsica de menor rango que la original (Hecht, 1987).

En este capitulo se presentan los aspectos fundamentales de la teoria estandar de
estados coherentes definidos en conexién con el oscilador arménico unidimensional,
y una generalizacion simple de los mismos para considerar el algebra de momento

angular.

2.1.1. Representaciéon en el Espacio de Fock

Hay distintas maneras de introducir matematicamente los estados coherentes.
Una de ellas es definirlos como autoestados del operador de aniquilacién (Glauber,
1963a). Por ejemplo, si nos concentramos en un modo simple del campo electro-
magnético, diremos que |a) es un estado coherente si

ala) = alay, (2.1)
con la relacion Hermitica conjugada,

(ala’ = a*{al. (2.2)
De esta definicion, es facil ver que el niimero medio de fotones en un estado coherente
|a) estd dado por (n) = (ala’d|a) = |a|?, y por lo tanto |a|? es una medida de la

energia del campo electromagnético
(H) ~ (a'a) = |of*. (2.3)
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Dado que los estados de Fock {|n), n = 0,1,...} forman un conjunto ortonormal

completo, podemos utilizarlos para representar |a) en la forma

@) =D baln), (2.4)

donde los coeficientes de la expansién b, = (n|a) son nimeros complejos a deter-
minar. Recordando que a'|n) = v/n + 1jn + 1), y la definicién (2.1) con la que se

introdujo el estado coherente |a), es facil ver que

(n+1]a) =

T (nla), (25)

expresion que, utilizada en forma recursiva, nos conduce a

an
n+lla) = Olar), 2.6
(n+1la) m( ) (2.6)
y nos permite escribir
o an
ja) = (0]a) > n,|n>- (2.7)
n=0 :

Si el estado |«) se normaliza a la unidad, se obtiene la condicién

(ala) = e7*F|(0]a)|? = 1. (2.8)
Finalmente, obtenemos a menos de un factor de fase, la forma explicita para un
dado estado coherente en la base de estados niimero

o) = ezl > ;‘_%\m, (2.9)

Esta expresion nos permite ver que la probabilidad de encontrar n fotones en el

estado coherente |a) estd dada por una distribucién de Poisson

2n
njayf? = 1 gt 2.10)

con media (n) y varianza (An)? ambas iguales a ||?.
En contraste a lo que ocurre con los estados nimero, los estados coherentes no
son mutuamente ortogonales, ya que

> /
(o) = e HP-dlor 3 (@7 _a

(ml) 172 (nl)172

(m|n), (2.11)

m,n=0
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y teniendo en cuenta la ortonormalidad de los estados |n) resulta
(o]} = eHlPHar-a

o/ |a)? = el (2.12)

Es decir, los estados coherentes son aproximadamente ortogonales para o'y o muy
alejados entre si en el plano complejo, pero tienen un solapamiento significativo,
cuando |a — /| es del orden de la unidad. Sin embargo, pueden utilizarse para
formar un conjunto completo (Glauber, 1963a; Barnett and Radmore, 1997). Para
tal fin, es necesario demostrar que el operador unidad 1, puede expresarse como una
suma o una integral en el plano complejo «, de operadores de proyeccién de la forma
|a) (cr|. Para describir tales integrales se introduce el elemento diferencial de area en

el plano complejo
d*a = d(Rea)d(Ima), (2.13)

de modo que d?«a es real. Con la utilizacién de coordenadas polares, a = |ale®,

puede probarse la siguiente igualdad:

1 2(1/ )
- d2 _ d2 —\a|
~ [ @alajtal }j(/ L i
27 0 n *\m
= - dﬁei("_m)ﬂ/ djale ol o rm+1 €22 ) () ny{m
> [~ diale ol Wmarx|

2 [oe)
_ ;5"’"5/0 dlale=1 o n) (n Z|n (2.14)

en donde se ha usado la ortogonalidad de las funciones {¢™} y la expresion integral de
la funcién Gamma. Como los estados niimero forman un conjunto ortonormal com-
pleto, la suma sobre n en la expresién anterior es simplemente el operador unidad.
Se tiene entonces

1= l/d2a|a><a|, (2.15)

™

que constituye la relacion de completitud para los estados coherentes. En conse-

cuencia, pueden ser utilizados como una base de vectores para expandir un estado
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arbitrario [¢). Como todo estado arbitrario del oscilador posee una representacion

en término de estados numero de la forma

aty
wzz%wzz%yyw (2.16)

con Y. |cu|? = 1, la serie en esta expresion puede ser utilizada para definir una

funcién v de la variable compleja o

(a) = ch:}—; (2.17)

la cual claramente converge para todo |a/ finito, debido a la condicién que impone
sobre los ¢, la normalizacién del estado [¢). Entonces ¢ es una funcién que resulta
analitica en todo el plano complejo «. Existe una correspondencia uno a uno entre
estas funciones enteras para las cuales > |c,|*> = 1 y los estados del oscilador.
Una descripcion del oscilador podria realizarse considerando estas funciones como
elementos de un espacio de Hilbert. Este espacio ¥ («) se conoce como espacio de
Bargmann (Bargmann, 1962).

En este punto es interesante adoptar una normalizacion diferente a la dada en

1

(2.9) para los estados coherentes. Indicaremos con [|a) ' a estos estados definidos

COImo:
o) = |aezlol, (2.18)

Si de manera conjunta a la definicién anterior, se introduce la siguiente medida
du(a) en el plano complejo

1 2
dp(a) = —e 1" d2a, (2.19)

™

todos los términos Gaussianos en las expresiones anteriores son absorbidos en la

nueva notacion, y la relacion de completitud se reduce a

1=/dmmwwww (2.20)

1Si bien es 1itil esta normalizacién en el caso de trabajar sobre el espacio de funciones enteras, a lo largo de esta

tesis se utilizard la definicién (2.9).
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Con la nueva definicién adoptada en (2.18), la funcién ¢ («) corresponde a la funcién

de onda para el estado |¢)) en la representacion de estados coherentes ||),

«mw:Xx%mwzzx%%zww (2.21)

Estas funciones ¢(«) pueden obtenerse en forma alternativa directamente a partir de
las funciones de onda en el espacio de coordenadas v (z), mediante la transformacion

de Bargmman

+o0
vla)= [ ded(w.ayute), 2.2

con la funcién nicleo A(x, ) dada por
A _ S22 4 VEra — ta? 2.23
(r,a) = mexp(—ﬁm +V2zra — e ). (2.23)

No sélo los vectores de estado pueden transformarse a su representacién en el
espacio de Bargman; también los operadores que actiian sobre estos vectores tienen
una realizacién en este espacio. Como todo operador puede construirse a partir de
los operadores de creacion y aniquilacién, alcanza con determinar la representacion

para a' y a. A partir de (2.1), (2.9) y (2.18), es facil ver que

() = {a”aly) = afo" ) = av(o),
wila) = (o lllv) = o [0) = (o), (2.24)

lo que indica que en este espacio, los operadores a' y @ se mapean segin

d
ot — oo, 4 — (2.25)

do

La posibilidad de utilizar estados coherentes como una base, junto al hecho que
los mismos son autoestados del operador de aniquilacién, es de suma importancia en
6ptica cuantica. Como hemos visto, trabajar con estos estados resulta conveniente
al momento de reducir el algebra de operadores a un algebra de funciones complejas.
Veamos como ejemplo qué resulta al calcular el valor esperado del operador de campo

E (A.62) para un estado de este tipo. Dado que los estados coherentes no tienen

un numero definido de fotones, el valor esperado del operador de aniquilacién no
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es cero, como ocurre en el caso de estados de Fock (Seccion A.4). De (2.1) y (2.2)

vemos que

{aldla) = o,

(alafla) = o (2.26)

A partir de estos resultados,

" - x 2mhw ~ _ikr ~1 _—ik-r
(a|Ela) = i€/ 73 (af (ae™ —ale ™) |a)
[ 21 hw , .
= 4 & 723 (aezk-r o a*efzk-r)
5 2mhw
= —2¢ |aly/ 73 sen(k - r+ 7). (2.27)

Esta expresién tiene la forma de una onda electromagnética clésica (A.22), de am-

plitud |a|, ¥ con una constante de fase ¥ a ser determinada de la relacién a = |ale™.
Entonces, los estados coherentes son estados para los cuales el valor esperado del ope-
rador de campo E se asemeja al campo cldsico E. La expresion de la segunda linea
en (2.27) es formalmente idéntica a la expresién para un campo eléctrico cuantizado
(A.62), pero los operadores de aniquilacién y creacién, @ y a' han sido sustituidos
por los niimeros complejos « y .

En forma analoga puede calcularse el valor esperado para el cuadrado del campo

electromagnético,

(a[E’[a) = (aE-Ela)
2mhw

= 2 o) @t — (14 2aa) + (a1 7] o)
2mhw , .
= 723 [1 + 2|al? — a?e?kT — oz*26_21k'r} , (2.28)

y vemos que la expresion resultante también podria haberse obtenido reemplazando
los operadores de aniquilacién y creacion en la expresién del operador de campo,

por a y a*.
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2.1.2. Operador de Desplazamiento

Una forma alternativa de ver un estado coherente, es escribiendo (2.9) como

1 > AT n 1 ~ 1 ~ ~
DL :W\m = e3lolPeadl|g) = em3lol gadtg=adjg) (2,99
n.
n=0

Si hacemos uso de la identidad edeB = eA+B+34.5] (Sakurai, 1985), la cual es valida
para cualquier par de operadores A, B tales que [[A, B, A] = [[A, B], B] = 0, se llega

a

o) = e’ ="y, (2.30)

oal—a*a

Si definimos el operador D(«) = e , entonces podemos ver al estado cohe-
rente |o) como generado por este operador de desplazamiento a partir del estado

fundamental del oscilador
la) = D(«)|0). (2.31)
Algunas propiedades
= (a) D es un operador unitario.
= (b) D'(@) = D™(a) = D(~a)

= (c) El operador D(3) actuando sobre el estado coherente |«) da, a menos de

una factor de fase, un nuevo estado coherente desplazado del primero

D(B)|a) = D(B)D(a)|0) = ez ~F"D|q 4 3) (2.32)

2.1.3. Funcién de Onda en el Espacio de Coordenadas

Introduzcamos el par de operadores Hermiticos ¢ y p, que representan la coor-
denada y el impulso del modo del oscilador. Estos operadores deben obedecer la

relaciéon de conmutacién candnica [¢, p| = ¢, y pueden ser definidos a partir de los
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operadores @, a' mediante las relaciones
p=—=(af —a), (2.33)
que pueden ser invertidas para obtener

a = —=(q+1ip),

—_
-3

a' = —=(q —1p), (2.34)

V2

A partir de la definicién (2.1), vemos que

ila) = %@mw = afa). (2.35)

Dado que el operador p puede ser representado por el operador derivada plg) =
i(d/dq)|q), donde |¢) es un autoestado de ¢ con autovalor ¢, obtenemos la siguiente

ecuacion diferencial

(gla) = —ﬂ% — a){gla), (2.36)

que puede ser integrada facilmente. Entonces la funcién de onda normalizada del

d
dq

estado coherente |«) en el espacio de coordenadas, es

(qla) = oL /4e—<ﬁq—a> . (2.37)

Esta funcién, que tiene la forma de un paquete de onda Gaussiano, no es mas
que un corrimiento de la funcién de onda del oscilador en su estado fundamental
(Sakurai, 1985), lo cual refleja, que como vimos en (2.31), la forma de generar un
estado coherente es mediante desplazamientos del estado fundamental en el plano

complejo a.

2.1.4. Producto de Incertezas

Dado un observable A, se define un operador
AA=A—-(A4), (2.38)
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donde el valor esperado se toma sobre un cierto estado fisico. El valor esperado de

((AA)?) se conoce como dispersion de A 2,
((AA4)?) = (A7) — (A)". (2.39)

Dados dos observables A y B, se cumple que

(AA*){(AB)?) = }l|<[A,B]>|2, (2.40)

independientemente de cual sea el estado utilizado al calcular los valores esperados.
Esta relacién generaliza el principio de incerteza de Heisenberg para dos operadores
arbitrarios.

En el caso en que A y B se elijan como ¢ y p, o viceversa, se obtiene la bien

conocida relacion

1
AGAp > 5. (2.41)

Usando las expresiones dadas en (2.33), es facil calcular el valor de este producto de

incertezas sobre un estado coherente

) = (alpla) = —(a” ~a).
(@ = (olila) = —=(a+a)
() = (elifla) = 5 la—a'),
(@ =(olflo) = 5 +5(@ta’) (2.2
y en consecuencia
192 e 1
(Ap)" = (Ag)" =5
= APAG = % (2.43)

Por lo tanto, los estados coherentes, son estados que minimizan el producto de
incerteza, con varianzas que estan igualmente distribuidas sobre un circulo en el

espacio de fase.

2Es comiin encontrar en la literatura el uso de AA para indicar p((AA)2> y (AA)? para ((AA)?); en lo que

sigue, por simplicidad, también se usard esa notacién.
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Para ser mas explicitos, existe toda una familia de estados para los cuales el
producto de incertezas resulta ser un minimo. Pauli (Pauli, 1980) demostré que la
funcién de onda en la representacion de coordenadas para estos estados generales es

de la forma

(¢—{q))?

¥(q) = (gler) = (2m(Aq)*) " *expli(p)q — e ],

(2.44)

y como se mostré en (2.37), los estados coherentes pertenecen a esta familia de

estados.

2.1.5. Distribucién de Wigner

Las funciones de distribucién de probabilidad en el espacio de fase son de gran
utilidad en fisica estadistica clasica. Estas permiten calcular los valores medios de
funciones que dependen de la posicién y del momento de las particulas. Esto se lleva
acabo integrando dichas funciones sobre alguna region en el espacio de fase (Pathria,
1977).

En mecanica cudantica, los valores medios de un observable A se calculan a partir

de la expresién
(A) =" Py(IAl) = Te(pA), (2.45)
¥

donde p = 3", Py(¢[¢) es el operador densidad del sistema, y P es la probabilidad
de que el sistema se encuentre en el estado cudntico |1). El principio de incerteza de
Heisenberg prohibe la existencia de una distribucién de probabilidad en el espacio de
fase, dado que no es posible determinar simultaneamente la posicion y el momento de
una particula. Ain asi, ciertas distribuciones pueden ser titiles en mecanica cuantica,
permitiendo el calculo de valores medios de funciones de los operadores de posicién
y momento, como integrales en el espacio de fase. Las mismas constituyen una
herramienta para estudiar sistemas cudnticos a través de su representacion en un
espacio de fases, en forma alternativa a la representacién de los estados como vectores
de un espacio de Hilbert.

De todas las distribuciones en el espacio de fase, la distribucion de Wigner es la
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que aparece en forma natural, si se busca un andlogo en mecanica cudntica de una

distribucién de probabilidad clasica. La misma puede ser escrita en la forma

1 [ . T, . T
W(q,p) = —/ et” <q — 5!/)!(1 + §> dz, (2.46)

2 J_
donde p y ¢ son variables conjugadas. La expresién (2.46), a menos de una constante
de normalizacién, es la utilizada originalmente por Wigner en su articulo (Wigner,
1932). Puede demostrarse (Davidovich, 1998) que esta distribucién es la tnica en
el espacio de fase que da las distribuciones marginales correctas, es decir, que cada
una de éstas coincide con la distribucion de probabilidad de la cuadratura corres-

pondiente:

/ W (a,p) = (aldla). / dgW (q.p) = (pllp)- (2.47)

Estas propiedades (2.47) deben seguir siendo véalidas al rotar los ejes en el espacio

de fase por un angulo arbitrario 6, de modo que

Go = UT(0)GU(H) = Geosd + psend,

Py = UT(G)}GU(H) = —gsend + pcosd, (2.48)
siendo la transformada inversa,

g = (pcost — pgsend,

A

= {gsenf + pgcoso. (2.49)
Entonces, bajo la rotacién del sistema de coordenadas, la expresién en (2.47) es:
P(#) = /W (Gocost — pgsend, ggsen) + pycosh) , (2.50)
con
P(6) = (a|0"(6)50(6)lg). (2.51)

La expresién (2.50) da la distribucién de probabilidad para ¢ a partir de la funcién
de Wigner W (¢, p). Esta transformacién llamada transformada de Radon (Radon,
1917), permite reconstruir en forma univoca la funcién de distribuciéon W (¢, p) a

partir de la transformada inversa, si se conoce la funciéon P(6).
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Una de las propiedades importantes de la distribucion de Wigner, es que puede ser
utilizada para calcular valores medios de todo operador cuantico que sea una funcién
simétrica de ¢ y p, en forma andloga a lo que uno haria en mecanica estadistica
clasica. La asociacion entre el valor esperado de esta clase de operadores e integrales

del tipo clésicas en el espacio de fase, estd dada por (Moyal and Bartlett, 1949):

+o00
Tr (3{d}em) = Tr [p (@5 + dpd + ) /3] = / dgdpW (¢, p) %, (2.52)
y en general
—+o0
Tr (™5 Yom) = / dadpW (4, p)a™ " (2.53)

La misma propiedad (2.52) puede ser expresada en término de @ y a', mediante
Tr[p(aa’ + a'a) /2] = /(dQCY/’iT)OzOé*W(Oé, a’). (2.54)

En la igualdad anterior, W (o, o*) es la expresién de la distribucién de Wigner tam-

bién en término de a y a':
W(a,a™) =2Tr [ﬁf)(a,a*)e”mﬁ_l(a,a*) : (2.55)

siendo D(a,a*) el operador de desplazamiento definido en (2.30) 3. Alternativa-
mente, pueden introducirse otras distribuciones en el espacio de fase, asociadas
con un ordenamiento normal o antinormal, de funciones de los operadores @ y a'
(Glauber, 1963a; Scully and Zubairy, 1997). Tales distribuciones, son conocidas co-
mo P-representacién y (Q-representacion, respectivamente. Sin embargo, ninguna de
éstas permite obtener las distribuciones marginales correctas.

Para ciertos estados del campo electromagnético, no resulta dificil obtener la

funcién de Wigner, a partir de (2.46). Para el estado de vacio

1 [ . x x
- ipx oz e
W(gq,p) o <q 5 !0> <0lq + 2> dz
1 [ .
= o | "la—1/2)dg(a+1/2)dz, (2.56)

3La funcién de Wigner en (2.55) implica una normalizacién diferente con respecto a la dada en (2.46): W — 27W,

R
de modo que (d?a/m)W(a,a*) = 1.
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donde 1o(q) = 1/(m)/4e 27 es la funcién de onda del oscilador arménico en el

estado fundamental (Fig. 2.1). Entonces:

1 2
— e P

™

(2.57)

Figura 2.1: Funciéon de Wigner para el estado de vacio. Las fluctuaciones estdn igualmente dis-
tribuidas en ambas cuadraturas ¢ y p; la proyeccién de la funcién de Wigner sobre el espacio de

fase es un circulo centrado en el origen (recuadro superior).

La funcién de Wigner para un estado coherente |a), se obtiene de forma andloga
a la del caso anterior, recordando que su funciéon de onda es un desplazamiento en
el plano complejo de la funcién de onda del vacio (2.37), y que el parametro « se
relaciona con los autovalores de los operadores de posicion y momento mediante

a = qo+1ipy (2.35):

1 2 1 . z)\2
Woon (4, = —— ¢ (a-a) (_/ el(p—po)ﬂﬁe—(i) d:l?)
h(q p) \/571’ /_27'(' .

— le—(q—qo)Q—(p—po)z_ (2.58)
T
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El desplazamiento de la funcién de onda para un estado coherente respecto de la

Figura 2.2: Funcién de Wigner para un estado coherente. En este caso el grafico es completamente
andlogo al del vacio (Fig. 2.57), pero se encuentra desplazado en el espacio de fase; esto da un valor

medio no nulo del campo eléctrico.

del vacio del campo electromagnético, se traduce en un desplazamiento de la funcion
de Wigner en el espacio de fase (Fig. 2.2).
Para los estados de Fock del campo electromagnético, la funcién de onda en la
i — e T
representacion de coordenadas es de la forma (g|n) = 1¥,(q) We 2T H,(q),
donde H,(q) es el polinomio de Hermite de orden n. Entonces, para el estado de un

fotén |1),

Wilg,p) = \/5167112 1 /OO e [ 42 _ x_z efﬁdx
1\4q,p - T \/ﬁ . q 4
1
= —e v (2¢* +2p* — 1) . (2.59)
m

Esta funcion es negativa en el interior de la circunferencia de radio %, anulandose
en el borde de la misma (Fig. 2.3). Para estados de Fock con un nimero mayor de

fotones, la cantidad de ceros de la funcion siempre coincide con n, y aparecen mas y
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mas regiones del espacio de fase donde la funcién de distribucion se vuelve negativa

(Fig. 2.4).

Figura 2.3: Ejemplo de funcién de Wigner para estados no-Gaussianos del campo electromagnético.
En este caso el grafico corresponde a la funcién de Wigner para el estado de Fock de un fotén. La

funcién de distribucién se vuelve negativa en torno al origen.

Figura 2.4: Estado de Fock con n = 4.
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La negatividad de la funciéon de Wigner para ciertos estados, hace que no pueda
ser interpretada como una verdadera distribucién de probabilidad, y es la razon
por la cual se la suele llamar funcion de cuasi-probabilidad. Si bien para estados
Gaussianos, como es el caso de los estados coherentes, es siempre positiva y en
general bien comportada (sin singularidades), puede ser negativa para estados no-
Gaussianos, tales como los estados nimero. Este comportamiento puede pensarse
como una consecuencia del principio de incerteza: dado que no es posible medir
simultaneamente ¢ y p, no es posible contar con una wverdadera distribucién de
probabilidad, en el marco de la mecanica cuédntica.

Un analisis que resulta de interés, es la comparacion entre estados que son una

superposicion de dos estados coherentes, digamos por ejemplo,
) =N (lo) + [ — ), (2.60)

donde N es una constante de normalizacién, y una mezcla estadistica de los mismos

dos estados coherentes anteriores, cuya matriz densidad estd dada por:

p =5 (la){al +| = a)(=al). (2.61)

DO | —

Por simplicidad elijamos o = ag = qp, con gy real. Entonces, la funcién de Wigner
correspondiente a (2.61), es simplemente la suma de dos funciones Gaussianas, cada

una de las cuales, puede obtenerse a partir de (2.58):

1
W(q,p) = % <€—(q—qo)2—1?2 + 6—(q+q0)2—p2> ) (2.62)

En cambio, la correspondiente funcién de Wigner para el estado definido en (2.60),
contiene un término de interferencia, el cual refleja la superposicion coherente de los

estados |ag) v | — ao):
N _(q_q )2_ 2 _( + )2_ 2 22
Wi(g,p) =— <€ R e cos(QPCIo)>. (2.63)
T

Como consecuencia de este término de interferencia, la funciéon de Wigner, es nega-
tiva en torno al origen del espacio de fase (Fig. 2.5), a diferencia de (2.62) que es

siempre positiva.
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Figura 2.5: Funcién de Wigner para una superposiciéon de dos estados coherentes, [¢)

(la) + ] = a)).

Entonces, la medida de la funciéon de Wigner (Leibfried et al., 1996; Banaszek
et al., 1999), puede utilizarse como herramienta para distinguir entre distintos esta-
dos del campo electromagnético, mostrando negatividad para estados que no tienen
una contrapartida clasica. Los términos oscilatorios en la funciéon de Wigner, aso-
ciados a la interferencia, permiten distinguir superposiciones coherentes de estados
cuanticos, de ensambles estadisticos. La evolucién temporal de la funciéon de Wigner,
entonces, permite estudiar procesos de decoherencia, observando la desaparicién de

tales oscilaciones.

2.2. Estados Coherentes de Momento Angular

Los estados coherentes de momento angular, conocidos como estados de espin

coherentes (EEC), o estados coherentes atémicos, también juegan un rol impor-
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tante en muchos modelos de éptica cudntica. Si bien el interés sobre estos estados
no esta limitado a sistemas rotantes, resulta simple definirlos en términos de au-
toestados de momento angular |j, m), donde j es un valor entero o semientero y
m = —j,—j+1,...,5. La accién de los operadores de momento angular Js, Jy sobre

el estado |j, m) estd dada por
j3|j7m> = m|j7m>7
Jeljom) =[G Fm)(G £m+D)2j,m £1). (2.64)

El conjunto de estados {|j, m)} puede generarse por la aplicacién sucesiva del opera-

dor j+(j,) sobre el estado |7, —7) (|7,7)). Por ejemplo, de aplicar k veces el operador

j+ sobre el estado correspondiente a m = —7j, podemos ver que
o (27 — k) o .
g, =5+ k) = WJf.IL —J)
U=m) e
= — L JIT 5 — 2.65

en donde se hizo la sustitucion —j + k£ = m. Esta expresién se puede sustituir por

otra mas compacta

lJ,m) = m@?ﬂ{m)*l/zjﬂjmm —J) (2.66)
donde C’]Zim es el numero combinatorio
9
| : (2.67)
j+m

Un estado coherente de momento angular |6, ), se define como un autoestado
de la componente del momento angular J en la direccién de un vector arbitrario

1 = (senfcosy, senfseny, cosd)

donde 6 y ¢ son los angulos polar y azimutal respectivamente, y con A se indica

el autovalor correspondiente. Por otra parte, dada una rotacién R en el espacio
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de coordenadas, especificada por la direccion 77 y de parametro «, el operador que
implementa esta rotacién sobre el estado cudntico |j,m) es de la forma (Cohen-

Tannoudji et al., 1988)

Rila) = e~/ 7, (2.69)
El estado rotado se obtiene mediante

7, m)" = Ra(a)lj,m), (2.70)
en tanto que, los observables se transforman segin

A" = Ry(a)ARL(a). (2.71)

La componente del operador de momento angular en la direccién (6, ¢) puede obte-
nerse rotando Js, el cual se identifica con la componente 2z del operador de momento

angular J , un angulo € en torno al eje 7 = —senyp i+ cosy j, mediante el operador

Ri(0) = R(9,p) = exp{if(J,seny — J,cosp)}

1 N . A
= exp{—ié(e’wJJr—e“"J,)}. (2.72)

Dado que el estado |j, —j) es autoestado de Js con autovalor —j, entonces R(@, o)l7,—7)

serd, autoestado de J; = R(6,¢)J3R(0, ) con el mismo autovalor

~

en donde se ha utilizado el hecho que R(0,¢) = R™1(6, ). En relacién a nues-
tra definicién inicial (2.68), la expresion anterior muestra que el estado |0, ), es
autoestado del operador J,=J- 1, con autovalor —j.

El operador de rotacién (2.72), puede escribirse en una forma mds conveniente

usando la relacién (Barnett and Radmore, 1997)

exp(EJy — €°J_) = exp(zJy )exp(nJ.)exp(—z*J_), (2.74)

9 9
{=—gexp(—ip)  z=—tan(g)exp(—ip)  n=In(l+]2)
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De acuerdo a todo lo expuesto anteriormente, podemos escribir al estado coherente

10, @) como

|9v90> = R(&QO)U?_)

= exp(zJy)exp(n )IJ',—J'>IeXp(—jn)eXP(2j+)lja—j>

27
=10,0) = (1+][2*)" Z Jk|J7
k=0

= (1+][)7 Z(Cfim)”zzjmlj,m%

m=—j
(2.75)
Esta expansion puede ser vista como la anédloga a la expansion (2.9) de un estado
coherente del campo bosénico en término de estados de Fock. Sin embargo, no debe-
mos olvidar que, mientras un estado coherente bosonico es autoestado del operador
de aniquilacion a, el estado coherente atémico |0, ¢) no es un autoestado del opera-
dor j,, sino de la componente del operador J en la direccién parametrizada por los
angulos (0, ¢).
Los operadores de momento angular transformados por la rotacién, pueden en-

contrarse utilizando la relacién

~

exp(A)Bexp(—A) = B+ [A B]+ 21 [A,[A, B] + ; (A, [A,[A, B]]] +..(2.76)

junto con las relaciones de conmutacién del algebra su(2). En la expresién anterior

A y B son dos operadores cualesquiera. Por ejemplo, en el caso de Js
~ 1 A~ . ~ 1 A A~ .
R(0,0)J5R'(0,0) = eXp[ 0(J_e¥ J+e_w)]JgeXp[—§0(J_e“p — Jie %))
6’ i 02 .
= J3+ (J 6(p+<]6 SD) 2'J3+...
- !
= §J3c089 + (J_e¥ 4 J e )send (2.77)

Anélogamente se obtienen en forma explicita J.

~

. . 0 . 0 . .
R(0,0)JL R (0, p) = eiw{COSQ(é)Jie:W - sen2(§)J¢eiw —senfJs}  (2.78)

Estas expresiones pueden ser utilizadas para calcular el valor esperado de las com-

ponentes del momento angular J = (jl,jQ,jg), en el estado |0, ). Notar que
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RY(0,0) = R(—0, ¢), y por lo tanto

O,01J310,0) = (j.—j|R(—0,0)J5R(0, )i, —j)

= —jcost
<9790|j1!9, ) = —jsenfcosyp (2.79)
(0,00, 0) = —jsenfsenyp,

donde se ha usado (2.77) y (2.78) cambiando # por —6. Esto muestra, que efectiva-

mente, la accién de R(O, ¢) produce la rotacién de J , dado que
(0,010, p) = (—jsenfcosyp, —jsenfseny, —jcosh) = —ji. (2.80)

Como el operador ]A%(H, ) es unitario, los valores esperados para JAZ»2 pueden cal-

cularse mediante
con i = 1,2, 3. Se encuentra entonces que

. ' 1
0,0|J210,0) = j*sen’0cos*p + %(cos4(€) + sen4(g) - §sen20008(2g0))

2
- ' 6 6, 1
0,0]J310,0) = j*sen’fsen’p + %(0054(5) + sen4(§) + §sen2«900$(2<p))
0, 0|26, = j%cos’f + Jsen29 =2 — L1 - 2j)cos?6 2.82

y como era de esperar, se verifica que (j 2y = j(j +1), dado que este valor no puede
cambiar por la accién de la rotacién del sistema. Las fluctuaciones en j1 y jg resultan
de (2.80) y (2.82)

— Jsen?fcos? ©

MIM. [\DIM.
l\')

(AJy)? = Zsen?fsen’ . (2.83)

[\DM.

(A3 (AJ)? = (— — —senQQCos cp)(‘% — %senQQSen ©)

j2 j2
= 7 + Zsen29(1 + sen?@sen®pcos?p)
2 2 1 .
> Iz s’ = () (2:84)
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A diferencia de lo que pasa con los estados coherentes del oscilador, los estados
coherentes de espin no pueden ser estados de minima incerteza para cualquier elec-

cién del vector 7i. Sin embargo, dado el estado |6, ), éste minimiza la relacién de

incerteza
(ARVAT? > P, (285)
con
J! = R(0,9)J;R (0, ). (2.86)

Notar que ésto es equivalente a tomar una terna de operadores (.J1.J;.J}), donde .J}
representa la componente de J en la direccién de 1, y por lo tanto, respecto de este
sistema, # = 0.

Los estados coherentes de momento angular surgen naturalmente del modelo de
Jaynes-Cummings tratado en el Capitulo 1. Para tal sistema de dos niveles, j = % y

se identifica los estados fundamental y excitado |0) y |1), con los estados de momento

11

angular |1, —1) y |1 1) respectivamente.
207 2 272
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Capitulo 3

Estados Comprimidos

El principio de incerteza de Heisenberg establece que, la desigualdad AAAB >
:I{[A, B])|, se debe cumplir entre las desviaciones estandar de dos observables arbi-
trarios A y B. El producto de estas desviaciones esta limitado por una cota inferior,
pero en principio, no hay ninguna restriccion al valor que pueda tomar cada una de
ellas por separado. Como hemos visto en el Capitulo 2, esta cota inferior se alcanza
para estados coherentes. Al mismo tiempo que minimizan el producto de incertezas
AAAB, los estados coherentes presentan la particularidad que AA = AB. Esto
significa, que los estados coherentes, tienen una distribucion isotropica del ruido
cudntico'para variables conjugadas. Existe otro tipo de estados cudnticos, para los
cuales, una de las fluctuaciones puede estar reducida respecto a las fluctuaciones del
vacio, o a las fluctuaciones sobre un estado coherente general. Esta reduccion de las
fluctuaciones sobre una de las variables, debe estar acompanada del aumento de las
fluctuaciones sobre la variable conjugada, a fin de cumplir con el limite impuesto por
la Mecanica Cuantica. Si a la vez, estos estados son estados de minima incerteza,
diremos que el estado es un estado comprimido?.

En este capitulo, comenzaremos analizando las propiedades de los estados com-

LCon la expresién ruido cudntico nos referimos a la incerteza de alguna cantidad fisica debido, exclusivamente,
a su origen cuantico. La mecédnica cudntica predice que el proceso de medida, tiene en si mismo, un efecto que es el
de agregar ruido al sistema. Este ruido, entonces, puede estar presente en todo sistema cuéantico, aunque las fuentes

convencionales de ruido, como vibraciones, fluctuaciones térmicas, etc., puedan ser suprimidas.

2El término original en inglés es squeezed state, que proviene del verbo to squeeze: apretar, estrujar, estrechar;

como sustantivo squeeze: estrujén, apreton.
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primidos cuando las variables conjugadas son las dos cuadraturas del campo elec-

tromagnético. Luego, extenderemos el concepto a sistemas de momento angular.

3.1. Estados Comprimidos de Luz

Consideremos un campo electromagnético con un inico modo de oscilacion. Hemos
visto (ver Capitulo 2), que es posible definir dos variables adimensionales ¢ y p, en

término de los operadores de aniquilacion y creacion, mediante las expresiones

D= E(cﬂ—d), (3.1)

[4,p] = i. (3.2)

q v p se comportan como dos variables conjugadas, obedeciendo la relacion de in-

certeza

AGAp > —. (3.3)

N | —

Una interpretacion alternativa de ¢ y p, surge al expresar el vector campo eléctrico

E(7,t) en término de estas variables. Dado que,
E(7,t) = l(w)elae " 4 glemikrwn] (3.4)

donde [(w) es alguna funcién real de la frecuencia, y € es el vector de polarizacién.

Entonces, a partir de la definicién (3.1), obtenemos
E(7,t) = V2l(w)&lgeos (k.7 — wt) — psen(k.F — wt)]. (3.5)

De aqui que, ¢ y p representan las amplitudes con las que oscilan las dos cuadraturas
en las que puede descomponerse el campo E(F, t).

Como vimos, es una caracteristica de los estados coherentes de luz, incluyendo el
estado de vacio, que las dispersiones de estas dos variables son ambas iguales a %, al-

canzado el valor minimo del producto de incertezas. Para estos estados encontramos
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una distribucién de ¢ y p en el espacio de las fases, que presenta simetria circular
(Figura 3.1). Sin embargo, como ya comentamos en el Capitulo 2, existe toda una
familia de estados de minima incerteza, cuya funcién de onda en la representacion de
coordenadas estd dada por un paquete de onda Gaussiano (2.44). La varianza (Ag)?
para estos estados generales, no es necesariamente igual a %, como lo es para estados
coherentes. En el caso en que, (Ag)? (o bien (Ap)?) sea menor a 3, la distribucién

en el espacio de fases toma forma eliptica, y diremos que el estado esta comprimido.

\H \6‘

Y

Y

(a) q (b)

Figura 3.1: Distribucién de las cuadraturas del campo eléctrico (a) para un estado de luz coherente,

(b) para un estado de luz comprimido por el operador S(()

En forma intuitiva, uno podria pensar que esta familia de estados comprimidos
de minima incerteza, puede obtenerse a partir de estados coherentes, mediante una

transformacién de escala, que comprima, por ejemplo, el eje ¢ al mismo tiempo que

dilata el eje p (Davidovich, 1998)

q = €q
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p = e’p, (3.6)

para un valor arbitrario (y en principio real) del parametro r. Siguiendo esta idea,

la funcién de onda de tales estados, estaria dada por
Galq,r) = Notba(€'q),  da(p,7) = Notba(e"p), (3.7)
donde
v(g) = (alo) = (27(Aq)*) explifp)g — M] (3.8)
0w = (ol = <= [ die i), (39)

y (Aq)? = (Ap)* = 3 en el caso de estados coherentes. Dado que 1, (q) estd nor-
malizada a la unidad, al imponer la misma condicién sobre ¢, (q,r) se obtienen las

constantes de normalizacién N, y N,
[etarouanids = Wi [uiie oo

= N / d ald)dd = 1
=N, = /2 (3.10)

Anélogamete, se encuentra que N, = e~"/2. Entonces tenemos:

Gl U ek (1) i 1 o 1= (@)
¢a(Q7 T) (2W(AQ)2)1/4 p[ 4(Aq)2 ] - (27T€72T<Aq)2)1/4 p[ 4672T(Aq 2]
; I il 2k ) in i L =)
Pl ) AP A T ey AP ae

que, al menos en forma cualitativa, nos permite ver en que medida son afectadas las

dispersiones de ambas cuadraturas
(A¢)* = e(Ag)?
(Ap)? = & (Ap). (3.11)

Esto nos indica, que es posible encontrar estados, que para ciertos valores del

pardmetro 7, cumplan con que (Aq')? < %, al tiempo que (Ap')? > %
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3.1.1. El Operador de Squeezing

Consideremos el estado de vacio bajo la transformacién de escala anterior (3.6);

para este estado particular la funcién de onda en la g-representacion, estd dada por

o(g,7) = €"*o(e"q), (3.12)

con y(q) = (1/m)/4e~7/2 (ver 2.37). Derivando ¢o(q,7) = (g|¢o(r)) con respecto a

r, se obtiene:

%ql%(r» = %cbo —(€"q)’bo = %% + qa%qso
0 g, 0 0 '
— %a—q(qcbo) + %qa—q% = %(a_qq + q8_q)¢0 = %(ﬂ(ﬁ@ +qp)|do(r)), (3.13)

en donde se ha hecho uso de que ¢|q¢) = ¢|q), y de la representacién del operador p
en la base de coordenadas, (q|p|¢o) = —i%(q!d)o) Tenemos entonces, que el estado
que representa el vacio comprimido, cumple la siguiente ecuacién diferencial:

0 Upnn oaa Lo o

D toutr)) = Lo+ ai)oolr)) = (@ — a)lao(r), (3.14)

que una vez integrada da la expresién para |¢o(r)) = |r, 0)
|r,0) = S(r)|0), (3.15)

donde S(r) = exp[(r/2)(a2 — a'?] es el operador de squeezing. En una forma més

amplia, uno podria partir de las cuadraturas generalizadas

1 . .
qu = E(deize—i‘fﬁew)
R Ut g~ g
Dy = —(aTe —ae "), (3.16)
V2
obteniéndose
~ 1 o R
S(¢) = eXp[§(C a’> — ¢a)], (3.17)

con ( = re?? lo que implica una combinacién de squeezing y rotacién, que co-

rresponde a una compresion de la cuadratura gy y una dilatacion en la cuadratura

46+ /2-
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El resto de los estados comprimidos con incerteza minima pueden obtenerse apli-

cando la transformacién de squeezing sobre un estado coherente general |o)

¢, @) = 5(Q)la) = 5(¢)D(a)|0), (3.18)

donde D(a) es el operador de desplazamiento definido en (2.30). Alternativamente,
puede obtenerse todo un conjunto de estados comprimidos de minima incerteza

mediante un desplazamiento del vacio comprimido
@, ¢) = D(@)[¢, 0) = D()S(¢)[0). (3.19)

Como los operadores S(¢) y D(a) no conmutan, los estados ¢, a) y |, ¢) son dife-
rentes entre si.
Este operador de squeezing puede ser interpretado como el operador de evolucion

correspondiente al Hamiltoniano

2

Hjpy o< 0 — a', (3.20)

asociado a procesos de emision y absorcion de dos fotones. Este tipo de Hamilto-
nianos aparecen en Optica no lineal, relacionados con procesos tales como el efecto
Kerr, en donde la luz viaja a través de un medio con un indice de refraccion que
depende de la intensidad, mediante la utilizaciéon de un resonador paramétrico 6pti-
co (OPO), el cual basicamente consiste de un oscilador arménico cuyos pardmetros
oscilan en el tiempo a una frecuencia optica, o mediante el acoplamiento con una
muestra de atomos en el interior de una cavidad. La generacion de este tipo de
estados por diferentes procesos ademas de los mencionados, a sido bien probada
experimentalmente por més de una década, observandose una efectiva reduccion del

ruido cudntico (Drummond and Ficek, 2004; Bachor and Ralph, 2004).

3.1.2. Analisis de las Fluctuaciones en las Cuadraturas

A fin de demostrar que el estado |¢, o) = S(¢)|a) definido en (3.18), efectivamente
es un estado comprimido, debemos calcular en forma explicita las fluctuaciones del

campo. Para tal propdsito y haciendo uso de la expansién (2.74), hallaremos primero
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la expresion para a y a' bajo la transformacién unitaria dada por S (€)

5(0a8'(Q) = a+cal + glcPa+ sclclal + .
<,
[q
S(C)dTgT(C) = afcoshr + ae=*?senhr. (3.21)

= acosh|(| + Tsenh|¢| = acoshr + a'e*’senhr

A

Dado que ST(¢) = S(—¢) = S7(¢), obtenemos el conjunto de operadores transfor-

mados
ST(0)gS(¢) = Geoshr — ggsenhr
ST(C)ﬁS’(C) = pcoshr + pgsenhr (3.22)
$1(0)a*5(¢) = 81(¢)aS(0)S1(Q)aS(C) = Peosh®s + Gisenh®r — {4, gy}senhrcoshr
STO)p2S(¢) = pPeosh®r + ﬁisenhZT + {p, py }senhrcoshr,

donde se ha hecho la sustitucion ¢ = 26. Calculando los valores esperados de éstos

operadores en un estado |a), pueden obtenerse las expresiones para (Aq¢')? y (Ap')?:

(A)?) = ((Ag)*)cosh’r + ((Agy)®)senh®r

((Ap)%) = ((Ap)*)cosh? + ((Apy)?)senh’r

)
+ [2(q)(as) — ({4, 4o })]senhrcoshr
)
— [2(p)(ps) — ({P, Do })|senhrcoshr, (3.23)

donde los valores esperados en el lado izquierdo se refieren a un estado |(, ), en tanto
que en el lado derecho, deben calcularse sobre el estado |«). El célculo resulta simple
recordando que el estado coherente |a)({a|) es autoestado de a (a') con autovalor
a (a*), y que para tales estados, tanto (Agg)? como (Apy)? toman el valor % para

todo ¢ (ver Capitulo 2). Entonces

1 1
(A¢)? = §cosh2r—§senh2rcos29

1 1
(Ap)? = §cosh2r+§senh27“(20820 (3.24)

s

El valor minimo en la primera expresion se obtiene para ¢ = J

1

1 1
(A¢)? = écosh2r - EsenhQT = 56_2’", (3.25)
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la cual es menor a % para todo ¢ # 0. Entonces, de acuerdo a la definiciéon dada, el
estado |(, &) es un estado comprimido. Para este mismo valor de 6, la otra dispersién
resulta ser (Ap')? = le?. Es decir, la accién del operador S(¢) sobre un estado
coherente |a), produce un estado con fluctuaciones de ¢ reducidas respecto del valor
de vacio, en tanto que las fluctuaciones en p exceden a dicho valor. Al mismo tiempo,
el producto de incertezas, se mantiene en su valor minimo. Resultados analogos se
obtienen sobre estados del tipo |a, (). Més atn, se puede demostrar (Mandel and
Wolf, 1995), que con la misma eleccién de 6, el operador de squeezing S (¢) actuando
sobre cualquier estado cudntico, reduce la dispersién de ¢ por el mismo factor e=?",

es decir que (A¢')? = e *"(Aq)?, aunque en este caso general, el estado resultante

no es un estado de minima incerteza.

3.2. Estados Comprimidos de Espin

Hemos visto que un campo de radiacién se dice comprimido, si la fluctuacién

en una de las cuadraturas, por ejemplo (Agq)?, tiene un valor por debajo del limite

cuantico estandar de % Estos estados de luz comprimidos se generan a partir de
interacciones no lineales (3.20) que establecen correlaciones cudnticas entre fotones.

En analogia con los estados comprimidos en sistemas bosénicos, los sistemas de
espin o de momento angular, pueden verse como estados comprimidos, cuando el
ruido cuantico en las diferentes componentes del espin total, se redistribuye con-
servando las relaciones de incerteza. Podriamos decir por ejemplo, que se tiene un
estado comprimido, cuando el valor de (AS;)? o (AS,)? es menor que %\(SZH Pero
entonces esta definicién implicarfa que todo estado de espin coherente |0, ) es un
estado comprimido si se lo localiza en un sistema de coordenadas apropiado, o si
se rota adecuadamente el propio estado. Por ejemplo, volviendo a las expresiones

halladas en (2.80) y (2.84), para una rotacién R(6, ) = R(6,0), obtenemos

(8] = 5leost],

N =

AS,)? = %COSQQ, (3.26)
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y como puede inferirse de la Figura 3.2, la relacién (AS,)? < %|(S’Z)|, se verifica para
todo valor de € en el intervalo [0, 27| que no sea un multiplo entero de 7/2
Entonces, esta definicién del squeezing en un sistema de espines, resulta incom-
pleta desde el punto de vista que no refleja correlaciones cuanticas. La reduccion en
la varianza de una de las componentes de espin, no necesariamente implica la pres-
encia de squeezing en el sistema, sino que puede ser una consecuencia del sistema

de coordenadas elegido. Esto plantea las siguientes preguntas (Kitagawa and Ueda,

1993):

= ; Un estado de espin coherente (EEC), puede calificarse como un estado com-

primido?

= ; Existen otros estados mas adecuados para ser considerados como estados

comprimidos de espin?

0.
n.
0.

n,

Figura 3.2: Gréfico de las funciones cos?d (linea punteada) y | cosf| (Iinea sélida) en el intervalo

[0, 27].
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3.2.1. Concepto de Squeezing en Sistemas de Espin

Supongamos un sistema con un espin S = (S, Sy, S;). Hemos definido (2.68) al
estado de espin coherente |0, ), como un autoestado de la componente del espin
del sistema en la direcciéon n = (6, ), con autovalor —S, donde 0 y ¢ indican los
angulos polar y azimutal, respectivamente (Fig. 3.3). Explicitamente, estos estados

pueden expandirse en término de autoestados de S, (2.75) en la forma
25 Zk
-5 ok
0.0) = (1427 784S -5),
k=0
0 .
z = — tan(g)exp(—w). (3.27)
Por otra parte, todo estado puro de espin % puede verse como un estado coherente?
0,0) = (L+[[)72(|0) + 2[1))
0 , 0
= cos=|0) — e “sen—|1), (3.29)
2 2
donde [1)(]0)) es el autoestado de S. con autovalor 3(—3). En el Capitulo 2, hemos
obtenido las expresiones para las varianzas de las componentes de espin (2.83) co-

rrespondientes a un EEC. Si se considera un nuevo sistema de coordenadas, (z'y'z’),

en donde la componente del espin en la direccién (6, ¢),
So, = (Sgsenfcosyp, Sysenfseny, S, cosb),

se hace coincidir con uno de los ejes de la terna, digamos por ejemplo, con el eje 2/,
las componentes de S normales a S/, estaran completamente inciertas, con varianzas
iguales a %. Esto se observa de (2.83), teniendo en cuenta que, respecto del sistema

de coordenadas (z'y’2’), el dngulo polar que orienta al EEC, es nulo (6 = 0).

3En general, un sistema de espin 1/2 estard en un estado que es una superposicién lineal de los estados de la

base {|0); [1)}
[¥) = a|0) + B[1),

con a 'y 3 ntimeros complejos tales que |o¢\2 + |ﬁ\2 = 1. Debido a esta condicién de normalizacion, es que el estado

puede escribirse, a menos de un factor de fase no observable, mediante dos pardmetros reales € y ¢ en la forma
0 i 0
[) = COS§|O> +e ‘Psen§|1>. (3.28)

Los ntimeros 0 y ¢ definen un punto en la esfera unitaria (Fig. 3.3), llamada FEsfera de Bloch (Nielsen and Chuang,

2002)
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Figura 3.3: Esfera de Bloch. Permite tener una representacién geométrica de estados de espin (o

pseudoespin) % como puntos sobre la superficie de una esfera unitaria.

Un sistema de espin S puede verse como un sistema colectivo formado por N = 2S5

espines =. Mds atin, el EEC de espin S, |0, ), es equivalente a un conjunto de 2.5

NI= N=

espines 3, todos apuntando en la misma direccién (6, ). Por ejemplo, si tomamos

el caso simple de un sistema formado por dos espines %, tenemos

b.0) = (14127 Y Sk -1)
k=0 "
= (L+]2[)7{]00) + 2(|10) + ]01)) + 2*[11)}
= (147 (0)1 + 211 (0)2 + #[1)2),
(3.30)

y recordando la forma del pardmetro z (3.27), la expresién anterior se reduce a:
0 » 0 0 » 0
6, p) = (COS§|O>1 —e S"sen§]1>1)(cos.§]0>2 —e “"senﬁ\l)g), (3.31)

lo cual representa el estado de dos espines % no correlacionados definidos por el

mismo conjunto de pardmetros (6, ) en la esfera de Bloch. En general, un EEC |0, ¢)
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de espin S = %,

es equivalente a un estado producto de 2.5 espines % apuntando todos
en la direccién n(0, ). Se deduce que |0, @) es un estado no correlacionado, aunque
como dijimos, podria tener fluctuaciones reducidas en una de las componentes del
espin total, segtin la orientacion del estado en el sistema de coordenadas elegido. En

el sistema (z'y’z’), donde el eje 2’ coincide con la direccién (6, ), las fluctuaciones

para el estado son, (ASy)? = (AS,)? = £

Tomemos un sistema colectivo formado por N espines % acoplados a espin S = %,
pero no necesariamente un EEC. Es posible elegir un sistema de coordenadas (z'y’z’),
donde el eje 2’ coincide con la direccién del espin medio del sistema, < S >= (<

Sy >,< S, >,< 8§, >). La varianza de las componentes normales al espin medio,

(AS’k/)Z con k' = 2/ o 4/, puede calcularse mediante la expresién

N
(ASy)? = <82 > = < Z SWSH)

ij=1
N . N . .
= Y <S>+ > <8YsY >
=1
ij=1
i #£ ]
LA > <88 > (3.32)
4 ke

i#]
en donde la primera igualdad resulta del hecho que < SW s = 0, debido al sistema

de coordenadas elegido. Por otra parte,
N . .
<S> = Y <8V >< 80>
ij=1
N . N . .
= Y <8V + > <8)><8)> =0 (333
i=1
i,j=1
L F

En ausencia de correlaciones,

<8WSW 5 — <80 s g0
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N N
= Y <88 s = =Y <8 =0 (3.34)

=1 i=1

i FJ

Por lo tanto, a partir de (3.32) y (3.34) se deduce que, en ausencia de correlaciones
cuanticas entre los espines elementales, la varianza de las componentes normales a
la direcciéon del valor medio del espin del sistema, es simplemente la suma de las
varianzas individuales, e igual a %. En el caso en que si haya correlaciones cuanticas,
la suma en (3.32) podria dar como resultado la disminucién de las fluctuaciones en

una de las direcciones normales, por debajo del valor %, a expensas del aumento en

la otra direccién (Fig. 3.4).

-

1/2
soee
—_—— -
2s ;

X

Figura 3.4: Gréfico esquemético de un estado de espin S en término de 25 espines % (a) Estado

de espin coherente construido a partir de 25 espines % no correlacionados. (b) Estado de espin

comprimido construido a partir de 25 espines % correlacionados.
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Entonces, diremos que el estado estd comprimido sélo si la varianza de una de

las componentes del espin normal a < S > es menor que @ Esta definicion, que

se discute en (Kitagawa and Ueda, 1993), excluye la mera dependencia del sistema

de coordenadas, incluyendo correlaciones cuanticas en la definicién de squeezing.
Coherentemente con la definicién anterior, se define el parametro de squeezing

como

2 _ Q(ASL)Q

¢

donde S| es la componente del espin en una direcciéon perpendicular a < S >. En-

tonces la desigualdad ¢? < 1 indica que el sistema es un estado de espin comprimido.

Dos puntos importantes que se desprenden de lo visto son:

1. Para obtener estados de espin comprimidos se requiere de una interaccion no
lineal en los operadores de espin, debido a que un Hamiltoniano lineal, pro-
duce como unico efecto la rotacion de los espines individuales y no establece

correlaciones cuanticas entre ellos.

2. Un sistema de espin % no puede ser comprimido dado que es equivalente a un
sistema con un tnico espin elemental, y no existe ningiin otro espin para poder

establecer correlaciones entre ellos.

En relacién al punto 1, se observa que es posible generar squeezing a partir de
Hamiltonianos con una dependencia cuadrética en los operadores de espin (Kitagawa
and Ueda, 1993), en analogia con el Hamiltoniano no lineal de la Eq. (3.20) que
genera estados comprimidos de luz. Por otro lado, también es posible la geneneracién
de squeezing mediante el uso de Hamiltonianos lineales en los operadores de espin,
siempre y cuando el sistema de espin esté acoplado a otro sistema cuantico, como

por ejemplo, a un oscilador arménico (Genes et al., 2003).
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Alternativamente a la definicién (3.35), y dependiendo del contexto, existen otras

definiciones para el parametro de squeezing atémico, ¢2. Por ejemplo, la expresién

?= N(A—w (3.36)
| <S>2

es introducida en (Wineland et al., 1994), donde los autores muestran que un valor de

¢? por debajo de 1, est4 asociado a la reduccién del ruido en medidas espectroscépicas

utilizando ensambles de N dtomos de dos niveles.

En la Ref. (Prakash and Kumar, 2005), se definen los factores de squeezing

< 82> + < 92 >]1/2 < 82>+ < 82512

En este caso, ambas expresiones pueden tomar valores menores a 1 simultanea-
mente, sin violacion del principio de incerteza de Heisenberg. Entonces, esta defini-
cién, permite encontrar squeezing simultaneo de dos componentes del espin total,
perpendiculares entre si, con respecto a una tercera.

En un sentido mas amplio, en la Ref. (Korbicz et al., 2005), puede encontrarse
un tipo de desigualdades, cuya caracteristica comin, es que estan formadas por
expresiones que dependen de las variables de espin del sistema. A estas desigual-
dades, los autores las llaman desigualdades de espin-squeezing generalizadas, y las
mismas indican distintos tipos de entrelazamiento presentes en el sistema. Es decir,
estas desigualdades, han sido propuestas por los autores, como buenos testigos de

entrelazamiento cuantico.
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Capitulo 4

Cadenas de Espines en Interaccion

Los modelos de espines en interaccion son utilizados a menudo para describir
una amplia gama de sistemas de muchos cuerpos. Estos modelos dan cuenta de las
interacciones efectivas dentro de diferentes contextos fisicos, como es el caso de la
fisica de materia condensada. En 1926, unos pocos anos luego de la formulacion de la
mecénica cuantica, Heisenberg y Dirac (Heisenberg, 1926; Dirac, 1926) propusieron
una interaccién efectiva , J;;5; - 5, entre espines electrénicos o atomos vecinos que
presentan superposicion de sus funciones de onda. Esta interaccién entre espines
es producto del efecto combinado de una repulsién debido a la fuerza Coulom-
biana y del principio de exclusién de Pauli, y provee de una teoria microscopica del
electromagnetismo y muchos otros fenémenos cooperativos que involucran espines
electronicos.

Distintos sistemas fisicos, como por ejemplo, un arreglo de junturas Josephson
(Fazio and van der Zant, 2001), o un sistema de dtomos colocados en una red (Duan
et al., 2003; Porras and Cirac, 2004), pueden describirse usando este tipo de inte-
racciones. La importancia del estudio de este tipo de interacciones, se debe a que,
en muchos casos, el sistema fisico descripto se comporta como un sistema cuantico
efectivo de dos niveles, y por lo tanto es un posible candidato a ser usado como
qubit en el campo de la computacién cudntica (Nielsen and Chuang, 2002). Tam-
bién se ha puesto la atenciéon en el uso de cadenas de espines dinamicas para ser

utilizadas como canales de comunicacién, en donde la transferencia de informacion
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cuantica - transferencia de un estado cudntico de un lugar a otro - se lleva acabo ex-
clusivamente a través de la evolucién dindmica de una cadena formada por sistemas
cuanticos individuales con interacciones permanentes entre los mismos (Bose, 2003;

Amico et al., 2004; Eisert and Gross, 2009).

4.1. El Hamiltoniano

Comencemos considerando un conjunto de espines localizados interactuando me-
diante lo que se conoce como interaccion de intercambio (Pathria, 1977). Esta inter-
accion es de naturaleza puramente cuantica y su forma fue derivada simultaneamente
por Heisenberg y Dirac en 1926. El modelo mas conocido para espines interactuando
en la red de un sélido, es el denominado modelo de Heisenberg (Greiner et al., 1994),

cuyo Hamiltoniano es de la forma
H =Y J;s-5 (4.1)
4,3

donde 5; es el operador de espin para el sitio i-ésimo de la red, y J;; indica el valor
de la interaccion de intercambio entre el sitio ¢ y el sitio 5. En general, digamos que
la red en la que se localizan los espines, es de dimension d. Por ejemplo, si d = 1
es una cadena lineal, d = 2 corresponde a una red cuadrada y d = 3 indica una
red ctbica. Una red tipo escalera tiene una estructura intermedia entre la cadena y
la red cuadrada. Pueden formarse estructuras mas complejas a partir de n de estos
arreglos tipo escalera acoplados por niveles.

Un sélido magnético real es una estructura 3d, aunque puede ser considerado en
forma efectiva como un sistema de baja dimension si la magnitud de la interaccién de
intercambio difiere significativamente segun la direccién (Hase et al., 1993; Nishijo
et al., 2000; Hase et al., 2006). Por ejemplo, un sélido magnético que estuviera
compuesto por cadenas de espines, podria analizarse como una cadena lineal con
d = 1, si la interaccién de intercambio entre sitios de la cadena fuera mucho mas
fuerte que con las cadenas vecinas. Analogamente, en un sistema magnético plano

(d = 2), la interaccién dominante es intraplanar.
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En muchos sistemas reales, se puede suponer, que el valor de la interaccion de
intercambio, J;;, disminuye rapidamente cuando se incrementa la distancia entre
sitios, de modo que en tales casos, solo es necesario tener en cuenta, interacciones a
primeros vecinos. Si ademas, la interaccién J;;, toma el mismo valor J entre cualquier

par de espines contiguos 7, 7, el Hamiltoniano en (4.1) se reduce a
H=1J) 5§, (4.2)

en donde la suma es sobre todos los pares de vecinos contiguos en la red. Sin embargo,
existen sistemas magnéticos en donde el valor de la interaccién de intercambio entre
pares sucesivos de espines no es la misma. Ademas, el Hamiltoniano de interaccién
(4.1) puede incluir interacciones no sélo a primeros vecinos, sino también entre
vecinos mas lejanos '. Como ejemplo, la cadena de Majumdar-Gosh (Majumdar and

Ghosh, 1969) se describe por un Hamiltoniano de la forma

N J N
H=1JY 5 Sa+5) 5 fe (4.4)
1=1 i=1

que incluye interacciones entre primeros y segundos vecinos, con condiciones periédi-
cas de contorno (Fig: 4.1).

Los materiales reales, en general, presentan varios tipos de anisotropias. Entre
los Hamiltonianos mas usados en 1d, se encuentra el Hamiltoniano de Heisenberg

completamente anisotrépico, con interacciones a primeros vecinos:
N
_ § : AT AT oYy 3% &%
i=1

Este Hamiltoniano describe cadenas de espines donde el vector de espin puede apun-
tar en una direccién arbitraria. Como casos especiales, el Hamiltoniano del modelo de
Ising, (J, = J, =0, J, # 0), describe cadenas de espines con sélo dos estados posi-

bles, T, o |, sobre el eje de cuantizacién Z; el Hamiltoniano XY, (J, # J,, J, = 0);

1En general, se podria pensar en Hamiltonianos con interacciones de largo alcance, en donde cada espin interactiia
con todos los demds espines en la cadena. El modelo de Haldane-Shastry (Shastry, 1988; Haldane, 1988) propone

interacciones del tipo 1/72, que en sus versiones periédicas estdn dadas por
> 1
H=J ———§; - §j, 4.3
o, GenGi— /o (43
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Figura 4.1: La figura esquematiza una cadena de espines: un sistema de espines con interacciones
permanentes, en donde el valor de las constantes de acoplamiento generalmente disminuye con
la distancia. En este esquema, las flechas continuas (punteadas) indican interacciones a primeros

(segundos) vecinos.

el XXX, o Hamiltoniano isotrépico de Heisenberg, (J, = J, = J,), y el XXZ, o
Hamiltoniano anisotrépico de Heisenberg, (J, = J, # J.).

Las propiedades de estos tipos de Hamiltonianos, estan fuertemente ligadas a sus
constantes de acoplamiento .J;;. Por ejemplo, en el Hamiltoniano isotrépico (4.2)
el signo de la interacciéon de intercambio determina el alineamiento favorable en-
tre espines contiguos. J < 0 (J > 0) corresponde a favorecer un ordenamiento
ferromagnético (antife-rromagnético). Clasicamente, cuando J < 0 la energia de
interaccién entre pares de espines es minima para espines paralelos. El estado fun-
damental ferromagnético (FM) tiene todos sus espines paralelos. Contrariamente,
cuando J > 0 el estado fundamental antiferromagnético (AFM) es un estado de
Néel en donde cada espin es antiparalelo a sus vecinos mas proximos.

El magnetismo, es un fenémeno puramente cuantico, por lo que el problema debe

tratarse dentro de la teoria de la mecanica cuantica y no clasicamente. Por ejemplo,

consideremos una cadena finita de espines s = %, con interacciones isotrépicas a
primeros vecinos. En este caso el Hamiltoniano (4.2) puede expresarse en la siguiente

forma:

= ngz‘ézz—i-l (3 Siv1 T8 A;:—l) (4.6)
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con las relaciones de conmutacion correspondientes a los operadores del grupo SU(2)

[37,87) = £576:15,  [857.87] =2876:;. (4.7)
H actta sobre un espacio de Hilbert de dimensién 2V expandido por la base de
vectores ortogonales |o7...0x), donde o; =71 (0; =]) representa un autoestado de §7
con autovalor % (—%) En esta base, H puede ser representado por una matriz real
y simétrica 2V x 2V cuyos autovalores y autovectores pueden calcularse mediante
algoritmos de diagonalizacion estandar.

La matriz Hamiltoniana también puede ser escrita en forma de una matriz dia-
gonal en bloques si a priori se realiza una transformacién de la base {|oy...on)}
a una base simétrica, lo que permite reducir el trabajo computacional para llevar
acabo la diagonalizacién numérica, y en consecuencia es factible trabajar con sis-
temas de mayor dimensién. Esto se consigue, observando que el Hamiltoniano (4.6)

posee simetria rotacional en torno al eje z 2, lo que implica que la componente z del

) 5 N
espin total, S* =) "._ | §7, se conserva:

[H7 S«z] = 0. (48)

La accién de H sobre |o;...0y) dard como resultado una combinacién lineal de los
vectores de la base que poseen todos el mismo nimero de espines con proyeccién
z 1 1

s* = —3 (alternativamente 3). Entonces, clasificando los vectores de la base segiin

su nimero cudntico S* = N/2 — r, donde r es el niimero de espines con proyeccién

SZ

= —%, la representacién matricial de H resulta en una matriz en bloques, donde
cada bloque corresponde a un subespacio caracterizado por el valor de r. Luego, la
diagonalizacién puede llevarse acabo en cada uno de estos subespacios de dimension
reducida.

Existe, sin embargo, un método analitico que permite obtener, en forma exacta,
los autovalores y autovectores del Hamiltoniano (4.6) con condiciones periddicas de
contorno (Sy4+1 = §1). Este método se conoce como ansatz de Bethe (Bethe, 1931).

Para poder aplicar este método a la resolucion del Hamiltoniano (4.6), es necesario

contar con una simetria de traslacién, ademads de la simetria dada por (4.8), es decir,

2Esto sigue siendo vélido para el Hamiltoniano més general (4.1) siempre que Jf] = Jzy]
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que el Hamiltoniano H, debe ser invariante con respecto a una traslacion discreta
de un ntmero arbitrario de sitios de red. Si ¥, es el operador que implementa la
traslacion de los estados del sistema, en una unidad hacia la derecha, entonces la

simetria traslacional implica
[H,e'"'] = 0. (4.9)

El subespacio solucién, correspondiente al bloque con r = 0, contiene un sélo

estado, el cual se conoce como el estado de referencia de Bethe, en donde todos los

—_

. . <, z _ 1.
espines tienen proyeccion s* = 5

o) = [ TT ... T). (4.10)

La energia de este estado de referencia es Fy = J %.

Para el bloque con r = 1, los estados del subespacio correspondiente, tendran

N =

todos sus espines con proyeccion s* = %, excepto uno, con proyecciéon s* = —

Entonces, se propone como solucién, un autoestado de la forma

) =) f(@)]), (4.11)

donde |x) representa el estado con todos sus espines con proyeccién %, salvo para
el espin localizado en el sitio x de la red (1 < z < N). Debido a la invarianza
traslacional y a las condiciones de contorno periddicas, es razonable asumir que

f(z), es la funcién de onda para la onda plana:
f(z) = et (4.12)

con k =2mn/N, m =0,1,...,N — 1, lo cual se deriva de la condicién de contorno
f(x+ L) = f(z). Cada uno de los N estados |11 (k)), es solucién de la ecuacién de
autovalores H|yn(k)) = Eq|11(k)), de donde puede obtenerse en forma explicita su

energia:
E, — Ey = J(cosk — 1). (4.13)

El vector de estado (4.11), representa la excitacién de un magnén, la cual es una
perturbacion periddica del estado de referencia de Bethe, por una onda de espin, de

longitud de onda A = 27 /k.
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Para el siguiente bloque, » = 2, el subespacio correspondiente debe ser com-
binacién lineal de estados con exactamente dos espines con proyeccion s* = —%,
digamos por ejemplo, en los sitios x1, v 22, de la cadena. Los autoestados tendran

la forma

) = > flar,m)|z1, 72), (4.14)

1,22

con (1 <z, x5 < N). Ahora, la condicién de periodicidad que debe cumplirse es

f(l'l,ZEQ) = f(l’g, T+ L), (415)

donde el cambio en el orden de los argumentos se debe a que f(x1, x2), se defini6 para

T1 < x9. El anzats correcto es de la forma
f(xy,my) = Apgelkrerthaza) g gilbrzathaey) (4.16)
que verifica la condicién (4.15), tomando
Ap = A21eik1L, Ag = AueikzL
elththa)l = 1, (4.17)

La ultima condicién en (4.17), refleja la invarianza de la funcién de onda bajo un

desplazamiento de N unidades en la cadena
flzy + Lyzg + L) = f(x1,1y) < elFrtka)l — 1 (4.18)
La energia de los estados depende de kq, y ko, en la siguiente forma:

Ey—Ey=J ) (cosk;—1). (4.19)
j=1,2
Siguiendo el mismo procedimiento, para cada bloque con r > 2, la forma general
de los autoestados correspondientes, es
b, ) = > Fl@y, x|, s ). (4.20)
1<z <z2<...<xr <N
Ahora, el anzats de Bethe, toma la forma

f(gjl’ “"xr) = Z Ap ei(kp(l)x1+"'+kp(r)xT)’ (421)
PES:
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donde la suma es sobre todas las r! permutaciones. La condicién de periodicidad a

satisfacer estd dada por

flz,.yx.) = f(ag, ..,z 21 + L), (4.22)

y la energia para el estado de » magnones, es
E, —Ey=J) (cosk; —1). (4.23)
j=1

Entonces, mediante este procedimiento, se diagonaliza el Hamiltoniano isotrépico
de Heisenberg (4.6), en la base de ondas de espin. Esta técnica, puede atn aplicarse
al Hamiltoniano X X7, y con ciertas modificaciones, al modelo més general XY 7
(Gémez et al., 1996).

Para el régimen FM, con constante de acoplamiento J < 0, la energia de de los
estados con r > 0, son siempre positivas respecto de la del estado de referencia de
Bethe (ver 4.23). Por lo tanto, este estado de referencia coincide con el estado fun-
damental del sistema. Todos los espines tienden a alinearse, y el estado fundamental
cuantico coincide con el estado fundamental clasico, con el mismo valor de energia.

El régimen AFM esta caracterizado por una constante de acoplamiento J > 0,
con lo cual la energia correspondiente a la excitacién de un magnon, es negativa
respecto de la del estado de referencia, y dar vuelta un espin es energéticamente
favorable. Por lo tanto, el estado de referencia de Bethe no tiene nada que ver con
el estado fundamental del sistema, y las ondas de espin, no son excitaciones reales
en torno al estado fundamental. La determinacién exacta del estado fundamental
AFM es un arduo problema de muchas particulas. Particularmente, existen algunos
modelos de espin de AFM en d = 1 para los cuales pueden conocerse en forma exacta

el estado fundamental y los primeros estados excitados (Bose, 2001).

4.2. Algunos Resultados Importantes

Uno de los principales desafios en el camino de construir una computadora cuanti-
ca universal es lograr controlar cada sistema cuantico de dos estados (qubits) indi-

vidualmente, a la vez que se consiguen tiempos de decoherencia grandes. Los espines
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electronicos como asi también los espines nucleares, han sido considerados buenos
candidatos para la realizacion fisica de qubits, debido a que surgen naturalmente
como sistemas cuanticos de dos estados, y el tiempo de decoherencia para el grado
de libertad de espin resulta considerablemente mas largo que para la carga eléctrica
- la unidad de carga eléctrica también ha sido propuesta como una unidad cuédntica
posible para representar un qubit.

Tanto para espines electronicos como para espines nucleares, es posible realizar
compuertas logicas de uno o dos qubits mediante la aplicacién de campos magnéticos
locales o mediante interacciones de intercambio sobre los espines individuales (Nielsen
and Chuang, 2002). Esto requiere de un control local y de una alta fidelidad en las
medidas que es dificil lograr en la préactica. Pero, jes posible utilizar otro esquema,
que aunque analogo, resulte mas ventajoso que el anterior? Una posibilidad seria
codificar el qubit en varios espines, lo cual permitiria relajar el requerimiento de la
manipulacién local de los campos al aumentar el tamano del qubit.

Consideremos una cadena antiferromagnética de espines s = 1/2 con un nimero
N de sitios, de la forma

Nmazx

H= Z JL(S?Six-H + S?S?Jrl) + stfsf+1> (4.24)
=1

donde N,,.. = N — 1 en el caso de cadenas abiertas, y N,,.. = N para cadenas cer-
radas (en este caso el sitio N +1 se identifica con el sitio 1). Como hemos mencionado
en la seccion anterior, la energia del nivel fundamental y los estados excitados del
sistema pueden obtenerse mediante la diagonalizaciéon exacta de la matriz Hamilto-
niana. Lo que se observa, es que para las cadenas con un nimero impar de sitios IV,
el estado fundamental es un doblete de espin S = 1/2, separado del primer estado
excitado por una diferencia de energia que depende del valor de las interacciones
Ji, J,yde N (Fig. 4.2), y este comportamiento se mantiene ain en las cadenas
con interacciones de largo alcance (Fig. 4.3). Esto sugiere una estructura de niveles
propicia para la implementacién de un qubit.

En funcién a esta caracteristica, en las Refs. (Meier et al., 2003b; Meier et al.,

2003a) los autores muestran que el doblete del estado fundamental del arreglo, puede
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Figura 4.2: Espectro de energia para cadenas de Heisenberg con una interaccién a primeros vecinos.
Los recuadros (a) y (b) corresponden a una cadena simétrica con J; = J, =1, con N =5y 6 sitios
respectivamente. Andlogamente, los recuadros (¢) y (d) corresponden a una cadena asimétrica con
J, =1, J, = 2. Los autoestados de energia estan rotulados de acuerdo a su nimero cudntico

correspondiente a S,.
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Figura 4.3: Espectro de energia para cadenas de espines con una interaccién de largo alcance
dependiente del sitio. Los recuadros (a) y (b) corresponden a una cadena con una interaccién entre
sitios J; = J, = 1, con 5 y 6 sitios respectivamente. Los recuadros (¢) y (d) corresponden a una
cadena asimétrica con J; =1, J, = 2, con 5 y 6 sitios respectivamente. Los autoestados de energia

estan rotulados de acuerdo a su nimero cuantico correspondiente a S, .
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definir un nuevo qubit colectivo de espin de modo que
A 1
S.|1) = =|0),
= 5l0)
1
S.10) = —§|1). (4.25)

Los estados {|0), |1)} no tienen, en general, una representacién simple en la base
producto. Por ejemplo, en el caso no trivial mas simple de todos, el qubit colectivo

con N = 3 se expresa por

1 D] 13 il el D)

2 1
1) = %| n - %| T
1
- %\ Dal T2l s, (4.26)

en tanto que |0) se obtiene a partir de (4.26) invirtiendo cada uno de los espines
individuales. A pesar de la representacién complicada en la base producto, estos
estados |0) y |1), son en muchos aspectos similares a los estados | 1) y | |) de un
unico espin, y por lo tanto pueden ser utilizados como base computacional. Esto es

posible dado que {|0), |1)} corresponde a un doblete de espin S = 1/2 tal que

ST = o),
SH0)y = 1), (4.27)

donde los operadores colectivos St =G, + igy, son los operadores escalera para la
cadena de espin, y un campo magnético constante B actiia sobre el qubit colectivo
en forma analoga que sobre un qubit de un tinico espin.

Por ultimo, un resultado importante de los trabajos citados, es que para una
amplia clase de cadenas del tipo de la presentada en (4.24), es posible realizar
compuertas logicas universales que actian sobre el qubit colectivo; tanto el tiempo
de operacién de las compuertas como la tasa de decoherencia, se incrementan sélo
moderadamente con el tamano del arreglo. La principal ventaja de trabajar con
qubits de espin colectivos en vez de qubits de espin individuales, es que es suficiente
controlar campos magnéticos e interacciones de intercambio en una escala del orden
del didmetro del arreglo. Para el caso de un arreglo lineal de espines esta escala es

N veces mas grande que la del qubit original.
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Parte 11
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Capitulo 5

Squeezing en Cadenas de Espines

En este capitulo se discuten las condiciones bajo las cuales es posible la reduccion
en las fluctuaciones (squeezing) de una de las componentes del espin, en una cadena
de espines asimétrica con interacciones a primeros vecinos. Se calcula la evolucion
temporal del sistema para diferentes condiciones iniciales. Particularmente, se anal-
iza los efectos del uso de estados de espin coherentes (EEC) para modelar la condi-
cion inicial del sistema. Los resultados obtenidos han sido parcialmente expuestos

en (Reboiro et al., 2007).

5.1. Introduccion.

El concepto de squeezing ha sido extensamente aplicado al estudio de sistemas
bosénicos (Walls, 1983; Loudon and Knight, 1987; Dodonov, 2002; Scully and Zubairy,
1997; Peng and Lee, 1999; Mollow and Glauber, 1967). En su trabajo, Walls y Zoller
(Walls and Zoller, 1981) consideran las incertezas entre componentes de espin per-
pendiculares entre si. Como hemos mencionado en el Capitulo 3, si se establecen co-
rrelaciones cudnticas apropiadas entre espines elementales de un sistema, es posible
cancelar, parcialmente, las fluctuaciones del espin total en una direcciéon a expensas
del aumento de las fluctuaciones en las otras direcciones. Obviamente ésto ocurre
sin modificacion del minimo de la relacién de incerteza entre componentes.

En los dltimos anos ha habido esfuerzos considerables, enfocados en el estudio del
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squeezing del espin en sistemas no lineales. Para una revision general del tema puede
consultarse (Drummond and Ficek, 2004). En las siguientes referencias pueden en-
contrarse algunos de los temas de discusion en relacién con el squeezing del espin.
Por ejemplo, en la Ref. (Oblak, 2005) se analiza como la generacién de squeezing
atémico en atomos frios estd ligada a la mejora en el rendimiento de relojes de ce-
sio. En las Refs. (Wineland et al., 1992; Wineland et al., 1994) se muestra que la
preparacién de estados correlacionados (estados de espin comprimidos) como esta-
dos iniciales del sistema, mejora la relacién senal-ruido en experimentos en donde la
medida de la poblacion de niveles esta limitada por las incertezas mecanico-cuanti-
cas. En las Refs. (Messikh et al., 2003; Hald et al., 1999; Josse et al., 2004) se analiza
la relacién entre el entrelazamiento y el squeezing del spin, desde un punto de vista
tanto tedrico como experimental. El estudio de la orientacién del espin en esta-
dos de de espin coherentes puede encontrarse en (Wang, 2001; Kitagawa and Ueda,
1993). Estados de espin éptimamente comprimidos han sido consideradados en (Ro-
jo, 2003). La discusién acerca de una definicién generalizada del squeezing del espin
puede encontrarse en (Prakash and Kumar, 2005). El squeezing del espin en modelos
anisotrépicos tipo Ising (Sgrensen and Mglmer, 1999; Wang et al., 2001) también
ha sido de interés en conexién con computacion cuantica. Recientemente, cadenas
de espin han sido propuestoas como candidatos para formar sistemas de qubits. En
las Ref. (Meier et al., 2003b; Meier et al., 2003a) se muestra cémo una cadena de
espines con un numero impar de espines s=1/2, interactuando via acoplamientos

antiferromagnéticos, constituye una realizacion de un qubit 1égico. El espectro de

1

5 en su estado fundamental,

estos sistemas estd caracterizado por un doblete S =
separado del espectro de estados excitados por un gap de energia. El doblete S = %
del estado fundamental puede definirse como un qubit codificado en el estado colec-
tivo del cluster. Una nueva clase de sistemas moleculares magnéticos se presenta en
(Troiani et al., 2005; Affronte et al., 2004; Carretta et al., 2003). En este caso la im-
plementacion fisica de una computadora cuantica estda pensada como una coleccién

de moléculas acopladas, correspondiendo cada una a un qubit diferente. La ventaja

de este esquema, en comparacion con otros basados en espines individuales para
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ser utilizados como qubits, es la dimensionalidad del subsistema fisico. Ademaés,
posibilita la reduccién de la resolucion espacial necesaria para trabajar en forma
seleccionada sobre cada qubit, lo cual se realiza por medio de campos magnéticos
locales.

En el tarabajo que aqui se presenta, hemos discutido la occurrencia de squeezing
atémico para una cadena de espines con interacciones a primeros vecinos. Se ha
analizado cémo es la dependencia del factor de squeezing en funcién del valor de las
constantes de acoplamiento de la interaccion, para distinto ntimero de atomos en la
cadena, distintos estados iniciales. Los detalles del formalismo estan presentados en
la Seccion 5.2. En la Seccién 5.3 se presentan y discuten los resultados para los dife-
rentes parametros del modelo y las diferentes condiciones iniciales. Las conclusiones

se detallan en la Seccion 5.4.

5.2. Formalismo

5.2.1. Hamiltoniano

Hemos estudiado un sistema cuantico formado por una cadena de espines asimétri-

ca (ver Capitulo 4), descripta por el Hamiltoniano
H = Z Gry,187,18,141- (5.1)
Ly

El subindice I (I = 1, ..., Nyyae) rotula el sitio de espin, v = z,y, z indica la direc-
cién espacial, g,; es la constante de acoplamiento de la interaccién entre espines
localizados en los sitios [ y [ + 1 en la direccién . N es el nimero de espines en la
cadena; la sumatoria se realiza hasta N,,,, = N para una cadena cerrada y hasta
Nyer = N — 1 para una cadena abierta.

El Hamiltoniano de la Eq. (5.1) se diagonaliza en la base

N
|k >= |k17k27 "'7kl, ,kN >= H '§il,l|0 > . (52)

1=1,k;=0,1
El indice k; identifica el estado del atomo [-ésimo, y los valores k; = 0 y 1 estan

asociados con el estado fundamental (s, = —1/2) y el primer estado excitado (s, =
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1/2) de cada dtomo, respectivamente. El estado de vacio |0 >, es el estado en dénde
todos los espines tienen proyeccién s, = —1/2, y los operadores 53 ; = §,; 15, son
los operadores escalera para el sitio [. Estos operadores junto con §,;, obedecen las
relaciones de conmutacion del dlgebra su(2).

La matriz del Hamiltoniano en esta base es una matriz en bloques, cuyos elemen-

tos Hy i estan dados por la expresion

< k|H|K >=

Ok k)Y gea (ki = 1/2)(Kipy — 1/2) +

5 S sk b+ DSk s — 1) +
!
% Zg+,l5(kfa ky = 1)0(Kipgr, ke + 1)
!
% > g a6k, b+ D)8 (ky g ki + 1) +
!
% S o6k, ke — 1)8(kp . ki — 1),
: (5.3)
con guy = %(g‘,p,l +g,,). Los autovectores de H son combinacién lineal de los estados

de la base {k} dados en (5.2)

o >=) " conlk > (5.4)

{k}
5.2.2. Evolucién Temporal

La evolucién temporal de un cierto operador O en el esquema de Heisenberg

(Sakurai, 1985), estd dada por
o) = Ul®)OU®), Uk)=e i (5.5)
Entonces, el valor esperado < O(t) > serd

<Ot)> = Tr(p(H0) =)  <plat)OI6 > (5.6)



donde {|3 >} es el conjunto de autoestados del Hamiltoniano H. El operador den-

sidad p(t) se define como
p) = U)oU), p=II><I],
(5.7)

siendo |I > es el estado inicial del sistema. Si en la expresién anterior se introduce
la relacion de clausura para la base de autoestados de H, el valor esperado (5.6)
puede calcularse mediante la suma

Y < Bl ><Ila><al0|g > e Pt (5.8)

a?ﬁ
E,, Es son los autovalores correspondientes a los autovectores |a >y |3 > del

Hamiltoniano, respectivamente.
La expresién (5.8) puede ser escrita en forma més compacta en términos del pro-
ducto interno entre el estado inicial |/ > y los autovectores {|a >} del Hamiltoniano

<O@t)> = Y T(K) <K|O|k> T(k),

k&

T(k) = Y cycarw <kl >e 0 (5.9)
Bk’

La ventaja de esta expresién sobre (5.8) radica en la forma sencilla que adquieren
los elementos de matriz de los operadores de interés, los operadores de espin, en la
base |k >. Los coeficientes cgy, son los coeficientes de expansién de los autoestados
de H también en la base |k >, los cudles quedan determinados de la diagonalizacién

de la matriz Hamiltoniana.

5.2.3. Condicién Inicial

Hemos estudiado la evolucion temporal del operador de espin total bajo la ac-
cién de H, adoptando un estado de espin coherente (EEC) como estado inicial | >
(Kitagawa and Ueda, 1993; Glauber, 1963b), el cual estd definido como un autoes-
tado de la componente del operador de espin total S, en la direcciéon de un vector

unitario ngq

S.ng|EEC >= —S|EEC >, (5.10)
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con S = %
La orientacién de ng en la esfera estd dada por los angulos polar y azimutal 6,
@o (Fig. 3.3). Por lo tanto, ng(y, ¢o) = (sin 6y cos @q, sin §y sin @g, cos ).

Este estado inicial puede escribirse como (2.75)

11> = )0 >,
N Zk
N A
= U+ )] 78410, (5.11)
k=0
con
—i(po—) 90
z=e " tan(;). (5.12)

§+ es el operador colectivo
Se=> & (5.13)
!

Como hemos visto en el Capitulo 3, los estados atomicos comprimidos o estados
comprimidos de espin, son estados atémicos que presentan fluctuaciones reducidas en
una de las componentes del espin total, independientemente del sistema de referen-
cia adoptado; estos estados corresponden necesariamente a sistemas cuanticamente
correlacionados. Los estados coherentes de espin no son estados atomicos compri-
midos, y a diferencia de lo que ocurre con los estados comprimidos del campo elec-
tromagnético (3.18), no hay una expresién para un estado atémico comprimido. El
objetivo entonces, serd inspeccionar para qué conjunto de parametros y condiciones
iniciales en que se prepara el sistema atémico, la interaccién no lineal descripta por
el Hamiltoniano en (5.1), produce un estado de espin comprimido.

Consideramos la componente S, del espin total S en la direccién de un vector
unitario n, de modo tal que n - < S > = 0,y S| como la componente del espin en
una direccién perpendicular a ambos, es decir any < S >. Esta terna de vectores
{< S >. S, S 1 }, define un sistema de coordenadas en donde uno de los ejes coincide
con la direccién en que apunta el espin medio del sistema, < S >. Utilizaremos la

cantidad

O 2(AS,)?
¢ = =S~ (5.14)
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como una medida de la relacién entre las fluctuaciones del espin en la direcciéon n
y el valor medio del espin total. Siguiendo las Refs. (Drummond and Ficek, 2004;
Kitagawa and Ueda, 1993), diremos que la componente S, estd comprimida respecto
de S, si ¢? < 1. Esquemdticamente, ésto significa que el valor medio del espin S
precesa en el plano determinado por la orientacién de S,, y S, . La precesion, se da
a lo largo de una curva con semiejes AS,, v AS|, en un plano perpendicular a la
direccién de < S >, y el valor de ¢? dependera de la relacién entre estos ejes (Fig.

3.4).

5.3. Resultados y Discusion.

Hemos diagonalizado el Hamiltoniano de la Eq. (5.1), y estudiado la evolucién
temporal del sistema para distintos estados iniciales, es decir para estados EEC
preparados en diferentes orientaciones (6, po). El objetivo de estos célculos fue
investigar la evolucién del vector unitario n, perpendicular a la direccion instantanea
del valor medio del espin < S >, y del vector unitario ng = ES—; Con estos
elementos, es posible localizar la direccién en la cual el factor de squeezing ¢? alcanza
su valor minimo; esta direccién estd caracterizada por los dngulos (6, ) de n. El

procedimiento seguido consiste en:

= calcular el valor esperado del espin total < S > a partir de los autovalores y

autovectores de H para cada tiempo t;

= una vez hallado < S > para un tiempo fijo ¢, éste determina una direccién

sobre el espacio a la que indicamos con ng;

= se calcula el pardmetro de squeezing ¢2 sobre todo el plano perpendicular a ng,

mediante una variacién del angulo ¢ que orienta al vector n;

= se retiene la orientacién (6, ¢) para la cual el valor de (? es minimo;

este proceso se realiza para cada tiempo t.

Se tomo el nimero de sitios de espin N, y las constantes de acoplamiento ¢, ; y g+,

como parametros libres, analizando tanto el caso de cadena abierta como cerrada.
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Los resultados de los calculos realizados se muestran en las Figuras 5.1- 5.7, que
reflejan los efectos de: (a) la orientacion del EEC, (b) la asimetria del acoplamiento
entre sitios de espin, (c) el nimero de sitios de espin, (d) la direccién en la cual el
sistema presenta squeezing maximo.

La Figura 5.1 muestra la evolucién temporal de la direcciéon del vector unitario
ng. El efecto de la asimetria en el acoplamiento (ver leyenda de la Figura 5.1), se ve
reflejado en la precesion en torno al eje z, del espin medio. Notar que, al aumentar
la asimetria de la interaccién, hay una réapida variacion del angulo azimutal, y una
reduccion de la orbita, que se ve reflejada en el valor casi constante del angulo 6. En
ambos casos, el EEC estd apuntando en la direccién 6y = ¢y = 7/4, mientras que el
espin medio, rota en torno al eje z, apuntando en la direccién dada por 6 = 37 /4.
Esto significa que la direccion medida del espin total puede estar relacionada a los
acoplamientos en la cadena de espines, para una condicién inicial fija.

La Figura 5.2 muestra la variacién del factor de squeezing ¢? en el plano (6, )
para cuatro instantes de tiempo diferentes. El sistema es el mismo de la Figura 5.1
(cadena abierta), con los valores de las constantes de acoplamiento correspondientes
al caso (a). La linea blanca permite localizar la direccion espacial del vector n en la
cual se ha calculado el valor de (2. Las distintas regiones indican valores de (2 por
debajo y por arriba de 1. Los resultados indican que hay un grado de periodicidad en
la aparicién del squeezing; puede verse que, si bien las regiones en donde ¢? < 1 van
cambiando con el tiempo, éstas se repiten a intervalos de aproximadamente At = 10.

El efecto que causa la asimetria de la interaccion sobre el valor del squeezing
atémico se puede ver en la Figura 5.3. La comparacién de estos resultados con los
de la Figura 5.2, sugiere la supresion del squeezing, es decir, el aumento del valor
del pardmetro (? a causa de la misma. Esto puede entenderse pensando la asimetria
de la cadena como una pequena perturbacién 0 en la direccién z, lo que produce
una disminucion en la amplitud de la funcién de onda por un factor (1-9), y reduce
el valor medio del espin total.

El factor (? es fuertemente dependiente de los pardmetros del estado inicial

(EEC). El conjunto de resultados que se muestran en la Figura 5.4 indicarfan que
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es posible obtener un valor ¢? < 1 para un EEC con 6, # 0. Para el EEC con
0o = wo = 0, el vector n estéd orientado por § = 7/2 para todos los valores de ¢, y
éste es el caso limite para el cual ¢? = 1 en todo el plano. El efecto sobre ¢? debido al
numero de sitios se muestra en la Figura 5.5 (interacciones simétricas) y en la Figura
5.6 (interacciones no-simétricas). En ambas figuras el EEC se fijo con los parametros
0y = po = m/4, mientras que el parametro de squeezing se calcula a t = 4. Se ve
que, para este tiempo, relativamente pequeno, la asimetria de la interaccién afecta
més el comportamiento de ¢2 que el cambio en el nimero de espines en la cadena.
Hasta aqui sélo hemos analizado cadenas de espin abiertas. La comparacion de
los resultados entre cadenas abiertas y cerradas se muestran en las Figuras 5.7 y
5.8. El estado inicial EEC es el mismo para ambas figuras, y se utiliza en ambas los
mismos valores para las constantes de acoplamiento. El niimero de sitios de espines se
tomd como variable: 5 sitios para la Figura 5.7, y 7 sitios para la Figura 5.8. Aunque
la variacién con el tiempo de (? es mayor para una cadena cerrada, al compararla
con los resultados para una cadena abierta, donde el valor del factor de squeezing
se mantiene siempre en un intervalo mas estrecho, las cadenas cerradas exhiben un
mayor grado de squeezing, es decir, presenta valores menores para el factor (2. La
escala de tiempo en ambas figuras es mayor que en las figuras previas, pero persiste
la tendencia que muestran los resultados de las Figuras 5.1 - 5.6. Las Figuras 5.7 y
5.8 también muestran que el squeezing tiende a desaparecer al aumentar el niimero
de sitios (para N = 7 4tomos en la cadena la media temporal de (? es mayor a 1).
La caracteristica general que emerge de estos resultados es la posibilidad de con-

trolar el movimiento y las fluctuaciones del espin total, sobre la esfera, mediante

= la eleccién adecuada de los parametros de interaccion entre sitios de espin,
= la preparacién del estado inicial, y

= generando cadenas abiertas o cerradas con distinto niimero de sitios de espin.
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Figura 5.1: Evolucién temporal de la direccién del vector unitario ng =< S > /| < S > |. Se
observa la dependencia temporal de los dngulos 6 (linea continua) y ¢ (linea quebrada) para el
intervalo 0 < t < 25, en unidades arbitrarias de tiempo. El sistema es una cadena abierta con N =5
sitios. El estado inicial es un EEC definido por 0y = ¢ = /4. Las constantes de acoplamiento
valen g,; =4, g4+ =1, g—; =0, para todos los valores de [ (Caso (a)) y ¢g.; = 4 si l es impar, 8

paral=2y 16 paral =4, gy ;=1 (l imp), 2(1=2), 4(l=4) y g—; =0 (Caso (b)).
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Figura 5.2: Dependencia angular del factor de squeezing de Eq. (5.14) en el plano 6 — ¢. Los
valores de los pardmetros son los mismos que en el Caso (a) de la Fig. 5.1. La secuencia (a)-(d)
corresponde a t = 10, 15, 20 y 25, respectivamente. La linea blanca muestra la ubicacion del
vector n perpendicular a < S >. Las zonas grises corresponden a las regiones en donde aparece el

squeezing (¢% < 1).
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Figura 5.3: Idem Fig. 5.2 pero para valores de los pardmetros correspondientes al Caso (b) de la

Fig. 5.1.
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Figura 5.4: Dependencia del factor de squeezing ¢2 con el estado inicial EEC. En esta figura todos los
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casos corresponden a t = 4, para una cadena abierta con N = 5 sitiosy .1 =4, g+, =1, g-1 =0,
para todos los valores de [. La parametrizacién del estado EEC (6, ¢g) es la siguiente: (a) (7/2, 0),
(b)(7/4, 0), (c) (0, 0), (d) (x/8, 0), (e)(w/8, 7/4), (f) (w/8, m/2). El significado de los graficos

de contorno es el mismo que en la Fig. 5.2.
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Figura 5.5: Efectos sobre (2 debido al cambio en el ntimero de sitios de espin en una cadena
abierta. El tiempo se fij6 en t = 4, los pardmetros del EEC en 6y = ¢g = 7/4 y las constantes de
acoplamiento en g,; =4, gy; =1, g—; = 0, para todos los valores de . La secuencia (a), (b) y

(c) muestra los resultados para N =5, 6, 7 sitios respectivamente.
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Figura 5.6: Efectos sobre (2 debido al cambio en el ntimero de sitios de espin en una cadena
abierta. El tiempo se fijé en t = 4, los parametros del EEC en 0y = ¢o = 7/4 y las constantes
de acoplamiento en g,; = 4 (I imp),16 (I par), g+, = 1 (I imp), 4 (I par), g—; = 0 para
todos los valores de I. La secuencia (a), (b) y (¢) muestra los resultados para N = 5, 6, 7 sitios

respectivamente.
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Figura 5.7: Resultados para N = 5 sitios. Los cuadros (a) y (c) corresponden al caso de una cadena
abierta, mientras que los cuadros (b) y (d) corresponden al de una cadena cerrada. Las constantes
de acoplamiento se fijaron en: g, ; =4 para (a) y (b), y g.; =4 (sil es impar) y g.; = 16 (si 1 es
par) para los casos (¢) y (d); g+, = 1par (a) y (b),y g+, =1 (silesimpar) y g4 ; =4 (siles par)
para (c) y (d), g—; = 0 en todos los casos. Las figuras muestran el valor minimo del pardmetro de

squeezing como funcién del tiempo.
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la Fig. 5.7
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5.4. Conclusiones.

En este trabajo, se ha estudiado la presencia de squeezing en cadenas asimétri-
cas de espines 1/2, con interacciones a primeros vecinos. Se consideraron cadenas
abiertas, para las cudles se calcularon las fluctuaciones del espin total en el plano
perpendicular a la direccién del espin medio. Estos valores fueron tomados como un
indicador del grado de squeezing del sistema de espines. Los calculos se realizaron
para distintos valores del conjunto de parametros del Hamiltoniano del sistema, y del

estado inicial (EEC). Los resultados obtenidos se resumen en los siguientes puntos:

i) El grado de squeezing atémico en una cadena abierta, se ve reducido (¢* > 1),

si la interaccién entre sitios de espin, varia dependiendo del sitio.

ii) Hay una fuerte dependencia del factor de squeezing, (?, del estado inicial en el

cual se prepara el sistema, en nuestro caso un estado EEC.

Estas conclusiones, obviamente, estan limitadas por los valores de los parametros
introducidos en el modelo; sin embargo son representativas de la tendencia que pueda

exhibir una cadena de espines mas compleja.
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Capitulo 6

Squeezing en Cadenas de Espines
con Interacciones Periddicas y de

Largo Alcance

En este capitulo, presentamos los resultados numéricos y analiticos para el factor
de squeezing, (%, en una cadena de espines S—1/2. La cadena estd compuesta de
N atomos con dos niveles. La interaccién entre niveles atémicos esta modelada por
una interacccion espin-espin dependiente del sitio. Se estudia la evolucién temporal
del factor de squeezing, como asi también la dependencia del mismo del niimero
de atomos y de los parametros de interaccion. Se observa que las interacciones de
largo alcance optimizan el grado de squeezing para el espin del sistema. Los resulta-
dos originales han sido enviados y aceptados para su publicacién (Civitarese et al.,

2009c¢).

6.1. Introduccion.

Muchos de los desarrollos recientes en computacion cuantica y éptica cuantica
han renovado el interés en el estudio de sistemas de espines y sus interacciones (Kok
et al., 2007; Imai and Hayashi, 2006; Scully and Zubairy, 1997; Peng and Lee, 1999;

Klauder and Sudarshan, 2006). En particular, el problema de la reconstruccién del

103



espin en medidas cudnticas de no demolicién (Saffman et al., 2009; Teper et al.,
2008; Oblak, 2005), estd intimamente relacionado al squeezing de los observables
de espin (Hagelstein and Chaudhary, 2006; Nielsen and Mglmer, 2008; de Echaniz
et al., 2008; Korbicz et al., 2006). Pero atin quedan pendientes algunas cuestiones a
cerca del modelado y las propiedades fisicas de tales sistemas de espin, que deben
ser resueltas a fin de poder decidir qué tipo de cadenas de espin, resultan en dispos-
itivos adecuados para la transmicién de informacién cuantica. Es por ésto que en
este trabajo, nos hemos enfocado en la persistencia de la orientaciéon del espin total
en presencia de interacciones de tipo espin-espin entre sitios de la cadena (Troiani
et al., 2005; Affronte et al., 2004; Carretta et al., 2003; Sgrensen and Mglmer, 1999;
Wang et al., 2001). En relacién a ésto, uno puede investigar, como una herramienta
conveniente, la respuesta del espin de una cadena de espines del tipo Heisenberg
con diferentes interacciones (Haldane, 1988; Shastry, 1988; Inozemtsev and Kuzem-
sky, 1991; Inozemtsev, 1995; Inozemtsev and Inozemtseva, 1991; Inozemtsev and
Dorfel, 1993; Frau et al., 1994; Dittrich and Inozemtsev, 1997; Inozemtseva and In-
ozemtsev, 1997). Basdndonos en nuestros resultados previos (Reboiro et al., 2007;
Civitarese et al., 2008; Civitarese et al., 2009b; Reboiro, 2008), se han considerado
cadenas de espines tipo Heisenberg anisotropicas, dado que la anisotropia en las
interacciones espin-espin, juega un rol importante en la construccion del equilibrio
entre las componentes del espin total. En vista de este objetivo hemos seleccionado,
de la literatura existente, interacciones espin-espin de tipo periddicas, de tipo gaus-
siano, e interacciones de largo alcance (Haldane, 1988; Shastry, 1988; Inozemtsev
and Kuzemsky, 1991; Inozemtsev, 1995).

En el presente trabajo, se ha calculado el squeezing de los observables de espin
(Kitagawa and Ueda, 1993), en un sistema de dtomos de dos niveles que interactian
entre si, localizados en los sitios de una cadena abierta. El calculo del valor esperado
de los observables, se obtienen via el uso del formalismo de la matriz densidad.

En la Seccién 6.2 se describe el formalismo utilizado para el tratamiento del
problema; los resultados y discusiones se presentan en la Seccién 6.4. Por ultimo, en

la Seccién 6.5, se senalan las conclusiones a las que hemos arribado.
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6.2. Formalismo

El marco de referencia para el formalismo que se presenta a continuacién, es el
tratamiento de cadenas finitas de N espines 1/2, que exhiben propiedades antiferro-
magnéticas (o ferromagnéticas), en presencia de una interaccién de intercambio entre
espines modulada por un factor que depende de la distancia entre sitios (Haldane,
1988; Shastry, 1988). La interaccién en estas cadenas no se encuentra restringida a
los sitios vecinos mas cercanos. Los aspectos formales de la solucién pueden verse en
(Inozemtsev and Kuzemsky, 1991; Inozemtsev, 1995). Esencialmente y como hemos
hecho antes ( Capitulo 5), uno debera definir el Hamiltoniano H que describe la
dinamica de la cadena, una base de estados, y mediante la diagonalizacién de H ,
obtener la solucién exacta para un numero razonable de datomos. Para un nimero
grande de atomos la diagonalizacion de la matriz del Hamiltoniano no es factible por
razones de dimensionalidad, pero es posible obtener soluciones aproximadas medi-
ante la aplicacién de métodos no perturbativos como linealizaciones o bosonizaciones
(Apéndice B), que estan en buen acuerdo con los resultados exactos (Ballesteros
et al., 2003). En las siguientes subsecciones haremos incapié en detalles especificos
de la solucién para diferentes interacciones. En relacion al calculo de la evolucion
temporal de los observables, se ha hecho uso del formalismo de la matriz densidad.
Para el factor de squeezing del sistema de espin, se ha adoptado la definicion dada

en las Refs. (Sgrensen and Mglmer, 1999; Wang et al., 2001).

6.3. Cadenas Asimétricas

Aqui discutimos unos pocos ejemplos de estas cadenas de espines, que pueden
ser resueltos en forma exacta mediante diagonalizacién. En particular, tomaremos
el caso simple de 2 atomos presentes en la cadena. El espectro de cada atomo corres-
ponde al de los dos niveles de un espin s:%. Los dtomos interactiian mediante sus
espines, y esta interaccién espin-espin puede descomponerse en las distintas direc-
ciones correspondientes a las distintas componentes del espin atémico. En general,

esta interaccién puede tomar valores distintos segin la direccién espacial.
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Podemos escribir el Hamiltoniano del sistema como

N
H=Y " g(i,j) AeBiSay + Ay8yidyy + A:82i825) - (6.1)
i#j=1

La interaccién (6.1) es una generalizacién de la interaccién §; - §; entre sitios de

espines, pesada segun la direcciéon por el acoplamiento:

gy(i,7) = Mg(isj), y=u=,y,2, i=1,2,...,N. (6.2)

Al igual que en el Cap. 5 los operadores escalera 54 ; = 5., +143,;, y el operador de
espin §,;, obedecen las reglas de conmutacion del dlgebra su(2), y el Hamiltoniano
de la Eq. (6.1) puede ser reescrito como

N
H o= > g(i,5) I (384, +55)

i#j=1
+ Ap (84485 +38-i81 )

+ /\z *§Z7i§z,j ]7 (63)

con Ay = 1(\; £ A,). El producto de estados

N
’k> = ’]{]1, ]i'g, ceey ki; -'-7kN> = Hglj_lﬂ O>, kl = O7 1, (64)
i=1

define una base en la cual el Hamiltoniano (6.3) puede ser diagonalizado. El estado
|0) es el estado de vacio del sistema, y por definicién, todos los a&tomos estéan en nivel
atémico de minima energia (s, = —1/2). Los elementos de matriz de H (6.3) en la

base (6.4) estan dados por la expresién

(K'|H|k) =
> g 5) { Aok + 1,K)6(k; + 1, k)
i#]
+ A_6(ki — 1 K)0(k; — 1, k)
+ A0 (ki + 1, K)S(k; — 1, k)
+ Ay 0 (ki — 1, k)6 (ks + 1, k)

+ Ak = 1/2)(k; = 1/2)0(ki, k) (kj, k) }- (6.5)
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Los elementos no diagonales de la matriz (6.5) conectan estados con Ak =0y +2,
donde k = ), k; — N/2 es el autovalor correspondiente a la proyeccién del espin
total en la direccion z. En particular, para la eleccion A, = A, = Ay, el operador

S, = ZZ]\LI §.; conmuta con el Hamiltoniano (6.3) para toda modulacién en el

acoplamiento ¢(7, j), y los elementos de matriz (6.5) pueden escribirse como

, A : ,
WIHE) = > g0 {50k + 1 k)d(k; — 1K)
i#]
)\ / /
+7i§(ki — 1, K)8(k; + 1, k)

.y (k; - %) (k;j _ %) 5(k;, K1)} (6.6)

Para esta relaciéon particular de los valores de las constantes de acoplamiento, las
unicas transiciones posibles se dan para Ak = 0, lo cual es una consecuencia de
que, como dijimos [H,S,] = 0. Entonces la matriz (6.6) se divide en submatrices
independientes, cada una correspondiente a un valor fijo de k, y la diagonalizacion
puede llevarse acabo en cada uno de estos subespacios independientemente.

Estos son los elementos necesarios para calcular, en forma exacta, el conjunto
completo de autovalores { £, } y autovectores {|aw >} de H, y con ellos la correspon-
diente matriz densidad del sistema. Sobre la base de autovectores de H, calculamos

la evolucién temporal de cada operador O de interés en el problema:
<O(t)> = Y T*(n) <n|Olm> T(m),

T(m) = Z ¢ Com < n|I > eFot/~, (6.7)

an
En la ecuacién anterior |n > es un elemento de la base (6.4), y los coeficientes cq,
representan la amplitud de | n > en el autoestado | @ > del Hamiltoniano de la

Eq.(6.3).
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El Factor de Squeezing

Se ha adoptado, para el factor de squeezing (2, la definicién (Sgrensen and

Mglmer, 1999)
= (6.8)

donde N es el nimero de atomos en la cadena, y S, esla componente del espin total
en una direccién perpendicular a (S), esto es, la direccién en el espacio definida por

el vector unitario
n = (sin6, cos ¢,,sinb, sin ¢,,cosb,),
i - (S) = 0. (6.9)
El Estado Inicial

En todos los casos que se presentan, se ha considerado el estado coherente

1) = (1+[2%) N/QZ 5’"10
z = e %o~ 7r)tan(QO/Q), (6.10)

como condicién inicial del sistema. Este estado no es un autoestado de H, y el mismo
queda definido por la orientacién de los dngulos ¢ y 0y sobre la esfera de Bloch (Fig.

3.3). El operador S+ es el operador colectivo dado por S+ = Zf\il Sy

Algunos casos con Solucion Analitica

El caso con N =2

Se presentan los resultados analiticos para el caso simple de una cadena con
N = 2 atomos, considerando diferentes interacciones entre los sitios de la cadena.
La misma es una cadena abierta determinada por la definicion del Hamiltoniano

introducido en (6.1).
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1. Interaccion Armdnica

Escribimos la interaccién entre dtomos como g(i,7) = sin(|i — j|5) y A\. = 2AL.
La diagonalizacién del Hamiltoniano arroja el siguiente conjunto se autovalores ¢,

y autovectores ¥, (con a =1,2,3,4)

€ = AL, |¥y) =0,0),

€ = 0, [W2) =75 (]1,0) +10,1)), (6.11)
es=— 2X\, |¥3)=5(]1,0)-10,1)),

€= AL, W) =1,1).

A partir de este conjunto de autovalores y autovectores, podemos calcular la evolu-
cion tempral de los observables del espin, a partir de la condicién inicial elegida
(6.10). El sistema tiene tanto a S. como a Sf como constantes de movimiento,

siendo su forma explicita

(S.(t))y = —cosby,
1 1
(S2(t)) = 3t3 cos . (6.12)
Entonces, para una eleccion de la orientacién del estado inicial dada por 6y = 5 y
¢o = 0, el valor esperado de la componente z del espin total, resulta nulo, (S,) = 0,

y
(5) = ((5),0,0),
(S;) = —cos (%) (6.13)

-,

En este caso el vector unitario que define la direccién normal a (S) es

n = (0, £sinb,, cosb,). (6.14)

El signo positivo corresponde a la eleccion ¢, = 7 en tanto que el negativo co-
rresponde a ¢, = 37” Con estos elementos, la expresion formal para el factor de
squeezing ¢? da

, 142sin6,cosb, sin(%)
= )\Lt>

(6.15)

cos?(
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Anélogamente, estos calculos pueden repetirse para diferentes orientaciones de la
condicién inicial. La eleccién 6y = 0y ¢y = 0 da como resultado ¢? = 1 (no hay
squeezing). El caso con 6y = 7, ¢g = 5 es similar al caso 0y = 5, ¢y = 0, dando la
misma expresion para ¢? (6.15), lo cual es consistente con el hecho que los estados

iniciales solo difieren en una fase.
2. Interaccion Gaussiana

La interaccién entre sitios de espin puede ser modelada por un factor de forma

gaussiano
g(i,j) = 72079, (6.16)

Las soluciones del problema de autovalores para esta interaccion, son

€1 = i el?, (V1) =0,0),
1
= (AL—2)e /2 |U,) = 7 (11,0) +10,1)),
=— (AL+2)e 2 |Uy) = 7 (|1,0) —0,1)),
€4 = 2 e71/2, W,) =1,1). (6.17)

Con la eleccién A, = 2\ la expresion de las soluciones resulta idéntica a las corres-

1/2

pondientes a (6.11), a menos de un factor e~ /. Por ejemplo, para los dngulos de

orientacion 6y = 7, ¢o = 0 se obtiene

1+ 2sin6, cos,sin (’\lt —1/2)

cos? (% -1/2) ’

(6.18)

y una expresion similar para 6y = 7, ¢ = 3

El caso con N=3

Un analisis analogo al de la seccién anterior puede realizarse para el caso con N =
3 atomos. La solucién, para ambas interacciones (interaccién arménica e interaccion
Gaussiana), también resulta analitica. A partir de la misma, discutiremos el efecto

de la asimetria sobre el factor de squeezing (2. El concepto principal detras de ésto,
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es el mecanismo de ruptura de simetria inducida por los acoplamientos A; de la
Eq.(6.3). En este ejemplo, la diagonalizaciéon de H puede realizarse en la base de
los ocho estados que resultan de los tres sitios (dtomos) de la cadena en dos estados
posibles (estados de espin 1/2 para cada sitio). Los autovalores de la correspondiente

ecuacion secular son:

€ = AJ/2

e = 0

€3 = —A/4—A
€4 = —MNJ4A+A
€5 = €

€6 = €3

€7 = €

€ = €

con

A VAEEEN

4

La dependencia temporal de los valores esperados de las componentes de espin,

pueden ser calculados en forma explicita, obteniéndose las siguientes expresiones:

(Sz) = —5C0
3 3
(s2) = 1t 50(2)

weem1 1 1 ,
<S+> = e (d) )550 |:§8(2)C + (1 — 583) A — ZBCO:|
<{S+,S,}> = 3+330
<{S+, Sz}) _ e—i(¢0—7r)50 |:—COA +1 (1 — %8(2)) B:| (619)



(Sy) = Im(Sy),

(8) = SRS + ({545,
(5 = —gRe(S.%) + 1{(S4.5.)) (6:20)
con los parametros
co = cos(by)
sp = sin(6p)

relacionados con la definicién de los dngulos que orientan el estado inicial (6.10). El

resto de las cantidades que entran en las expresiones de (6.19) se corresponden con

A = cos(A + ZAZU +

+

—~
~—

—~
~—

3
A2
cos( 4)\Z)t

N~ N N —= N

—~

sin(A + ZAZ)t -

o o Q o}
| | | |
) ) O )
@ S @ @

~—~
~—

1T 1T 1T
NIW NWw NW Nw

3
in(A — =\t
sin( 1 )

C - 3- (a+ B)? sini(At) (6.21)

donde

Ay — 4N

4A
A +20,

4N
= o’ +26° (6.22)

No resulta dificil, luego de un poco de algebra, mostrar que para interacciones

simétricas (A, = A, ) se obtiene

3
A = =
4)\2

a = —1
g =1
= 3



B =0
C = 3 (6.23)

Luego, los valores esperados (6.19) pueden ser escritos como

3
<SZ> = —§C0
3 3
(s2) = 1+§Cg
—2i(po— 3
(1) = ¢ )53(2)
(S,) = e—i(cﬁo—w);SO
({54, 5-1) = 3(1+ )
({S.,8.}) = —3e @0 mgc, (6.24)

La direccion del valor esperado del espin total en cada instante de tiempo, se deter-

mina mediante las relaciones

(o) _ —S( COS

‘ <S> | — 0 (d)l))?
(5) = Spsin
S = sosindn)

| (S) |
Por ejemplo, para una eleccién de ¢y = 7, el vector de espin (S) se encuentra en el
plano x — z y es perpendicular a todo vector sobre el eje . Como el valor esperado
de S, se anula, la varianza del vector de espin en una direccién perpendicular a (S)

se reduce a

3

(AS,)? = (AS)?=(S2) = . (6.26)
Por otra parte
<S> = g (6.27)
y en Consecuencia, )
¢? = N% =1 (6.28)
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Esto significa, que para obtener valores (? < 1, debe romperse la simetria del Ha-
miltoniano, considerando constantes de acoplamientos no todas iguales (este compor-
tamiento ya fue observado en el trabajo que se discute en el Capitulo 5 al considerar
interacciones a primeros vecinos). Si bien aqui se ha hecho una eleccién particular
del angulo ¢y del estado coherente, lo cual permite simplificar el calculo analitico,
los resultados para la evoluciéon temporal del factor de squeezing resultan indepen-
dientes de la eleccion de dicho angulo, es decir, es invariante frente a una rotacion en
torno al eje Z. Esto ya habia sido notado en los resultados analiticos obtenidos para
N = 2. Posteriormente, esta independencia en la evolucién del sistema con respecto
a la orientacién del estado inicial en el plano x — y, ha sido corroborada al analizar
los graficos que resultan de un tratamiento numérico del problema, para cadenas de
distintas longitudes. A una conclusién similar han arribado los autores en (Wang
and Sanders, 2003).

Los casos mas simples con N = 2,3 atomos pueden ser tratados analiticamente
en forma exacta, y estos resultados pueden ser de ayuda a fin de obtener alguna idea
acerca del comportamiento que seria de esperar en los casos con un mayor nimero
de dtomos N, los cuales deben ser resueltos numéricamente. Para obtener alguna
expresion analitica que de cuenta del comportamiento en el limite de un nimero muy
grande de sitios, se puede recurrir a ciertas técnicas de muchos cuerpos (Apéndice

B), como la Aproximaciéon Tamm-Dancof (TDA).

Solucion Asintética para N Grande - TDA

La Aproximacién Tamm-Dancof (B.3.1), puede utilizarse para calcular observa-
bles de espin en el caso en que el nimero de sitios en la cadena se vuelve muy grande,
y la diagonalizacion exacta resulta un problema intratable numéricamente. La TDA
estd basada en la expansién bosénica de los operadores de espin y un posterior
mapeo sobre la base de un fonén. Esto se lleva acabo de la siguiente manera:

a) Expansién bosoénica de los operadores de espin: Los operadores de espin se
expresan en término de operadores bosénicos asociados a cada sitio de la cadena,

mediante lo que se conoce como mapeo de Holstein-Primakoff (Klein and Marshalek,
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1991). De este mapeo, que corresponde a una serie infinita en el operador nimero

de bosones, retenemos solo el orden mas bajo

S_ — Z bz

N

S, = ijbi -5 (6.29)
El subindice ¢ se refiere al sitio. El estado de vacio | 0 > estd definido como el estado
con todos los atomos en el nivel de mas baja energia, tal que para cada operador
bosénico b; se tiene b; | 0 >= 0. Claramente, los operadores (6.29) obedecen las
reglas de conmutacién del dlgebra su(2).

b) Base de un fonén: Los operadores bosénicos b pueden escribirse en términos

de una nueva base de operadores, también bosénicos, I',, mediante la combinacion

lineal

Ly =Y X, ()b (6.30)
Los nuevos operadores actuando sobre ezl vacio previamente definido | 0 >, dan
[,]0>=0 (6.31)
y generan un conjunto de estados |n), tal que
In>=T}|0>. (6.32)
La Eq. (6.30) puede invertirse, obteniéndose la transformacién inversa

b= Xr(i)T), (6.33)

que preserva las relaciones de conmutacion originales.
c¢) Diagonalizacién TDA: El Hamiltoniano de la Eq. (6.3) se transforma a la base

bosénica de operadores b;” (b;) y posteriormente, a la base de operadores de un fonén

1Si se representan los niveles atémicos de un dado sitio por la accién de operadores de creacién y aniquilacién

C;F,i Y Ci,+, el operador de creacién bosénico estd definido como bj’ =cf

i 4 Ci,— Y el estado de vacio es de la forma

[0 >= Hjcj:_ |>, tal que b; | 0 >= c:_ci#l'[jc;:_ [>=0
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(6.30). La imagen TDA del Hamiltoniano es la siguiente:
. 1
Hrpa = Zei(ni -t Z ALgibi b
i 7]
= ) EIIT, (6.34)

con
€ = Z )\zgij
JFi
En el marco de la aproximacién TDA (B.3.1) el Hamiltoniano resulta linealizado

por la ecuacién de movimiento
[Hrpa,Tt] = E.T, (6.35)
obteniéndose la ecuacion secular de autovalores
eXn(l) + Y ALgnXn(k) = E,X,(1). (6.36)
kel
Entonces, al reemplazar la amplitud
1

— Z)\ngan(k’) =
€A

An(1)
En — €]

Xa(l) = (6.37)

Ey,

en la Eq. (6.36), se obtiene la relacién de dispersién para las energias TDA, E,,. Las

amplitudes estan normalizadas
X P =1 (6.38)
!

d) Condicién inicial: Una vez realizada la transformacién anterior, la condicién

inicial (6.10) puede escribirse en término de los fonones TDA como:

1) = <|0> +) /\nzFMO)) N, (6.39)

donde N es la norma del estado inicial |I).
e) Los operadores de espin en la base TDA: Como hemos hecho antes para la

condicién inicial y el Hamiltoniano, los operadores de espin pueden escribirse en la
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base de fonones TDA, dando
N
= rir. — —
S Z Wn =
Se o= > ATy (6.40)
con
Ao = Xn(k) (6.41)
k

Luego, estan dados todos los elementos para calcular los valores esperados de los

operadores de espin. A orden dominante las expresiones resultantes son:

(S.) = _g+% (6.42)
59 = ooy (6.43
(8.) = %é%e@n%”@“) (6.44)
(52) = 0 (6.45)
(S50 = N PG S (6.46)
(S0.5) = ~(N - 1)(s) (6.47)

El resto de las cantidades necesarias para obtener la expresién del factor de squee-

zing, pueden obtenerse a partir de (6.47) 2En el limite para N > 1, las expresiones

2

§2 = J(s3+82)+ 1 {5,5-) (6.48)
Sz = —i(si+sﬁ)+i{s+,s,} (6.49)
(s3) = SRe(SD+{(S+5-]) (6.50)
(52) = —gRe(S3)+1({5+,5)) (6.51)
A’S. = LRe(S})+ {({5+5-)) - (Re(5:))? (6.52)
A%S, =~ Re(S})+ 1{{S4,5-)) — (Im(s:)? (6.53)
A25, = (82)—(S,)? (6.54)
{Se,Sy}) = 2(S:)(8y) = Im(S2) — 2(Re(S1))(Im(S.)) (6.55)
({SasS:1) — 2(80)(S2) = Re({{Sa, S:1) — 2(Re(S4))(S2) (6.56)
S8} = 28,)(5:) = Im(({Sy, S:)) — 2(Im(S+)) (S-). (6.57)
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anteriores se reducen a

(S.) = —g (6.58)
(52) = NTQ (6.59)
(Sy) = (81)=0 (6.60)
({S+.5-1) = N (6.61)

y el factor de squeezing (6.8) tiende asintéticamente al valor 1:

gQ - W —1 (6.63)
large N (N2/4) ’ :
dado que n es un vector unitario. Este resultado indicaria que, al menos en el sube-
spacio de un fonén, es de esperar una saturacion en el valor del factor de squeezing
para un gran nimero de sitios de espin (o 4tomos) en la cadena. Naturalmente, una
generalizacion de dicho comportamiento no es valida, ya que seria necesario obtener
la diagonalizacién exacta para valores grandes de N, pero esta tarea esta limitada
por el rdpido crecimiento de la dimensién del problema, que aumenta como (2V)

(Notar que bajo la transformacién TDA, el problema original de dimensién 2V se

reduce a otro problema de N? dimensiones).

6.4. Resultados y Discusion.

En esta seccion se presentan y discuten los resultados del formalismo introducido
anteriormente, para el factor de squeezing (2, para diferentes interacciones entre
sitios de espin. En todos los casos se han considerado atomos de dos niveles, cada
uno de los cuales es equivalente a un sistema de espin s = 1/2. La diagonalizacién
exacta se llevé acabo para distintos niimeros de atomos en la cadena, N < 11. Los

factores de modulacién g(i,7) para las distintas interacciones propuestas, son los
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siguientes

9G.) = |sin(3G = 7). (@
g(id) =sin(Eli=d, 660
gli. ) = e+, ©

(i) (

con 7 # j en todos los casos. Estos factores estan asociados a interacciones periddicas
o interacciones de largo alcance, que han sido discutidas y pueden encontrarse en la
literatura (Shastry, 1988; Haldane, 1988; Inozemtsev and Kuzemsky, 1991; Inozemt-
sev, 1995; Inozemtsev and Inozemtseva, 1991; Inozemtsev and Dorfel, 1993; Frau
et al., 1994; Dittrich and Inozemtsev, 1997; Inozemtseva and Inozemtsev, 1997).

Los pardmetros A, y A, de la Eq. (6.6), se fijaron en los valores A\ =1y \, =2,
para todos los casos, imponiendo una asimetria en las interacciones (Civitarese et al.,
2009b; Reboiro et al., 2007; Reboiro, 2008). Como condicién inicial hemos elegido
un estado coherente (6.10) con 6y = 7/2, 7/4 y 7/8, y ¢o = 0. Cabe mencionar, que
cambiar el valor ¢y = 0 no modifica los resultados de interés ya que representa sélo
una fase en el estado inicial. Este comportamiento se ve reflejado en los resultados
analiticos de la seccién previa (Egs. (6.15), (6.18)) para el caso de cadenas con N = 2
sitios, y ha sido verificado numéricamente para los casos con N > 2.

En las Figuras 6.1-6.3 se muestra la dependencia temporal del parametro de

squeezing (? para una cadena con N = 5 dtomos. El procedimiento consiste en:

1. diagonalizacién del Hamiltoniano (6.3) en la base (6.4);

2. calculo de la matriz densidad a partir de los correspondientes autovalores y
autovectores del problema, al igual que se hizo en el trabajo presentado en el

Capitulo 5 (Egs. (5.5)-(5.7));

3. célculo del valor esperado de las componentes de espin total que entran en la

definicién del parametro de squeezing (6.8).

La Figura 6.1 muestra los resultados obtenidos para los diferentes factores g(i, j)

(6.64), con un estado inicial coherente 6y = 7/2 y ¢y = 0. Aunque en practicamene
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todos los casos el valor de ¢? se encuentra muy cercano al valor 1/2, se observan
oscilaciones muy rapidas en el valor del mismo. Esto significa que la media temporal
es mucho mayor a 1/2. En este caso el valor esperado del espin total es perpendicular
a la direccién z. A los efectos de investigar la sensibilidad de la dependencia temporal
de ¢? respecto de la condicién inicial, hemos repetido estos mismos calculos para los
valores 0y = w/4 y 0y = /8. Los resultados se muestran en las Figuras 6.2 y 6.3.
Se observa que, para valores pequenos de 6, las oscilaciones de (2 estdn confinadas
a una franja relativamente angosta, 0,7 < ¢*> < 1 (ver Figura 6.3). Para el caso
limite 8, = 0, se obtiene (2 = 1, como era de esperar ya que entonces el estado
inicial coherente es un autoestado S, y las componentes perpendiculares S, y Sy
se encuentran completamente indeterminadas. Esta situacién persiste con el tiempo
ya que S, es una constante de movimiento. De estos resultados se desprende que la
dependencia temporal de (2 puede ser controlada por las interacciones espin-espin,
como asi también por la eleccién del estado inicial coherente. Una buena eleccion
del estado coherente puede, de hecho, minimizar la media temporal de ¢2. El valor
6ptimo de ¢? es del orden de 0,7. Por otra parte, siguiendo los resultados presentados
en las Figuras 6.1-6.3, una cadena con una interaccion espin-espin modulada por un
factor ¢(i,7), como los de la Eq. (6.64), puede considerarse como un dispositivo
eficaz para conservar la informacion acerca de la orientacion del espin, y del peso
relativo de las componentes del espin total.

Siguiendo con la comparacion entre los distintos factores de forma que modulan
la interaccién, se muestran en la Figura 6.4 los resultados correspondientes a la
Eq. (6.15) y Eq. (6.18). Mientras la figura obtenida a partir de una modulacién
g(i,7) = sin|5 (i — j)|, (caso (a)), muestra oscilaciones en torno al minimo ¢* = 1/2,
la que se obtiene con ¢(i,7) = e~2()” (caso (b)) muestra, en adicién a lo anterior,
una modulacién con un periodo mayor que en el caso previo. Esto estd en acuerdo
con las expresiones obtenidas en (6.15) y (6.18) donde se observa que el factor de
squeezing ¢? oscila con una frecuencia A; /A en el primero de los casos, y con una
frecuencia | e~ 1/? /h en el segundo. Por otra parte, la comparacién de estas figuras

con lo observado en la Figura 6.1-(b) y 6.1-(c), indica que al incrementarse el niimero
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de 4dtomos, las oscilaciones de (? son més répidas y su valor minimo se incrementa
significativamente. Este comportamiento resulta mas evidente del andlisis de las
Figuras 6.5-6.7.

Veamos cémo es la dependencia del pardmetro de squeezing con respecto a N. Las
Figuras 6.5-6.7 muestran los resultados obtenidos para el parametro de squeezing,
¢2, como funcién del nimero de sitios de espin en la cadena. Cada punto en estas
figuras representa el minimo valor de ¢? sobre un cierto intervalo temporal, calculado
para un valor fijo N. Es decir, que para un dado N, hemos calculado la evolucion
temporal de (2, y buscado su valor minimo en el mismo intervalo de tiempo en que
se obtuvieron las Figuras 6.1-6.3. En la Figura 6.8 en cambio, cada punto representa
la media temporal del parametro de squeezing como funcién del niimero de atomos.
Los parametros utilizados son los mismos de la Figura 6.7, y el intervalo de tiempo
considerado se amplié hasta t = 1000. Como caracteristica general se observa que
el minimo absoluto y el valor promedio minimo para (? se obtiene utilizando un
factor de modulacién g(4, j) = (sin(% (i — j)))_2 para la interaccién entre sitios de la
cadena (Shastry, 1988; Haldane, 1988; Inozemtsev and Kuzemsky, 1991; Inozemtsev,
1995). Esta interaccién, que representa una interacciéon de intercambio con J;; =
1/ r?j, siendo 7;; la distancia entre sitios, fue propuesta por Shastry (Shastry, 1988) y
por Haldane (Haldane, 1988), en el estudio de una cadena de Heisenberg de espines-
1/2 antiferromagnética. Posteriormente, el espectro de una cadena de Heisenberg
isotrépica S—1/2, fue resuelto en forma exacta usando esta misma interaccién de
largo alcance (Inozemtsev and Kuzemsky, 1991; Inozemtsev, 1995).

Los resultados que hemos presentado, aunque no son concluyentes, indicarian que
una cadena de Heisenberg anisotrépica S—1/2 antiferromagnética, con interacciones

de largo alcance, puede verse como un mecanismo 6ptimo de generacion de squeezing.
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6.5. Conclusiones.

Hemos extendido nuestros calculos iniciados en trabajos anteriores para analizar
la aparicién y persistencia de squeezing atéomico en un tipo generalizado de cade-
nas de Heisenberg con interacciones dependientes del sitio. Como resumen, en este
trabajo se han reportado los resultados del calculo del factor de squeezing, (2, en
una cadena abierta de espines S—1/2 con interacciones periddicas e interacciones de

largo alcance. Se ha investigado la dependencia de ¢? como funcién de:
(i)  la forma de las interacciones entre sitios de espin,

(ii) el ndmero de atomos en la cadena, y

(iii) la condicién inicial en la que se prepara el sistema.

Los resultados, en general, son dependientes de la condicién inicial, que en este
caso se ha tomado como un estado de espin coherente. Si bien el nimero de ato-
mos para el que se han llevado acabo los cdlculos exactos es relativamente pequeno
(N < 11), el tamano del espacio de configuracion es lo suficientemente grande para
reflejar la tendencia principal de los resultados. Para el caso de un nimero grande
de atomos se ha discutido el uso de la aproximaciéon TDA, que resulta exacta en el
subespacio de pares de hueco-particula (en este caso cada par se corresponde con un
espin de proyeccién s, = —1/2 y uno con proyeccién s, = 1/2). En este subespacio,
los resultados muestran una saturacién del valor del pardmetro ¢? cuando N > 1.
Dentro de estas limitaciones, podemos concluir diciendo que las cadenas de Heisen-
berg anisotrépicas, con interacciones antiferromagnéticas de largo alcance, pueden
considerarse como posibles dispositivos éptimos en relacion con la persistencia del

squeezing del sistema de espines.
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Figura 6.1: Dependencia temporal del factor de squeezing (2, para diferentes interacciones. En los

graficos (a)-(d), los resultados corresponden a los factores g(i,j) de la Eq. (6.64). Los pardmetros

de la interaccién se fijaron en los valores A\ =1 y A,=2. El estado inicial es un estado coherente

(6.10) con 6y = 7/2 y ¢ = 0. El tiempo estd en unidades arbitrarias.
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Figura 6.2: Idem Figura 6.1, para un estado inicial coherente con 0y = 7/4 y ¢¢ = 0.
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Figura 6.3: Idem Figura 6.1, para un estado inicial coherente con 6y = 7/8 y ¢¢ = 0.
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Figura 6.4: Dependencia temporal del factor de squeezing (2, para el caso N = 2, que corresponde
a la Eq. (6.15) (gréfico (a)), y a la Eq. (6.18) (gragico (b)). Las curvas se obtuvieron a partir de
los autovalores y autovectores dados en la Eq. (6.11) y (6.17), respectivamente. El estado inicial es

un estado coherente (6.10) con 0y = 7/2 y ¢y = 0.
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Figura 6.5: Valor minimo del pardmetro de squeezing (2, como funcién del nimero de dtomos N,
para diferentes interacciones espin-espin. En los graficos (a)-(d), los resultados corresponden a los
factores g(i,7) de la Eq. (6.64). Los pardmetros de la interaccién se fijaron en los valores A\ | =1y
A.=2, y el estado inicial es un estado coherente (6.10) con 6y = /2 y ¢9 = 0. Como se detalla
en el texto, este valor minimo se encuentra luego de estudiar la evolucién temporal de ¢Z en el

intervalo 0 < t < 200.
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Figura 6.6: Idem Figura 6.5, para un estado inicial coherente con 6y = 7/4 y ¢9 = 0.
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Figura 6.7: Idem Figura 6.5, para un estado inicial coherente con 6y = 7/8 y ¢¢ = 0.
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Figura 6.8: Valor promedio (puntos) del pardmetro de squeezing ¢? como funcién del nimero de
atomos en el intervalo de tiempo 0 < ¢t < 1000, para cada una de las interacciones discutidas en
el texto. Los pardametros utilizados son los mismos de la Figura 6.7. La linea indica el valor medio
para el conjunto de puntos y ayuda a una rdpida comparacion entre los efectos del uso de las

distintas interacciones
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Capitulo 7

Squeezing en Atomos de Tres

Niveles

En este capitulo, se detalla nuestro trabajo (Civitarese et al., 2008), a cerca de la
transferencia de espin entre un campo de radiacién y un sistema atémico compuesto
por atomos con tres niveles activos. La evolucion temporal de la poblacién de niveles,
calculada a partir de las soluciones del modelo propuesto, muestra que la utilizacion
de estados coherentes foténicos, no garantiza la 6ptima transferencia de espin bajo

las condiciones de squeezing.

7.1. Introduccion.

El estudio de sistemas de espines como laboratorios para los efectos mecanico-
cuanticos, fue ampliamente impulsado debido a la posibilidad de utilizar espines
elementales como unidad de informacién en computacién cuantica. Al mismo tiem-
po, el campo de la éptica cuantica también ha sido observado en conexiéon con dichos
sistemas de espines. En este sentido, existe un gran interés en acoplar atomos con luz,
y se han reportado trabajos exitosos al respecto (Furusawa and Takei, 2007; Yoneza-
wa et al., 2007; Romero-Isart et al., 2007). Varias propuestas se han presentado para
utilizar este tipo de acoplamiento para la generacién de squeezing atémico (Kuzmich

and Polzik, 2003; de Echaniz et al., 2008). Generalmente hablando, la interaccién
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entre luz y espines o pseudoespines localizados, como son los niveles atémicos, provo-
ca un cambio en el nimero de atomos que ocupa cada nivel atémico permitido, y
este cambio en la poblacién de niveles atémicos puede ser interpretado mediante la
accion de los operadores escalera para el espin del sistema !. En este sentido, es que
se dice que la interaccion provoca una transferencia del espin entre el campo elec-
tromagnético y los dtomos (Genes et al., 2003; Romero-Isart et al., 2007; Lyakhov
et al., 2007; Rabl and Zoller, 2007). Como consecuencia, ocurren desviaciones en los
valores esperados de los observables de espin, en comparacién con los valores dados
por las relaciones de incerteza y de conmutacién estdndar (Walls and Zoller, 1981;
Kitagawa and Ueda, 1993; Prakash and Kumar, 2005).

Las condiciones bajo las cuales tiene lugar el fenémeno de squeezing atémico
via el acoplamiento con el campo, es decir, la transferencia de informaciéon cuantica
entre estados atomicos y campos laser, han estado bajo investigacion, tanto tedrica
como experimental (de Echaniz et al., 2005). Una revisién general del tema puede
verse en (Drummond and Ficek, 2004).

El squeezing en campos electromagnéticos cuantizados, ha recibido constante
atencién desde la aparicion de las primeras publicaciones, hace mas de 20 anos
(Walls, 1983; Friberg et al., 1985). La Referencia (Rangel et al., 2005) describe la
generacién de squeezing y la presencia de revivals en un sistema ion-cavidad en
contacto con un reservorio. En este trabajo, el sistema analizado consiste de un
unico ion con dos niveles en una trampa armoénica, a temperatura cero y expuesto
a la accién de dos laser externos.

En la Ref. (Rubin-Linares and Moya-Cessa, 2005) se propone un esquema simple
para medir el squeezing y las propiedades de fase de un oscilador armonico. El trabajo
de Poulsen and Mglmer (Poulsen and Mglmer, 2001) muestra que bajo condiciones
adecuadas, la informacion cuantica de estados colectivos, puede transmitirse a un
pulso de luz.

El squeezing atéomico bajo emision colectiva, es decir, para el caso de grandes

sistemas de atomos radiantes, fue estudiada por V. I. Yukalov y E. P. Yukalova en la

IEste formalismo de &lgebras de pseudoespin se ha desarrollado en el Capitulo 1.
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Ref. (Yukalov and Yukalova, 2004). En el mismo se sugiere un método para gobernar
el comportamiento con el tiempo del factor de squeezing.

Las propiedades de entrelazamiento y squeezing del espin para tres bosones en
dos modos se han discutido en la Ref. (Zeng et al., 2005). Los aspectos tedricos y
experimentales del entrelazamiento y el squeezing en un sistema de dos modos estan
presentados en (Josse et al., 2004). El estudio del squeezing del espin en estados de
espin coherentes no lineales se pueden encontrar en (Wang, 2001). En la Ref. (Rojo,
2003) se han estudiado estados de espin maximamente comprimidos.

En la Ref. (Wang and Sanders, 2003) se estudia la relacién entre las cuadraturas
bosénicas y los estados atomicos comprimidos en el espin. La transferencia del espin
entre fotones y dtomos se ha examinado usando un Hamiltoniano de Dicke (Dicke,
1954). Bajo las condiciones del modelo, y en el limite de un gran niimero de dtomos
en el sistema, se observa una transferencia perfecta (Wang and Sanders, 2003).

El squeezing del espin via interacciones atomo-campo ha sido considerado en el
contexto del modelo de Tavis-Cummings (Jaynes and Cummings, 1963; Buley and
Cummings, 1964; Cummings, 1965; Tavis and Cummings, 1968) en la Ref. (Genes
et al., 2003). En el trabajo correspondiente a la referencia (Genes et al., 2003),
se describe un conjunto de N atomos de dos niveles interactuando con un campo
cuantizado en una cavidad.

La caracteristica comun a todos los modelos tedricos introducidos en las referen-
cias anteriores, es la presencia de interaccién entre niveles atémicos y fotones. La
estructura general de los Hamiltonianos que incluyen tales tipos de interacciones
pertenecen a la familia de los acoplamientos presentados en Marshalek y Klein en la
Ref. (Klein and Marshalek, 1991). Estas formas se presentan como factibles de ser
tratadas mediante expansiones bosénicas y/o mapeos bosénicos exactos (Civitarese
and Reboiro, 1998; Civitarese and Reboiro, 1999), como un método alternativo a la
diagonalizacion exacta. Las técnicas de mapeos bosonicos permiten la generalizacion
de interacciones simples, tales como las que aparecen en el Hamiltoniano de Dicke
(Dicke, 1954) o en el Hamiltoniano de Tavis-Cummings (Jaynes and Cummings,

1963; Buley and Cummings, 1964; Cummings, 1965; Tavis and Cummings, 1968).
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El esquema comuinmente adoptado a la hora de tratar atomos de dos niveles en
interaccién con un campo de radiacién, ha sido extendido por Z. Ficek and P. D.
Drummond (Ficek and Drummond, 1991a; Ficek and Drummond, 1991b) y por J.
Javanainen y P. L. Gould (Javanainen and Gould, 1990), para considerar el squeezing
en el caso de un dtomo con tres niveles.

En este trabajo hemos considerado:
(a) un sistema de dtomos con tres niveles accesibles interactuando con fotones.
La condicién inicial del sistema ha sido modelada a partir de:
(b) estados coherentes para describir el campo electromagnético.

Con respecto al punto (a) se presentan los detalles algebraicos necesarios para con-
struir la solucién exacta del Hamiltoniano que describe las excitaciones atomicas
en un sistema de A dtomos con tres niveles inducidas por la absorciéon o emision
de fotones. Relativo al punto (b), estudiamos la dependencia de las soluciones con
respecto al nimero medio de fotones en el estado inicial. Los detalles del formalismo
se presentan en la Seccion 7.2. Algunos aspectos de este formalismo utilizado ya han
sido descriptos en los trabajos que se comentan en los Capitulos 5 y 6. El objetivo ha
sido investigar la posibilidad de generar squeezing atéomico mediante la interaccion
de los atomos con el campo electromagnético.

La presencia de squeezing en el sistema se analiza numéricamente en la Seccion
7.3, donde se presentan y discuten los resultados obtenidos para distintos valores de
los parametros del modelo y diferentes condiciones iniciales. La evolucion temporal
del squeezing atomico y del campo se muestran en la Seccion 7.3. Finalmente, las

conclusiones se presentan en la Seccion 7.4.

7.2. Formalismo

El sistema a tratar consiste de A atomos idénticos, cada uno con tres niveles de

energia accesibles, con una configuracion en cascada (Fig. 1.7). El sistema atémico
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se encuentra en interaccién con un campo de radiacién (Seccién 1.2). Tanto dtomos
como fotones se encuentran en el interior de una cavidad electromagnética.

Los operadores de creacién (aniquilacién) para el nivel atémico i-ésimo (i =
0,1,2), se indican por b;r(bz) Estos operadores, obedecen relaciones de conmutacion
bosénicas.

El Hamiltoniano del sistema esta dado por
H = wala+ Z E,;S" +
i
g1 (a S +a" S + gy (a S +al S12). (7.1)
Los operadores Sij, S S _; generan la representacién simétrica de dimensién (A+
1)(A + 2)/2 del dgebra su(3), siendo SY los operadores de transicién atémicos y
S4 = (89 — S*) los operadores de inversion.

En la expresion para H de la Eq. (7.1), w es la energia del fotén, es decir del
modo del campo electromagnético, a'(a) es el operador de creacién (aniquilacién)
de un fotén, F; es la energia del i-ésimo nivel atémico, y g1 y g2 son las constantes
de acoplamiento que describen la absorcién (emisién) de un fotén en presencia de
una excitacion (desexcitaciéon) atémica entre los niveles 0 y 1 (término proporcional
a gp), y entre los niveles 1 y 2 (término proporcional a gs).

La condicién de resonancia para el caso de dos fotones (Klimov et al., 1999) se

satisface al fijar las energias de los niveles atémicos F; de modo que

E2 - EO = 2(,(), E1 - EO =w—A. <72)

7.2.1. Solucion Exacta.

El operador
L =a'a+25%, (7.3)

conmuta con el Hamiltoniano de la Eq. (7.1), y por lo tanto, este ultimo puede ser

diagonalizado en la base de estados
T, n n
| npngning >= Nnb,nommawbbg Obi lbg ’ |0 >, (7.4)
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debiendo imponerse las restricciones

n0+n1+n2 = A,

neg—mng+n, = L, (7.5)

donde A es el nimero de atomos, y L es la suma del niimero de fotones n,, y la
diferencia ny —ng entre la poblacién de los estados atémicos i = 2 e i = 0. Ny, noning
es la constante de normalizacién.

La diagonalizacion de H arroja un conjunto de autovalores E,, y autovectores

|V >= Y cola) |a>. (7.6)
a={ny,mo,n1,n2}

Para un cierto nimero de atomos A en el sistema, la matriz Hamiltoniana es una
matriz en bloques, donde cada bloque corresponde a un cierto valor del nimero
cuantico L. En cada uno de estos bloques la diagonalizacion es factible. Sin embar-
go, a medida que el valor de L se incrementa aumenta la dimensién de la submatriz
correspondiente, y el proceso de diagonalizacién se vuelve irrealizable dimension-
almente. A los efectos de poder llevar adelante los calculos de nuestro interés, la
dimensién del espacio de configuraciones se toma como el mayor valor de L para el
cual es factible la diagonalizacién exacta, y este valor se fija analizando la estabilidad
de la funcién de onda al incrementarse el valor de L.

Recurriendo al uso de los autovectores de H, la dependencia temporal del valor
esperado para un cierto operador O, en un estado arbitrario |6(t)) puede escribirse

CcOo1mo

<oMI0lp(t) > = Y Daplt) < Va0 W5 >.
a8

(7.7)
En esta expresién, D, 5(t) es el elemento de matriz
Dap(t) =< o(t)[Wa >< Uplo(t) >, (7.8)
que depende de la condicién inicial al tiempo ¢ = 0, |¢(0) >, mediante
6(t) >= e~ 10(0) > (7.9)
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7.2.2. Parametro de Squeezing

Diferentes definiciones para el parametro de squeezing atémico han sido utilizadas
dependiendo del contexto (Kitagawa and Ueda, 1993; Wineland et al., 1992; Ragha-
van et al., 2001; Prakash and Kumar, 2005). En todos los casos, este refleja la
disminucién parcial en las fluctuaciones de una de las componentes del espin a ex-
pensas del incremento en otra de las componentes, mientras se preserva el valor
minimo del producto de incerteza entre ambas.

Para un par de operadores arbitrarios R y S , la cantidad

ngl

AR
R,S) = _ , 7.
OIS = T IR 560 > | =

(ARP = < o()|R(t) > — < ¢(t)| Rlo(t) >*,

“CQ >

es la medida estandar para el squeezing del operador R con respecto al operador

S (Drummond and Ficek, 2004; Cerf et al., 2007). Con esta definicién, el factor de

squeezing para los operadores del campo es de la forma

Qlg,p) = 2(Ag)?
Qp.q) = 2(Ap)*. (7.11)

Diremos que una de las cuadraturas del campo estd comprimida respecto de la otra
cuando el correspondiente factor de squeezing sea < 1, consistentemente con (2.43).

Si estamos interesados en la identificacién de sistemas para los que el cambio en
la poblacion de niveles atémicos puede determinarse con precision, debemos intentar
minimizar las fluctuaciones cuanticas de los operadores de inversién. Por ejemplo,
como una medida de la inversiéon poblacién del estado fundamental al segundo nivel

excitado (ng — nyg), se debe analizar la evolucién temporal del factor

. 2(AS.)?
05,8, = 8% (7.12)
| <S4 > |
donde S, = 322 y §+ = 332. Una definicién similar para el factor de squeezing

atémico puede encontrarse en (Prakash and Kumar, 2005), en donde se discute el

squeezing simultdneo de dos componentes de espin perpendiculares entre si.
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7.2.3. El caso de un tnico atomo.

En esta seccién se presentan los resultados analiticos para el caso A = 1. La

diagonalizaciéon del Hamiltoniano de la Eq. (7.1) arroja el siguiente conjunto de

autovalores A\, y autovectores |V, >, con o = 1,2, 3:

A (L) w (ny — 1),
U1 (L) > Ni(=gavmy, — l|a > +g1v/mylc >),
Ao(L) w(ng—1) =9 —r(nyg),
|Wy(L) > Nao(g1/mpla > —(r(ny) + 6)[b >
+92\/ ny — 1|C >)7
A3(L) w(ng—1) =3 +r(ny),
|Ws(L) > N3(giv/mpla > +(r(ny) — §)|b >
+92V ny — 1|C >)7
(7.13)
con
|CL > = |nb, 1,0,0 >,
’b> = \nb— 1,0,1,0 >,
le> = |np—2,0,0,1>, (7.14)
y
A
5 — 5,
rm) = \Jgim+ gm — 1)+ 62,
1
N = ——,
1 5\ 12
Ny = L (1 - ) |
AT e
Iy 1 5 \ 2
= (1
’ V2 ( i T(”b)) r(n



(7.15)

para cada uno de los subespacios rotulados por un valor dado de L = ny, + ny — ny.
Para un niimero variable de fotones, cada subespacio de soluciones esta rotulado por
éste nimero cuantico L. La matriz de la Eq. (7.8) estd determinada por la condicién
inicial |¢(0) >. Tomaremos como condicién inicial al inico dtomo del sistema en su

estado fundamental, y un estado de Fock de n; fotones
|6(0) >= |ny, 1,0,0 >, (7.16)
Entonces, para L = n, — 1
Do = dodp,

do = c(ny,1,0,0) e Al U/~

(7.17)

Para calcular el squeezing atémico es necesario calcular la evolucién temporal del

operador escalera SS’FZ, y de S92

< S, t) >=< ¢(t)|SP|(t) >=
11 gim

93195 me(np — 1)
(1(np)? — 02)2

5 . 2
<7“(nb) sin(r(np)t) — sm(ét)) )
< 82 (ny,t) >=< ¢(t)|(SP)*|o(t) >=

(1= st
< 8 (t) >=< o(1)|SY|¢(t) >=0.

( (cos(r(ny)t) — cos(dt))>+

(7.18)

En funcién a las expresiones anteriores, para esta condicién inicial, no hay mani-
festacién del squeezing atémico, sin importar cuantos fotones o niveles atémicos se

incluyan, ya que el denominador en (7.12) se anula exactamente.
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Para el caso de un estado foténico coherente (2.9), las expresiones anteriores se
ven modificadas para dar
D.pg = d.dg,
Lz -

do = Z *(k,1,0,0) ¢=* dalth=1) t/~

(7.19)

donde |z|? = ny es el valor medio del niimero de fotones en el estado coherente. En

este caso
< S.(t) >=e™ ; k—’; < S.(k,t) >
< S2t)>=e™ i Z—? < S2(k,t) >
<SuB) >=e 30 T fok) (alk) + (k)
(7.20)
a(n) = (g5 (n=2)+gi (n=1D)filn+1)+
gi (n=1)(f2(n = 1) fo(n+1) + fo(n — 1) fo(n + 1)),
b(n) = gi(n—1)(filn = Dfa(n+1) = fo(n —1) fi(n+1)),
(7.21)
y
foln) = 9192/ (0 +2)(n + 1) e21”
’ (97 (n+2) + g3 (n +1))(gin + g5(n — 1))’
fi(n) = cos(dt) cos(r(n)t) + % sin(dt) sin(r(n)t) — 1,
fa(n) = —sin(dt) cos(r(n)t) + % cos(0t) sin(r(n)t).
(7.22)

Como se puede ver de la Eq.(7.20), la contribucién de estados con diferente valores

de L, es una condicién necesaria para la aparicién de squeezing atémico. Notese
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que, para esta condicién inicial, la evolucién temporal del operador escalera (7.20)
no se anula. Esto significa, que dependiendo de los valores de las constantes de
acoplamiento en H, puede haber squeezing, es decir que Q(S,, S} ) < 1. Resultados
similares se reportan en (Genes et al., 2003), para un sistema de atomos de dos

niveles interactuando con un tnico modo bosénico en una cavidad.

7.3. Resultados y Discusion.

Presentamos los resultados obtenidos del comportamiento del sistema descrip-
to en la Secciéon 7.2.1. Hemos realizado la diagonalizacién exacta de la matriz
Hamiltoniana en la base (7.14), en forma numérica, obtenido la matriz densidad
de la Eq. (7.8) para cada subespacio A, L, y calculado la evolucién temporal de
los operadores de interés. El espaciamiento de energia entre niveles atémicos que-
da fijado por las relaciones en la Eq. (7.2), con la eleccién A = 0, y por lo tanto
Ey=—w, Fy =0, F5y = w. En todos los casos hemos tomado estados coherente en
el sector de fotones para describir el estado inicial del sistema.

Se consideraron diferentes constantes de acoplamiento para el Hamiltoniano de
la ecuacién (7.1), teniendo en cuenta parametrizaciones simétricas, g; = g2, y no
simétricas, g # go. El valor medio del ntiimero de fotones en el estado coherente,
|2|2, se tomé como una variable del problema. Los célculos numéricos se realizaron
para A=1, A=3, A=6, A=15y A = 18 atomos, respectivamente. El caso con
A =1 puede ser resuelto en forma analitica, como mostramos en la Seccién 7.2.3

En las Figuras 7.1 - 7.3, mostramos los resultados obtenidos para la evolucién tem-
poral del operador de inversién atémico, < S,(t) >, el squeezing atémico, Q(S., Sy),
y el squeezing del campo, Q(x,p). La condicién inicial consiste de A dtomos en el
estado fundamental (ng = A), mientras que el pardmetro |z|? del estado coherente

de fotones esta fijo en el valor n, = 10.
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Figura 7.1: Valor medio del operador de inversién, < S.(t) >, squeezing atémico, Q(S,,S1), y
squeezing del campo, Q(xz,p), como funciones del tiempo. El sistema consta de un dtomo, inicial-
mente en su estado fundamental, y un campo foténico coherente, con un nimero medio de fotones

n, = 10. Las constantes de acoplamiento se fijaron en los valores g1 =1y g2 = 1.
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La Figura 7.1 muestra los resultados para A =1, ¢ = go = 1 y np, = 10. No
hay ningtn indicio de squeezing, a pesar del uso de un estado coherente en el sector
foténico. Este resultado puede compararse con los encontrados en (Genes et al.,
2003), donde se muestra que en el caso de dtomos con dos niveles, la utilizacién
de un estado coherente de fotones, no es condicién suficiente para la obtencion de
squeezing atomico. De esta manera vemos que, para g; = ¢o, tres niveles atémicos,
un unico atomo en el sistema, y un estado coherente de fotones, no hay squeezing
atémico.

En la Figura 7.2 se muestran los resultados obtenidos, también para un tinico ato-
mo inicialmente en su estado fundamental, pero con una parametrizacion asimétrica,
g1 = 1, go = 4, para las constantes de acoplamiento. Esta elecciéon en el valor de
las constantes se ha hecho con el fin de inspeccionar el comportamiento del sis-
tema cuando g, > g1, ya que en el caso simétrico no se obtiene ningiun indicio
de squeezing atomico. El caso asimétrico si exhibe squeezing. El valor central del
squeezing atémico Q(S,, S ), se encuentra en el rango de valores 0.75-0.80. Dicho
comportamiento persiste cuando el nimero de atomos se ve incrementado. Como
contrapartida, al estudiar el régimen g; > ¢, hemos observado que no es posible
obtener una reduccién en las fluctuaciones para la componente S, del espin atémico
con respecto al operador de transferencia S;. A modo ilustrativo, en la Figura 7.3
se muestra el comportamiento en el tiempo del squeezing atémico Q(S,, Sy) cuando
el estado inicial del sistema es el mismo que en las Figs. 7.1 y 7.2, y los valores de

las constantes de acoplamiento se han fijado en los valores g; = 1, ¢2=0.6.
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Figura 7.2: Idem Figura 7.1 para los parametros n, = 10, g1 = 1y g2 = 4.
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La comparacion entre los resultados obtenidos al utilizar parametrizaciones simétri-
cas y no simétricas en el Hamiltoniano (7.1), senalan una posible dependencia critica
en el squeezing, del peso relativo de las constantes de acoplamiento, relacionadas a la
emision y absorcién de fotones, en transiciones que involucran el estado fundamental
ng, v el estado excitado ns, independiente del valor medio del niimero de fotones.
La poblaciéon del nivel 1 actiia como disparador para la repoblacién del nivel 2. Es
decir, cuando g; > g9, hay una cantidad importante de atomos que pueblan el nivel
1 a partir del nivel 0, pero una muy pequena cantidad puede ser excitada al nivel 2,
el cual permanece practicamente vacio (Fig. 7.4(a)). Entonces, no hay posibilidad de
transferencia de espin desde el campo al segundo nivel excitado, y en consecuencia
esta condicion no resulta en squeezing del sistema atémico. La condicién g; = g es
un caso intermedio, en el cual los tres niveles atémicos estan casi igualmente pobla-
dos (Fig. 7.4(b)). Esto es consistente con lo que se observa en la Fig. 7.1, donde el
valor central de (S,(t)) es cero. Por ultimo, el caso con g > g1, permite poblar el
segundo nivel excitado a partir del nivel 1 (Fig. 7.4(c)), haciendo posible la trans-
ferencia de espin a partir del sector bosénico. Esta diferencia poblacional entre los
niveles 1 y 2 es consistente con el valor central del operador de inversién atémico
(S.(t)) observado en la Fig. 7.2

La dependencia del squeezing atomico en funcién del nimero de atomos, se mues-
tra en la Figura 7.5, donde la evolucién temporal del factor Q(S,, S, ) corresponde a
un sistema conn, =21y A=3, A=6, A=15y A = 18 dtomos, inicialmente todos
en su estado fundamental. Se ve cémo el squeezing atomico desaparece a medida que
se incrementa el nimero de atomos. Estos resultados indican la fuerte dependencia
del squeezing atémico con el numero de dtomos presentes en la cavidad. Por otra
parte, comparando esta figura con la Figura 7.6, podemos decir que el nimero medio
de bosones del estado coherente del campo electromagnético, casi no cambia el valor

central del factor Q(5., 54 ), y el efecto es el de suavizar las curvas.
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Figura 7.4: Poblacién atémica de niveles como funcién del tiempo. El sistema consiste de tres
atomos, inicialmente en el estado fundamental. La relacion entre las constantes de acoplamiento

se eligié como: (a) g1 > ga, (b) g1 = g2 ¥ (¢) 91 < go.
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En relacién a la eleccion del valor de A en la ecuacién (7.2), hemos verificado que
utilizar un valor A # 0 no afecta los resultados observados.

El modelo utilizado para la descripcion del sistema resulta simétrico con respecto
al intercambio de g; y ¢o, si inicialmente todos los atomos se encuentran en el segundo

estado excitado.

7.4. Conclusiones.

En este trabajo se ha estudiado la aparicién de squeezing en sistemas compuestos
por atomos con tres niveles y un campo de radiacion. Se encuentra que el uso de
condiciones iniciales que consisten de un nimero fijo de fotones, no genera squeezing
atémico; en cambio, si hay posibilidad de generarlo, si se consideran estados cohe-
rentes en el sector de fotones en la eleccién de la condicion inicial. La transferencia
del espin entre atomos y fotones se ve incrementada, si las interacciones entre los
niveles atémicos y los fotones del campo, estan parametrizadas en forma asimétrica.
Esto se consigue tomando g, > ¢; en el Hamiltoniano de la Eq. (7.1). También se
observa que el uso de estados coherentes no da, automaticamente squeezing, a menos
que se consideren interacciones asimétricas en la forma explicada anteriormente. Fi-
nalmente, para una parametrizacion fija, se observa que, a medida que el niimero de

atomos en el sistema se incrementa, el squeezing desaparece.
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Figura 7.5: Squeezing atémico, Q(S, S+ ), como funcién del tiempo. Las constantes de acoplamiento

se fijaron a los valores g1 = 1, go = 6. El estado inicial consta de A dtomos en su estado funda-

mental, y de un estado coherente con un nimero medio de fotones nj, = 21. La secuencia (a), (b),

(¢) ¥ (d), corresponde a un sistema con A =3, A =6, A =15y A = 18 dtomos, respectivamente.
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Capitulo 8

Conclusiones Generales

En esta tesis estudiamos la dindmica de cadenas de espines 1/2 y la de sistemas
compuestos que involucran interacciones entre espines atéomicos y un campo elec-
tromagnético. Estos sistemas simples, sin embargo, modelan el comportamiento de
sistemas mas complejos como sélidos magnéticos, junturas Josephson y cavidades
resonantes, entre otros. A tal efecto, hemos encontrado el conjunto de energias y
autoestados correspondiente a cada uno de los sistemas estudiados mediante una di-
agonalizacién exacta de su Hamiltoniano. La evolucién temporal de los observables
de nuestro interés, se obtuvo a partir del calculo del valor esperado de los mismos
utilizando el formalismo de la matriz densidad. Para el caso en que el sistema consta
de sélo N=2, o N=3 atomos, hemos arribado a expresiones analiticas para dicha
evolucion, en tanto que para N > 3, hemos abordado el problema en forma numéri-
ca. Obviamente el tratamiento numérico se ve limitado computacionalmente por el
crecimiento exponencial del espacio de configuraciones, el cudl es de dimensién 2*.
Por lo tanto, a medida que el nimero de particulas se incrementa, resulta necesario
recurrir a técnicas del tratamiento cudntico de muchos cuerpos como alternativa a
la diagonalizacion exacta. En el caso de cadenas de espines, hemos utilizado uno
de estos métodos, como es la aproximaciéon Tamm-Dancoff, que permite linealizar
las ecuaciones de movimiento en el espacio de un fonén. El problema modificado,
ahora puede ser resulto en un espacio de dimensién N. El método permite observar

algunos de los comportamientos mas relevantes en el limite asintético N >> 1.



El formalismo presentado en la primer parte de la tesis, lo hemos aplicado a la
evaluacion del parametro de squeezing para el espin atéomico. En el caso de cadenas
de espines, este puede verse como un testigo del entrelazamiento de pares de espines
elementales. En sistemas que exhiben interacciones del tipo espin-foton, la aparicion
de squeezing atomico estd vinculada a la transferencia de espin entre el campo
electromagnético y el conjunto de dtomos, la cual produce una redistribucion de
la poblacion de los niveles atéomicos. En cualquiera de los casos, el estado atéomico
del sistema es un estado correlacionado con reduccién de las fluctuaciones cuanticas
sobre alguno de los observables de espin del total.

Partiendo de una descripcién microscopica del tipo de sistemas que presentan
squeezing atémico (Hamiltonianos no lineales, con interacciones cuadréticas en los
operadores de espin, como los tratados en los Capitulos 5 y 6, o aquellos que implican
interacciones dipolares entre dtomos y fotones, como el estudiado en el Capitulo 7),
hemos analizado los efectos sobre el grado de squeezing del sistema asociados con la
asimetria de la interaccién, y encontrado que ésta resulta ser un factor necesario para
la aparicion de squeezing atomico. A partir de nuestros cédlculos, hemos observado
la competencia entre las condiciones iniciales en que se prepara el sistema y las
interacciones presentes en el mismo.

En el caso de cadenas de espines 1/2, resulta evidente la dependencia del factor
de squeezing con la orientacion, en la esfera de Bloch, del estado de espin coherente
(EEC) que se elige como estado inicial. En el trabajo que se discute en el Capitulo 5,
el sistema elegido es una cadena antiferromagnética de Heisenberg del tipo XXZ con
interacciones a primeros vecinos. En el Capitulo 6, hemos ido mas alld en nuestro
estudio acerca de la dindamica de este tipo de cadenas, incluyendo interacciones mo-
duladas por un factor de forma dependiente del tipo de sitio (interacciones periddi-
cas), o de la distancia entre sitios (interacciones de largo alcance). En general, el
aumento en el nimero de sitios atémicos resulta en una disminucién en el grado de
squeezing del espin, es decir, en un aumento del valor del factor de squeezing por
encima de 1. En todos los casos surge como una de las caracteristicas fundamen-

tales la posibilidad de controlar la orientacién, el movimiento y las fluctuaciones del



espin total mediante el control de las interacciones entre sitios. Un punto de vista
interesante y que ha quedado como motivacién para trabajos futuros, es que cada
uno de los diferentes Hamiltonianos de este tipo, pueden verse como Hamiltonianos
efectivos surgidos de distintas extensiones no lineales del dlgebra de Lie ordinaria
sl(2), o de su g-deformacion U,sl(2). Este tratamiento permite una conexion con la
teorfa de grupos cudnticos (Gémez et al., 1996; Chaichian and Demichev, 1996), la
cual provee de una rica estructura matematica para el tratamiento del problema.

En el caso de un sistema con interacciones entre niveles atémicos y un campo
electromagnético, como el que estudiamos en el Capitulo 7, no existe posibilidad de
generar squeezing atomico si el estado inicial bosonico es un estado nimero. Esto
justifica la eleccién de un estado coherente como condicion inicial para el sector
bosénico. En este caso, el nimero medio de bosones del estado coherente del campo
electromagnético no afecta sustancialmente el valor central del factor de squeezing
atomico, aunque si tiende a suavizar las oscilaciones en el tiempo. Por otra parte,
un rol importante es el que juega el nimero A de dtomos presentes en la cavidad,
cuyo efecto es el de borrar el squeezing atémico a medida que A aumenta.

Con respecto al tipo de sistemas de atomos-fotones, uno de los problemas de
interés en relacién a la transferencia de espin entre el campo de radiacién y el sistema
atémico, es como ésta se ve afectada por la presencia de factores de disipacién no
controlables (Civitarese et al., 2009b). Nuestros resultados muestran que:

(a) La inclusién de interacciones dtomo-atomo produce una mejora en relacién a
la aparicion de squeezing en el sistema atémico, y es responsable de los efectos de
resurgimiento;

(b) La presencia de términos disipativos va en deterioro de la transferencia de
espin desde el campo de radiacién a los niveles atémicos;

(c) El estado inicial para el sector atémico juega un rol tan importante como el
estado inicial del campo de radiacién, al momento de producir el alineamiento de
espin atémico;

(d) El efecto principal en relacién con las interacciones dtomo-dtomo y atomo-

foton, es que éstas producen incoherencia independientemente del niimero de fotones



involucrados;

(e) Al igual que en el caso puramente atémico de cadenas de espines, hay una
dependencia de la transferencia de espin de las constantes de acoplamiento, lo cual
abre la posibilidad de modelar estos efectos mediante redes atémicas y/o trampas
ibnicas.

En general, un conjunto de atomos en interaccion con un campo electromagnético
desarrollan momentos dipolares variables en el tiempo, y el efecto de la inclusién de
una interaccién efectiva dipolo-dipolo entre sitios atémicos vecinos (Civitarese et al.,
2009a), podria ser considerada en relacién a la transferencia de espin y la aparicién

de squeezing atémico.



Apéndice A

Teoria Cuantica del Campo

Electromagnético.

A.1. Ecuaciones de Maxwell

Con el objetivo de cuantizar el campo electromagnético, serd conveniente comen-
zar con la descripcién clasica de dicho campo basada en las ecuaciones de Maxwell.
Estas ecuaciones relacionan los vectores de campo eléctrico y magnético E y H,

junto con el vector de desplazamiento D y el vector de induccion B, en la siguiente

forma :
v><H_l@D I (A1)
c ot ¢ J> ’
10B
E+ 2= = A2
V xE+ -y 0, (A.2)
V-B = 0, (A.3)
V-D = d4np, (A.4)

en donde el sistema de unidades utilizado es el cgs. Tomando la divergencia de la
primer ecuacién junto con la derivada temporal de (A.4), se obtiene la ecuacién de

continuidad para las densidades de carga eléctrica y de corriente o y j

. 0o
. — . A-
V-j+ BT 0 (A.5)

Dado que la divergencia de un rotor es nula, a partir de (A.3) puede expresarse
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el campo de inducciéon magnética B en términos de un vector potencial A
B=VxA. (A.6)

Luego, la ec. (A.2) es equivalente a

10A

E. -
v ( +C(9t

) =0, (A7)

Con ésto, y recordando que los campos gradientes son irrotacionales, el vector de

campo eléctrico es expresable segin
E=——-Vop, (A.8)

donde ¢ es un potencial escalar.

Los potenciales A y ¢ no son unicos, dado que los potenciales modificados

10x

A=A P s S A9
+ VX, == (A.9)

donde x(r,?) es una funcién arbitraria, dan los mismos campos E y B. Entonces, la
Teoria Clésica del Electromagnetismo es una teoria invariante de escala, o invariante
de gauge.

Si insertamos (A.6) y (A.8) en las ecuaciones (A.1) y (A.4), se llega a las expre-

siones
1 0%A 9 10¢ 4,
2 -V A+V(V'A+E—at) = - 1, (A.lO)

en donde se ha usado la relacién V x (V x A) = V(V-A) — V2A, en la primera de
las expresiones. Es posible simplificar la primer ecuacién eligiendo los potenciales de

modo que

10y

A’ = A1l

lo que implica que la funcién de escala y queda determinada por la relacién

1 9%y 10yp



A esta eleccion particular de los potenciales A y ¢ se la conoce como gauge de

Lorentz, y nos conduce finalmente a

1 0?A’ 47
2 .
1 0%
2 —
V QO/ — g 8t2 = —47TQ,

A.2. Ondas Planas

En el caso de un campo electromagnético en el espacio libre, j =0y o = 0. Para

este caso siempre es posible encontrar una funcién de gauge y tal que
V-A(r,t) = 0
O'(r,t) = 0 (A.14)
para todo r y t. La primer condiciéon implica que

V- (A+Vy) = 0,
—V-A = -V, (A.15)

en tanto que la segunda, es posible siempre que

10x
_ X
c Ot ’
10x
= ——=. A.16
— 5 (A.16)
Derivando (A.15) respecto del tiempo, y usando (A.16) se obtiene
10A

. =) =0. A7
V- (Vo+ 1 Oh) (A17)

Notar que el término en el interior del paréntesis corresponde a la expresion del
campo eléctrico E en término de los potenciales A y ¢, y por lo tanto este gauge es
consistente con la ecuacién para la divergencia de dicho campo (A.4) cuando g = 0.

Nos falta ver que este gauge sea también consistente con la ecuacion de Maxwell

(A.1) para j = 0. Si se toma la divergencia de esta ecuacién

10D, 19(V - D)
V-(VXH—EE) = V-(VXH)—ET
_ %(v-j). (A.18)



Dado que V - (V x H) es siempre nulo y que V - D = 479 se anula por ser o = 0,
se concluye que debe ser V - j = 0 para asegurar la consistencia del conjunto de
ecuaclones.

Este gauge, es el llamado gauge de Coulomb. La ecuacion para el vector potencial

A se reduce a
1 02A
c? Ot?

lo cual conduce a buscar soluciones en término de ondas planas transversales para

VA =0, (A.19)

el potencial A, y consecuentemente para los campos E y B.
Tipicamente una solucion para esta ecuacién esta dada por un potencial vector

real A
A(r,t) = 2¢|Ap|cos(k-r—wt+ a)
_ Aoei(k-rfwt)_i_AEk)efi(k-rfwt), (A.20)
donde € es el vector de polarizacién real y k es el vector nimero de onda; Ay =

g|Agle’ es la amplitud. Esta expresion (A.20) para el potencial A satisface au-

tométicamente (A.19) si
w = k], (A.21)
en tanto que es solucién de la primer ecuacién en (A.14) cuando k- Ay = 0, es decir,

cuando el vector de polarizacion ¢ es perpendicular al nimero de onda k. De (A.6)

y (A.8) se obtienen los correspondientes campos eléctrico y magnético:

E(r,t) = —2k|Ao|gsen(k - r — wit + )
= ikAge'* T e, (A.22)
B(r,t) = —2|Aplk xésen(k-r —wt+ «)

= ik x Age'®TN 4 e

A.3. Cuantificacién del Campo Electromagnético

Para desarrollar una teoria cuantica del campo electromagnético, es conveniente

expresar el campo en término de variables discretas. Para ello podemos confinar el



campo en el interior de una caja, de grandes dimensiones pero finita, de volumen
Q) = L3. Algo nuevo a tener en cuenta como parte del problema, es la aparicién de
condiciones de contorno que limitan los modos normales de vibracién; la solucion
general de A sera una superposicion de estos modos normales, los cuales ahora estan
discretizados.

En el interior de la caja sigue verificindose la ecuacién (A.19) para los campos en

el espacio libre. Para condiciones de contorno periédicas en las paredes tendremos

A(L7yvz7t) = A(O,y,z,t),
A(z,L,z,t) = A(x,0,z2,1), (A.23)
A(z,y,L,t) = A(zx,y,L,t).

Entonces una solucién normal estéa dada por
Ak(I', t) = Nk&zkei(k'riwkt) (A24)

donde, como vimos en la Seccion A.2

w2

2 2 2 k
ky+k, +k; = 2 (A.25)

k-& =0. (A.26)

Las condiciones de contorno (A.23) requieren que

2mn, 2mn, 2mn,
k:( e 2ty 20 ) nony,n, € Z (A.27)

en tanto que la condicién de transversalidad (A.26), implica que hay dos direcciones
de polarizacion €y linealmente independientes para cada vector de onda k.

La solucién més general para A es una superposicién de todos los modos normales.
Esta superposicion esta dada por la serie de Fourier

Alrt) = > ) oo (t) Ak + aj, (1) AL

k o=1,2

= D ) Nfiolare (t)e™™ + ag, (e ™. (A.28)

k o=1,2



El factor e*™** ha sido absorbido en los coeficientes de Fourier dependientes del

tiempo ay,(t), con la relacién
o (t) = e (0)e ™™kt (A.29)

la cual es consistente con la ecuacién para los coeficientes ay,(t) que se obtiene al
insertar (A.28) en (A.19)

d2 Ako

ez T Wiy, = 0. (A.30)

Para calcular la energia del campo electromagnético podemos recurrir a su ex-

presion clésica (Jackson, 1962)

H = > [ @E B +B-BY) (A.31)
87T Q
1 [, [10A0A" ,

donde se ha usado la expresiéon (A.8) y el gauge de Coulomb (A.14). Insertando la
expansiéon de Fourier (A.28) para el potencial A, y luego de un poco de élgebra se

obtiene

2
w . .
= Z 47r122 NiL¥(ako iy + i kcs). (A.33)

k,o
Esta expresion es andloga a la energia de un conjunto de osciladores armoénicos
desacoplados!.

Cuando se elige la constante de normalizacién para los modos normales (A.24)

2mhc?
ngk 7

N, = (A.36)

1Para establecer esta analogia es conveniente expresar los coeficientes ay, y ay, en término de una variable gy

con dimensiones de longitud, y una constante my con unidades de masa en la forma

1

agoe Wkt — (mw +1
ko NeTTTE (MrWk Ko + iPko)
. 1
al ekt = (Mmpwike — Pk A.34
ko \/m( kWkdko D 0)7 ( )
—~c2 sz
donde pxy = Mgk . Con esto, y eligiendo la constante de normalizacién tal que N2 = ng:k , la expresion para la

energia del campo se reduce a

> .2 2 2
H=_— Pko | MkY%%s (A.35)

Koo 2my, 2
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la energia del campo electromagnético se reduce a
1 * *
H = 5 Z hw (ko 0y + Qe Okor ) s (A.37)
k,o
la cual puede verse como la suma de oscilaciones armoénicas del campo. En otras pal-
abras, los modos normales del campo electromagnético se comportan dindAmicamente
como osciladores clasicos con energia hwy.

Ahora se estd en condiciones de realizar la cuantizacion de este problema. Esto
implica que las variables que describen la dinamica del campo ax, y a,,, deben ser
interpretadas ya no como funciones, sino como operadores que indicaremos con Q.
y dLJ respectivamente.

A partir de la cuantizacion canodnica

[Gko» Prror] = 1hoxxdo,0r,
[quay(jk’a’] = [ﬁkaadk’a’]zo (A38>

y de (A.34), se infieren las reglas de conmutacién de los operadores ay, y dL,:

- AT _
[akaaak/gl] = §k,k/6a,o’a

[dkaa dk’a’] = [dLo" di/U/] = 0. (A39>

El Hamiltoniano que describe al campo electromagnético (A.37) también serd in-

terpretado como un operador:

. 1
H:§memmew

k,o
1
::Zm%%%+ﬁ (A.40)
k,o

A partir del mismo, se determina la evolucién temporal de los operadores ay,,

mediante las ecuaciones de movimiento de Heisenberg

a&kd 2

h = |ako, H

o i, H]
= hwk&kg O dkg = —iwk&ko, (A41)
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la cual formalmente, es idéntica a la ecuacién cldsica de movimiento (A.29). Tomando

la adjunta de esta ecuaciéon se obtiene la ecuacién de movimiento para d;rm

iy = iwyal . (A.42)

Por 1ltimo, a partir de la expansion de Fourier para el vector potencial

A(I‘, t) = Z Ni€ko <&kg(t)€ik‘r + CALLG(t)G_ik'r) , (A43)
k,o
y de las ecuaciones de movimiento, se obtienen los Operadores de Campo
" 1 aA i ~ A ikr ~ —ik-r
E(r,t) = _EE = E;Nkwkgkg (akg(t)e ler CLlT(O_(t>€ k > s (A44.)

B(r,t) = VxA=Y Nikx s, (akg(t)eik* - afw(we—ik*) . (A45)

k,o
Como consecuencia de haber impuesto la condicién de cuantizacion (A.39), es
que los campos E(r, t)y B(r, t) no conmutan, y por lo tanto no pueden ser medidos

simultaneamente.

A.4. Estados de Fock

Consideremos un unico modo del campo electromagnético con frecuencia w, al que
le corresponden operadores @ y a'. Si |n) es el autoestado de energfa correspondiente

al autovalor de energia F,,, entonces
Hn) = hw (de + %) |n) = E,|n). (A.46)
Al aplicar el operador a sobre la ecuacion anterior,
aH|n) = ([a, )+ fm) n) = (fm + Ha) In) = E,a|n)
—  Haln) = (B, —hw)an). (A.47)

Esta ultima ecuacién indica que el estado a|n) también es autoestado de energia,

pero correspondiente a un autovalor reducido en una unidad Aw respecto del de |n):

In — 1) = ayaln), (A.48)
Bt = E, — hw, (A.49)
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donde a,, es una constante a ser determinada de la condicién de normalizacién
(n—1n—1) = 1. (A.50)

Si se repite el procedimiento un nimero n de veces, la energia ird disminuyendo en

una unidad Aw cada vez, hasta obtener
Hal0) = (Ey — hw) alo), (A.51)

donde Ej indica la energia del estado fundamental, y por lo tanto Ey — Aw corre-
sponderia a un autovalor de energia menor que FEy. Pero en el caso del oscilador no

estan permitidas energias por debajo de Ejy, y se concluye que
al0) = 0. (A.52)

El estado |0) es el estado de vacio, y utilizando esta relacién en la ecuaciéon (A.46)

puede obtenerse su energia

. 1
HI0) = Shwl0) = Eo|0),
1
- B = jhw (A.53)

Teniendo en cuenta este valor de la energia para el estado fundamental y luego de
aplicar sucesivamente la relacién (A.49), pueden obtenerse las energias de los estados

excitados

E, = (n + %) hw. (A.54)

Juntando ésta y la ecuacién y la ecuacién de autovalores (A.46), se llega a
ataln) = nin), (A.55)

es decir, que el autoestado de energia |n) es también autoestado del operador nimero
n = ala.
Ahora resulta inmediata la determinacién de la constante de normalizaciéon en
(A.48)
(n —1n — 1) = |a,|*(n|a’a|n) = n|a,|*(n|n) = 1. (A.56)

163



—-1/2

Si |n) es un autoestado normalizado, entonces a,, = n~ /2. Entonces, la accién del

operador a sobre un autoestado de energia queda determinada por

alny = van — 1). (A.57)

Siguiendo el mismo razonamiento a partir de (A.46) pero con a', se llega a
a'ln) = vn+ 1|n + 1). (A.58)

Entonces vemos que todos los autoestados de energia pueden generarse a partir del

vacio por aplicacion sucesiva del operador af

my = @) (A59)
Dy |

Los estados de Fock |n) forma un conjunto completo de estados, es decir

> |n)n| =1. (A.60)

Un vector de estado arbitrario, podra ser expresado en general como una superposi-
cion de autoestados de energia

) =) caln), (A.61)

n

donde ¢, son coeficientes complejos.

Como surge de (A.54), los autovalores de energia son discretos, en contraste con
lo que ocurre en una teoria clasica del electromagnetismo donde la energia puede
tomar cualquier valor. Por otra parte, hay una energia residual Ey = hw/2, a la que
se llama energia de punto cero.

Una propiedad interesante de los estados de Fock |n) es que el valor esperado del

operador de campo correspondiente a un tinico modo linealmente polarizado

A . 27'1'7:0(,0v ~ dkr—w ~t —itkr—w
E(r,t) =iy[—5-¢ (et —alemtert) (A.62)

se anula, debido a (A.57), (A.58) y a la ortogonalidad de dichos estados

(n|E|n) = 0. (A.63)



Sin embargo, el valor esperado del cuadrado del campo electromagnético, el cual es

proporcional a la intensidad del campo, es

- 2mhw . . , .
(n|E%*n) = 7;3 £-&(n| (de“” — &Te_’k'r) (&elk'r — &Te_’k'r) |n)

2mhw

= “(nl (aa' + ala) n)
27 hw

- 7;3 (n] (1 +2a'a) |n)
4dhw 1

= L3 <n —|— 5) (A64)

Este resultado muestra fluctuaciones del campo en torno a un valor medio nulo,
aun para el estado de vacio |0). Estas fluctuaciones del vacio son responsables de
muchos fenémenos de interés en 6ptica cuantica, como lo es por ejemplo, la emision
espontanea de un atomo en un estado excitado.

Los autovalores de energia (A.49) pueden ser interpretados como los correspon-
dientes a n cuantos del campo electromagnético o fotones, cada uno con energia hw.
Es por eso que los autoestados |n) también se conocen como estados nimero de fo-
tones, v a los operadores @ y a' se los denomina operadores de destruccion y creacion
respectivamente, ya que al disminuir o aumentar la energia en una unidad, se los
puede interpretar como operadores que disminuyen o aumentan en uno la cantidad
de fotones presentes. Claramente, se ve en las ecuaciones (A.57) y (A.58), que éstos

cambian un estado con n fotones a uno con n — 1 o n + 1 fotones.

Todo este formalismo considerado para un tinico modo del campo electromagnético
puede extenderse para tratar campos con multiples modos.
El Hamiltoniano (A.40) es la suma de las contribuciones de los varios modos

normales del campo electromagnético

H=> He,, (A.65)
k,o
donde
N A 1
Hkg = hwk Qy , Oko + 5 . (A66)
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Como consecuencia de la estructura del Hamiltoniano (A.65), sus autoestados pueden
ser factorizados con respecto a los distintos modos normales. Un autoestado gene-
ral de H podra tener ny,,, fotones en el primer modo, ny,,, en el segundo, etc., y
lo indicaremos como [Nk, o, s Mkyogs s Nkjoys ---)- Fistos autoestados son un producto

directo de autoestados |ny,s,) correspondientes a osciladores independientes

|7’Lk101, Nkoogs ++s nkm, > = |nklal>|nk202>...]nklal>... (A67)

Dy, S ~t
Los operadores de aniquilacion y destruccion axq, y Gy, , destruyen o crean un

cuanto sélo en el modo [-ésimo

aklal\nklgl,nb@,...,nklgl,...> = w/nklal|nkml,nk202,...,nkm — 1,...>,
AT _
ey |1 015 Mheros -0 Moy ) = A/ Moy + LTo1s Meaory s o Mgy + 15 -02)

(A.68)
Ahora el operador ntimero Nka del modo normal k, se define por la relacion

Nka |nka> = &Lgdko |nk0>

= nko‘|nk0> (nko = 07 17 27 )7 (A69)

y por lo tanto la energia E esta dada por

E=> hw <nkg + %) : (A.70)
k,o

Por 1ltimo, el vector de estado mas general para el campo es una superposicion

lineal de estos autoestados:

’w> - Z Z Z "'anlal7nk2027~~~nklal~” Nkio15 Nkaoay -+ N0y >

Nkyjoy Mkgoy  Tkyoy

= Z C{nka}|{nkg}>. (A71>
{ro

Esta tltima expresién incluye no sélo estados producto, sino estados mas gen-
erales con correlaciones entre los distintos modos del campo, que pueden resultar de

la interaccién de dichos modos con un sistema comun.
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A.5. Interaccion del Campo Electromagnético con la mate-
ria

En la mayoria de los casos puede suponerse que la materia estd formada por
particulas, donde cada una de éstas tiene una masa m; y una carga e;2. La interaccién
de cada una de estas particulas con el resto puede describirse por medio de un
potencial V(z;...z;). Tales modelos de sistemas de muchas particulas se utilizan, a
diferentes escala, tanto en fisica atomica, molecular y fisica del estado solido, como
en fisica nuclear, y en fisica de particulas elementales. El Hamiltoniano para tal
sistema de muchos cuerpos (ver Apédice B), en un tratamiento no relativista tiene
la forma

~2
2 b
H= Z o V- (A.72)

Para ver como se modifica esta expresion por la interaccion del sistema con un
campo electromagnético, se puede recurrir al principio de invarianza de gauge. Con-
sideremos por un momento el movimiento libre de una tnica particula. Entonces, si
la funcién de onda 1 (r,t) es solucién de la ecuacién de Schrodinger,

—R2_, o

la funcién transformada v (r, t)exp (f—ix), donde y es una fase constante arbitraria,
también es solucién de (A.73) y los observables de la teoria, tales como autovalores,
valores esperados, probabilidades de transicion, etc., permanecen sin cambio. Dis-
tinto es el caso si la fase y es una funcién que varia localmente, es decir que depende
de las coordenadas y del tiempo

e

W(r,t) — P(r,t)exp (h—cx(r,t)) ) (A.74)

En este caso claramente, no se satisface la ecuacion de Schrédinger a menos que se

agreguen nuevos términos:

—h? ie oY
{% {V - ﬁA(r,t)z} + ep(r, t)} = zha, (A.75)

2No necesariamente las particulas deben ser electrones.
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donde las funciones insertadas A(r,t) y ¢(r,t) deben transformarse segin

A(r,t) — A(r,t)+ Vx(r,t),

~ox(r,t)
ot

o(r,t) — o(r,t) (A.76)

Estas funciones pueden identificarse con los potenciales del campo electromagnético
(A.9), que como vimos en la Seccién A.1, son invariantes de escala. Debido al reque-
rimiento de la invarianza bajo una transformacion de fase global, ahora la ecuacion

(A.75) tiene la forma

Nl
Hy = ih (A.77)

Esta ecuacién representa la interaccién de una particula de carga eléctrica e con un
campo electromagnético, donde v (r,t) es la funcién de onda que describe a dicha
particula. Entonces, la ecuacién de Schrodinger mas el concepto de invarianza de
gauge local, introduce en forma natural el campo electromagnético, y da el término
de interaccién correcto. En el caso de un electron ligado por una fuerza central, como
es el caso de los electrones ligados al niicleo atémico, debera agregarse en (A.75) el

correspondiente potencial central V (r).

A.6. Aproximacién Dipolar

Consideremos el problema de un electréon ligado al nicleo atéomico, en el caso en
que todo el atomo esta inmerso en una onda electromagnética plana. En el gauge de
Coulomb (A.14), en donde el potencial escalar es nulo (¢(r,t) = 0), el Hamiltoniano

tiene la forma

[ % {v _ %A(r, t)} V(). (A78)

Por otra parte, la condicién V - A=0 implica que

~ ~

p,A] = —ihV-A =0,
— p-A = A.p, (A.79)
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y al desarrollar el cuadrado en (A.78) obtenemos

A 1 o 2 .
H=— [fﬁ 2215 A+ (2) AQ] + V(). (A.80)

2m

Entonces el Hamiltoniano total del sistema particula + campo tiene la forma
ﬁtot = I:IO + f{int
— H,+ H,+ Hyy, (A.81)
con

+V(r),

o
2m
. 1
HC = Zhu)k aTkUakg+ 2) s
ko

2

~ ~ ~

Hy = ——p-A+ A? (A.82)
mc

2mc?
El término ﬁmt en (A.82) representa la interaccién de una particula (en particular
de un electrén) con el campo electromagnético. El término proporcional a A? puede
despreciarse en calculos no relativistas ya que es del orden de ¢=2. Luego, reteniendo
solo el término proporcional a A, y usando su forma explicita en una teoria cuantica

del campo electromagnético (A.43)

~

i, = -5 N, C,( ek k) A 83
. mcp Z ko | Groe —i—ako ( )

En el caso ya no de una unica particula, sino de un sistema de particulas, el Hamil-

toniano del sistema es
Hy = H, + Z aHD + Z qY (A.84)

Por simplicidad se omitira la suma y el indice ¢, y se haran explicitos en el momento
que sean necesarios.

Counsideremos estados de la forma
|part + campo) = |a)|...nke..), (A.85)

donde |a) representa el estado del sistema de particulas, y |...ny,...) es el producto

directo de estados de Fock, cada uno correspondiente a un modo de oscilacion del
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campo electromagnético (A.67). La interaccion en (A.83) puede generar transiciones
entre los estados (A.85). Dado que esta interaccién sélo contiene términos con un
operador de creacién af o de aniquilacién a, H;,; induce transiciones en donde un
unico fotén esta presente en el proceso, es decir, que el sistema puede decaer de su
estado inicial |a;) a un estado final |as) emitiendo un fotén, o en el proceso inverso,
podria excitarse desde un estado inicial |a;) a un estado final |as) por absorcién de
un foton.

Indiquemos con el indice i (j) al estado inicial (final) del sistema total particulas

+ campo.

i) = |ag)|...nko--),
If) = lag)]...nig--)- (A.86)

El elemento de matriz de transicién entre estos estados estd dado por

2 . € A ik r A
(f el = —— kZNk {(af|p g€ T]a) X (el | i) cc} .
(A.87)
En el caso en que la longitud de onda del campo electormagnético es mucho mas

grande que las dimensiones del sistema k - r ~ A~ < 1, y uno puede retener sélo

el primer término de la expansion en serie de Taylor de la funcién exponencial
. 1
kT — 14k -r — 5(z'k )+ . (A.88)
Luego, en la aproximacion dipolar, el elemento de matriz de transicién entre estados
tiene la forma

(f|Hinli dlp———ZNk,gk,, (af|Plai) ¥ {(.0y..|Gaor | Mo + cC} .
kl /

(A.89)

El elemento de matriz (ay|p|a;) puede ser escrito en otra forma:

dr

R r .. o~
laglblai) = laglm— la;) = —mz [, H]

h
= —mﬁ(af|f'H — Htla)) = —m(B; - Ey){aytla)

= imwy(ar|t|a;) (A.90)
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Luego el elemento de matriz (A.89) puede expresarse en términos del elemento de

matriz del operador dipolar er, y de alli el nombre de la aproximacion.
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Apéndice B

Tratamiento de Sistemas

Cuanticos de Muchos Cuerpos

A lo largo de esta tesis hemos tratado con cierto tipo de sistemas cuanticos, cuyo

comportamiento puede describirse por dos clases de problemas generales:

(a) El de un sistema de espines 1/2 localizados, que interactiian entre si mediante

una interaccién de intercambio,

(b) y el de N dtomos idénticos, con unos pocos niveles activos, interactuando con

un campo electromagnético cuantizado.

Bajo ciertas condiciones, los sistemas correspondientes al caso (a) pueden ser
descriptos por el modelo de Heisenberg (Greiner et al., 1994) del ferromagnetismo
(ver Capitulo 4) en sus distintas versiones: interacciones de corto y largo alcance,
Hamiltonianos isotrépicos o anisotrépicos. En tanto, los sistemas incluidos en (b),
pueden simplificarse de modo de incluir solamente interacciones dipolares entre dos
o tres niveles atémicos; el sistema puede ser modelado por un Hamiltoniano de
Jaynes-Cummings (Jaynes and Cummings, 1963), en el caso de un tnico dtomo, o
por un Hamiltoniano de Dicke (Dicke, 1954) en el caso de varios dtomos presentes
en el sistema.

La solucién exacta de estos modelos es conocida, y se obtiene mediante la apli-

cacion de técnicas basadas en la teoria de grupos. Particularmente, el tratamiento del
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acoplamiento foton-estados atomicos puede realizarse diagonalizando el Hamiltonia-
no en el espacio producto directo entre grados de libertad fermiénicos y bosénicos.

Sin embargo, existe una limitacion obvia para el tratamiento exacto, que esta dada
por el rapido crecimiento de la dimensién de la matriz del Hamiltoniano.

Esto lleva a la necesidad de estudiar soluciones aproximadas de los sistemas
propuestos, basadas en métodos no perturbativos, que han sido originados y muy
bien desarrollados en el marco de problemas de muchos cuerpos de fisica nuclear.

Dada la naturaleza de los problemas en estudio, uno podria pensar en la existencia
de fenémenos colectivos que implican la participacién de todas las particulas en el
sistema. Las contribuciones de cada uno de los pares fermionicos que representan la
excitacion y desexcitacién de los niveles de energia, podrian constituir una especie
de onda de espin de naturaleza bosoénica. De ser asi, uno podria usar un proceso de
linealizacion de las ecuaciones de movimiento, como son las aproximaciones TDA y
RPA. En forma alternativa, se podria pensar en un Hamiltoniano bosénico efectivo,
obtenido a partir del original, mediante otra clase de técnicas de muchos cuerpos
conocida como mapeos bosénicos que preservan el dlgebra de los operadores.

Este apéndice intenta describir los conceptos principales de estas técnicas, y
mostrar la utilidad de las mismas en la resolucion de los problemas de interés, a
partir de resultados concretos presentes en la bibliografia. Algunas de las técnicas
aqui descriptas, han sido aplicadas con éxito al estudio de la estructura de las solu-
ciones de sistemas que pueden ser modelados por Hamiltonianos del tipo de los

tratados en los capitulos anteriores.

B.1. Modelo de Particula Independiente

Como ejemplo del modelo de particula independiente, podemos analizar lo que
ocurre en el caso del nucleo atémico, el cual es un sistema cuantico de muchos
cuerpos. La aplicacién del modelo a este sistema fisico concreto, puede ser de utilidad
para entender, en mas detalle, casos como los tratados esta tesis (sistemas cudnticos

complejos, cuyos grados de libertad efectivos se pueden descomponer en estados
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fermidnicos o bosénicos independientes, y/o estados acoplados)

Con el objeto de dar una descripcion microscépica de las propiedades de los
nicleos, uno puede comenzar usando un modelo en donde los nucleones en el ntcleo,
pueden considerarse como particulas independientes moviéndose en érbitas casi no
perturbadas de particula simple. Aceptando esta idea, es natural proponer que la
dindmica de cada particula esta gobernada por un potencial promedio debido al
resto de los nucleones. Un modelo de este tipo, trata a cada nucleén en forma
completamente independiente del resto, aunque la interaccion nucleén-nucleén entra
en el modelo en forma indirecta a través del potencial medio. A este modelo se lo
conoce como modelo de capa o modelo de particula independiente. Este modelo es
ciertamente una aproximacion al problema exacto de muchos cuerpos, pero puede
ser utilizado como base para teorias mas elaboradas.

Una teoria microscépica completa del ntucleo podria derivarse de la solucién de

la ecuacion de Shrodinger

A A
HU = {Zt(mi) + Zv(xi,xj)} U(zy,.x4) = BV(xy, ..., 24), (B.1)

i=1 i<j

donde t es la energia cinética y v la energia potencial de interaccién entre particulas.

La cantidad x; representa las coordenadas de la particula i-ésima, incluyendo la

coordenada espacial r; y las variables discretas tales como el espin y el isoespin.
Bajo la asuncion del modelo nuclear de capas, la ecuacion anterior se reduce a

una mucho mas simple

A

A
HyU = {Z h(:cl-)} U= {t(x;) + V(x:)} ¥ = EV. (B.2)

=1

Las soluciones ¥ de la Ec. (B.2) son productos antisimetrizados de funciones de
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particula simple!

Ory (T1) .. Pk (Ta)
Dy, oy (21, .,a) = : : ; (B.5)
(bkA (xl) e (bkA (xA)
con autovalores
Ey kg = €y + oo+ €y, (B.6)

donde las funciones ¢, forman una base completa de autofunciones del Hamiltoniano

~

hii

~

hior(z;) = exdr(;). (B.7)

A cada nivel de energia k le corresponde un par de operadores de creacién y
destruccion d;, aj que crean o aniquilan una particula con funcién de onda ¢y. En el
caso nuclear, dado que los nucleones son fermiones, cada nivel puede ser ocupado por
una unica particula a la vez segun el principio de exclusion de Pauli; los operadores

d;, a anticonmutan
{a, af,} = - (B.8)

En el espacio de Fock, el vector de estado correspondiente a la funciéon de onda en
(B.5) puede escribirse a partir de los operadores de creacién d,t actuando sobre el

vacio |0), definido como el estado carente de particulas, ax|0) =0

|Pry.kn) = G, ...}, ]0). (B.9)

IEsta es la forma de incluir los efectos de la antisimetria de la funcién de onda de un sistema de A fermiones,
como lo es el nicleo atémico. A este producto se lo conoce como determinante de Slater, y es equivalente a la

expresion
1 X
Dy by (21, a) = A . sign(P)P{dk, (x1)...dk , (xa)}. (B.3)

La suma es sobre todas las posibles permutaciones de las A particulas en los niveles (ki...k4); la funcién sign(P),
describe el cambio en el signo de la funcién de onda por intercambio de dos fermiones. En forma andaloga, una

funcién de onda totalmente simétrica, la cual corresponde a un sistema de A bosones, puede representarse por

1 1 <
P = P . B.4
kyokg (T15s2a) VA Vit {bky (®1)---1 4 ()} (B.4)
P
En esta expresion, los enteros ny indican el ndmero de ocupacién de cada nivel, de modo que = N. En el caso

Nk

fermidnico, el niimero de ocupacién de cada nivel sélo puede valer 0 o 1.
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En el estado fundamental de un sistema con A nucleones, los diferentes niveles
estdan todos ocupados con exactamente una particula hasta el nivel de Fermi (el nivel
ocupado de mayor energia); los niveles con una energia mayor a la del nivel de Fermi

se encuentran todos vacios. Entonces, para el estado fundamental se tiene
@) = al..al\|0). (B.10)

En analogia con el gas de Fermi, las excitaciones del sistema corresponden a
promover un nucleén desde un nivel por debajo del nivel de Fermi, a alguno de los
niveles por encima de éste. En el caso en que sélo un nucledn es promovido, se habla
de un estado 1p — 1h. Haciendo uso de los indices ¢, j para los niveles por debajo
de la superficie de Fermi (¢; < €r), e indicando con n, m los niveles por encima de
la superficie de Fermi (e, > €p), una excitaciéon de este tipo (ph) puede expresarse

en la forma

|®,,;) = al,a;| Do) = +al,al...al_al,,...al|0), (B.11)

T

en donde se ha usado que el operador a,a; es el operador numero del nivel i-ésimo,

junto con
a;a}[0) = (1 + ala;)|0) = [0), (B.12)

que se infiere de la relacién de anticonmutacién (B.8). El signo +(—) corresponde a
un numero par(impar) de permutaciones de operadores de un fermién.

Entonces, el determinante de Slater (B.5) forma un conjunto completo de estados
para un sistema de A nucleones, en donde cada estado del sistema esta caracterizado
por una distribucion particular de los nucleones en los distintos niveles obtenidos a
partir del potencial de particula independiente, V' (x;). Esta es la base que usualmente

se utiliza para estudiar el Hamiltoniano de muchos cuerpos H (B.1).

B.2. Meétodos Variacionales

En el modelo sencillo de particula independiente, uno descompone H en la forma

A
ﬁ:T—f—ZU(ZEi,iﬁj) :f{o—f—VR, (B13)
1<j
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con la interaccion residual
A

Vi = ZU(%’,%‘) - Z V(zy), (B.14)

i<j
de modo tal que Vi sea lo suficientemente pequena y pueda despreciarse. El problema
ahora es encontrar ese tal potencial efectivo V'(z;).

Una forma es proponer un potencial particular, asumiendo que éste describe en
buena medida los efectos de las interacciones mutuas, investigar sus consecuencias,
y contrastar con los resultados experimentales.

En forma maés sofisticada, es posible derivar este potencial de un cuerpo a partir

de las interacciones de dos cuerpos

A

V(LA = vla,z)) ~ ZV(:@), (B.15)

i<j=1
mediante un principio variacional. Esto es posible ya que el problema de autovalores

de la ecuacion de Shrodinger
H|U) = E|T), (B.16)

es equivalente a la ecuacién variacional

SE[U] =0, (B.17)
_ (Y|H]Y)
E[V] = T (B.18)

Esto significa que la energia del sistema como funcion de los vectores de estado en el
espacio de Hilbert, tiene un extremo cuando |¥) es la solucién exacta de la ecuacién
de Schrodinger.

El método variacional es especialmente adecuado para determinar el estado fun-

damental del sistema, ya que para cualquier funcién de prueba |¥)
E[V] > Ey, (B.19)

y en el caso en que el estado fundamental es no degenerado, la igualdad se da sii

|W) es proporcional a la solucién exacta [Wy). Si ahora se quiere calcular el primer
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estado excitado |¥), se debe resolver la ecuacién variacional (B.17) en el subespacio
ortogonal a |¥y), ya que ahora, dentro de ese subespacio, el valor esperado minimo
de H se alcanza sobre el estado |W1). A la resolucién de la ecuacion variacional debe
agregarse la condicién de ortogonalidad (¥|¥y) = 0. Asi se podria seguir hasta
calcular todo el espectro.

Sin embargo en la practica uno no conoce |¥) en forma exacta, ya que la variacién
se lleva acabo en un subconjunto restringido del espacio de Hilbert, y entonces uno
obtiene sélo una aproximacién |®g) al estado fundamental. Luego, para el primer
estado excitado, también se obtendréd una aproximacién |®;) de la verdadera funcién

de onda, a patir de (B.17) y de la condicién adicional
(D1]Pg) = 0. (B.20)
Para el segundo estado excitado, habra dos condiciones adicionales,
(Py|P1) =0 y  (Dg|Dg) =0, (B.21)

y asi, a medida que se desean obtener mas y mas estados excitados la cantidad de

condiciones a satisfacer, se vuelve inmanejable en la mayoria de los casos.

B.2.1. Meétodo de Hartree-Fock

El método variacional de Hartree-Fock asume que tal potencial medio de particu-
la independiente existe, y propone como funcién de onda de prueba para describir
los estados del sistema, el producto antisimetrizado de la Ec. (B.9), construido a
partir de A funciones de onda de particula simple ;, elegidas arbitrariamente, pero

ortogonales. Entonces, el Hamiltoniano debera poder expresarse en la forma

A
HIF = Z h(i), (B.22)

y las autofunciones correspondientes al autovalor minimo EX¥ se supondrdn una

buena aproximacion a la funcién exacta del estado fundamental

|HF) = |®(1...A)) = Haj|o>. (B.23)
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Al usar el conjunto de determinantes de Slater {®} como funciones de prueba, el

Hamiltoniano H (B.1) en segunda cuantizacién, puede ser escrito como

~

o = Z(k1]t|k2>a21ak2+4—1 D (knkaldlksks) — (kaka|d|kaks))af, af, an, x,
k1ko k1koksky
A A 1 . A At oA
= Ztklkzazlakﬁrz D kikakshalih, 0, Gy, (B.24)
kiko k1koksky

donde Uk, sk, €5 €l elemento de matriz antisimetrizado para el operador de dos
cuerpos 0(z;, z;). A partir de esta expresion, puede calcularse la energfa de Hartree-

Fock
A A

- 1

i=1 ij=1

Lo que resta hacer, es minimizar esta expresion de la energia, haciendo que su
variacién sea nula. Al hacer ésto, el problema se convierte en un problema de au-
tovalores, cuya estructura puede resultar més clara al escribirla en el espacio de

coordenadas:

2hmv o) + Z/drvrr s (1 ] or(r Z/drvrr (i (r")pr(r") @i(r)

= enpr(r), (B.26)

que puede reescribirse en la forma

{_;_mVQSOk(r) + FH(I‘>} or(r) + /dr’l‘;n(r, ror(r') = eppon(r), (B.27)

la cual corresponde a una ecuacién de Schrodinger no local.

Hemos definido

FH:/drvr r') Zm W ok (B.28)

al cual se lo conoce como potencial de Hartree, y el término de intercambio

[ra(r, 1) (r, 1’ Z% (B.29)

Este ultimo término surge de haber usado funciones de onda antisimétricas para

la descripcion del sistema. Un célculo variacional utilizando funciones de onda que
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fueran simplemente un producto de las funciones de onda de particula independiente,
sin la condicion de antisimetrizacion, hubiera dado tinicamente el potencial local de
Hartree.

El sistema de ecuaciones (B.27) genera un problema autoconsistente, ya que los
potenciales I'y y I'7,,, dependen de las propias soluciones del sistema. Las ecuaciones
pueden resolverse por iteracion, comenzando con un conjunto de funciones de onda
vk, con las cuales se calculan los potenciales I'y y I'7,; con estos potenciales en
el sistema de ecuaciones (B.27) se calcula un nuevo conjunto de funciones de onda
de particula simple, y se inicia otra vez el ciclo. El proceso termina, cuando los
potenciales permanecen sin cambio entre dos ciclos consecutivos (o al menos cuando

su variacién es menor al error que se pretende cometer). En ese caso,

A
Dy = Z Uki ki (B.30)
=1

es el potencial medio que siente una particula debido a la interaccion con el resto
de las particulas en el sistema, que corresponde al Hamiltoniano de particula inde-
pendiente requerido:
> (tew + Tow) i =Y erdfi. (B.31)
kk! k
Finalmente, de (B.25), (B.30) y (B.31) se obtiene la energia correspondiente al estado
|HF)

A A

i=1 ij=1
Notar que esta energia no es simplemente la suma de las energias de particula

independiente.

B.3. Excitaciones Colectivas

Las propiedades basicas del estado fundamental de sistemas de muchas particulas,
pueden entenderse mediante el modelo de particula independiente (Seccién B.1), el

cual también es el punto de partida para el método de Hartree-Fock (Seccién B.2.1).
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Los estados excitados sin embargo, también resultan de sumo interés como parte
del estudio del sistema. Por ejemplo, en el caso del ntcleo atémico, los espectros
de los estados excitados son de importancia al momento de entender la estructura
nuclear (Ring and Schuck, 1980). Algunas de estas excitaciones pueden ser descriptas
adecuadamente en el modelo de capa, a partir de excitaciones del tipo ph. Pero no
todos los estados excitados pueden reproducirse en el marco de este modelo, debido
a que deben tenerse en cuenta la participaciéon colectiva de las particulas del sistema.

Si partiendo del modelo de particula independiente para un sistema de A nu-
cleones, se llena cada uno de los niveles hasta el nivel de Fermi, entonces las ex-
citaciones de 0, 1, 2,...,N particulas, forman un conjunto ortogonal y completo que
puede utilizarse para expandir las verdaderas funciones de onda del sistema, tanto

la correspondiente al estado fundamental |0) como la de los estados excitados |v)

1
0) = CO|HF) + Y Chal,a; HF) + T S8, abalaa | HF) + ..

mi-'m n,ij - m-'n
mi mnij

1
v) = C{|HF) + Y Chal,a;|HF) + 1 >y, abalaa ) HF) + .. (B.33)

mn,ij-m-'n
mnij

en donde los indices m, n (i, j) se refieren a los niveles por arriba (debajo) del nivel
de Fermi. El operador af a; aniquila una particula por debajo del nivel de Fermi
(crea un hueco) y crea una particula por encima de este nivel, y por eso se llama
operador de creacién hueco-particula.

La diagonalizacién exacta de H en la base completa (B.33) es un problema no
resoluble. Uno podria suponer que la contribucién dominante se debe sélo a excita-

ciones del tipo ph, y entonces la expansién (B.33) podria aproximarse por

v) ~ C{|HF) + ) Chyal,a;| HF). (B.34)

mi-'m
mi

La aprozimacion Tamm-Dancoff supone que las correlaciones sélo beben tomarse
en cuenta para los estados excitados, mientras que el estado fundamental permanece

inalterado. De esta forma, para el estado excitado sélo es suficiente retener el término

mi'm

vy =Y Criala|HF). (B.35)
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Esta aproximacion considera interacciones entre pares ph sobre un estado fun-
damental no correlacionado |H F'). El problema mds general, considera excitaciones
colectivas construidas sobre un estado fundamental correlacionado de Hartree-Fock

(Random Phase Aproximation RPA)

B.3.1. Aproximacién Tamm-Dancoff (TDA)

Consideremos un conjunto de autoestados exactos del Hamiltoniano H de un

sistema de muchas particulas, como el dado en (B.24)
H|v) = E,|v). (B.36)
Es posible definir operadores @, y @} de forma tal que
W) =QL0) vy Q,[0)=0. (B.37)
QIT, podria elegirse por ejemplo, como
QI = |v)(0]. (B.38)

A partir de la ecuacién de Schrédinger (B.36) puede obtenerse la ecuacién de

movimiento
[H,Q]|0) = (B, — Eo)Q}|0). (B.39)

La aproximacién TDA consiste en aproximar el estado fundamental |0) por el estado

de Hartree-Fock |HF'), y el operador QJ, por el operador colectivo
Q) =) Chiilis. (B.40)

En esta aproximacién estamos restringiendo el espacio al de excitaciones del tipo
p — h. En la proxima seccion veremos una generalizacion de este tratamiento que se
basa en un vacio mas complejo, y de cuyas soluciones pueden obtenerse las ecuaciones

para los coeficientes C},; del caso TDA como una particularizacién del problema.

B.3.2. Estado Fundamental Correlacionado: RPA

Para casos més generales puede tratarse al estado fundamental y a los estados

excitados en una forma simétrica, permitiendo que ambos contengan pares de hueco
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particula. Esto significa que los estados excitados pueden obtenerse tanto creando
como destruyendo un par hueco-particula sobre el estado fundamental. Entonces

una generalizacién del operador (B.40) estaria dada por

me

El estado fundamental en la aproximacién RPA, se define en forma anéloga a (B.37)
Q,|RPA) = 0. (B.42)

Los autoestados |v) = QT|RPA), deben ser ortonormales:
V') = b, (B.43)

Pero en funcién a la definicién (B.42) de los estados excitados y a la definicién del

vacio (B.42)

(Vlv) = (RPAIQ,QIIRPA) = (RPAIQ,Qf — QlQ./|RPA)
= (RPA[[Q,, Qf]|[RPA) = b,,. (B.44)

Utilizando la definicién explicita para el operador QJ, en la condicién de normal-
izacion se obtiene la expresion

— Y XVSXU(RPA|(6a,, dfa,]| RPA)

mnij

— > YEYY(RPA|[A] dy, dla,] | RPA) = 6,
mnij

(B.45)

El resto de los términos se anulan, ya que d}&m&}&n\RPA) = 0, pues implica la
destruccion de dos pares de hueco-particula en el estado fundamental. Vemos de la

relacién anterior, que la condiciéon de normalizacion es posible si
(RPA|[a}ay,, a6 a;]|RPA) = 6;;0m. (B.46)

Todavia no conocemos como es el estado fundamental |RPA). Si asumimos que este

estado fundamental correlacionado no difiere demasiado del estado |H F), podemos
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evaluar el conmutador en esta aproximacion

(RPA|[afam, afa;)|RPA) = 60 — 6 (RP Al i | RPA)
—0nm(RPA|dla;| RPA), (B.47)

expresion que es distinta a la requerida en (B.46) a menos que
(RPA|4}am| RPA) <1y (RPA|ala;|RPA) < 1. (B.48)

Esta condicién es conocida como aprozimacion de cuasi-bosdon, ya que (B.46) seria
una relacién exacta si los operadores de creacién y aniquilacién de un par ph, al a;
y d}dm, conmutaran como operadores bosénicos.

Para una variacién arbitraria §@Q),|0), la cual representa un estado arbitrario,

puede obtenerse, a partir de la ecuacién de movimiento (B.39) y del hecho que

(0@} =0
(0/16Q. [, Q1]I0) = (B, — Eo){0][6Q, Q1]0). (B.49)

En el modelo RPA esto corresponde a

Y (RPA| [&jam, [H X*ala, — Y a*an} IRPA)

nj

= ZERPA RPA] [a G, X2 a6 6 — YVala | |RPA>

Z(RPA|[ i [H Xvata; — v¥ala } IRPA)

nj a,a nj
nj

- ZERPA RPA| [ fa, X ala, — Y aTan} IRPA), (B.50)

Y, son independientes. Con la aproximacion

debido a que las variaciones 0.X} y d
del estado fundamental por |HF) més la condicién de cuasi-bosén, se obtiene el

conjunto de ecuaciones

ZAmzanV + BmszYV ERPAXV

me)

ZAmm]X” + By, YY = —ERPAY . (B.51)

ming - nj mi)
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con

Aminj = <HF| [dzdma [gadjl&]:u |HF> = (Em - ei)(smnéij + 6mj7jn7

Buin; = —(HF| [a}am, [ﬁ,a}anﬂ |HE) = G jin, (B.52)

en donde ¢ es la energfa de particula simple del problema de Hartree-Fock y 0pyjin
es el elemento de matriz antisimetrizado del potencial de dos cuerpos (ver Seccién
(B.2.1)).

Las ecuaciones (B.51) y (B.52) son las denominadas ecuaciones RPA. En algunos
casos las amplitudes Y. que son una medida de las correlaciones del vacio, po-
drian ser pequenas comparadas con X .. En los casos en que las primeras puedan
despreciarse por completo, se esta en la aproximacion TDA, y las amplitudes X .
corresponden a los coeficientes C¥. de la expansién (B.40). Entonces tendremos
estados ph puros. En el caso en que las correlaciones del estado fundamental son
importantes, el reemplazo de |RPA) ~ |HF') en las ecuaciones (B.50) no estd justi-
ficado.

Una aproximacién TDA se lleva acabo en (Ballesteros et al., 2003), donde se
estudia un arreglo unidimensional de N junturas Josephson de dos niveles (Al-
Saidi and Stroud, 2002a; Al-Saidi and Stroud, 2002b; Jaynes and Cummings, 1963;
Cummings and Dorri, 1983; Cummings, 1986; Filatrella et al., 1998; Filatrella et al.,
2000; Cawthorne et al., 1999; Almaas and Stroud, 2001b; Almaas and Stroud, 2001a;
Almaas and Stroud, 2002; Harbaugh and Stroud, 2000), colocado en una cavidad
sin pérdidas, que puede ser considerado equivalente a una muestra de N atomos
idénticos, cada uno de los cuales posee dos niveles atémicos accesibles, pudiendo ser
excitados o desexcitados por absorcién o emision de un fotén. Explicitamente, el

Hamiltoniano de tal sistema fisico esta compuesto por:

(a) Un término que describe el campo libre del fotén, representado por un oscilador

arménico con una unica frecuencia wy.

(b) El término que describe las ezxcitaciones internas de los atomos, que en su for-

ma simplificada (un modelo atémico con dos niveles) permite la utilizacién del
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algebra su(2). Esta parte del Hamiltoniano tiene la forma de un término colec-
tivo S, correspondiente al campo libre de los fermiones, mas una interaccion

efectiva de largo alcance del tipo espin-espin (Greiner et al., 1994).

(c) La interaccion entre el campo del foton y los dtomos. Este es un término de
scattering que representa la excitacion y desexcitacion de un nivel atéomico
simple mediante la absorcién o emisién de un fotén. El scattering (o reemision)
del foton actia como una excitacion colectiva, dado que implica la participacion

de todos los atomos en el sistema.

La forma explicita de este Hamiltoniano es

H = wfsz+wb(aTa+%)+<(a§++aTS)
N
+ A Y (8Y8Y 4 §PsYy, (B.53)
ij=
i # ]

con los operadores colectivos S, = ST = Zjvzl SSFJ) y S, = Zjvzl SY | donde j
es el indice atomico. El mismo es una versién extendida del modelo de Dicke, con
el agregado de un término de interaccion entre junturas. Los autores muestran que

bajo la aproximacién de cuasi-bosén, el Hamiltoniano (B.53) puede aproximarse por

uno de la forma

2
+(V2ON(6'Q, + Qla), (B.54)

. Ny o1
Hrpa = —wiQIN + WIQIQI + wp (CLTCH- —>

con Wi = wy + (N — 1)4XQ y 2Q la degeneracion de los niveles atémicos. El ope-
rador QI = \/ﬁéﬁr, representa la superposicion coherente de todos los operadores

atomicos SSFJ) Los elementos de matriz de ]:ITD 4 se calculan en la base
| Lk>= Niygal' Q)0 >. (B.55)

Los elementos de matriz no diagonales exhiben una dependencia con el factor (v N.

Este factor describe adecuadamente lo reportado previamente en (Al-Saidi and
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Stroud, 2002b), en donde se indica que el grupo de N junturas se comporta co-
mo una tnica juntura con un acoplamiento al modo de la cavidad ¢v/N en lugar de
(. En (Ballesteros et al., 2003), esto aparece naturalmente una consecuencia directa
de la aproximacién TDA, quedando claramente explicito en la forma del Hamiltonia-
no. El cédlculo de los autovalores y reglas de suma, da un acuerdo a nivel del primer
digito respecto de los obtenidos mediante la solucién exacta, y el acuerdo mejora
a medida que se incrementa N. La evolucién temporal del operador de inversion

atémico S(t) muestra correctamente la tendencia de la solucién exacta.

B.4. Representaciones Bosdénicas

El concepto de realizacién (o mapeo) bosénico (Klein and Marshalek, 1991)
aparece por primera vez en fisica nuclear con la idea de expandir formas bilineales de
operadores de creacion y aniquilacion fermidnicos, en series de Taylor de operadores
bosénicos. El objetivo, es convertir el estudio del movimiento vibracional nuclear en
un problema de osciladores acoplados. Estos métodos de mapeos bosénicos o expan-
stones bosonicas, son aplicables al modelo de capa nuclear, pero también pueden ser
aplicados a muchos otros sistemas de muchos cuerpos.

Es bien conocido dentro de la teoria de muchos cuerpos, que bajo ciertas cir-
cunstancias pares de fermiones pueden exhibir un comportamiento tipo bosdnico,
especialmente cuando la densidad de tales pares es suficientemente baja como para
minimizar los efectos del principio de exclusion de Pauli. Bajo estas circunstancias,
las excitaciones de tales sistemas pueden ser identificadas como una colecciéon de
osciladores aproximadamente armonicos. Esto es lo que ocurre con la aproximacion
de cuasi-bosén vista en la seccién anterior (Seccién (B.3.2)).

Las oscilaciones armonicas estan caracterizadas por un espectro equidistante.
Los espectros experimentales de niicleos esféricos para algunas regiones de la tabla
periédica, muestran en forma cualitativa esta estructura(Ring and Schuck, 1980).
Sin embargo, el detalle muestra algunas desviaciones, més o menos dramaticas, de

este esquema simple.
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Este comportamiento anarménico se debe a dos efectos:

1. Los pares de fermiones colectivos
> Cmitih, i, (B.56)
m,i

no son bosones exactos. Al utilizar estos operadores bilineales en la descripcion
de un estado de dos fonones, no se obtienen dos bosones desacoplados, debido
a que el principio de Pauli excluye todas las configuraciones donde el mismo

nivel estd ocupado por més de una particula (o hueco).

2. El Hamiltoniano exacto de many-body contiene no sélo términos de segundo or-
den en los términos bosénicos, los cuales son diagonalizados en la aproximacion
TDA (o RPA), sino que contiene términos de més alto orden. Tales términos
son despreciados en la aproximacién arménica; estos términos provienen de
acoplamientos entre diferentes modos colectivos, como asi también acoplamien-

tos a estados no colectivos.

Los métodos bosénicos explotan este tipo de situaciones, reemplazando los grados
de libertad de pares de fermiones directamente por grados de libertad bosénicos
exactos mediante una serie infinita en polinomios bosénicos, de modo que las reglas
de conmutacién de los operadores de pares de fermiones se satisfagan a todo or-
den. De esta manera, se representa el Hamiltoniano fermiénico mediante operadores
bosénicos puros lA)M, BL y se diagonaliza en un espacio bosénico. Mateméaticamente,
ésto corresponde a un mapeo del espacio de Fock de estados de muchos fermiones
en un espacio de estados bosénicos, que preservan los elementos de matriz de los
generadores.

Lo que se gana a través de esta aproximacion es describir movimientos colectivos
cuya implementacién podria ser dificultosa en la formulaciéon fermionica habitual.
Muchos modos colectivos pueden ser aproximados por funciones de onda simples, es
decir, por estados de un bosén l;L|0) Para tales estados, la aproximacién cuadratica
del Hamiltoniano resulta ser bastante buena, con lo cual se puede esperar que térmi-

nos de alto orden en la expansion bosénica del Hamiltoniano tiendan rapidamente

188



a cero. Si éste es el caso, serd suficiente tener en cuenta solo los primeros términos
en la expansion.

Por otra parte, dado que los grados de libertad bosénicos tienen su conexiéon con
variables candnicas clasicas, tienen una interpretacién mas intuitiva que los opera-
dores fermidnicos, y facilitan los tratamientos semiclasicos. En adicién a ésto, los
mapeos bosénicos proveen una conexion directa entre modelos microscépicos de es-

tructura nuclear y modelos fenomemoldgicos colectivos.

Hay muchos tipos de representaciones bosonicas, algunos de los cuales resultan
equivalentes en ciertos limites. Sin embargo, en todos los casos uno parte de un
espacio de Hilbert fermiénico de dimensién finita Hp, el cual queda completamente
determinado por el vacio |0), y un conjunto de operadores de creacién y destruc-
cién fermidnicos &ZT, a; correspondientes a niveles de particula simple. Este espacio

fermiénico se mapea en un espacio de Hilbert diferente, un espacio bosénico Hp

El espacio bosénico estd determinado por un vacio bosénico |0) y operadores de

creaciéon y aniquilacién bosonicos bL, by

b,|0) = 0, (B.58)
[%@i=<m~
busbe| = [00.00,] = 0. (B.59)

En general, el espacio bosénico Hp es mucho mayor que el espacio fermiénico Hp.
Entonces, el mapeo (B.57) se realiza sobre un cierto subespacio de Hpg, al que se lo

denomina subespacio fisico
Hrp — Hf’is C Hp. (BGO)

De esta manera, si {|p;)} es cualquier base ortonormal y completa de Hr, v {|p;)}
es una base ortonormal para el subespacio fisico Hy;s, se tiene una correspondencia

uno a uno

{lp)} — {lpi)}- (B.61)
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Hay basicamente dos conceptos para introducir explicitamente este tipo de mapeos:

(i) Belyaev y Zelevinsky (Belyaev and Zelevinsky, 1962) proponen mapear los
operadores de modo de preservar las relaciones de conmutacion. Normalmente, el
conjunto de operadores de interés puede construirse a partir de un conjunto de
operadores basicos, que junto a las relaciones de conmutacion entre ellos, forman
un algebra de operadores. Como ejemplo puede tomarse el caso simple del algebra
de Lie su(2); el método puede extenderse sin demasiada dificultad a algebras més
complicadas.

En este caso, un conjunto de generadores estd dado por los operadores escalera
J. (de subida) y J_ (de bajada), que son utilizados para construir la base, operando
sobre un cierto estado de referencia, y el operador diagonal jz, cuyos autovalores son
enteros o semi-enteros no negativos. Las relaciones de conmutacion que se verifican

entre ellos son:
[L,j_] —2J, [jz,ji} . (B.62)
Introducimos un operador de creaciéon bosénico Al (uno por cada operador de
subida, en el caso de dlgebras mas complejas). Los operadores diagonales, en este caso
jz, deben ser lineales en el operador niimero de bosones, ISTl;, y pueden construirse
por simple inspeccién. En el caso de j+, este genera las mismas reglas de seleccion

que b en funcién de la eleccién de la base bosénica, y por lo tanto estd restringido

a ser de la forma

A

(Ji)s = (J_) = b F(b1D), (B.63)

donde la funcién f se determina de modo de satisfacer las relaciones de conmutacion
(B.62). Todos los demés operadores en el espacio fermiénico pueden obtenerse como
polinomios de estos operadores basicos, y sus imagenes bosénicas estaran dadas por
la imagen bosénica de esos polinomios.

Para obtener el mapeo de los vectores de la base, sélo hace falta definir una
correspondencia entre el vacio en el espacio bosénico |0) y el vacio de cuasiparticula
en el espacio fermiénico |0). El resto de los estados se obtiene por aplicacién sucesiva

del operador (.J, )z sobre |0).
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(ii) Marumori y co-autores (Marumori et al., 1964a; Marumori et al., 1964b),
proponen atacar el problema desde el punto de vista del mapeo de los vectores de
estado, relegando a un segundo plano las relaciones de conmutacion entre operadores.
Entonces, para cada operador fermionico arbitrario Ap,

Ap =" Aijlp) (s, (B.64)
tj
habra un operador bosénico Ap dado por
Ap = Aylp) (s, (B.65)
(]

con la propiedad
(pi‘AB‘pﬁ = <pi‘AF|pj> = Ajyj. (B.66)

El mapeo de los vectores de estado (B.61) junto con el mapeo de los operadores
Ap — Ag preserva todos los elementos de matriz en el subespacio fisico. Por otra
parte, dado un vector no fisico |u), es decir, un vector perteneciente al complemento

ortogonal del espacio fisico, tendremos
Aplu) = 0. (B.67)

Los mapeos asi definidos no son tnicos, y el subespacio fisico puede elegirse arbi-
trariamente en la medida que tenga la misma dimensién que el espacio fermioénico.
Obviamente como estrategia, se elige un mapeo que resulte fisicamente ttil.

Varias de estas técnicas han sido desarrolladas dentro de la teoria de ondas de
espin en un ferromagneto, algunas de las cuales pueden extenderse al caso general

de sistemas de muchos fermiones.

B.4.1. Mapeo de Holstein-Primakoff

Consideremos los operadores de momento angular j+ = (j_)T y J., que obedecen
las relaciones de conmutacién del grupo SU(2) dadas en (B.62). Si se observan los

elementos de matriz no nulos en el espacio de estados de momento angular |7, m),
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con —j <m<j

<]7m|jzyj>m> = m,

(j,m + 14|, m) (G —m)(j +m+1)]"2, (B.68)

notamos que la secuencia de enteros o semienteros m puede mapearse en un conjunto

de nimeros enteros no negativos k, 0 < k < 25, mediante el desplazamiento
m=—j+k. (B.69)

Entonces, para un autovalor j determinado, las Ecs. (B.68) se transforman en

(k|L|k) = —j+Fk,
e+ 1l Julky = [(k+1)(2) — B2 (B.70)

En estas dos ultimas ecuaciones pueden reconocerse los elementos de matriz de los

operadores bosénicos

(J.)g = —j+0b'b,
. . . N\ 1/2
(T = ()L =0 (2)-815) ", (B.71)

actuando en un espacio de Fock bosoénico, expandido por los vectores
k) = (k)"Y2(0N*10),  k=0,1,2,.. (B.72)

Contrariamente a lo que ocurre con el subespacio de momento angular j, el cual
tiene dimensién 2j + 1, el espacio bosénico es de dimensién infinita (k — 00). Por
otro lado, como b'b es el operador niimero de bosones tal que ISTl;]k) = kl|k), la raiz
cuadrada en la expresion (B.71) no estd definida en el espacio bosénico completo;
sOlo esta definida en un subespacio del mismo determinado por la condicion k& <
27, el subespacio fisico, de dimensién finita 25 + 1. Entendidas de esta forma, las
Ecs. (B.71) proveen la imagen bosénica de todas las representaciones irreducibles
de SU(2). Estas ecuaciones pueden ser invertidas dentro del subespacio permitido,

obteniéndose
bf = (j+1—J.)"2,, (B.73)
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a partir de la cual puede verificarse que b y b son operadores que obedecen relaciones
de conmutacién dentro del espacio vectorial de una representacion irreducible de
SU(2).

Las raices cuadradas en la definicién de los operadores bosénicos (B.71), son
una abreviacién formal de la correspondiente serie de Taylor, la cual debera usarse
explicitamente en las aplicaciones practicas. Esta serie converge rapidamente si el
nimero de bosones k es pequeno comparado con el valor 2j. Es una desventaja de
este tipo de representaciones bosénicas que, en principio, es necesario trabajar con
infinitos términos para preservar los elementos de matriz de los operadores, condicion
a partir de la cual se derivé el mapeo.

Un mapeo como este se utiliza en el trabajo ya citado anteriormente (Ballesteros
et al., 2003) para hallar la imagen bosénica del Hamiltoniano (B.53). Los operadores

colectivos de pseudo-espin se expresan en término de los operadores bosénicos bf, b:

S, — b \/N—bb
S_ — /N-=blbb,

N
S, — bTb—? (B.74)
La imagen bosénica de los primeros tres términos de H se obtiene en forma au-
tomética. El término de interaccién espin-espin requiere de algin reordenamiento

previo. Finalmente, puede aproximarse Hp a orden 1 /Q? por

1 N
Hyp =~ (wf+A2N —3))b'b + wy(ala + 5) 5w

—2A BP0+ C(a" VN —bibb + b /N —bib a).

(B.75)

Alternativamente, uno podria aplicar directamente el mapeo bosénico al Hamilto-
niano completo de la Ec. (B.53) y hacer un desarrollo en potencias de bb. La aprox-
imacién TDA realizada en el mismo trabajo (Ballesteros et al., 2003) y a la que se

hizo referencia en la seccion anterior, representa el primer orden de tal expansion.

2Como ya se mencioné anteriormente, 29 representa la degeneracién de cada nivel atémico, que se relaciona con

la dimensién del subespacio fisico mediante 2(2Q) = 25 + 1.
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Un resultado importante de este mapeo, es que la interaccion original espin-espin
en H puede ser interpretada en la imagen bosénica H B, como una no-linealidad del
tipo bT2b? del campo bosonico efectivo. Esta interaccién es del tipo de efecto Kerr
no-lineal cuyas consecuencias dindmicas podrian ser de interés estudiar, en particu-
lar aquellas concernientes al fenémeno de superposicién cuantica (Chumakov et al.,
1999; Joshi, 2000; Zou and Shao, 2001).

Ahora, el Hamiltoniano puramente bosénico (B.75) puede ser diagonalizado en la

base
1
VI E!

Una comparacién de los resultados mediante la obtencion de autovalores, reglas de

|1,k >= a0 > (B.76)

suma, y de la dinamica de la poblacién atomica, muestra un muy buen acuerdo con
la solucién exacta, mejorando lo observado a partir de la aproximacion TDA.

Para el caso general de este modelo, el cual surge de incorporar transiciones
entre n niveles atomicos, el dlgebra de operadores corresponde a la representacion
simétrica de SU(n), la cual puede ser mapeada por un mapeo de Holstein-Primakoff
generalizado. En (Reboiro, 2006) se hace uso de este mapeo bosénico par tratar
una colecciéon de A atomos idénticos con tres niveles cada uno, interactuando con
un campo de radiacion cuantizado en una cavidad. Bajo la aproximacién de onda

rotante (1.31), el sistema esta descripto por un Hamiltoniano, H, con interacciones

lineales foton-nivel atémico
H = wala+ Z E;S%
+g1 (a ST+ a' S
+g2 (a S¥? +a S*?). (B.77)

El Hamiltoniano puede resolverse en forma exacta en la base niimero de fotones, [,

y No, N1, ¥ No excitaciones de los tres niveles atémicos.
l,+n0,+N1,+N2
| Ingning >= Nl,nonanCLT b;r) bi bg |0 >, (B.78)

Este sistema habia sido tratado previamente por Klimov y co-autores en (Klimov

et al., 1999). En este trabajo, mediante una serie de rotaciones del grupo SU(3), se
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obtiene un Hamiltoniano efectivo que bajo la condicién de resonancia de dos fotones,
exhibe interacciones cuadraticas atomo-fotén entre dos de los niveles atémicos, can-
celando la contribucién del nivel intermedio®. En (Reboiro, 2006) se muestra que, a

un resultado similar, se puede llegar mediante una expansiéon bosénica dada por:

SO = BB = o,

S? = Bif = o,

SH = ®(ng,Ne)?, (B.79)
S = B(ng, n9)fo, S = BID (10, 71a),

S = (g, n)fh, S = BIO (g, Ma),

S* = Bl 8% =Bip,

donde 3;, 3! (1 =0, 2), son operadores bosonicos exactos, y ®(ng, 12) = VA — g — no.

Bajo la eleccién de una escala particular de energia tal que Ey + E1 + FEy = 0, la

imagen bosonica del Hamiltoniano resulta ser

A 2A

Hp = —?A +wyala 4+ (A —w) 8560 + (A + wy) BB +
gl(aTﬁ$<I>(ﬁo, n2) + (1o, N12) foa) +
g2(at® (g, 72) B + BL® (R0, 112)a), (B.80)

Dado el mapeo empleado de la Ec. (B.80), el término atémico ha sido reemplazado
por una constante mas los términos proporcionales a ﬂg Boy 6; (2, v el Hamiltoniano
bosénico contiene sdlo las interacciones entre el fotéon y los niveles atéomicos con

i =0 e i = 2. El Hamiltoniano de la Ec.(B.80), puede ser diagonalizado en la base

| ln0n2 >= NannQCLTl 8”0 ;n2 | 0 >, (BS].)

con una ventaja obvia respecto de (B.77) debido a la dimensién del problema. Los
resultados que se obtienen del comportamiento del sistema a partir del Hamiltoniano
mapeado (B.80), estan en excelente acuerdo con los obtenidos a partir de la solucién

exacta, en tanto que este procedimiento de bosonizacién simplifica enormemente

3Las principales consideraciones acerca del método utilizado por los autores en la referencia (Klimov et al., 1999),

se han expuesto en la Seccién 1.2
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la tarea de encontrar una solucion del Hamiltoniano original, en comparacion con
el método de (Klimov et al., 1999). Por ultimo, la reduccién del Hamiltoniano a
uno que describe interacciones entre n — 1 niveles atdmicos, no es una caracteristica
particular de este problema de tres niveles, sino una ventaja propia de este mapeo

con la eleccién del cero de energia dado por > | E; = 0.

B.4.2. Mapeo de Dyson

La forma de derivar el mapeo de Dyson es siguiendo los conceptos basicos plantea-
dos por Belyaev-Zelevinsky (Belyaev and Zelevinsky, 1962). Introducimos los ope-

radores bosénicos bf y b y se elige J, diagonal en la misma forma que en (B.71),
(J.)p = —j+0bb. (B.82)

Se insistié en que J, y J_ producian, en algiin sentido, las mismas reglas de seleccién,
pero no hay en principio una imposicion para que sean conjugados Hermiticos uno
del otro en el espacio mapeado. Entonces, podria generalizarse la Ec. (B.63) a la

forma

~

(J1)p = f(R), (J-)p = f-(A)b, (B.83)

donde n es el operador niimero de bosones b'b. Esta forma garantiza que se satisfaga
la segunda de las relaciones en (B.62) para funciones arbitrarias fi. Con ayuda de

las relaciones

F(R)b =bf(n — 1), (B.84)
la segunda de las relaciones en (B.62) da la ecuacién
afi(n =1 (7 =1) = (n=1)f(A) [ (") = 2(7 = j), (B.85)

la cual puede resolverse facilmente con la propuesta fy(n)f_(n) = co+c1(n—1). Se

obtiene la condicién

Fe(@)f-(R) = 2j — , (B.86)
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que deja cierto grado de libertad en la eleccién de las funciones fi. El mapeo de

Dyson corresponde a elegir f~ = 1. Entonces,
fi(n) =25 — b'b. (B.87)
Esta es una representacion muy sencilla, pero que viola la hermiticidad, ya que
(Jy)g = bf(2j — bb) # (J_)§, = b. La base de vectores
k) = ér((J1)8)[0), (B.883)

sigue siendo ortogonal, pero no esta normalizada.
Sin embargo, ésta resulta una representacion 1util en el problema de muchos cuer-
pos(Ring and Schuck, 1980), y es factible llevarse a una forma unitaria mediante

una transformacién adecuada(Klein and Marshalek, 1991).

B.4.3. Mapeo de Schwinger

Schwinger (Schwinger, 1965) introdujo una representacion bosénica de los opera-
dores de momento angular, que es a la vez finita y Hermitica. Para ello consideré dos

tipos de bosones a y l;, tales que
4,4t =1, @ﬁq:1 (B.89)

actuando en un espacio de estados correspondiente a un oscilador bidimensional,
1

vV na!nb!

Si los operadores bosénicos en consideracién son tales que b incrementa el auto-

[nas ) = (a')"=(b")™|0,0). (B.90)

valor de J, en media unidad, en tanto que a' lo disminuye en la misma cantidad, los
autovalores de J, pueden expresarse como una diferencia del nimero de bosones, de

modo que
5 1o 1,. .
(J.)p = §(bTb —a'a) = §(nb — M),
(B.91)

Claramente

(J)s=Ha (J)p=alb, (B.92)



son operadores escalera, claramente Hermiticos. A partir de esta representacion de
las relaciones de conmutacién de los operadores bosonicos, puede verificarse facil-

mente que estos tres operadores (J1)p y (J.)p, satisfacen el dlgebra su(2).

Si calculamos J? obtenemos

~
- A A

()5 = ZNGN +1), (B.93)

donde

N = fy + g, (B.94)
es el operador nimero total de bosones con autovalor n. Entonces, las representa-

ciones irreducibles estan caracterizadas por los valores

1

Finalmente los estados de la base para el operador de momento angular pueden

escribirse como

1
V0 —m)l(G +m)!

Como hemos visto, estas representaciones simples de los operadores de momen-

|naanb> = |]7m> - |jv m) =

(ah)7=m (M7 +™)0,0).  (B.96)

to angular pueden ser utilizadas en modelos en los cuales el Hamiltoniano pueda
expresarse en término de operadores de espin o cuasi-espin. En tales casos, la rep-

resentacion bosénica del Hamiltoniano puede obtenerse sin demasiado esfuerzo.
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