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Resumen

El trabajo llevado a cabo en esta tesis se encuentra dentro del marco de la f́ısica de la
materia condensada y, más precisamente, se centra en los sistemas electrónicos fuertemente
correlacionados cuya dimensión espacial es menor que tres.
Los sistemas fuertemente correlacionados son sistemas electrónicos en los cuales la inter-
acción coulombiana no puede ser tratada perturbativamente en comparación con los otros
grados de libertad del sistema. Como consecuencia, estos sistemas son verdaderos “siste-
mas de muchos cuerpos” y en la mayoŕıa de los casos, es necesario utilizar tanto técnicas
numéricas como anaĺıticas para poder hacer frente a su estudio. Más aún, las correlaciones
inducidas por las interacciones son drásticamente amplificadas a medida que la dimensión
del sistema es reducida, lo cual hace que el estudio de los sistemas en una y dos dimensiones
sea de gran relevancia.
En muchos sistemas electrónicos, las interacciones electrónicas pueden producir efectos drásti-
cos llevando a un completo colapso del estado metálico, incluso cuando la banda de conduc-
ción está parcialmente ocupada. El caso más simple es la conocida fase de aislador de Mott
[1] en el cual hay únicamente un electrón por celda unidad cristalina, y por lo tanto se espe-
raŕıa una banda de conducción metálica a medio llenado.
Durante las últimas dos o tres décadas, experimentos realizados con distintos tipos de ma-
teriales han evidenciado que las correlaciones fuertes son un ingrediente central para la
comprensión de sus propiedades f́ısicas. Entre estos materiales están los superconductores
de alta temperatura cŕıtica, materiales que presentan magnetorresistencia colosal (CMR),
efecto Hall cuántico fraccionario (FQHE), nanotubos de carbono, una variedad de metales
orgánicos, conductores y dieléctricos, entre otros. En particular, las propiedades f́ısicas de
sistemas en bajas dimensiones han impulsado innumerable investigaciones en gran parte de
siglo pasado, y se han convertido en uno de los primeros temas de interés en investigación
de materia condensada.
Dentro de la problemática de electrones fuertemente correlacionados, aquellos sistemas en
los cuales los grados de libertad relevantes son los espines de los electrones constituyen el
magnetismo cuántico. Estos sistemas se modelan usualmente utilizando hamiltonianos de
Heisenberg con interacciones de intercambio (J ∼ 10meV ) dominantes entre espines loca-
lizados que determinan una red periódica cuya geometŕıa es decisiva para sus propiedades
f́ısicas. Dos ingredientes básicos pueden identificarse como cruciales en el comportamiento
de estos sistemas: las interacciones fuertes y la frustración. La combinación de estos dos
ingredientes conduce a elevadas fluctuaciones cuánticas que pueden dar lugar a una varie-
dad muy rica de fases magnéticamente ordenadas que se observan a bajas temperaturas en
diferentes materiales, incluyendo desde las ondas de esṕın hasta la exótica fase de vidrio
de esṕın. En particular en los sistemas de espines de baja dimensionalidad las fluctuacio-
nes cuánticas tienen efectos más relevantes que en tres dimensiones: la competencia entre el
orden (para minimizar la enerǵıa) y el desorden (por fluctuaciones cuánticas) es delicada y
generalmente no se establece a temperatura cero un orden de largo alcance, esto significa
que espines ubicados en sitios de la red cuya separación es varias veces el espaciamiento
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de la red, no presentan correlación entre śı. En particular, existen materiales en los cuales
la red de espines en interacción resulta una estructura unidimensional (cadenas de espines),
cuasi-unidimensional (escaleras de espines) o bidimensional (planos de espines), esencialmen-
te desacoplada del resto del sistema. El caso paradigmático de este fenómeno es la estructura
de planos de cobre y ox́ıgeno en los superconductores de alta temperatura, que forman una
red cuadrada con interacciones antiferromagnéticas entre primeros vecinos.
La aparición de fases cuánticas exóticas en sistemas descritos por antiferromagnetos con frus-
tración (por ejemplo, sistemas que presentan interacciones competitivas antiferromagnéticas)
es actualmente objeto de intensa investigación.
La presente tesis está enfocada al estudio de las propiedades del estado fundamental de sis-
temas tanto de electrones como de espines en bajas dimensiones. En la primera parte nos
centramos en la problemática de los sistemas de electrones y de espines en una dimensión
espacial, y analizamos el rol que juegan los fonones y la frustración magnética. En cuanto
a los fonones, son considerados únicamente en el ĺımite adiabático en el que sus frecuencias
son suficientemente bajas como para descartar la dinámica de éstos. Consecuentemente, ellos
son tratados como variables clásicas relacionadas con pequeños desplazamientos de los sitios
de la red. Trabajos previos tanto en sistemas de electrones como de espines, han mostrado
que la inclusión de los fonones tiene como consecuencias la aparición de fases exóticas.
En la segunda parte analizamos el rol de la frustración en las propiedades magnéticas de los
sistemas magnéticos bidimensionales haciendo hincapié en la búsqueda de fases desordenadas
conocidas como ĺıquidos de espines.
La tesis está organizada de la siguiente manera. En el caṕıtulo 1 a modo de introducción,
sentamos los fundamentos teóricos de los sistemas cuánticos estudiados. Primero introduci-
mos modelos para los sistemas fuertemente correlacionados. En particular, presentamos el
modelo de Hubbard y algunos de sus ĺımites como el hamiltoniano de Heisenberg. Además,
analizamos las propiedades generales de tales modelos. Discutimos brevemente algunos re-
sultados experimentales de sistemas fuertemente correlacionados en bajas dimensiones que
muestran propiedades muy interesantes a bajas temperaturas. El caṕıtulo 2 contiene una
descripción de los métodos anaĺıticos y numéricos que hemos empleados en los estudios rea-
lizados, resaltando el alcance de éstos y sus limitaciones. Los caṕıtulos 3 y 4 están dedicados
al estudio de sistemas correlacionados en una dimensión. En el caṕıtulo 3 estudiamos las
propiedades electrónicas del estado fundamental del modelo de Hubbard a llenado 1/4, en
presencia de fonones adiabáticos. El caṕıtulo 4 estudiamos las propiedades del estado funda-
mental del modelo de Heisenberg antiferromagnético en presencia de frustración magnética
y acoplamiento esṕın-fonón.
El caṕıtulo 5 está dedicado al estudio de los sistemas magnéticos frustrados en dos dimen-
siones. Primero comentamos las motivaciones actuales para estudiar estos sistemas. Poste-
riormente estudiamos las propiedades magnéticas del modelo de Heisenberg frustrado sobre
la red de Kagomé y la red hexagonal, en función de los distintos acoplamientos y la magni-
tud del esṕın S. En el caṕıtulo 6 presentamos las conclusiones generales y las perspectivas
sobre futuros trabajos relacionados con los temas aqúı tratados. Finalmente, presentamos
las referencias usadas y los apéndices.
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1.2.2. Ĺımites particulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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4.3. Fases tipo esṕın-Peierls en cadenas de espines a M = 1/3. . . . . . . . . . . . 100

4.3.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

4.3.2. Descripción del modelo y bosonización . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
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Caṕıtulo 1

Fundamentos teóricos y resultados
previos

En este caṕıtulo y el siguiente se establecen los fundamentos teóricos para estudiar di-
versos sistemas fuertemente correlacionados que serán utilizados en los próximos caṕıtulos
como herramientas para el análisis de los modelos propuestos.
Por muchos años, la teoŕıa de perturbaciones diagramática ha sido la mayor herramien-
ta teórica para tratar las interacciones en metales, semiconductores, magnetos itinerantes, y
superconductores. Ésta consiste en esencia, en un desarrollo en el ĺımite de acoplamiento débil
considerando estados de cuasi-part́ıculas. Sin embargo, una gran cantidad de descubrimien-
tos experimentales durante las últimas décadas, incluyendo fermiones pesados, efecto Hall
cuántico fraccionario, superconductividad de alta temperatura, y cadenas de espines cuánti-
cas, no son (en la mayoŕıa de lo casos) realmente accesibles desde el ĺımite de acoplamiento
débil. Esto ha impulsado a desarrollar como alternativa, herramientas no perturbativas para
poder manejar las fuertes interacciones electrón-electrón.
En particular, nos vamos a concentrar en dos paradigmas básicos de sistemas cuánticos fuer-
temente interactuantes: el modelo de Hubbard y el modelo de Heisenberg. Estos modelos son
veh́ıculos para comprender conceptos fundamentales, tales como hamiltonianos efectivos de
modelos más complicados, estados fundamentales variacionales, fenómenos tales como ruptu-
ra espontánea de simetŕıa y desorden cuántico. En adición, ellos son usados como laboratorio
para varios esquemas de aproximaciones no perturbativos que han encontrado aplicaciones
en diversas áreas de la f́ısica teórica.
En el marco del modelo de Hubbard, exponemos los ĺıquidos electrónicos y discutimos el
efecto de las correlaciones como función de la dimensión espacial del sistema. Revisaremos el
modelo de ĺıquido de Fermi que describe sistemas bidimensionales y tridimensionales y por
otro lado, presentaremos el ĺıquido de Luttinger para sistemas unidimensionales. Como ve-
remos, en una dimensión los efectos de las correlaciones son extremadamente importantes a
tal punto que las excitaciones fundamentales se vuelven colectivas, y por lo tanto no pueden
ser descritas en término de excitaciones individuales como ocurre en un ĺıquido de Fermi.
Posteriormente discutiremos el origen de la interacciones magnéticas y presentaremos el mo-
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delo de Heisenberg. Expondremos brevemente la posibilidad de orden magnético, la ruptura
de simetŕıa, los sistemas que presentan estados magnéticamente desordenados conocidos co-
mo ĺıquidos de espines y el papel que juega la temperatura en dichos sistemas presentando
el teorema de Mermin y Wagner. En la parte final introduciremos el concepto de frustración
magnética que será mencionado ampliamente en el resto de la tesis. En particular, examina-
remos los dos posibles oŕıgenes de frustración: (a) debido la geometŕıa de la red , y (b) a las
interacciones competitivas.

1.1. Interacción electrónica en sólidos

En esta sección revisaremos algunos de los modelos más utilizados para describir sistemas
en materia condensada. Comenzaremos con el modelo de electrones libres en una red, luego
incluiremos la interacción coulombiana y finalmente obtendremos el hamiltoniano de Hub-
bard de una banda que será ampliamente discutido. Presentaremos brevemente las hipótesis
que son usadas en este modelo.
Comencemos con el caso en que la interacción entre los electrones no es tenida en cuenta.
Supongamos un sistema de Ne electrones en una red periódica de volumen V = Lx · Ly · Lz

(donde Lx, Ly, Lz son las longitudes del sistema en las tres dimensiones espaciales) que re-
presenta la estructura de un cristal. La ecuación de Schrödinger para un electrón en un
potencial periódico Vion(r) está dada por:[

− }2

2m
∇2 + Vion(r)

]
ϕα,k(r) = Eα(k)ϕα,k(r) (1.1)

Las soluciones de la ecuación anterior corresponden a las funciones de Bloch ϕα,k [2, 3, 4],
donde α es el ı́ndice de banda y k es el vector de onda definido en la primera zona de
Brillouin (PZB). La superficie de Fermi está definida por Eα(k) = EF , donde EF es la
enerǵıa de Fermi. Las funciones de Bloch están definidas como el producto de una onda
plana describiendo un electrón libre veces una función uα,k(r) que tiene la misma simetŕıa
de traslación que la red. Aśı, la función de Bloch queda

ϕα,k(r) = uα,k(r) · eik·r. (1.2)

Teniendo en cuenta todas las bandas de enerǵıa, el operador de campo de un electrón con
esṕın σ en el sitio r puede ser expresado como [4]

ψ†
σ(r) =

∑
α,k

ϕ∗
α,k(r)c

†
α,k,σ. (1.3)

De esta manera, podemos escribir el hamiltoniano de la ecuación (1.1) en términos de ope-
radores de creación y aniquilación como:

Hlibre =
∑
α,kσ

Eα(k) c
†
α,k,σ cα,k,σ. (1.4)
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En sistemas en donde la densidad de electrones es muy baja o bien la repulsión coulombiana
es fuertemente apantallada, el hamiltoniano definido en la ecuación (1.4) es una muy buena
aproximación para describir tanto propiedades electrónicas como magnéticas de muchos sis-
temas [5].
Consideremos ahora la interacción entre los electrones V int(r, r′). Además de la parte libre
(1.4), el hamiltoniano contendrá el término de interacción dado por

Hint =
1

2

∑
i6=j

V int(ri, rj) (1.5)

Al incluir este término, surge el problema de que la interacción es de largo alcance y entonces
cada part́ıcula del sistema interactúa con el resto. Aśı, el hamiltoniano no puede ser más
tratado como una suma de términos independientes y es necesario realizar aproximaciones
[4]. Muchos de los efectos de la interacción de Coulomb pueden ser incorporados dentro del
término cinético modificando el potencial iónico,

Hlibre → H̃libre =
Ne∑
i=1

[
− }2

2m
∇2

i + Vion(ri) + Veff [ri, ρ]

]
(1.6)

donde Veff [ri, ρ] es una funcional de la densidad electrónica del estado fundamental y que
puede ser calculada mediante métodos aproximados [4].
La interacción residual es

Ṽ int(ri, rj) = V int(ri, rj)− [Veff [ri, ρ] + Veff [rj, ρ]]/Ne (1.7)

se denomina término de screening (o término de apantallamiento). El lector interesado, puede
consultar más detalles a cerca del término de apantallamiento (ver por ejemplo Auerbach
[4] y referencias). A partir de ahora y posteriormente cuando presentemos el modelo de
Hubbard, consideraremos electrones interactuando a través de la interacción apantallada.
Utilizando los operadores de campo de los electrones, el hamiltoniano de interacción que
incluye el potencial apantallado Ṽ int(r, r′) queda,

Hint =

∫
dr dr′ ψ†

σ(r)ψ
†
σ′(r

′)Ṽ int(r, r′)ψσ′(r′)ψσ(r) (1.8)

Uno de los enfoques más conocidos en f́ısica del estado sólido es el que se conoce como tight-
binding. En éste, las funciones de onda de los electrones se encuentran bien localizadas en
cada sitio de la red, y el solapamiento de funciones de onda localizadas en sitios vecinos es
muy débil; aśı, en vez de trabajar con las funciones de Bloch que son deslocalizadas en el
espacio real, uno define un nuevo conjunto de funciones denominadas funciones de Wannier
[6], que son localizadas alrededor de los sitios atómicos j (j = 1, ..., N). Estas están definidas
como transformadas de Fourier de las funciones de Bloch,

φα(r− rj) =
1√
N

∑
k∈PZB

e−ik·rjϕkj ,α(r). (1.9)
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La misma transformada define los operadores de Wannier (c†α,j,σ y cα,j,σ), con los cuales el
operador de campo de un electrón está dado por

ψ†
σ(r) =

∑
α,j

φ∗
rj ,α

(r) c†α,j,σ, (1.10)

donde α es el ı́ndice de banda.
Cuando las escalas de enerǵıa involucradas en los procesos que tienen lugar en el sistema

(como la temperatura, frecuencias externas, etc.) son pequeñas frente a la separación entre
bandas (o más precisamente, con la separación entre la banda de conducción y la siguiente),
únicamente la última resulta relevante para la descripción del sistema dado que no hay modo
de producir excitaciones que pueblen las bandas superiores. En este caso, podemos escribir

ψ†
σ(r) =

∑
j

φ∗
rj
(r) c†j,σ (1.11)

Esta aproximación debe ser mejorada en los sistemas llamados multi-bandas, como compues-
tos de tierras raras (metales con electrones-f), en donde los parámetros de interacción son
del mismo orden de magnitud que la separación entre bandas.
Bajo estas suposiciones, el hamiltoniano completo (término cinético y de interacción) en
término de los operadores de Wannier queda,

HWannier = −
∑
i,j,σ

tij

(
c†i,σcj,σ + h.c.

)
+

∑
i,j,k,l,σ,σ′

Uijkl (c
†
i,σ c

†
j,σ′ ck,σ′ cl,σ + h.c.) (1.12)

tij =
1

N

∑
k∈PZB

e−i(rj−ri)·kE(k) (1.13)

Uijkl =
1

2

∫
dr dr′ φ∗

ri
(r)φ∗

rj
(r′) Ṽ int(r, r′)φrk(r

′)φrl(r), (1.14)

donde la sigla PZB indica la primera zona de Brillouin [3], los parámetros tij > 0 se denomi-
nan elementos de la matriz de hopping (o constante de hopping) y Uijkl son los parámetros
de interacción entre los electrones.
Puesto que el potencial de interacción apantallado, Ṽ int(r, r′) es de corto alcance, éste de-
crece rápidamente cuando la separación |r − r′| aumenta. Aśı, la aproximación más simple
consiste en tomar Uijkl = 0 que corresponde a electrones libres; como corrección se conside-
ra la interacción coulombiana en el sitio, Uiiii ≡ U y finalmente se puede tener en cuenta
parámetros de hopping e interacción coulombiana a siguientes vecinos.

1.2. Modelo de Hubbard

Esta sección es dedicada a uno de los modelos más simples para describir sistemas de
muchos cuerpos y que no puede ser reducido a una teoŕıa de part́ıcula independiente: el
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modelo de Hubbard [7, 8]. Introduciendo los operadores números ni,σ = c†i,σci,σ, σ =↑, ↓ y
reemplazando Uiiii ≡ U , el hamiltoniano de Hubbard es

HHubbard = −
∑

<i,j>,σ

tij

(
c†i,σcj,σ + h.c.

)
+ U

∑
i

ni,↑ ni,↓ − µ
∑

i,σ=↑,↓

ni,σ (1.15)

donde hemos introducido el multiplicador de Lagrange µ (potencial qúımico) que regula el
llenado del sistema (el número de electrones), y el śımbolo < i, j > indica que que la suma es
a primeros vecinos. Una de las motivaciones para estudiar el modelo de Hubbard, es que éste
resulta ser la generalización más simple, más allá de la descripción de la teoŕıa de bandas en
sólidos, y sin embargo, captura las caracteŕısticas f́ısicas más importantes de muchos sistemas
[8].
A pesar de su aparente simplicidad, no existe ningún tratamiento que permita estudiar el
modelo de manera general para cualquier rango de los parámetros y en cualquier dimensión
espacial. Sin embargo, hay dos casos particulares en los cuales muchas de sus propiedades
son calculables de manera exacta, ellos son los casos extremos del número de coordinación de
la red: dos e infinito. En el primer caso, que corresponde a una red o cadena unidimensional,
el modelo de Hubbard tiene una caracteŕıstica particular: es integrable, es decir, se puede
resolver de manera exacta. Este problema fue resuelto por Lieb y Wu [9] utilizando una
extensión del ansatz de Bethe [10] para fermiones. Aśı, la enerǵıa del estado fundamental a
medio llenado (un electrón por sitio) esta dada por

E0

Ne

= −|t|
∫ ∞

0

dx J0(x) J1(x)

x [1 + exp(xU/|t|)]
, (1.16)

donde Jn(x) es la función de Bessel. El estado fundamental en el ĺımite U << t (ĺımite de
banda) es

E0

Ne

= −|t| |t|
π

+
U

4
− 0.0017

U2

|t|
; (1.17)

mientras que en el ĺımite atómico U >> t, es

E0

Ne

= −4 |t|2 log 2. (1.18)

El estado fundamental a medio llenado es un aislador para todos los valores de U/t. Esto
se debe a que el potencial qúımico requerido para agregar un electrón µ+ es más grande que
el potencial para remover uno µ−. La relación µ+ > µ− es t́ıpica para un aislador con un gap
de enerǵıa entre las bandas llena y vaćıa. La función de onda exacta del estado fundamental
está dada por el ansatz de Bethe y posee una estructura complicada que puede ser simpli-
ficada en el ĺımite U → ∞ cuando los estados de doble ocupación en cada sitio pueden ser
excluidos.

En el ĺımite de coordinación infinita, dimensión espacial d→ ∞, las soluciones no-triviales
para el modelos de Hubbard fueron encontradas por Metzner y Vollhardt [11]. En este ĺımite
la autoenerǵıa se vuelve local [12]:

Σij(w) = Σ(w) δij (1.19)
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Esto hace posible construir una teoŕıa de campo medio no trivial (que es exacta en el ĺımite
d → ∞) que presenta los principales resultados esperados en d = 3: la transición metal-
aislador, el orden antiferromagnético en el caso de medio llenado, el comportamiento tipo
ĺıquido de Fermi (ver sección 1.2.3) en la fase metálica. Existen varios trabajos dedicados al
ĺımite d→ ∞ del modelo de Hubbard [13, 14, 15].
En casos más generales, el estado fundamental y las excitaciones, tanto del modelo de Hub-
bard como de sus variantes (como por ejemplo, la inclusión de campo magnético, interacción
con fonones, desorden,...,etc.), han sido estudiados de varias maneras. En una dimensión
espacial (d = 1), existen varios métodos anaĺıticos entre los cuales podemos citar: boso-
nización abeliana (el cual desarrollaremos posteriormente), métodos de teoŕıa de campos,
modelos de Tomonaga-Luttinger y grupo de renormalización perturbativo. Del lado de méto-
dos numéricos podemos citar el algoritmo de Lanczos, el método de diagonalización de la
matriz densidad (DMRG) y Montecarlo cuántico (los primeros dos, serán desarrollados en
el caṕıtulo siguiente). En el caso de dos dimensiones (d = 2), no existen métodos anaĺıti-
cos similares a los de d = 1, sin embargo los progresos se han hecho en varios reǵımenes
del espacio de parámetros usando combinación de teoremas, aproximaciones controladas, y
resultados numéricos (como diagonalización exacta y Montecarlo cuántico) extrapolados a
redes grandes.

1.2.1. Simetŕıas del modelo de Hubbard unidimensional

El hamiltoniano de Hubbard posee muchas simetŕıas. Algunas de ellas, como la simetŕıa
de traslación que surge al considerar hoppings homogéneos (tij = t) o la simetŕıa frente a la
inversión del indice de esṕın σ → −σ, son comunes. Sin embargo, hay otras que son menos
usuales.
En esta sección vamos a mencionar algunas de las simetŕıas más importantes. Para más
detalles sobre el tema, se puede consultar una gran cantidad de bibliograf́ıa ([8, 16]).

La transformación part́ıcula-hueco

ci,σ → (−1)i c†i,σ (1.20)

deja inalterados los términos cinéticos y de interacción, mientras que cambia µ→ −µ.
De esta manera, es equivalente estudiar el sistema con dopaje de electrones o huecos.

La transformación de escala o calibre, más comúnmente llamada transformación de
gauge,

c̃i,σ → ei θ ci,σ

corresponde a una transformación U(1) en los operadores fermiónicos. Esta simetŕıa
es una consecuencia de la conservación de la carga (o el número de electrones).
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Una simetŕıa muy interesante que surge a medio llenado, es la simetŕıa part́ıcula-hueco
sobre una de las especies fermiónicas, es decir

ci,↓ → (−1)i c†i,↓
ci,↑ → ci,↑

Esta transformación deja el término cinético sin cambios pero cambia U → −U ob-
teniendo un término atractivo. En este caso para grandes valores de U , se espera que
pares de electrones con espines opuestos, formen singletes en cada sitio. De esta ma-
nera, se podŕıa esperar que en dimensión d = 3, estos estados de carácter bosónico (al
estar formados por dos fermiones) podŕıan condensar llevando al sistema a una fase
supercondutora.

El sector de esṕın tiene invariancia SU(2). Para considerar esta simetŕıa definimos el
operador de esṕın en el sitio i,

S
(a)
i =

1

2

∑
σ,σ′

c†i,σ(τ
(a))σσ′ci,σ′ (1.21)

con a = x, y, z y τ (a) las matrices de Pauli,

τx =

(
0 1
1 0

)
, τy =

(
0 −i
i 0

)
, τz =

(
1 0
0 −1

)
. (1.22)

El esṕın total del sistema es igual a

S
(a)
tot =

∑
i

S
(a)
i .

Los operadores S
(a)
tot conmutan con los términos cinéticos y de interacción del hamil-

toniano 1.15, lo que significa que el hamiltoniano de Hubbard posee una invarianza
frente a rotaciones globales en el subespacio de esṕın. Los números cuánticos son las
proyecciones z de S

(z)
tot y el valor del esṕın total Stot(Stot + 1) con el operador de esṕın

S2
tot = S

(x)2

tot + S
(y)2

tot + S
(z)2

tot

Para un dado número de electronesNe y sitiosN , uno puede encontrar un valor máximo
del esṕın total

Smax =

{
Ne/2 0 ≤ Ne ≤ N

N −Ne/2 0 ≤ N ≤ Ne ≤ 2N,

siendo los posibles valores de Stot

Stot = 0, 1, ..., Smax (Stot = 1/2, 3/2, ..., Smax) (1.23)

para un número par (impar) de electrones.
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Pseudo-esṕın.
El modelo de Hubbard posee una simetŕıa adicional llamada de Pseudo-esṕın. El vector
de pseudo-esṕın se define de manera similar al de la ecuación (1.21):

Ti =
1

2
Ψ†

i,στσ,σ′Ψi,σ′ (1.24)

con τ = (τ (x), τ (y), τ (z)) y el espinor de dos componentes Ψi,σ dado por

Ψi =

(
ci,↑

(−1)i c†i,↓

)
. (1.25)

Estos operadores forman un álgebra de SU(2) y siguen las usuales relaciones de con-
mutación. A partir de estos se puede definir el operador de pseudo-esṕın total

T
(a)
tot =

∑
i

T
(a)
i

T 2
tot = T

(x)2

tot + T
(y)2

tot + T
(z)2

tot (1.26)

Las siguientes relaciones de conmutación,

[HHubbard, T
(z)
tot ] = [HHubbard, T

2
tot] = 0 (1.27)

muestran la conservación de T
(z)
tot y T 2

tot. En el caso de medio llenado, además de la
componente z, conmutan las demás componentes x, y. La combinación las simetŕıa de
esṕın y pseudo-esṕın resulta en el grupo de simetŕıa SO(4).

1.2.2. Ĺımites particulares

En esta sección comentaremos brevemente dos ĺımites particulares del modelo de Hub-
bard, los cuales conducen a dos de los modelos efectivos más ampliamente estudiados en
materia condensada.

El modelo t − J . En el ĺımite de repulsión fuerte (U/t � 1), podemos derivar un
hamiltoniano efectivo que gobierna las excitaciones de baja enerǵıa. En este ĺımite,
los estados con doble ocupación (un electrón con esṕın ↑ y otro con esṕın ↓ en un
mismo sitio) son energéticamente desfavorables, mientras que el principio de exclusión
de Pauli previene que un electrón “salte” a un sitio vecino a menos que el electrón
en el sitio vecino tenga ı́ndice de esṕın opuesto. La repulsión fuerte tiende a ordenar
magnéticamente y obtenemos un sistema en que los electrones pueden moverse entre
sitios, mientras que el término de repulsión deviene en un acoplamiento esṕın-esṕın
antiferromagnético J .
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El hamiltoniano efectivo que se obtiene proyectando sobre el sub-espacio sin doble
ocupación se conoce como el modelo t− J y al orden más bajo en t/U está dado por,

Ht−J = Ps (T +H + J ′)Ps (1.28)

donde Ps es un proyector en el sub-espacio de ocupación simple o nula (descartando la
doble ocupación).
Los tres términos que sobreviven después de la proyección son,

- T es el término de hopping dado por

T = −
∑

<i,j>,σ

tij (c
†
i,σ cj,σ + h.c.), (1.29)

- H es el hamiltoniano de Heisenberg con acoplamiento J =
4 t2ij
U

H =
∑
<i,j>

Jij

(
Si · Sj −

ni nj

4

)
(1.30)

donde el operador de esṕın en el sitio j está definido como en la ecuación (1.21),

- y finalmente J ′

J ′ = − 1

2U

i 6=j∑
i,j,k

tij tjk

[∑
σ

(c†i,σck,σ nj)− c†i~τ ck · c
†
j~τ cj

]
(1.31)

En la literatura, este último termino es frecuentemente omitido asumiendo que
sus efectos son más pequeños en comparación con los del hopping [4].

Como se puede ver, el modelo t − J , incluye tanto la dinámica de los electrones en
el término de hopping T , como aśı también la interacción magnética entre los espines
intŕınsecos de estos. Como mencionamos antes, el hamiltoniano (1.28) corresponde al
orden más bajo en t/U . La inclusión de o’rdenes superiores, introduce términos de
hopping entre sitios más allá de primeros vecinos, interaciones magnéticas a segundos
y terceros vecinos y términos de plaquetas, entre otros [17].

Modelo de Heisenberg. El modelo t − J tiene una caracteŕıstica particular a medio
llenado (un electrón por sitio). En este caso, el proyector Ps anula los términos T y el J ′.
El único que sobrevive a la proyección de Ps es el que incluye la interacción magnética
involucrada en el hamiltoniano H, dando como resultado el modelo de Heisenberg
cuántico,

HHeisenberg =
∑
<i,j>

Jij SiSj (1.32)

=
∑
<i,j>

Jij

(
1

2
(S+

i S
−
j + S+

j S
−
i ) + Si,zSj,z

)
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Aśı, en el ĺımite de medio llenado, los grados de libertad de carga se “congelan” y como
consecuencia se abre un gap en el espectro de las excitaciones electrónicas en el nivel
de Fermi, mientras que el grado de libertad de esṕın permanece sin gap. Éste ĺımite del
modelo de Hubbard, se lo conoce como fase de aislador de Mott. A diferencia de los
aisladores convencionales o aisladores de banda, el fenómeno es puramente cuántico y
se debe únicamente al principio de exclusión de Pauli.

1.2.3. Ĺıquidos de Fermi y Luttinger

En esta sección presentamos las caracteŕısticas generales de dos conceptos muy importan-
tes en f́ısica de materia condensada: ĺıquido de Fermi y su contra parte ĺıquido de Luttinger.
Mientras que el primero está presente en la f́ısica de sistemas de electrones interactuantes en
dos y en tres dimensiones espaciales; el segundo es un fenómeno puramente unidimensional
[8, 18, 19, 20, 21].

Ĺıquido de Fermi

Landau desarrolló a finales de los años 50’ la Teoŕıa del ĺıquido de Fermi [22].
Esta se ocupa de las propiedades de los sistemas fermiónicos de muchos cuerpos a bajas
temperaturas (kB T mucho menor que la enerǵıa de Fermi) en el estado normal, es de-
cir, a temperaturas por encima de cualquier transición de fase que rompa alguna simetŕıa
(superconductividad, magnetismo, u otros). Esta teoŕıa puede ser aplicada incluso en siste-
mas en donde la interacción entre los electrones sea del mismo órden de magnitud que el
término cinético, donde la teoŕıa estándar de perturbaciones no podŕıa ser aplicada. Landau
mostró que las propiedades macroscópicas de los metales en dos y tres dimensiones son muy
similares a las de un gas de electrones libres, tal que la presencia de interacciones no produce
cambios drásticos en las propiedades del sistema. En lugar de considerar los electrones reales,
que son fuertemente interactuantes, la teoŕıa de Landau considera part́ıculas de carácter fer-
miónico que corresponden a electrones “vestidos” con fluctuaciones de densidad de carga.
Estas part́ıculas son denominadas cuasi-part́ıculas y parte de la interacción es absorbida en
la definición de sus parámetros (tales como su masa efectiva). Sin embargo, sigue existiendo
una interacción residual entre las cuasi-part́ıculas la cual queda descrita por medio de los
denominados parámetros de Landau que no detallaremos aqúı [22].
El concepto de cuasi-part́ıculas tiene un cierto número de limitaciones, principalmente de-
bido que el tiempo de vida media τ de las cuasi-part́ıculas es finito. Sin embargo, para
excitaciones cerca del nivel de Fermi uno tiene 1/τ ∝ (ε − εF )

2, es decir, el tiempo de vida
media crece mientras más cerca del nivel de Fermi está su enerǵıa, y las cuasi-part́ıculas
de esta forma están bien definidas. En la práctica, esto significa que la teoŕıa de Landau
es muy usada para fenómenos a escalas de enerǵıas mucho más pequeñas que la enerǵıa de
Fermi, pero inaplicable si esto no se cumple. En un gas de electrones libres a temperatura
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kF k

n(k)

A(k, w)

ww = ξk

kF k

n(k)

Z

A(k, w)

w
w = E(k2) w = E(k1)

(a) (b)

(c) (d)

Figura 1.1: (a-b) Electrones libres: el número de ocupación nk tiene una discontinuidad de
amplitud 1 en la superficie de Fermi. La función espectral A(k, w) es una función delta,
mostrando que las excitaciones poseen una relación frecuencia-momento w(k) = ξ(k) bien
definida. (c-d) Ĺıquido de Fermi: el número de ocupación es esencialmente similar al gas de
electrones libres, presentando una discontinuidad de magnitud Z en el nivel de Fermi. Los
picos anchos en la función espectral, revelan que las cuasi-part́ıculas tienen un tiempo de
vida medio finito. Figura extráıda de Giamarchi [18].

cero, todos los estados dentro de la superficie de Fermi (estados con enerǵıa ε(k) < εF )
1 se

encuentran ocupados, mientras que todos aquellos fuera de la región están desocupados. La
distribución n(k) de fermiones libres con momento k obedece la estad́ıstica de Fermi-Dirac:
a temperatura cero esta presenta una discontinuidad de amplitud 1 en el nivel de Fermi con
n(k) = 1 si ε(k) < εF , y cero en el otro caso (figura (1.1a)). Una excitación elemental del
sistema, consiste en crear (respectivamente aniquilar) una part́ıcula con momento bien defi-
nido k en un estado justo por encima (respectivamente por debajo) del nivel de Fermi. Tales
excitaciones son llamadas de part́ıculas (respectivamente huecos). Ellas son autoestados del
hamiltoniano y por lo tanto su tiempo de vida media es infinito.
Para caracterizar estas excitaciones uno puede introducir la función espectral A(k, w) que
es la probabilidad de encontrar un estado con frecuencia w y momento k:

A(k, w) = − 1

π
ImGret(k, w). (1.33)

Para el caso de fermiones libres la función espectral corresponde a una distribución delta
de Dirac (ver figura (1.1b)) indicando que los electrones libres tienen la relación frecuencia-
momento w = ξk bien definida.

A(k, w) = −π δ(w − ξk), ξk = ε(k)− µ (1.34)

donde µ es el potencial qúımico.
En el caso interactuante, parte de la interacción entre las part́ıculas originales se absorbe en la

1ε(k) identifica la enerǵıa de part́ıcula libre, ξk es la enerǵıa relativa al potencial qúımico µ y para el caso
de part́ıculas interactuantes la enerǵıa es E(k)
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definición de las cuasi-part́ıculas. Estas son tratadas como part́ıculas con masa renormalizada
por la interacción, que interactúan a través de una interacción residual. Al igual que en caso
puramente libre, la distribución de momentos tiene una discontinuidad en la superficie de
Fermi, sin embargo, la amplitud de esta discontinuidad es igual a un número Z < 1 que
disminuye a medida que se aumenta la interacción (ver figura (1.1c)) y se puede interpretar
como la “fracción” del electrón que permanece en este estado de cuasi-part́ıcula. La velocidad
de las cuasi-part́ıculas en la superficie de Fermi (la velocidad de Fermi) está dada por

vF =

∣∣∣∣∂E(k)∂k

∣∣∣∣
k=kF

(1.35)

La masa efectiva de la cuasi-part́ıcula es entonces definida por2

vF =
|kF |
m∗ (1.36)

En la vecindad de la superficie de Fermi, la enerǵıa de las cuasi-part́ıculas toma la forma

E(k) ≈ E(kF ) +
|kF |
m∗ |k− kF |. (1.37)

La función espectral para cuasi-part́ıculas aún exhibe picos como en el caso de fermiones
libres, sin embargo estos presentan una distribución tipo Lorentziana (ver figura (1.1d))
centrada en w = E(k) y con un ancho 1/τ . Estos picos son más agudos para part́ıculas con
enerǵıas muy cercanas a EF .

La función de Green para un fermión interactuante es:

G(k, w) =
1

ε(k)− w + Σ(k, w)
(1.38)

donde Σ(k, w) es la autoenerǵıa originada a partir de la interacción entre los electrones. La
autoenerǵıa Σ(k, w) es una cantidad compleja cuya parte real modifica la enerǵıa ε(k) →
ε(k) + ReΣ(k, w), la parte imaginaria ImΣ(k, w), mide la inversa del tiempo de vida media
τ−1 de los fermiones. La existencia de cuasi-part́ıculas demanda que la autoenerǵıa sea
suficientemente pequeña como para poder ser expandida en la vecindad del nivel de Fermi.
La función de Green es entonces reescrita cerca del nivel de Fermi permitiendo calcular Z.
Un tratamiento más detallado de la teoŕıa de Landau puede ser encontrado en [18, 22, 23].

La pregunta que nos hacemos ahora es, ¿cuánto de la teoŕıa de ĺıquido de Fermi sobrevive
en una dimensión?. Lo que veremos es que el concepto de cuasi-part́ıcula no es válido en los
sistemas electrónicos unidimensionales. Estos sistemas son descritos por un nuevo estado de
la materia conocido como ĺıquido de Luttinger

2A lo largo de la tesis vamos a tomar } = 1; de esta manera tenemos vF = |pF |
m∗ = } |kF |

m∗ ≡ |kF |
m∗
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Ĺıquido de Luttinger

Sin realizar ningún cálculo es fácil anticipar que en los sistemas unidimensionales (d = 1),
las interacciones tienen drásticas consecuencias en comparación con dimensiones más altas.
En una dimensión, como se muestra de manera esquemática en la figura (1.2b), un electrón
que trata de propagarse tiene que “empujar” sus vecinos debido a la interacción coulombia-
na. No es posible movimiento individual; cualquier excitación individual tiene que devenir en
colectiva. Estas correlaciones entre las excitaciones son el origen de la mayor diferencia entre
el mundo unidimensional y el de dimensiones más altas. En el caso de fermiones con esṕın,

HaL HbL

d ≥ 2 d = 1

(a) (b)

Figura 1.2: (a) En altas dimensiones, cerca de excitaciones cuasi-libres, estas part́ıculas lucen
como part́ıculas individuales. (b) En una dimensión, en un sistema interactuante, un electrón
no puede moverse sin empujar al resto de los electrones. Entonces, únicamente pueden existir
excitaciones colectivas.

la situación es aún más sorprendente. Dado que únicamente pueden existir excitaciones co-
lectivas, implica que una única excitación fermiónica tiene que separarse en una excitación
colectiva llevando carga y otra llevando esṕın. Estas excitaciones tienen en general diferentes
velocidades. Estas propiedades, completamente distintas a las del ĺıquido de Fermi, son la
esencia del ĺıquido de Luttinger, y serán retomadas en la sección 2.1.4 cuando estudiemos
con más detalle el modelo de Hubbard unidimensional.
Finalmente, vamos a mencionar una peculiaridad de las excitaciones del caso unidimensional,
que no ocurre en dimensiones mayores. Comencemos analizando lo que ocurre en dimensión
d = 2. El componente crucial de las excitaciones de un gas de electrones es la denominada
excitación hueco-part́ıcula donde un electrón es tomado debajo del nivel de Fermi y promo-
vido por encima de éste. Puesto que para crear una excitación de este estilo, es necesario
destruir una part́ıcula con momento k y crear una part́ıcula con momento k+q, el momento
de la excitación está bien definido y es igual a q. La enerǵıa de la excitación, por el con-
trario, depende de ambos k y q. De esta manera, la enerǵıa de la excitación hueco-part́ıcula
como función de q revela un continuo de enerǵıa. Aśı, para |q| < 2 |kF | uno puede crear una
excitación de enerǵıa arbitraria al aniquilar una part́ıcula en un punto justo por debajo de
la superficie de Fermi y crear otra justo por arriba de la superficie de Fermi en otro punto,
como se muestra en la figura 1.3a.
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Por el contrario, en d = 1 la superficie de Fermi se reduce a dos puntos y uno no puede
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Figura 1.3: Espectro de excitaciones part́ıcula-hueco para sistemas bi- y tri-dimensionales (a)
y para uni-dimensionales (b). En una dimensión, al contrario de lo que ocurre en dimensiones
más altas, las excitaciones part́ıcula-hueco de baja enerǵıa, tienen restringidas la enerǵıa y
el momento.

jugar con ángulos para incrementar el momento q sin pagar energéticamente. Puesto que
la única manera de obtener excitaciones de baja enerǵıa es destruir y crear pares cerca de
la “superficie” de Fermi, los únicos lugares donde la enerǵıa hueco-part́ıcula puede tomar el
valor cero es en q = 0 y q = 2kF . El comportamiento del espectro hueco-part́ıcula en una
dimensión es mostrado en la figura 1.3b. Dado el comportamiento lineal de la relación de
dispersión de las part́ıculas cerca del nivel de Fermi, los pares hueco-part́ıcula poseen una
dispersión muy aguda cerca de q = 0 y de esta manera pueden propagarse coherentemente.
En otras palabras, la part́ıcula y el hueco tienen casi la misma velocidad de grupo a bajas
enerǵıas y se propagan juntas. Cualquier débil atracción hueco-part́ıcula es entonces obligada
a tener dramáticos efectos, es decir, ligar el par en una entidad que se propaga de manera
coherente: una nueva part́ıcula.
No entraremos ahora más en detalle sobre la teoŕıa de Ĺıquido de Luttinger puesto que
será estudiada con la técnica de bosonización en el caṕıtulo 2.1.

1.3. Modelo de Heisenberg

En la sección 1.2.2, discutimos como el modelo de Heisenberg de esṕın S = 1/2 emerge
como un hamiltoniano efectivo para los aisladores de Mott, donde el operador de esṕın S



Fundamentos teóricos y resultados previos 23

puede ser representado en término de los operadores electrónicos. Sin embargo, uno puede
concebir situaciones donde el esṕın Sj situado en el sitio j es realizado por un objeto dife-
rente (en particular por un átomo con momento magnético no nulo) cuya magnitud puede
ser mayor a S = 1/2. Para los propósitos de nuestra discusión, no necesitamos especificar la
realización concreta del esṕın.

Una cuestión central en el estudio de sistemas fuertemente correlacionados es la clasificación
de todas las posibles fases aisladoras de Mott a temperatura cero. La estrategia general
para describir las posibles fases asociadas con los grados de libertad de esṕın (denominado
magnetismo cuántico) de los aisladores de Mott consiste en analizar modelos de espines
localizados tales como el modelo de Heisenberg antiferromagnético:

H =
∑
<i,j>

Jij Si · Sj + ..., (1.39)

La notación < i, j >, significa que en la suma solo intervienen términos conectados por sitios
vecinos i, j con un acoplamiento antiferromagnético Jij > 0. El modelo de Heisenberg es
un modelo cuántico, donde Si es el operador de esṕın en el sitio i (i = 1, ...N sitios) con
componentes (Sx

i , S
y
i , S

z
i ) que satisfacen el álgebra de SU(2),

[Sa
j , S

b
k] = i εabc Sc

k δjk (1.40)

donde ∈abc es el tensor completamente antisimétrico.
Los puntos ... representan términos adicionales que pueden ser tenidos en cuenta, como inte-
racción a segundos vecinos o interacción de varios espines (conocida como ring exchange). En
general, el hamiltoniano (1.39) es un modelo fundamental tanto para el magnetismo cuántico,
como para otros fenómenos que pueden ser descritos de manera efectiva por operadores
cuánticos de esṕın.
H es invariante SU(2) (es decir, invariante frente a una rotación de esṕın global) dado que
conmuta con cada de las tres componentes del esṕın total,

Stotal =
N∑
i=1

Si. (1.41)

Entonces, los autoestados de H se deben encontrar en subespacios de la forma

Ψ = |Stotal,M, ...〉
Stotal ≤ N S, (1.42)

M = −Stotal,−Stotal + 1, ..., Stotal (1.43)

donde M es el autovalor de la magnetización total Sz
total, y

S2
total = Stotal(Stotal + 1) (1.44)

Además del modelo cuántico, podemos obtener ”el modelo clásico“ si consideramos S como
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un vector clásico. El modelo clásico ”es limitado” para sistemas con espines grandes. Esto
se puede ver al reescribir Si en términos de un operador de esṕın normalizado Ωi, S =
S(S + 1)Ωi, con lo cual (1.40) queda

[Ωa
j ,Ω

b
k] =

i ∈abc

S(S + 1)
Ωc

k δjk. (1.45)

Tomar el ĺımite de esṕın grande S → ∞, conduce a que los operadores de esṕın normalizados
conmuten y de esta manera pueden ser considerados como vectores clásicos. Por lo general,
uno usa éste ĺımite para contrastar otras técnicas al menos para valores grandes del esṕın.

El fácil verificar que el estado fundamental del modelo de Heisenberg clásico ferromagnéti-
co (Jij < 0 en ecuación (1.39)), se consiste en la configuración con todos los espines apuntando
en una misma dirección (ver figura 1.4a); cualquier vector que apunte en otra dirección que
no sea la del resto aumenta la enerǵıa.
En el caso cuántico, el estado construido a partir del producto directo de los autoestados
| ↑〉i del operador Sz

i en el sitio i con mayor autovalor Sz
i | ↑〉i = 1

2
| ↑〉i dado por

|ψ〉Ferro
0 = | ↑〉1 ⊗ ...⊗ | ↑〉N (1.46)

es realmente un autoestado del hamiltoniano y corresponde al estado fundamental.

HaL HbL

Figura 1.4: Configuraciones del estado fundamental del modelo de Heisenberg clásico en una
red cuadrada, (a) ferromagnético y (b) antiferromagnético.

El caso antiferromagnético es un problema mucho más complicado, aún el ĺımite clásico.
Como ejemplo, consideremos el hamiltoniano de Heisenberg clásico en una red cuadrada
donde los acoplamientos Jij > 0 más importantes son únicamente primeros vecinos. En ese
caso, el estado fundamental clásico corresponde a la configuración donde todos los sitios
vecinos tienen espines (vectores) apuntando en direcciones opuestas (ver figura 1.4b). Este
estado es llamado estado de Néel, después de que L. Néel en 1932 [24], propuso la posibilidad
orden antiferromagnético.
En cuanto al modelo cuántico, se puede construir una configuración análoga a la clásica dada
por

|ψ〉AntiFerro
0 = | ↑〉1 ⊗ | ↓〉2 ⊗ | ↑〉3, ...⊗ | ↓〉N (1.47)
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sin embargo, esta configuración no es más ya un autoestado del hamiltoniano. Podemos
ver directamente el problema con el ejemplo de dos espines. En efecto, introduciendo los
operadores escalera S±

i = Sx ± iSy, y escribiendo

2Si · Sj = (S+
i S

−
j + S−

i S
+
j ) + 2Sz

i S
z
j (1.48)

es evidente que no es un autoestado porque

2Si · Sj | ↑〉i ⊗ | ↓〉j = | ↓〉i ⊗ | ↑〉j −
1

2
| ↑〉i ⊗ | ↓〉j. (1.49)

1.3.1. Origen microscópico de las interacciones magnéticas

En esta sección discutiremos brevemente algunos tipos de interacciones magnéticas que
son responsables de las propiedades que se observan en un gran número de materiales. Estas
propiedades se basan en el hecho que los momentos magnéticos interactúan con cada uno de
sus vecinos, dando como resultado, que el sistema pueda adquirir orden de largo alcance.
La primera interacción es la “interacción de intercambio”. Esta es consecuencia de un efecto
puramente cuántico y se debe a la interacción de Coulomb y el principio de exclusión de
Pauli. La situación en la cual dos electrones en átomos magnéticos vecinos interactúan de
manera directa se conoce como “Interacción de intercambio directo” porque la interacción
se da sin la necesidad de átomos intermediarios.
Por el contrario, la “Interacción de intercambio indirecto” entre dos átomos magnéticos
es mediada por un átomo no magnético. Si el solapamiento de las funciones de onda in-
volucradas es pequeño (por ejemplo, átomos metálicos de tierras raras con electrones 4f
localizados) entonces el acoplamiento por intercambio directo no es el mecanismo dominante
para las propiedades magnéticas. Para esta clase de sistemas el acoplamiento de “intercam-
bio indirecto” es responsable del magnetismo. El tipo de “intercambio indirecto” depende
significativamente de la clase de material magnético. Aśı, podemos identificar tres tipos:

Interacción de súper intercambio:
Este tipo de interacción ocurre en iones sólidos. La interacción de intercambio ocurre
entre iones magnéticos que no son vecinos, es mediada por medio de iones no magnéticos
que se encuentran localizados entre ellos.

Interacción de intercambio RKKY:
La interacción RKKY (Ruderman, Kittel, Kasuya, Yosida) ocurre en metales con mo-
mentos magnéticos localizados. El intercambio es mediado por los electrones de valen-
cia. El acoplamiento es caracterizado por la dependencia con la distancia de la integral
de intercambio JRKKY (r):

JRKKY (r) ∝ F (2 kF r) (1.50)

con

F (x) =
sin x− x cosx

x4
(1.51)



26 Modelo de Heisenberg

Este tipo de acoplamiento es de largo alcance y anisotrópico que frecuentemente resulta
en arreglos complicados de espines. Además, éste posee un comportamiento oscilatorio.
Entonces, el tipo de acoplamiento Ferro- o Antiferromanético, surge en función de la
distancia entre momentos magnéticos. Un ejemplo es representado por los metales de
tierras raras con sus electrones localizados en las bandas 4f .

Interacción de doble intercambio:
En algunos óxidos los iones magnéticos mezclan valencias, es decir se presentan di-
ferentes estados de oxidación que resulta en un arreglo ferromagnético. Un ejemplo
corresponde a la mangańıta (Fe3O4) que incluye tanto iones Fe2+ como Fe3+.

1.3.2. Orden de largo alcance: teorema de Mermin-Wagner

En esta sección mencionamos brevemente el rol de la temperatura en los estados magnéti-
camente ordenados de espines. Para ello necesitamos introducir lo que se conoce como función
de correlación. La función de correlación es una cantidad que determina si alguna variable
espećıfica del sistema, presenta algún tipo de orden. Aśı, en el caso de un sistema de N es-
pines a temperatura T , en un campo magnético externo de ordenamiento h el hamiltoniano
H(h) está dado por

H(h) =
∑
〈ij〉

JijSri · Sri − h
∑
i

Sz
ri
, (1.52)

la función de correlación esṕın-esṕın a campo cero (o simplemente correlación esṕın-esṕın)
está dada por

G(ri, rj) = 〈Sri · Srj〉

= ĺım
h→0

ĺım
N→∞

1

Z N
Tr
[
e−H(h)/TSri · Srj

]
, (1.53)

donde Z = Tr
[
e−H(h)/T

]
. Dependiendo del comportamiento de la correlación 〈Sri · Srj〉, el

sistema puede presentar orden de largo alcance, cuasi orden de largo alcance o finalmente
ser desordenado magnéticamente. Aśı,

si el ĺım|ri−rj |→∞〈Sri · Srj〉 6= 0, el sistema presenta orden de largo alcance. En ese
caso, el parámetro de orden magnético (la magnetización escalonada con vector de
ordenamiento q)

ĺım
h→0

m(q, h) = ĺım
h→0

ĺım
N→∞

1

Z N
Tr
[
e−H(h)/TSz

q

]
donde Sz

q =
∑
i

eiq.riSz
ri

(1.54)

es no nulo.
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si ĺım|ri−rj |→∞〈Sri · Srj〉 = 0 como una ley de potencias,

〈Sri · Srj〉
∣∣
|ri−rj |>>0

∼ 1

|ri − rj|α
,

se dice que el sistema presenta cuasi-orden de largo alcance.

finalmente, si ĺım|ri−rj |→∞〈Sri ·Srj〉 = 0 con un decaimiento tipo exponencial, el sistema
presenta orden de corto alcance o es desordenado magnéticamente.

Es de esperar que los estados excitados térmicamente reduzcan las correlaciones entre
espines y que para kBT mucho mayor que el rango de enerǵıas caracteŕıstico del sistema
(J) los espines se descorrelacionen a grandes distancias y se anule el parámetro de orden.
Existirá entonces una temperatura Tc, por encima de la cual se produce una transición entre
una fase ordenada y una desordenada. Sin embargo, la dimensionalidad del sistema tiene
un drástico efecto sobre esta ruptura de simetŕıa. Mermin y Wagner [25], demostraron que
en modelos uni- y bidimensionales con interacciones de corto alcance, cuyos estados fun-
damentales rompen alguna simetŕıa continua del hamiltoniano, la temperatura cŕıtica es
estrictamente igual a cero. Es decir el orden de largo alcance es inestable, para todo S, ante
la presencia de fluctuaciones térmicas.

Teorema de Mermin- Wagner:

Para el modelo cuántico de Heisenberg (ec. 1.52) con interacciones de corto alcance que
obedecen

J̄ =
1

2N

∑
ij

|Jij| |xi − xj|2 <∞, (1.55)

no puede haber ruptura espontánea de simetŕıa en una y dos dimensiones a T > 0, esto es

ĺım
h→0

m(q, h) = 0 (1.56)

El resultado principal que se obtiene (ver referencia [4]) es una cota superior para la magne-
tización en dimensión d como función de la temperatura T y el campo de ordenamiento h:
Para h cerca de cero, en d = 1, se tiene:

m(q, h) ≤ cte
S(S + 1)J̄1/3

T 2/3
h1/3 (1.57)

que se anula cuando h→ 0 y T > 0, mientras que para d = 2:

m(q, h) ≤ cte
S(S + 1)J̄1/2

T 1/2

1√
|ln(h)|

(1.58)

que también se anula para h → 0 y T > 0. Para el caso de d = 3, un resultado similar
conduce a la posibilidad de encontrar una temperatura finita para la cual se satisface la
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desigualdad. Por lo tanto, la ruptura espontánea de simetŕıa y la aparición de una fase
ordenada es esperada en d = 3 a temperatura T > 0 para el hamiltoniano de Heisenberg, lo
cual se observa en sistemas reales.
El teorema de Mermin-Wagner no se aplica a T = 0, sin embargo las fluctuaciones cuánticas
juegan un rol similar en cuanto a que compiten con el orden magnético.
Un resultado importante es que si el espectro de excitaciones presenta un gap, esto es

Em − E0 > ∆, ∀ m 6= 0, (1.59)

donde ∆ es independiente de h y N , el estado fundamental del modelo de Heisenberg es
desordenado. Como ejemplo, la cadena de esṕın entero antiferromagnética exhibe el gap de
Haldane en el espectro de excitaciones. Los modelos que poeen gap, no poseen verdadero
orden de largo alcance en su estado fundamental. El análisis del modelo sigma no lineal
predice que las funciones de correlación decaen exponencialmente a largas distancias [4].
La implicación inversa (excitaciones sin gap presentan verdadero orden de largo alcance) no
es cierta. Por ejemplo el modelo de Heisenberg para la cadena de esṕın semi-entero antife-
rromagnético, presenta un espectro de excitaciones sin gap sin embargo no hay verdadero
orden de largo alcance puesto que las funciones de correlación decaen como ley de potencias.

1.3.3. Sistemas desordenados y ĺıquidos de espines

Un tema central de los últimos años dentro del magnetismo cuántico, comenzando en la
propuesta de Anderson [26], ha sido la búsqueda de los ĺıquidos de espines (SL), es decir,
fases sin orden magnético del tipo Néel de largo alcance. Es de sospechar que las fases SL se
estabilicen a bajas dimensiones o en presencia de frustración (ver sección 1.3.4), es decir, en
situaciones donde las fluctuaciones cuánticas puedan suprimir fuertemente el magnetismo.
En este marco se espera una f́ısica muy rica con excitaciones exóticas de baja enerǵıa que
requiere, en la mayoŕıa de los casos, el uso de técnicas no perturbativas para determinar
completamente sus propiedades.

En una dimensión, a T = 0 las fluctuaciones cuánticas tienden a desordenar el estado
fundamental. De esta manera, en una dimensión se espera que el estado fundamental esté en
una fase SL. Sin embargo, esto no sucede siempre y las propiedades del estado fundamental
dependen del modelo estudiado. Como ejemplo podemos mencionar dos casos muy estudia-
dos: el hamiltoniano de Heisenberg con acoplamientos a primeros vecinos y el hamiltoniano
de Majumdar-Ghosh (ambos de esṕın S = 1/2),

HJ = J

N∑
i=1

Si · Si+1

HMG = J
N∑
i=1

(Si · Si+1 +
1

2
Si · Si+2) (1.60)
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En el primer caso, el estado fundamental no presenta orden de largo alcance y corresponde
a un ĺıquido de Luttinger. En este caso la función de correlación decae como una ley de
potencias de la forma,

〈Sr · S0〉 ∼ − 1

4 π r2
+ (−1)r/a

cte

r
(1.61)

mientras que el espectro de excitaciones no posee gap.
En el segundo caso, el estado fundamental es doblemente degenerado y las excitaciones
presentan un gap en su espectro. Estos estados están formados por productos de singletes
de la forma

|GS〉± =
1

2N/2

N/2∏
n=1

(| ↑〉2n| ↓〉2n±1 − | ↓〉2n| ↑〉2n±1) (1.62)

Se puede verificar que ninguno de los estados presentan orden magnético calculando la co-
rrelación esṕın-esṕın; sin embargo (1.62) posee otro tipo de orden conocido como orden de
d́ımeros. Este tipo de orden se puede observar a partir de otro tipo de función de correlación
conocida como correlación d́ımero-d́ımero.
El operador de d́ımero entre un par de sitios (i, j) está dado por

dri,rj =
(1− Pri,rj)

2
(1.63)

donde Pri,rj = 2(Sri · Srj +
1
4
) es el operador de permutación. Con esta definición, en un

estado como (1.62), el operador de d́ımero vale 1 si entre los sitios (i, j) hay formado un
singlete, y 1/4 entre los demás sitios.
La correlación d́ımero-d́ımero entre un par de sitios de referencia (i, j) y otro par de sitios
(k, l) es

p(ri,rj ;rk,rl) =
〈dri,rjdrk,rk〉 − 〈dri,rj〉〈drk,rl〉

〈dri,rj〉(1− 〈drk,rl〉)
(1.64)

Si p(ri,rj ;rk,rl) = 1 la presencia de un singlete entre los sitios (i, j) implica la existencia de un
singlete entre (k, l); si p(ri,rj ;rk,rl) = 0 hay una ausencia de correlaciones entre singletes entre
los pares de sitios (i, j) y (k, l). Si p(ri,rj ;rk,rl) < 0, un singlete en el par de sitios (i, j) induce
una tendencia de correlación ferromagnética entre los sitios (k, l). A modo de comparación,
en la figura (1.5) se muestran funciones de correlación esṕın-esṕın (ćırculos) y d́ımero-d́ımero
(cuadrados) calculadas en el estado fundamental del hamiltoniano de Majumdar-Ghosh. Se
puede observar que el estado fundamental no presenta orden magnético de largo alcance,
mientras que śı posee orden de d́ımeros de largo alcance.

Desde el punto de vista técnico, el caso unidimensional es extremadamente favorable
puesto que existen muchas herramientas no perturbativas para caracterizar completamente
las propiedades f́ısicas de diferentes SL. Entre ellas podemos nombrar, teoŕıas de campos
conformes [28, 29], bosonización [30], y cálculos numéricos tales como grupo de renormali-
zación de la matriz densidad (DMRG) y diagonalización exacta.
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Figura 1.5: Funciones de correlación esṕın-esṕın (ćırculos) y d́ımero-d́ımero (cuadrados)
calculadas mediante diagonalización exacta en el estado fundamental del hamiltoniano de
Majumdar-Ghosh.

La determinación de las propiedades de los ĺıquidos de espines unidimensionales no es un
problema puramente académico puesto que muchas realizaciones experimentales de cadenas
de espines han sido sintetizadas en los últimos años [31, 32].

En el caso de dos dimensiones, se han encontrado sistemas que no presentan orden
magnético, mostrando otros tipos de órdenes como el de d́ımeros, antes mencionado. Sin
embargo, la comprensión de los sistemas magnéticos cuánticos bidimensionales es mucho más
limitada que en el caso unidimesnional. El número de resultados experimentales inexplica-
bles es extremadamente grande, y lamentablemente las herramientas teóricas son bastantes
limitadas. Entre las técnicas más confiables para estudiar sistemas en dos dimensiones, se
pueden nombrar por el lado de las técnicas anaĺıticas: el método de ondas de esṕın lineal, la
teoŕıas de campo medio de representaciones bosónicas (campo medio de bosones de Schwin-
ger), fermiónicas (campo medio de fermiones de Abrikosov), de representanciones mixtas,
generalizaciones tipo Large-N y modelos efectivos de teoŕıas de campo. Por el lado de técni-
cas numéricas podemos nombrar expansiones en serie, diagonalización exacta, Montecarlo
cuántico.
Además de los resultados obtenidos de los métodos citados, se encuentra en la literatura que
mediante diversos métodos complementarios uno encuentra al menos cuatro clases de f́ısica
distinta en sistemas en dos dimensiones:

Fases semi-clásicas tipo Néel

y tres tipos de de fases “puramente cuánticas” basadas en la formación de singletes.

Las propiedades de estas cuatro fases son resumidas en la tabla (1.1). Las fases cuánticas
aparecen en situaciones donde hay interacciones competitivas, un alto grado de frustración
magnética y un número de coordinación bajo.
Este tema lo volveremos a tratar en el caṕıtulo 5 cuando estudiemos el modelo de Heisenberg
en redes bidimensionales.
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Simetŕıa rota Parámetro
Fases en el de orden Excitaciones

fundamental

SU(2)
Semi-clásico, Grupo espacial Magnetización Magnones sin gap
Orden de Néel Inversión temporal escalonada

Dı́mero-Dı́mero LRO Excitaciones con gap,
Valence Bond Grupo espacial o plaquetas S=0 Espinones confinados

Crystal LRO

Ĺıquido de espines Degeneración Parámetro de orden Excitaciones con gap
R.V.B. topológica no local Espinones deconfinados
(Type I)

Ĺıquido de espines Degeneración Parámetro de orden Excitaciones sin gap
R.V.B. topológica no local tipo singlete,

(Type II) Gap en excitaciones
de tripletes,

Espinones deconfinados
Entroṕıa a T=0

Cuadro 1.1: Posibles fases de sistemas magnéticos bidimensionales. Tabla extráıda de Claire
Lhuillier, Gregoire Misguich arXiv:cond-mat/0109146v1.

1.3.4. Sistemas frustrados

El concepto de frustración fue definido por Villain y Toulouse [33, 34] a finales de años
70′s en el contexto de vidrios de esṕın, que marcaron el comienzo de una extensa investigación
de los sistemas frustrados hasta la actualidad. La frustración puede deberse a dos posibles
causas:

Interacciones competitivas

Frustración geométrica

Frustración geométrica

Para simplificar el problema, vamos a comenzar analizando el hamiltoniano de espines de
Ising para entender la idea de frustración. El hamiltoniano de Ising de dos espines está dado
por

HIsing = J Sz
1 .S

z
2 . (1.65)

Dado que en el hamiltoniano de Ising solo intervienen las componentes z de los operado-
res de esṕın, éste es diagonal en la base canónica del espacio de esṕın, {|σ1〉 ⊗ ... ⊗ |σN〉}
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( |σi〉 =↑, ↓ ), y por lo tanto las variables de esṕın se pueden representan por cantidades es-
calares de magnitud 13.
Si la constante de interacción es negativa J < 0 (caso ferromagnético), el mı́nimo de la
enerǵıa corresponde a la configuración en la cual ambos espines son paralelos ( toman el
mismo valor de Sz) y su valor es E = −|J |. Si por el contrario, J es positivo (interacción
antiferromagnética), el mı́nimo de la enerǵıa corresponde a la configuración donde los espines
son antiparalelos.
Consideremos el caso de un sistema de tres espines acoplados ferromagnéticamente como se
muestra en la figura 1.6 - Es fácil ver que en el sistema de 3 sitios con interacciones ferro-

S1

S2

S3

Figura 1.6: Arreglo de tres espines.

magnéticas, el estado fundamental corresponde a la configuración en que todos los espines
están paralelos. Cada par de espines en interacción toman la configuración cuya enerǵıa es la
misma que la del sistema de dos espines. En este caso se dice que la interacción de cada par
está completamente satisfecha. Esta propiedad se cumple para cualquier tipo de red, siempre
y cuando los acoplamientos sean ferromagnéticos.
Si J > 0 (caso antiferromagnético), se puede ver que no hay manera de que todos los pares
de acoplamientos sean satisfechos. El estado fundamental es seis veces degenerado corres-
pondiente a las configuraciones

|GS〉a = | ↑〉1 ⊗ | ↑〉2 ⊗ | ↓〉3
|GS〉b = | ↑〉1 ⊗ | ↓〉2 ⊗ | ↑〉3
|GS〉c = | ↓〉1 ⊗ | ↑〉2 ⊗ | ↑〉3
|GS〉d = |GS〉a|↑↔↓

|GS〉e = |GS〉b|↑↔↓

|GS〉f = |GS〉c|↑↔↓

con una enerǵıa E0 = −J . En este caso se dice que el sistema está frustrado.

En el caso del hamiltoniano de Heisenberg (operadores de esṕın con tres componentes),
la situación es muy similar. En el caso de 2 espines con S = 1/2 acoplados ferromagnéti-

camente, la enerǵıa del estado fundamental es E0 = − |J |
4

(para J < 0) y el estado tiene la
configuración | ↑〉1⊗| ↑〉2. En el caso antiferromagnético, la enerǵıa es E0 = −3 J

4
y el estado

3La elección los valores de Sz
i = ±1 es estandar y cualquier otra elección solo modifica mediante una

constante al hamiltoniano.
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corresponde al singlete 1√
2
(| ↑〉1 ⊗ | ↓〉2 − | ↓〉1 ⊗ | ↑〉2).

En el caso de 3 espines acoplados ferromagnéticamente, la enerǵıa del estado fundamental es
E0 = −3 |J |

4
siendo esta la enerǵıa de los tres enlaces satisfechos. En el caso antiferromagnéti-

co, el estado fundamental es cuatro veces degenerado con una enerǵıa E0 = −3 J
4
. Una de las

4 posible configuraciones es

1√
2
(| ↑〉1 ⊗ | ↓〉2 − | ↓〉1 ⊗ | ↑〉2)⊗ | ↑〉3 (1.66)

Aśı, el efecto de la frustración sobre los espines del triángulo es el de acomodar en estado
singlete entre dos de ellos dejando libre el tercero.

La combinación de frustración y efectos cuánticos hace a estos sistemas grandes candi-
datos para encontrar f́ısica no convencional. Sin embargo, la frustración geométrica por si
sola no es suficiente para desestabilizar el orden magnético. El primer ejemplo de un modelo
frustrado y que presenta orden magnético, corresponde al modelo de Heisenberg en la red
triangular. Una gran cantidad de trabajos anaĺıticos y numéricos [35] han revelado que el
sistema presenta un orden tipo Néel como se muestra en la figura 1.7. Este orden, es análogo
al que presenta el modelo clásico de Heisenberg sobre la red triangular lo cual indica que
las fluctuaciones cuánticas no son suficientemente grandes como para desestabilizarlo en el
modelo cuántico.

Figura 1.7: Orden tipo Néel en la red triangular antiferromagnética.

Las redes más estudiadas que no presentan orden antiferromagnético a nivel clásico y que
podŕıan llegar a presentar desorden magnético son las llamadas corner-sharing-lattices, de las
cuales las más conocidas son Kagomé, checkerboard y pyrochlore (figura 1.8). Estas redes
están compuestas de unidades frustradas, triángulos y tetraedros, conectadas únicamente
por los vértices. Esta baja conectividad detiene como consecuencia una alta degeneración
para el estado fundamental clásico. Esto puede ser ilustrado en la red de Kagome en la
figura 1.8a. Una plaqueta triangular con espines clásicos en los vértices, es mı́nimamente
frustrada si los tres espines permanecen en el mismo plano formando un ángulo de 120o

entre ellos. El plano común puede ser especificado por un vector unitario v perpendicular a
éste, cuya dirección (saliente o entrante al plano) queda definida por la orientación de los
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(a) Kagomé (b) Checkerboard (c) Pyrochlore

Figura 1.8: Redes frustradas tipo corner-sharing.

espines en el triángulo (ver figura 1.9a). Entonces, una configuración de espines de mı́nima
enerǵıa (formando un ángulo de 120o entre ellos) puede ser identificada por un único esṕın y
el vector unitario correspondiente v. Dado que dos triángulos vecinos comparten únicamente
un sitio, sus vectores unitarios son independientes: un plano asociado a un triángulo puede ser
rotado alrededor del esṕın compartido sin costo de enerǵıa. La única restricción que se debe
cumplir involucra a seis vectores v’s de los triángulos que lo rodean a un hexágono como se
muestra en la figura 1.9a: estos vectores determinan como transforma la orientación local de
los espines al desplazarse de sitio en sitio alrededor del hexágono, y la transformación total
al recorrer un ćırculo completo debe ser la identidad. Dado que el número de hexágonos
es el doble del número de triángulos en una red de Kagomé, únicamente la mitad de los
vectores v’s quedan determinados. Consecuentemente, hay transformaciones continuas que
transforman un estado fundamental clásico en otro, con lo que la degeneración clásica crece
con el tamaño del sistema.

120o120o

120o

(a)

v5

v6

v1

v2

v3

v4

(b)

Figura 1.9: (a) El plano definido por los espines clásicos puede ser identificado por un vector
perpendicular a éste, orientado acordando a la ”regla de la mano derecha” con respecto a la
dirección en que la orientación de los espines cambia en +120. (b) Seis vectores de quiralidad
v1...v6 alrededor de una plaqueta hexagonal
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Interacciones competitivas

Consideremos la otra situación donde un sistema de espines puede ser frustrado: este es el
caso de diferentes clases de interacciones que entran en conflicto y de esta manera el estado
fundamental no corresponde al mı́nimo de cada una de las interacciones. Por ejemplo, consi-
deremos el hamiltoniano de Heisenberg unidimensional donde la interacción entre los espines
a primeros vecinos J1 es ferromagnética mientras que la interacción a segundos vecinos J2 es
antiferromagnética. Siempre que J2 < |J1|/4, el estado fundamental es ferromagnético: cada
enlace J1 es satisfecho energéticamente pero los enlaces J2 no lo son. Por supuesto, cuando J2
excede un valor cŕıtico, el estado fundamental ferromagnético ya no es favorecido energéti-
camente y de esta manera, ambos enlaces J1 y los J2 no son completamente satisfechos.
Análogamente, existe una gran variedad de redes que presentan frustración debido a interac-
ciones competitivas tanto cuasi-unidimensionales como bidimensionales (figura 1.10). Si bien

1 3 5

2 4 6

J

J
′

~e1

~e2

A

B

NN NNN NNNN

(a)

(b)

(c)

Figura 1.10: Redes frustradas geométricamente. (a) Escalera de espines frustrados por acopla-
mientos antiferromagnéticos J , J1 y J2. (b) Cadena de triángulos antiferromagnéticos J > 0
acoplados con J ′ > 0, y (c) red hexagonal frustrada con acoplamientos antiferromagnéticos
a primeros, segundos y terceros vecinos.

en la discusión anterior hemos hablado de frustración entre interacciones competitivas de la
forma J (Si · Sj), el concepto de frustración puede ser aplicado a otros tipos de interaccio-
nes tales como la interacción de Dzyaloshinski-Moriya D (Si ∧ Sj), interacción de plaquetas
k (Si · Sj)(Sk · Sl),..etc.

Más adelante volveremos a tocar el tema de frustración cuando discutamos el problema
de sistemas cuasi-unidimensionales de espines Heisenberg frustrados en el caṕıtulo 4, y del
modelo de Heisenberg frustrado en dos dimensiones en el caṕıtulo 5.
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1.4. Acoplamiento electrón-fonón

Uno de los ingredientes que adicionaremos en esta tesis a los modelos unidimensionales de
Hubbard y Heisenberg corresponde a los fonones adiabáticos. Como veremos en los caṕıtulos
3 y 4, el acoplamiento de los grados de libertad de carga o esṕın con los fonones tiene con-
secuencias importantes sobre el sistema, modulando los ordenes de carga y magnetización
respectivamente.
En esta sección, haremos un breve resumen sobre fonones e introduciremos el ĺımite adiabáti-
co que es el que vamos a estudiar.

Consideremos el hamiltoniano unidimensional de N átomos que describe las vibraciones
armónicas de una red,

Hfon′on =
∑
j

[
p2j
2m

+
m

2
w2

o δ
2
j

]
(1.67)

δj = u(rj+1)− u(rj), fonones acústicos (1.68)

δj = u(rj), fonones ópticos (1.69)

donde m es la masa de cada átomo y wo es la frecuencia de vibración. Aqúı, uj representa los
desplazamientos de los iones respecto de sus posiciones de equilibrio y pj son sus momentos
conjugados.

Los fonones acústicos, corresponden a ondas de sonido en la red y la relación de dispersión
no posee gap en su espectro (figura 1.11).
Por el contrario, los fonones ópticos, siempre tienen una frecuencia de vibración mı́nima

0 Π

a
-

Π

a

2 wo

k

ΕHkL

Figura 1.11:

incluso para longitudes de onda largas.

En el ĺımite adiabático, se considera que los grados de libertad de los fonones “se conge-
lan”. Esto es, la frecuencia de vibración tiende a cero mientras que la masa de los átomos a
infinito,

{wo → 0,m→ ∞} ⇒ K ≡ mw2
o = constante (1.70)

De esta manera, el hamiltoniano de los fonones queda únicamente descrito por las variables
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clásicas y estáticas δj,

Hfonón =
K

2

∑
j

δ2j . (1.71)

La interacción ya sea de los grados de libertad de esṕın (en el modelo de Heisenberg), como
de carga (en el modelo de Hubbard) con los fonones es modelada por una expansión lineal
de los acoplamientos de intercambio, Jij (Heisenberg) o de hopping, tij (Hubbard) alrededor
de los valores homogéneos, es decir

HHeisenberg =
∑
i,j

JijSi · Sj

'
∑
i,j

J(1 + αs−f (uj − ui))Si · Sj

⇓
Hesṕın-fonón ∼

∑
i,j

αs−f (uj − ui)Si · Sj (1.72)

donde αs−f es una contante que mide la interacción esṕın-fonón. En el caso del modelo de
Hubbard tenemos

HHubbard = −
∑
i,j,σ

tij (c
†
i,σ cj,σ + h.c.)

' −
∑
i,j,σ

t(1 + αe−f (uj − ui))(c
†
i,σ cj,σ + h.c.)

⇓
Helectrón-fonón ∼

∑
i,j,σ

αe−f (uj − ui)(c
†
i,σ cj,σ + h.c.) (1.73)

donde αe−f es una contante que mide la interacción electrón-fonón.
Peierls mostró en los 50′s que en presencia de acoplamiento electrón-fonón y bajo ciertas
condiciones, los sistemas de electrones unidimensionales presentan una inestabilidad hacia
fases ailadoras [36]. En particular, a medio llenado, en un sistema de electrones acoplados a
fonones, la red se dimeriza y se abre un gap en el espectro. Esta inestabilidad de conoce como
inestabilidad de Peierls. De manera similar, el hamiltoniano de Heisenberg unidimensional
acoplado con fonones, y a campo magnético externo cero, presenta una inestabilidad en la
cual, los sitios se dimerizan y el orden antiferromagnético es reemplazado por un estado de
singletes. Esta transición se conoce como transición de “esṕın-Peierls“ [37]. La transición
de esṕın-Peierls fue inicialmente estudiada en los años 70’s, tanto teórica como experimen-
talmente. Sin embargo, la primera realización experimental fue observada en el compuesto
orgánico CuGeO3 por Hase et. al en 1993 [38].

Además del acoplamiento de Peierls, existen materiales como los cristales moleculares
(ver ejemplos en el caṕıtulo 3), donde es importante otro tipo de interacción electrón-fonón
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que se conoce como ”acoplamiento de Holstein” [39]. Esta interacción está presente en los
compuestos moleculares, y se debe a las vibraciones internas de las moléculas en cada sitio
del cristal. Las vibraciones de las moleculas producen una desproporción local de la densidad
de carga modificando la enerǵıa en el sitio. Este fenómeno puede tenerse en cuenta por medio
del término de Holstein dado por,

H ′
electrón-fonón ∼

∑
i

α δi ni (1.74)

donde ni es la densidad electrónica en el sitio i, ni = ni,↑ + ni,↓.



Caṕıtulo 2

Métodos Anaĺıticos y Numéricos

En este caṕıtulo presentaremos algunas de las técnicas más utilizadas para estudiar sis-
temas fuertemente correlacionados en bajas dimensiones. La primera parte será dedicada al
el método conocido como Bosonización abeliana que es una de las herramientas más uti-
lizadas para estudiar sistemas fermiónicos interactuantes unidimensionales. Existe mucha
bibliograf́ıa sobre el tema y nosotros solo expondremos, en este caṕıtulo y en el apéndice A,
las ideas y resultados más importantes.
Posteriormente vamos a presentar dos transformaciones que permiten tratar sistemas de
espines en términos de variables bosónicas: la primera conocida como transformación de
Holstein-Primakoff y la segunda transformación de Schwinger. Estas técnicas tienen la ven-
taja de que permiten estudiar sistemas más allá de d = 1.

2.1. Bosonización Abeliana, d = 1.

La idea básica de bosonización se basa en el hecho de que las excitaciones hueco-part́ıcula
de baja enerǵıa son de carácter bosónico (ver sección 1.2.3), y de esta manera el espectro
del gas de electrones puede se estudiado en término de estas excitaciones. La cuestión fue
planteada por F. Bloch en 1934, pero Tomonaga mostró en 1950 que esto puede ser verdad
solo en una dimensión (espacial). La razón es simple: Consideremos la figura 1.3b. En la parte
izquierda se ilustra la creación de un par part́ıcula-hueco de momento k. En la derecha, se
muestra el espectro de las excitaciones part́ıcula-hueco creadas por encima del nivel de Fermi
(ambas cantidades medidas con respecto al estado fundamental). Debido a la dispersión lineal
cerca del nivel de Fermi, los pares tienen dispersión tipo-cuasi-part́ıcula cerca de momento
cero, aśı estas pueden propagarse de manera coherente. En otras palabras, la part́ıcula y el
hueco tienen aproximadamente la misma velocidad de grupo a bajas enerǵıas y se propagan
juntas. Cualquier atracción por débil que sea, tiene una gran consecuencia, es decir, liga al
par a una propagación coherente: “una nueva part́ıcula”. En particular, en el ĺımite de bajas
enerǵıas, las excitaciones part́ıcula-hueco en una dimensión son exactamente coherentes.

En la figura 1.3a se muestra la situación correspondiente en dos dimensiones, con una
superficie de Fermi circular. Está claro que un par part́ıcula-hueco con un dado momento
k puede tener un espectro continuo de enerǵıas comenzando en cero. Esto se debe a que
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un orden tipo Néel a lo largo de las lineas diagonales.
Es nuestro interés analizar la influencia de Jd en el ĺımite termodinámico, para lo cual en
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Figura 5.3: Correlación esṕın-esṕın 〈S0Sj〉 en función de Jd/J para la red finita de N = 36
sitios mostrada en la figura 5.2. Los ı́ndices de sitio j = 1, 3, 4, 6, 9, 13, 24 corresponden a
aquellos de la figura 5.2. Figura extráıda de J. Phys.: Conf. Ser. 145 012008 [151].

la sección siguiente vamos a estudiar el hamiltoniano (5.1) utilizando el método de campo
medio de bosones de Schwinger desarrollado en la sección 2.2.2.

5.1.2. Métodos de bosones de Schwinger

En esta sección presentamos el estudio realizado del hamiltoniano (5.1) que va en paralelo
con un trabajo previo [153] utilizando el método de bosones de Schwinger introducido en la
sección 2.2.2. Utilizando el mapeo de los operadores de esṕın en términos de los operadores
bosónicos dado por las ecuaciones (2.82) y (2.83) el hamiltoniano puede ser expresado como

H =
∑

〈i,j;a,b〉

J1

(
: B†,a,b

ri,rj
·Ba,b

ri,rj
: −A†,a,b

ri,rj
·Aa,b

ri,rj

)
+

∑
〈〈i,j;a,b〉〉

Jd

(
: B†,a,b

ri,rj
·Ba,b

ri,rj
: −A†,a,b

ri,rj
·Aa,b

ri,rj

)
+
∑
i;a

λari (b
†,a
ri,↑b

a
ri,↑ + b†,ari,↓b

a
ri,↓ − 2S), (5.2)

donde los ı́ndices i, j recorren la red de Bravais periódica (una red triangular); a y b son
ı́ndices internos de subred u, v o w como se indican en la figura (5.4), y la notación 〈 〉 y 〈〈 〉〉
significan todos los posibles pares de sitios a primeros y terceros vecinos respectivamente.
NΛ es el número de celdas primitivas (aśı, el número total de sitios en la red es 3NΛ) y λri
son multiplicadores de Lagrange introducidos para realizar la restricción (en valor medio) del
número de bosones en cada sitio, y : O : indicando orden normal de los operadores. Debido
a la invarianza traslacional vamos a fijar λari = λ. Finalmente los operadores de bonds Ari;rj



Modelo de Heisenberg 119

u

v

u u

w u

w

v

0-

2 Π

3-

4 Π

3
2 Π

3
4 Π

3

0

-

2 Π

3

2 Π

3

e2

e1

b1

b2

J Jd
kx

ky

Figura 5.4: Celda primitiva y primera zona de Brillouin de la red de Kagomé. Los vec-
tores primitivos de la red directa y reciproca son

(
e1 = (1/2,

√
3/2), e2 = (1/2,

√
3/2)

)
y(

b1 = −2π(1, 1/
√
3),b2 = −2π(1,−1/

√
3)
)
, respectivamente.

y Bri;rj están dados por

Aa,b
ri;rj

≡ 1

2
(bari,↑b

b
rj ,↓ − bari,↓b

b
rj ,↑) (5.3)

Ba,b
ri;rj

≡ 1

2
(b†,ari,↑b

b
rj ,↑ + b†,ari,↓b

b
rj ,↓), (5.4)

Para poder resolver este problema, ahora cuártico en bosones, se procede a un desacople
en campo medio de los operadores de bonds introduciendo los parámetros 〈Aa,b

ri,rj
〉 = Aα y

〈Ba,b
ri,rj

〉 = Bα (α = 1, 2 primeros y terceros vecinos) desarrollado en la sección 2.2.2. Luego
de transformar Fourier los operadores bosónicos, para cada modo k es conveniente introducir
el vector de operadores Ψ(k) = (buk,↑, b

v
k,↑, b

w
k,↑, b

†,u
−k,↓, b

†,v
−k,↓, b

†,c
−k,↓). Con esto podemos reescribir

el hamiltoniano en la aproximación de campo medio de una forma más compacta

HMF = ε0 +
∑
k εBZ

Ψ†(k) ·M(k) ·Ψ(k) (5.5)

donde

ε0
NΛ

=
[
6 J1(B

2
1 − A2

1) + 3 Jd(B
2
2 − A2

2)
]
− 3λ (2S + 1) (5.6)

y las matrices M(k), P (k) y R(k) están dados por

M(k) =

[
λ I3×3 +R(k) −P (k)

−P †(k) λ I3×3 +R(k)

]
,

P (k) =

 J2A2D2(k) J1A1 Γ1(−k) −J1A1 Γ3(k)
−J1A1 Γ1(k) J2A2D3(k) J1A1 Γ2(−k)
J1A1 Γ3(−k) −J1A1 Γ2(k) J2A2D1(k)

 ,



120 Modelo de Heisenberg en la red de Kagomé.

con Γj(k) = eik.~ej/2 + σ e−ik.~ej/2 y Dj(k) = −2 i sin(k.~ej), y

R(k) = 2

 J2B2 cos(k.~e2) J1B1 cos(k.~e1/2) J1B1 cos(k.~e3/2)
J1B1 cos(k.~e1/2) J2B2 cos(k.~e3) J1B1 cos(k.~e2/2)
J1B1 cos(k.~e3/2) J1B1 cos(k.~e2/2) J2B2 cos(k.~e1)

 ,

Para determinar los autovalores del hamiltoniano (5.5), procedemos a diagonalizar mediante
una transformación de Bogoliubov generalizada o también llamada paraunitaria mostrada
en el apéndice B, tal que Ψ(k) = T Ψ̃(k) introduciendo un nuevo conjunto de operadores
b̃ak,σ como se detalla en el apéndice B.
Finalmente el hamiltoniano de campo medio (5.5) queda

HMF = ε0 + 2
∑

k,σ=↑↓

w1 (k)
(
b̃†,uk,σ b̃

u
k,σ +

1

2

)
+ w2(k)

(
b̃†,vk,σ b̃

v
k,σ +

1

2

)
+w3(k)

(
b̃†,wk,σ b̃

w
k,σ +

1

2

)
(5.7)

y la enerǵıa del estado fundamental se obtiene a partir del valor de espectación del hamilto-
niano HMF en el vaćıo del espacio de Fock de los nuevos bosones b̃,

EGS = 〈HMF 〉

= ε0 +
∑
kεBZ

(
w1 (k) + w2 (k) + w3 (k)

)
(5.8)

donde w(k) son bandas de enerǵıas que dependen de los parámetros de campo medio Aα,
Bα y del multiplicador de Lagrange λ a ser determinados autoconsistentemente a partir de
los valores medios de los operadores A y B

A1 =
1

6NΛ

∑
〈ri,rj〉

〈b†,ari,↑b
†,b
rj ,↓ − b†,ari,↓b

†,b
rj ,↑〉 (5.9)

A2 =
1

3NΛ

∑
〈〈ri,rj〉〉

〈b†,ari,↑b
†,b
rj ,↓ − b†,ari,↓b

†,b
rj ,↑〉 (5.10)

B1 =
1

6NΛ

∑
〈ri,rj〉

〈b†,ari,↑b
b
rj ,↓ + b†,ari,↓b

b
rj ,↑〉 (5.11)

B2 =
1

3NΛ

∑
〈〈ri,rj〉〉

〈b†,ari,↑b
b
rj ,↓ + b†,ari,↓b

b
rj ,↑〉 (5.12)

junto con la ecuación que fija el número de bosones en cada sitio

1

NΛ

∑
ri,σ

〈b†,ari,σ
bari,σ〉 = 2S. (5.13)
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Obtener las soluciones numéricas de las ecuaciones (5.12) y (5.13) involucra resolver cua-
tro ecuaciones acopladas para los parámetros A′s y B′s, más la ecuación de ligadura para
determinar el valor de λ. El procedimiento autoconsistente consiste en proponer valores ini-
ciales para los parámetros A0

α y B0
α, y determinar la cota mı́nima λ

(0)
min del multiplicador

de Lagrange para el que todas las matrices M(k) en ecuación (5.5) son definidas positivas.

Resolvemos la ecuación (5.13) en el intervalo [λ
(0)
min,∞) para determinar el valor cŕıtico λ

(0)
c .

Con los valores de los parámetros de campo medio y el multiplicador de Lagrange calculamos
la enerǵıa y los nuevos parámetros A

(1)
α y B

(1)
α . Con estos nuevos valores, determinamos el

nuevo λ
(1)
min y determinamos el λ

(1)
c y los nuevos parámetros A

(2)
α y B

(2)
α . El procedimiento es

repetido hasta que los parámetros A
(n)
α , B

(n)
α y λ

(n)
c convergen, aśı como la enerǵıa converge al

valor mı́nimo. La necesidad de resolver numéricamente limita estudiar sistemas finitos pero
suficientemente grandes como parea extrapolar los resultados al ĺımite termodinámico3.

5.1.3. Resultados

La evaluación numérica de las ecuaciones (5.29) y (5.30) muestran que para para 0 ≤
Jd/J1 ≤ ∞ el modelo (5.1) no posee gap en su espectro de excitaciones para valores de esṕın
S ≥ 1/2 indicando la presencia de orden de largo alcance en el estado fundamental. Por lo
tanto Jd estabiliza orden magnético descartando la posibilidad de una fase desordenada tipo
ĺıquido de espines.
Como ejemplo en la figura 5.5 se muestra la banda de enerǵıa más baja de las cuasipart́ıculas
en el plano kx − ky y un gráfico de densidad para Jd/J1 = 0.3 y esṕın S = 1/2. Se observa
que los ceros de la relación de dispersión w(k∗) = 0 se ubican en los puntos k∗ = (4π

3
, 0)

y k∗ = (2π
3
,± 2π√

3
). A partir del cálculo de los valores de espectación de los operadores de
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Figura 5.5: (Izquierda y centro) Espectro de cuasi-part́ıculas y gráfico de densidad para
Jd/J1 = 0.3. El espectro posse puntos sin gap, es decir w(k∗) = 0 en k∗ = (4π

3
, 0) y

k∗ = (2π
3
,± 2π√

3
) que corresponden al orden magnético

√
3 ×

√
3. (Derecha) Orden

√
3 ×

√
3

establecido para 0 ≤ Jd/J1 ≤ ∞.

esṕın en términos de los operadores bosonicos originales se puede inferir el tipo de orden que
presenta el estado fundamental. Los resultados muestran que la inclusión del acoplamiento Jd

3 Generalmente, los resultados para sistemas más grandes que 3600 sitios no muestran fuerte dependencia
con el tamaño.
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estabiliza el estado ordenado conocido en la literatura como
√
3×

√
3 [154] esquematizado en

la figura (5.5 panel izquierdo) pudiendo ser contrastado experimentalmente en los compuestos
anteriormente citados kapellasite Cu3Zn(OH)6Cl2 y haydeeite Cu3Mg(OH)6Cl2.

5.2. Modelo de Heisenberg en la red hexagonal.

En la sección anterior estudiamos el estado fundamental de la red de Kagomé con la
inclusión de una acoplamiento adicional Jd el cual estabiliza un orden magnético. Original-
mente la red de Kagomé (con Jd = 0) atrajo mucha atención debido a que la red en śı es
frustrada y además el modelo clásico posee una degeneración macroscópica en el estado fun-
damental. Estos ingredientes se cree que pueden ser mecanismos para la formación de una
fase desordenada o ĺıquido de esṕın del modelo cuántico (ver sección 1.3.3). Otro candidato
para testear estas ideas es el modelo de Heisenberg antiferromagnético en la red hexagonal
o panal de abejas debido al bajo número de coordinación que posee (z = 3 el menor posible
en redes bidimensionales) y por lo tanto se espera que las fluctuaciones cúanticas puedan ser
suficientemente grandes como para destruir el orden de largo alcance. Numerosos estudios
muestran que el estado fundamental del modelo cuántico en la red hexagonal es ordenado
con una estructura similar al estado de Néel mostrado en la figura (5.9). Cabe preguntar-
se si la inclusión de acoplamientos a siguientes vecinos que introduzcan frustración pueden
competir con el orden.

El estudio de los magnetos cuánticos en la red hexagonal tiene además varias motivaciones
experimentales: por un lado, recientes experimentos de ESR (Electrón Spin Resonance) [155]
en campos magnéticos elevados en el compuesto Bi2Mn4O12(NO3), que es descrito por un
modelo de Heisenberg en la red hexagonal con esṕın S = 3/2, han conjeturado que la
frustración magnética puede jugar un rol importante para remover el orden de largo alcance
[156]. Por otro lado, orden de corto alcance debajo de 50K ha sido observado en otro material
con estructura hexagonal InCu2/3V1/3O3 (figura 5.7(a)) donde los iones no magnéticos de
Vanadio pueden conducir a frustración magnética [157]. Finalmente mencionamos que el
material Na3Cu2SbO6 [158] que posee una gap de esṕın posee una estructura que aún se
encuentra bajo debate pero podŕıa ser descrita por una red hexagonal anisotrópica como se
muestra en la figura 5.7(b)).

El modelo de Heisenberg en la red hexagonal con acoplamientos antiferromagnéticos a
primeros (J1), segundos (J2) y terceros J3 vecinos [159] está dado por,

H = J1
∑
〈i,j〉

S~ri · S~rj + J2
∑
〈〈i,j〉〉

S~ri · S~rj + J3
∑

〈〈〈i,j〉〉〉

S~ri · S~rj (5.14)

donde S~ri es el operador de esṕın en el sitio i-ésimo y 〈〉, 〈〈〉〉 y 〈〈〈〉〉〉 indican que las sumas
involucran sitios i, j a primeros, segundos y terceros vecinos respectivamente (ver figura
(5.7)).

Más allá que la frustración se debe al acoplamiento J2, como veremos la inclusión de J3 tiene
una consecuencia importante. El ĺımite clásico (S → ∞) del hamiltoniano (5.14) ha sido
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Figura 5.6: (a) Vista perspectiva de la estructura cristalina del compuesto InCu2/3V1/3O3.
En el centro se muestra un plano de Cu-V representando la estructura de la red hexagonal.
(b) Figura esquemática de la red formada por Cu2+ y los acoplamientos J1 , J ′

1 y J2 entre
los espines Cu2+.

estudiado por varios autores [159, 160]. Este posee diferentes fases ordenadas a temperatura
cero [159, 160] las cuales son mostradas en la figura (5.8). El diagrama de fases posee existe
un punto particular tri-cŕıtico en J2 = J3 = J1

2
en donde todas las fases limitan. En este

punto el hamiltoniano puede ser reescrito, salvo un término constante, como una suma sobre
el esṕın total de hexágonos de la forma

H = cte +
J1
2

∑
γ

|Sγ|2, (5.15)

donde Sγ =
∑

k∈γ Sk es el esṕın total en el hexágono γ. En este punto particular cualquier
estado con esṕın total cero por hexágono es un estado fundamental clásico, dando como
resultado un número macroscópico de configuraciones para estado fundamental. Esta clase
de degeneración es análoga a que sucede en la red cuadrada J1 − J2 para el caso J2 = J1/2
que ha sido extensamente estudiado mediante muchas técnicas como expansiones en serie
[161, 162, 163, 164, 165, 166, 167], diagonalización exacta [168, 169, 170] y Montecarlo
Cuántico [171, 172, 173]. Motivados por esta analoǵıa, vamos a estudiar de manera exhaustiva
la región del diagrama de fases J2 = J3 que contiene el punto tri-cŕıtico J2 = J3 = J1/2 con
el objetivo de comprender la naturaleza del estado fundamental del modelo cuántico (5.14).

5.2.1. Aspectos clásicos y semi-clásicos

En esta sección estudiamos el ĺımite clasico del modelo (5.14) y posteriormente, utilizando
el mapeo a bosones de Holsetin-Primakoff en la aproximación lineal, adicionamos fluctuacio-
nes cúanticas al problema clásico con el objetivo de analizar la estabilidad de las diferentes
fases del estado fundamental cuántico a temperatura cero.
Para comenzar introducimos una representación de un esṕın clásico como

~S~R,α = S
(
cos
(
~Q · ~R + φα

)
ě1 + sin

(
~Q · ~R + φα

)
ě2
)

(5.16)
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Figura 5.7: La red hexagonal formada por dos subredes: A y B. Los vectores ~e1 = (
√
3
2
, 1
2
) y

~e2 = (
√
3
2
,−1

2
) son los vectores primitivos de la red directa y α = (0,−1) es el vector interno

de la celda unidad formado por dos sitios: uno “tipo” A y otro “tipo” B. J1, J2 y J3 son los
acoplamientos antiferromagnéticos a primeros, segundos y terceros vecinos.

donde ~R es el vector posición de la celda unidad, ~e1, ~e2 son los vectores primitivos de la
red directa y α = A,B es un ı́ndice interno en cada sub-red (ver figura (5.7)). El vector ~Q
llamado vector de ordenamiento y de la fase interna φα determinan el tipo orden del estado
fundamental. Utilizando la ecuación (5.16) en el hamiltoniano (5.14) se obtiene la enerǵıa
clásica

ε(J1, J2, ~Q, φA, φB), (5.17)

cuyo mı́nimo global determina los parámetros ~Q, φA, φB. La soluciones muestran que para
0 ≤ J2/J1 < 0.5 el estado fundamental presenta una fase de Néel, con vector de ordenamiento
~Q = (0, 0) y φA − φB = π. La configuración de espines se corresponde con dos subredes
triangulares ordenadas paralelamentes como en la figura (5.9); para J2/J1 > 0.5 el estado

fundamental posee una fase colineal con ~Q = (2π
√
3, 0) y φA − φB = π. El ordenamiento

consiste de cadenas zig-zag ordenadas paralelamentes acopladas de manera antiparalelas (
ver figura (5.9)). El punto J2/J1 = 0.5 que separa ambas fases corresponde a una transición
de fase de primer orden debido a que la transición entre ambas fases se produce por un cruce
niveles.
Usando la teoŕıa de ondas de esṕın lineal desarrollada en la sección 2.2.1 adicionamos fluc-
tuaciones cuánticas y estudiamos la estabilidad de las fases clásicas. Antes de utilizar el
mapeo entre operadores de esṕın y operadores bosónicos se debe realizar una rotación de los
operadores de esṕın en cada una de las fases ordenadas. Aśı para 0 ≤ J2/J1 < 0.5 realizamos
una rotación en π de una de las subredes,

Sx
~ri

→ Sx
~ri
= S̃x

~ri
,

Sy
~ri

→ Sy
~ri
= −S̃y

~ri
,

Sz
~ri

→ Sz
~ri
= −S̃z

~ri
(5.18)
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Figura 5.8: Diagrama de fases clásico del modelo (5.14). Hay tres fases diferentes esquema-
tizadas: La fase de Néel (I) tiene dos (antiparalelos) subredes triangulares (esferas azules
y rojos), la fase colineal (II) donde las cadenas antiferromagnéticas se encuentran antipa-
ralelas; y la fase espiral (III). Nos enfocamos en la ĺınea entrecortada correspondiendo a
J2 = J3 que incluye el punto de gran interés (J2 = J3 = J1/2) donde el estado fundamental
es infinitamente degenerado.

con i ∈ sub-red B; mientras que para J2/J1 > 0.5 la rotación se aplica sobre filas enteras de
espines de manera alternada (ver figura 5.9).

Sx
~ri

→ Sx
~ri
= S̃x

~ri
,

Sy
~ri

→ Sy
~ri
= −S̃y

~ri
,

Sz
~ri

→ Sz
~ri
= −S̃z

~ri
(5.19)

El parámetro de orden m en la fase de Néel corresponde a la magnetización alternada;
mientras que en la fase colineal corresponde a la magnetización total en las direcciones
“zig-zag” y magnetización alternada en la dirección perpendicular.

mNéel = 〈
∑
i∈A

Sz
~ri
−
∑
j∈B

Sz
~rj
〉 (5.20)

mColineal = 〈
∑

i∈ cadena ↑

Sz
~ri
−

∑
j ∈ cadena ↓

Sz
~rj
〉 (5.21)

Utilizando el mapeo de operadores de esṕın a operadores bosónicos de Holstein-Primakoff
mostrada en la sección 2.2.1, y manteniendo solo los términos al orden (1/S) se obtiene un
hamiltoniano cuadrático bosónico dado por

H = ε0 + S
∑
k∈BZ

ψ†
k ·M(k) · ψk (5.22)
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Neel phase Colinear phase
Fase Néel Fase Colineal

Figura 5.9: Figuras que representan los ordenes clásicos: Fase de Néel (izquierda); fase colineal
(derecha).

donde ε0 es una función de J1, J2 y corresponde a la enerǵıa clásica. En la región 0 < J2/J1 <
0.5 tenemos

M(k) =
3

2


dN(k) 0 0 γ∗13(k)

0 dN(k) γ13(k) 0
0 γ∗13(k) dN(k) 0

γ13(k) 0 0 dN(k)

 ,

dN(k) = J1 + J2 (γ2(k) + γ∗2(k)− 1)

γ2(k) =
J1
3
(e−i

√
3 kx + e

i
2
(
√
3 kx−3 ky) + e

i
2
(
√
3 kx+3 ky))

γ13(k) =
J1
3
(e

i
2
(ky−

√
3 kx) + e

i
2
(ky+

√
3 kx) + e−i ky) (5.23)

+
J2
3
(e−i (ky+

√
3 kx) + ei (

√
3 kx−ky) + e2 i ky) (5.24)

mientras que en la región 0.5 < J2/J1 tenemos

M(k) =
1

2


dC(k) h∗(k) γ(k) ξ∗(k)
h(k) dC(k) ξ(k) γ(k)
γ(k) ξ∗(k) dC(k) h∗(k)
ξ(k) γ(k) h(k) dC(k)


dC(k) = −J1 + 5 J2 + 2 J2 cos(

√
3 kx)

h(k) = e
i
2
(−

√
3 kx+ky) + e

i
2
(
√
3 kx+ky)

γ(k) = J1 cos

(√
3 kx + 3 ky

2

)
+ 2 J2 cos

(√
3 kx − 3 ky

2

)
ξ(k) = J1 e

−i ky + J2

(
e−i (

√
3 kx+ky) + ei (

√
3 kx−ky) + e2 i ky

)
(5.25)
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Siguiendo los pasos desarrollados en el apéndice B diagonalizamos mediante una transforma-
ción paraunitaria el hamiltoniano cuadrático (5.22) obteniendo las relaciones de dispersión
de los bosones

Fase de Néel

w(k) =
3

2

[
(J1 + J2)

2 − |γ13(k)|2 + 2 J2(J1 + J2)(−2J1 + 2Re(γ2(k)))

+J2
2 (−2J1 + 2Re(γ2(k)))

2
]1/2

Fase Colineal

w±(k) =
1

2

{
d(k)2 + |h(k)|2 − γ(k)2 − |ξ(k)|2

±
[(
h∗(k)ξ(k)

)2
+ h∗(k)

(
4d(k)2h(k)− 2h(k)|ξ(k)|2 − 4d(k)γ(k)ξ(k)

)
+ξ∗(k)

(
ξ∗(k)h2(k)− 4d(k)h(k)γ(k) + 4γ2(k)ξ(k)

)]1/2}1/2

(5.26)

En la figura (5.10) se muestra el diagrama de fases del estado fundamental en la aproximación
de ondas de esṕın lineal en función de la magnitud del esṕın S y la relación de acoplamientos
J2/J1. El hecho de considerar a la magnitud del esṕın como una variable continua S se debe a
que de esta manera podemos explorar la transición desde el régimen clásico, correspondiente
a S → ∞, hasta el ĺımite cuántico extremo S = 1/2.
La linea púrpura a trazos determina las regiones de estabilidad de las fases ordenadas.
Para un dado valor de J2/J1 existe un valor de esṕın Sc tal que para el modelo con esṕın
S > Sc la fase ordenada es estable, mientras que para S < Sc las fluctuaciones cuánticas son
suficientemente grandes como para destruir el orden. Los bordes de las fases ordenadas se
obtienen encontrando el valor de J2/J1 (y del esṕın S) para el cual el parámetro de orden se
anula. Los resultados muestran que las fluctuaciones reducen notablemente la estabilidad de
la fase de Néel alrededor de J2/J1 = 1/2. Para el caso de esṕın S = 1/2, el orden de Néel es
estable (al menos dentro de la aproximación lineal de ondas de esṕın) para 0 < J2/J1 . 0.29,
mientras que el orden colineal se muestra estable para 0.55 . J2/J1. En la región intermedia
0.29 . J2/J1 . 0.55 las fluctuaciones cuánticas son lo suficientemente grandes (al menos al
orden lineal en 1/S) como para desestabilizar el orden magnético dando la posibilidad a una
fase desordenada. Sin embargo, el método de ondas de esṕın lineal no permite analizar la
estructura de tal fase. Este tema es abordado en la siguiente sección utilizando la técnica de
bosones de Schwinger y diagonalización exacta.

5.2.2. Método de bosones de Schwinger

En esta sección presentamos el estudio realizado el hamiltoniano cuántico (5.14) utili-
zando el método de bosones de Schwinger en la aproximación de campo medio desarrollado
en la sección 2.2.2. La ventaja que tiene el utilizar éste método consiste que a diferencia de
la aproximación de ondas de esṕın lineal, que considera correcciones cuánticas respecto de
un estado clásico ordenado, el método de bosones de Schwinger no considera a priori ningún
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Figura 5.10: Inversa del esṕın cŕıtico Sc como función de J2: La ĺınea de trazos y puntos
muestra el borde obtenido que separa las regiones ordenadas y desordenadas, obtenidas
por medio del método de ondas de esṕın lineal. Por encima de esta ĺınea, las fluctuaciones
cuánticas destruyen el orden magnético, y la magnetización alternada se anula. Para S = 1/2
(ĺınea llena negra) hay un pequeño rango 0.29 . J2/J1 . 0.55 donde no hay orden magnético.
La ĺınea llena azul corresponde al borde obtenido mediante bosones de Schwinger. Para
el caso S = 1/2, existe un rango 0.41 . J2/J1 . 0.6 donde el sistema tiene un gap de
esṕın indicando la presencia de una fase desordenada (ver figura (5.13)). La ĺınea punteada
corresponde al ĺımite clásico S → ∞ donde el estado fundamental presenta orden de Néel
para J2/J1 < 0.5, mientras que colineal para J2/J1 > 0.5.

tipo de estado inicial. Los pasos para obtener el hamiltoniano de campo medio no son mos-
trados de manera detallada siendo equivalentes a los desarrollados en la sección 5.1.2. Luego
de utilizar el mapeo a bosones de Schwinger y el desacople de campo medio, el hamiltoniano
puede ser reescrito como

HMF = εo +
∑
k

b†(k) ·M(k) · b(k) (5.27)

donde ε0 está dado por

ε0 = J1Nc

3∑
i=1

(A2
p,i −B2

p,i) + J2Nc

6∑
i=1

(A2
s,i −B2

s,i) + J2Nc

3∑
i=1

(A2
t,i −B2

t,i)

−Nc (2S + 1)(λA + λB) (5.28)

yM(k) es una matriz hermı́tica cuyos elementos dependen de los parámetros de campo medio
A′s yB′s y de los multiplicadores de Lagrange λA,B a ser determinados autoconsistentemente.
En la expresión (5.28) Nc es el número de celdas en la red, los ı́ndices p, s, t etiquetan los
parámetros de campo medio a primeros, segundos y terceros vecinos respectivamente, y λA,
λB son los multiplicadores de Lagrange introducidos para fijar el número de bosones en cada
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sub red 4. Tomando el valor medio de los operadores A y B obtenemos

Aα,a = 〈Ari,rj〉
Bα,a = 〈Bri,rj〉

(5.29)

donde los sitios ri, rj conectan sitios a primeros, segundos y terceros vecinos (respectivamente
α = p, s, t) en las direcciones correspondientes a = 1, 2, 3 (primeros y terceros vecinos) y
a = 1, ..., 6 (segundos vecinos) como se muestra en la figura (5.7).
Estas ecuaciones deben ser resueltas de manera autoconsistente junto con la ecuación que
fija el número de bosones en cada sitio

1

Nc

∑
ri,σ

〈b†ri,σ bri,σ〉 = 2S (5.30)

donde Nc es el número total de celdas. Las ecuaciones (5.29) y (5.30) involucran resolver
un sistema 24 ecuaciones acopladas para los parámetros A′s y B′s, más las ecuaciones de
ligadura para determinar los valores de λα. El análisis numérico fue realizado para sistemas
finitos de hasta 3200 sitios y posteriormente extrapolados al ĺımite termodinámico.

5.2.3. Resultados de la teoŕıa de campo medio.

El procedimiento autoconsistente consiste en proponer valores iniciales para los paráme-
tros A′s y B′s entonces determinar los nuevos parámetros a partir de las ecuaciones (5.29)
y (5.30) hasta que la enerǵıa y los parámetros convergen. Después de que alcanzar la con-
vergencia del método, se pueden calcular varias cantidades de interés como la enerǵıa, la
correlación esṕın-esṕın y el espectro de excitaciones. Con esta información realizamos un
diagrama de fases tentativo del estado fundamental.
A partir de los valores obtenidos de los parámetros A′s y B′s se observa una imagen similar
a las fases clásicas como en la figura (5.9). Es decir, para cada par de sitios con una con-
figuración ↑↑ los parámetros B′s son un orden de magnitud mayor que los parámetros A′s
indicando la presencia de orden ferromagnético, mientras que para una configuración de la
forma ↓↑ se observa el caso contrario revelando orden antiferromagnético.
Para soportar los resultados anaĺıticos obtenidos para sistemas de muchos sitios, hemos reali-
zado cálculos mediante diagonalización exacta del hamiltoniano de esṕın original (5.14) para
N = 18, 24 y 32 sitios con condiciones de contorno periódicas para el caso S = 1/2 utilizan-
do las libreŕıas de SPINPACK [65]. En la figura (5.11-izquierda) se muestra la enerǵıa del
estado fundamental por celda unidad como función de la frustración para N = 32 sitios, cal-
culado por medio de SBMFT y diagonalización exacta. Es interesante notar el buen acuerdo
que tienen los resultados obtenidos mediante diagonalización exacta y de la teoŕıa de campo

4A diferencia del caso de la red de kagomé estudiada en la primera parte del caṕıtulo permitimos que
los parámetros de campo medio puedan tomar diferentes valores según la dirección en la red y además
introducimos un multiplicador de Lagrange por cada subred λA,B .
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Figura 5.11: (a): Enerǵıa del estado fundamental por celda unidad como función de J2/J1
para una red de 32 sitios. Los ćırculos son resultados exactos (lanczos) y los cuadrados son
los resultados de SBMFT. (b): Correlación esṕın-esṕın vs distancia X en la dirección zig-zag
obtenida mediante. Para 0 < J2/J1 . 0.41, la correlación esṕın-esṕın acuerda con una fase
de Néel con orden de largo alcance (LRO); para 0.41 . J2/J1 . 0.6 las correlaciones son
de corto alcance indicando una zona de con gap en la excitaciones y orden de corto alcance
(SRO).

medio. En la figura (5.12) se muestra el módulo de los parámetros de campo medio antiferro-
magnéticos a primeros vecinos como función de J2/J1. En (5.12) se comparan los parámetros
de campo medio |A| a primeros vecinos calculados mediante diagonalización exacta y por
medio de la teoŕıa de campo medio. Ambos resultados muestran un comportamiento similar
en la zona de la transición: una discontinuidad abrupta para un valor determinado de J2/J1
(el mismo comportamiento presentan los parámetros ferromagnéticos |B| no mostrado aqúı).
Ésta discontinuidad indica la presencia de una transición de primer orden entre fases con
diferentes simetŕıas.

En el ĺımite termodinámico Nc → ∞ un estado que posee orden de largo alcance se
caracteriza, en el lenguaje de los bosones de Schwinger, por una condensación de los bosones
en algún vector de onda Q0. Esto implica que la relación de dispersión de los bosones en una
fase ordenada no posee gap. Como mencionamos anteriormente las ecuaciones de autocon-
sistencia (5.29) y (5.30) se resuelven numéricamente para sistemas finitos, por lo tanto para
detectar las regiones con gap calculamos éste como función de J2/J1 para diferentes tamaños
y posteriormente realizamos un escaleo. La estrapolación del gap de las excitaciones como
función de J1/J1 se muestra e la figura (5.13). En el rango 0.45 < J2/J1 < 0.6 el sistema
presenta un gap finito indicando una región sin orden magnético.
En la figura (5.11-derecha) se muestran los resultados de las correlaciones esṕın-esṕın 〈S1Sj〉
a lo largo de dos direcciones particulares. Para 0 < J2/J1 . 0.45 las correlaciones pre-
sentan una estructura que se corresponde con fase ordenada tipo Néel, mientras que para
0.6 . J2/J1 las correlaciones revelan orden ferromagnético en la dirección zig-zag corres-
pondiendo a la fase colineal. El resultado más interesante se observa en la región intermedia
0.45 . J2/J1 . 0.6 donde los resultados son consistentes con la presencia de un gap. En esta
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Figura 5.12: Parámetros de antiferromagnéticos |A| vs J2/J1 para esṕın S = 1/2, (derecha):
diagonalización exacta N = 24 sitios; (izquierda) campo medio. La discontinuidad de los
parámetros cerca de J2/J1 = 0.6 da indicios de una transición de primer orden entre la fase
desordenada y la fase colineal con orden de largo alcance.

región hemos encontrado correlaciones antiferromagnéticas de corto alcance. Como ejemplo,
en la figura 5.11 se muestran las correlaciones para J2/J1 = 0, 0.2 y 0.6 en la dirección zig-zag
de la red.
Los resultados del análisis se resumen en la figura 5.10 que muestra el diagrama de fases
del estado fundamental como función de 1/S y J2/J1. Por un lado, para 1/S más chico que
una valor cŕıtico 1/Sc(J2/J1) el sistema posee orden de largo alcance caracterizado por una
condensación de bosones en un vector de ordenamiento Q0. Por otro lado, cuando 1/S es
mayor que 1/Sc(J2/J1) el sistema no posee orden magnético. Del análisis anterior surge la
siguiente pregunta: ¿La fase con gap, es desordenada o presenta algún tipo de orden distinto
al magnético?. Para responder ésta pregunta, no es suficiente con la correlación esṕın-esṕın;
es necesario calcular otra cantidad. Un tipo de orden que se puede presentar es el que se
conoce como ”orden de d́ımeros”. El operador de d́ımero de un par de sitios (i, j) está dado
por (ver ecuación (1.63) sección 1.3.3)

dri,rj =
(1− Pri,rj)

2
(5.31)

donde Pi,j = 2(Sri · Srj + 1/4) es el operador de permutación de esṕın. Éste operador es
mayor (menor) que 0.25 cuando la correlación de esṕın es negativa (positiva), igual a 1 en
un singlete y a 0 en un triplete. La correlación ”d́ımero-d́ımero” entre sitios (i, j) y (k, l) es

p(ri,rj),(rk,rl) =
〈dri,rj drk,rl〉 − 〈dri,rj〉 〈drk,rl〉

〈dri,rj〉 − 〈dri,rj〉 〈drk,rl〉
(5.32)

Si p(i,j),(k,l) = 1 la presencia de un d́ımero en el par (i, j) implica la existencia de una d́ımero
en el par (k, l); si p(i,j),(k,l) = 0 los pares de sitios no están correlacionados. Si p(i,j),(k,l) es ne-
gativo, un singlete en el par (i, j) induce una tendencia hacia una correlación ferromagnética
en el par (k, l). En la figura (5.14) se muestran las correlaciones esṕın-esṕın correspondientes
a cada sector del diagrama de fases; en la figura (5.15) se muestra el patrón de correlaciones
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para d́ımeros para J2/J1 = 0.56. Ambos cálculos fueron realizados mediante diagonalización
exacta para N = 24 sitios en J2/J1 = 0.56. Más allá de que el tamaño no es suficientemente
grande como para ser concluyente, se puede observar que tanto las correlaciones esṕın-esṕın
como las d́ımero-d́ımero decaen rápidamente con la distancia indicando desorden. Este re-
sultado da indicios de que efectivamente la fase sin gap corresponde a una fase tipo ĺıquido
de espines5.

5.2.4. Discusión y Conclusiones

Para resumir, los resultados obtenidos con diferentes técnicas sugieren la existencia de una
región (en el régimen de frustración intermedia) donde el sistema no muestra orden magnético
para S = 1/2. Por un lado, el análisis de ondas de esṕın lineal predice que la región con orden
de Néel de largo alcance se extiende hasta J2/J1 ≈ 0.29 y la fase colineal antiferromagnética
está presente hasta J2/J1 & 0.55. Por otro lado, los resultados con SBMFT predicen una
región desordenada magnéticamente para 0.41 . J2/J1 . 0.6. En esta región, la relación de
dispersión de los bosones presenta un gap y el análisis de las funciones de correlación esṕın-
esṕın revelan orden de corto alcance tipo Néel seguido por una fase colineal para J2/J1 & 0.6.
Finalmente, el cálculo de las correlaciones d́ımero-d́ımero mediante la diagonalización exacta
del hamiltoniano de esṕın para sistemas de N = 32 sitios, muestra que la fase desordenada
aún en discusión podŕıa corresponder a un estado tipo valence bonds cristal.

5Este análisis está aún bajo discusión como parte de un trabajo en colaboración con el Dr. Daniel Cabra,
Dr. Carlos Lamas, Dr. Piere Pujol.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones generales y perspectivas

Finalizamos estas tesis con algunos comentarios generales sobre la metodoloǵıa empleada
y con un breve resumen de los principales resultados obtenidos.

6.0.5. Técnicas empleadas.

En el caṕıtulo 2 presentamos algunas de las técnicas más utilizadas para estudiar siste-
mas fuertemente correlacionados en bajas dimensiones. La primera parte del caṕıtulo, fue
dedicada al método conocido como Bosonización que es una de las técnicas anaĺıticas más
utilizadas para estudiar sistemas fermiónicos interactuantes unidimensionales. Para poder
estudiar los sistemas de espines S = 1/2 en redes unidimensionales, estudiamos el mapeo de
variables de esṕın a variables fermiónicas conocido como transformación de Jordan-Wigner.
La segunda parte fue dedicada a los métodos anaĺıticos que permiten estudiar sistemas en
2 y 3 dimensiones. En particular, nos centramos en dos métodos muy importantes: la teoŕıa
de “ondas de esṕın lineal” y la de “ bosones de Schwinger”, las cuales permiten estudiar
distintos tipos de fases del estado fundamental del modelo de Heisenberg. La parte final
del caṕıtulo fue dedicada a la descripción de dos técnicas numéricas para tratar sistemas
fuertemente correlacionados. Estas técnicas son Lanczos, que es un algoritmo que permite
diagonalizar matrices de dimensiones muy grandes (ej. 236 × 236); y DMRG, que es una
técnica que permite estudiar el estado fundamental de sistemas unidimensionales de hasta
centenas de sitios dependiendo del problema en cuestión.

6.0.6. Modelos estudiados.

En los caṕıtulos 3, 4 y 5, presentamos el estudio de varios modelos para sistemas fuerte-
mente correlacionados. En el caṕıtulo 3, consideramos el modelo de Hubbard con interaccio-
nes electrónicas y acoplamientos con la red, para intentar describir las propiedades aisladoras
del estado fundamental (a temperatura cero) de diversos compuestos orgánicos. En el caṕıtulo
4, investigamos el modelo de Heisenberg de sistemas de espines frustrados magnéticamente,
acoplados con los grados de libertad de la red. Analizamos las propiedades de las posibles
fases magnetoelásticas del estado fundamental y como dependen éstas de la frustración y del
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acoplamiento con la red. Finalmente, en el caṕıtulo 5, estudiamos las propiedades del mode-
lo de Heisenberg en dos dimensiones en dos tipos de redes. En la primera parte estudiamos
el estado fundamental del modelo de Heisenberg en la red de Kagomé con interacciones a
primeros y terceros vecinos, revelando que la inclusión del acoplamiento a terceros vecinos
estabiliza un orden magnético. En la segunda parte, analizamos el modelo de Heisenberg en
la red hexagonal con interacciones a primeros, segundos y terceros vecinos. Nuestros resul-
tados indican que la inclusión de frustración desestabiliza el orden magnético permitiendo la
formación de una fase tipo ĺıquido de espines en la región altamente degenerada del modelo
clásico.

6.0.7. Trabajos en ejecución y perspectivas futuras.

Actualmente están en ejecución o próximos a iniciarse diversos estudios relacionados con
los trabajos aqúı presentados. Entre ellos merecen mencionarse los siguientes:

Influencia de términos anarmónicos en el acoplamiento esṕın-fonón en cadenas de espi-
nes unidimensionales. Utilizando bosonización y simulaciones numéricas con DMRG,
estudiamos el rol de los términos anarmónicos en la curva de magnetización.

Estados desordenados en la red de Kagomé con interacciones bicuadráticas. Esto nos
permitirá determinar la estabilidad de la fase desordenada del estado fundamental, y
si la competencia de varias interacciones permite seleccionar distintos tipos de fases.

Análisis de la curva de magnetización del modelo de Heisenberg en la red hexagonal.
Esta extensión tiene como objetivo principal estudiar la posibilidad de determinadas
fases desordenadas para valores racionales de magnetización.
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Apéndice A

.1. Bosonización Abeliana, d = 1

En este apéndice damos más detalles técnicos sobre Bosonización Abeliana. Las conven-
ciones usadas para los signos en la expresión de los campos fermionicos es muy variada en
la literatura. Nosotros usamos las reglas usadas en las referencias [45, 174]. En la prime-
ra sección reescribimos el hamiltoniano de Hubbard en el ĺımite continuo, en términos de
campos fermiónicos. La segunda sección es dedicada a la bosonización del hamiltoniano de
Hubbard. Finalmente, el tercera sección agregamos la interacción con la red, que requiere
una bosonización con más armónicos [86, 176, 177].

.1.1. Teoŕıa efectiva de baja enerǵıa del modelo de Hubbard

Consideremos el hamiltoniano de Hubbard unidimensional

Ht−U−µ = −t
∑
σ↑,↓

N∑
j=1

(c†σ,j · cσ,j+1 + h.c.) + U
N∑
j=1

n↑,j n↓,j + µ
N∑
j=1

nj (1)

Para el caso U = 0, correspondiente al hamiltoniano de fermiones libres, el estado funda-
mental se obtiene ocupando todos los estados de part́ıcula independiente con enerǵıa menor
que la enerǵıa de Fermi, o bien trabajando en el espacio de impulsos, corresponde a ocupar
estados con impulsos en el intervalo (−kF,σ, kF,σ) (ver sección 2.1.1). kF,σ (con σ =↑, ↓) son
los vectores de Fermi de cada sector de esṕın. A partir de estos, se pueden definir nuevos
vectores de onda k± relacionados con la densidad del sistema y la magnetización

k+ = kF,↑ + kF,↓ ≡ π n

k− = kF,↑ − kF,↓ ≡ π 〈M〉 (2)

donde n es la densidad de electrones n = Ne/N , y 〈M〉 la magnetización normalizada del
sistema dada por 〈M〉 = (N↑−N↓)/Ne. En el caso sin campo magnético externo, los vectores
kF,σ son iguales quedando

kF,↑ ≡ kF,↓ ≡ kF ≡ n
π

2
k− = 0

k+ = nπ (3)
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Dado que las excitaciones de baja enerǵıa son constrúıdas al considerar part́ıculas con
impulsos en la vecindad de los puntos de Fermi ±kF,σ, vamos a descomponer el campo
fermiónico en las componentes izquierda (kF,σ) y derecha (kF,σ).
Como discutimos en la sección 2.1, los operadores de creación y aniquilación en términos de
los campos fermiónicos izquierdos y derechos se expresan

c(x) ≡ cj√
a

≡ ψR(x) e
i kF x + ψL(x) e

−i kF x . . . (4)

donde . . . indican términos de orden superior en el desarrollo de baja enerǵıa. Los campos
ψR(x) y ψL(x) se pueden reescribir términos de nuevos operadores de electrones y huecos
ασ(k) y βσ(k) (σ =↑, ↓) alrededor de los puntos de Fermi,

ψR,σ(x, t) =

∫
k>0

dk

2π

[
ei k (t−x) ασ(k) + e−i k (t+x) β†

σ(k)
]

ψL,σ(x, t) =

∫
k<0

dk

2π

[
e−i k (t+x) ασ(k) + e−i k (t+x) β†

σ(k)
]

(5)

Nosotros estamos interesados en el caso independiente del tiempo (o bien t = 0), tal que los
campos dependen únicamente de la variable x = ma, donde m ∈ Z y a es el espaciamiento
de la red. La inclusión de la coordenada temporal querará clara cuando introduzcamos coor-
denadas complejas.
Ahora vamos a reescribir el producto de operadores de creación/aniquilación en término de
los operadores de campo:

1

a
c†σ,j cσ,j = ψ†

σ(x)ψσ(x)

= ei kF,σ a JL,σ(x) + e−i kF,σ a JR,σ(x)

+a ei kF,σ aψ†
L,σ(x) ∂xψL,σ(x) + a e−i kF,σ aψ†

R,σ(x) ∂xψR,σ(x)

+e−i kF,σ(2x+a)ψ†
L,σ(x)ψR,σ(x) + ei kF,σ(2x+a)ψ†

R,σ(x)ψL,σ(x)

+a ei kF,σ(2x+a)ψ†
R,σ(x)∂xψL,σ + a e−i kF,σ(2x+a)ψ†

L,σ(x)∂xψR,σ (6)

donde los términos Jr,σ(x) (r = R,L) son las densidades de los campos quirales:

Jr,σ(x) ≡ ψ†
r,σ ψr,σ (7)

De manera análoga, en el ĺımite continuo, el operador número que aparece en el potencial
qúımico queda

1

a
nr,σ = ψ†

r,σψr,σ

= JR,σ(x) + JL,σ(x) + e−i 2 kF,σ xψ†
L,σ(x)ψR,σ(x) + ei 2 kF,σ xψ†

R,σ(x)ψL,σ(x) (8)
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De las expresiones (6) y (8) se puede observar que hay términos no oscilatorios y otros
oscilatorios cuya longitud de onda depende de kF,σ. Si un dado hamiltoniano contiene estos
términos sin singuna función dependiente de la posición, solo los factores no oscilatorios
son relevantes en el sentido que no integran a cero [40]. Sin embargo, como veremos en la
sección (.1.4) cuando incluyamos la interacción con deformaciones de la red (fonones en el
ĺımite adiabático), estos factores pueden conmensurar jugando un papel muy importante en
la descripción de baja enerǵıa de sistema.

Caso no interactuante (U = 0)

Primero nos vamos a enfocar en el gas de electrones libres en una red unidimensional de
N sitios, con una integral de hopping t y potencial qúımico µ que fija el número de electrones
Ne,

Ht−µ = −t
∑
σ↑,↓

N∑
j=1

(c†σ,j · cσ,j+1 + h.c.) + µ
N∑
j=1

nj (9)

En el siguiente resultado, los términos escilatorios son directamente descartados por el argu-
mento mencionado al final de la sección anterior. Utilizando las expresiones de los operadores
fermiónicos en términos de los campos fermionicos (6) y (8) en le ĺımite continuo, el hamil-
toniano (9) queda

Ht−µ = −t
∑
σ

∫
dx
[
ei kF,σ aJL,σ(x) + e−i kF,σ aJR,σ(x)

a
(
ei kF,σ aψ†

L,σ(x) ∂xψL,σ(x) + e−i kF,σ aψ†
R,σ(x) ∂xψR,σ(x)

)
+ h.c.

]
+µ
∑
σ

∫
dx [JL,σ(x) + JR,σ(x)] (10)

El potencial qúımico a temperatura cero es igual a la enerǵıa de Fermi:

µ = 2 t cos(kF a) (11)

de esta manera, se puede ver que al tener ambos términos (cinético y de potencial qúımico),
las corrientes Jr sigma se cancelan mutuamente quedando

Ht−µ = i vF
∑
σ

∫
dx
[
ψ†
R,σ(x)∂xψR,σ(x)− ψ†

L,σ(x)∂xψL,σ(x)
]

(12)

donde la velocidad de Fermi vF juega el rol de la velocidad de la luz y está dada por1.

∂ε(k)

∂k

∣∣∣∣
k=kF

≡ 2 t a sin(kF a) ≡ vF (13)

1En caso de tener un término de acoplamiento con un campo magnético, la consecuencia seria que los
sectores ↑↓ tendŕıan velocidades vF↑ = vF↓
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Caso interactuante (U 6= 0)

Consideremos ahora adicionalmente el término de interacción coulombiana,

HU = U
∑
j

n↑ j n↓ j. (14)

Usando (8) y removiendo los factores oscilatorios obtenemos

HU = aU

∫
dx [(JR,↑ + JL,↑)(JR,↓ + JL,↓)

+
(
ei 2 k+ xψ†

R,↑ψL,↑ψ
†
R,↓ψL,↓ + h.c.

)
+
(
ei 2 k− xψ†

R,↑ψL,↑ψ
†
L,↓ψR,↓ + h.c.

)]
= aU

∫
dx [(JR,↑ + JL,↑)(JR,↓ + JL,↓)

+
(
ei 4 kF xψ†

R,↑ψL,↑ψ
†
R,↓ψL,↓ + h.c.

)
+
(
ei 4 kF xψ†

R,↑ψL,↑ψ
†
L,↓ψR,↓ + h.c.

)]
(15)

donde hemos usado que k+ = 2 kF y k− = 0.
Fuera de medio llenado (es decir, n 6= 1), los términos oscilatorios ∝ ei 4 kF x pueden ser
descartados y el hamiltoniano queda

HU = aU

∫
dx
[
(JR,↑ + JL,↑)(JR,↓ + JL,↓) +

(
ψ†
R,↑ψL,↑ψ

†
L,↓ψR,↓ + h.c.

)]
(16)

A medio llenado (n = 1), el término ∝ ei 4 kF x = 1 es conmensurado y corresponde a la
dispersión de part́ıculas desde un lado de la superficie de Fermi hacia el otro. Este proceso
de dispersión se denomina umklapp:

Humklampp = aU

∫
dx
(
ei 4 kF xψ†

R,↑ψL,↑ψ
†
R,↓ψL,↓ + h.c.

)
= aU

∫
dx
(
ψ†
R,↑ψL,↑ψ

†
R,↓ψL,↓ + h.c.

)
(17)

.1.2. Teoŕıas conformes

Antes de mostrar las reglas de bosonización, es necesario introducir algunos conceptos
muy importantes como simetŕıa conforme y dimensión conforme de operadores. En esta
sección vamos a presentar brevemente algunos conceptos básicos y necesarios para poder
desarrollar la técnica de bosonización abeliana. Para una explicación más completa y deta-
llada el lector interesado puede consultar amplia bibliograf́ıa del tema, por ejemplo J. Cardy
[175] o P. Di Francesco el al [29].

Un punto fijo de una teoŕıa, definida por el conjunto de acoplamientos g1, ..., gn, corres-
ponde a un punto en el espacio de parámetros, tal que la teoŕıa es invariante frente al cambio
de cualquier tipo de escala). Una teoŕıa con invariancia frente a rotaciones, traslaciones y
cambios de escala se dice que tiene invariancia conforme. Para el tratamiento más formal
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de las teoŕıas conformes, es conveniente introducir coordenadas complejas z y z̄ definidas en
términos de la coordenada espacial x y el tiempo imaginario τ = i t,

z = −i (x− v t) = v τ − i xz̄ = −i (x+ v t) = v τ + i x

con las correspondientes derivadas

∂z = − i

2
(
1

v
∂t − ∂x) ∂x = −i(∂z − ∂z̄)

∂z̄ = − i

2
(
1

v
∂t + ∂x) ∂t = −iv(∂z + ∂z̄)

(18)

Un operador O(z, z̄) perteneciente a una teoŕıa de campos conforme es llamado primario si
este escalea bien bajo una transformación conforme, es decir

O′(α z, ᾱ z̄) = α−hᾱ−h̄O(z, z̄). (19)

Las constantes h y h̄ son una propiedad fundamental del operador O y son llamadas dimen-
siones conformes izquierdas y derechas respectivamente. Bajo una dilatacion pura (ᾱ = α),
el operador escalea como O′(α z, α z̄) = α−∆O(z, z̄), donde ∆ = α + ᾱ es la dimensión de
escala ordinaria de un operador. Bajo una rotación, tal que α = ei θ y ᾱ = e−i θ, el operador
transforma como O′(ei θ z, e−i θ, z̄) = ei s θO(z, z̄), donde s = h− h̄ es llamada esṕın conforme
del operador.
La dimensión de escala de un operador aparece directamente en la función de correlación del
operador, que es fijada por argumentos de escala, salvo una constante multiplicativa, como:

〈O(z, z̄)O†(0, 0)〉 = 1

z2h
1

z̄2 h̄
(20)

Efecto de las perturbaciones

Consideremos la acción perturbada

S = So + g

∫
dt dxO(x, t) (21)

donde So es la acción de una teoŕıa en un pnto fijo y O denota un operador con dimensión
de escala ∆. Se puede mostrar que bajo un paso infinitesimal del grupo de renormalización,
con un factor de escala λ = 1 + dΛ/Λ actuando sobre los vectores de onda; la inversa del
factor de escala actúa sobre las coordenadas, y si x y t representan las nuevas coordenadas
reescaleadas; suficientemente cerca del punto fijo tenemos

S ′ = So + g

∫
d(λt) d(λx)O(λx, λt)

= So + g λ2−∆

∫
dt dxO(x, t) (22)
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Integrando tal tranformación infinitesimal de escala, se puede mostrar que la constante de
acoplamiento escalea de la forma

g

go
=

(
ξo
ξ

)2−∆

(23)

donde ξ y ξo son las longitudes de correlación. Luego, la perturbación es relevante si ∆ < 2,
irrelevante si ∆ > 2 y marginal si ∆ = 2.

.1.3. Reglas de bosonización

Las componentes izquierda y derecha de los campos fermiónicos, ψL,σ y ψR,σ introducidos
en la ecuación (4), están definidos en términos de los respectivos campos bosónicos φL,σ y
φR,σ como

ψR,σ(z) =
1√
2π a

ηR,σ : ei
√
4π φR,σ(z) : (24)

ψL,σ(z̄) =
1√
2π a

ηL,σ : e−i
√
4π φL,σ(z̄) : (25)

donde los operadores ei
√
4π φr,σ son llamados operadores de vértice [29]. La notación : ei

√
4π φr,σ :

indica órden normal de operadores. Esta consiste en poner todos los operadores de aniquila-
ción a la derecha de los operadores de creación en la expansión de los operadores de vértice.
Las cantidades ηr,σ (r = L,R) son los factores de Klein que garantizan las relaciones de
anti-conmuntación de los campos fermiónicos bosonizados.

A partir de los campos bosónicos quirales izquierdos y derechos, se introducen los campos
bosónicos φσ y su dual θσ,

ϕσ(x, t) ≡ ϕσ(z, z̄) = φR,σ(z) + φL,σ(z̄) (26)

θσ(x, t) ≡ θσ(z, z̄) = φR,σ(z)− φL,σ(z̄) (27)

mientras que las derivadas con respecto a z y z̄ son

∂zϕσ(z, z̄) = ∂zφR,σ(z) (28)

∂z̄ϕσ(z, z̄) = ∂z̄φL,σ(z̄) (29)

Las funciones de correlación de los campos ψR,σ(z) y ψL,σ(z̄) están dada por [29]

〈φR,σ(z)φR,σ(w)〉 = − 1

4π
log(z − w) (30)

〈φL,σ(z)φL,σ(w)〉 = − 1

4π
log(z̄ − w̄) (31)

〈φR,σ(z)φL,σ(w̄)〉 = 0 (32)

Los productos de fermiones vienen, después de bosonizar, en producto de operadores de
vértices. Si los campos bosónicos que intervienen en los exponentes poseen diferentes grados
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de libertad, es decir distinto ı́ndice de esṕın σ 6= σ′ o de sector R,L, estos productos son
simples productos de exponenciales. En caso contrario, debido al orden normal de operadores,
uno tiene que tener en cuenta las correlaciones entre los campos bosónicos

: ei α φσ,R(z) : : ei β φσ,R(w) : = : ei (αφσ,R(z)+β φσ,R(w)) : e−αβ 〈φσ,R(z)φσ,R(w)〉

= : ei (αφσ,R(z)+β φσ,R(w)) : |z − w|
αβ
4π (33)

: ei α φσ,L(z̄) : : ei β φσ,L(w̄) : = : ei (αφσ,L(z̄)+β φσ,L(w̄)) : |z̄ − w̄|
αβ
4π (34)

Con estas identidades y la ecuación (20) podemos calcular las dimensiones conformes de
los operadores de vértice

〈: ei α φσ,R(z) :
(
: e−i α φσ,R(w) :

)†〉 = e−
α2

4π
log |z−w|

=
1

|z − w|α
2

4π

(35)

〈: ei α φσ,L(z̄) :
(
: e−i α φσ,L(w̄) :

)†〉 =
1

|z̄ − w̄|α
2

4π

(36)

de donde se extrae que la dimensiones de los operadores de vértices

dim
[
ei α φσ,a(z)

]
=

α2

8π
(37)

dim
[
ei αϕσ(z,z̄)

]
=

α2

4π
(38)

Bosonización con más armónicos.

En la sección 2.1.1 presentamos una expresión del operador fermionico ψσ(x) (ecuación
(2.15)) alrededor del nivel de Fermi en término de operadores ψL,σ(x) y ψR,σ(x). En un
trabajo reciente D. Cabra et. al [86] presentaron un desarollo más general construido a
partir de las expresiones de las funciones de correlación del modelo de Hubbard [176, 177].
Este desarrollo está dado porque

ψ↓(x) = e−i kF,↓ x ψR,↓(x)
[
r1 + r2 e

−i 2 kF,↑x ψ†
L,↑(x)ψR,↑(x) + r3 e

2 i kF,↑x ψ†
R,↑(x)ψL,↑(x) + ...

]
+ei kF,↓ x ψL,↓(x)

[
l1 + l2 e

2 i kF,↑x ψ†
R,↑(x)ψL,↑(x) + l3 e

−2 i kF,↑x ψ†
L,↑(x)ψR,↑(x) + ...

]
ψ↑(x) = ↓�↑ (39)

donde

ψR,σ =
ηR,σ√
2π

ei
√
π φR,σ(x)

ψL,σ =
ηL,σ√
2π

e−i
√
π φL,σ(x) (40)

En (39), ri, li son constantes numéricas no-universales. Mediante cálculos perturbativos [86]
se conoce que para el hamiltoniano de Hubbard, r1, l1 ∼ 1 + αU y r2, r3, l2, l3 ∼ U .
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Utilizando las ecuaciones (39) y (40) se puede mostrar que la expresión bosonizada del
operador densidad (sin campo magnético externo) es,

n(x) = ψ†
↑(x)ψ↑(x) + ψ†

↓(x)ψ↓(x)

=
1

2
+

1√
π

d(ϕ↑(x) + ϕ↓(x))

dx

−4 r1 l1 sin
[
2 kFx+

√
π (ϕ↑(x) + ϕ↓(x))

]
cos
[√
π (ϕ↑(x)− ϕ↓(x))

]
−4(r1 l2 + r2 l1) cos

[
4 kFx+

√
4π (ϕ↑(x) + ϕ↓(x))

]
(41)

.1.4. Bosonización del acoplamiento electrón-fonón, esṕın-fonón.

En esta parte utilizaremos las reglas de bosonización para tratar el término de interacción
de los fonones en el ĺımite adiabático (sección 1.4), con los electrones y espines (ecuaciones
(1.73) y (1.72) respectivamente). Para comenzar vamos a tratar el término de acoplamiento
esṕın-fonón que es más sencillo y finalmente vamos tratar el acoplamiento electrón-fonón.

Acoplamiento esṕın-fonón.

Consideremos una cadena unidimensional, y para simplificar vamos a tomar la interacción
solo a primeros vecinos. En ese caso, según la ecuación (1.72) tenemos

Hesṕın-fonón ∼ α
N∑
j=1

(uj+1 − uj)Sj · Sj+1

∼ α

N∑
j=1

δj Sj · Sj+1. (42)

Tomando el ĺımite continuo y utilizando la ecuación (2.57) obtenemos

Hesṕın-fonón ∼ α

∫
dx δ(x) ρ(x) (43)

donde ρ(x) está dado por (2.57).
La contribución más importante en el ĺımite de baja enerǵıa viene de la interferencia cons-
tructiva entre la modulación δ(x) y la densidad de enerǵıa ρ(x).
Supongamos un patrón periódico con peŕıodo Lp a magnetizaciónM , tal que δ(x+Lp) = δ(x).
Si Lp es par, el ansatz más general para el término de modulación está dado porque

δ(x) = δLp
2

cos(π x) +

Lp
2
−1∑

n=1

δn cos

(
n
2 π x

Lp

+ θn

)
(44)
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M = 0 M = 1/3 M = 1/2
Lp 4 6 8
kF π/2 π/3 π/4
Nw 2 3 4

frecuencias 2kF 2kF 2kF y 4kF
posibles

Cuadro 1: Frecuancias posibles para las deformaciones de la red δ(x) para magnetizaciones
M = 0, 1/3 y 1/2.

donde δLp
2

, δn son las amplitudes y θn las fases de los diferentes términos de la expansión. Si

Lp es impar, el primer término es cero y la suma va de n = 1 a n = (Lp−1)

2
.

A partir de las ecuaciones (2.57) y (44), vemos que el producto de los dos términos es
conmensurado únicamente si las frecuencias caracteŕısticas son proporcionales, es decir

n
2 π

Lp

= kF

=
π

2
(1−M) (45)

⇒ Lp =
4n

1−M
(46)

con n ∈ entero y M 6= 1. Consecuentemente, el número de frecuencias Nw en la expansión
de δ(x) es

Nw =


[
Lp

2

]
, si Lp es par[

(Lp−1)

2

]
, si Lp es impar

(47)

Usando el desarrollo de δ(x), el término de interacción toma la forma

Hesṕın-fonón =
Nw+4∑
n=0

λn

∫
dx cos(n kFx+

√
2π ϕ(x) + Γn) (48)

donde Γn es una función de θn, y λn es una función de δn y θn.
De la expresión anterior, solo van a contribuir aquellos términos no oscilatorios, es decir
n kF = 2π z (con z entero).
En la tabla El ansatz para δ(x) que surge al pedir conmensurabilidad en la expresión bosoni-
zada de la interacción esṕın-fonón, ha sido ampliamente verificado numéricamente mediante
cálculos numéricos autoconsistentes siguiendo el procedimiento debido Feiguin, et al [139].

Acoplamiento electrón-fonón.

Para el caso de la interacción electón-fonón, el procedimiento es muy similar que se
describió en la sección anterior. Para un patrón de deformaciones δ(x) de peŕıodo Lp, la
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expresión más general está dada por la ecuación (44). La diferencia que surge, es que en el
caso de electrones kF = nπ

2
donde n es la densidad del sistema.

En el caso particular de llenado 1/4 (n = 1/2), que es el que trataremos con más detalle en
el caṕıtulo 3. Vamos a considerar dos clases de acoplamiento electrón-fonón: acoplamiento
de Peierls, que modula los acoplamientos de hopping tij, y acoplamiento de Hosltein que
modifica la enerǵıa en el sitio.
Utilizando la expresión (39), los factores oscilatorios de los términos de hopping y de densidad
en el sitio quedan

(c†σ(x)cσ(x+ a) + h.c.) = −α1 sin(
π

2
x+

π

4
+
√
2π ϕc) cos(

√
2π ϕs)

−α2 sin(π x+ 2
√
2π ϕc) (49)

c†σ(x)cσ(x) = −α′
1 sin(

π

2
x+

√
2π ϕc) cos(

√
2π ϕs)

−α′
2 cos(π x+ 2

√
2π ϕc) (50)

La deformación más general a llenado 1/4 exhibe dos armónicos:

δ(x) = δ2 cos(2 kF x+ β2) + δ4 cos(4 kF x+ β4) (51)

donde β2 y β4 son constantes que determinan el patrón de la deformación, mientras que δ2 y δ2
miden la amplitud de cada modo. Finalmente, la expresión bosonizada de los acoplamientos
de Peierls y Holstein son:

(c†i,σci+1,σ + h.c.) = −δ2α1

2
sin(

√
2π ϕc + β2 +

π

4
) cos(

√
2π ϕs)

−δ4 α2 sin(2
√
2π ϕc)

(c†i,σci,σ + h.c.) = δ2 α
′
1 sin(β2 −

√
2π ϕc) cos(

√
2π ϕs)

−2 δ4 α
′
2 cos(2

√
2π ϕc)

(52)
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.2. Diagonalización paraunitaria.

Muy pocos problemas de muchos cuerpos admiten una solución exacta. Entre ellos, uno
de las formas más comunes son hamiltonianos cuadráticos que consisten de operadores de
creación y aniquilación. En este apéndice mostramos brevemente el caso de hamiltonianos
bosónicos siendo el caso de fermiones muy similar en cuanto al procedimiento.

La diagonalización de un hamiltoniano bosónico cuadrático de la forma

H =
∑
k

Ψ†
k ·M(k) ·Ψk (53)

Ψk = (a
(1)
k , a

(2)
k , ..., a

(N)
k , a

(1)†
−k , a

(2)†
−k , ..., , a

(N)†
−k ) (54)

con N el número de especies bonónicas y M(k) una matriz hermı́tica requiere más que una
simple transformación unitaria, debido a la necesidad de preservar las relaciones de con-
mutación bosónicas de los nuevos operadores. Se necesita entonces una transformación de
Bogoliubov generalizada (diagonalización paraunitaria), cuyos detalles pueden ser consulta-
dos en [178]. Para diagonalizar el hamiltoniano (54), definimos una transformación

Υk = T ·Ψk (55)

Υk = (b
(1)
k , b

(2)
k , ..., b

(N)
k , b

(1)†
−k , b

(2)†
−k , ..., , b

(N)†
−k ). (56)

Tanto los operadores a′s y b′s deben satisfacer las relaciones de conmutación bosónicas,

[Ψk,α,Ψ
†
k′,β] = δk,k′ (σ3)α,β (57)

[Υk,α,Υ
†
k′,β] = δk,k′ (σ3)α,β (58)

donde

σ3 =

(
IN×N 0
0 −IN×N

)
usando las ecuaciones (55) y (58) tenemos

[Ψk,α,Ψ
†
k′,β] = Tα,γ (T

†)δ,β[Υk,γ,Υ
†
k′,δ] (59)

⇓ (60)

σ3 = T · σ3 · T †. (61)
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Utilizando esta transformación en el hamiltoniano (54) tenemos

H =
∑
k

Υ†
k σ3 T σ3M(k)T−1 Υk (62)

donde σ3 T σ3M(k)T−1 = M̃(k) es una matriz diagonal.
Finalmente el hamiltoniano diagonal queda

H =
∑
k

Υ†
k · M̃(k) ·Υk

H =
∑
k,α

2w(k)α

(
b
(α)†
k · b(α)k +

1

2

)
(63)

(64)

donde α = 1, ..., N y wα(k) son los autovalores de la matriz M̃(k).
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