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Resumen

El trabajo llevado a cabo en esta tesis se encuentra dentro del marco de la fisica de la
materia condensada y, més precisamente, se centra en los sistemas electréonicos fuertemente
correlacionados cuya dimension espacial es menor que tres.

Los sistemas fuertemente correlacionados son sistemas electrénicos en los cuales la inter-
accién coulombiana no puede ser tratada perturbativamente en comparacion con los otros
grados de libertad del sistema. Como consecuencia, estos sistemas son verdaderos “siste-
mas de muchos cuerpos” y en la mayoria de los casos, es necesario utilizar tanto técnicas
numéricas como analiticas para poder hacer frente a su estudio. Mas aun, las correlaciones
inducidas por las interacciones son drasticamente amplificadas a medida que la dimensién
del sistema es reducida, lo cual hace que el estudio de los sistemas en una y dos dimensiones
sea de gran relevancia.

En muchos sistemas electronicos, las interacciones electronicas pueden producir efectos drasti-
cos llevando a un completo colapso del estado metalico, incluso cuando la banda de conduc-
cién esta parcialmente ocupada. El caso mas simple es la conocida fase de aislador de Mott
[1] en el cual hay unicamente un electrén por celda unidad cristalina, y por lo tanto se espe-
raria una banda de conduccién metélica a medio llenado.

Durante las ultimas dos o tres décadas, experimentos realizados con distintos tipos de ma-
teriales han evidenciado que las correlaciones fuertes son un ingrediente central para la
comprension de sus propiedades fisicas. Entre estos materiales estan los superconductores
de alta temperatura critica, materiales que presentan magnetorresistencia colosal (CMR),
efecto Hall cudntico fraccionario (FQHE), nanotubos de carbono, una variedad de metales
organicos, conductores y dieléctricos, entre otros. En particular, las propiedades fisicas de
sistemas en bajas dimensiones han impulsado innumerable investigaciones en gran parte de
siglo pasado, y se han convertido en uno de los primeros temas de interés en investigacion
de materia condensada.

Dentro de la problematica de electrones fuertemente correlacionados, aquellos sistemas en
los cuales los grados de libertad relevantes son los espines de los electrones constituyen el
magnetismo cudntico. Estos sistemas se modelan usualmente utilizando hamiltonianos de
Heisenberg con interacciones de intercambio (J ~ 10meV’) dominantes entre espines loca-
lizados que determinan una red periddica cuya geometria es decisiva para sus propiedades
fisicas. Dos ingredientes basicos pueden identificarse como cruciales en el comportamiento
de estos sistemas: las interacciones fuertes y la frustracion. La combinacion de estos dos
ingredientes conduce a elevadas fluctuaciones cuanticas que pueden dar lugar a una varie-
dad muy rica de fases magnéticamente ordenadas que se observan a bajas temperaturas en
diferentes materiales, incluyendo desde las ondas de espin hasta la exética fase de vidrio
de espin. En particular en los sistemas de espines de baja dimensionalidad las fluctuacio-
nes cuanticas tienen efectos mas relevantes que en tres dimensiones: la competencia entre el
orden (para minimizar la energia) y el desorden (por fluctuaciones cuénticas) es delicada y
generalmente no se establece a temperatura cero un orden de largo alcance, esto significa
que espines ubicados en sitios de la red cuya separacion es varias veces el espaciamiento




de la red, no presentan correlacién entre si. En particular, existen materiales en los cuales
la red de espines en interaccién resulta una estructura unidimensional (cadenas de espines),
cuasi-unidimensional (escaleras de espines) o bidimensional (planos de espines), esencialmen-
te desacoplada del resto del sistema. El caso paradigmatico de este fendmeno es la estructura
de planos de cobre y oxigeno en los superconductores de alta temperatura, que forman una
red cuadrada con interacciones antiferromagnéticas entre primeros vecinos.

La aparicién de fases cuanticas exdticas en sistemas descritos por antiferromagnetos con frus-
tracién (por ejemplo, sistemas que presentan interacciones competitivas antiferromagnéticas)
es actualmente objeto de intensa investigacion.

La presente tesis estd enfocada al estudio de las propiedades del estado fundamental de sis-
temas tanto de electrones como de espines en bajas dimensiones. En la primera parte nos
centramos en la problematica de los sistemas de electrones y de espines en una dimension
espacial, y analizamos el rol que juegan los fonones y la frustracion magnética. En cuanto
a los fonones, son considerados inicamente en el limite adiabatico en el que sus frecuencias
son suficientemente bajas como para descartar la dindmica de éstos. Consecuentemente, ellos
son tratados como variables cldsicas relacionadas con pequenos desplazamientos de los sitios
de la red. Trabajos previos tanto en sistemas de electrones como de espines, han mostrado
que la inclusién de los fonones tiene como consecuencias la aparicion de fases exéticas.

En la segunda parte analizamos el rol de la frustracién en las propiedades magnéticas de los
sistemas magnéticos bidimensionales haciendo hincapié en la buisqueda de fases desordenadas
conocidas como liquidos de espines.

La tesis esta organizada de la siguiente manera. En el capitulo 1 a modo de introduccion,
sentamos los fundamentos tedricos de los sistemas cuanticos estudiados. Primero introduci-
mos modelos para los sistemas fuertemente correlacionados. En particular, presentamos el
modelo de Hubbard y algunos de sus limites como el hamiltoniano de Heisenberg. Ademas,
analizamos las propiedades generales de tales modelos. Discutimos brevemente algunos re-
sultados experimentales de sistemas fuertemente correlacionados en bajas dimensiones que
muestran propiedades muy interesantes a bajas temperaturas. El capitulo 2 contiene una
descripcion de los métodos analiticos y numéricos que hemos empleados en los estudios rea-
lizados, resaltando el alcance de éstos y sus limitaciones. Los capitulos 3 y 4 estan dedicados
al estudio de sistemas correlacionados en una dimension. En el capitulo 3 estudiamos las
propiedades electrénicas del estado fundamental del modelo de Hubbard a llenado 1/4, en
presencia de fonones adiabaticos. El capitulo 4 estudiamos las propiedades del estado funda-
mental del modelo de Heisenberg antiferromagnético en presencia de frustracién magnética
y acoplamiento espin-fonon.

El capitulo 5 esta dedicado al estudio de los sistemas magnéticos frustrados en dos dimen-
siones. Primero comentamos las motivaciones actuales para estudiar estos sistemas. Poste-
riormente estudiamos las propiedades magnéticas del modelo de Heisenberg frustrado sobre
la red de Kagomé y la red hexagonal, en funcion de los distintos acoplamientos y la magni-
tud del espin S. En el capitulo 6 presentamos las conclusiones generales y las perspectivas
sobre futuros trabajos relacionados con los temas aqui tratados. Finalmente, presentamos
las referencias usadas y los apéndices.
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Capitulo 1

Fundamentos tedricos y resultados
previos

En este capitulo y el siguiente se establecen los fundamentos tedricos para estudiar di-
versos sistemas fuertemente correlacionados que seran utilizados en los préximos capitulos
como herramientas para el andlisis de los modelos propuestos.

Por muchos anos, la teoria de perturbaciones diagramatica ha sido la mayor herramien-
ta tedrica para tratar las interacciones en metales, semiconductores, magnetos itinerantes, y
superconductores. Esta consiste en esencia, en un desarrollo en el limite de acoplamiento débil
considerando estados de cuasi-particulas. Sin embargo, una gran cantidad de descubrimien-
tos experimentales durante las tltimas décadas, incluyendo fermiones pesados, efecto Hall
cuantico fraccionario, superconductividad de alta temperatura, y cadenas de espines cuanti-
cas, no son (en la mayorfa de lo casos) realmente accesibles desde el limite de acoplamiento
débil. Esto ha impulsado a desarrollar como alternativa, herramientas no perturbativas para
poder manejar las fuertes interacciones electréon-electron.

En particular, nos vamos a concentrar en dos paradigmas basicos de sistemas cuanticos fuer-
temente interactuantes: el modelo de Hubbard y el modelo de Heisenberg. Estos modelos son
vehiculos para comprender conceptos fundamentales, tales como hamiltonianos efectivos de
modelos mas complicados, estados fundamentales variacionales, fendmenos tales como ruptu-
ra espontanea de simetria y desorden cuantico. En adicién, ellos son usados como laboratorio
para varios esquemas de aproximaciones no perturbativos que han encontrado aplicaciones
en diversas areas de la fisica tedrica.

En el marco del modelo de Hubbard, exponemos los liquidos electrénicos y discutimos el
efecto de las correlaciones como funcién de la dimensién espacial del sistema. Revisaremos el
modelo de liquido de Fermi que describe sistemas bidimensionales y tridimensionales y por
otro lado, presentaremos el liquido de Luttinger para sistemas unidimensionales. Como ve-
remos, en una dimensién los efectos de las correlaciones son extremadamente importantes a
tal punto que las excitaciones fundamentales se vuelven colectivas, y por lo tanto no pueden
ser descritas en término de excitaciones individuales como ocurre en un liquido de Fermi.
Posteriormente discutiremos el origen de la interacciones magnéticas y presentaremos el mo-



10 Interaccidn electrénica en solidos

delo de Heisenberg. Expondremos brevemente la posibilidad de orden magnético, la ruptura
de simetria, los sistemas que presentan estados magnéticamente desordenados conocidos co-
mo liquidos de espines y el papel que juega la temperatura en dichos sistemas presentando
el teorema de Mermin y Wagner. En la parte final introduciremos el concepto de frustracién
magnética que serd mencionado ampliamente en el resto de la tesis. En particular, examina-
remos los dos posibles origenes de frustracion: (a) debido la geometria de la red , y (b) a las
interacciones competitivas.

1.1. Interaccion electronica en sdlidos

En esta seccién revisaremos algunos de los modelos mas utilizados para describir sistemas

en materia condensada. Comenzaremos con el modelo de electrones libres en una red, luego
incluiremos la interacciéon coulombiana y finalmente obtendremos el hamiltoniano de Hub-
bard de una banda que sera ampliamente discutido. Presentaremos brevemente las hipotesis
que son usadas en este modelo.
Comencemos con el caso en que la interacciéon entre los electrones no es tenida en cuenta.
Supongamos un sistema de N, electrones en una red periédica de volumen V' =L, - L, - L,
(donde L, Ly, L, son las longitudes del sistema en las tres dimensiones espaciales) que re-
presenta la estructura de un cristal. La ecuaciéon de Schrodinger para un electrén en un
potencial periddico V., (r) estd dada por:

O Viu )] aslr) = Bl ailr) (1.1)

2m

Las soluciones de la ecuacién anterior corresponden a las funciones de Bloch ¢,k [2, 3, 4],
donde « es el indice de banda y k es el vector de onda definido en la primera zona de
Brillouin (PZB). La superficie de Fermi estd definida por E,(k) = Ep, donde Ef es la
energia de Fermi. Las funciones de Bloch estan definidas como el producto de una onda
plana describiendo un electrén libre veces una funcién u, k(r) que tiene la misma simetria
de traslacién que la red. Asi, la funciéon de Bloch queda

Vax(r) = Uqx(r) - etkr, (1.2)

Teniendo en cuenta todas las bandas de energia, el operador de campo de un electrén con
espin o en el sitio r puede ser expresado como [4]

Vi) =) ehm)eh i, (1.3)
ak

De esta manera, podemos escribir el hamiltoniano de la ecuacién (1.1) en términos de ope-
radores de creacién y aniquilacién como:

Hiipre = Z Ea(k) Cj;c,k,o Cak,o- (14)

ako




Fundamentos tedricos y resultados previos 11

En sistemas en donde la densidad de electrones es muy baja o bien la repulsién coulombiana
es fuertemente apantallada, el hamiltoniano definido en la ecuacién (1.4) es una muy buena
aproximacion para describir tanto propiedades electrénicas como magnéticas de muchos sis-
temas [5].

Consideremos ahora la interaccién entre los electrones V™ (r,r’). Ademds de la parte libre
(1.4), el hamiltoniano contendré el término de interaccién dado por

1 in
Hine = égv r, ;) (1.5)
i#j

Al incluir este término, surge el problema de que la interaccién es de largo alcance y entonces
cada particula del sistema interactia con el resto. Asi, el hamiltoniano no puede ser mas
tratado como una suma de términos independientes y es necesario realizar aproximaciones
[4]. Muchos de los efectos de la interaccion de Coulomb pueden ser incorporados dentro del
término cinético modificando el potencial i6nico,

N,

~ < A2

Hlibre — Hlibre = E {_%v? + Vion (rz) + Veff [I‘Z', P] (16)
i=1

donde V¢//[r;, p] es una funcional de la densidad electrénica del estado fundamental y que
puede ser calculada mediante métodos aproximados [4].
La interaccién residual es

f}int(ri,rj> = Vi"t(ri, I'j) — [Veff[riap] + Veff[rju p]]/Ne (17)

se denomina término de screening (o término de apantallamiento). El lector interesado, puede
consultar mas detalles a cerca del término de apantallamiento (ver por ejemplo Auerbach
[4] y referencias). A partir de ahora y posteriormente cuando presentemos el modelo de
Hubbard, consideraremos electrones interactuando a través de la interaccion apantallada.
Utilizando los operadores de campo de los electrones, el hamiltoniano de interaccién que
incluye el potencial apantallado V™ (r,r') queda,

Hime = / dr dr’ ! (r) wl,(r’)f)mt(r, ') Y, (1) 1y (1) (1.8)

Uno de los enfoques més conocidos en fisica del estado sélido es el que se conoce como tight-
binding. En éste, las funciones de onda de los electrones se encuentran bien localizadas en
cada sitio de la red, y el solapamiento de funciones de onda localizadas en sitios vecinos es
muy débil; asi, en vez de trabajar con las funciones de Bloch que son deslocalizadas en el
espacio real, uno define un nuevo conjunto de funciones denominadas funciones de Wannier
[6], que son localizadas alrededor de los sitios atémicos j (7 = 1, ..., N). Estas estan definidas
como transformadas de Fourier de las funciones de Bloch,

1 s
Galr —15) = > e F Ny o(r). (1.9)

kePZB
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La misma transformada define los operadores de Wannier (¢!, io ¥ Cajo)s con los cuales el

operador de campo de un electrén esta dado por

Uh() = 3¢5, ale) (1.10)

donde « es el indice de banda.

Cuando las escalas de energia involucradas en los procesos que tienen lugar en el sistema
(como la temperatura, frecuencias externas, etc.) son pequenas frente a la separacién entre
bandas (o0 més precisamente, con la separacién entre la banda de conduccién y la siguiente),
unicamente la tltima resulta relevante para la descripcion del sistema dado que no hay modo
de producir excitaciones que pueblen las bandas superiores. En este caso, podemos escribir

Ui = Y0, ) el (111)

Esta aproximacion debe ser mejorada en los sistemas llamados multi-bandas, como compues-
tos de tierras raras (metales con electrones-f), en donde los pardmetros de interaccién son
del mismo orden de magnitud que la separacion entre bandas.

Bajo estas suposiciones, el hamiltoniano completo (término cinético y de interaccién) en
término de los operadores de Wannier queda,

HWannier = — Z tij (C;(TC]"U =+ hC) =+ Z Uijkl (C;U C;[',U’ Ck,o’ Cl,o + hC) (112)
1,,0 i,5,k,l,0,0"
1 .
bj = > eIk Bk (1.13)
kePZB
1 * * \ yim
Uji = 5/ dr dr' ¢y, (r)¢r, () V"™ (1, 1) ¢, (v) by, (1), (1.14)

donde la sigla PZB indica la primera zona de Brillouin [3], los pardmetros ¢;; > 0 se denomi-
nan elementos de la matriz de hopping (o constante de hopping) y Uyjp son los parametros
de interaccién entre los electrones.

Puesto que el potencial de interaccion apantallado, f/mt(r, ') es de corto alcance, éste de-
crece rapidamente cuando la separacién |r — 1’| aumenta. Asi, la aproximacién més simple
consiste en tomar U, = 0 que corresponde a electrones libres; como correccién se conside-
ra la interaccion coulombiana en el sitio, U;; = U y finalmente se puede tener en cuenta
parametros de hopping e interaccién coulombiana a siguientes vecinos.

1.2. Modelo de Hubbard

Esta seccion es dedicada a uno de los modelos mas simples para describir sistemas de
muchos cuerpos y que no puede ser reducido a una teoria de particula independiente: el
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modelo de Hubbard [7, 8]. Introduciendo los operadores nimeros n;, = cj,gcijg, oc=N1y
reemplazando Uy; = U, el hamiltoniano de Hubbard es

Huwbard = — Z tij (czgcjvg —I—h.c.) +U Z Nt Ny — b Z Mo (1.15)

<ij>,0 i io=11

donde hemos introducido el multiplicador de Lagrange p (potencial quimico) que regula el
llenado del sistema (el nimero de electrones), y el simbolo < 7, 7 > indica que que la suma es
a primeros vecinos. Una de las motivaciones para estudiar el modelo de Hubbard, es que éste
resulta ser la generalizacién mas simple, mas alla de la descripcién de la teoria de bandas en
solidos, y sin embargo, captura las caracteristicas fisicas mas importantes de muchos sistemas
8].

A pesar de su aparente simplicidad, no existe ningtin tratamiento que permita estudiar el
modelo de manera general para cualquier rango de los parametros y en cualquier dimensiéon
espacial. Sin embargo, hay dos casos particulares en los cuales muchas de sus propiedades
son calculables de manera exacta, ellos son los casos extremos del nimero de coordinacién de
la red: dos e infinito. En el primer caso, que corresponde a una red o cadena unidimensional,
el modelo de Hubbard tiene una caracteristica particular: es integrable, es decir, se puede
resolver de manera exacta. Este problema fue resuelto por Lieb y Wu [9] utilizando una
extension del ansatz de Bethe [10] para fermiones. Asi, la energia del estado fundamental a
medio llenado (un electrén por sitio) esta dada por

_ dl’J{) Jl( )
g |/ [+ eap(z U/’ (1.16)

donde J,(z) es la funcién de Bessel. El estado fundamental en el limite U << ¢ (limite de
banda) es

E, k| U U?
— = —|t|—+ — —0.0017—; 1.17
=l + i (117
mientras que en el limite atomico U >> ¢, es
Ey 9
— = —4|t|*log 2. 1.18
= —4ltPlog (118)

El estado fundamental a medio llenado es un aislador para todos los valores de U/t. Esto
se debe a que el potencial quimico requerido para agregar un electrén p, es mas grande que
el potencial para remover uno p_. La relacion . > p_ es tipica para un aislador con un gap
de energia entre las bandas llena y vacia. La funciéon de onda exacta del estado fundamental
estd dada por el ansatz de Bethe y posee una estructura complicada que puede ser simpli-
ficada en el limite U — oo cuando los estados de doble ocupacién en cada sitio pueden ser
excluidos.

En el limite de coordinacién infinita, dimensién espacial d — oo, las soluciones no-triviales
para el modelos de Hubbard fueron encontradas por Metzner y Vollhardt [11]. En este limite
la autoenergia se vuelve local [12]:
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Esto hace posible construir una teorfa de campo medio no trivial (que es exacta en el limite
d — o0) que presenta los principales resultados esperados en d = 3: la transicién metal-
aislador, el orden antiferromagnético en el caso de medio llenado, el comportamiento tipo
liquido de Fermi (ver seccién 1.2.3) en la fase metdlica. Existen varios trabajos dedicados al
limite d — oo del modelo de Hubbard [13, 14, 15].

En casos mas generales, el estado fundamental y las excitaciones, tanto del modelo de Hub-
bard como de sus variantes (como por ejemplo, la inclusiéon de campo magnético, interacciéon
con fonones, desorden,...,etc.), han sido estudiados de varias maneras. En una dimensién
espacial (d = 1), existen varios métodos analiticos entre los cuales podemos citar: boso-
nizaciéon abeliana (el cual desarrollaremos posteriormente), métodos de teoria de campos,
modelos de Tomonaga-Luttinger y grupo de renormalizacién perturbativo. Del lado de méto-
dos numéricos podemos citar el algoritmo de Lanczos, el método de diagonalizacion de la
matriz densidad (DMRG) y Montecarlo cuantico (los primeros dos, serdan desarrollados en
el capitulo siguiente). En el caso de dos dimensiones (d = 2), no existen métodos analiti-
cos similares a los de d = 1, sin embargo los progresos se han hecho en varios regimenes
del espacio de parametros usando combinacion de teoremas, aproximaciones controladas, y
resultados numéricos (como diagonalizacién exacta y Montecarlo cuantico) extrapolados a
redes grandes.

1.2.1. Simetrias del modelo de Hubbard unidimensional

El hamiltoniano de Hubbard posee muchas simetrias. Algunas de ellas, como la simetria
de traslacion que surge al considerar hoppings homogéneos (t;; = t) o la simetria frente a la
inversion del indice de espin ¢ — —o, son comunes. Sin embargo, hay otras que son menos
usuales.

En esta seccién vamos a mencionar algunas de las simetrias mas importantes. Para més
detalles sobre el tema, se puede consultar una gran cantidad de bibliografia ([8, 16]).

» La transformacion particula-hueco

o — (—=1)'c (1.20)

1,0

deja inalterados los términos cinéticos y de interaccién, mientras que cambia p — —pu.
De esta manera, es equivalente estudiar el sistema con dopaje de electrones o huecos.

= La transformacion de escala o calibre, mas cominmente llamada transformacion de
gauge,

61'70 — 619 Cio

corresponde a una transformacién U(1) en los operadores fermiénicos. Esta simetria
es una consecuencia de la conservacién de la carga (o el nimero de electrones).
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= Una simetria muy interesante que surge a medio llenado, es la simetria particula-hueco
sobre una de las especies fermionicas, es decir

¢y — (=1) Cf]iL,i

Cit =7 Cig
Esta transformacion deja el término cinético sin cambios pero cambia U — —U ob-
teniendo un término atractivo. En este caso para grandes valores de U, se espera que
pares de electrones con espines opuestos, formen singletes en cada sitio. De esta ma-
nera, se podria esperar que en dimension d = 3, estos estados de cardcter bosénico (al

estar formados por dos fermiones) podrian condensar llevando al sistema a una fase
supercondutora.

» El sector de espin tiene invariancia SU(2). Para considerar esta simetria definimos el
operador de espin en el sitio ¢,

1
Si(a) -5 Z CZ,U<T(G))GU’CLU’ <1'21>

o0’

con a = x,y,zy 7% las matrices de Pauli,

Tx:((l)(l)),Ty:((Z),_é),TZ:((l) _(1]). (1.22)

El espin total del sistema es igual a
St = »_ S\,

Los operadores S§§2 conmutan con los términos cinéticos y de interaccion del hamil-
toniano 1.15, lo que significa que el hamiltoniano de Hubbard posee una invarianza
frente a rotaciones globales en el subespacio de espin. Los nimeros cuanticos son las
proyecciones z de Stjt) y el valor del espin total S;. (S + 1) con el operador de espin

)2 2 2)2
Stzot = Stgot) +St(gt) +St(ot)

Para un dado niimero de electrones N, y sitios /V, uno puede encontrar un valor maximo

del espin total
g N./2 0<N, <N
maw 1 N—N,/2 0<N<N,<2N,

siendo los posibles valores de Sy,
Stot = 0717~--7Smax (Stot = 1/2;3/2;-~-7Sma:p) (123>

para un nimero par (impar) de electrones.
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= Pseudo-espin.
El modelo de Hubbard posee una simetria adicional llamada de Pseudo-espin. El vector
de pseudo-espin se define de manera similar al de la ecuacién (1.21):
1

T, = 5\11}7070,0,\1%, (1.24)

con 7 = (7 7 7)) y el espinor de dos componentes v, » dado por

o-(iie)

Estos operadores forman un édlgebra de SU(2) y siguen las usuales relaciones de con-
mutacién. A partir de estos se puede definir el operador de pseudo-espin total

9 = Y1
T 2 2 2 2
Th = Tl +T) + T/ (1.26)
Las siguientes relaciones de conmutacion,

[HHubbardv jjt(jt)] — [HHubbardu jjt%)t] = 0 (127>

muestran la conservaciéon de 7}(0? y T2,. En el caso de medio llenado, ademés de la

componente z, conmutan las demdas componentes z,y. La combinacion las simetria de
espin y pseudo-espin resulta en el grupo de simetria SO(4).

1.2.2. Limites particulares

En esta secciéon comentaremos brevemente dos limites particulares del modelo de Hub-
bard, los cuales conducen a dos de los modelos efectivos méas ampliamente estudiados en
materia condensada.

» El modelo ¢t — J. En el limite de repulsién fuerte (U/t > 1), podemos derivar un
hamiltoniano efectivo que gobierna las excitaciones de baja energia. En este limite,
los estados con doble ocupacién (un electrén con espin 1 y otro con espin | en un
mismo sitio) son energéticamente desfavorables, mientras que el principio de exclusién
de Pauli previene que un electréon “salte” a un sitio vecino a menos que el electrén
en el sitio vecino tenga indice de espin opuesto. La repulsion fuerte tiende a ordenar
magnéticamente y obtenemos un sistema en que los electrones pueden moverse entre
sitios, mientras que el término de repulsiéon deviene en un acoplamiento espin-espin
antiferromagnético J.
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El hamiltoniano efectivo que se obtiene proyectando sobre el sub-espacio sin doble
ocupacion se conoce como el modelo ¢t — J y al orden més bajo en t/U esté dado por,

Moy = PA(T+H+T)P, (1.28)

donde P es un proyector en el sub-espacio de ocupacién simple o nula (descartando la
doble ocupacién).
Los tres términos que sobreviven después de la proyeccion son,

- T es el término de hopping dado por

T = = Y tiyld,co+he), (1.29)

<i,j>,0
. . . . 412
- H es el hamiltoniano de Heisenberg con acoplamiento J = —

Ho= 3 gy (s - ") (1.30)

<i,j7>

donde el operador de espin en el sitio j estd definido como en la ecuacién (1.21),

- y finalmente [J’

i#j
1 — —
J = Y E Lij Ljk [E (Ci,ack,onj)—CITCk‘C;TCJ‘] (1.31)

ivj’k g

En la literatura, este 1ltimo termino es frecuentemente omitido asumiendo que
sus efectos son mas pequenos en comparaciéon con los del hopping [4].

Como se puede ver, el modelo t — J, incluye tanto la dindmica de los electrones en
el término de hopping 7T, como asi también la interaccion magnética entre los espines
intrinsecos de estos. Como mencionamos antes, el hamiltoniano (1.28) corresponde al
orden més bajo en t/U. La inclusién de o’rdenes superiores, introduce términos de
hopping entre sitios mas alld de primeros vecinos, interaciones magnéticas a segundos
y terceros vecinos y términos de plaquetas, entre otros [17].

Modelo de Heisenberg. El modelo ¢t — J tiene una caracteristica particular a medio
llenado (un electrén por sitio). En este caso, el proyector P; anula los términos T y el J'.
El tinico que sobrevive a la proyeccion de Py es el que incluye la interaccion magnética
involucrada en el hamiltoniano H, dando como resultado el modelo de Heisenberg
cuantico,

HHeisenberg = Z Jij SZS] (132>

<i,j>
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Asi, en el limite de medio llenado, los grados de libertad de carga se “congelan” y como
consecuencia se abre un gap en el espectro de las excitaciones electronicas en el nivel
de Fermi, mientras que el grado de libertad de espin permanece sin gap. Este limite del
modelo de Hubbard, se lo conoce como fase de aislador de Mott. A diferencia de los
aisladores convencionales o aisladores de banda, el fenémeno es puramente cuantico y
se debe tnicamente al principio de exclusion de Pauli.

1.2.3. Liquidos de Fermi y Luttinger

En esta seccién presentamos las caracteristicas generales de dos conceptos muy importan-
tes en fisica de materia condensada: liquido de Fermi y su contra parte liquido de Luttinger.
Mientras que el primero esta presente en la fisica de sistemas de electrones interactuantes en
dos y en tres dimensiones espaciales; el segundo es un fenémeno puramente unidimensional
8, 18, 19, 20, 21].

Liquido de Fermi

Landau desarrollé a finales de los afos 50’ la Teoria del liqguido de Fermi [22].

Esta se ocupa de las propiedades de los sistemas fermionicos de muchos cuerpos a bajas
temperaturas (kg7 mucho menor que la energia de Fermi) en el estado mormal, es de-
cir, a temperaturas por encima de cualquier transiciéon de fase que rompa alguna simetria
(superconductividad, magnetismo, u otros). Esta teoria puede ser aplicada incluso en siste-
mas en donde la interaccion entre los electrones sea del mismo 6rden de magnitud que el
término cinético, donde la teoria estandar de perturbaciones no podria ser aplicada. Landau
mostréd que las propiedades macroscopicas de los metales en dos y tres dimensiones son muy
similares a las de un gas de electrones libres, tal que la presencia de interacciones no produce
cambios drasticos en las propiedades del sistema. En lugar de considerar los electrones reales,
que son fuertemente interactuantes, la teoria de Landau considera particulas de caracter fer-
miénico que corresponden a electrones “vestidos” con fluctuaciones de densidad de carga.
Estas particulas son denominadas cuasi-particulas y parte de la interaccién es absorbida en
la definicién de sus pardmetros (tales como su masa efectiva). Sin embargo, sigue existiendo
una interaccion residual entre las cuasi-particulas la cual queda descrita por medio de los
denominados pardmetros de Landau que no detallaremos aqui [22].

El concepto de cuasi-particulas tiene un cierto ntimero de limitaciones, principalmente de-
bido que el tiempo de vida media 7 de las cuasi-particulas es finito. Sin embargo, para
excitaciones cerca del nivel de Fermi uno tiene 1/7 o< (e — er)?, es decir, el tiempo de vida
media crece mientras mas cerca del nivel de Fermi estd su energia, y las cuasi-particulas
de esta forma estan bien definidas. En la practica, esto significa que la teoria de Landau
es muy usada para fenomenos a escalas de energias mucho mas pequenas que la energia de
Fermi, pero inaplicable si esto no se cumple. En un gas de electrones libres a temperatura
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n(k)
(a) (b)

| Ak, w)

—t
kp k w = &, w

(c) (d)

A(k,w)

Figura 1.1: (a-b) Electrones libres: el nimero de ocupacién ny tiene una discontinuidad de
amplitud 1 en la superficie de Fermi. La funcién espectral A(k,w) es una funcién delta,
mostrando que las excitaciones poseen una relacién frecuencia-momento w(k) = £(k) bien
definida. (c-d) Liquido de Fermi: el niimero de ocupacion es esencialmente similar al gas de
electrones libres, presentando una discontinuidad de magnitud Z en el nivel de Fermi. Los
picos anchos en la funcién espectral, revelan que las cuasi-particulas tienen un tiempo de
vida medio finito. Figura extraida de Giamarchi [18].

cero, todos los estados dentro de la superficie de Fermi (estados con energia (k) < ex) ! se

encuentran ocupados, mientras que todos aquellos fuera de la region estan desocupados. La
distribucién n(k) de fermiones libres con momento k obedece la estadistica de Fermi-Dirac:
a temperatura cero esta presenta una discontinuidad de amplitud 1 en el nivel de Fermi con
n(k) = 1si e(k) < ep, y cero en el otro caso (figura (1.1a)). Una excitacién elemental del
sistema, consiste en crear (respectivamente aniquilar) una particula con momento bien defi-
nido k en un estado justo por encima (respectivamente por debajo) del nivel de Fermi. Tales
excitaciones son llamadas de particulas (respectivamente huecos). Ellas son autoestados del
hamiltoniano y por lo tanto su tiempo de vida media es infinito.

Para caracterizar estas excitaciones uno puede introducir la funcién espectral A(k,w) que
es la probabilidad de encontrar un estado con frecuencia w y momento k:

1
Ak, w) = —;Im Gret(k, w). (1.33)

Para el caso de fermiones libres la funcién espectral corresponde a una distribucion delta
de Dirac (ver figura (1.1b)) indicando que los electrones libres tienen la relacién frecuencia-
momento w = & bien definida.

Ak,w)=—7md(w—&), &=c¢€k)—u (1.34)

donde u es el potencial quimico.
En el caso interactuante, parte de la interaccién entre las particulas originales se absorbe en la

le(k) identifica la energfa de particula libre, & es la energfa relativa al potencial quimico u y para el caso
de particulas interactuantes la energfa es E(k)
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definicion de las cuasi-particulas. Estas son tratadas como particulas con masa renormalizada
por la interaccion, que interactian a través de una interaccion residual. Al igual que en caso
puramente libre, la distribucién de momentos tiene una discontinuidad en la superficie de
Fermi, sin embargo, la amplitud de esta discontinuidad es igual a un nimero Z < 1 que
disminuye a medida que se aumenta la interaccién (ver figura (1.1c)) y se puede interpretar
como la “fraccién” del electron que permanece en este estado de cuasi-particula. La velocidad
de las cuasi-particulas en la superficie de Fermi (la velocidad de Fermi) estda dada por

OF(k
2) S
La masa efectiva de la cuasi-particula es entonces definida por?
k
vp = | d | (1.36)
m

En la vecindad de la superficie de Fermi, la energia de las cuasi-particulas toma la forma

kr|

La funcién espectral para cuasi-particulas atiin exhibe picos como en el caso de fermiones
libres, sin embargo estos presentan una distribucién tipo Lorentziana (ver figura (1.1d))
centrada en w = F(k) y con un ancho 1/7. Estos picos son més agudos para particulas con
energias muy cercanas a Fp.

La funcién de Green para un fermién interactuante es:

1

Gk, w) = e(k) — w + X(k,w)

(1.38)

donde ¥ (k,w) es la autoenergia originada a partir de la interaccién entre los electrones. La
autoenergia (k,w) es una cantidad compleja cuya parte real modifica la energia (k) —
e(k) + ReX(k, w), la parte imaginaria Im>(k, w), mide la inversa del tiempo de vida media
771 de los fermiones. La existencia de cuasi-particulas demanda que la autoenergia sea
suficientemente pequena como para poder ser expandida en la vecindad del nivel de Fermi.
La funciéon de Green es entonces reescrita cerca del nivel de Fermi permitiendo calcular Z.
Un tratamiento més detallado de la teoria de Landau puede ser encontrado en [18, 22, 23].

La pregunta que nos hacemos ahora es, jcudnto de la teoria de liquido de Fermi sobrevive
en una dimensién?. Lo que veremos es que el concepto de cuasi-particula no es vélido en los
sistemas electronicos unidimensionales. Estos sistemas son descritos por un nuevo estado de
la materia conocido como liquido de Luttinger

lpr| _ filkr| — |kr]

m* m* *

2A lo largo de la tesis vamos a tomar % = 1; de esta manera tenemos vy =
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Liquido de Luttinger

Sin realizar ningtn calculo es facil anticipar que en los sistemas unidimensionales (d = 1),
las interacciones tienen dréasticas consecuencias en comparaciéon con dimensiones mas altas.
En una dimensién, como se muestra de manera esquematica en la figura (1.2b), un electrén
que trata de propagarse tiene que “empujar” sus vecinos debido a la interaccién coulombia-
na. No es posible movimiento individual; cualquier excitacién individual tiene que devenir en
colectiva. Estas correlaciones entre las excitaciones son el origen de la mayor diferencia entre
el mundo unidimensional y el de dimensiones méas altas. En el caso de fermiones con espin,

o (9 (b)
® [
o e, —

d>2 d=1

Figura 1.2: (a) En altas dimensiones, cerca de excitaciones cuasi-libres, estas particulas lucen
como particulas individuales. (b) En una dimensién, en un sistema interactuante, un electrén
no puede moverse sin empujar al resto de los electrones. Entonces, inicamente pueden existir
excitaciones colectivas.

la situacién es ain mas sorprendente. Dado que tinicamente pueden existir excitaciones co-
lectivas, implica que una unica excitacion fermiénica tiene que separarse en una excitacion
colectiva llevando carga y otra llevando espin. Estas excitaciones tienen en general diferentes
velocidades. Estas propiedades, completamente distintas a las del liquido de Fermi, son la
esencia del liquido de Luttinger, y seran retomadas en la secciéon 2.1.4 cuando estudiemos
con mas detalle el modelo de Hubbard unidimensional.

Finalmente, vamos a mencionar una peculiaridad de las excitaciones del caso unidimensional,
que no ocurre en dimensiones mayores. Comencemos analizando lo que ocurre en dimensién
d = 2. El componente crucial de las excitaciones de un gas de electrones es la denominada
excitacion hueco-particula donde un electrén es tomado debajo del nivel de Fermi y promo-
vido por encima de éste. Puesto que para crear una excitacién de este estilo, es necesario
destruir una particula con momento k y crear una particula con momento k4 q, el momento
de la excitacion esta bien definido y es igual a q. La energia de la excitacién, por el con-
trario, depende de ambos k y q. De esta manera, la energia de la excitacion hueco-particula
como funcién de q revela un continuo de energfa. Asi, para |q| < 2 |kp| uno puede crear una
excitacién de energia arbitraria al aniquilar una particula en un punto justo por debajo de
la superficie de Fermi y crear otra justo por arriba de la superficie de Fermi en otro punto,
como se muestra en la figura 1.3a.
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Por el contrario, en d = 1 la superficie de Fermi se reduce a dos puntos y uno no puede

Figura 1.3: Espectro de excitaciones particula-hueco para sistemas bi- y tri-dimensionales (a)
y para uni-dimensionales (b). En una dimensién, al contrario de lo que ocurre en dimensiones
mas altas, las excitaciones particula-hueco de baja energia, tienen restringidas la energia y
el momento.

jugar con angulos para incrementar el momento q sin pagar energéticamente. Puesto que
la inica manera de obtener excitaciones de baja energia es destruir y crear pares cerca de
la “superficie” de Fermi, los tinicos lugares donde la energia hueco-particula puede tomar el
valor cero es en ¢ = 0y ¢ = 2kp. El comportamiento del espectro hueco-particula en una
dimension es mostrado en la figura 1.3b. Dado el comportamiento lineal de la relaciéon de
dispersién de las particulas cerca del nivel de Fermi, los pares hueco-particula poseen una
dispersién muy aguda cerca de ¢ = 0 y de esta manera pueden propagarse coherentemente.
En otras palabras, la particula y el hueco tienen casi la misma velocidad de grupo a bajas
energias y se propagan juntas. Cualquier débil atraccién hueco-particula es entonces obligada
a tener dramaticos efectos, es decir, ligar el par en una entidad que se propaga de manera
coherente: una nueva particula.

No entraremos ahora mas en detalle sobre la teoria de Liquido de Luttinger puesto que
serda estudiada con la técnica de bosonizacién en el capitulo 2.1.

1.3. Modelo de Heisenberg

En la seccién 1.2.2; discutimos como el modelo de Heisenberg de espin S = 1/2 emerge
como un hamiltoniano efectivo para los aisladores de Mott, donde el operador de espin S
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puede ser representado en término de los operadores electronicos. Sin embargo, uno puede
concebir situaciones donde el espin S; situado en el sitio j es realizado por un objeto dife-
rente (en particular por un atomo con momento magnético no nulo) cuya magnitud puede
ser mayor a S = 1/2. Para los propdsitos de nuestra discusién, no necesitamos especificar la
realizacion concreta del espin.

Una cuestién central en el estudio de sistemas fuertemente correlacionados es la clasificacién
de todas las posibles fases aisladoras de Mott a temperatura cero. La estrategia general
para describir las posibles fases asociadas con los grados de libertad de espin (denominado
magnetismo cudntico) de los aisladores de Mott consiste en analizar modelos de espines
localizados tales como el modelo de Heisenberg antiferromagnético:

M= J;Si-S;j+.. (1.39)

<iyj>

La notacién < i, j >, significa que en la suma solo intervienen términos conectados por sitios
vecinos ¢, j con un acoplamiento antiferromagnético J;; > 0. El modelo de Heisenberg es
un modelo cudntico, donde S; es el operador de espin en el sitio i (i = 1,..N sitios) con
componentes (S¥,57,57) que satisfacen el dlgebra de SU(2),

[S¢, 58] = e Si 0 (1.40)

donde €% es el tensor completamente antisimétrico.

Los puntos ... representan términos adicionales que pueden ser tenidos en cuenta, como inte-
raccion a segundos vecinos o interaccién de varios espines (conocida como ring exchange). En
general, el hamiltoniano (1.39) es un modelo fundamental tanto para el magnetismo cuantico,
como para otros fenémenos que pueden ser descritos de manera efectiva por operadores
cuanticos de espin.

H es invariante SU(2) (es decir, invariante frente a una rotacién de espin global) dado que
conmuta con cada de las tres componentes del espin total,

N
Stotat = »_ Si. (1.41)
i=1

Entonces, los autoestados de H se deben encontrar en subespacios de la forma

v = |Stotal7Ma'-->
Stotar < NS, (1.42)
M = _Stotah _Stotal + 17 ceey Stotal (143>

donde M es el autovalor de la magnetizaciéon total S7, ;. ¥

S?otal = Stotal(Stotal + 1) (144)

Ademas del modelo cuantico, podemos obtener ”el modelo clasico“ si consideramos S como
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un vector clasico. El modelo clasico "es limitado” para sistemas con espines grandes. Esto
se puede ver al reescribir S; en términos de un operador de espin normalizado €2;, S =
S(S + 1) £y, con lo cual (1.40) queda

b i eabc
Q] = ———< Q0. 1.45
[ VR k] S(S+1) k Yjk ( )
Tomar el limite de espin grande S — oo, conduce a que los operadores de espin normalizados
conmuten y de esta manera pueden ser considerados como vectores clasicos. Por lo general,

uno usa éste limite para contrastar otras técnicas al menos para valores grandes del espin.

El facil verificar que el estado fundamental del modelo de Heisenberg clasico ferromagnéti-
co (J;; < 0 en ecuacion (1.39)), se consiste en la configuracién con todos los espines apuntando
en una misma direccion (ver figura 1.4a); cualquier vector que apunte en otra direccién que
no sea la del resto aumenta la energia.

En el caso cuantico, el estado construido a partir del producto directo de los autoestados
| 1); del operador S7 en el sitio i con mayor autovalor S7|1); = 3| 1); dado por

) =t @ ... ® | ar (1.46)

es realmente un autoestado del hamiltoniano y corresponde al estado fundamental.
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Figura 1.4: Configuraciones del estado fundamental del modelo de Heisenberg clasico en una
red cuadrada, (a) ferromagnético y (b) antiferromagnético.

El caso antiferromagnético es un problema mucho mas complicado, ain el limite clasico.
Como ejemplo, consideremos el hamiltoniano de Heisenberg clasico en una red cuadrada
donde los acoplamientos J;; > 0 mds importantes son unicamente primeros vecinos. En ese
caso, el estado fundamental clésico corresponde a la configuracion donde todos los sitios
vecinos tienen espines (vectores) apuntando en direcciones opuestas (ver figura 1.4b). Este
estado es llamado estado de Néel, después de que L. Néel en 1932 [24], propuso la posibilidad
orden antiferromagnético.

En cuanto al modelo cuantico, se puede construir una configuracion anédloga a la clésica dada
por

W)™ = [ 1@ D2 @[ )3, @ | L) (1.47)
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sin embargo, esta configuracion no es mas ya un autoestado del hamiltoniano. Podemos
ver directamente el problema con el ejemplo de dos espines. En efecto, introduciendo los
operadores escalera Sl-i = 5% +15Y, y escribiendo

2S;-S; = (S} S; +S; ) +257 8¢ (1.48)

es evidente que no es un autoestado porque

1
28i-Sj | i@y =@ 1) =511 @) (1.49)

1.3.1. Origen microscépico de las interacciones magnéticas

En esta seccién discutiremos brevemente algunos tipos de interacciones magnéticas que

son responsables de las propiedades que se observan en un gran nimero de materiales. Estas
propiedades se basan en el hecho que los momentos magnéticos interactiian con cada uno de
sus vecinos, dando como resultado, que el sistema pueda adquirir orden de largo alcance.
La primera interaccién es la “interaccién de intercambio”. Esta es consecuencia de un efecto
puramente cuantico y se debe a la interaccion de Coulomb y el principio de exclusion de
Pauli. La situacion en la cual dos electrones en atomos magnéticos vecinos interactian de
manera directa se conoce como “Interaccién de intercambio directo” porque la interaccion
se da sin la necesidad de dtomos intermediarios.
Por el contrario, la “Interaccién de intercambio indirecto” entre dos atomos magnéticos
es mediada por un atomo no magnético. Si el solapamiento de las funciones de onda in-
volucradas es pequeno (por ejemplo, dtomos metélicos de tierras raras con electrones 4f
localizados) entonces el acoplamiento por intercambio directo no es el mecanismo dominante
para las propiedades magnéticas. Para esta clase de sistemas el acoplamiento de “intercam-
bio indirecto” es responsable del magnetismo. El tipo de “intercambio indirecto” depende
significativamente de la clase de material magnético. Asi, podemos identificar tres tipos:

= Interaccion de super intercambio:
Este tipo de interaccién ocurre en iones sélidos. La interaccion de intercambio ocurre
entre iones magnéticos que no son vecinos, es mediada por medio de iones no magnéticos
que se encuentran localizados entre ellos.

= Interaccion de intercambio RKKY:
La interacciéon RKKY (Ruderman, Kittel, Kasuya, Yosida) ocurre en metales con mo-
mentos magnéticos localizados. El intercambio es mediado por los electrones de valen-
cia. El acoplamiento es caracterizado por la dependencia con la distancia de la integral

de intercambio Jgg iy (7):
JRKKy(T) O(F(Qkp’r’) (150)

con .
F(;E) _ sinx T COST (151>

x4
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Este tipo de acoplamiento es de largo alcance y anisotrépico que frecuentemente resulta
en arreglos complicados de espines. Ademas, éste posee un comportamiento oscilatorio.
Entonces, el tipo de acoplamiento Ferro- o Antiferromanético, surge en funcion de la
distancia entre momentos magnéticos. Un ejemplo es representado por los metales de
tierras raras con sus electrones localizados en las bandas 4f.

= Interaccion de doble intercambio:
En algunos 6xidos los iones magnéticos mezclan valencias, es decir se presentan di-
ferentes estados de oxidacion que resulta en un arreglo ferromagnético. Un ejemplo
corresponde a la manganita (Fe30,) que incluye tanto iones Fe*™ como Fe3*.

1.3.2. Orden de largo alcance: teorema de Mermin-Wagner

En esta seccion mencionamos brevemente el rol de la temperatura en los estados magnéti-
camente ordenados de espines. Para ello necesitamos introducir lo que se conoce como funcion
de correlacion. La funcién de correlacién es una cantidad que determina si alguna variable
especifica del sistema, presenta algin tipo de orden. Asi, en el caso de un sistema de N es-
pines a temperatura 7', en un campo magnético externo de ordenamiento h el hamiltoniano

H(h) estéd dado por
H(h) =) JySe, S, —h Y _ Si. (1.52)
(i5) i

la funcién de correlacion espin-espin a campo cero (o simplemente correlacién espin-espin)
esta dada por

G(ri’rj) = <Sl‘i'sl‘j>

Tr [e HW/TS, .S, ], (1.53)

= lim lim

h—0 N—oo

donde Z = Tr [e”*"/T]. Dependiendo del comportamiento de la correlacién (S,, - S;,), el

sistema puede presentar orden de largo alcance, cuasi orden de largo alcance o finalmente
ser desordenado magnéticamente. Asi,

m siel h'm|rz.,eroo(Sri : Sr].> # 0, el sistema presenta orden de largo alcance. En ese
caso, el pardmetro de orden magnético (la magnetizacion escalonada con vector de
ordenamiento q)

, VSR | “HR)/T o=
fipmiah) = i gt S

donde Sq = Z 'Sz (1.54)

es no nulo.
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= s lim‘ri,rjboo(Sri . Srj> = 0 como una ley de potencias,

1

[r;—r;|>>0 ~ |ri _ I-j|o¢’

<Sl‘i ' SI‘j)

se dice que el sistema presenta cuasi-orden de largo alcance.

» finalmente, si 11m|ri,eroo(Sri -Srj> = 0 con un decaimiento tipo exponencial, el sistema
presenta orden de corto alcance o es desordenado magnéticamente.

Es de esperar que los estados excitados térmicamente reduzcan las correlaciones entre
espines y que para kg1 mucho mayor que el rango de energias caracteristico del sistema
(J) los espines se descorrelacionen a grandes distancias y se anule el pardmetro de orden.
Existira entonces una temperatura 7., por encima de la cual se produce una transiciéon entre
una fase ordenada y una desordenada. Sin embargo, la dimensionalidad del sistema tiene
un dréstico efecto sobre esta ruptura de simetria. Mermin y Wagner [25], demostraron que
en modelos uni- y bidimensionales con interacciones de corto alcance, cuyos estados fun-
damentales rompen alguna simetria continua del hamiltoniano, la temperatura critica es
estrictamente igual a cero. Es decir el orden de largo alcance es inestable, para todo S, ante
la presencia de fluctuaciones térmicas.

Teorema de Mermin- Wagner:

Para el modelo cudntico de Heisenberg (ec. 1.52) con interacciones de corto alcance que
obedecen

- 1
]
no puede haber ruptura espontdnea de simetria en una y dos dimensiones a T > 0, esto es

lim m(q,h) =0 (1.56)
h—0

El resultado principal que se obtiene (ver referencia [4]) es una cota superior para la magne-
tizacion en dimension d como funcién de la temperatura 7'y el campo de ordenamiento h:
Para h cerca de cero, en d = 1, se tiene:

S(S+1)J3
T2/3
que se anula cuando h — 0 y 7" > 0, mientras que para d = 2:

m(q, h) < cte hl/3 (1.57)

S(S+1)JY2 1
Tz |in(h)|

m(q, h) < cte (1.58)

que también se anula para h — 0 y T > 0. Para el caso de d = 3, un resultado similar
conduce a la posibilidad de encontrar una temperatura finita para la cual se satisface la
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desigualdad. Por lo tanto, la ruptura espontanea de simetria y la aparicién de una fase
ordenada es esperada en d = 3 a temperatura 7' > 0 para el hamiltoniano de Heisenberg, lo
cual se observa en sistemas reales.

El teorema de Mermin-Wagner no se aplica a 7' = 0, sin embargo las fluctuaciones cuanticas
juegan un rol similar en cuanto a que compiten con el orden magnético.

Un resultado importante es que si el espectro de excitaciones presenta un gap, esto es

En—FEy>A, Ym0, (1.59)

donde A es independiente de h y N, el estado fundamental del modelo de Heisenberg es
desordenado. Como ejemplo, la cadena de espin entero antiferromagnética exhibe el gap de
Haldane en el espectro de excitaciones. Los modelos que poeen gap, no poseen verdadero
orden de largo alcance en su estado fundamental. El analisis del modelo sigma no lineal
predice que las funciones de correlacién decaen exponencialmente a largas distancias [4].

La implicacién inversa (excitaciones sin gap presentan verdadero orden de largo alcance) no
es cierta. Por ejemplo el modelo de Heisenberg para la cadena de espin semi-entero antife-
rromagnético, presenta un espectro de excitaciones sin gap sin embargo no hay verdadero
orden de largo alcance puesto que las funciones de correlacién decaen como ley de potencias.

1.3.3. Sistemas desordenados y liquidos de espines

Un tema central de los tultimos anos dentro del magnetismo cuantico, comenzando en la
propuesta de Anderson [26], ha sido la bisqueda de los liquidos de espines (SL), es decir,
fases sin orden magnético del tipo Néel de largo alcance. Es de sospechar que las fases SL se
estabilicen a bajas dimensiones o en presencia de frustracién (ver seccién 1.3.4), es decir, en
situaciones donde las fluctuaciones cuanticas puedan suprimir fuertemente el magnetismo.
En este marco se espera una fisica muy rica con excitaciones exdticas de baja energia que
requiere, en la mayoria de los casos, el uso de técnicas no perturbativas para determinar
completamente sus propiedades.

En una dimensién, a 7' = 0 las fluctuaciones cudnticas tienden a desordenar el estado
fundamental. De esta manera, en una dimension se espera que el estado fundamental esté en
una fase SL. Sin embargo, esto no sucede siempre y las propiedades del estado fundamental
dependen del modelo estudiado. Como ejemplo podemos mencionar dos casos muy estudia-
dos: el hamiltoniano de Heisenberg con acoplamientos a primeros vecinos y el hamiltoniano
de Majumdar-Ghosh (ambos de espin S = 1/2),

N
H; = JZSi'Si—H
=1

N
1
Hue = JZ(si-si+1+§si-si+2) (1.60)

=1
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En el primer caso, el estado fundamental no presenta orden de largo alcance y corresponde
a un liquido de Luttinger. En este caso la funcién de correlacién decae como una ley de
potencias de la forma,

cte

1
—1 r/a
47T7“2+< ) r

(S - So) ~ — (1.61)

mientras que el espectro de excitaciones no posee gap.

En el segundo caso, el estado fundamental es doblemente degenerado y las excitaciones
presentan un gap en su espectro. Estos estados estan formados por productos de singletes
de la forma

1 N/2
GS)x = 5x [0 Manl Dansr = [ Dzal Dznsr) (1.62)

=1

Se puede verificar que ninguno de los estados presentan orden magnético calculando la co-
rrelacion espin-espin; sin embargo (1.62) posee otro tipo de orden conocido como orden de
dimeros. Este tipo de orden se puede observar a partir de otro tipo de funcién de correlacién
conocida como correlacion dimero-dimero.

El operador de dimero entre un par de sitios (7, j) esta dado por

(1 - Pl'iyf'j)

deyr; =
iLj 2

(1.63)
donde Py, r; = 2(S,, - Se; + i) es el operador de permutacion. Con esta definicién, en un
estado como (1.62), el operador de dimero vale 1 si entre los sitios (4,j) hay formado un
singlete, y 1/4 entre los demas sitios.
La correlacién dimero-dimero entre un par de sitios de referencia (i, j) y otro par de sitios
(k,1) es

o <dri7r]’drk7rk> - <driarj><drk7rl> (1 64)

Prensmt) = ) (= (dryr) |

Si P(rir;ieer) = 1 la presencia de un singlete entre los sitios (4, j) implica la existencia de un
singlete entre (k,1); si p(r, r,x,.r,) = 0 hay una ausencia de correlaciones entre singletes entre
los pares de sitios (i, 7) y (k,1). Si P, rjirpr) < 0, un singlete en el par de sitios (7, j) induce
una tendencia de correlacién ferromagnética entre los sitios (k,7). A modo de comparacion,
en la figura (1.5) se muestran funciones de correlacién espin-espin (circulos) y dimero-dimero
(cuadrados) calculadas en el estado fundamental del hamiltoniano de Majumdar-Ghosh. Se
puede observar que el estado fundamental no presenta orden magnético de largo alcance,
mientras que si posee orden de dimeros de largo alcance.

Desde el punto de vista técnico, el caso unidimensional es extremadamente favorable
puesto que existen muchas herramientas no perturbativas para caracterizar completamente
las propiedades fisicas de diferentes SL. Entre ellas podemos nombrar, teorias de campos
conformes [28, 29|, bosonizacién [30], y célculos numéricos tales como grupo de renormali-
zacion de la matriz densidad (DMRG) y diagonalizacién exacta.
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Figura 1.5: Funciones de correlaciéon espin-espin (circulos) y dimero-dimero (cuadrados)
calculadas mediante diagonalizacion exacta en el estado fundamental del hamiltoniano de
Majumdar-Ghosh.

La determinacion de las propiedades de los liquidos de espines unidimensionales no es un
problema puramente académico puesto que muchas realizaciones experimentales de cadenas
de espines han sido sintetizadas en los dltimos afos [31, 32].

En el caso de dos dimensiones, se han encontrado sistemas que no presentan orden
magnético, mostrando otros tipos de érdenes como el de dimeros, antes mencionado. Sin
embargo, la comprension de los sistemas magnéticos cuanticos bidimensionales es mucho mas
limitada que en el caso unidimesnional. El nimero de resultados experimentales inexplica-
bles es extremadamente grande, y lamentablemente las herramientas tedricas son bastantes
limitadas. Entre las técnicas mas confiables para estudiar sistemas en dos dimensiones, se
pueden nombrar por el lado de las técnicas analiticas: el método de ondas de espin lineal, la
teorfas de campo medio de representaciones bosénicas (campo medio de bosones de Schwin-
ger), fermiénicas (campo medio de fermiones de Abrikosov), de representanciones mixtas,
generalizaciones tipo Large-N' y modelos efectivos de teorfas de campo. Por el lado de técni-
cas numéricas podemos nombrar expansiones en serie, diagonalizacion exacta, Montecarlo
cuantico.

Ademas de los resultados obtenidos de los métodos citados, se encuentra en la literatura que
mediante diversos métodos complementarios uno encuentra al menos cuatro clases de fisica
distinta en sistemas en dos dimensiones:

» Fases semi-clasicas tipo Néel

= v tres tipos de de fases “puramente cuanticas” basadas en la formacién de singletes.

Las propiedades de estas cuatro fases son resumidas en la tabla (1.1). Las fases cuédnticas
aparecen en situaciones donde hay interacciones competitivas, un alto grado de frustraciéon
magnética y un nimero de coordinacién bajo.

Este tema lo volveremos a tratar en el capitulo 5 cuando estudiemos el modelo de Heisenberg
en redes bidimensionales.
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Simetria rota Parametro
Fases en el de orden Excitaciones
fundamental
SU(2)
Semi-clasico, Grupo espacial Magnetizacion Magnones sin gap
Orden de Néel Inversién temporal escalonada

Valence Bond

Grupo espacial

Dimero-Dimero LRO
o plaquetas S=0

Excitaciones con gap,
Espinones confinados

Crystal LRO
Liquido de espines Degeneracion Parametro de orden Excitaciones con gap
R.V.B. topolégica no local Espinones deconfinados
(Type I)
Liquido de espines Degeneraciéon Parametro de orden Excitaciones sin gap
R.V.B. topologica no local tipo singlete,
(Type 1I) Gap en excitaciones

de tripletes,
Espinones deconfinados
Entropia a T=0

Cuadro 1.1: Posibles fases de sistemas magnéticos bidimensionales. Tabla extraida de Claire
Lhuillier, Gregoire Misguich arXiv:cond-mat/0109146v1.

1.3.4. Sistemas frustrados

El concepto de frustracién fue definido por Villain y Toulouse [33, 34] a finales de anos
70's en el contexto de vidrios de espin, que marcaron el comienzo de una extensa investigacién
de los sistemas frustrados hasta la actualidad. La frustracién puede deberse a dos posibles
causas:

= [nteracciones competitivas

= Frustracién geométrica

Frustracién geométrica

Para simplificar el problema, vamos a comenzar analizando el hamiltoniano de espines de
Ising para entender la idea de frustracién. El hamiltoniano de Ising de dos espines esta dado

por
Hising = J 57.95.

Dado que en el hamiltoniano de Ising solo intervienen las componentes z de los operado-
res de espin, éste es diagonal en la base candnica del espacio de espin, {|o1) ® ... ® |on)}

(1.65)
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(|o;) =1,4), y por lo tanto las variables de espin se pueden representan por cantidades es-
calares de magnitud 13.

Si la constante de interaccién es negativa J < 0 (caso ferromagnético), el minimo de la
energfa corresponde a la configuracién en la cual ambos espines son paralelos ( toman el
mismo valor de S*) y su valor es E = —|J|. Si por el contrario, J es positivo (interaccién
antiferromagnética), el minimo de la energia corresponde a la configuracién donde los espines
son antiparalelos.

Consideremos el caso de un sistema de tres espines acoplados ferromagnéticamente como se
muestra en la figura 1.6 - Es facil ver que en el sistema de 3 sitios con interacciones ferro-

S

Sy Ss
Figura 1.6: Arreglo de tres espines.

magnéticas, el estado fundamental corresponde a la configuracion en que todos los espines
estan paralelos. Cada par de espines en interacciéon toman la configuracion cuya energia es la
misma que la del sistema de dos espines. En este caso se dice que la interaccion de cada par
estd completamente satisfecha. Esta propiedad se cumple para cualquier tipo de red, siempre
y cuando los acoplamientos sean ferromagnéticos.

Si J > 0 (caso antiferromagnético), se puede ver que no hay manera de que todos los pares
de acoplamientos sean satisfechos. El estado fundamental es seis veces degenerado corres-
pondiente a las configuraciones

GS)a = |Th®[1)2®])s
IGS)y = [T @]1)2@]1)3
|GS)e = [ @[ 1)2®[ D)3
|GS)a = |GS)alrey
|GS>e = |GS>b|T<—>¢

|GS)y = |GS)clrey

con una energia Ey = —J. En este caso se dice que el sistema esta frustrado.

En el caso del hamiltoniano de Heisenberg (operadores de espin con tres componentes),

la situacién es muy similar. En el caso de 2 espines con S = 1/2 acoplados ferromagnéti-
camente, la energia del estado fundamental es Fy = —% (para J < 0) y el estado tiene la

configuracion | 1); ®| 1)2. En el caso antiferromagnético, la energia es Ey = —22 y el estado

3La eleccién los valores de S7 = +1 es estandar y cualquier otra eleccién solo modifica mediante una
constante al hamiltoniano.
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corresponde al singlete \% (M@= 1@ M2).

En el caso de 3 espines acoplados ferromagnéticamente, la energia del estado fundamental es
Ey= —% siendo esta la energia de los tres enlaces satisfechos. En el caso antiferromagnéti-
co, el estado fundamental es cuatro veces degenerado con una energia Fy = —3TJ. Una de las
4 posible configuraciones es

1
V2

Asi, el efecto de la frustracion sobre los espines del triangulo es el de acomodar en estado
singlete entre dos de ellos dejando libre el tercero.

La combinacién de frustracion y efectos cuanticos hace a estos sistemas grandes candi-
datos para encontrar fisica no convencional. Sin embargo, la frustracién geométrica por si
sola no es suficiente para desestabilizar el orden magnético. El primer ejemplo de un modelo
frustrado y que presenta orden magnético, corresponde al modelo de Heisenberg en la red
triangular. Una gran cantidad de trabajos analiticos y numéricos [35] han revelado que el
sistema presenta un orden tipo Néel como se muestra en la figura 1.7. Este orden, es andlogo
al que presenta el modelo clasico de Heisenberg sobre la red triangular lo cual indica que
las fluctuaciones cuanticas no son suficientemente grandes como para desestabilizarlo en el
modelo cuédntico.

(It elde=[Hi®] 1) @D (1.66)

Figura 1.7: Orden tipo Néel en la red triangular antiferromagnética.

Las redes mas estudiadas que no presentan orden antiferromagnético a nivel clasico y que
podrian llegar a presentar desorden magnético son las llamadas corner-sharing-lattices, de las
cuales las més conocidas son Kagomé, checkerboard y pyrochlore (figura 1.8). Estas redes
estan compuestas de unidades frustradas, triangulos y tetraedros, conectadas tnicamente
por los vértices. Esta baja conectividad detiene como consecuencia una alta degeneracién
para el estado fundamental clasico. Esto puede ser ilustrado en la red de Kagome en la
figura 1.8a. Una plaqueta triangular con espines clasicos en los vértices, es minimamente
frustrada si los tres espines permanecen en el mismo plano formando un angulo de 120°
entre ellos. El plano comtun puede ser especificado por un vector unitario v perpendicular a
éste, cuya direccién (saliente o entrante al plano) queda definida por la orientacién de los
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(a) Kagomé (b) Checkerboard (¢) Pyrochlore

Figura 1.8: Redes frustradas tipo corner-sharing.

espines en el tridngulo (ver figura 1.9a). Entonces, una configuracién de espines de minima
energia (formando un angulo de 120° entre ellos) puede ser identificada por un tnico espin y
el vector unitario correspondiente v. Dado que dos triangulos vecinos comparten tinicamente
un sitio, sus vectores unitarios son independientes: un plano asociado a un tridangulo puede ser
rotado alrededor del espin compartido sin costo de energia. La tinica restriccion que se debe
cumplir involucra a seis vectores v’s de los tridngulos que lo rodean a un hexagono como se
muestra en la figura 1.9a: estos vectores determinan como transforma la orientacion local de
los espines al desplazarse de sitio en sitio alrededor del hexdgono, y la transformacion total
al recorrer un circulo completo debe ser la identidad. Dado que el nimero de hexagonos
es el doble del nimero de tridngulos en una red de Kagomé, tinicamente la mitad de los
vectores v’s quedan determinados. Consecuentemente, hay transformaciones continuas que
transforman un estado fundamental clasico en otro, con lo que la degeneracion clasica crece
con el tamano del sistema.

Vi

Vg V2

Vs V3

Vg

(a) (b)

Figura 1.9: (a) El plano definido por los espines cldsicos puede ser identificado por un vector
perpendicular a éste, orientado acordando a la "regla de la mano derecha” con respecto a la
direccion en que la orientacion de los espines cambia en +120. (b) Seis vectores de quiralidad
vi...vg alrededor de una plaqueta hexagonal
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Interacciones competitivas

Consideremos la otra situacién donde un sistema de espines puede ser frustrado: este es el
caso de diferentes clases de interacciones que entran en conflicto y de esta manera el estado
fundamental no corresponde al minimo de cada una de las interacciones. Por ejemplo, consi-
deremos el hamiltoniano de Heisenberg unidimensional donde la interaccién entre los espines
a primeros vecinos J; es ferromagnética mientras que la interaccién a segundos vecinos Jo es
antiferromagnética. Siempre que Jy < |J;|/4, el estado fundamental es ferromagnético: cada
enlace J; es satisfecho energéticamente pero los enlaces J; no lo son. Por supuesto, cuando J,
excede un valor critico, el estado fundamental ferromagnético ya no es favorecido energéti-
camente y de esta manera, ambos enlaces J; y los J5 no son completamente satisfechos.
Analogamente, existe una gran variedad de redes que presentan frustracién debido a interac-
ciones competitivas tanto cuasi-unidimensionales como bidimensionales (figura 1.10). Si bien

Figura 1.10: Redes frustradas geométricamente. (a) Escalera de espines frustrados por acopla-
mientos antiferromagnéticos J, J; y Jo. (b) Cadena de tridangulos antiferromagnéticos J > 0
acoplados con J' > 0, y (c) red hexagonal frustrada con acoplamientos antiferromagnéticos
a primeros, segundos y terceros vecinos.

en la discusién anterior hemos hablado de frustracién entre interacciones competitivas de la
forma J (S; - S;), el concepto de frustracién puede ser aplicado a otros tipos de interaccio-
nes tales como la interaccion de Dzyaloshinski-Moriya D (S; A S;), interaccién de plaquetas
k (Sz : S])(Sk : Sl),..etc.

Maés adelante volveremos a tocar el tema de frustraciéon cuando discutamos el problema
de sistemas cuasi-unidimensionales de espines Heisenberg frustrados en el capitulo 4, y del
modelo de Heisenberg frustrado en dos dimensiones en el capitulo 5.
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1.4. Acoplamiento electron-fonén

Uno de los ingredientes que adicionaremos en esta tesis a los modelos unidimensionales de
Hubbard y Heisenberg corresponde a los fonones adiabdticos. Como veremos en los capitulos
3y 4, el acoplamiento de los grados de libertad de carga o espin con los fonones tiene con-
secuencias importantes sobre el sistema, modulando los ordenes de carga y magnetizacion
respectivamente.

En esta seccién, haremos un breve resumen sobre fonones e introduciremos el limite adiabati-
co que es el que vamos a estudiar.

Consideremos el hamiltoniano unidimensional de N atomos que describe las vibraciones
armoénicas de una red,

2
p.
Hfon’on = Z [ﬁ + %wg 532:| (167)
J
0j = wu(rji1) —u(ry), fonones actisticos (1.68)
d; = wu(rj), fonones 6pticos (1.69)

donde m es la masa de cada atomo y w, es la frecuencia de vibraciéon. Aqui, u; representa los
desplazamientos de los iones respecto de sus posiciones de equilibrio y p; son sus momentos
conjugados.
Los fonones acusticos, corresponden a ondas de sonido en la red y la relacion de dispersion
no posee gap en su espectro (figura 1.11).
Por el contrario, los fonones 6pticos, siempre tienen una frecuencia de vibracion minima

2 WoF

e(k)

_z 0
a
k

o N

Figura 1.11:

incluso para longitudes de onda largas.

En el limite adiabético, se considera que los grados de libertad de los fonones “se conge-
lan”. Esto es, la frecuencia de vibracién tiende a cero mientras que la masa de los atomos a
infinito,

{w, = 0,m — 00} = K = mw? = constante (1.70)

De esta manera, el hamiltoniano de los fonones queda tinicamente descrito por las variables
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clésicas y estaticas d;,
K
Hionon = 3 Z 5j2 (171)
J

La interaccién ya sea de los grados de libertad de espin (en el modelo de Heisenberg), como
de carga (en el modelo de Hubbard) con los fonones es modelada por una expansion lineal
de los acoplamientos de intercambio, J;; (Heisenberg) o de hopping, t;; (Hubbard) alrededor
de los valores homogéneos, es decir

HHeisenbeTg = E JZ]S’L . Sj
1,3

12

Z J(l + Oés_f <Uj — UZ))Sz . Sj
1,3

Hespl'n—fonén ~ Z Qs f (uj - uz>Sz ' Sj (172>
,J

donde a,_s es una contante que mide la interaccién espin-fonén. En el caso del modelo de
Hubbard tenemos

HHubbard = — Z tij (CZU Cj,a + hC)
©,J,0
~ — Z t(1 4 ey (uj — u,))(c;ra ¢jo + h.c.)
©,J,0
U
Helectrén—fonén ~ Z ae—f (uj - ui)(é‘rp Cj,a + hC) (17?))
%,J,0

donde a,_y es una contante que mide la interaccién electrén-fonén.
Peierls mostré en los 50's que en presencia de acoplamiento electrén-fonén y bajo ciertas
condiciones, los sistemas de electrones unidimensionales presentan una inestabilidad hacia
fases ailadoras [36]. En particular, a medio llenado, en un sistema de electrones acoplados a
fonones, la red se dimeriza y se abre un gap en el espectro. Esta inestabilidad de conoce como
inestabilidad de Peierls. De manera similar, el hamiltoniano de Heisenberg unidimensional
acoplado con fonones, y a campo magnético externo cero, presenta una inestabilidad en la
cual, los sitios se dimerizan y el orden antiferromagnético es reemplazado por un estado de
singletes. Esta transicién se conoce como transicion de “espin-Peierls® [37]. La transicion
de espin-Peierls fue inicialmente estudiada en los anos 70’s, tanto tedrica como experimen-
talmente. Sin embargo, la primera realizacién experimental fue observada en el compuesto
organico CuGeQOg por Hase et. al en 1993 [38].

Ademas del acoplamiento de Peierls, existen materiales como los cristales moleculares
(ver ejemplos en el capitulo 3), donde es importante otro tipo de interaccién electrén-fonén
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que se conoce como ~acoplamiento de Holstein” [39]. Esta interaccién esta presente en los
compuestos moleculares, y se debe a las vibraciones internas de las moléculas en cada sitio
del cristal. Las vibraciones de las moleculas producen una desproporcién local de la densidad
de carga modificando la energia en el sitio. Este fenémeno puede tenerse en cuenta por medio
del término de Holstein dado por,

électrén—fonén ~ Z a5i n; (174)

i

donde n; es la densidad electrénica en el sitio ¢, n; = n; 4+ + n, .




Capitulo 2

Métodos Analiticos y Numéricos

En este capitulo presentaremos algunas de las técnicas mas utilizadas para estudiar sis-

temas fuertemente correlacionados en bajas dimensiones. La primera parte sera dedicada al
el método conocido como Bosonizacion abeliana que es una de las herramientas mas uti-
lizadas para estudiar sistemas fermidnicos interactuantes unidimensionales. Existe mucha
bibliografia sobre el tema y nosotros solo expondremos, en este capitulo y en el apéndice A,
las ideas y resultados més importantes.
Posteriormente vamos a presentar dos transformaciones que permiten tratar sistemas de
espines en términos de variables bosénicas: la primera conocida como transformacion de
Holstein- Primakoff y la segunda transformacion de Schwinger. Estas técnicas tienen la ven-
taja de que permiten estudiar sistemas mas alla de d = 1.

2.1. Bosonizacion Abeliana, d = 1.

La idea béasica de bosonizacion se basa en el hecho de que las excitaciones hueco-particula
de baja energia son de cardcter bosénico (ver seccién 1.2.3), y de esta manera el espectro
del gas de electrones puede se estudiado en término de estas excitaciones. La cuestién fue
planteada por F. Bloch en 1934, pero Tomonaga mostré en 1950 que esto puede ser verdad
solo en una dimension (espacial). La razén es simple: Consideremos la figura 1.3b. En la parte
izquierda se ilustra la creacién de un par particula-hueco de momento k. En la derecha, se
muestra el espectro de las excitaciones particula-hueco creadas por encima del nivel de Fermi
(ambas cantidades medidas con respecto al estado fundamental). Debido a la dispersién lineal
cerca del nivel de Fermi, los pares tienen dispersion tipo-cuasi-particula cerca de momento
cero, asi estas pueden propagarse de manera coherente. En otras palabras, la particula y el
hueco tienen aproximadamente la misma velocidad de grupo a bajas energias y se propagan
juntas. Cualquier atraccion por débil que sea, tiene una gran consecuencia, es decir, liga al
par a una propagacién coherente: “una nueva particula”. En particular, en el limite de bajas
energias, las excitaciones particula-hueco en una dimension son exactamente coherentes.

En la figura 1.3a se muestra la situacion correspondiente en dos dimensiones, con una
superficie de Fermi circular. Esta claro que un par particula-hueco con un dado momento
k puede tener un espectro continuo de energias comenzando en cero. Esto se debe a que
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uno puede aniquilar una particula en un punto por debajo del nivel de Fermi y crearla en
cualquier punto desde 0 a 2kr. Entonces, al ser continuo el espectro particula-hueco, las
interacciones tienen una dura tarea en formar coherentemente pares particula-hueco. Esto
implica que definir la teoria en términos de variables bosdnicas es mucho menos obvio en
dimensiones mayores que uno.

La pregunta que surge es: ;existe algin operador asociado al par en término de operadores
de los electrones?

2.1.1. Fermiones libres

Para responder a la pregunta antes planteada, comenzamos con un gas de electrones
libres sin espin sobre una red unidimensional de N sitios, descrita por un hamiltoniano

N
Hioy = —t Z(C;H i+ he)+p Z n; (2.1)
j=1 j
La trasformada de Fourier del hamiltoniano libre estd dada por:
dk
Hipy = / — e (k) c'(k) - c(k) (2.2)
kePzB 2T
e(k) = —2tcos(ka)+pu (2.3)
1
clk) = — ) et (2.4)
VN le ’
{cp,cl} = 2mo(k— k) (2.5)

donde c'(k) (respectivamente c(k)) crea (aniquila) un fermién con vector de onda k. Como
estamos interesados en el limite de baja energia del modelo (2.1), que es donde las excita-
ciones particula-hueco son coherentes, definimos operadores de creacién y aniquilacién a(k)
y B(k), en la vecindad de los puntos de Fermi kg (ver figura 2.1) como sigue:

alk) = clkr+k)
al(—k) = c(—kr+k)
Bk) = c'(kp —Fk)
B(—k) = cl(—kp+h) (26)

donde k > 0. Luego restringimos la integracion alrededor de los puntos de Fermi adicionando
un cutoff ultravioleta A que depende de la constante de red a (A < kp) tal que |k| < A.
El hamiltoniano no interactuante 2.2 toma la forma:

How = [ o ve il [al () - a(t) + 51(k) - 501)] 2.7
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Figura 2.1: Relacion de dispersiéon para un gas de electrones en d = 1.

donde hemos introducido la velocidad de Fermi vg, que no es otra cosa que la pendiente de
la aproximacién lineal en kg y es el inico parametro remanente de la teoria microscopica,
de(k)

dk

=2ta sin(kfa) = vy. (2.9)
k=kp
La energia es ahora definida con respecto al estado fundamental y la integracién se realiza
entre —A y A. En el espacio de coordenadas, el desarrollo alrededor de los puntos de Fermi
permite introducir campos suaves ¥g(z) v ¥ (x) denominados quirales, correspondientes a
los puntos +kr y —kp respectivamente,

¢j
NG
= Yp(x) e rT papp(x)e e 4 (2.10)

clx) =

donde z = ja y ... indican correcciones de orden superior cerca de los puntos de Fermi.
El desarrollo de los campos 1 (%) en términos de los operadores a’s y f's es

’prb(x) = /k>0% [eikxa(k)_i_e—ikzﬁT(k)}
Yr(x) = /MO% [e""* (k) + e """ BT (k)] (2.11)

El factor y/a por un lado, se introduce para dar la correcta relacién de anticonmutacién tipo
delta, y por otro refleja su dimension:

{Ur() ¥R} = oz~
{vi(2), L)}y = 8z~
{Yr(x) WL} = 0 (2.12)

En el limite continuo, podemos reescribir el hamiltoniano no interactuante (2.2) en térmi-
nos de campos fermiénicos como:

Hoo = ivr [ o [0h(@) (o) — ] (@) Din () (2.13)
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Hay que aclarar que la ecuacién (2.11) es enganosa: puede hacer pensar que los modos
positivos son continuos hacia los modos negativos, sin embargo este no es el caso debido al
cut off en las integrales y por lo tanto ambos sectores estan separados en 2kp.

A partir de estos campos se definen los operadores densidad

Tr(x) = h(@) vr(z),  Ju(r) = ¥p(z) Yu(e). (2.14)

Para la descripcién de electrones, es necesario considerar fermiones con espin o =T, ]. En
este caso, el procedimiento es exactamente igual que el antes descrito. El operador fermionico
cerca del nivel de Fermi (+kp4 para el sector Ty kg para el |) estd dado porque

co(x) = Gio

= Yro(r) €T 4y () e T 4 (2.15)

B

donde los puntos indican términos de orden superior. Por lo general, estas correcciones no
son incluidas en el estudio de baja energia de modelos como el de Hubbard, Heisenberg,
t — J, debido a que solo aportan términos menos relevantes' y por lo tanto no modifican
el andlisis. Sin embargo, como veremos en el capitulo 3, éstas correcciones juegan un papel
muy importante en la descripcién de baja energia del modelo de Hubbard acoplado a fonones
adiabaticos.

El resultado final consiste de dos copias desacopladas con distinto indice de espin:

Heop=i / A vpy [ () Bt () — 0}, () Dyt o (2) (2.16)
o="4

donde la velocidad de Fermi y los vectores de Fermi satisfacen vpy = vp| = vp y kpy =
kr, = kr en el caso de campo magnético externo h = 0 (ver apéndice A).

2.1.2. Fermiones interactuantes

La interaccién mds general de dos cuerpos entre electrones en una dimensién (de una
banda dnicamente) es

1
HWZEZ " Vool ko, ks, ka) (ki) el (ka) cor (s) e (ky) (2.17)

0,0’ ki,ka,ks3,ka

En el limite de baja energia, los procesos de dispersion estan naturalmente restringidos a la
vecindad de los puntos de Fermi, y se restringen a tinicamente cuatro tipos, ilustrados en la

'En el apéndice A discutimos la idea de operadores relevantes e irrelevantes.
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figura 2.2. En términos de campos continuos, las correspondientes densidades hamiltonianas

SO1:

hy =

Ufglz,[?Z}RU

Q/JLU

(2) ¥} () Yr—o(@)

5 = UfGac (JR,T( )+ Jry(2)) (Jr

() + Jp ()

1 = 0 gna Unile) = Inafe)) Usa) = 1.0

hs = _Uf g3 Z ng wR g($) wL,a(x) wL,—a(aj) + h.c.

M = gvrone [(Una(o) + T (@) + (na(a) + Jo (@)

hi = %Uf gas [(Jra(@) = Jr (@) + (Jog(@) = Jpy(2))’] (2.18)

- -

_____ - -
e

Umklapp 93
e

- -

forward 94

Figura 2.2: Los cuatro procesos posibles para electrones en una dimension moviéndose desde
la derecha (linea continua) y desde la izquierda (linea a trazos).

= Kl proceso g, se denomina backscattering y acopla fermiones de un punto de la superficie
de Fermi con el otro. Los fermiones cambian de rama después de la interaccién.

» go (dispersién), al igual que g; acopla fermiones R y L. Sin embargo, luego de la
interaccién estos permanecen del mismo lado.

= g3 corresponde al proceso umklapp y es permitido tinicamente a llenado n = 1.

= g4 corresponde a forward scattering y acopla fermiones del mismo lado.

Veamos ahora que procesos aparecen por la interacciéon coulombiana en el sitio:

Hy=UY  njp-nyy.

J

(2.19)
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Usando las expresiones (2.10) y (2.14) el limite continuo de este término es

HU = a2 U/dI (JR,T + JL,T)(JR,¢ + JL,\L)
@ U [ o (50 (@) Y1) V(0 bia(o) + hc.)
+aU / 0 (6l (2) Y (2) ) (2) Yy (@) + D). (2.20)

El término que contiene e'4*F % corresponde al proceso umklapp y es inconmensurado en el
sentido que integra a cero, a menos que kr = 7/2, que corresponde a medio llenado n = 12.

2.1.3. Reglas de bosonizacion

En esta seccién presentaremos las reglas de Bosonizacién [18, 30, 40, 41, 42] y dejamos
para el apéndice A la muchos de los detalles técnicos.
La equivalencia entre excitaciones de pares hueco-particula y excitaciones bosonicas, se for-
maliza mediante un mapeo de los fermiones quirales ¥r, v ¥'1, a campos bosénicos quirales

<Z5R,a y ¢L,m

1 .
L VAT IR, (2.21)

¢R,O’ = TNRo ora

Voo = Moo emiViAT Lo (2.22)

w\ﬂ
Q

donde los factores 7,,, (m = R, L) son Hermiticos y se conocen como factores de Klein;
estos factores obedecen el algebra de Clifford

{nua nu} = {ﬁua ’F]u} = 25uu {nu’ ﬁl/} = 07 H, V= (R7 T; L)Ta R7 J/a vaL) (223)

donde y se introducen para que las distintas especies fermiénicas anticonmuten. El espacio
de Hilbert sobre el que estos actiian, tiene una minima dimension que depende del nimero
de especies fermidénicas. Con cuatro especies (R 1,L T, R |, L |), la dimensién minima es
cuatro, al igual que las matrices de Dirac un espacio-tiempo de 3+ 1 dimensiones. Dado que
los factores de Klein actiian sobre un espacio de Hilbert que difiere del espacio de los bosones
quirales, el producto de factores puede ser diagonalizado y reemplazado por alguno de sus
autovalores.

La notacién : : indica orden normal de operadores mientras que los operadores e'®? se co-
nocen como operadores de vértice [29]. Los productos de operadores fermiénicos se vuelven,
después de la bosonizacion, en producto de operadores de vértice. Si los campos bosénicos

2A campo magnético externo h = 0, kp+ = kr,|, = nm/2, donde el llenado estd dado por n = N./N.
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tienen diferentes grados de libertad de (R, L y o) estos productos son simplemente expo-
nenciales de la suma. De otra manera, debido al orden normal, se tiene que tener en cuenta
la funcién de Green de la teoria bosoénica. El resultado final queda (ver detalles en apéndice

A):

L el Orol2) o giBno(w) . — |z — w\% : gl dro(R)FiBéro(w) (2.24)

con® r=R, L, z=—i(x —vpt)yw=—i(y —vpt).
Ademas, el orden normal de productos definidos en el mismo punto es calculado mediante:

L (D (2) = Jim [0, + Pog () = (W, G+ e ()] (2:29)

Usando la expresion anterior, se puede mostrar que las corrientes definidas en (2.14) quedan
expresadas como:

?

‘]R(Z) - .ﬁaquR,o(Z)
J(2) = —=0:61.(2) (2.26)

NG

A partir de los campos ¢r, v @1, se introducen otros dos que seran de gran importancia
posteriormente: el campo ¢ y su dual 6§ como:

¢o(x) = Ore(T)+ Or0(T) (2:27)
Qo(l‘) = (bR,U(x)"i_ﬁbL,G(I)‘ (2'28>

El campo 6, (x) se conoce como bosén dualy su derivada espacial define el momento canénico
de p,(z) a través de la relacion 9,0, (z) = —20,p(z).

En la seccion siguiente utilizaremos las reglas de bosonizacién presentadas en esta seccion y
las aplicaremos a dos modelos que utilizamos en los capitulos 3 y 4: el modelo de Hubbard
y el modelo de Heisenberg.

2.1.4. Bosonizacién del Modelo de Hubbard y Heisenberg

En esta seccion vamos a presentar las versiones bosonizadas del modelo de Hubbard y de
Heisenberg unidimensional.

3En el apéndice A introducimos las coordenadas complejas z = —i(x — vpt) y Z = i(x + vpt), muy
convenientes para realizar los calculos.
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Modelo de Hubbard

Usando las reglas de bosonizacion, la parte no interactuante del hamiltoniano de Hubbard
en el sector de baja energia definido en la ecuacién (2.16) queda:

How = ive 3 [ do[0ho(e) 0bmale) — v, (0) Otnal)]

.

— Y / 0z [(0:61.0(2))* + (Dabro(2))?]

o=T

-y / 02 [(Ouspo (2))* + (0.0 (2))°] (2.29)

o="T,}

La expresién anterior muestra que a bajas energias, el hamiltoniano fermiénico no interac-
tuante equivale al de bosones libres con velocidad vp.
La parte de interaccién (2.20) es bosonizada como:

272q

U U
H = U [ asdimoin s 2 [ de con V-

+ /da: L cos VAT (o1 4 ¢)) - (2.30)

2712 a
recordemos que el ultimo término corresponde al proceso Umklapp, permitido tinicamente a
medio llenado (es decir un electrén por sitio).
El punto interesante aqui es que, en los cosenos, la dependencia en los campos es (¢r — ¢))
v (1 + ¢, ) respectivamente. De esta manera, podemos definir nuevos campos denominados
de "carga” y "espin” como

Pe V2 Ps NG

Usando estos nuevos campos, el hamiltoniano es completamente separable y podemos escribir
Hruvbard = Hi—p + Hu = He + H,s como

_ UF 2 v 2o, U
H, = /dx ; {(axec) + (1 + ) (Dppe) } + o cos V8T . (2.32)

TUR
H, = / e 0,007+ (1- L) (02| + -0 cosvBre,  (2.33)
2 TUR 27m2a

Definiendo unos nuevos parametros, el hamiltoniano se puede escribir como:

H, = / d:c§ {Kc (0,0.)° + (ax%f} + ge COS V8T @, (2.34)

- ==

H, = /dw; {KS (89395)2 + 7 (@xgos)2] + gs cosx/ggos (2.35)
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donde

K—<1+“U>_1/2 Vo =0 1 — oY =Y
c — c — UF ge =

VRp T VRp T

(2.36)

~1/2

K, = (1—v"FUTr> / Vg = Up 1—|—UaFU7r s = v
donde Ky v, son el parametro de Luttinger y la velocidad para el sector de carga y espin.
El primer término corresponde a un liquido de Luttinger con pardmetros de Luttinger K. y
velocidad v, s, mientras que el coseno corresponde al término de autointeraccion. Reescritos
de esta manera, tanto el sector de carga como el de espin quedan descriptos por el modelo
conocido como seno-Gordon, una de las teorias de campos unidimensionales mas estudiadas
[43].
Dependiendo de los valores de K., el coseno puede abrir un gap de carga o espin, si éste
es un operador relevante en el sentido del grupo de renormalizacion. Para saber esto, es
necesario calcular la dimensién conforme A definida en el apéndice A; este sera relevante si
A < 2, marginal si A = 2 e irrelevante si A > 2.
En nuestro caso tenemos, con U > 0 (ver detalles en el apéndice A):

2
A= —— <2 2.37
1+ 20 (2.37)
TUR
A= —2 oo (2.38)
o1+l '

(2.39)

indicando que el sector de carga el sistema posee un gap mientras que en el sector de espin
corresponde a un liquido de Luttinger con pardmetros vy y K.

Modelo de Heisenberg

El siguiente modelo que vamos a estudiar mediante bosonizacién es el modelo de Heisen-
berg unidimensional dado por el hamiltoniano

N
J
Hos, = 3 [ JUSF S0+ 85,50 + 1.7 85, (2.0

i=1

donde las interacciones son solo entre primeros vecinos, y J > 0. Este modelo tiene soluciéon
exacta mediante el ansatz de Bethe, revelando que el modelo no tiene gap en sus excitaciones
para —J < J, < J, y existe una transiciéon de fase hacia un fase con gap (J, > J) en el
punto isotrépico J, = J.

Para los modelos de espin S = 1/2 en d = 1, existe una transformacién que permite mapear
los operadores de espin a operadores fermiénicos. Esta transformacién se conoce como trans-
formacion de Jordan- Wigner [44] y se basa en el hecho de que cada espin S = 1/2 tiene dos
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estados en cada sitio, 7 y |. El mapeo identifica estos estados, en términos de los estados
de fermiones en donde un espin | corresponde a un sitio desocupado y un espin 1 a un sitio
ocupado. Para implementar esto, se define un operador fermiénico de f; en cada sitio y se
construye la siguiente representacion para los operadores de espin:

S = flfi—12=ni—1/2
ST = (=1)i fem i (2.41)

2

El factor exponencial de la suma de operadores, llamado operador de string, tiene que in-
cluirse para que, mientras fermiones en distintos sitios anticonmutan, espines en distintos
sitios conmuten. Uno puede chequear, que efectivamente se satisfacen las relaciones de con-
mutacién de SU(2)y anticonmutacién

1

[Sii,S;] = :|:§S]7_L i j
{f I} = 6
{fi,f;} =0 (2.42)

Ahora reescribimos el hamiltoniano (2.40) en términos de fermiones, obteniendo

Hy g = ——Z[f* ”“Jf]+1+hc}+JZ ~1/2) (s — 1/2)]
= ——Z[f fj+1+hc}+JZ n;—1/2) (nya1 — 1/2)] (2.43)

Notemos que el término (S;" S, | + h.c.) del hamiltoniano de espines, reescrito en términos
de los operadores fermiénicos f’s, es analogo al hopping en el hamiltoniano electrénico y
corresponde a la parte cinética; mientras que la interaccion S* — S*, que equivale a una
interaccién cudrtica en fermiones, es andloga al término de repulsion coulombiana.
Utilizando las reglas de bosonizacién (2.10) y (2.22), la parte cinética del hamiltoniano (2.43)
queda

Hy = —ive [ do [ohosvn - vlov]
:z@/wn@%mW+@mmmﬂ

= 2 [ e [(0,0(@))" + (0,6 (244

donde vp = 2a J sin(kra), kp = 7/2 a campo magnético externo cero.
El término J, se incluye como una perturvacién del hamiltoniano libre y en el lenguaje
fermionico se escribe

H, = JZ F L fl fi (2.45)
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En el limite de baja energia, reescribimos los operadores fermiénicos usando (2.10) como

z

M) = . / dz [p(x) + (—1)"* D(@)] - [p(x + a) + (~1)'**/* D(x + a)] (2.46)

donde p(z) = kg : +yLvy «y D(x) = phg + vy,

Expandiendo a primer orden en a y eliminando términos oscilatorios obtenemos:
W, = da®J, / dz [4 Tr(@) Jo(x) + J2(2) + J2(2) — ((¢;(x)¢3(x>)2 + hc)] (2.47)

Usando (2.22) obtenemos

HJZ = a2 Jz/dl'% [4 axgbL ax¢R - (ax¢R)2 - (al’gbL)ﬂ
J.

272

+ /daz cos(2V4T (r + ¢1)) (2.48)

finalmente el hamiltoniano H;_;, queda

1
Hi—y. = /dxg [K (8,0)° + 174 (8,0)%| + g cos2V4m

| _ 3ar\ /2

— TVF
K = (H%) (2.49)
v = UF\/1—3§WJ;—2W“U‘ZZ (2.50)
g = 2;:;@. (2.51)

Al igual que en el caso del modelo de Hubbard, podemos calcular las dimensiones de escala

del operador coseno
1 _ 3ad.\ /2
A =29 <—1 " E > (2.52)

TUR

Mas alla de que uno pueda observar la dependencia en J,, tiene que recordar que el resul-
tado es valido uinicamente a bajas energias, y por lo tanto para valores pequenos de J,. La
dependencia exacta de K en términos de J,, se puede obtener comparando con el resultado
del ansatz de Bethe en el rango —J < J, < J [45], dado por:

I 7 7 sinf (2.53)

— —’ /U = -_— .
2(m —0) 2 0

donde cos@ = J,, y para J, pequeno, recuperamos la expresién (2.51).
En la figura (2.3) se compara el pardmetro de Luttinger K en funcién de J, obtenido me-
diante bosonizacién (ecuacién (2.49)) y ansatz de Bethe. Como paso final mencionamos que
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Figura 2.3: En esta figura se compara la dependencia del parametro de Luttinger K en
funcién de J, (J = 1), obtenido mediante bosonizacién con el resultados exacto del ansatz
de Bethe.

utilizando la transformacién de Jordan-Wigner (2.41) y las reglas de bosonizacién (2.10),
(2.22) es facil obtener el mapeo en el limite continuo entre los operadores de espin y los
campos bosénicos [45],

S*(x;) = %&C]w +a :cos(2kpx; +VaTY): +@ (2.54)
SE(z;) = (1) : eFiVino (b cos(2kp x; + VAT )+ c> : (2.55)

donde kp depende del llenado de los fermiones de Jordan-Wigner (ecuacién (2.41)) y por lo
tanto de la magnetizacion del sistema

kp = gu — (M)). (2.56)
En la ecuacién (2.55), : : indica orden normal con respecto al estado fundamental con magne-
tizacién (M), que deja el término constante en (2.55). El prefactor 3 surge de la normalizacién
de la magnetizacién con respecto a saturacion (M) = £1. Utilizando las reglas de bosoniza-
cién es posible obtener expresiones de las constantes a,b y ¢ en términos de las constantes
microscopicas del modelo, sin embargo las expresiones que se obtengan son solo aproxima-
ciones de baja energia y la dependencia a toda escala de energia no puede ser obtenida por
éste camino. Por esta razon, estas constantes se dice que son constantes no universales y
pueden ser determinadas de manera indirecta y numéricamente a partir de varias funciones
de correlacion. Utilizando (2.55) es facil mostrar que la densidad de energia en el limite
continuo toma la forma

lim  S(z;)S(x;) = plz) >~ a1d,p+ B :cos(2kpx + Vin )

|Ij—xi|ﬁ0

+a (0, 0)2 + Bt cos(dkpx + 2V4AT @) +... (2.57)
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las constantes /s y 's dependen del valor de la magnetizacion (M), mientras que los puntos
.. indican armoénicos superiores que pueden surgir como consecuencia de las interacciones
del modelo [46], y en algunas situaciones deberan ser tenidos en cuenta.

2.2. Bosonizacién de los operadores de espin, d > 1.

En esta seccion describimos en detalle dos métodos analiticos que permiten estudiar sis-
temas de espines en dimensiones d > 1. Introducimos las representaciones de bosones de
Holstein-Primakoff y bosones de Schwinger para los operadores de espin. La primera repre-
sentacién, es de gran utilidad para describir fluctuaciones cuanticas de fases magnéticamente
ordenadas, mientras que la segunda se utiliza para describir tanto fases ordenadas como de-
sordenadas.

En el capitulo 5, estas técnicas nos permitiran estudiar el estado fundamental del modelo de
Heisenberg antiferromagnético en redes frustradas.

2.2.1. Bosones de Holstein-Primakoff y ondas de espin

El operador de espin es un operador vectorial. En una fase con simetria SU(2) rota,
al menos una de sus componentes tiene valor medio no nulo. Es natural describir la fase
ordenada en términos de pequenas fluctuaciones de los espines alrededor de sus valores de
expectacion. Lo que acabamos de comentar es la base de la teoria de ondas de espin. Para
comenzar, consideremos el caso del hamiltoniano de Heisenberg ferromagnético,

H=-J) S,-S, (2.58)

(m,n)

donde J > 0, (m,n) denota que la sumatoria se realiza entre sitios vecinos de una red y
S¥ representa la a-ésima componente del operador de espin en el sitio j, que satisfacen el
algebra

[5?752] =i e*’° S50 (2.59)

con a, b, ¢ indices que toman los valores z,y, z y j, k indices de red.

Ahora, debido a la positividad de la constante de acoplamiento J, el hamiltoniano favorece
configuraciones donde los espines en sitios vecinos estan alineados en la misma direccién (ver
figura 2.4a). Un posible estado fundamental del sistema estéd dado por

€)= @ | Tm),

donde | 1,,) representa un estado con méxima componente de z del espin: SZ,| T,) = S| Tin)-
Hemos escrito “un” estado fundamental en vez “del” estado fundamental, porque el sistema
es altamente degenerado: un cambio simultaneo de la orientacién de todos los espines no
cambia la energia del estado fundamental, es decir el sistema posee una simetria global. Esto
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A

Figura 2.4: (a) estado fundamental ferromagnético “perfectamente alineado”. (b) Excitacio-
nes de baja energia que surgen como fluctuaciones de larga longitud de onda.

se puede observar calculando el valor de expectacién del hamiltoniano (2.58) en los estados
|©2) vy |©) definidos como
|©) = exp(i ©.S)|2) (2.60)

donde S es el operador de espin total S = > S,,, y O es un vector de tres componentes
que define los angulos en las tres direcciones. Las excitaciones corresponden a fluctuaciones
de longitud de onda A respecto de la configuracién clésica (figura 2.4b). Para explorar cuali-
tativamente la fisica de estas “ondas de espin”, vamos a adoptar una imagen clasica, donde
el espin S > 1. En este limite, la rotacién de los espines alrededor de la configuracién del
estado fundamental es equivalente a una rotacién “clasica” de momentos magnéticos.

En el limite de S grande, y en el caso de excitaciones de baja energia, es natural describir
la fase ordenada en términos de pequenas fluctuaciones de espin alrededor de su valor de
expectacion. Para llevar a cabo esto, Holstein y Primakoff desarrollaron una representacién
de los operadores de espin en términos de operadores bosonicos de aniquilacion y creacion b
y b

bT‘b‘ 1/2
ST = V28 (1—J—J> b;

7 25
bin\

- T ]

s - vasi (1-42)

S: = S—blb (2.61)

(2.62)

Usando la relacién de conmutacién de los operadores bosénicos, [b;, b;] = 0,5, es facil mostrar

que los operadores de espin (2.62) obedecen las relaciones de conmutacion de SU(2) (ecuacion
(2.59)).

El espacio fisico de los operadores, es solo un subespacio del espacio de Fock de los operadores
b v esta generado por los estados

{lm)} = {10),[1) ... 12.5)} (2.63)

donde ny es el nimero de bosones y satisface bf b|ny) = ny |ny). Es necesario introducir la
restriccion no-holonémica 0 < n;, < 2§ para poder mapear correctamente los estados fisicos
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de espin en los bosénicos. La utilidad de esta representacion es clara cuando el valor del
espin es grande. El procedimiento usual consiste en expandir las raices en potencias de 1/5

(2.62),
1/2
bl b; bib;  (blb))?
V25 (1_5_5*) :\/25<1— Ty (2.64)

Insertando (2.64) en el hamiltoniano de Heisenberg ferromagnético, y ordenando en potencias
de 1/S se obtiene

1
_ 2 z Qz - + o— — o+
H = —-JS <m§n>{sm5n+2(5m5n+5m5‘n)}
Ho= —JS> {1 Lot b+ bt bt b+ 0 2 2.65
= = - +§1[7]+§2[,,>]+ 53 (2.65)

donde hy y hs son términos cuadraticos y cudarticos en los operadores bosonicos. Asi, al orden
mas bajo (1/5) se obtiene un hamiltoniano cuadratico de ”ondas de espin” no interactuantes
que se puede diagonalizar mediante una transformacién para-unitaria (ver detalles en el
apéndice B). En el caso de una cadena periddica de N sitios, con interacciones a primeros
vecinos, es facil demostrar que el hamiltoniano diagonal queda

2
keBZ S

H=—JNS+ S (Z wkb;bHO(i)...) (2.66)

donde S?wy, = 4J S sin?(k/2). En particular, en el limite k¥ — 0, la energfa de las excita-
ciones elementales se anulan. Estas excitaciones de baja energia, se conocen como magnones
y describen las excitaciones de espin de un ferromagneto. Los términos de orden superior
introducen interacciones entre los magnones. El truncamiento del desarrollo trae como con-
secuencia acoplar subespacios fisicos con no fisicos. Sin embargo, la aproximacién lineal de
ondas de espin ha demostrado tener un notable éxito para estudiar fases ordenadas tanto
del hamiltoniano de Heisenberg ferro- como antiferromagnético.

Ahora veamos lo que ocurre en el caso del hamiltoniano de Heisenberg Antiferromagnético
(AF):

H=J) S,-S, (2.67)
(m.n)

donde J > 0.

Mas allda de que el hamiltoniano AF “solo” difiera del ferromagnético en el signo de la
constante de acoplamiento, la diferencia en la fisica del problema es drastica. Primero, la
fenomenologia desarrollada por el AF depende sensiblemente de la gometria de la red en la
cual se encuentra: por ejemplo en el caso del modelo clasico sobre una red bipartita como la
red cuadrada (figura 2.5a), el estado fundamental del modelo de Heisenberg AF, adopta una
configuracion alternada, conocida como “estado de Néel”, donde todos los espines vecinos
estan “orientados” de manera antiparalela. En contraste, en redes no bipartitas tales como
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la triangular mostrada en la figura 2.5b , no es posible encontrar un arreglo de espines en
donde cada uno de los bonds recupere la energia total J. Los modelos de espines de esta clase
se denominan Frustrados (ver seccién 1.3.4).

Volviendo al caso de la cadena unidimensional, podemos notar que la cadena es trivialmente

O g O KON QKO
% ‘B O O O
O MG G e
O-X—0O OX
o o o o
U v W \J
a) b)

Figura 2.5: (a) Ejemplo de una red bidimensional bipartita. (b) red no bipartita.

bipartita y por lo tanto el estado fundamental clasico corresponde al de Néel (figura 2.6a).
Mas alla de que este no es un autoestado del hamiltoniano cuantico, cuando .S > 1 el estado
fundamental clasico sirve como un estado de referencia de manera tal que las fluctuaciones
cuanticas pueden ser examinadas con la representacién de Holstein-Primakoff. Antes de

JLIL L
FIEIEL

14
1ly

Figura 2.6: (a) Configuracién tipo Néel de una cadena de espines. (b) Imagen ilustrativa de
una onda de espin antiferromagnética.

expandir el hamiltoniano en términos de los operadores bosénicos, es conveniente aplicar
una transformacion candnica al hamiltoniano en que los espines en una subred, digamos B,
son rotados 180° alrededor de un eje, por ejemplo S% — S% = 5%, 5% — S% = —S% y
Sz — S = —S%. De esta manera, cuando representamos en término de los operadores
bosoénicos, el estado de Néel equivale a un estado ferromagnético, con todos los espines
alineados. Es de esperar que una distorsiéon gradual de éste estado producira el andlogo
antiferromagnético de las ondas de espin como en el caso ferromagnético.

Representado en términos de los operadores transformados, el hamiltoniano queda

H o= Iy {S;S;—%(S;§;+s,;§;)} (2.68)

(m,n)
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Asi, aplicando la transformacién de Holstein-Primakoff en la aproximacién cuadratica obte-
nemos el hamiltoniano:

1 1
- _ 2 2 E —(pt t Al il
H JNS“+JS8 S(bmbm+bnbn+bmbm+bmbm)+0<52) (2.69)

(mn)

después de una transformacién de Fourier, b,, = N=Y23" et*k@m b éste toma la forma

1 1 b 1
Ho= —INSES+D+T8 Y < (b,t, b,k) [% Vf] (zﬁkk ) +0(%)

(mn)

donde 7;, = cos(k). Para remover el término b'b', realizamos una transformacién de Bogo-
liubov? [4]

be = cosh(f) by — sinh(6y) b ,. (2.70)
De esta manera, el hamiltoniano (a primer orden en 1/5) queda

1 e
H=-NJS*+2J5? <Zk:§|sm(k)| [bk b + 5]) (2.71)

Cabe notar, en contraste con el caso ferromagnético, que las excitaciones de de ondas de
espin en el modelo antiferromagnético revelan un comportamiento lineal en el limite k& — 0.

2.2.2. Meétodo de Bosones de Schwinger

En la representacién de Schwinger [47] cada variable de espin es reemplazada por dos
bosones b;, (¢ =1,]) de acuerdo a:

1

donde o = (0%, 0%, 07) son las matrices de Pauli y b; = ( Zm ).

il
Las componentes del espin se escriben entonces

S o= blibiy,
Sy = bl bis. (2.73)

1

4Este tipo de transformaciones es frecuentemente aplicada en magnetismo cuéntico, superconductividad,
y en todos los problemas donde el niimero de particulas no es una cantidad conservada.
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Es fécil verificar que tal definicién, satisface el dlgebra de SU(2) (ecuacién (2.59)). La mag-
nitud del espin S define el subespacio fisico

{lny,n;) : ny+n;, =28} (2.74)
El subespacio esta dado por la restriccion holonémica
(bl +big + bl by —28) = 0. (2.75)
En el espacio proyectado, la magnitud del espin estd bien definida,
S?=S(S+1). (2.76)

mientras que los estados de espin (espin S y proyeccién mg) se obtienen de los estados
bosénicos seguin [4]
(bZ,T)SerS (b;r,¢)s_ms

V(S + m)!(S —my)!

Los bosones de Schwinger tienen, por construccion, asociada una invariancia de gauge b; , —
bi o €%, que no modifica el valor de los observables.

Al utilizar el mapeo (2.73) y la restriccién (2.75), el hamiltoniano bosénico que se obtiene
a partir del hamiltoniano de Heisenberg, presenta términos cudrticos en operadores bosénicos
siendo necesario realizar alguna aproximacién para poder tratar este problema.

|15, mi); = 0)- (2.77)

Aproximacion de campo medio

Hay varias maneras de formular una teoria de campo medio a partir de un hamiltoniano
bosénico cuértico: bien puede ser en el contexto de las teorfas llamadas large-N, o como un
enfoque variacional. Nosotros vamos a utilizar el enfoque variacional en el capitulo 5; sin
embargo antes de desarrollar el método, vamos a comentar las ideas del primer enfoque, las
cuales, de alguna manera, justifican el segundo.

Las teorfas llamadas large-N, generalizan el modelo de interés a una familia de modelos
donde el nimero de grados de libertad internos se caracteriza por un nimero entero N. El
limite N' — oo, conduce a un modelo que puede ser resuelto mds facilmente, y donde las
propiedades de N finito, pueden ser obtenidas a partir de una expansién en serie de potencias
de 1/N.

Estas teorias son bien conocidas en la fisica de particulas, y en teorias de fermiones pesados
48, 49, 50]. Estas fueron introducidas en magnetismo cuéantico por Affleck y Marston [51, 52|,
que usaron una representacion para los operadores de espin en términos de fermiones para
tratar los modelos de Hubbard y Heisenberg (de espin S = 1/2) al extender la simetria SU(2)
a SU(N), preservando la invariancia rotacional del hamiltoniano bajo SU(N). Desde enton-
ces, otras extensiones de SU(2) han sido usadas, incluyendo Sp(N') [53]. Las teorfas large-N
fermiénicas capturan el limite cudntico extremo, S/N < 1, donde el estado fundamental
es siempre desordenado. Estas son utilizadas para estudiar las posibles fases desordenadas
del estado fundamental, pero no para determinar si un modelo particular presenta una fase
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desordenada. Para ello, uno necesita una representacién bosénica de los operadores de espin,
donde el érden de largo alcance corresponde a la condensacion de los bosones en un vector de
onda particular k. Arovas y Auerbach introdujeron la teorfa SU(N') bosénica [54], que puede
tratar valores arbitrarios de S/N, y tanto estados magnéticos ordenados como desordenados.
Esta teoria fue un gran éxito para describir ferromagnetos y antiferromagnetos bipartitos,
pero incapaz para tratar magnetos frustrados. Para resolver esto, Sachdev y Read extendie-
ron la teoria para acoplamientos arbitrarios antiferromagnéticos por limitar la invariancia
rotacional al grupo Sp(N) [55]. Sin embargo, ninguna de estas teorias son invariantes frente
a inversién temporal. Recientemente R. Flint y P. Coleman [56] desarrollaron una nueva
generalizacién del modelo de Heisenberg al que llamaron symplectic-.

En todas estas teorias el limite de large-N constituye una manera de obtener una teoria de
campo medio que es controlada por el pardmetro 1/N.

Como mencionamos antes, en esta tesis vamos a usar el enfoque variacional guiados por
[56] que nos va a proporcionar una manera unificada para estudiar el efecto de diferentes
interacciones.

Consideremos el hamiltoniano de Heisenberg

H o= > JijS Sy (2.78)
(ig)
En términos de los bosones de Schwinger, la interaccion espin-espin queda
1
SeSe = bl 5 O by o O O s by (2.79)

con la restriccién del numero de bosones en cada sitio

> bl bee = 28 (2.80)

Dado que el hamiltoniano de Heisenberg tiene simetria SU(2), necesitamos obtener una
descomposicién de campo medio que conserve explicitamente el caracter invariante rotacional
del modelo. Para ello, definimos la siguiente matriz

= bl‘zﬁ _bii,i
B bl‘i,\L b.Ii.‘“l,

Asi definida, Z,, transforma ante rotaciones como =, = R.Z,,, donde R € SU(2). Utilizan-
do las reglas de conmutacién bosénicas y las propiedades de las matrices de Pauli se puede
mostrar que

1 — = —t =
S, Sy, = g Tr(o.EL 2, 0. :Ij Ep;) (2.81)
- 1 0 .
donde :: indica orden normal de operadores y o, = 0 -1 /- Con esto, el acoplamiento

espin-espin puede escribirse como

Se, - Sp; = Bl Bror, : —AL LA, (2.82)

r;,ry
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donde®

r“rj - Zb 1‘J7U’ rz,r] - Z& L,J rj,—o* (283>

con 0 = £+ y : O : indicando orden normal de los operadores. El operador Al _ actuando

r; I']

sobre el vacio de Fock, crea un singlete de espin 1/2 entre los sitios r; y r;, es decir: Aii7rj |0) =
$(I 1idy) — | 4i1y)); mientras que B x, crea un “enlace ferromagnético” Bli,r]—|0> =1( 1
1) + 1 4id;)). La interpretacion fisica de los operadores de A’s y B's es més evidente si
escribimos estos en términos de los operadores de espin:

1
ii,rj Chrer; =y (Sri - Srj)2
I‘i,rj DBy, — % (Srl + Srj)2 (284)

asi, el valor medio de A[ r,Ar,r; mide el orden antiferromagnético mientras que el valor
medio de BI _ B,, .. mide el ferromagnético.

151 g k)
Para desacoplar la parte cuartica, efectuamos la siguiente descomposicion de campo medio
(MF) invariante rotacional:

1 S 1 . 1
(S, - Si,)mr = ZTT(Q%” :Ij =)+ ZTT(:L Er; Qrjry) — §Tr(Qri,rj 0. Qe,r,02). (2.85)
La matriz de parametros de orden esta dada por
1 By v Ap
— =t = — T,y Ti;Lj
QI‘Z'7I'J' 202 <‘—‘ri ‘—‘I'j> OZ ( _Ar“r] ) Y

r;,ry

donde Ay, v, y By, r,; son los valores medios de los operadores (2.83) tomados con la funcién de
onda del estado fundamental. Finalmente, el hamiltoniano de Heisenberg se puede expresar
de la forma

HMF = ZJZ](SI‘ZSI'J)MF

= Z Ji] Brl,r]BJr - Ar“rJAT r; + hC) — Jij (Sl‘z : Srj)MF

ij
+ Z )\i Z(bli,abrm - S) (2.86)

donde (Sy, - Sr,)mr = | Bryr,|* — |Arir, >

En el dltimo término, \; es un multiplicador de Lagrange que impone, en valor medio, la
restriccién del nimero de bosones (2.75) en cada sitio de la red. En general, este término
dificulta los cédlculos tanto numéricos como analiticos y cominmente se implementa una
aproximacién que permite simplificar el problema. Esta consiste en relajar la restriccion de

5El tilde en una letra griega como & indica que un término como Ya00,0_,=>_(0,0_,—-0_,0,)
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local a global, \; = \. En el caso de que la red esté formada por varias subredes (esto equivale
a que hay varios sitios por celda unidad), la restriccion se hace global a cada subred \; = A,
Aj = Mg, Ak = A ... con i € subred A, j € subred B, k € subred C' ...etc.

El problema que nos queda es el de un hamiltoniano cuadratico en bosones con parametros
que deben calcularse de manera autoconsistente

Ari,rj = <Ari,rj>
Brir; = (Brr,)- (2.87)

sujetos a la condicién
<b:r‘z‘,Tbri7T + bii,ibri7¢> =25 (2.88)

Debido a la presencia de términos que no conservan el nimero de bosones el hamiltoniano
debe diagonalizarse mediante una transformacién de Bogoliubov (ver apéndice B).

En el capitulo 5 utilizaremos tanto el mapeo a bosones Holstein-Primakoff como el de bosones
de Schwinger para estudiar las fases del estado fundamental en dos modelos de sistemas
bidimensionales: el hamiltoniano de Heisenberg sobre la red de kagomé y la red hexagonal.

2.3. Meétodos Numéricos

En esta seccion abordaremos dos técnicas numéricas que en los iltimos anos han mos-
trado ser de gran utilidad en una amplia gama de problemas de materia condensada; en
particular en sistemas fuertemente correlacionados. Estas técnicas son: Lanczos [6] y DMRG
(Density Matriz Renormalization Group) [57]. Estas son imparciales en el sentido que no
asumen ningun tipo de naturaleza para el estado fundamental del sistema permitiendo es-
tudiar modelos como el de Heisenberg, el ¢ — J y el de Hubbard, entre otros. Sin embargo,
cada uno de estas técnicas tienen sus limitaciones: la mas importante de todas es que con
estas se pueden estudiar sistemas con un numero finito de sitios.

En ambas técnicas, la idea central consiste en construir una representacién matricial del
hamiltoniano para un dado nimero de sitios en una dada base apropiada y posteriormente
diagonalizar la matriz mediante algiin algoritmo apropiado. Una vez diagonalizado el ha-
miltoniano se pueden calcular distintas cantidades como correlaciones espin-espin de carga,
...etc. Para entender por qué estas técnicas son necesarias para estudiar los modelos men-
cionados, supongamos el modelo de Heisenberg en una red de L sitios. Cada sitio tiene dos
posibles estados: espin 1y |. Una red con L sitios tiene 2” estados y esta es la dimensién de
la matriz del hamiltoniano. Similarmente, para el modelo ¢t — J y de Hubbard tenemos 3% y
4% estados, respectivamente. Debido al comportamiento exponencial con L, incluso en redes
pequenas, el hamiltoniano es demasiado grande para poder ser manejado en las computado-
ras de hoy en dia.

Una manera de reducir las dimensiones de trabajo es a través de las simetrias del modelo.
Muchos modelos exhiben la conservacion del espin total, componente z del espin total, carga
total, nimero de particulas, simetrias de traslacién y rotacion, etc. Es decir,

[Ha S?otal] - [7{7 fotal] - [H, N] =0 (289>
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donde H es el hamiltoniano y
St =) Si, N=) n (2.90)

Por otra parte, estos operadores también pueden conmutar entre si,

[S?otah fotal} = [ tZotabN] = [S?otabN} = 0. (291>

En ese caso, los autovalores de H, Sioar, S5y ¥ IN son simultdneamente buenos nimeros

cudnticos (denotados por F,S(S + 1),S5% y N respectivamente). En un dado tratamiento
numeérico de un dado modelo es posible considerar autoestados que simultaneamente dia-
gonalizen todos los operadores asociados con sus simetrias. La manera mas eficiente de
aprovechar esto, es trabajar en una base en que los operadores asociados a las simetrias
son siempre diagonales, seleccionando un subespacio o sector del espacio de Hilbert con un
determinado conjunto de autovalores de esos operadores, y diagonalizar H en ese sector
particular. La diagonalizacion se realiza luego dentro de cada uno de estos bloques lo cual
implica légicamente un menor esfuerzo.

Finalmente si uno realiza el estudio con distintos tamanos, lo cual va a depender de las
caracteristicas del sistema, puede extrapolar los resultados al limite termodinamico. Este
procedimiento llamado escaleo de tamano finito [58] es especialmente utilizado regimenes
cercanos a transiciones de fase puesto que en ese caso, las cantidades fisicas poseen una
fuerte dependencia en el tamano del sistema [59]. Sin embargo, mediante este procedimiento
es posible extraer una gran informacion del limite termodindmico examinando unos pocos
tamanos.

2.3.1. Algoritmo de Lanczos

La idea bésica del algoritmo de Lanczos [60, 61] es que se puede construir una base especial
donde la matriz H del hamiltoniano tiene una representacién tridiagonal. Asi, el estado
fundamental puede ser calculado mediante técnicas eficientes para este tipo de matrices. La
matriz tridiagonal es construida iterativamente. Primero se construye un vector normalizado
arbitrario |¢) del espacio de Hilbert de dimension Ny, luego bajo la aplicacién sucesiva del
hamiltoniano, se construye el conjunto de vectores

{lo), H|¢), H?|9), ..., HY*[6) }

Este conjunto de vectores pertenece a un subespacio, denominado subespacio de Krylov de
orden Ny, del espacio de Hilbert. Una base posible de este subespacio se obtiene ortonor-
malizando los vectores del conjunto generado mediante la siguiente relaciéon de recurrencia

\@it1) = H|qi) — cilai) — Bilgi-1) (2.92)
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;= <CIi|H|q@'>
B = |lqill

Los elementos de la base del subespacio de Krylov se pueden expresar en forma matricial
como

QMM = lqu), ., law, )]

en donde hemos simplificado la notacién sobrentendiendo que cada columna esta compuesta
por las componentes de |¢;) en la base en la que esta expresado el hamiltoniano. En esta base,
la representacién matricial H del hamiltoniano resulta tridiagonal. Esta transformacion se
obtiene realizando la siguiente operacion unitaria de cambio de base

H;]BCXNk) _ QT(NkXNh)H(NhXNh)Q(NhXNk) (293>

H ~Q

[ J I{
()T/ Hrp
Figura 2.7: Reduccién de la matriz del hamiltoniano.

Esta transformacion estda esquematizada en figura 2.7. La matriz tridiagonal H:(F]]\S’“XN'“), que

puede ser diagonalizada facilmente para obtener el autovalor, y autovector correspondiente,
del estado fundamental, posee la forma

ar B
B s B

Hrp = Ba a3 B
Bz .

En cada iteracion de método de Lanczos el subespacio de Krylov es ampliado hasta que
la diferencia en la energia fundamental entre dos iteraciones sucesivas sea menor que una
tolerancia impuesta, lo que significa que se ha convergido al estado fundamental. Si bien
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depende de cada problema en particular, el nimero de iteraciones requeridos para lograr
convergencia al autovalor mds bajo con una precisién de 10'? es tipicamente del orden de
una centena.

2.3.2. Meétodo de Renormalizacion de la Matriz Densidad: DMRG

En la seccién anterior, describimos brevemente del algoritmo de Lanczos, el cual permite

hallar el estdo fundemental del hamiltoniano de una manera eficaz. Sin embargo, la limita-
ciéon mas grande del método es el gran nimero de estados de la base. La idea bésica para
superar las limitaciones del tamano es usar una base en que el estado fundamental pueda ser
representado inicamente por pocos estados. En otras palabras, encontrar un procedimiento
que permita determinar o construir los estados mas importantes y despreciar o descartar
todos los otros tal que la pieza del espacio de Hilbert con la que uno esta trabajando sea
lo suficientemente pequeno. El Grupo de Renormalizacién de la Matriz Densidad (DMRG)
es un algoritmo numérico que implementa un truncamiento eficaz del espacio de Hilbert.
Este método fue desarrollado originalmente por S. White quién propuso exitosamente que
el criterio para conservar y eliminar estados del espacio de Hilbert debia ser basado en la
matriz densidad [62]. Desde su invencion, este método ha sido utilizado para estudiar a una
extensa cantidad de modelos con resultados altamente precisos, por lo que se ha constituido
en un método muy utilizado actualmente en el estudio de sistemas de electrones fuertemente
correlacionados de baja dimensionalidad [57, 63]. A diferencia del método de Lanczos, el
DMRG puede ser implementado con alta precisién en sistemas con un maximo numero de
sitios L de algunas centenas.
Recientemente, el DMRG ha sido extendido desde su implementacion original en propie-
dades estaticas de temperatura cero, permitiendo el calculo de propiedades dinamicas y
termodinamicas con resultados confiables. Ademas, su campo de aplicacién, en activo desa-
rrollo, ha sido ampliado a otras areas de la fisica mas alla de la fisica de materia condensada
[63].

El procedimiento del DMRG se puede resumir en dos etapas:
= Etapa de crecimiento.
» Etapa de barridos complementarios.

De manera general, el proceso comienza considerando un sistema de cuatro sitios como se
observa en la fig. 2.8. Cada estado del sistema se expresa como una combinacién de estados

W> - Z wi,a,ﬂ,j’iaaaﬁaj> (294>

i’a767j

donde 7 y 7 son los indices de los estados de los sitios extremos izquierdo y derecho respectiva-
mente (denominados bloques), y a 'y /3 corresponden a los de los sitios centrales (denominados
sitios de crecimiento). Cada bloque maés el sitio central correspondiente es denominado bloque
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extendido (indicado con un recuadro de trazo punteado en la fig. 2.8). y los estados [¢) de
la ec. (2.94) se denominan estados de superblogue. Luego, la matriz del hamiltoniano H

[ ] |
[o]eiiee]
bemeeed ko 4

r------/---'n === ====- ]

] [ ] 1

‘o oo oo of

| L J boccceem== 4
Femm—————— -/---I Femmsm———————— 1

Figura 2.8: Etapa de crecimiento del método DMRG.

expresada en la base de estados del superbloque es diagonalizada (en general mediante el
método de Lanczos). El estado fundamental del superbloque obtenido puede ser expresado
en términos de la base de blogues extendidos como

o) =) thim|S1) ® |Enm) (2.95)
Ilm

en donde |S;) corresponde al bloque extendido izquierdo, denominado sistema y |E,,) al
derecho, denominado entorno. El proceso de truncacién del espacio de Hilbert consiste en
seleccionar los estados del sistema que seran conservados en la siguiente iteracion en la
que el tamano total del sistema se incrementa y eliminar los estados restantes. En este
truncamiento la dimensién del espacio de Hilbert del sistema se mantiene por debajo de
un valor adoptado m. Los estados del sistema que se conservan son los que poseen mayor
contribucion al estado fundamental del superbloque. Esta eleccion se realiza utilizando la
matriz densidad del sistema en el estado fundamental del superbloque que se expresa como

o =D Vimly,, (2.96)

Esta matriz densidad es diagonalizada para obtener todos sus autovalores con sus corres-
pondientes autovectores. Los autovalores de la matriz densidad dan la probabilidad con la
cual sus respectivos autovectores pueden ser encontrados en el estado fundamental. Asi, los
estados retenidos son aquellos de mayor autovalor en la matriz densidad. La etapa de cre-
cimiento consiste en agregar dos nuevos sitios de crecimiento, tal como indica la figura 2.8,
y conectarlos con los estados retenidos del sistema que ahora pasa a ser considerado como
nuevo bloque. La matriz del hamiltoniano H es entonces expresada en la base del nuevo
superbloque y el proceso descrito mas arriba se repite. Si bien depende del modelo hamil-
toniano en particular bajo estudio y de la cantidad de estados retenidos m adoptada, la
truncacion del espacio de Hilbert en si comienza a realizarse luego de algunas iteraciones ya
que en las iteraciones iniciales es posible retener el espacio de Hilbert completo.
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Una vez alcanzado el tamano L del sistema que se desea estudiar, es necesario com-
plementar la etapa de crecimiento con una nueva etapa que consiste en realizar barridos
complementarios para mejorar la precision. Como hemos visto, el superbloque estda com-
puesto por dos bloques extendidos. En el primer paso del barrido un nuevo superbloque se
conforma haciendo crecer el bloque extendido izquierdo y conectandolo con el bloque exten-
dido derecho seleccionado entre los bloques de crecimiento en orden de mantener constante
el tamano L del superbloque. Este procedimiento puede ser observado en la fig. 2.9. Un
nuevo superbloque es obtenido, y el proceso de seleccién de estados de la matriz densidad
vuelve a ser realizado. Una vez que se alcanza el extremo del sistema, la direccion del ba-
rrido se invierte y ahora comienza a crecer el bloque extendido derecho, que pasa ahora a
ser considerado como sistema, con entornos izquierdos calculados en el barrido anterior. Los
estados que se utilizan para describir al bloque extendido que se va reduciendo se calculan
refinando estados que han sido calculados en iteraciones anteriores en las que se realizé el
truncamiento del bloque de crecimiento cuando poseia el mismo nimero de sitios, y que
deben ser almacenados para tal fin.

Figura 2.9: Etapa de barrido del método DMRG.

Los barridos a derecha e izquierda se pueden repetir y el proceso concluye cuando se
satisface algun criterio de convergencia impuesto sobre alguna de las propiedades fisicas
calculadas 6 el nimero de barridos alcanza un méximo deseado. Una caracteristica del DMRG
es que no se mantiene en una base especifica del espacio de Hilbert, sino que optimiza la
base que utiliza en cada iteracion. Una desventaja de este proceder es que la descripcion de
un estado requiere la medicién de observables y para el proceso de medicién es necesario
conocer la representacién de los operadores en la base alcanzada en la iteracién final. En
consecuencia cada operador que uno quiere evaluar debe ser almacenado durante al calculo,
y cada vez que se cambia de base éste debe ser transformado a la nueva base.

Actualmente hay implementaciones de uso libre de estas técnicas, aplicables a modelos

como los considerados en esta tesis. Entre ellos se destacan ALPS y SPINPACK.
El proyecto ALPS [64] (Algorithms and Libraries for Physics Simulations) tiene como objeti-
vo proporcionar codigos de alto nivel para resolver modelos cuanticos de sistemas fuertemente
correlacionados. SPINPACK [65] es un paquete también de acceso libre que permite calcular
los autovalores y autovectores més bajos y varios valores de expectacién (correlaciones de
espin,... etc ) de sistemas de espines cuanticos.




Parte 1

Sistemas unidimensionales acoplados
con la red
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Capitulo 3

Modelo de Hubbard acoplado con la
red

En este capitulo presentamos el estudio de las propiedades electrénicas de sistemas unidi-
mensionales en el limite de baja energia por medio de bosonizacion abeliana. En la primera
parte, hacemos una revisién de la teoria efectiva de baja energia del modelo conocido como
modelo de Hubbard extendido el cual incluye interaccién coulombiana entre sitios vecinos.
Comentamos algunos resultados generales y conexiones con experimentos. Entonces discu-
timos el caso particular de sistemas con llenado 1/4 (un electrén cada dos sitios) acoplados
con fonones en el limite adiabatico. Dos tipos de acoplamientos considerados: tipo Holstein,
que modifica la energia en el sitio, y tipo Peierls, que modula la longitud de los enlaces.
Sin las deformaciones, ambos sectores de espin y carga no poseen gap en el espectro de
excitaciones a llenado 1/4. Posteriormente mostramos que la inclusiéon de ambos tipos de
acoplamientos con la red, da como resultado una amplia variedad de fases aisladoras electro-
elasticas dependiendo de los valores de la relacién de acoplamientos. También estudiamos el
efecto de de la deformacién de Peierls en la repulsién coulombiana a primeros vecinos, que
puede estar presente en materiales donde la interaccién de Coulomb apantallada depende
fuertemente de la distancia. Discutimos la aparicion de diferentes fases de ondas de carga y
finalmente comparamos con algunos resultados numéricos previamente obtenidos.

3.1. Orden de carga en conductores moleculares y de-
formaciones de la red subyacente.

Las propiedades electronicas de sistemas de electrones en bajas dimensiones han tenido
gran interés por muchas razones, la inicial es que en muchas ocasiones pueden ser utilizados
para analizar el comportamiento de sistemas en dimensiones mas altass. Tipicamente esta
conexion puede se encarada por medio de acoplar sistemas 1D para construir sistemas di-
mensionalmente més grandes. Por otro lado muchos materiales muestran un comportamiento
unidimensional o cuasi-unidimensional en cierto rango de temperaturas donde los acopla-
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mientos que aumentan la dimensionalidad del sistema pueden ser despreciados. Las sales de
Bechgaadrs son una serie de sales organicas (TMTSF),X donde el anion X es una molécula
inorgdnica monovalente (PFg, AsFg, ClO4, ReOy, NO3, FSOj3, SCN, etc.) y TMTSF una
molécula plana donora [66]. Las sales de Bechgaadrs son isoestructurales con (TMTTF),X
conocida como sales de Fabre. Ambos (TMTSF),X y (TMTTF).X cristalizan como paquetes
de moléculas (TM=TMTSF o TMTTF) separados por los iones X (ver figura 3.1(a)).
Célculos de primeros principios muestran que la relacién de los pardmetros de hopping a lo
largo de la direccion de la molécula ¢,, y en la direccion perpendicular ¢, es del orden de
ti/t;; ~ 0.1 [18] permitiendo la descripcién de estos compuestos en términos de modelos
unidi o cuasi-unidimensionales. Ademaés, dado que estos compuestos poseen un ién por cada
dos moléculas TM la cadena efectiva se encuentra a llenado 1/4.

En la figura 3.1(b) se muestra un diagrama de fases esquematico de la familia de compuestos
TMTSF y TMTTF en funcién de la temperatura y la naturaleza de ion X o bien presién
externa.

Estos compuestos presentan una gran variedad de fases como orden de carga (CO), an-
teferromagnetismo (AF) (seccién 1.3), superconductividad (SC), espin-Peierls (SP)!, liquido
de Fermi (FL) y liquido de Luttinger (LL) (ver seccién 1.2.3 para estos dos tultimos). A
presién ambiente algunos de los compuestos (TM).X, tales como (TMTTF),PFg presentan
fases aisladoras y mediante el incremento de la presién externa es posible llevar el sistema
hacia una fase conductora. El punto principal para el estudio de estos compuestos es de-
terminar la naturaleza del orden de carga en las fases aisladoras y esto ha sido objeto de
considerables estudios tanto teéricos [67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74] como experimentales
(75, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82, 83]. Una gran variedad de técnicas experimentales como por
ejemplo dispersion de rayos X muestran que la familia de compuestos TM exhiben fases
donde los bonds presentan distorsiones de periodo dos (4kg) y cuatro (2kg).

Estos materiales involucran repulsién coulombiana tanto en el sitio como a primeros vecinos
(con magnitud U y V respectivamente) y como dijimos presentan llenado 1/4, es decir un
electrén cada dos sitios de la red. Debido a la repulsion de Coulomb a primeros vecinos, es
de esperar que estos materiales presenten un tipo de orden alternado similar a @ — o0 — e — o,
donde e y o corresponde a un sitio ocupado y desocupado respectivamente. Este tipo de or-
den corresponde al denominado Charge-Density- Wave 4kp-CDW donde krp = 7/4 a siendo
a la constante de red. El nombre 4k se debe a que las ondas de densidad de carga poseen
un periodo.

Sin embargo para valores grandes de V', el estado fundamental corresponde a un orden
e—e—0—0 67,68, 71, 72, 73, 74]. Este orden de carga corresponde a una tetramerizacién
2kr CDW y como veremos puede coexistir ya sea con una modulacién periddica 2kp de la
distancia entre sitios, llamada Bond-Ordered-Wave (BOW) o con una mezcla de ordenes de
carga 2kr +4kr BOW. Este orden de carga es llamado en la literatura Bond-Charge Density
Wave (BCDW).

'La fase de espin-Peierls se establece a partir de una transicién magneto-eldstica en materiales antife-
rromagnéticos cuando la energia magnética decrece debido a la fomracion de pares de singletes de espin
produciendo como resultado la dimerizacion del arreglo o red regular. En el capitulo 4 es dedicado al estudio
de estas faseses.
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Figura 3.1: (a) Estructura de las sales de Bechgaadrs y Fabre. El arreglo plano de las molécu-
las organicas TM con sus orbitales es representada entre pequenas aniones. (b) Diagrama
de fases genérico de las sales de Bechgaard/Fabre como funcién de la temperatura y presion
(~ 1/U) o sustituciéon de X de aniones. Las distintas fases observadas son: LL: liquido de
Luttinger, MI: aislador de Mott, CO: orden de carga, SP: espin-Peierls, AF: antiferromag-
netismo, SC: superconductividad, FL: liquido de Fermi.

Teniendo en cuenta que estos sistemas pueden presentar una modulaciéon geométrica en los
bonds, es de esperar que si la interaccién coulombiana efectiva entre dos sitios ¢ y j es
exponencialmente de corto alcance, o sea de la forma

exp[—ali — j]
i —=Jl

con «a,& >0, (3.1)

las distorsiones de la red pueden tener un efecto importante en la modulacién de las cons-
tantes de acoplamiento. Un analisis profundo del diagrama de fases 3.1 y las diferentes fases
presentes esta mas alld del alcance del presente manuscrito y para una revisoén de los aspectos
tedricos y experimentales generales de las fases aisladoras en compuestos moleculares ver por
ejemplo [84].

Motivados por la discucién anterior, en este capitulo estudiamos, mediante bosonizacion
abeliana (seccién 2.1) y una andlisis semiclésico de la teoria efectiva, el diagrama de fases
del estado fundamental del modelo de Hubbard sometido a dos tipos de interaccién electron-
fonén en el limite adiabatico (ver seccién 1.4): el acoplamiento de Peierls en el término de
hopping y el de Holstein en la densidad local de carga. La inclusion de ambos acoplamientos
en el hamiltoniano de Hubbard define lo que se conoce como el modelo de Peierls-Holstein-
Hubbard. Ademas de estos dos términos, incluimos el efecto de la deformaciéon de Peierls en
el término de repulsién coulombiana a primeros vecinos el cual puede producir un cambio
importante en las propiedades electronicas de sistemas cuya interaccién coulombiana es de
la forma (3.1). Mostramos que el estado fundamental a temperatura cero presenta varios
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patrones de deformaciones de periodo dos y cuatro que rompen espontaneamente la simetria
de traslacion del sistema, dependiendo de la magnitud de los parametros microscépicos del
modelo (ver figura 3.2). Cuando el efecto de la deformacién de los bonds es tenido en cuenta
en el término de repulsion coulombiana, el diagrama de fases presenta cambios importantes
indicando que este término debe ser considerado a la hora de contrastar con resultados
experimentales.

3.2. Hamiltoniano de Hubbard extendido

En esta seccién presentamos el modelo de Hubbard extendido acoplado con fonones
adiabaticos, y su tratamiento analitico. En tal limite, el sector de los fonones es descrito por
deformaciones clasicas y analizamos los posibles patrones.

Consideremos el modelo de Hubbard extendido con hamiltoniano dado por:

_ i i
H = - Z tij+ [Cj,aCjJrLU + Cj+1,gcj,o]
-j’o-
U Y mgange+ Y Vignngnga

" ;j/aj (- %) (32)

donde ¢;, denota el operador de aniquilacién de un electrén con espin o(=7,]) en el j-ési-
mo sitio, y n; = n;+ + n;  es la densidad de carga con n;, = c}’gcj,g. t;i+1 es la integral
de hopping, los parametros U(> 0) y Vjj+1(> 0) denotan las magnitudes de la interaccién
coulombiana efectiva en el sitio y a primeros vecinos respectivamente; mientras que ; re-
presenta la deformaciéon molecular interna. Como mencionamos antes, nos enfocamos en el
caso de llenado 1/4 que corresponde una densidad promedio (n) = 1/2.

La interaccién del sector electrénico con los fonones en el limite adiabatico (ver seccién 1.4)

se obtiene por medio de una expansién lineal de ¢; ;4 alrededor de ¢,
tijrn = t(1—gpip)

donde dp; mide la distorsién de la constante de red entre los sitios j, 7 + 1 y gp mide la
interaccién electron-fonén correspondiente al acoplamiento de Peierls.

Por otro lado, las vibraciones de las moléculas producen cambios locales en la energia y
pueden ser tenidos en cuenta por el término de Holstein (ver seccion 1.4)

g ;5&]’ (”j - %) : (3.3)

donde gy es la constante de acoplamiento y ¢ ; mide la deformacién molecular interna en
el sitio j (en la ecuacion 3.2 realizamos el cambio B; — gy dp ;).
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Ademas de los términos de interaccién antes descritos, incluimos el efecto de la llamada
deformacién de Peierls en el término de la repulsiéon coulombiana a primeros vecinos V'
que puede ser de real importancia cuando el decaimiento es exponencialmente decreciente
de la forma (3.1). En ese caso, una pequena variacién en la distancia produce un cambio
importante en la interacciéon. Mas especificamente, realizamos una expansion lineal de los
acoplamientos Vj ;11 alrededor del valor homogéneo V,

Vijer = V(1 —gvip;)

donde gy es la constante de acoplamiento que mide el efecto de la deformacién de los enlaces
sobre la repulsiéon de Coulomb. Finalmente, el hamiltoniano completo, incluyendo la energia
elastica en la aproximacién adiabatica esta dado por:

H = —t Z(l —9gp §P,j)[c;r',ocj+170 - C;H,ocjv"]
7,0
+U Z N N, + V Z(l —gv 5P,J') iMj+1

J J
1
+9H25H7]’ (nj — 5)
J
Kp Ky
+5- > op+ —~ > on; (3.4)
J J

donde los parametros Ky y Kp son las constantes elasticas para las deformaciones tipo
Holstein y Peierls respectivamente.

Como mencionamos en la introduccién del capitulo (seccién 3.1), se han llevado a cabo

varios estudios numéricos (diagonalizacién exacta, DMRG) de sistemas similares al propuesto
en este trabajo. En esta parte vamos a realizar un breve resumen de los resultados obtenidos
por Clay et al [85] mediante diagonalizacién exacta del modelo (3.4) sin acoplamiento de las
deformaciones de Peierls en la repulsion coulombiana a primeros vecinos, i.e. gy = 0.
Este trabajo fué realizado por medio de diagonalizacién exacta de cadenas de hasta 16
sitios con condiciones de contorno periddicas con un procedimiento autoconsistente para
determinar el patrén de las deformaciones del estado fundamental. El método consiste en
minimizar la energia total F(J;) respecto del conjunto de distorsiones §; resolviendo las
siguientes ecuaciones acopladas de manera iterativa

Kpdp;+tgp Z (C;,ch+1,o— + C;Jrljo_cjja) = 0 (3.5)
1
Ko +9gm(nj—5) = 0 (3.6)

donde (...) es el valor medio obtenido en el estado fundamental electrénico.
En la figura 3.3 se muestra el diagrama de fases del estado fundamental en el plano A, — \5*

Aa =9gp/tKp y Ag = g3/t K
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(a) 4kr BOW (b) BCDW (c) 4kp CDW

ce—o----0—— T . .«e—o—o0 o—e—0—e—0

4kr CDW-4kr DP

d) 4kp CDW-2kp DP 4kr CDW-4kr DP f +
(d) 4kr d (e) dkr d ® oy cDW-2kp DP
Ol €«&e—®._.0 O----¢—0O----—=0O Q.. e—T—®----O

Figura 3.2: Deformaciones de la red y estados con orden de densidad de carga del modelo
(3.4) de a llenado 1/4. Los circulos en gris, negro y blanco corresponden a sitios con carga
(n;) = 0.5, 1 y 0, respectivamente. El patrén (a) representa el estado 4kr BOW con enlaces
dimerizados y densidad de carga uniforme, (b) representa el estado BCDW, con orden de
enlaces 2kr > 4kp y orden de carga ¢ — e — o — o. (c) corresponde a un orden de carga 4kp
CDW con e — o — @ — o y enlaces uniformes. (d) muestra el estado 4krp CDW-2kr PD, con
orden de carga e — o — e — o y orden de los enlaces 2kp. Para gy = 0.2, en (e) tenemos
un orden de carga i.e. 4k CDW-4kr PD con @ — 0 — @ — o0 junto con una dimerizacién en
los enlaces. Finalmente, la fase (f) denotada por (4kr CDW-4kp PD + 2k CDW-2kr PD)
presenta una mezcla de ordenes 2k y 4kp tanto en la densidad de carga como en los enlaces.

para una cadena periddica de 16 sitios. En primer lugar, podemos observar que para valores
pequenos de Ay, Ag, el sistema no se deforma; esto es una consecuencia del tamano del sistema
y dicha regién disminuye a medida que se incrementa el valor de V.

Para valores grandes de A\, (mucho mayores que Ag) el sistema presenta un orden de carga
similar al mostrado en la figura 3.2(b) (BCDW); para A\, < As el estado fundamental co-
rresponde al 4kp CDW mostrado en la figura 3.2(c).

En la siguiente secciéon vamos a derivar un hamiltoniano efectivo para el modelo (3.4) por
medio de bosonizacion y analizaremos las fases posibles del estado fundamental incluyendo
la interaccion gy > 0.

3.3. Bosonizacion y analisis semiclasico

En esta seccién analizamos las propiedades de baja energia del modelo (3.4) utilizando
el método de bosonizacién abeliana descrito en la seccion 2.1.
En el apéndice A mostramos que, dentro del lenguaje de bosonizacion, las deformaciones de
periodo cuatro son las tinicas que causan conmensurabilidad de perturbaciones relevantes
a llenado (n) = 1/2 y proveen un mecanismo para la formacién de un gap en el sector de
carga [86]. De esta manera el método de bosonizacién selecciona patrones de deformacion
para las cantidades 0,; (¢ = P,H y j = 1,..,N) en la ecuacién (3.4). Estos resultados
han sido confirmados mediante métodos numéricos autoconsistentes [85] revelando que las
deformaciones de periodo cuatro predominan por sobre el resto.
A llenado 1/4, la deformacién més general de periodo cuatro (sin desplazamientos colectivos)
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Figura 3.3: Diagrama de fases del modelo (3.4) en el plano A\, —Ag para U = 8ty (a) V = 2t;
(b) V=3t ;y (c) V = 4t para una cadena periddica de 16 sitios.

que selecciona bosonizacion puede ser parametrizada como

T T T
dp; = Opg COS(E xj) + 6py Cos(%xj +§&— Z)
Vs T
O = Omacos(— ;) +0nycos(-aj = () (3.7)

donde z; = ja es la posicién del j-ésimo sitio, a es el espaciamiento de la red que por
simplicidad vamos a fijar a 1 en el resto del capitulo. Las fases £ y ( determinaréan los patrones
espaciales de la tetramerizacién dp; y 0 respectivamente, mientras que dpg y 0m,q son las
amplitudes de dimerizacion de la red y en el sitio. La ecuacion (3.7) define la parametrizacion
méas general que selecciona bosonizacion. Para facilitar el analisis adimensionalizamos los
parametros usando t como escala de energia como sigue:

gp = Gp = (t/Kp)Y2gp,  Ops— Ops = (Kp/t)/*5p,
g — Gu = (t/Ki)Y?q, Oms — 0s = (Ki /1)y (3.8)
gy — v = (t/Kp)?gy,

con s =d,t.

Para U,V # 0, la teoria de baja energia correspondiente a (3.4) escrita en términos de los
campos bosénicos ¢g 1, tiene un forma complicada, mezclando las componentes 1y |. Sin
embargo, introduciendo los campos ¢, = ¢r + ¢, (ver seccién 2.1.3) y las combinaciones
lineales de ¢4 y ¢ para describir el sector de carga y espin,

Qo = % (pr +o1) 5 ps= % (or — 1) (3.9)
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. . L /7 .
podemos reescribir H = fo dx h desacoplando ambos sectores excepto en un término de
interaccién entre ellos como

h = heléstico + hlibre + Vefectivo (31())

donde hesstico €8 la densidad de energia elastica correspondiente a las deformaciones de Peierls
y Holstein

- - 11- -
heléstico = 5(5 5P,t + 5123,d> + 5(5 5?{,15 + 5?{,d)7 (311>

hiipre contiene la parte libre o gaussiana correspondiente a los sectores de carga y espin

1
K

ve | 1

hlibre = 5 _(ax(pc)g + Kc<aarec)2:| + % |: (8:12908)2 + Ks(axgs)Q (312)

2 | K. 2

donde los parametros v, y vy son las velocidades de las excitaciones de carga y espin, y K.y
K son los correspondientes pardametros de Luttinger. Finalmente el potencial de interacciéon
llamado Ve fectivo incluye tres términos

Vefectivo = Vc + Vs + Vint (313)
los primeros dos corresponden a la autointeraccién en los sectores de carga y espin,

Ve = Gija cos 4\/%% — A gp Sp,d sin 2\/%% + Ao gn SH,d cos 2V 21 Do
+A3 gv SP,d cos 2v/2r Pe
V, = (s CcOS /2 Ps
(3.14)

mientras que el tercero mezcla ambos sectores,

Vit = —gp Sp,t cos (\/ 2T Y. + f) coS V2T s — g 5~H,t sin (\/ 2T . + C) COS V2T (g
-\ Qv SP,d cos 2V 27 . coS 2V 2T v, + A5 gy 5137,5 COS V2T @, sin (3\/ 2.+ &€ — %)

— X6 Jv Spﬂg COS V2T 4 Sin (\/ 2w . — €+ %)
(3.15)

En las ecuaciones (3.12)-(3.15) . v @5 son los campos bosonicos correspondientes al sector
de carga y espin respectivamente, 0., son los campos duales definidos por 0,0, s = Oipc,s ¥
las fases £ y ¢ a calcular determinan el patrén espacial de la tetramerizacién (ver ecuacion
(3.7)).

Como mostramos en el apéndice A, los parametros de Luttinger determinan las dimensiones
de escala de los operadores que aparecen en la ecuacién (3.15). Realizando un anélisis similar
se puede mostrar que:
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Figura 3.4: Energias minimas de cada fase electro-eldstica en términos de gp para valores
ﬁjOS de §1/4 = —15, gH =22 y gv =0.

= En el término V., las dimensiones de escala estan respectivamente dadas por 8K, 2K,
2K,y 2K..

= En el término V; la dimension es 2K.

» Finalmente en el término V;,; las dimensiones de cada término son K./2 + K,/2,
K. /2+ K /2, 2K.+ 2K, K/2 4+ 9K./2 y K./2 4+ K,/2 respectivamente.

Todos estos operadores son relevantes (esto es, la dimensién de escala es menor que 2) si
K. <1/4y K.+ K, < 1.

Las constantes de acoplamientos efectivas en las ecuaciones (3.14) y (3.15) se relacionan con
lo pardmetros microscopicos por

Gy o UX(U —4V) Ny o (U — Do)V
gsocU(1—4Dy(U/2-V)) MoV

AU As o UV

Ay oc U X¢ o (U — D3)V

(3.16)

donde Dy ~ 1, Dy =8y D3 = 72/8.

El potencial Ve fectivo €n la ecuacién (3.15), define una teorfa multi-seno-Gordon caracteri-
zada por la presencia de varios términos cosenos con diferentes frecuencias. Este tipo de
toerfas han sido estudiadas anteriormente [87, 88, 89, 90, 91, 92] enfocédndose principalmente
la competencia entre los diferentes armoénicos.

En nuestro estudio realizamos un andlisis semiclasico de la teoria efectiva considerando con-
figuraciones estaticas de los campos bosénicos, permitiéndonos obtener un diagrama de fases
cualitativo del estado fundamental. Un tratamiento mas completo podria incluir fluctuacio-
nes cuanticas para introducir correcciones a los bordes de las fases obtenidas semiclasicamen-
te. Sin embargo este tratamiento escapa del presente andlisis y puede quedar como futuro
trabajo.
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Para determinar los diferentes patrones de carga utilizamos el operador densidad que puede
ser representado en el lenguaje de bosonizacién como (ver apéndice A)

n(z) = ¢l(x) ¥ (2) +9)(x) Yy()

_ % + \/gdi;—g(f) — C sin [2 kit + \/ﬂwc(rr)] cos [\/%%(x)]

—(C" cos [4 kpx + 221 goc(x)] (3.17)

donde C'y C” son constantes no-universales y el momento de Fermi toma el valor de kr = 7/4
a llenado 1/4.

Usamos los coeficientes obtenidos perturbativamente C, C’ y asumimos la dependencia de las
constantes de acoplamientos g;/4, gs y los A’s en términos de los parametros microscépicos
mostrada en las ecuaciones (3.16).

El anédlisis de la teorfa efectiva definida por las ecuaciones (3.10)-(3.15) consiste en tratar
los términos de autointeracciéon (3.15) como un potencial clésico a ser evaluado configura-
ciones constantes de los campos ¢ . correspondiendo al estado fundamental. Dentro de esta
aproximacién la parte libre (3.12) puede ser descartada y la energia que se obtiene es

€ = Heléstico + Veff(SP,da SP,U SH,d? SH,ta Pes Ps, 55 C) (318>

Este tipo de analisis ha mostrado ser muy efectivo a la hora de determinar fases ordenadas
tanto de sistemas electrénicos como de espines [46, 91, 92, 93].
El objetivo es entonces buscar las posibles deformaciones que minimizan la energia definida
por la ecuacién (3.18) con respecto al caso no deformado (dpg = dpy = dprq = oy = 0).
Para ello debemos resolver el conjunto de ecuaciones acopladas

5at + 81)efectivo

7’ T =0 (3.19)
Ous + mg;_; =0 (3.20)
W‘g—‘?“ =0 (3.21)
Wz—‘?“" =0 (3.22)
ng—;j“ =0 (3.23)
(3.24)

donde a = P,H y b=c¢,s.

Dependiendo de los coeficientes g4, gs ¥y A’s que a su vez dependen de los pardmetros
microscépicos del modelo, uno de los puntos criticos determinados por las ecuaciones (3.19)-
(3.24) es seleccionado como el minimo global y determina la fase electro-eldstica del estado
fundamental. Para ilustrar el analisis realizado, en la figura 3.4 se muestra la evolucién de
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las energfas como funcién del acoplamiento tipo Peierls gp para g4 = —1.5, gg = 2.2 y
gv = 0. El cruce de las diferentes soluciones determina el borde de las distintas fases. Los
resultados obtenidos son resumidos en la figura (3.5). Para facilitar la notacién realizamos
un escaleo de los campos bosénicos (¢, ¢s) — \/%(gbc, ¢s) en la ecuacién (3.15).

3.4. Resultados

Para comenzar, analicemos con el caso gy = 0, que corresponde a no incluir el efecto
de la deformacién de Peierls en la repulsion coulombiana a primeros vecinos. Para empezar
notemos que, sin la inclusién de las deformaciones de Peierls y Holstein, de la expresién (3.16)
se desprende que g;,4 es positivo para V' pequenio y se vuelve negativo V' suficientemente
grande. En ese caso las soluciones de minima energia arrojan

. Go= /4, para jus > 0
L] ¢c =0, para §1/4 < 0.

Ahora veamos el efecto de los acoplamientos gp y gu. En la figura 3.5(a) fijamos 1,4 > 0 (0
U >4V), y aumentamos gp desde cero (para un valor fijo y pequetio de gg).
En este caso la solucién corresponde a

u 4kF BOW
(¢e, ¢5) = (5, %), (independientemente de &, (),

En este caso los enlaces presentan un patrén de periodo cuatro (4kg) mientras que la densidad
de carga en cada sitio permanece uniforme ((n;) = 1/2). Esta fase es esquematizada en la
figura 3.2(a).

Cuando gp supera un valor critico gp 2 §%(gu) el estado fundamental corresponde a la fase
BCDW, obteniendo

= BCDW:
(67 Ca ¢c: ¢s) = (%’ %’ %77‘-)

el estado fundamental adquiere un orden de carga es de la forma o — e — e — o, mientras
que, los enlaces presentan un patrén de la forma (1 4+ «aq), t(1 — az), t(1 + aq), t(1 + a3)
(con o > 0).

Ahora consideremos la situaciéon cuando gy supera un valor critico §4,(gp). En este caso la
solucién selecciona

s 4kr CDW:
(¢c, ¢s) = (0,%) (independiente de &, ()

con orden de carga ¢ —o — e — o y enlaces uniformes (figura 3.2(c). La fase 4kp CDW-2kp
PD en donde 2kr PD denota una deformacion de Peierls de periodo cuatro, es mostrada en
la figura 3.2(d) y ocurre unicamente para valores grandes de gy y gp seleccionando
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s 4krp CDW-2kp PD:
(57 Cu (bCu (bs) = (%7 T, 07 7T)

En la figura 3.5 podemos observar el cambio que se produce cuando el acoplamiento efectivo
Gi/a < 0 (o bien V' > U/4). Primero, el ancho de la regién 4k BOW disminuye considera-
blemente mostrando que cuando la interaccién electrén-fonon es suficientemente grande, la
tendencia “natural” para el orden de carga es @ — o0 — @ — o, para gp pequeno. Por la misma
razon, los anchos de las regiones 4k CDW y 4kp CDW-2kr PD se incrementan conside-
rablemente cuando g;/4 es negativo. Hasta acd se puede observar que las fases encontradas
coinciden con las obtenidas mediante diagonalizacion exacta de sistemas pequenos mencio-
nadas en la seccién anterior. Ademas los diagramas de fases para ambos métodos muestran
las mismas regiones al menos cualitativamente sustentando nuestra aproximacién.

Finalmente analicemos el efecto de la deformacion de Peierls en la interaccion coulombiana
a partir del acoplamiento gy. Notemos que el efecto de este término es mas importante para
valores grandes de la interaccion V. El resultado que se obtiene es que es que las fases que
presentan orden de carga 4kp dominan el diagrama de fases por sobre las fases sin orden o
con orden 2kg. Por ejemplo, para gy = 0.2 y gi/4 < 0 se puede observar que la region 4kp
BOW “desaparece” y para gp < 0.5 la solucién selecciona

L] 4]€F CDW—4]€F PD:
(6’ Ca ¢Ca ¢S) - (fh ga 07 7T>

donde f; es una funcién de los multiples acoplamientos del modelo demasiado extensa como
para presentarla aqui. La diferencia mas grande es que aparece una pequena dimerizacién
4kp en los bonds (ver figura 3.2(e)). Por otro lado para 0.5 < gp < 1.5 la solucién arroja

» 4kp CDW-4kp PD + 2kp CDW-2kp PD:
(67 Ca ¢Cu ¢s) - <f2, g, 0, 7T>.

donde nuevamente fy es una funcion de los multiples acoplamientos demasiado extensa como
para presentarla aqui.FEn esta tltima solucién se observa una mezcla de ordenes de carga y
enlaces 4kp y 2kp con la amplitud 4kp mayor que la 2k (ver figura 3.2(f)).

3.5. Conclusiones

El modelo de Hubbard extendido a llenado 1/4 es un buen candidato para describir
materiales organicos como las sales de Bechgaard y sales de Fabre. Estos sistemas exhi-
ben diagramas de fases muy interesantes, incluyendo varios tipos de ordenes de carga. En
este capitulo hemos investigado el diagrama de fases del estado fundamental de del mode-
lo de Hubbard extendido a llenado 1/4 (n = 1/2) acoplado a fonones en la aproximacion
adiabatica que incluye interacciones tipo Holstein y Peierls. Ademaés de los términos conven-
cionales, hemos incluido los efectos de la deformacion de Peierls en el término de interaccion
coulombiana efectiva a primeros vecinos. Este tltimo término tiene efectos importantes en
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Figura 3.5: Diagrama de fases esquematico en el plano gp vs gy para diferentes valores de
gv- (&) gija =1, gv = 0; (b) §ija = =3, gv = 0; (¢) §ija = =3, v = 0.2. Los bordes de
las fases se obtienen a partir del cruce de las diferentes soluciones en la figura (3.4). La fase
con giq > 0y gy > 0 es similar al caso (a) y por lo tanto no se muestra aqui. El efecto de
la deformacién de Peierls en la repulsién coulombiana a primeros vecinos es mas importante
para V' grande, que es equivalente a fijar g,,4 < 0.

la modulacién de las constantes de acoplamiento si la interaccién coulombiana es de corto
alcance (ver ecuacion (3.1)). Hemos implementado el método de bosonizacién abeliana para
estudiar las propiedades de baja energia del modelo y posteriormente hemos realizado un
analisis semiclasico de la teoria efectiva para identificar las posibles fases electro-elasticas del
estado fundamental. Como resultado, encontramos varios tipos de ordenes de carga combina-
dos con deformaciones de la red dependiendo de los parametros microscépicos del sistema U,
V' y de la magnitud de los acoplamientos electrén-fonén gp, gy v gy. En cada una de estas
fases, se favorece una deformacién elastica no trivial que agrupa bloques de dos o cuatro
sitios, mientras que el sector de carga adopta una de las siguientes fases a temperatura cero:

» Para U >4V (g1/4 > 0), gv = 0 y para valores pequenos de gp y gu, el estado funda-
mental tiene los enlaces dimerizados 4kr Bond-Order-wave (BOW) con una densidad
de carga uniforme (figura 3.2(a)). Si gp es suficientemente grande (gy fijo), hay una
segunda dimerizacién, dejando un estado tipo BCDW ( una superposicién de ordenes
2kr y 4k BOWSs), acompanados por el orden de carga ¢ — e — o — o como en la figura
3.2(b). Por otro lado, para valores grandes de gy y pequenos de gp, se establece un
orden 4kr CDW, con enlaces uniformes como en la figura 3.2(c). Si se incrementa el
valor de gp, el estado fundamental viene a 4kp CDW-2kr SP, donde el orden de carga
e — e —0— 0 es acompanado por una distorsién de la red 2k como en la figura 3.2(d).

» Para V' > U/4 (G1/a < 0), la fase 4kp BOW disminuye debido a la fuerte repulsién
coulombiana V' y las fases con orden de carga dominan el diagrama de fases.

» Para V > U/4 (G1/4 <0), gv > 0, la fase 4kr BOW desaparece porque la repulsién de
coulombiana entre primeros vecinos se incrementa como consecuencia de la deformacién
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de Peierls. Las fases CDW poseen una pequena contribucién del orden 4kr BOW

combinada con el original 2k, produciendo dos nuevas fases: 4k CDW-4kp SP v 4kp
CDW-4kp SP + 2kr CDW-2kr SP




Capitulo 4

Modelo de Heisenberg acoplado con la
red

4.1. Introduccion

El estudio de las excitaciones de baja energia de los sistemas cuanticos frustrados ha
sido un campo muy investigado en las ultimas décadas debido a que la estructura de las
excitaciones de baja energia de estos sistemas se ve reflejada directamente en la cantidades
observadas experimentalmente tales como la curva de magnetizacion.

Sin embargo, en general, no es facil revelar el rol de la frustraciéon en los sistemas cuanticos
de espines tedricamente, donde las fluctuaciones cuanticas y la frustracion afectan coopera-
tivamente las excitaciones de baja energia.

De todos los sistemas frustrados, uno de los modelos mas estudiados y paradigmaticos
es la cadena de espines J; — Jy representada en la figura 4.1 conocida como cadena zig-
zag 194, 95, 96, 97, 98, 99, 100], y puede ser realizada en compuestos como SrCuQO, [101],
Cu(ampy)Br, [102], FoPIMNH [103] and (NoH;5)CuCl; [104].

— --Jy

Figura 4.1: Cadena zig-zaz J; — Jo antiferromagnética. Los puntos en gris representan los
sitios.

El hamiltoniano de la cadena zig-zag posee una estructura muy simple, sin embargo éste
captura una gran variedad de efectos inducidos por la frustracién. En efecto, la cadena zig-zag
en un campo magnético ha sido estudiada activamente [105, 106, 107, 108, 109, 110, 111} mos-
trando un plateau o meseta de magnetizacion a M = 1/3 acopanada de la rupura espontanea
de la simetria de traslacion. Estos estudios muestran que el estado fundamental describe una
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fase tipo Tomonaga-Luttinger (TL) para 0 < Jo/J; < a. = 0.56 1. Para a, < Jo/J; < 1.25
existe un plateau en la curva de magnetizacién en M = 1/3. En la regién del plateau, los
estudios numéricos muestran que el estado fundamental es triplemente degenerado, donde
la simetria de traslacién es espontdneamente rota a una configuracién de la forma {1,1, ]}
(las otras posibles son {1,{,1}, {J,1,1}). En la figura (4.2) se muestra el diagrama de fases
del estado fundamental (izquierda) en funcién de la relacién de acoplamientos y el campo
magnético externo; en la figura (4.2) (derecha) se muestra como ejemplo la curva de mag-
netizacion para Jo/J; = 0.7 para una cadena de N = 192 sitios mostrando el plateau de
magnetizacién a 1/3 del valor de saturacion.
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Figura 4.2: (izquierda) Diagrama de fases magnetico para la cadena J; — .Jo; (derecha) curva
de magnetizacién para Jo/J; = 0.7 y N = 192 sitios calculada por DMRG. Las fases TL1 y
TL2, representan liquidos de Luttinger con diferente estructura mientras D indica una fase
dimerizada. Figuras extraidas de K. Okunishi, T. Tonegawa, J. Phys. Soc. Jpn. 72 (2003)
479.

Ademas de los compuestos antes menciondaos el compuesto CuGeOs ha recivido una
gran atencion donde, ademas de la frustracién, el acoplamiento de los espines con los fo-
nones desempenia un rol crucial en la propiedades magnéticas [38]. Debido al interaccio-
nes que presenta el material antes mencionado, la competencia entre la modulacién que
puede presentar el acoplamiento magnético y la frustracion ha estimulado considerables es-
fuerzos para estudiar sistemas puramente magnéticos, en particular a magnetizacion cero
[113, 114, 115, 116, 117]. Recientemente se demostré que la inclusion de fonones en esca-
leras zig-zag frustradas puede abrir un plateau en la curva de magnetizacion, no solo a
magnetizacion cero, sino también para otros valores racionales M respecto de saturacion
(M = 1/3,1/2...) [118]. En tal situacién, lo que se observa es una modulacién en el aco-
plamiento de intercambio, con un patrén espacial asociado con la simetria de traslacion del
estado fundamental.

LEl valor critico para Jo/J; también ha sido reportado como 0.487 usando la técnica conocida como level
spectroscopy, ver Ref. [112]
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En este capitulo investigamos las fases magnéticas de sistemas unidimensionales de espi-

nes S = 1/2 en el limite de baja energia por medio de bosonizacién abeliana y diagonalizacién
exacta.
En la primera parte estudiamos un sistema de trimeros de espines acoplados antiferro-
magnéticamente a magnetizacién M = 1/3 y analizamos la competencia entre modulacién de
las constantes de acoplamiento magnético y frustracién geométrica. El analisis lo abordamos
desde dos limites particulares: (i) el limite de frustracién fuerte que corresponde a la situacion
de trimeros débilmente acoplados y donde la frustracion tiene consecuencias drasticas en las
propiedades del estado fundamental; y (ii) el limite de modulacién débil que corresponde a
la situacion de acoplamientos cuasi-homogéneos, y de esta manera el problema posee una
relacion directa con la cadena zig-zag. Como veremos la competencia entre modulacién y
frustracién conduce a diversas fases magnéticas que se establecen en el estado fundamental.
En la segunda parte, continuando con las ideas previamente desarrolladas estudiamos la ca-
dena antiferromagnética J; —.J5 acoplada con fonones en el limite adiabatico a magnetizacién
M = 1/3, con el objetivo de identificar las posibles fases magnetoelasticas del estado funda-
mental en funcién del grado de frustracién del sistema, e intentamos revelar si la inclusién
de los fonones puede producir nuevas fases magnéticas.

4.2. Transiciones de fase cuanticas en cadenas trimeri-
zadas.

Para ilustrar las consecuencias de la presencia de frustracién magnética vamos a anali-
zar el sistema de espines ( de magnitud S ) frustrado mas sencillo: un trimero de espines
acoplados antiferromagnéticamente como se muestra en la figura 4.3.

Sy

S S3
Figura 4.3: Trimero de espines acoplados antiferromagneticamente.

El hamiltoniano de Heisenberg del trimero esta dado por

Mo = > JSiS;, i=123. (4.1)

1<j

donde S; es el operador de espin en el sitio i-ésimo y J es la constante de acoplamiento
antiferromagnética J > 0. Dado a que los acoplamientos entre los espines son iguales el
hamiltoniano se puede reescribir en términos del operador de espin total ST = S; + Sy + Ss,

J

3
Ho = 5(81 + Sy +S3)° — 5JS(S +1)
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Las dimensiones de las representaciones en las que se descompone el producto directo de
los tres espines, se pueden obtener via la descomposicién de Clebsh-Gordan. Asi para espin
S = 1/2 tenemos

1 1 1 1 1 3

2®2®2 = 2@2@2 (4.2)
mostrando que el estado fundamental es cuatro veces degenerado, puesto que esta formado
por dos subespacios de dimensién igual a 2% +1=2.
Claramente el conjunto de operadores que conmutan Hg, (ST)?, ST no es completo puesto
que solo permiten distinguir seis de los ocho autoestados del hamiltoniano. La degeneracion
extra estd asociada a la simetria de permutacion de los sitios del trimero. Esto se puede
apreciar definiendo los operadores de permutacion, P, P, y P3 dados por

P =2(;+852.8;3), P,=2(3+81.83), Py=2(3+85:.S) (4.3)
que satisfacen
[ST,P] = 0 j=123 y a=u=zy2 (4.4)

Puesto que el operador de espin total conmuta con las seis permutaciones posibles de los
tres espines, la doble degeneracién de cada uno de los estados fundamentales (con un dado
valor de ST = j:%) puede ser representada por operadores, asociados a una representacion
bidimensional del grupo de permutaciones. Asociado a tal simetria se introduce el operador
pseudo-escalar 7, definido como:

2

\/381.(82 X Sg) (45)

T =
que satisface:
[Ho, 7] =0. (4.6)

El observable asociado al operador 7 se conoce como quiralidad u operador de pseudo-espin,
ya que su signo distingue la orientacion de la terna S, So, S3. De esta manera los autoestados
del problema, se pueden identificar por el conjunto de ntimeros cuanticos asociados a los
operadores:

{Ho, (S7)?, 57,7} (4.7)

En la tabla (4.1) se detalla la relacién entre los autoestados del problema y los estados de la
base canénica

B={l+++)[++=) [+ =)+ =) =F+H)[=+=) = =) ===} (43

junto con los autovalores de ST, de la componente z del espin total y del operador quiralidad:
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Estado Energia ST Quiralidad(r,)
1) [+++) 37 2 0
12) %(\++—>+|+—+>+|—++)) 37 i 0
3) L (It h ) 37 1 0
[4) =) i -3 0
|5) %(H Btwlb+o) - 4) =2 1 1
|7) %(H Pty twl—4) =3I 1 -1
6) (Il te)) <2k 1
|8) %(\ bR — P tul——)) -3 1 -1

Cuadro 4.1: Autovectores del Hamiltoniano H,, caracterizados por los autovalores de la
. . ., 2T
componente z de los operadores de espin total y quiralidad de un tridngulo (w = €'%).

Claramente cualquier combinacién lineal de los cuatro estados |5), |6),]7),|8) se encuentra
dentro del subespacio que forma el estado fundamental del problema. Si por ejemplo armamos
la combinacion lineal

1 2
— liw®|5) —ww|7)], 4.9
5l — ) (4.9
el resultado que se obtiene es exactamente un singlete formado a partir de los sitios 1 y 2
mientras que el espin restante queda frustrado al no poder acomodarse con sus vecinos.

1
E(H’_h’z — = +)12)l+)s (4.10)

Asi el efecto de la frustracién de los espines del triangulo es el de acomodar un singlete
entre dos de ellos cualesquiera y dejar libre el tercero para minimizar la energia. De manera
analoga se pueden armar otras combinaciones lineales para formar singletes entre dos sitios
dejando la libertad de estar 1 o | al espin restante.

Notemos ademés que el subespacio correspondiente al estado fundamental posee una pro-
yeccion z del espin total igual a +1/2, mientras que la méxima proyeccién posible en un
tridngulo es +3/2. Esto quiere decir que el valor absoluto de la magnetizacién normalizada
respecto de saturacion (del valor maximo) corresponde a M = 1/3,

ES1
_ % (4.11)

| +

N | =

magnetizacion normalizada =

o

Motivados por las ideas y los resultados presentados en las secciones anteriores surgen
algunas preguntas:

s ; Cémo modifica la estructura magnética del estado fundamental la inclusion de la
modulacién de los acoplamientos magnéticos en un sistema de N espines acoplados?,
y ;, como influye la frustracion en las caracteristicas del estado fundamental?
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= ; Es posible que las distintas fases magnéticas que surgen debido a la modulacion de
los acoplamientos se establezcan debido a la interaccién con los espines con fonones
en el limite adiabatico? y de ser el caso, { qué tipo de orden magneto-elastico es
seleccionado?.

4.2.1. Frustracion vs modulacién

En esta seccion nos concentraremos en de la competencia entre la modulacién del aco-
plamiento magnético y la frustracion en una escalera de espines tipo zig-zag con modificada
debido a la presencia de modulaciones de las constantes de acoplamientos que rompen la
simetria de traslacién en el sector de magnetizacién M = 1/3.

Como mencionamos en la introduccién del capitulo en ausencia de modulacién (es decir la
cadena zig-zag con acoplamientos J; — Jo como en la figura (4.1)), el modelo presenta un
plateau de magnetizacién a M = 1/3. Ademads, el estado fundamental es tres veces dege-
nerado y la simetria de traslaciéon en un sitio de red estd espontdneamente rota hacia una
configuracién del tipo 1. Este resultado fue obtenido numéricamente [111] mostrando que
los valores de espectacion en el estado fundamental de los operadores S? presentan una con-
figuracion similar a la que se muestra en la figura (4.4). Basandonos en estos resultados, una

[Néel) = -+ TLITLTTLITLT -
[Néely) = -+ TTLITLITLITL -
[Néel) = - [TTLITIITINT -

Figura 4.4: | Néll), » 3 representan las configuraciones de los valores de espectacion de S7 en
el estado fundamental triplemente degenerado.

deformacién de las posiciones de los sitios de la red viene dada por un patréon de periodo
tres de la forma

2
w; = 5Sin(§i — ®y), (4.12)

donde wu; representa la coordenada escalar relevante que describe el desplazamiento del i-
ésimo sitio secuencialmente numerado en una cadena unidimensional. En particular, nos
vamos a concentrar en una deformacién con amplitud 6 > 0 y una fase &y = —% causa
que los sitios 1 y 3 se acerquen al sitio 2, y asi sucesivamente con los demds sitios como se
muestra en la figura (4.5). También vamos a asumir que los acoplamientos magnéticos varian
linealmente con los desplazamientos relativos para poder estimar la modulacion resultante
tanto para los acoplamientos a primeros vecinos como a segundos vecinos. De esta manera,
los sitios 1, 2 y 3 estan magnéticamente acoplados en igual amplitud J formando trimeros.
Las lineas discontinuas son mas débiles y la identificamos por J'.

Notemos que esta modulaciéon de los acoplamientos selecciona trimeros con acoplamientos
internos fuertes como unidades basicas, los cuales estan débilmente acoplados entre ellos. La
situacion limite, en el cual los trimeros se encuentran débilmente acoplados serd considerada
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Figura 4.5: Descripcion esquematica de la escalera de espines trimerizada. En este caso, tanto
los acoplamientos a primeros como a segundos vecinos son modulados.

en la siguiente seccion y veremos como la frustracion genera un plateau de magnetizacion.
Por otro lado, en la situacién con § < 0 (en este caso los acoplamientos favorecidos pasan a
ser las lineas discontinuas en la figura (4.5) ) el sistema corresponde a una cadena de espines
con acoplamientos mayores a primeros vecinos y menores a segundos, terceros y cuartos. El
limite J/J’" = 0 es la usual cadena de espines, la cual no presenta ningun plateau en la curva
de magnetizacién.

Basados en este andlisis, vamos a investigar la estructura magnética del estado fundamental
a magnetizacion M = 1/3 del sistema antes mencionado en el caso de espin S = 1/2. El
hamiltoniano de Heisenberg con una modulacién de los acoplamientos de periodo tres tanto
a primeros como a segundos vecinos esta dado por

H = Z(Ji,i—i-l Si - Sit1 + Jiiv2 Si - Siya), (4.13)

donde S; denota el operador de espin en el sitio :-ésimo. La modulacion esta dada por acopla-
mientos a primeros vecinos J; ;11 > 0 que siguen la secuencia {J, J, J', J, J, J',...} formando
una secuencia de periodo tres como la que se muestra en la figura (4.5), y acoplamientos
Jii+2 > 0 también formando una secuencia de periodo tres de la forma {J, J', J', J, J', J', ...}
como la que se muestra en la figura (4.5).

Como veremos la competencia entre frustracion y modulacién da como resultado un rico
diagrama de fases para el estado fundamental incluyendo un ntiimero de transiciones de fases
de distintos 6rdenes, incluyendo estados como el plateau clasico donde los valores de especta-
cién de (S?) poseen una estructura similar a up-up-down; plateau cudntico y estados quirales.
Resumiendo, veremos que el sistema adopta un tnico estado fundamental up-up-down para
a =J'/J > 1 separado por una transicién de fase de primer orden en a3 = 1 hacia una fase
Z5 que se extiende hasta «a ligeramente menor que 1. En algtin valor finito ay encontramos
una transicion de fase de segundo orden tipo Ising a un unico estado tipo plateau cuantico.
En el limite de frustracién fuerte a < 1, encontramos otra transicion en 0 < oy < as hacia
una fase critica quiral con magnetizacién uniforme en el estado fundamental. El diagrama de
fases del estado fundamental final se muestra en la figura (4.6). El andlisis se basa en boso-
nizacién abeliana, teoria de perturbaciones por bloques y diagonalizacion exacta de sistemas
pequenos utilizando el algoritmo de Lanczos.
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Figura 4.6: Diagrama de fases esquematico del estado fundamental del sistema de espines
mostrado en la figura 4.5. M, corresponde al parametro de orden magnético dado por la
ecuacion 4.32.

4.2.2. Limite de frustracion fuerte

Para poder analizar el estado fundamental del sistema en el limite de frustracion fuerte
vamos a considerar el sistema como consistiendo de trimeros frustrados de espin S = 1/2
débilmente acoplados antiferromagnéticamente por J' > 0. Por conveniencia, en esta seccion

Figura 4.7: Descripcion esquematica del sistema en el régimen de frustracion fuerte, con
J' < J indicado por trimeros de lineas gruesas.

vamos a enumerar los trimeros con un indice n y vamos renombrar los espines como S¢
(a =1,2,3 dentro de cada trimero, ver figura 4.7) para escribir el hamiltoniano (4.13) como

n

H=> J(S,-S.+82-8) +8}-8))
+ > S (Sh 82, +ShS,, +Sh82). (4.14)

Experimentalmente existen candidatos de sistemas similares en cuanto a la estructura de
acoplamientos conocidos como tubos de espines [119]. Entre ellos podemos mencionar el
éxido de vanadio NayV3O7 [120, 121, 122] que corresponde a un tubo de espines de nueve
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patas (figura 4.8a), y el compuesto [(CuClytachH);ClCly [123, 124] formado por tres filas
de espines acoplafos como se muestra en la figura 4.8a.

(a) (b)

Figura 4.8: Modelos de tubos de espin (a) NagV307 y (b) [(CuClstachH);Cl|Cls.

Volviendo a nuestro caso, para estudiar el limite J' < J del hamiltoniano (4.14) vamos a
realizar un desarrollo perturbativo por bloques [125, 126] alrededor del estado fundamental
exponencialmente degenerado de trimeros desacoplados (J' = 0). A bajas energias y en el
subespacio de espin total de cada trimero ST = 1/2 (correspondiente al subespacio del estado
fundamental), los operadores de espin en cada vértice de un trimero pueden ser factorizados
en términos del espin total y del operador de pseudo-espin (ecuacién (4.5) ) como

2 .1
@ = _ — T 4.1
donde
Sf =S8, +S2+8S? (4.16)

es el operador de espin total del n-ésimo trimero proyectado en el sector de baja energia.
Los operadores T actian sobre el sector quiral como

T, = 7 +7,,
T2 = W7 +wr;,
3 = wrf +u’r,, (4.17)

donde 7F = 7% + itV y w = €27/,

Para estudiar el estado fundamental del sector de magnetizaciéon M = 1/3, consideremos
al sistema bajo la acciéon de campo magnético externo h* > 0 que selecciona el subespacio de
(S#T) = 1/2 en cada trimero, pero que es lo suficientemente pequefio como para descartar
excitaciones de espin S = 3/2 en cada trimero (figura 4.9). Bajo esta restriccién, la magne-
tizacién total del sistema es M = 1/3 dejando como hamiltoniano efectivo el de una cadena

de pseudo-espines describiendo excitaciones no-magnéticas.
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0 ho/d
h/J

Figura 4.9: Evolucién de los ocho niveles de energia del tr'mero de espines en funcién del
campo magnético externo h.

A primer orden en perturbaciones por bloques [125], se obtiene un hamiltoniano del tipo
XY con interacciones a primeros vecinos,

3 o o
Hé})f = \/T_J/ Z (e_ng,an_H + 67’57';;17'”_) + cte. (4,18)

n

Realizando una transformacién de gauge

T o= et
T = T, (4.19)

que preserva las relaciones de conmutacién de SU(2), se logra eliminar las fases en el ha-
miltoniano (4.18). Luego, utilizando las transformaciéon de Jordan-Wigner se puede mapear
las excitaciones no magnéticas quirales en un teoria de fermiones libres sin espin. El estado
fundamental es entonces descrito por una banda semi-llena de fermiones.

Este modelo efectivo, describe las excitaciones no magnéticas del estado fundamental, que
forman un espectro continuo sin gap, y estado fundamental no degenerado. Usando las ecua-
ciones (4.16), (4.17) y(4.19) uno puede evaluar valores de expectacion de diferentes funciones
de correlacion. La densidad de espin en la direccién paralela al campo aplicado es uniforme
y simplemente igual al promedio de magnetizacién,

(5,%) =1/6, (4.20)

mientras que la componente en el plano transversal se anula. La funcién de correlacion
espin-espin en la direccion paralela al campo externo esta dada por:

1 const T 27
Szag8zby — — 4 cos((n—m)=+ —(a— b)), 4.21
con a,b = 1,2,3, mostrando orden de largo alcance (cada trimero en un estado de espin
+1/2), més oscilaciones con decaimiento algebraico. En el plano XY, la correlacién espin-
espin decaen exponencialmente. Estos resultados son de esperar debido a que las excitaciones
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no magnéticas no poseen gap en el espectro.

De la discusién anterior, uno puede establecer que para J' < J el sistema de espines a
M = 1/3 presenta una fase sin gap correspondiente a los grados de libertad quirales no
magnéticos describiendo un liquido de Luttinger con K = 1.

Para poder estudiar una regiéon mas extensa alrededor de J'/J = 0 calculamos el siguiente
orden perturbativo . La derivacién requiere un célculo mas elaborado y tedioso, y provee
interacciones a segundos vecinos. Saltando los detalles, la correccién a segundo orden toma
la forma:.

2
(2) _ 2 + _
Hgip/J = «a {2—7;[% + 7, 1+ (4.22)
5 2T 4 2T 4 _
+ﬁz [6 5Ty Tnt +es Tn+17—n] -

_% Z TaTp1 +

2 - 27 27
15 -5+ —
+§ § [6 3 Th Thao +e 3 Tn+27—n] -
n

2

_“ +
27 n[

+ — —
Tn Tn+1 + Tn+1Tn ] -

4
3l [T, + Tn+27'n+17'n]} + cte, (4.23)

donde aw = J'/J. Los términos en la segunda linea son similares a aquellos que surgen del
primer orden en la ecuacién (4.18), para lo cual proponemos una transformacién de gauge
diferente para eliminar las fases en los términos XY

5‘«:

Tos (4.24)
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donde A\(«a) = arctan[%], quedando el hamiltoniano efectivo de la siguiente forma
1 - - z zZ .z
Hepg/J = —p(@) Y 5 mn + 7lam) + AN (@)mimi] +

2 ’ =
—|—8—1a2 [e™ M@=t 4 hel +

n

2 .
+2—7a2 Z[e“\@"ﬁ[ + h.c.] —

2 2 i 2n+1
—o=a? [Nt e -

4 .
—gc)z? [e’“(a)(”H)TJTTLITJJrQ + h.c.], (4.25)

n

donde A*(a) = ﬁz) y pla) = a/81v/972 + 25a2.

En la ecuacién (4.25) la primera y segunda linea representan un modelo de Heisenberg
anisotropico con interacciones a primeros y segundos vecinos para los operadores de pseudo-
espin. Los acoplamientos a primeros vecinos poseen anisotropia dada por A*(«), mientras
que los acoplamientos de segundos vecinos son unicamente XY. De las expresiones de los
coeficientes se observa que 0 < A*(a) < 1 y que los acoplamientos a segundos vecinos
son mas pequenos que los de primeros vecinos. Todos los otros términos incluyen fases que
dependen de la posicién, y se cancelan en el limite termodinamico, restaurando la simetria
U(1). Esta cancelacién de los términos oscilatorios, se puede ver més claramente utilizando
bosonizacién para describir el comportamiento de baja energia.

Aplicando el procedimiento estandar de bosonizacién derivamos el hamiltoniano de baja
energia,

v 1
Heff ~ E/d.flﬁ[?(ax(ﬂ)Q"‘K(axe)ﬂ

—F/dyc cos[2V/ 4], (4.26)

donde la velocidad de Fermi, el pardametro de Luttinger y el acoplamiento I' dependen de
J'/J. Para J'/J pequeno, la perturbacién armoénica es fuertemente irrelevante, y la teoria
efectiva describe una fase sin gap como se obtuvo mediante la teoria de perturbaciones
por bloque a primero orden. A medida que incrementamos J’/J, la dimensién conforme de
la perturbacién arménica disminuye, y segin la ecuacién (4.26) uno espera un transicién
de segundo orden tipo Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT), hacia una fase masiva. Un
calculo detallado de la dependencia de la dimensién conforme con respecto a .J'/J muestra
que la perturbacién se vuelve relevante para J'/J ~ 0.5. En la siguiente seccién vamos a
estudiar el problema ahora desde el otro limite correspondiente a modulaciones débiles, es
decir J'/J ~ 1, en donde ya no es posible aplicar el método perturbativo.
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4.2.3. Limite de modulacion débil

Para estudiar la regién J' ~ J es conveniente enumerar de una manera distinta los sitios
para facilitar la notacién. Para ello vamos a utilizar la descripcién dada en la figura (4.5). En
ese caso, el hamiltoniano microscépico para el sistema de espines se puede reescribir como

€
H = Z|:<J_§)Si'si+1+(J—€)Si~Si+2

27
—€ Z COS(Zg)SZ' . Si+1

27

—i—eZCOS((i — D58 S, (4.27)

donde € = 2(J — J')/3.

La primera linea describe una cadena homogénea con J; = J —€¢/2 y Jo = J — €, mientras
que el resto es una perturbacion modulada de periodo tres. En el sector de magnetizacion
M = 1/3, implementando el método de bosonizacién abeliana descrito en la seccién 2.1.4,
la parte homogénea “es bien descrita“ [46, 93] en términos de un hamiltoniano seno-Gordon
dado por:

Hy = g/dx {%(&;@)2 + K (0,0)?| — g cos[3 V4 ], (4.28)
donde ¢ es un campo bosénico real, v es la velocidad de ondas de espin, 8 es el campo dual de-
finido por 0,0 = 0,p y K es el arametro de Luttinger. La presencia del tercer arménico en la
Eq. (4.28) surge del triple proceso de dispersion Umklapp, con momento kr = /3 fijo a mag-
netizacion M = 1/3. Es conocido numéricamente [111, 112] que el hamiltoniano magnético
homogéneo Hy describe una fase tipo Tomonaga-Luttinger (TL) para 0 < J/J; < a,. = 0.56.
Para a. < Jo/J1 < 1.25 existe un plateau en la curva de magnetizaciéon en M = 1/3. En
término de los parametros de la bosonizacion, para que ocurra esto debe ser K > 2/9 para
Jo/J1 S a., ya que esto implica que la perturbacion en Eq. (4.40) sea irrelevante. Entonces
el coeficiente g; "fluye” a cero al aplicar el grupo de renormalizacion y la teoria efectiva
describe una fase TL. Por otro lado, para a. < Jo/J; S 1.25, debe ser K, < 2/9, hacien-
do (4.40) una perturbacién relevante. Entonces éste término abre un gap en el espectro de
excitaciones magnéticas generando un plateau en la curva de magnetizacién [46] observada
en este rango. Mds ain, en la region con gap, los estudios numéricos muestran que el estado
fundamental es triplemente degenerado, donde la simetria de traslacion es espontaneamente
rota a una configuracion de la forma {1, 1, ]} [111](las otras posibles son {1, ], 1}, {{,1,T}).
Tales configuraciones son descritas al fijar el campo bosénico en uno de los minimos de la
ecuacion (4.40) considerado como la energia potencial semicldsica [46] siempre que g3 > 0.

Consideremos ahora un analisis semiclédsico de la teoria similar al presentado en el capitulo

. Dentr roximacion rcer armonico — Var nsider mo un
3. Dentro de esta aproximacion, el tercer armoénico cos|3 v4 es considerado como

potencial; éste tiene posee tres minimos no equivalentes para el bosén ¢, como se muestra en
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la figura 4.10 indicando que el estado fundamental es triplemente degenerado en acuerdo con
los resultados numeéricos previos utilizando DMRG [111]. El mapeo de las variables bosénicas

0.1

0.05
-0.05 v
-0.1
N

Figura 4.10: Potencial semiclésico para el sistema homogéneo J = J' (en unidades arbitra-
rias). Hay tres minimos en el rango compactificado (_\/_7? ﬁ), correspondiendo las los tres
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estados no equivalentes mostrados en la figura (4.4).

—JA=1

a variables de espin [45], muestra que cada uno de los minimos para ¢ corresponde a los
estados de plateau cldsico mostrados en la figura (4.4) relacionados por traslaciones de la red
i — i+ 1,7+ 2. La segunda y tercer linea en la ecuacion (4.27) representa una perturbacién
modulada al problema antes descrito. El punto crucial es que después utilizar las reglas de
bosonizacién en estos términos se obtiene una contribucién efectiva dada por

Hippoqg ~ e/dx [C cos[Vamy] — cos[Z\/Ego]] : (4.29)

donde C' =1+ 2?” La dimensién conforme de estos armoénicos es menor que la del tercer
armoénico, de esta manera resultan ser perturbaciones relevantes en la teoria. La teoria efec-
tiva definida por Hy + H,oq €s conocida como el modelo triple seno-Gordon [127]. Se han
realizado numerosos analisis de la competencia entre diferentes armoénicos principalmente del
doble seno-Gordon [88, 90, 128, 129]. Para estudiar las propiedades del estado fundamental
del modelo definido por las ecuaciones (4.28) y (4.29) vamos a realizar un analisis semiclésico
considerando todas las perturbaciones relevantes.

Para J' > J el armonico basico domina el minimo del potencial (figura 4.11, panel izquier-
do), tal que la perturbacion selecciona una tnica configuracién ¢ = 0 correspondiendo a
uno de los estados {1,1,)} (el que los espines | estéan en los sitios 3¢ + 2 figura 4.4). Por
otro lado, un rico escenario ocurre para J' < J cuando el primer y segundo arménico entran
en “conflicto” con tercer arménico (figura 4.11, panel derecho). En este caso el minimo del
potencial pasa, en una primera etapa, de ser triplemente a doblemente degenerado debido a
una pequena perturbacion. De las tres posibles configuraciones para ¢, se seleccionan dos co-
rridas de sus configuraciones conmensuradas correspondientes a algtin estado {1,71,1}. Esta
fase esta caracterizada por una simetria de reflexion Z,, espontaneamente rota en cada uno
de los minimos del potencial. Cuando J'/J es inferior a un cierto valor finito, estos minimos
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Figura 4.11: Modificacion del potencial semiclasico debido a las perturbaciones relevantes.
Para J’ > J (panel izquierdo), el minimo central fija el sistema en un estado particular up-up-
down. Para J' < J (panel derecho), la estructura del minimo pasa primero a ser doblemente
degenerado y entonces, a partir de un valor critico de J’/J, a un tnico estado fundamental
desplazado en /7/6 con respecto a la posicién no perturbada. Este corrimiento selecciona
un estado tipo plateau cuantico no conectado con los estadosup-up-down.

colapsan en un tdnico minimo en ¢ = /7/2 = —y/7/2, levantando la degeneracién com-
pletamente. Mas aun, la posicién del minimo es corrida hacia una configuracion del campo
que corresponde a un “maximo” en el caso homogéneo (J' = J). En términos de espines, el
sistema adquiere una configuracion muy diferente, conocida como estado de plateau cuanti-
co cuya estructura se muestra en la figura 4.12. Esta configuracion esta caracterizada por

|pc> .....T..T..T...

Figura 4.12: Configuracién de plateau cuantico.

singletes alternando con sitios con espin 1 (en nuestro caso, los espines 1 se encuentran en los
sitios 34+ 2 en la figura 4.5). Dada la simetria y degeneracién a ambos lados del punto criti-
co, uno puede conjeturar que la transicion pertenece a la clase de universalidad de Ising [129].

El presente analisis de la teoria bosonizada indica la presencia de una transicion de fase
de primer orden en el punto J' = J y una transicién de fase de segundo orden perteneciente
a una clase de universalidad de Ising en algtin valor finito s = J'/J, donde dos minimos
degenerados se fusionan en uno solo. En la siguiente seccion mostramos el andlisis numérico
realizado mediante diagonalizacion exacta de sistemas pequenos mediante el algoritmo de
lanczos (ver seccién 2.3.1) con la intencién de confirmar los resultados obtenidos hasta el
momento.

4.2.4. Analisis numérico

En esta seccién vamos a explorar el régimen intermedio de J'/.J no cubierto por la teoria
de perturbaciones alrededor de J'/J =0y J'/J = 1, en sistemas finitos por medio de diago-
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nalizacion exacta de 18 y 24 espines con condiciones de contorno periddicas. Esta parte del
trabajo fue realizada en colaboracion con el Dr. Marcelo D. Grynberg.

Primero hemos confirmado la presencia del plateau de magnetizacién en M = 1/3 en todo
el rango de acoplamientos desde J'/J =0y J'/J = 2. El diagrama de fases magnético 4.13
muestra el campo h necesario para el cruce de niveles entre distintos sectores de magnetiza-
cién de donde se puede observar lo robusto que es el sector de magnetizaciéon M = 1/3. Por
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Figura 4.13: (izquierda) Diagrama de fases magnético obtenido por diagonalizacién exacta
de sistemas finitos con 12 (linea punteada), 18 (linea cortada) y 24 espines (linea llena).
recuadro: curva de magnetizacién tipica. (derecha) Excitaciones no magnéticas A, para 24
espines con condiciones de contorno periddicas por encima del estado fundamental )\, a
M = 1/3 , para n = 1 (linea punteada), 2 (linea llena), y 3 (linea cortada). El recuadro
muestra los resultados correspondientes para 18 espines.

otro lado, ademas del estado fundamental hemos calculado las primeras tres excitaciones no
magnéticas en el sector M = 1/3 en un amplio rango de acoplamientos 0 < J'/J < 1.5 y los
resultados son mostrados en la figura (4.13). La triple degeneracién del estado fundamental
es, dentro de los efectos de tamano finito, cualitativamente observada en el punto J'/J =1
en acuerdo con referencia [111]. Mds atn, asumiendo que el estado fundamental es triple-
mente degenerado en el limite termodindmico, nuestros datos numéricos son compatibles con
el resultado obtenido mediante bosonizacién, en el cual para J'/J > 1 el estado fundamental
es tnico. De la misma manera, para J'/J < 1 la triple degeneracion parece ser parcialmente
corrida a una doble donde uno de los niveles rapidamente se separa mientras que el otro se
mantiene cerca del estado fundamental, y finalmente la degeneracién remanente se levanta
completamente. Este analisis es consistente con los resultados de bosonizacién en el limite
de modulacion débil mostrados en la figura (4.11).

Uno puede estimar la localizacion de los puntos de las transiciones de fases tipo Ising y BKT
mencionadas en la seccion 4.2.3 y 4.2.2 por considerar la funcion-g de Callan-Symanzik
desarrollada en el contexto del grupo de renormalizacién fenomenolégico por Roomany and
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Wyld [130]. Esta técnica puede ser aplicada en situaciones en la cual la transicién de fase
no estd necesariamente caracterizada por un decaimiento como ley de potencias del gap del
espectro, es decir, una ordinaria transicion de fase de segundo orden o también una singu-
lar de la forma de BKT. En el primer caso la funcion-f se anula mientras que en la otra
situacién se anula con una singularidad algebraica. Esta funcién puede se estimada de los
datos numéricos para tamanos finitos mediante la aproximaciéon de Roomany-Wyld, que en
nuestra notaciéon queda

fruv(@) = n | 8 Sl (430
In (%) { 1+ %a@a I [(N +6) Ax(a) N Ay ()] } ,

donde Ay es el gap del espectro por sitio. Notemos que cuando la condiciéon de renorma-
lizacién fenomenoldgico (N + 6)Anie(a) = NApy(«a) es satisfecha, la funcién-g se anula.
Ademsds, su comportamiento es de la forma (a) ~ (o — a,) /v, de donde la pendiente en a,
estd relacionada al exponente de la transicion de segundo orden. Por el contrario, en la vecin-
dad de una transicién singular de la forma A oc exp —(a — )7, uno tiene 8 ~ (a — a, )
que permite determinar tanto «. como o. En la figura 4.14 se muestra la aproximacion RW
calculada para 18 y 24 espines. La curva de la izquierda caracteriza una transicién singular
con ay ~ 0.35y 0 ~ 0.7 (aunque no se observa un cero estricto posiblemente debido a efectos
de tamaro finito) compatible con la transicion BKT, mientras que de la curva de la derecha
uno identifica un transicién convencional en oy ~ 0.88 con v ~ 0.67 consistente con la clase
de Ising.

La transicion BKT también puede ser estimada mediante la espectroscopia de cruce de nive-
les [131, 132, 133] de los estados de baja energia con diferentes simetrias. En la figura 4.14,
se muestran las excitaciones escaleadas NAFE(N) como funcién de J'/J para sistemas de
N = 18 y N = 24 espines. La interseccién entre las primer y segunda excitacion es inter-
pretada [132] como la transicién de fase quiral sin gap-quiral con gap en el punto a;(N) y
ocurren en o = 0.29 y a = 0.36 respectivamente. El escaleo de tamafio finito de a;(N) es
expresado como sigue [131]

_ -2
1 - ) .
ap(N) ay(00) + const x N (4.31)

sugiriendo una cruda extrapolacién a a;(00) = 0.47.

Estas estimaciones numéricas son consistentes con la existencia de una transicion BKT en o4
en el rango 0.3 —0.5 y una transicion tipo Ising en ay alrededor de 0.9. Sin embargo, un cruce
de niveles no predicho por el tratamiento analitico, es visto en la figura 4.13 en J'/J ~ 0.18
en el sistema de 24 espines pero no en el de 18. Su presencia puede ser chequeado en sistemas
mas grandes, puesto que esta puede ser una consecuencia de términos altamente oscilatorios
en la ecuacién (4.25) que puede ser determinante en sistemas pequefios. De ser confirmado,
esto podria indicar que la transicién BKT que separa la fase sin gap descrita en el limite de
frustracion fuerte de la fase de plateau cuantico en el limite de modulacion débil puede se
reemplazada por un de primer orden en el limite termodinamico.
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Figura 4.14: (izquierda) Aproximacién de Roomany-Wyld(N = 24,18) de la funcién de g
de Callan-Symanzik (circulos). Las curvas izquierda y derecha son respectivamente con la
transicién de fase BKT en aq ~ 0.35 y con una transicién tipo Ising en s & 0.88. Las curvas
entrecortadas ajustan los datos numéricos con pardmetros referidos en el texto. (derecha)
Estados excitados y cruce de niveles usados en el andlisis.
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Para caracterizar las fases separadas por la mencionada transicién, podemos calcular los per-
files de magnetizacién del estado fundamental. Encontramos tres diferentes fases periédicas
dependiendo del valor de J'/J Como el perfil es periddico, solo mostramos la configuracién
genérica de un triangulo, etiquetando los sitios a = 1,2, 3 en acuerdo con la figura 4.7. Un
grafico de los perfiles locales de magnetizacion del estado fundamental para J'/J hasta 1.4
se muestra en la figura 4.15 (panel superior). Notemos que los sitios a = 2,3 muestran la
misma magnetizacion.

En el limite de frustracién fuerte, observamos un perfil de magnetizacion uniforme para
0 < J'/J <018 (por ejemplo S#1%3 = 0.018, 0.016, 0.016 en J'/J = 0.1). En con-
traste, para 0.18 < J’/J < 1 encontramos una fase tipo plateau cudntico (el: S#1%3 =
0.470, 0.015, 0.015 en J'/J = 0.5) y finalmente para J'/J 2 1 una fase tipo up-up-down
(ej: S#123 = —0.075, 0.288, 0.288 en J’/J = 1.2). Encontramos claros signos de un cruce
de niveles en J'/J = 1.

Uno puede apreciar un cambio repentino en la magnetizacion en el punto del cruce de niveles
J'/J = 0.18; magnetizacién uniforme para 0 < J'/J < 0.18 (5% ~ 0.166 en cada sitio) y
fase de plateau cudntico para 0.18 < J'/J. Los resultados numéricos pueden resumirse por
el parametro de orden

M, = Zcos(%r(z' —2)) < 57> (4.32)

En la figura 4.15 (panel inferior), este pardmetro permite identificar las tres fases menciona-
das anteriormente. Notemos que al estar caracterizadas por fluctuaciones de largo alcance,
las transiciones de segundo orden son particularmente dificiles de detectar en sistemas de
tamano finito.

4.2.5. Resultados y discusion

En esta seccién hemos analizado las transiciones de fase cuanticas en una cadena trimeri-
zada a magnetizacién a magnetizacién M = 1/3. Hemos encontrado que la triple degenera-
cién del estado fundamental en el plateau 1/3 en el caso de la cadena homogénea es levantada
dando lugar a varias fases magnéticas separadas por transiciones de primer y segundo or-
den. El andlisis numérico mediante diagonalizacion exacta de sistemas pequenos confirman
los resultados analiticos. Otra transicion separa el régimen de modulacién débil del régimen
de frustraciéon fuerte. Partiendo del limite de acoplamiento débil hasta mas alld del punto
homegémeo, el diagrama de fases del estado fundamental es esquematicamente mostrado
en la figura (4.6) muestra: una fase con magnetizacién uniforme descrita por excitaciones
quirales no magnéticas sin gap; luego una transiciéon a un estado fundamental no degenerado
tipo plateau cuédntico; luego una transicién de segundo orden, en la clase de universalidad
de Ising, a un estado fundamental doblemente degenerado y finalmente una transicion de
primer orden en el punto homogéneo a un estado fundamental tipo 11]. La naturaleza de
la transicién entre la fase quiral y el plateau cudntico no es posible determinar con nuestros
datos numéricos; esta zona es dejada en blaco en el diagrama como un problema abierto.
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Figura 4.15: (a): magnetizacién local del estado fundamental para 24 sitios como funcién del
pardametro de acoplamiento. Los cuadrados (circulos) corresponden al sitio medio (1)(extre-
mos (2), (3)) de los trimeros. El panel (b) muestra respectivamente estos resultados para
18 espines (aqui, la fase uniforme esta ausente). (c): parametro de orden en ecuacién (4.32)
describiendo magnetizaciones moduladas para 18 (circulos) y 24 (tridngulos) espines. De
izquierda a derecha éste exhibe los estados de magnetizacion uniforme, plateau cuantico y

-

4.3. Fases tipo espin-Peierls en cadenas de espines a
M =1/3.

Continuando con el estudio previo de sistemas magnéticos a M = 1/3, vamos a inves-
tigar la posibilidad de que deformaciones elédsticas de cadenas antiferromagnéticas de espin
S = 1/2 amagnetizacién M = 1/3 produzcan modulaciones en los acoplamientos magnéticos
similares a las consideradas en la seccion 4.2, mediante el mecanismo conocido como espin-
Peierls. En particular vamos a estudiar las deformaciones posibles de la red acoplada a los
grados de libertad de espines en el limite adiabatico. Para llevar a cabo este estudio, utiliza-
mos bosonizacién abeliana y diagonalizacién exacta de sistemas pequenios. Ambos métodos
predicen la existencia de fases magneto-elasticas dependiendo del grado de frustracién en el
sistema.

4.3.1. Introduccién

Los sistemas de espines han sido continuamente explorados en los tltimos anos. Frus-
tracion magnética es considerado como un ingrediente fundamental para inducir 6rdenes
magnéticos poco convencionales o incluso fases desordenadas con excitaciones exoticas. Co-
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mo representativo de cadenas homogéneas geométricamente frustradas, uno puede citar la
cadena zig-zag antiferromagnética de espin S = 1/2 realizada en compuestos como: CuGeOs
[134], LiV,05 [135] o SrCuOs [136].

En este contexto, tanto los estudios experimentales como teéricos han crecido debido al
descubrimiento del compuesto CuGeO3 que presenta una transicién de espin-Peierls a mag-
netizacién cero [38]. Esta transicién es una inestabilidad debida al acoplamiento de la red
con los grados de libertad de espin, y que se caracteriza (por debajo de la temperatura critica
Tsp) por abrir un gap de espin en el espectro de excitaciones y la aparicién de una distor-
siones dimerizada a M = 0, con la consecuencia de una modulacion en los acoplamientos
magnéticos (ver 4.16). Un fenémeno similar puede ser analizado en sistemas magneto-elasti-

44—
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Figura 4.16: Esquema de una fase de espin dimerizada.

cos a magnetizacién no nula, siendo los mas interesantes los sistemas que presentan plateaux
de magnetizacion. Mas atn, recientemente se ha mostrado que la interaccion espin-fonén en
cadenas zig-zag produce una la apertura de un gap de espin en el espectro de excitaciones,
asi como la presencia de plateaux de magnetizacién en el limite de baja frustracién [118].
Tales plateaux de magnetizacién se deben a un mecanismo de conmensurabilidad entre dis-
torsiones de la red y modulaciones de espin.

Con respecto a la situacién de cadenas no eldsticas a magnetizaciéon M = 1/3, en la sec-
cién anterior mostramos que pequenas modulaciones de los acoplamientos magnéticos con
periodo tres pueden conducir a la transiciones magnéticas desde un estado fundamental tres
veces degenerado hacia uno de los siguientes dos estados: uno de ellos conocido como plateau
clasico, donde la configuracién de espines se asimila a un estado tipo Ising de la forma 11,
o bien hacia el estado conocido como plateau cuantico cuya configuracion es de la forma
ool (singlete-espin-up). Recientemente se han realizado estudios tanto experimentales como
tedricos de sistemas que presentan plateaux cudnticos a magnetizaciéon M = 1/3 para el
compuesto Cuz(P2OgOH), [137] que es bien descrito por un modelo de Heisenberg antiferro-
magnético con S = 1/2 y acoplamientos magnéticos modulados de periodo tres.

Una idea acerca del estado fundamental magneto-elastico puede ser obtenida a partir de la
modulacién mencionada a M = 1/3. Cuando uno considera una cadena J; — Jo con acopla-
mientos con la red solo a primeros vecinos, una deformacion de la red en la cual se acercan
dos sitios vecinos a un mismo sitio (ver figura 4.17 panel superior) induce una modulacién en
los acoplamientos J; formando trimeros. El caso limite de un trimero aislado, con St = 1/2
indica [93] que el estado fundamental corresponde a una de las configuraciones 1]1 en cada
trimero. Sin embargo, si por el contrario, dos de cada tres sitios se agrupan juntos formando
dimeros (ver figura 4.17 panel inferior) el caso limite de dimeros aislados y sitios interca-
lados, el estado fundamental corresponde a ee7, formados por un singlete en cada dimero.
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- J’n,n+l - Jn,'n+2

Figura 4.17: El panel superior describe la deformacion de la red que forma trimeros; panel
inferior la deformacién permite la formacién de dimeros.

Motivados por la discusién anterior, en esta seccién estudiamos las posibles fases magneto-
eldsticas en el modelo de Heisenberg antiferromagnético J; — J, a magnetizacion M = 1/3.
En particular investigamos el sistema incluyendo acoplamiento espin-fonén tanto a prime-
ros como a segundos vecinos en el limite adiabatico. Mostramos que el estado fundamental
(a temperatura 7' = 0) favorece patrones de distorsién de la red, derivados a partir de la
competicion entre energia eldstica y magnética. Estos patrones rompen espontaneamente la
simetria de traslacion, con diferentes fases dependiendo de la relacién entre el acoplamiento
a primeros y segundos vecinos Jy/Ji, y del valor del acoplamiento espin-fonén. Como sugiere
la figura 4.17, el sistema presenta esencialmente dos situaciones diferentes: (i) una tendiendo
a agrupar tres sitios consecutivos para formar trimeros y (ii) otra tendiendo a agrupar dos de
cada tres sitios para formar dimeros. Para cada patrén de deformacién, dependiendo de los
pardametros microscopicos, el sector de espin adopta ya sea: (a) una configuracién de plateau
clasica, o bien (b) una configuracién de plateau cuédntica.

4.3.2. Descripciéon del modelo y bosonizacion

Para comenzar, consideremos el hamiltoniano de Heisenberg de S = 1/2 con acoplamien-
tos a primeros y segundos vecinos,

Hu = D (Junt1Sn-Snit + Junt2Sn - Susa — hS7). (4.33)

n

La interaccion de los espines en una cadena homogénea (J, 411 = J1, Jont2 = J2) con los
fonones se obtiene expandiendo los acoplamientos magnéticos alrededor de los valores no
distorsionados J; y Jo (ver seccién 1.4) dando como resultado

Jn,n+1 ~ Jl(l - A(un+1 - un))7
Jn7n+2 ~ Jz(l — B(Un+2 — Un)), (434)

donde u,, es coordenada escalar relevante para el desplazamiento del iéon n respecto de la
posicién de equilibrio, mientras que A y B son las constantes de acoplamiento espin-fonén a
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primeros y segundos vecinos respectivamente. El hamiltoniano total, incluyendo la energia
elastica en la aproximacién adiabatica, esta dado por

Hr = %K Z(un+1 —uy)® +
+3° {J1 S,.Sni1 + Jo sn.sm} -
- Z {Jl A(un—i-l - un)Sn‘Sn—i—l +

o B (tnys — ) sn.sn+2}, (4.35)

donde K es la constante eldstica. En la ecuacién (4.35) la primera linea corresponde la
energia eldstica de los fonones cldsicos (Hcop); la segunda linea al hamiltoniano homogéneo
magnético (Hy,) y el resto a la interaccién espin-fonén (Hy),

Hr = Hep + Hy + Hi. (4.36)

Por conveniencia para el andlisis numérico posterior, adimensionalizamos los parametros
usando J; como escala de energia como sigue:

A = A= (J,/K)"?A
B — B=(JL/K)Y*B
U, — Up = (K/J)u,
Ji,Jy = a=Jy)J; (4.37)

Para estudiar semi-cuantitativamente las propiedades de baja energia del modelo (4.35), em-
pleamos el método de bosonizacion abeliana desarrollado en la seccién 2.1. Para llevar a cabo
esto, comenzamos con el hamiltoniano magnético Hj; y seguimos los mismos pasos desarro-
llados en la seccién seccion 2.1.4. Primero mediante la transformacion de Jordan-Wigner
(ver seccién 2.1.4) introducimos fermiones sin espin ,; entonces uno escribe una aproxi-
macién lineal alrededor del nivel de Fermi (a magnetizacion M = 1/3, kp = 7/3a donde
a es el espaciamiento de la red) de estos fermiones en términos de fermiones “izquierdos® y
“derechos *

Y & €3Yp(na) + e ™3 (na). (4.38)

Luego de pasar al continuo introduciendo la coordenada continua x = na y aplicando las
reglas de bosonizacion, el hamiltoniano H); es finalmente mapeado en un hamiltoniano
gaussiano

v 1 9 9
En la ecuacién (4.39), ¢ es un bosén compactificado definido en un circulo, p = ¢ + /7, y
0 es su campo dual definido por 0,0 = 0,p. Los parametros v y K (velocidad de Fermi y
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parametro de Tomonaga-Luttinger respectivamente) dependen de los parametros microscopi-
cos del hamiltoniano H;; v es proporcional a a.J;, mientras que K es adimensional.

Un comportamiento particular que ocurre a M = 1/3 y que hemos mencionado en la seccién
4.2.3, es que el momento de Fermi kr = 7/3 a permite que el proceso triple Umklapp [93] se
vuelva conmensurado, dando como resultado, una perturbacién al término gaussiano dado
por

93U /dx cos(3vV4myp) (4.40)

2122

donde el coeficiente g3 es no universal. Como mencionamos en la secciéon 4.1 el hamilto-
niano magnético homogéneo H); describe una fase tipo Tomonaga-Luttinger (TL) para
0 < Jo/J1 < a. = 0.56. En la regién o, < Jo/J; < 1.25 existe un plateau en la curva
de magnetizacién en M = 1/3. En términos de los parametros de la bosonizacién, para que
ocurra esto debe ser Ky, > 2/9 para Jy/J; < ae, ya que esto implica que la perturbacién en
Eq. (4.40) sea irrelevante. Entonces el coeficiente g3 ”fluye” a cero al aplicar el grupo de renor-
malizacién y la teoria efectiva describe una fase TL. Por otro lado, para a. < Jo/J; < 1.25,
debe ser K, < 2/9, haciendo (4.40) una perturbacién relevante. Entonces éste término abre
un gap en el espectro de excitaciones magnéticas generando un plateau en la curva de mag-
netizacién. Mds ain, en la regién con gap la simetria de traslacién es espontaneamente rota
a una configuracion de la forma 1,1, ]. Tales configuraciones son descritas al fijar el campo
bosénico en uno de los minimos de la ecuacién (4.40) considerado como la energia potencial
semiclasica [46], siempre que gz > 0.

En consecuencia, representamos cualitativamente el plateau de magnetizacién por el com-
portamiento del coeficiente no universal g3 > 0 siendo éste no nulo para o, < Jo/J; < 1.25,
con un maximo en algin punto intermedio de Jy/.J;. Como aclaracién, nosotros no estudia-
mos la regién Jo/J; > 1.25, donde el plateau de magnetizacién M = 1/3 no esté presente;
ésta region puede se analizada mejor proponiendo como punto da partida dos cadenas de
espines con acoplamiento .Jo, débilmente acopladas por la interaccién J;. Ahora considere-
mos las deformaciones de la red. Partiendo del conocimiento del estado fundamental del
caso homogéneo J; — Jo a M = 1/3 con Jo/J; > ., uno puede argumentar que la defor-
macién adiabatica de la red causada por el acoplamiento espin-fonén en la ecuacién (4.35)
tendra periodo tres. Este “ansatz” es soportado por bosonizacion, siempre que la deforma-
cién sea conmensurada con kp = 7/3a.

La deformacién més general de periodo tres (ver apéndice A) esta dada por

2
Uy = sin(—7T n—x), (4.41)

/303

con amplitud uy y una fase relativa y como pardmetros libres. Nuestro propdsito es buscar
la deformaciéon que minimiza la energia magneto-elastica. Una vez que un minimo es en-
contrado, ug indicard la amplitud de la deformacién y la fase x relacionard el patron de la
deformacién al correspondiente estado fundamental del sector de espin caracterizado por el
valor de ¢ en el minimo del potencial.

De la ecuacién (4.41), la distorsién de los acoplamientos a primeros vecinos entre los sitios
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ny n+ 1, denotado por 9, = u,+1 — u, queda

dn = ug COs (%(n + %) - X)s (4.42)
mientras que la distorsion a segundos vecinos es
Ont1 + 0p = ug cos (Q?W(n +1) = x). (4.43)
La energia elastica asociada a las deformaciones en (4.41) es
Hep/Jy = %Nag. (4.44)

Finalmente consideremos el término de interaccién espin-fonén H; inducido por las deforma-
ciones de la red en la ecuacién (4.41). Siguiendo el procedimiento de bosonizacidn, se genera
el siguiente término
fbg (%
272a?

/daz‘ <f1 cos(VAmp + x) + f2 cos(2VAmp — X)) : (4.45)

que introduce un primer y segundo armoénico del campo bosénico con coeficiente proporcional
a la amplitud de la deformacién uy. Notemos que estos operadores son mas relevantes que
el tercer arménico en la ecuacion (4.40), y por lo tanto deben ser tenidos en cuenta tanto
en el régimen Jy/J; > a, como para Jo/J; < a, siempre que Kj < 1/2. Mas alld que los
coeficientes son no universales, es muy 1til notar que al mas bajo orden perturbativo se tiene

fi ~ A —=CyJy)0y)
fa ~ —fl(lJngqu/Jﬂ, (4.46)

donde ¢ = B / Ay Oy, Cy son constantes positivas con Cy < C}.

Para una descripcion cualitativa, vamos a asumir que f; v fo dependen de los parametros
microscopicos de la manera sugerida por esta ecuacion.

Juntando todo, podemos escribir la teoria efectiva como

Hr = Hep + Hfme + Veff (4.47)
donde Hep es la contribucién a la energia eldstica dada en la ecuaciéon (4.44),
1
Hypo = 2 / da[—(90)* + K1, (90)?] (4.48)
2 Ky,

es la parte gaussiana del hamiltoniano bosoénico y

(%

5202 /d:c [0 f1 cos(V4rp + x) (4.49)
+ilg focos(2V4ATp — X) — g3 COS(3\/ESO)]

es el potencial de autointeraccion que define una teoria denominada ”triple seno-Gordon”
[127]. Para nuestro propdsito serd suficiente realizar un tratamiento semi-clasico andlogo al
realizado en capitulo 3, y en el presente capitulo seccién 4.2.3.

Vers
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4.3.3. Analisis semiclasico de la teoria efectiva

Como mencionamos anteriormente, el objetivo consiste es buscar las posibles deforma-
ciones elasticas de minimizan la energia magneto-elastica con respecto al caso homogéneo
no deformado. Dentro de esta aproximacién semiclasica la energia por sitio depende de tres
pardametros que definen la configuracién, g, ¢ v X, v es facilmente evaluable a

N E 1_
€(tio, p, X) = TN 1 3—ﬁCOS(3V Tp) (4.50)

+2ﬂ_7;< fi cos(VaTg + X) + f cos(2v/ATe — X)),

tal que el minimo puede ser encontrado analiticamente. Notemos que esta expresion es in-
variante bajo los corrimientos simultaneos

Vire — Varp+27/3

X — XxX—27/3 (4.51)

en relacion con la estructura de periodo tres de la cadena. Esto permite restringir el analisis
a 0 < Virp < 2r/3 sin perder generalidad. También un corrimiento de y — x + 7 es
equivalente a cambiar el signo de ug, permitiendo considerar 0 < y < 7.

La energia que minimiza el potencial efectivo es siempre encontrado en una de las siguientes
situaciones:

1. Varp =2m/3, x = 7/3, @o = (f1 + f2)/7%, donde la energfa es evaluada a

eo_9s it h) (4.52)

272 4

2. Varp =7/3, x = 27/3, up = (f1 — f2)/7?, donde la energia es evaluada a

o2 4t

Antes de mostrar el diagrama de fases resultante, vamos a discutir el contenido fisico de las
posibles fases. Siguiendo las reglas usuales de bosonizaciéon para mapear ¢ a variables de
espin [45], el valor Virp =21 /3 en la primera solucién indica que el sector de espin adopta
una configuracién tipo plateau clasico (que llamaremos C'P), que corresponde a seleccionar
uno de los tres estados fundamentales del tipo 11J. Vamos a llamar a su energia ecp. La
fase relativa x = /3 y el signo de @y determinan la deformacién elastica. Para f; + fo > 0
uno encuentra una deformacién que agrupa bloques de tres espines en trimeros (T, ver
figura 4.17, panel superior); en el caso opuesto se forman grupos de dos espines formando
dimeros, alternando dos espines cerca con dos espines més separados (D, ver figura 4.17,
panel inferior). En la segunda solucién, el valor /47y = 7/3 no es uno de los minimos del
potencial efectivo para el caso homogéneo, es decir, que corresponde a una solucién que surge
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debido a las deformaciones e indica ademas que el sector de espin adopta una configuracién
tipo plateau cudntico ee 1 [93] QP. La correspondiente energia la llamamos egp. La fase
relativa x = 27/3 en esta solucién indica que la deformacién de la red forma dimeros (D)
para fi— fo > 0y trimeros (T') en el otro caso. Dependiendo de los coeficientes fi, fo y g3, que
a su vez dependen de los pardmetros microscopicos, una de estas soluciones sera seleccionada
como un minimo global y determina la fase magneto-elastica del estado fundamental. Para
presentar un diagrama de fases esquematico, asumimos que la dependencia fenomenoldgica
de f1, f2 y g3 en los pardmetros microscopicos detallados en la seccién previa. Siguiendo la
referencia [138] hemos escogido una relacién B = 1.5 A, que es usada en el resto del analisis,
como representativo de materiales donde el acoplamiento espin-fonén entre segundos vecinos
juega una rol importante. Finalmente, las fases magneto-eldsticas “son mostradas® en la
figura 4.18.

T
]
B=15A E T.QP
]
!

Figura 4.18: Diagrama de fases magneto-elastico con acoplamientos espin-fonén a primeros
y segundos vecinos relacionados por B = 1.5 A. Las fases del estado fundamental tipo 11|
y plateau cuantico son identificadas por C'P y QP respectivamente. Las fases elasticas con
dimeros y trimeros son identificadas por D y T'. Los patrones magneto-elasticos en cada fase
son mostrados por diagramas esquemaéticos.

Para comprender mejor el como obtuvimos el diagrama 4.18, en la figura 4.19 mostramos
la evolucién de la energias ecp, egp como funcién del acoplamiento a primeros vecinos A,
B = 1.5 A, fijando Jo/J1 = 0.7. El cruce de energias en A, ~ 0.65 muestra una transicién
de desde la fase magnética C'P a la QP. Cabe aclarar que la transicién que observamos es
muy diferente a la que hemos observado en la seccién 4.2.1, donde el sistema pasa de la fase
CP ala fase Zy y posteriormente a la fase QP a través de una transicion de fase de segundo
orden.
Dentro de cada fase magnética se pueden identificar las diferentes fases eldsticas. Dado A,
encontramos los valores criticos de Jy/.J; donde 1y cambia de signo: en la fase C'P, la ecua-
cién fi(aq) = —fa(aq) define una linea critica Jo/J; = aq tal que para Jo/J; < ag el
sistema adopta una distorsién de la red forman trimeros T mientras que para Jy/J; > . la
deformacion agrupa dimeros D. En contraste, en la fase QP encontramos una linea critica
(o donde fi(ae2) = fo(ae), siendo la distorsion del tipo D para Jo/J; < aeo y tipo T para
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Figura 4.19: Energias semiclédsicas para el minimo de ambos tipos de fases (plateau clasico
y cudntico) en términos del acoplamiento espin-fonén A para B =154y Jy /Ji = 0.7.
El recuadro muestra la energia del estado fundamental obtenida mediante diagonalizacién
exacta de un sistema de 24 sitios, después de fijar el cero de referencia.

Jo/J1 > . Usando las expresiones para f1, fo mostradas en (4.46), estas lineas criticas no
dependen de A.

Un andlisis similar puede ser hecho para Jy/J; < a.. La diferencia méds importante es que
en estd region el pardmetro de Tomonaga-Luttinger es K, > 2/9 y el tercer arménico es
irrelevante. Representamos esta situacién fijando g3 = 0. A diferencia del caso previo, no hay
cruce entre egp y €cp; el minimo absoluto de la energfa siempre corresponde a egp, seleccio-
nando la fase magnética @ P. También encontramos (f; — f2) > 0 en la regién completa, de
modo que la fase corresponde a la tipo D.

La posicion relativa de las deformaciones elédsticas y los perfiles de magnetizaciéon en cada
fase es determinada por los correspondientes valores de ¢ y x, como puede ser encontrado
usando la ecuacién (4.41) y las formulas de bosonizacién.

Los diferentes valores de B / A pueden ser analizados de manera similar. Lo que hemos ob-
servado, es que al disminuir su valor se produce un incremento en la regién caracterizada
por el plateau clésico y las deformaciones trimerizadas, con valores mds altos de ambos ac
y Ae.

Es importante notar que la amplitud de la deformacién u, es proporcional a fi, fa, que a
su vez son proporcionales a los acoplamientos adimensionales A, B. En la figura 4.18, el
patrén eldstico evoluciona hacia el lfmite homogéneo a medida que A — 0. Por construccion,
la teoria efectiva en las ecuaciones (4.48), (4.49) describe en este limite una fase corres-
pondiente a un liquido de Luttinger para J»/.J; < a, y una teoria tipo seno-Gordon con un
estado fundamental triplemente degenerado para Jo/J; > a.

Es interesante mencionar que si nuestra aproximacién permanece valida en el limite J,/J; —
0, describiendo una cadena de espines con interacciones solo a primeros vecinos, el sistema
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adopta una deformacién elastica trimerizada cuyo patron seria: dos enlaces débiles y uno fuer-
te (ver figura 4.17, panel inferior). Este modelo fue recientemente estudiado numéricamente
con Montecarlo Cudntico motivados por el compuesto Cus(P2OgOH), [137], encontrando
precisamente una fase de plateau cuantico.

4.3.4. Analisis numérico

En esta seccion mostramos los resultados del analisis numérico que realizamos del ha-
miltoniano (4.35) mediante diagonalizacién exacta de sistemas pequenos, con el objetivo
contrastar los resultados mostrados en la secciéon previa. Dicho anélisis se llevo a cabo uti-
lizando el algoritmo de Lanczos para sistemas de hasta N = 24 sitios con condiciones de
contorno periédicas?.

La estrategia fue la siguiente: las deformaciones de periodo tres son parametrizadas por dos
distorsiones independientes, digamos §; = uy — uy ydo = ug — ug, mientras que d3 = —d; — o
Y Onys = 0p. Para cada valor de J,/J; y A, fijando B/A y M = 1/3, calculamos el esta-
do fundamental del hamiltoniano (4.35) para un amplio rango de deformaciones elasticas
(01,09, 03) y entonces seleccionamos el minimo absoluto.

Encontramos que, en acuerdo con los resultados de la bosonizacién, la configuracion con la
energia més baja es siempre obtenida a una de las distorsiones mostradas en la figura 4.17:

1. (01,09,03) = (—%A, —%A, A) que corresponde a una fase de trimeros (7'), o
2. (01,02,05) = (A, 1A, —A) que corresponde a una fase de dimeros (D).

Para poder caracterizar las fases magnéticas, calculamos la magnetizacion local < S? > del
estado fundamental. El parametro de orden

1 2 .
Ms = — Zcos(?(n —2)) < 8% > (4.54)

es positivo en la fase correspondiente a el plateau cudntico (QP) y negativo en el plateau
clasico (CP). Realizamos un escaneo exhaustivo del plano A > 0, J5/J; > 0 para N = 24
sitios, manteniendo B = 1.5 A. El diagrama de fases encontrado es mostrado en la figura
4.20. Escaneos representativos en J/J; = 0.3, 0.6, 0.9 son mostrados en la figura 4.21,
mostrando &1, ds, 83 v Mg como funcién de A. Notemos que la amplitud de la deformacién
decrece para valores pequeiios de A (un limite que corresponde a grandes valores de K);
debido a los efectos de tamano finito [139] el sistema no es inestable frente a las deformaciones
para valores muy pequefios de A. El escaneo para Jy /J1 = 0.3 muestra las fases D, QP para
todo A. En el caso J,/.J; = 0.6 se puede observar una transicién en algin valor de A (que
en general depende de Jo/.J;), con un salto finito ambos en las deformaciones como en el
parametro de orden magnético, desde las fase T, CP a la fase D, QP. Lo mismo sucede
en el caso Jy/J; = 0.9, en el que una transicién desde la fase D, CP a la fase T, QP. La

2Esta parte del trabajo fue realizada con la colaboracién del Dr. Marcelo D. Grynberg.
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1 N=24, B=15A
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Figura 4.20: Diagrama de fases magneto-elastico obtenido mediante diagonalizacion exacta
de N = 24 sitios. La relacion entre los acoplamientos espin-fonén es fijada a B/A = 1.5.
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Figura 4.21: Distorsiones de la red 0123 y pardmetro de orden Mg como funcién de A para
B/A =15y Jy/Jy = 0.3 (panel superior), 0.6 (panel medio), 0.9 (panel inferior). Cada

panel corresponde a un recorrido vertical en la figura 4.20. Los valores pequenos de A no son
accesibles debido a efectos de tamano finito.
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region 0.8 < Jo/J; < 0.9 muestra que la linea critica para la transicién entre las fases Ty
D dependen levemente de Jy/.J;; comparando con la figura 4.18 indica que los efectos de
renormalizacion en los coeficientes fi, fo no son suficientemente fuertes como para impedir
nuestro andlisis cualitativo.

Adicionalmente hemos analizado diferentes acoplamientos espin-fonén, confirmando las pre-
dicciones de bosonizacién que disminuyendo la relacién de B / A produce un incremento de la
regién caracterizada por la fase de plateau clasico y la deformacién trimerizada (c.f. figura
4.18), con valores més altos tanto de a,; como de flc.

4.3.5. Conclusiones

En la presente seccion investigamos la posibilidad de que el acoplamiento del sector de
espin en la cadena antiferromagnética J; — Jo de S = 1/2 a magnetizacién M = 1/3, con
fonones en el limite adiabatico produzca modulaciones que seleccionen las fases magnéticas
estudiadas en la seccién 4.2.1: plateau clésico y plateau cuantico. Realizamos una anélisis
semiclasico de la teoria efectiva obtenida por medio de bosonizacién abeliana, apoyado por
diagonalizacién exacta de sistemas pequenos de hasta 24 espines. Encontramos varias fases
del tipo “espin-Peierls” que describen el estado fundamental del sistema, dependiendo de
los pardmetros microscopicos Jo/J; y de los acoplamientos espin-fonén. En cada una de
estas fases una deformacion eldstica no trivial es favorecida, agrupando bloques de dos o tres
espines, mientras que el sector magnético adopta estados de plateau clasico o cuantico.
Realizamos un analisis detallado de un caso particular, escogido como representativos de
materiales donde la relacion de acoplamientos espin-fonén a segundos y primeros vecinos
[138] es grande, mostrando los siguientes resultados:

(i) una fase magnética 71 con una distorsién de la red trimerizada cuando la frustracién es
suficientemente grande y el acoplamiento espin-fonén es pequeno.

(ii) una fase magnética 171] con distorsiéon de la red dimerizada para mayor frustracién y
acoplamiento espin-fonén pequeno.

(iii) una fase magnética tipo plateau cudntico con una distorsién dimerizada para valores
grandes del acoplamiento espin-fonén y débil frustracion.

(iv) una fase magnética tipo plateau cudntico con una distorsién trimerizada para valores
grandes del acoplamiento espin-fonén y alta frustracion.
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Capitulo 5

Propiedades Magnéticas del Modelo
de Heisenberg en 2D

En los capitiilos anteriores estudiamos las propiedades del estado fundamental de sistemas
unidimensionales modelados por hamiltonianos de Hubbard y Heisenberg a temperatura ce-
ro. La ventaja de estudiar estos sistemas se basa en que estos pueden ser analizados mediante
una gran variedad de técnicas andliticas y numéricas, que permiten explorar con mucha pro-
fundidad sus propiedades. En contraste, el caso de sistemas bidimensionales es mucho mas
delicado debido a que, por un lado las técnicas andliticas poseen distintos rangos de aplicabi-
lidad y éstas dependen fuertemente del modelo estudiado; y por otro las técnicas numéricas
son limitadas a estudiar tamanos muy pequenos dando solo indicios del comportamiento de
un sistema macroscépico. Estas limitaciones tienen como consecuencia un desconocimiento
general de los sistemas bidimensionales y que muchas de sus propiedades estén bajo discusién
acualmente .

En este capitulo revisaremos las propiedades magnéticas del modelo de Heisenberg en
dos redes bidimensionales. En la primera parte estudiamos el modelo de Heisenberg en la
red de Kagomé utilizando la teoria de campo medio de bosones de Schwinger. Ademas
del acoplamiento estandar a primeros vecinos, consideramos un acoplamiento a terceros
vecinos enfocandonos en la influencia de éste sobre la propiedades magnéticas del estado
fundamental. Parte de la motivacion surge por el descubrimiento de nuevos materiales con
la estructura de la red de Kagomé con estos tipos de acoplamientos.

En la segunda parte, presentamos el estudio realizado! del modelo de Heisenberg en la red
hexagonal con interacciones antiferromagnéticas a primeros, segundos y terceros vecinos,
enfocandonos principalmente en la bisqueda de fases magnéticamente desordenadas.

!Este trabajo se realizé en colaboracién con el Dr. Daniel Cabra y el Lic. Carlos Lamas, y puede ser
encontrado en la tesis doctoral de éste dltimo.
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5.1. Modelo de Heisenberg en la red de Kagomé.

5.1.1. Introduccion

Los sistemas cuanticos antiferromagnéticos geométricamente frustrados en dos dimensio-
nes (2D) son considerados como posibles candidatos para desarrollar un estado fundamental
desordenado magnéticamente a temperatura cero. El primer candidato sugerido como liquido
de espin fue la red triangular debido a que su geometria es considerada menos conducente
a desarrollar orden magnético en comparacion por ejemplo con la red cuadrada antiferro-
magnética. Sin embargo numerosos estudios han revelado el modelo de Heisenberg con in-
teracciones solo a primeros vecinos exhibe un orden de largo alcance donde los valores de
espectacién de los operadores de espin muestran una estructura conocida como orden de 120°
(140, 141, 142, 143, 144]. Posteriormente se han llevado a cabo estudios numéricos incluyen-
do en el modelo anisotropia o introduciendo interacciones adicionales como 7ring exchange
(145, 146, 147, 148].

En los ultimos anos la red de Kagomé antiferromagnética se ha vuelto el centro de atencién
en esta area, tanto desde punto de vista experimental como tedrico. La actividad en la red
de Kagomé antiferromagnética inicialmente surgié como modelo para describir dos sistemas
experimentales: el compuesto aislador SrCrg_,Gay,,019, donde los iones de Cr con espin
S = 3/2 forman arreglos bidimensionales con la estructura de la red de Kagomé separa-
dos por capas de redes triangulares [149]; y un segundo sistema formado por *He absorbido
en grafito [150] con espin S = 1/2. Desde el punto de vista tedrico el modelo cuantico es
particularmente interesante debido a que su contraparte clasica, es decir el hamiltoniano
de Heisenberg clasico (ver seccién 1.3), presenta un estado fundamental macroscépicamente
degenerado (ver seccién 1.3.4) y un bajo nimero de coordinacién (z = 4).

Recientemente Janson et al [151, 152] realizaron calculos de DFT (Density functional theory)
en dos nuevos materiales isoestructurales con la red de Kagomé de espin S = 1/2 - kapellasite
Cu3Zn(OH)gCly y haydeeite CuzMg(OH)gCly - mostrando que ademés del modelo basado
en acoplamientos a primeros vecinos (.J;), estos materiales presentan un acoplamiento adi-
cional relevante J; > 0 a lo largo de las diagonales de los hexagonos de la red (figura 5.2)
encontrando que la relacién de acoplamientos son Jy/J; ~ 0.36 para kapellasite y J;/J; ~ 1
para haydeeite. Con esto, el hamiltoniano de Heisenberg que puede describir los compuestos
antes mencioandos esta dado por

H = J1 ) S8y, +Ja Y Su.S:, (5.1)
(i,3) ((@.9))

donde i y j son los indices de sitios y S, son los operadores de espin. La notacién (i, j)

({(i,7))) indica que la suma se hace entre sitios a primeros (terceros) vecinos.

Como hemos mencionado anteriormente el estado fundamental del modelo de Heisenberg
clasico? en la red de kagomé pura (J; = 0) posee una degeneracién macroscépica (ver seccién
1.3). Es de esperar que el acoplamiento adicional J; reduzca ésta degeneracion drasticamente

2Recordemos que cada vez que hacemos mencién del modelo clésico de Heisenberg, nos estamos refiriendo
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Figura 5.1: Planos de Kagomé en la estructura de Kapellasite (haydeeeite). Las plaquetas de
CuO, son mostradas en amarillo, los octaedros ZnOg (MgOg) son mostrados en azul. Figura
extraida de J. Phys.: Conf. Ser. 145 012008 [151].

seleccionando alguna configuraciéon determinada. En particular, recientes trabajos sobre el
modelo clasico sugieren que tal configuracién corresponde a un orden no planar de los espines
[151] como se muestra en la figura 5.2.

En cuanto al modelo de Heisenberg cudntico, Janson et al [151] calcularon las correlaciones

Figura 5.2: Red de Kagomé de N = 36 sitios. Las lineas sélidas representan los acoplamientos
J1 y las lineas a trazos J;. Los circulos coloreados indican las orientaciones de los espines
del estado fundamental del modelo clasico para J; > 0. A lo largo de las cadenas formadas
por los bonds diagonales hay un alineamiento antiparalelo. Dentro de cada arreglo triangular
formado por los acoplamientos J; los espines forman un angulo de 120°. Figura extraida de
J. Phys.: Conf. Ser. 145 012008 [151].

espin-espin mediante diagonalizacién exacta de redes de hasta 36 sitios con el objetivo de
identificar el tipo de orden magnético del estado fundamental. En la figura 5.3 se observa
que para J; ~ 0 todas las correlaciones espin-espin excepto (SyS;) son despreciables. Para
0.55 < Jg/Ji las correlaciones (SoS3), (SoSs) v (SoSe) son las més importantes revelando

a la situacion en la cual los espines son tratados como vectores de magnitud S. En muchas situaciones el
estudio de éste modelo es de gran ayuda a la hora de analizar los estados magneticamente ordenados del
modelo cuantico.
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un orden tipo Néel a lo largo de las lineas diagonales.
Es nuestro interés analizar la influencia de J; en el limite termodinamico, para lo cual en

0.3
0.2 <S¢S¢>
0.1 <§¢S4>
A )
:; U N <SS9
Y
0.1 <SoS13>
<88,>
02 <5y55>
-0.3 q
-0.4 | | | | | i <SOS3>
0 02 04 06 038 1 1.2
19,

Figura 5.3: Correlacién espin-espin (SoS;) en funcién de J;/J para la red finita de N = 36
sitios mostrada en la figura 5.2. Los indices de sitio j = 1,3,4,6,9, 13,24 corresponden a
aquellos de la figura 5.2. Figura extraida de J. Phys.: Conf. Ser. 145 012008 [151].

la seccién siguiente vamos a estudiar el hamiltoniano (5.1) utilizando el método de campo
medio de bosones de Schwinger desarrollado en la seccion 2.2.2.

5.1.2. Meétodos de bosones de Schwinger

En esta seccién presentamos el estudio realizado del hamiltoniano (5.1) que va en paralelo
con un trabajo previo [153] utilizando el método de bosones de Schwinger introducido en la
secciéon 2.2.2. Utilizando el mapeo de los operadores de espin en términos de los operadores
bosénicos dado por las ecuaciones (2.82) y (2.83) el hamiltoniano puede ser expresado como

Y — Z Ji ( Tab .B®b . _Abab  Aab ) Z Jy ( Bl . B Al ALY )
(i,4;a,b) ((i,3;a,b))
AL (bEbE 4 bl b — 28), (5.2)

donde los indices i, j recorren la red de Bravais periédica (una red triangular); a y b son
indices internos de subred u, v o w como se indican en la figura (5.4), y la notacién () y (( ))
significan todos los posibles pares de sitios a primeros y terceros vecinos respectivamente.
Ny es el numero de celdas primitivas (asi, el nimero total de sitios en la red es 3Ny ) v Ay,
son multiplicadores de Lagrange introducidos para realizar la restriccién (en valor medio) del
niumero de bosones en cada sitio, y : O : indicando orden normal de los operadores. Debido
a la invarianza traslacional vamos a fijar A} = A. Finalmente los operadores de bonds A ..,
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Figura 5.4: Celda primitiva y primera zona de Brillouin de la red de Kagomé. Los vec-
tores primitivos de la red directa y reciproca son (e; = (1/2,v/3/2),e, = (1/2,v/3/2)) y
(by = —27(1,1/v/3), by = —2m(1, —1/v/3)) , respectivamente.

y Br,x; estdn dados por

1
ab — a b a b
Al‘i;l'j = §<bl‘iﬁbl‘j7¢ - bl‘mibr]‘,T) (5‘3>

1
a,b — Taa b "',CL b
Bri§rj = §<b1‘i7TbI‘j,T + bri,ibl'jvi)’ (5.4)

Para poder resolver este problema, ahora cudartico en bosones, se procede a un desacople
en campo medio de los operadores de bonds introduciendo los pardmetros (Aﬁ;’}j) = A,y

(Bﬁzzf’r) = B, (a = 1,2 primeros y terceros vecinos) desarrollado en la seccién 2.2.2. Luego
de transformar Fourier los operadores bosénicos, para cada modo & es conveniente introducir
el vector de operadores W(k) = (b 4, by 4, by 4, bT_i”{ L bT_i’{ " bT_f{ 1)- Con esto podemos reescribir

el hamiltoniano en la aproximaciéon de campo medio de una forma méas compacta

Hur = e+ » Uik) M(k) (k) (5.5)
donde
O = [6y(B2— A2) +3J4(B2— A2)] —3A (25 +1) (5.6)
Ny

y las matrices M (k), P(k) y R(k) estan dados por

Asxs + R(k) _P(k)
MO =1"""pia) My + R(K) |

Jo Ay Do(k)  Jy A1 Ty(=k) —J; A T5(k)
Pk)=| —J1 A T1(k) JyAyD3(k) Jp AiTe(=k) |,
J1 Al F3(—k) —Jl Al Fg(k) Jg AQ Dl(k)
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con ['j(k) = ¢'¥/2  ge=k&/2 y Di(k) = —2i sin(k.¢;), y

Jo By cos(k.ey)  Jy By cos(k.e1/2) Jy By cos(k.€3/2)
R(k)=2 | Jy By cos(k.¢1/2) Jy By cos(k.€5) Jy By cos(k.€y/2) |,
Jl Bl COS(k.€3/2> Jl Bl COS(k.€2/2) J2 BQ COS(k.é})

Para determinar los autovalores del hamiltoniano (5.5), procedemos a diagonalizar mediante
una transformacién de Bogoliubov generalizada o también llamada paraunitaria mostrada
en el apéndice B, tal que ¥(k) = T ¥ (k) introduciendo un nuevo conjunto de operadores
Z;ﬁﬂ como se detalla en el apéndice B.

Finalmente el hamiltoniano de campo medio (5.5) queda

w1 oy 1
Hur = € +2 kz—w wy (k) <blt’,a bk T 5) + wa(k) (ka’,o b, + 5)

— 1
(k) (B b, + ) (5.7)

y la energia del estado fundamental se obtiene a partir del valor de espectacion del hamilto-
niano Hysr en el vacio del espacio de Fock de los nuevos bosones b,

Ecs = (Hur)
- oty <w1 (k) + ws (k) + ws (k)) (5.8)

eBZ

donde w(k) son bandas de energias que dependen de los pardmetros de campo medio A,,
B, y del multiplicador de Lagrange A a ser determinados autoconsistentemente a partir de
los valores medios de los operadores A y B

1 . )
A= e D (L, — b (5.9)
6Ny & ) !
1 . .
Ay = o D (RO — BB (5.10)
3N, ) )
((rs,rj))
1
= T,a 1b f,a 1.b
b= 6N 2 _><bri,¢br,7-,¢+bri,¢br]—,¢> (5.11)
1
= f,a 1b ta 1.b
BQ - 3NA Z <bri¢br]-’\|, + brihlzbrj,T> (512)

((ri,r;))

junto con la ecuacién que fija el nimero de bosones en cada sitio

1
FAZ@};bgﬁ = 265 (5.13)
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Obtener las soluciones numéricas de las ecuaciones (5.12) y (5.13) involucra resolver cua-
tro ecuaciones acopladas para los parametros A’s y B’s, més la ecuacién de ligadura para
determinar el valor de A. El procedimiento autoconsistente consiste en proponer valores ini-
ciales para los pardmetros A° y BY y determinar la cota minima /\fgzn del multiplicador
de Lagrange para el que todas las matrices M (k) en ecuacién (5.5) son definidas positivas.
Resolvemos la ecuacién (5.13) en el intervalo [)\7(32”, 00) para determinar el valor critico A
Con los valores de los parametros de campo medio y el multiplicador de Lagrange calculamos
la energia y los nuevos parametros A y BY. Con estos nuevos valores, determinamos el
nuevo Afﬁﬁn y determinamos el AL y los nuevos pardmetros AP y B El procedimiento es
repetido hasta que los parametros A&n), B y A convergen, asi como la energia converge al
valor minimo. La necesidad de resolver numéricamente limita estudiar sistemas finitos pero

suficientemente grandes como parea extrapolar los resultados al limite termodindmico?.

5.1.3. Resultados

La evaluacién numérica de las ecuaciones (5.29) y (5.30) muestran que para para 0 <
Ja/J1 < oo el modelo (5.1) no posee gap en su espectro de excitaciones para valores de espin
S > 1/2 indicando la presencia de orden de largo alcance en el estado fundamental. Por lo
tanto Jy; estabiliza orden magnético descartando la posibilidad de una fase desordenada tipo
liquido de espines.

Como ejemplo en la figura 5.5 se muestra la banda de energia mas baja de las cuasiparticulas
en el plano k, — k, y un grafico de densidad para J;/J; = 0.3 y espin S = 1/2. Se observa
que los ceros de la relacién de dispersion w(k*) = 0 se ubican en los puntos k* = (4F,0)

y k* = (%’r, :I:?/—’%) A partir del calculo de los valores de espectacién de los operadores de

Figura 5.5: (Izquierda y centro) Espectro de cuasi-particulas y grafico de densidad para
Ja/J1 = 0.3. El espectro posse puntos sin gap, es decir w(k*) = 0 en k* = (4?”,0) y
k* = (%’T, :I:f/—%) que corresponden al orden magnético V3 x V3. (Derecha) Orden V3 x V3
establecido para 0 < J,/J; < oc.

espin en términos de los operadores bosonicos originales se puede inferir el tipo de orden que
presenta el estado fundamental. Los resultados muestran que la inclusion del acoplamiento J,

3 Generalmente, los resultados para sistemas méas grandes que 3600 sitios no muestran fuerte dependencia
con el tamano.
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estabiliza el estado ordenado conocido en la literatura como v/3 x v/3 [154] esquematizado en
la figura (5.5 panel izquierdo) pudiendo ser contrastado experimentalmente en los compuestos
anteriormente citados kapellasite CuzZn(OH)gCly y haydeeite CuzMg(OH)sCls.

5.2. Modelo de Heisenberg en la red hexagonal.

En la seccion anterior estudiamos el estado fundamental de la red de Kagomé con la
inclusion de una acoplamiento adicional J; el cual estabiliza un orden magnético. Original-
mente la red de Kagomé (con J; = 0) atrajo mucha atencién debido a que la red en si es
frustrada y ademas el modelo clasico posee una degeneraciéon macroscépica en el estado fun-
damental. Estos ingredientes se cree que pueden ser mecanismos para la formaciéon de una
fase desordenada o liquido de espin del modelo cuédntico (ver seccién 1.3.3). Otro candidato
para testear estas ideas es el modelo de Heisenberg antiferromagnético en la red hexagonal
o panal de abejas debido al bajo nimero de coordinacién que posee (z = 3 el menor posible
en redes bidimensionales) y por lo tanto se espera que las fluctuaciones ctianticas puedan ser
suficientemente grandes como para destruir el orden de largo alcance. Numerosos estudios
muestran que el estado fundamental del modelo cudntico en la red hexagonal es ordenado
con una estructura similar al estado de Néel mostrado en la figura (5.9). Cabe preguntar-
se si la inclusién de acoplamientos a siguientes vecinos que introduzcan frustraciéon pueden
competir con el orden.

El estudio de los magnetos cuanticos en la red hexagonal tiene ademas varias motivaciones
experimentales: por un lado, recientes experimentos de ESR (Electrén Spin Resonance) [155]
en campos magnéticos elevados en el compuesto BioMnyO15(NO3), que es descrito por un
modelo de Heisenberg en la red hexagonal con espin S = 3/2, han conjeturado que la
frustracién magnética puede jugar un rol importante para remover el orden de largo alcance
[156]. Por otro lado, orden de corto alcance debajo de 50K ha sido observado en otro material
con estructura hexagonal InCuy/3Vy/303 (figura 5.7(a)) donde los iones no magnéticos de
Vanadio pueden conducir a frustracion magnética [157]. Finalmente mencionamos que el
material NazCuySbOg [158] que posee una gap de espin posee una estructura que aun se
encuentra bajo debate pero podria ser descrita por una red hexagonal anisotrépica como se
muestra en la figura 5.7(b)).

El modelo de Heisenberg en la red hexagonal con acoplamientos antiferromagnéticos a
primeros (J1), segundos (.J;) y terceros J; vecinos [159] esta dado por,

PORCERES (5.14)
({30

H = le Si - Si + Jo Z S - Sy, + J3
(4,3) ({2,5)) ({(a,50))

donde Sy es el operador de espin en el sitio i-ésimo y (), (()) v ({())) indican que las sumas
involucran sitios #,j a primeros, segundos y terceros vecinos respectivamente (ver figura

(5.7)).

Mas alla que la frustracion se debe al acoplamiento J5, como veremos la inclusion de J3 tiene
una consecuencia importante. El limite clésico (S — oo) del hamiltoniano (5.14) ha sido
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(b)

Ji

Figura 5.6: (a) Vista perspectiva de la estructura cristalina del compuesto InCuy/3V1/30s3.
En el centro se muestra un plano de Cu-V representando la estructura de la red hexagonal.
(b) Figura esquematica de la red formada por Cu®" y los acoplamientos J; , J| y J» entre
los espines Cu?*.

estudiado por varios autores [159, 160]. Este posee diferentes fases ordenadas a temperatura
cero [159, 160] las cuales son mostradas en la figura (5.8). El diagrama de fases posee existe
un punto particular tri-critico en Jy = J3 = % en donde todas las fases limitan. En este
punto el hamiltoniano puede ser reescrito, salvo un término constante, como una suma sobre

el espin total de hexdgonos de la forma

Ji )
H = cte+?Z|Sv|, (5.15)
vy

donde S, = Zk@ Si es el espin total en el hexagono . En este punto particular cualquier
estado con espin total cero por hexdgono es un estado fundamental clasico, dando como
resultado un niimero macroscopico de configuraciones para estado fundamental. Esta clase
de degeneracion es andloga a que sucede en la red cuadrada J; — J; para el caso Jy = J;/2
que ha sido extensamente estudiado mediante muchas técnicas como expansiones en serie
[161, 162, 163, 164, 165, 166, 167], diagonalizacién exacta [168, 169, 170] y Montecarlo
Cudntico [171, 172, 173]. Motivados por esta analogia, vamos a estudiar de manera exhaustiva
la region del diagrama de fases Jo = J3 que contiene el punto tri-critico Jo = J3 = J;/2 con
el objetivo de comprender la naturaleza del estado fundamental del modelo cuantico (5.14).

5.2.1. Aspectos clasicos y semi-clasicos

En esta seccién estudiamos el limite clasico del modelo (5.14) y posteriormente, utilizando
el mapeo a bosones de Holsetin-Primakoff en la aproximacion lineal, adicionamos fluctuacio-
nes cuanticas al problema clésico con el objetivo de analizar la estabilidad de las diferentes
fases del estado fundamental cuantico a temperatura cero.

Para comenzar introducimos una representacion de un espin clasico como

o = S(cos (G- R+ 60) & +5in (G- R+ 04 &) (5.16)




124 Modelo de Heisenberg en la red hexagonal.

Figura 5.7: La red hexagonal formada por dos subredes: A y B. Los vectores é¢; = (‘/73, %) y

€y = (‘/737 —3) son los vectores primitivos de la red directa y o = (0, —1) es el vector interno
de la celda unidad formado por dos sitios: uno “tipo” A y otro “tipo” B. Jy, Jo y J3 son los
acoplamientos antiferromagnéticos a primeros, segundos y terceros vecinos.

donde R es el vector posicién de la celda unidad, €}, €5 son los vectores primitivos de la
red directa y v = A, B es un indice interno en cada sub-red (ver figura (5.7)). El vector Q
llamado vector de ordenamiento y de la fase interna ¢, determinan el tipo orden del estado
fundamental. Utilizando la ecuacién (5.16) en el hamiltoniano (5.14) se obtiene la energia
clasica .

8(<]1,J2,Q,¢A,§Z5B), (517)

cuyo minimo global determina los parametros Cj, o4, ¢p. La soluciones muestran que para
0 < Jy/J; < 0.5 el estado fundamental presenta una fase de Néel, con vector de ordenamiento
Cj = (0,0) y ¢4 — ¢p = m. La configuracién de espines se corresponde con dos subredes
triangulares ordenadas paralelamentes como en la figura (5.9); para Jy/J; > 0.5 el estado
fundamental posee una fase colineal con Cj = (2 /3, 0) y ¢4 — ¢p = m. El ordenamiento
consiste de cadenas zig-zag ordenadas paralelamentes acopladas de manera antiparalelas (
ver figura (5.9)). El punto Jy/.J; = 0.5 que separa ambas fases corresponde a una transicién
de fase de primer orden debido a que la transicion entre ambas fases se produce por un cruce
niveles.

Usando la teoria de ondas de espin lineal desarrollada en la seccion 2.2.1 adicionamos fluc-
tuaciones cuanticas y estudiamos la estabilidad de las fases clasicas. Antes de utilizar el
mapeo entre operadores de espin y operadores bosénicos se debe realizar una rotacion de los
operadores de espin en cada una de las fases ordenadas. Asi para 0 < J,/.J; < 0.5 realizamos
una rotacion en 7 de una de las subredes,

S% — S% - NT%’

y y _ QY
St — 8% =-S5,

Sz — Si=-8 (5.18)

Ti
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Figura 5.8: Diagrama de fases clasico del modelo (5.14). Hay tres fases diferentes esquema-
tizadas: La fase de Néel (I) tiene dos (antiparalelos) subredes triangulares (esferas azules
y rojos), la fase colineal (II) donde las cadenas antiferromagnéticas se encuentran antipa-
ralelas; y la fase espiral (III). Nos enfocamos en la linea entrecortada correspondiendo a
Jo = J3 que incluye el punto de gran interés (Jo = J3 = J;/2) donde el estado fundamental
es infinitamente degenerado.

con ¢ € sub-red B; mientras que para Jy/J; > 0.5 la rotacién se aplica sobre filas enteras de
espines de manera alternada (ver figura 5.9).

T r _ Qx
Sz — Sz =5
ng - ng - _Sg’

SE - i =52 (5.19)

Ti

El pardmetro de orden m en la fase de Néel corresponde a la magnetizacién alternada;
mientras que en la fase colineal corresponde a la magnetizacion total en las direcciones
“zig-zag” v magnetizacion alternada en la direccién perpendicular.

MNéel = <Z Sk — Z S,%) (5.20)

i€A JjEB
MColineal — < Z S% - Z S%> (521)
i € cadena T j €cadena |

Utilizando el mapeo de operadores de espin a operadores bosénicos de Holstein-Primakoff
mostrada en la seccién 2.2.1, y manteniendo solo los términos al orden (1/5) se obtiene un
hamiltoniano cuadratico bosénico dado por

H o= e+S Y - M) (5.22)

keBZ
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H

Fase Néel Fase Colineal

Figura 5.9: Figuras que representan los ordenes clasicos: Fase de Néel (izquierda); fase colineal
(derecha).

donde ¢; es una funcién de Jp, Jo y corresponde a la energia clasica. En la regién 0 < Jy/J; <
0.5 tenemos

dx() 00 k)
Mk) = = ,
K =351 0 9n0) del) 0
73(k) 0 0 dy (k)
dv(k) = Ji+ Jo(12(k) +75(k) — 1)
J. i
72(}{) — 31( _Z\sz—{—GQ(\[kI 3ky)_|_€§(\/§k‘z+3k’y))
J
na(k) = 31( 5 (ky— fkT)Jrez(kersz)Jre_zky) (5.23)
+% (e—i(ky+\/§kz) + ei(\/ﬁkz—ky) + e?iky) (5'24>

mientras que en la regién 0.5 < J,/.J; tenemos

v
M) =51 <k> de(k) he(k)

h*(
§k) k) Ak) de(k)

de(k) = —Ji+5J+2J, COS(\/g k)
h(k) = A (VBhathy) 4 o5 (VBhathy)

kr+ 3k ky —3k
v(k) = Jj cos (%) + 2 J; cos (%)
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Siguiendo los pasos desarrollados en el apéndice B diagonalizamos mediante una transforma-
cién paraunitaria el hamiltoniano cuadratico (5.22) obteniendo las relaciones de dispersion
de los bosones

Fase de Néel
3
w(k) = 5|0+ D) = us(®)F + 2.5 + o) (=21 + 2Re(12(K)))
2 (<27, + 2Re(12(1)))’]
Fase Colineal

wall) = {d(0? + R (k) ~ £

1/2

2
£ [(n* (0)E00))” + 4 1) (40K (k) — 20000 — 4410 ()E(K))
1 (00 (700700 — 440 (k) (1) + 422k} (5.26)

En la figura (5.10) se muestra el diagrama de fases del estado fundamental en la aproximacion
de ondas de espin lineal en funcion de la magnitud del espin S y la relacion de acoplamientos
Jo/Ji. El hecho de considerar a la magnitud del espin como una variable continua S se debe a
que de esta manera podemos explorar la transicion desde el régimen clasico, correspondiente
a S — 00, hasta el limite cudntico extremo S = 1/2.

La linea purpura a trazos determina las regiones de estabilidad de las fases ordenadas.
Para un dado valor de Jy/.J; existe un valor de espin S, tal que para el modelo con espin
S > S, la fase ordenada es estable, mientras que para S < S, las fluctuaciones cudnticas son
suficientemente grandes como para destruir el orden. Los bordes de las fases ordenadas se
obtienen encontrando el valor de J/J; (v del espin S) para el cual el parametro de orden se
anula. Los resultados muestran que las fluctuaciones reducen notablemente la estabilidad de
la fase de Néel alrededor de Jo/.J; = 1/2. Para el caso de espin S = 1/2, el orden de Néel es
estable (al menos dentro de la aproximacién lineal de ondas de espin) para 0 < Jy/J; < 0.29,
mientras que el orden colineal se muestra estable para 0.55 < J5/J;. En la regién intermedia
0.29 < Jo/J; < 0.55 las fluctuaciones cuédnticas son lo suficientemente grandes (al menos al
orden lineal en 1/S5) como para desestabilizar el orden magnético dando la posibilidad a una
fase desordenada. Sin embargo, el método de ondas de espin lineal no permite analizar la
estructura de tal fase. Este tema es abordado en la siguiente seccion utilizando la técnica de
bosones de Schwinger y diagonalizacién exacta.

5.2.2. Meétodo de bosones de Schwinger

En esta seccion presentamos el estudio realizado el hamiltoniano cudntico (5.14) utili-
zando el método de bosones de Schwinger en la aproximacion de campo medio desarrollado
en la seccion 2.2.2. La ventaja que tiene el utilizar éste método consiste que a diferencia de
la aproximacién de ondas de espin lineal, que considera correcciones cuanticas respecto de
un estado clasico ordenado, el método de bosones de Schwinger no considera a priori ningin
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Figura 5.10: Inversa del espin critico S. como funcién de Jy: La linea de trazos y puntos
muestra el borde obtenido que separa las regiones ordenadas y desordenadas, obtenidas
por medio del método de ondas de espin lineal. Por encima de esta linea, las fluctuaciones
cudnticas destruyen el orden magnético, y la magnetizacién alternada se anula. Para S = 1/2
(linea llena negra) hay un pequeno rango 0.29 < Jo/J; < 0.55 donde no hay orden magnético.
La linea llena azul corresponde al borde obtenido mediante bosones de Schwinger. Para
el caso S = 1/2, existe un rango 0.41 < Jy/J; < 0.6 donde el sistema tiene un gap de
espin indicando la presencia de una fase desordenada (ver figura (5.13)). La linea punteada
corresponde al limite cldsico S — oo donde el estado fundamental presenta orden de Néel
para Jo/J; < 0.5, mientras que colineal para Jy/J; > 0.5.

tipo de estado inicial. Los pasos para obtener el hamiltoniano de campo medio no son mos-
trados de manera detallada siendo equivalentes a los desarrollados en la seccién 5.1.2. Luego
de utilizar el mapeo a bosones de Schwinger y el desacople de campo medio, el hamiltoniano
puede ser reescrito como

Hur = €+ Y bi(k)- M(k)-b(k) (5.27)
donde ¢, estda dado por

3 3
0 = JINY (A2, —B2)+ kN, Z (A2 = B2) + 2N Y (AF; = BY)
=1 i=1
— N, (25 +1)(Aa+ Ap) (5.28)

y M (k) es una matriz hermitica cuyos elementos dependen de los pardmetros de campo medio
A'sy B'sy de los multiplicadores de Lagrange A4 p a ser determinados autoconsistentemente.
En la expresién (5.28) N, es el niumero de celdas en la red, los indices p, s, t etiquetan los
parametros de campo medio a primeros, segundos y terceros vecinos respectivamente, y Ay,
Ap son los multiplicadores de Lagrange introducidos para fijar el niimero de bosones en cada
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sub red 4. Tomando el valor medio de los operadores A y B obtenemos

Aa,a = <Ari,rj>
B,. = (B

’ rivrj>

(5.29)

donde los sitios r;, r; conectan sitios a primeros, segundos y terceros vecinos (respectivamente
a = p,s,t) en las direcciones correspondientes a = 1,2,3 (primeros y terceros vecinos) y
a=1,...,6 (segundos vecinos) como se muestra en la figura (5.7).

Estas ecuaciones deben ser resueltas de manera autoconsistente junto con la ecuacion que
fija el niimero de bosones en cada sitio

1
F Z(bli,a bri,0> = 295 (530)

r;,o

donde N, es el numero total de celdas. Las ecuaciones (5.29) y (5.30) involucran resolver
un sistema 24 ecuaciones acopladas para los pardmetros A’s y B’s, méas las ecuaciones de
ligadura para determinar los valores de A\*. El analisis numérico fue realizado para sistemas
finitos de hasta 3200 sitios y posteriormente extrapolados al limite termodinamico.

5.2.3. Resultados de la teoria de campo medio.

El procedimiento autoconsistente consiste en proponer valores iniciales para los parame-
tros A’s y B's entonces determinar los nuevos parametros a partir de las ecuaciones (5.29)
y (5.30) hasta que la energia y los pardmetros convergen. Después de que alcanzar la con-
vergencia del método, se pueden calcular varias cantidades de interés como la energia, la
correlacién espin-espin y el espectro de excitaciones. Con esta informacién realizamos un
diagrama de fases tentativo del estado fundamental.

A partir de los valores obtenidos de los parametros A’s y B’s se observa una imagen similar
a las fases cldsicas como en la figura (5.9). Es decir, para cada par de sitios con una con-
figuracion 11 los parametros B’s son un orden de magnitud mayor que los parametros A’s
indicando la presencia de orden ferromagnético, mientras que para una configuracion de la
forma |1 se observa el caso contrario revelando orden antiferromagnético.

Para soportar los resultados analiticos obtenidos para sistemas de muchos sitios, hemos reali-
zado célculos mediante diagonalizacién exacta del hamiltoniano de espin original (5.14) para
N = 18,24 y 32 sitios con condiciones de contorno periédicas para el caso S = 1/2 utilizan-
do las librerfas de SPINPACK [65]. En la figura (5.11-izquierda) se muestra la energia del
estado fundamental por celda unidad como funcion de la frustracién para N = 32 sitios, cal-
culado por medio de SBMFT y diagonalizacion exacta. Es interesante notar el buen acuerdo
que tienen los resultados obtenidos mediante diagonalizacién exacta y de la teoria de campo

4A diferencia del caso de la red de kagomé estudiada en la primera parte del capitulo permitimos que
los parametros de campo medio puedan tomar diferentes valores segin la direcciéon en la red y ademaés
introducimos un multiplicador de Lagrange por cada subred A4 p.
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Figura 5.11: (a): Energia del estado fundamental por celda unidad como funcién de Jy/J;
para una red de 32 sitios. Los circulos son resultados exactos (lanczos) y los cuadrados son
los resultados de SBMFT. (b): Correlacién espin-espin vs distancia X en la direccién zig-zag
obtenida mediante. Para 0 < J5/J; < 0.41, la correlacién espin-espin acuerda con una fase
de Néel con orden de largo alcance (LRO); para 0.41 < Jo/J; S 0.6 las correlaciones son

de corto alcance indicando una zona de con gap en la excitaciones y orden de corto alcance
(SRO).

medio. En la figura (5.12) se muestra el médulo de los pardmetros de campo medio antiferro-
magnéticos a primeros vecinos como funcién de Jo/J;. En (5.12) se comparan los pardmetros
de campo medio |A| a primeros vecinos calculados mediante diagonalizacién exacta y por
medio de la teoria de campo medio. Ambos resultados muestran un comportamiento similar
en la zona de la transicién: una discontinuidad abrupta para un valor determinado de Jy/.J;
(el mismo comportamiento presentan los pardmetros ferromagnéticos |B| no mostrado aqui).
Esta discontinuidad indica la presencia de una transicién de primer orden entre fases con
diferentes simetrias.

En el limite termodindmico N, — oo un estado que posee orden de largo alcance se
caracteriza, en el lenguaje de los bosones de Schwinger, por una condensacién de los bosones
en algun vector de onda ()y. Esto implica que la relacién de dispersiéon de los bosones en una
fase ordenada no posee gap. Como mencionamos anteriormente las ecuaciones de autocon-
sistencia (5.29) y (5.30) se resuelven numéricamente para sistemas finitos, por lo tanto para
detectar las regiones con gap calculamos éste como funcién de Jy/J; para diferentes tamanos
y posteriormente realizamos un escaleo. La estrapolacién del gap de las excitaciones como
funcién de J;/J; se muestra e la figura (5.13). En el rango 0.45 < Jy/J; < 0.6 el sistema
presenta un gap finito indicando una regién sin orden magnético.

En la figura (5.11-derecha) se muestran los resultados de las correlaciones espin-espin (S;S;)
a lo largo de dos direcciones particulares. Para 0 < Jy/J; < 0.45 las correlaciones pre-
sentan una estructura que se corresponde con fase ordenada tipo Néel, mientras que para
0.6 < Jy/J; las correlaciones revelan orden ferromagnético en la direccién zig-zag corres-
pondiendo a la fase colineal. El resultado mas interesante se observa en la region intermedia
0.45 < Jy/J1 < 0.6 donde los resultados son consistentes con la presencia de un gap. En esta
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Figura 5.12: Pardmetros de antiferromagnéticos |A| vs Jo/J; para espin S = 1/2, (derecha):
diagonalizacién exacta N = 24 sitios; (izquierda) campo medio. La discontinuidad de los
parametros cerca de Jy/J; = 0.6 da indicios de una transicién de primer orden entre la fase
desordenada y la fase colineal con orden de largo alcance.

regién hemos encontrado correlaciones antiferromagnéticas de corto alcance. Como ejemplo,
en la figura 5.11 se muestran las correlaciones para Jo/.J; = 0,0.2 y 0.6 en la direccién zig-zag
de la red.

Los resultados del analisis se resumen en la figura 5.10 que muestra el diagrama de fases
del estado fundamental como funcién de 1/S y Jo/J;. Por un lado, para 1/S maés chico que
una valor critico 1/S.(.Jo/J1) el sistema posee orden de largo alcance caracterizado por una
condensacién de bosones en un vector de ordenamiento ()y. Por otro lado, cuando 1/S es
mayor que 1/S.(.Jy/J;) el sistema no posee orden magnético. Del andlisis anterior surge la
siguiente pregunta: ;La fase con gap, es desordenada o presenta algin tipo de orden distinto
al magnético?. Para responder ésta pregunta, no es suficiente con la correlacion espin-espin;
es necesario calcular otra cantidad. Un tipo de orden que se puede presentar es el que se
conoce como ”orden de dimeros”. El operador de dimero de un par de sitios (i, j) esta dado
por (ver ecuacién (1.63) seccién 1.3.3)

(1 - Pl'mrj)

dy, v
i Lj 2

(5.31)
donde P;; = 2(S;, - Sy; + 1/4) es el operador de permutacién de espin. Este operador es
mayor (menor) que 0.25 cuando la correlacién de espin es negativa (positiva), igual a 1 en
un singlete y a 0 en un triplete. La correlacién ”dimero-dimero” entre sitios (i,7) y (k,[) es

D _ <dri:rj drk,l‘z> - <d1'i71'j> <drk71‘z>
(rasza) (enor) <dl‘z‘71‘j> - <dl‘¢,rj> <d1'k71'l>

(5.32)

Si p(i ),k = 1 la presencia de un dimero en el par (4, j) implica la existencia de una dimero
en el par (k,1); si p ),k = 0 los pares de sitios no estdn correlacionados. Si p(; ;) €s ne-
gativo, un singlete en el par (7, ) induce una tendencia hacia una correlacién ferromagnética
en el par (k,[). En la figura (5.14) se muestran las correlaciones espin-espin correspondientes
a cada sector del diagrama de fases; en la figura (5.15) se muestra el patrén de correlaciones
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Figura 5.13: (a): Gap de las excitaciones en funcién de Jo/J; para S = 1/2. En la regién
Jo/J1 ~ 0.6 el sistema permanece con gap. Recuadro: escaleo de tamario finito para el gap.
(i) Jo/J1 = 0.5 (v = 0.6451), (ii): Los circulos corresponden a Jo/J; = 0.05 (y = 0.911) y
los cuadrados corresponden a Jy/J; = 0.35 (7 = 0.758).

para dimeros para J/J; = 0.56. Ambos cdlculos fueron realizados mediante diagonalizacién
exacta para N = 24 sitios en Jy/J; = 0.56. Més alld de que el tamano no es suficientemente
grande como para ser concluyente, se puede observar que tanto las correlaciones espin-espin
como las dimero-dimero decaen rapidamente con la distancia indicando desorden. Este re-
sultado da indicios de que efectivamente la fase sin gap corresponde a una fase tipo liquido

de espines®.

5.2.4. Discusién y Conclusiones

Para resumir, los resultados obtenidos con diferentes técnicas sugieren la existencia de una
region (en el régimen de frustracion intermedia) donde el sistema no muestra orden magnético
para S = 1/2. Por un lado, el andlisis de ondas de espin lineal predice que la regién con orden
de Néel de largo alcance se extiende hasta Jy/J; & 0.29 y la fase colineal antiferromagnética
estd presente hasta Jo/J; 2 0.55. Por otro lado, los resultados con SBMFT predicen una
region desordenada magnéticamente para 0.41 < Jo/J; < 0.6. En esta region, la relacién de
dispersién de los bosones presenta un gap y el analisis de las funciones de correlacion espin-
espin revelan orden de corto alcance tipo Néel seguido por una fase colineal para Jy/J; 2 0.6.
Finalmente, el célculo de las correlaciones dimero-dimero mediante la diagonalizacién exacta
del hamiltoniano de espin para sistemas de N = 32 sitios, muestra que la fase desordenada
aun en discusion podria corresponder a un estado tipo wvalence bonds cristal.

Este analisis est4 atin bajo discusién como parte de un trabajo en colaboracién con el Dr. Daniel Cabra,
Dr. Carlos Lamas, Dr. Piere Pujol.
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Figura 5.14: Correlacion espin-espin, para tres valores particulares de Jy/J;. (arriba) Jo/J; =
0.25: se observa la estructura tipo Néel. (centro) Jy/J; = 0.5: la estructura es una mezcla
Néel-colineal con correlaciones que van rdpidamente a cero. (abajo) Jo/J; = 0.75: se observa
la estructura de la fase colineal con filas de espines ordenadas.
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Figura 5.15: Correlacién dimero-dimero, p( 2yx,) para Ja /J1 = 0.56 entre los pares de sitios
(1,2) y (k,1) en el estado fundamental de N = 24 sitios. Los nimeros arriba de los links (k, )
son los valores de p(1 2y(k,)- Las lineas negras (naranjas) indican valores positivos (negativos)
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Capitulo 6

Conclusiones generales y perspectivas

Finalizamos estas tesis con algunos comentarios generales sobre la metodologia empleada
y con un breve resumen de los principales resultados obtenidos.

6.0.5. Técnicas empleadas.

En el capitulo 2 presentamos algunas de las técnicas mas utilizadas para estudiar siste-
mas fuertemente correlacionados en bajas dimensiones. La primera parte del capitulo, fue
dedicada al método conocido como Bosonizacion que es una de las técnicas analiticas mas
utilizadas para estudiar sistemas fermidnicos interactuantes unidimensionales. Para poder
estudiar los sistemas de espines S = 1/2 en redes unidimensionales, estudiamos el mapeo de
variables de espin a variables fermiénicas conocido como transformacién de Jordan-Wigner.
La segunda parte fue dedicada a los métodos analiticos que permiten estudiar sistemas en
2 y 3 dimensiones. En particular, nos centramos en dos métodos muy importantes: la teoria
de “ondas de espin lineal” y la de “ bosones de Schwinger”, las cuales permiten estudiar
distintos tipos de fases del estado fundamental del modelo de Heisenberg. La parte final
del capitulo fue dedicada a la descripcién de dos técnicas numéricas para tratar sistemas
fuertemente correlacionados. Estas técnicas son Lanczos, que es un algoritmo que permite
diagonalizar matrices de dimensiones muy grandes (ej. 23¢ x 236); y DMRG, que es una
técnica que permite estudiar el estado fundamental de sistemas unidimensionales de hasta
centenas de sitios dependiendo del problema en cuestion.

6.0.6. Modelos estudiados.

En los capitulos 3, 4 y 5, presentamos el estudio de varios modelos para sistemas fuerte-
mente correlacionados. En el capitulo 3, consideramos el modelo de Hubbard con interaccio-
nes electrénicas y acoplamientos con la red, para intentar describir las propiedades aisladoras
del estado fundamental (a temperatura cero) de diversos compuestos orgénicos. En el capitulo
4, investigamos el modelo de Heisenberg de sistemas de espines frustrados magnéticamente,
acoplados con los grados de libertad de la red. Analizamos las propiedades de las posibles
fases magnetoelasticas del estado fundamental y como dependen éstas de la frustracion y del
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acoplamiento con la red. Finalmente, en el capitulo 5, estudiamos las propiedades del mode-
lo de Heisenberg en dos dimensiones en dos tipos de redes. En la primera parte estudiamos
el estado fundamental del modelo de Heisenberg en la red de Kagomé con interacciones a
primeros y terceros vecinos, revelando que la inclusion del acoplamiento a terceros vecinos
estabiliza un orden magnético. En la segunda parte, analizamos el modelo de Heisenberg en
la red hexagonal con interacciones a primeros, segundos y terceros vecinos. Nuestros resul-
tados indican que la inclusion de frustracion desestabiliza el orden magnético permitiendo la
formacion de una fase tipo liquido de espines en la region altamente degenerada del modelo
clasico.

6.0.7. Trabajos en ejecucion y perspectivas futuras.

Actualmente estan en ejecucion o préximos a iniciarse diversos estudios relacionados con
los trabajos aqui presentados. Entre ellos merecen mencionarse los siguientes:

» Influencia de términos anarmoénicos en el acoplamiento espin-fonén en cadenas de espi-
nes unidimensionales. Utilizando bosonizacién y simulaciones numéricas con DMRG,
estudiamos el rol de los términos anarmonicos en la curva de magnetizacion.

» Estados desordenados en la red de Kagomé con interacciones bicuadraticas. Esto nos
permitira determinar la estabilidad de la fase desordenada del estado fundamental, y
si la competencia de varias interacciones permite seleccionar distintos tipos de fases.

» Andlisis de la curva de magnetizacién del modelo de Heisenberg en la red hexagonal.
Esta extension tiene como objetivo principal estudiar la posibilidad de determinadas
fases desordenadas para valores racionales de magnetizacion.
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Apéndice A

.1. Bosonizacion Abeliana, d =1

En este apéndice damos méas detalles técnicos sobre Bosonizacién Abeliana. Las conven-
ciones usadas para los signos en la expresion de los campos fermionicos es muy variada en
la literatura. Nosotros usamos las reglas usadas en las referencias [45, 174]. En la prime-
ra seccion reescribimos el hamiltoniano de Hubbard en el limite continuo, en términos de
campos fermiénicos. La segunda seccién es dedicada a la bosonizacion del hamiltoniano de
Hubbard. Finalmente, el tercera seccién agregamos la interaccién con la red, que requiere
una bosonizacién con mas arménicos [86, 176, 177].

.1.1. Teoria efectiva de baja energia del modelo de Hubbard

Counsideremos el hamiltoniano de Hubbard unidimensional

N N N
Hivu=—tY Y (i Cojrrthe)+UD mng+pd n (1)

o, j=1 J=1 Jj=1

Para el caso U = 0, correspondiente al hamiltoniano de fermiones libres, el estado funda-
mental se obtiene ocupando todos los estados de particula independiente con energia menor
que la energia de Fermi, o bien trabajando en el espacio de impulsos, corresponde a ocupar
estados con impulsos en el intervalo (—kp,, kr,) (ver seccién 2.1.1). kp, (con o =1, ) son
los vectores de Fermi de cada sector de espin. A partir de estos, se pueden definir nuevos
vectores de onda k4 relacionados con la densidad del sistema y la magnetizacién

ky = kF,T+kF,¢E7Tn
k. = kF’T—kF7¢5W<M> (2)
donde n es la densidad de electrones n = N./N, y (M) la magnetizacién normalizada del

sistema dada por (M) = (Ny—N,)/N.. En el caso sin campo magnético externo, los vectores
kr . son iguales quedando

m
kaT = kF”LEk}FETL§

k- =0
ky = nm (3)
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Dado que las excitaciones de baja energia son construidas al considerar particulas con
impulsos en la vecindad de los puntos de Fermi £kp,, vamos a descomponer el campo
fermiénico en las componentes izquierda (kr,) y derecha (kp,).

Como discutimos en la seccién 2.1, los operadores de creacion y aniquilacion en términos de
los campos fermiénicos izquierdos y derechos se expresan

c(z)

S

B

= Yp(x) e T fapp(z)e hre (4)

donde ... indican términos de orden superior en el desarrollo de baja energia. Los campos
Yr(x) v ¥r(z) se pueden reescribir términos de nuevos operadores de electrones y huecos

as(k) vy Bs(k) (6 =71,1) alrededor de los puntos de Fermi,
dk ik (t—z) —ik (t+x) ot
wRﬁ({E,t) = 2— [6 CYU(]{}) +e Ba(k')]
k>0 2T

’QbL,J(ZL‘,t) _ /k % [e—ik(t-‘rm) &U<k) + 6—ik(t+a:) 5;(’6)} (5)

<0 2T

Nosotros estamos interesados en el caso independiente del tiempo (o bien ¢ = 0), tal que los
campos dependen unicamente de la variable x = ma, donde m € Z y a es el espaciamiento
de la red. La inclusion de la coordenada temporal querara clara cuando introduzcamos coor-
denadas complejas.

Ahora vamos a reescribir el producto de operadores de creacién/aniquilacién en término de
los operadores de campo:

—Cy i Coj = U5 (@)1, ()

= ethred g () em Rt Jp o (x)
+aelhro %E,g(x) ) %pgg(x) Oz ¥R, (7)
+6_ikF,a(2x+a)¢LU(x)¢Rﬂ(x) +eikp,o(2x+a)¢ga(x)¢ba(x)
taeltreQerayt ()0, , + ae PRe@e Yl ()9 g, (6)

donde los términos J, ,(z) (r = R, L) son las densidades de los campos quirales:

Jro(2) = W, (7)

De manera analoga, en el limite continuo, el operador nimero que aparece en el potencial
quimico queda

1
a Neoe = w;[,gwr,o

= Jro(2) + Jpo(x) + e 2o mpl (@), (2) + e 2o tpl (2)p.(z)  (8)
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De las expresiones (6) y (8) se puede observar que hay términos no oscilatorios y otros
oscilatorios cuya longitud de onda depende de kp,. Si un dado hamiltoniano contiene estos
términos sin singuna funcién dependiente de la posicién, solo los factores no oscilatorios
son relevantes en el sentido que no integran a cero [40]. Sin embargo, como veremos en la
seccién (.1.4) cuando incluyamos la interaccién con deformaciones de la red (fonones en el
limite adiabético), estos factores pueden conmensurar jugando un papel muy importante en
la descripcion de baja energia de sistema.

Caso no interactuante (U = 0)

Primero nos vamos a enfocar en el gas de electrones libres en una red unidimensional de
N sitios, con una integral de hopping t y potencial quimico u que fija el nimero de electrones
Ne,

N

N
Hiy = =ty > (b cojmithe)+p) n (9)

o4 J=1 j=1

En el siguiente resultado, los términos escilatorios son directamente descartados por el argu-
mento mencionado al final de la seccion anterior. Utilizando las expresiones de los operadores
fermidnicos en términos de los campos fermionicos (6) y (8) en le limite continuo, el hamil-
toniano (9) queda

Hioy = —tZ/ dx [eika"“JLJ(x)+e_ikF*”“JRJ(x)

(657020} (2) 0 (0) + 5020 (2) Dbma@)) + hc)
S [ 4o Unole) + Jna(o) (10)
El potencial quimico a temperatura cero es igual a la energia de Fermi:

pw = 2t cos(kra) (11)

de esta manera, se puede ver que al tener ambos términos (cinético y de potencial quimico),
las corrientes J, sigmq se cancelan mutuamente quedando

Moy = 1eY [ do [vh @0.0ma(o) — o] ()0, (12)
donde la velocidad de Fermi vp juega el rol de la velocidad de la luz y estd dada port.
Oe(k) = 2tasin(kpa) = vp (13)
O k=kp

'En caso de tener un término de acoplamiento con un campo magnético, la consecuencia seria que los
sectores 1| tendrian velocidades vpy = vp)
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Caso interactuante (U # 0)

Consideremos ahora adicionalmente el término de interaccion coulombiana,

Hy = U nijny. (14)
J
Usando (8) y removiendo los factores oscilatorios obtenemos

Hy = aU/dI [(Jrt + Joa)(Jry + i)
+ (ei2k+ b Lk Yy + h‘c'> + <ei2k_ "V VravL Y+ h'c'>]
= a U/ dr [(Jry + Jop)(Jry + Jry)
(e b v+ he) + (¢l 0] ony +he)| (1)

donde hemos usado que ky =2kp y k_ = 0.
Fuera de medio llenado (es decir, n # 1), los términos oscilatorios o e?4*7* pueden ser
descartados y el hamiltoniano queda

HU = a U/dl‘ [(‘]RyT + JL,T)(JR,i + JL,J,) + (@ZJ%’T@ZJL,T@Z)Li@DR,i + hc)] (16)

A medio llenado (n = 1), el término o e!4¥#% = 1 es conmensurado y corresponde a la

dispersion de particulas desde un lado de la superficie de Fermi hacia el otro. Este proceso
de dispersion se denomina umklapp:

Humldampp = U / dx (eMkF xw;,wa,ﬂ/’}tz,ﬁ/’L,i + h.c.)

= aU / da (@b}%ﬁwﬁwg&whwhc.) (17)

.1.2. Teorias conformes

Antes de mostrar las reglas de bosonizacion, es necesario introducir algunos conceptos
muy importantes como simetria conforme y dimensién conforme de operadores. En esta
seccién vamos a presentar brevemente algunos conceptos basicos y necesarios para poder
desarrollar la técnica de bosonizacion abeliana. Para una explicacion méas completa y deta-
llada el lector interesado puede consultar amplia bibliografia del tema, por ejemplo J. Cardy
[175] o P. Di Francesco el al [29].

Un punto fijo de una teoria, definida por el conjunto de acoplamientos ¢y, ..., g, corres-
ponde a un punto en el espacio de parametros, tal que la teoria es invariante frente al cambio
de cualquier tipo de escala). Una teoria con invariancia frente a rotaciones, traslaciones y
cambios de escala se dice que tiene invariancia conforme. Para el tratamiento mas formal
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de las teorias conformes, es conveniente introducir coordenadas complejas z y z definidas en
términos de la coordenada espacial z y el tiempo imaginario 7 = ¢,

z=—i(x—vt)=vr—ixz=—i(z+vt)=v7T+ix

con las correspondientes derivadas

0, =

|
N =D .

—~

—~

ag - -

[SE I e

8t + 635) @t = —ZU(aZ + 85)
(18)

Un operador O(z, Z) perteneciente a una teoria de campos conforme es llamado primario si
este escalea bien bajo una transformacion conforme, es decir

O(az,az) = a"a"0(z2). (19)

Las constantes h y h son una propiedad fundamental del operador O y son llamadas dimen-
siones conformes izquierdas y derechas respectivamente. Bajo una dilatacion pura (& = «),
el operador escalea como O'(az,az) = a=20(z, 2), donde A = a + & es la dimensién de
escala ordinaria de un operador. Bajo una rotacién, tal que a = €'? y & = e~*?, el operador
transforma como O'(e'? z,e71? z) = ¢590(z, z), donde s = h — h es llamada espin conforme
del operador.

La dimensién de escala de un operador aparece directamente en la funcién de correlacion del
operador, que es fijada por argumentos de escala, salvo una constante multiplicativa, como:

_ 1 1
(0(z,2)0'(0,0)) = peTR= (20)
Efecto de las perturbaciones
Consideremos la accién perturbada
S = So+g/ dt dz O(x,t) (21)

donde S, es la accién de una teoria en un pnto fijo y O denota un operador con dimensién
de escala A. Se puede mostrar que bajo un paso infinitesimal del grupo de renormalizacién,
con un factor de escala A = 1+ dA/A actuando sobre los vectores de onda; la inversa del
factor de escala actia sobre las coordenadas, y si x y t representan las nuevas coordenadas
reescaleadas; suficientemente cerca del punto fijo tenemos

S = S,+g / d(\t) d(Ax) O(\z, \t)

- So—f—g)\Q_A/dtde(x,t) (22)




152

Integrando tal tranformacion infinitesimal de escala, se puede mostrar que la constante de
acoplamiento escalea de la forma
2-A
g 60) (
J [ 23)
9o (5

donde & y &, son las longitudes de correlacion. Luego, la perturbacion es relevante si A < 2,
irrelevante si A > 2 y marginal si A = 2.

.1.3. Reglas de bosonizaciéon

Las componentes izquierda y derecha de los campos fermionicos, ¥1, , ¥ Vg, introducidos
en la ecuacion (4), estdn definidos en términos de los respectivos campos bosénicos ¢r,, y
@R, COMO

1 .

vag(Z) — 2ﬂ_a77R,U . ezx/lﬁﬁﬁR,a(Z) . (24)
1 —iVAar z

wL,O'(E) _ 27“177]“7" . Viar ¢, (2) : (25)

donde los operadores ¢! V47 ¢ son llamados operadores de vértice [29]. La notacion : et V4 ére
indica érden normal de operadores. Esta consiste en poner todos los operadores de aniquila-
cion a la derecha de los operadores de creacion en la expansion de los operadores de vértice.
Las cantidades 7., (r = L, R) son los factores de Klein que garantizan las relaciones de
anti-conmuntacién de los campos fermiénicos bosonizados.

A partir de los campos bosonicos quirales izquierdos y derechos, se introducen los campos
bosoénicos ¢, y su dual 6,,

0o (T,t) = po(2,2) = ¢R,U(Z) + ¢L,U(2) (26)
QU(ZE, t) = 90(2, 2) - ¢R,U(’Z> - ¢L,U(2) (27)

mientras que las derivadas con respecto a z y Z son

8,2900(272) = az¢R,U(Z) (28)
62900(272) = 82¢L,0<2) (29>

Las funciones de correlacién de los campos g, (2) y ¥ -(Z) estan dada por [29]

(6ro(2)ono(w)) = —log(z — ) (30)
(61.0(2)000(0)) =~ log(z — ) (31)
<¢R,o(z)¢L,a<w)> =0 (32)

Los productos de fermiones vienen, después de bosonizar, en producto de operadores de
vértices. Si los campos bosénicos que intervienen en los exponentes poseen diferentes grados
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de libertad, es decir distinto indice de espin ¢ # ¢’ o de sector R, L, estos productos son
simples productos de exponenciales. En caso contrario, debido al orden normal de operadores,
uno tiene que tener en cuenta las correlaciones entre los campos bosénicos

@ @PoRr(2) L iBOoR(W) . = . (@G0 R(2)HB G0 (W) . o= B{Po,R(2) bor(W))
— . @00 | |5 |5 (33)
Let@0nn(d) L giBoon(D) . o (@b TBG0L(®) |z _ | x (34)

Con estas identidades y la ecuacién (20) podemos calcular las dimensiones conformes de
los operadores de vértice

<: eiozcbf,,R(z) . (: e—ia(i)(,’R(w) )T> _ e—%log\z—uﬂ
1
-l .
z —w|=
(XY z —tx ) T 1
(: el¥9or(®) . (:6 ¢o,L( ):) = . _|£ (36)
Z —w|
de donde se extrae que la dimensiones de los operadores de vértices
2
dim [em%’“(z)} = g—ﬁ (37)
. _ a2
dim [ew‘“"’(z’z)] = (38)

Bosonizacién con mas armdnicos.

En la seccién 2.1.1 presentamos una expresién del operador fermionico v, (x) (ecuacién
(2.15)) alrededor del nivel de Fermi en término de operadores ¢ () v ¥re(z). En un
trabajo reciente D. Cabra et. al [86] presentaron un desarollo mas general construido a
partir de las expresiones de las funciones de correlacién del modelo de Hubbard [176, 177].
Este desarrollo estda dado porque

Yy(x) = e Mg () [7“1 g e 2R gl (2) () + s €T QL (@) Vg (z) + ]

ettty (x) [l1 + 1o T YL () () + I e PR () Y () + }

Py(w) = =7 (39)
donde
_ NBo _iy7méro(x)
c — ——E€ ’
wR, \/%
T JLo ~ivTéLq(@) (40)

V2r

En (39), r;, I; son constantes numéricas no-universales. Mediante calculos perturbativos [86]
se conoce que para el hamiltoniano de Hubbard, r,l; ~ 1+ a U y ry, 13,1, 13 ~ U.
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Utilizando las ecuaciones (39) y (40) se puede mostrar que la expresién bosonizada del
operador densidad (sin campo magnético externo) es,

n(z) = i) (@) + () gy (2)

1, 1 digl) + ()

2 dx

—4rly sin [2kpa 4+ V7T (er(x) + @1 (2))] cos [V (er(z) — ¢y (2))]

—4(r1ly + 172 14) cos [4 kpx + VAT (o (z) + @i(x))} (41)

.1.4. Bosonizacion del acoplamiento electron-fonén, espin-fonén.

En esta parte utilizaremos las reglas de bosonizacion para tratar el término de interaccion
de los fonones en el limite adiabédtico (seccién 1.4), con los electrones y espines (ecuaciones
(1.73) y (1.72) respectivamente). Para comenzar vamos a tratar el término de acoplamiento
espin-fonén que es mas sencillo y finalmente vamos tratar el acoplamiento electrén-fonén.

Acoplamiento espin-fonon.

Consideremos una cadena unidimensional, y para simplificar vamos a tomar la interaccién
solo a primeros vecinos. En ese caso, segun la ecuaciéon (1.72) tenemos

N
Hespl'n—fonén ~ Z (uj-i‘l - U’j) Sj ' Sj+1
j=1
N
~ Z 5]' Sj . Sj+1. (42)
j=1

Tomando el limite continuo y utilizando la ecuacién (2.57) obtenemos

Hespin—fonén ~ Oé/dl’(;(l') p(ZL‘) (43>

donde p(x) esta dado por (2.57).

La contribucién més importante en el limite de baja energia viene de la interferencia cons-
tructiva entre la modulacién d(zx) y la densidad de energia p(z).

Supongamos un patrén periédico con periodo L, a magnetizaciéon M, tal que §(z+L,) = 0(z).
Si L, es par, el ansatz mas general para el término de modulacién estd dado porque

Lp 4

§(x) = O, cos(mz)+ Z d,, COS (nQEx
: n=1

p

+ en) (44)
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M=0[M=1/3] M=1/2
L, 4 6 8
kg /2 /3 /4
Ny 2 3 4
frecuencias | 2kp 2k 2kp y 4kp
posibles

Cuadro 1: Frecuancias posibles para las deformaciones de la red §(x) para magnetizaciones
M=0,1/3y1/2.

donde 01, , 0, son las amplitudes y 6, las fases de los diferentes términos de la expansién. Si
2

. . L Ly—1
L, es impar, el primer término es cero y la suma vaden =1an = (”T)

A partir de las ecuaciones (2.57) y (44), vemos que el producto de los dos términos es
conmensurado unicamente si las frecuencias caracteristicas son proporcionales, es decir

27
nL—p = k‘F
= S1-M) (45)
4dn
= L, = Y (46)

con n € entero y M # 1. Consecuentemente, el nimero de frecuencias N,, en la expansién
de d(x) es

&] si L, es par
Ny =< ol (47)
”T}, si L, es impar
Usando el desarrollo de d(x), el término de interaccién toma la forma
Ny +4
Hespin-fonon = Z A /da: cos(nkrpzr + V2 p(z) + 1)) (48)
n=0

donde I'), es una funcién de 6, y A\, es una funcion de 9, y 6,,.

De la expresién anterior, solo van a contribuir aquellos términos no oscilatorios, es decir
nkpr =27z (con z entero).

En la tabla El ansatz para d(z) que surge al pedir conmensurabilidad en la expresién bosoni-
zada de la interaccién espin-fonon, ha sido ampliamente verificado numéricamente mediante
calculos numéricos autoconsistentes siguiendo el procedimiento debido Feiguin, et al [139].

Acoplamiento electréon-fonon.

Para el caso de la interaccion electon-fonén, el procedimiento es muy similar que se
describié en la seccién anterior. Para un patrén de deformaciones d(z) de periodo L,, la
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expresion méas general estd dada por la ecuacion (44). La diferencia que surge, es que en el
caso de electrones kr = n% donde n es la densidad del sistema.

En el caso particular de llenado 1/4 (n = 1/2), que es el que trataremos con mas detalle en
el capitulo 3. Vamos a considerar dos clases de acoplamiento electrén-fonén: acoplamiento
de Peierls, que modula los acoplamientos de hopping ?;;, y acoplamiento de Hosltein que
modifica la energia en el sitio.

Utilizando la expresién (39), los factores oscilatorios de los términos de hopping y de densidad
en el sitio quedan

(ch(z)co(z+a) +he) = —a sin(g x+ % + V27 .) cos(V2r )
—ay sin(rz + 2V27 @,) (49)
c(2)es(z) = —af Sin(g x4+ V2m .) cos(V2m ;)
—ay cos(mx + 2v27m @,) (50)

La deformacién mas general a llenado 1/4 exhibe dos arménicos:
d(x) = 03 cos(2kpx+ Ba) + 04 cos(dkpx + By) (51)

donde B y B4 son constantes que determinan el patron de la deformacién, mientras que ds y 0o
miden la amplitud de cada modo. Finalmente, la expresion bosonizada de los acoplamientos
de Peierls y Holstein son:

[PYe%!

(c}vgciﬂ,g +he) = — 5 sin(vV2m o, + B2 + g) cos(V 21 ;)
—54 (6D) Sin(2v 2 QOC)
(ngci’g +he) = dpafsin(By — V21 p.) cos(V2m @)
—26, oy cos(2V 27 )

(52)
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.2. Diagonalizacién paraunitaria.

Muy pocos problemas de muchos cuerpos admiten una solucién exacta. Entre ellos, uno
de las formas mas comunes son hamiltonianos cuadraticos que consisten de operadores de
creacion y aniquilacion. En este apéndice mostramos brevemente el caso de hamiltonianos
bosoénicos siendo el caso de fermiones muy similar en cuanto al procedimiento.

La diagonalizacién de un hamiltoniano bosonico cuadrético de la forma

Ho= ) - Mk)- T, (53)
k
Uy = (al((l), af), e al({N), a(_ll)j, a(_Ql)j, ey a(_]\l?T) (54)

con N el nimero de especies bonénicas y M (k) una matriz hermitica requiere mas que una
simple transformacién unitaria, debido a la necesidad de preservar las relaciones de con-
mutacion bosénicas de los nuevos operadores. Se necesita entonces una transformaciéon de
Bogoliubov generalizada (diagonalizacién paraunitaria), cuyos detalles pueden ser consulta-
dos en [178]. Para diagonalizar el hamiltoniano (54), definimos una transformacion

Ty = T Wy (55)

T = (00,62, o 0T p D, (56)

Tanto los operadores a’s y b's deben satisfacer las relaciones de conmutacién bosoénicas,
[Wa, Ul ] = Oie (0%)as (57)

Yo Tl 5] = Ok (0%)ass (58)

donde

o3 — Inxn 0
O _IN><N

usando las ecuaciones (55) y (58) tenemos

Wio, Ul 5] = Ty (T1)5,8[ T T 4] (59)

<=
—~
D
o]
=

o’ T-0%- T (61)
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Utilizando esta transformacién en el hamiltoniano (54) tenemos

Moo= > YiosTosMEK)T Ty (62)
k

donde 03T 03 M (k) T~ = M (k) es una matriz diagonal.
Finalmente el hamiltoniano diagonal queda

Moo= ) Y- Mk)- T
k

(0% 0% 1
Ho= ) 2wk, (bfﬁ-b§<>+§> (63)
k,a

(64)

donde o =1, ..., N y w, (k) son los autovalores de la matriz M (k).
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