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RELACIONES DE INCERTEZA'Y ORIENTACIC)N
DEL ESPIN EN SISTEMAS ATOMICOS
REALISTAS

Resumen

En esta tesis se analiza el problema de la persistencia en la orientacién del espin y la reduccién de
las fluctuaciones en sus componentes, cuestién que se denotard genéricamente como “squeezing”,
en sistemas atémicos de dos y tres niveles activos. En particular, se estudian cadenas de N dtomos
de dos niveles en presencia de un campo de radiacién. Se consideraron las interacciones entre ato-
mos dependientes del sitio, la interaccién de los dtomos con el campo de radiacién, y los efectos
de disipacién debidas a un ancho de frecuencia en el campo de radiaciéon. También se aborda el
problema de sistemas de dtomos de tres niveles puestos en cavidades electromagnéticas de uno y
dos modos, especificamente. Asi mismo, se evalta la dependencia del pardmetro de squeezing al

tener en cuenta interacciones del tipo dipolo-dipolo entre dtomos.
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Introduccion

En Mecanica Cudantica las propiedades de un sistema fisico estan descriptas por
operadores, y la medida de dichas propiedades corresponde a los valores esperados
de los mismos sobre la funcion de estado que representa al sistema. Los valores es-
perados de los operadores dependen del estado del sistema. La precision con la que
se puede predecir el resultado de la medicién depende de cudn bien definido estéa el
estado respecto de la propiedad asociada al operador. A diferencia de la mecanica
clasica, la mecanica cuantica pone limites a la precision con la cual se puede conocer
el estado de un sistema. El limite esta dado por las relaciones de incerteza de Heisen-
berg (Robertson, 1929), en las cuales el producto de incertezas de dos operadores es
mayor o igual a cierta constante por el valor de su conmutador. Ejemplo de ello, son
las relaciones de incerteza de los operadores posicién y momento, o las relaciones de
incertidumbre entre las diferentes componentes del momento angular.

Utilizando las relaciones de incertidumbre de Heisenberg, es posible clasificar los
estados de un sistema respecto de los factores del producto de incertezas de dos
operadores en dicho estado. Un estado que sature la desigualdad de Heisenberg, es-
to es, que alcance la igualdad de la expresion, se dird que es un estado de minima
incerteza. Si ademas las incertezas de ambos operadores son iguales, estos definen el
“limite cuantico estandar”. En particular, un estado que disminuye las fluctuaciones
de un operador, respecto a otro, por debajo del limite cudntico estandar se dird que
esta “comprimido”, o que presenta “squeezing”'en ese operador. Las primeras medi-

ciones de estados que presentaban esta compresién fueron realizadas por Slusher et

1La traduccién literal de la palabra inglesa squeezing es: exprimir, comprimir o estrujar. En esta tesis se la

utilizard para denotar estados “comprimidos” en incerteza. Para una definicién mads precisa ver la Seccién 1.3.



al.(1985), en los laboratorios AT&T. En este tipo de experimentos se generan esta-
dos del campo electromagnético donde la incerteza de una de sus cuadraturas? toma
valores por debajo del “ruido”. Una de las aplicaciones inmediatas que se le dio a
este tipo de estados del campo electromagnético fue para mejorar la sensibilidad de
experimentos interferométricos (Hollenhorst and N., 1979; Lett et al., 1984) y ac-
tualmente se mantiene el interés en utilizarlos en detectores de ondas gravitatorias
(Schanabel, 2008).

En la actualidad este tipo de estados tiene gran interés en el campo de investigacion
de la computacion cudntica ya que, si en una variable se pudiera “imprimir, contro-
lar y leer” informacién reduciendo su incerteza lo suficiente a expensas de que otras
aumenten, se podria utilizar esa variable como un dispositivo de almacenamiento y
procesamiento de informacion. Para un sistema cuédntico aislado la unidad funda-
mental de informacion es el bit cudntico (o qubit), que basicamente es un sistema
de dos niveles que puede ser preparado como superposiciéon de dos estados. Los re-
querimientos Optimos para un hardware destinado a procesamiento de informacion

cuantica (Di Vincenzo, 2000) pueden resumirse como:

1. El sistema cuéntico (coleccién de qubits) debe poder inicializase en un estado

bien definido.

2. Se debe poder realizar operaciones unitarias arbitrarias de manera que sea

posible llevar el estado inicial a un estado entrelazado arbitrario.
3. La medida de los qubits debe realizarse con la mayor eficiencia posible.

Los dos primeros items demandan que los qubits estén lo mejor aislados posibles del
entorno para asegurar estados iniciales puros y para preservar su caracter de super-
posicion, ademas ellos deben poder interactuar fuertemente entre si para poder vol-
verse entrelazados. Dentro de las distintas propuestas de hardware cuantico la familia
mas atractiva de dispositivos de procesamiento de informacion cuantica provienen
del drea de la fisica atémica y 6ptica cudntica (Scully and Zubairy, 1997; Peng and

Li, 1998; Klauder and Sudarshan, 2006), como lo son por ejemplo: las trampas de

20peradores adimensionales que representan las componentes seno y coseno del campo electromagnético



iones, las redes épticas y las trampas magneto-Opticas. En estos dispositivos, ato-
mos y fotones son manipulados en un medio controlado donde los acoplamientos son
conocidos, ofreciendo un aislamiento del entorno que no se puede obtener en otros
sistemas fisicos. La idea general en este tipo de sistemas es utilizar atomos frios, en
un arreglo geométrico, como qubits que pueden servir de memorias o fuentes locales
de entrelazamiento para procesamiento de la informacién. Esto es posible, dada la
estabilidad de los estados que poseen los dtomos frios. Por otro lado, fotones indi-
viduales son la forma natural de comunicacion cuantica ya que pueden atravesar
largas distancias en la atmésfera, o fibras opticas, con muy poca perturbacion.
Entre estos dispositivos de computacién cuantica con atomos frios, los que utilizan
atomos neutros (Brennen et al., 1999; Jaksch et al., 1999; Ahn et al., 2000), son
particularmente interesantes, debido a los largos tiempos de coherencia de los es-
tados atémicos internos y las bien desarrolladas técnicas de enfriamiento y captura
en redes Opticas, trampas de luz fuera de resonancia, y micro trampas magnéticas
(Briegel et al., 2000). En particular, los acoplamientos dipolo-dipolo entre estados de
Rydberg proveen una interaccion fuerte que es deseable para la implementaciéon de
compuertas de dos qubits en atomos neutros (con los tiempos tipicos de operacién
de la compuerta mucho mas pequeno que las escalas de tiempo asociadas con el
movimiento de los dtomos en el potencial confinante) (Jaksch et al., 2000).

En general, la interaccién entre luz localizada y fuentes de espin, como lo son niveles
atémicos, producen transferencia de espin (Lyakhov et al., 2007; Campos Venuti
et al., 2007) y desviaciones de los valores esperados, en comparacién con los valores
dados por la conmutacion estdndar y las relaciones de incertidumbre (Walls and
Zoller, 1981; Prakash and Kumar, 2005; Kitagawa and Ueda, 1993; Drummond and
Ficek, 2004). Recientemente se han reportado notables resultados en la transferen-
cia de espin entre estados atémicos y del campo electromagnético en experimentos
de teleportacién cudntica (Furusawa and Takei, 2007; Takei et al., 2005; Sherson
et al., 2006; Yonezawa et al., 2007; Lyakhov et al., 2007; Brey et al., 2007; Rabl and
Zoller, 2007; Campos Venuti et al., 2007; Romero-Isart et al., 2007; Joo et al., 2006;
Fermani et al., 2007).



En el estudio de fenémenos de transferencia de espin un factor adecuado para ca-
racterizarlos es el llamado factor de squeezing que, en general, mide la compresién
de la incerteza de alguna de las componentes de espin, respecto de otras, respetando
el limite natural que pone las relaciones de incerteza. El estudio de las condiciones
bajo las cuales se puede dar este fenémeno, de compresién en la incerteza, es motivo
de una actividad creciente tanto experimental como tedrica y particularmente lo es
en el campo de la informacién cuantica, donde la transferencia de espin juega un
papel decisivo en el procesamiento de la informacion.

Para los sistemas de espines existen varias definiciones del pardmetro que da cuenta
de la compresién en incerteza de un operador en dicho estado, o squeezing (Rojo,
2003). Una definicién particularmente interesante es la dada por Kitagawa y Ueda
(1993) ya que no solo da cuenta de la compresion de la incerteza de alguna de las
componentes del espin, sino que ademas indica si los espines que componen al sis-
tema se encuentran correlacionados. Recientemente Messikh (2003) mostré que para
sistemas de dos atomos tipo Dicke la definicién de squeezing dada por Kitagawa y
Ueda (1993) es equivalente a la presencia de entrelazamiento. En general la presen-
cia de squeezing en un sistema de atomos de dos niveles es una condicion suficiente,
aunque no necesaria, para que haya entrelazamiento (Sgrensen and Mglmer, 1999).
Lo que sigue es una revisién general de la literatura asociada al problema. Histérica-
mente los estados comprimidos del campo electromagnético fueron los primeros en
ser estudiados tedrica y experimentalmente, y han recibido atencion constante des-
de las primeras publicaciones hace més de 20 anos (Walls, 1983; Hong and Mandel,
1985). Un repaso amplio del tema ha sido presentado en la referencia (Drummond
and Ficek, 2004). Rangel et. al (2005) han obtenido expresiones analiticas para el
operador densidad de un sistema de iones de dos niveles en un potencial armoénico
en una cavidad 6ptica, y han mostrado la transferencia de espin y el fenémeno de
compresion en incerteza en el movimiento de los atomos. Estos autores han mostra-
do que se puede generar resurgimiento periodico de la compresion de incerteza de
los estados de movimiento del i6n y de los campos propios de la cavidad. La re-

ferencia (Rubin-Linares and Moya-Cessa, 2005) propone un esquema simple para



medir squeezing y las propiedades de fase de un campo arménico en interaccién con
un sistema de atomos. En esta referencia se muestra que mediante la medida de la
polarizacién atémica es posible medir propiedades de los campos de radiacién. En
general cuando se habla de la medicion de las propiedades de un sector del sistema,
sin incrementar la incerteza en una medicién posterior, a expensas de la medicién de
las propiedades de otro sector, se habla de medidas cudnticas sin demolicién (MC-
ND). Un ejemplo de esto es medir el valor de una componente de espin asociada
a un sistema atémico, midiendo las componentes de un campo de radicacion, en
interaccién con los atomos, direcciones que no coinciden con la direccion del espin
que se quiere medir (Takahashi et al., 1999). En la referencia (Pgulsen and Mglmer,
2001) se ha estudiado la transferencia de correlaciones de tipo cuantico desde el
sector atomico del problema hacia el sector de radiacién, por medio de la dispersion
Raman de un pulso ldaser sobre una muestra de atomos previamente orientada. En
esta referencia también se muestra que, bajo condiciones adecuadas, la informacion
cuantica contenida en los estados colectivos atomicos, en este caso la maximizacion
del espin en cierta direccion, puede ser transferida al pulso de luz. La compresién de
incerteza del espin atémico bajo emisiones colectivas atémicas se estudio en la refe-
rencia (Yukalov and Yukalova, 2004), donde se desarrollé6 un método para gobernar
la evolucion temporal de la incerteza del espin atomico y se estudié la incidencia
en las emisiones colectivas de los atomos por utilizar un estado comprimido del
campo electromagnético como estado de vacio. La relacion entre el entrelazamiento
y propiedades del squeezing del espin para sistemas particulares, consistentes en
atomos con dos niveles o bien cavidades con dos modos caracteristicos, han sido
estudiados en las referencias (Zeng et al., 2005; Josse et al., 2004). Wang (2001) es-
tudié el squeezing del espin en un sistema no-lineal donde se enfatiza el caracter de
estado coherente asociado al sector de espin de los estados atéomicos involucrados. En
la referencia (Wang and Sanders, 2003) se estudia la relacién entre las cuadraturas
del campo de radiacién, y la compresién de incerteza de los estados atomicos. Genes
et al. (2003) describen un conjunto de N dtomos de dos niveles interactuando con

los modos de una cavidad, muestran que se puede obtener compresién en incerteza



tanto para atomos como para los campos de radiacion si el estado inicial de la cavi-
dad guarda cierta relacién de coherencia con respecto a las excitaciones atomicas.
En particular se puede lograr compresion en incerteza si el estado inicial proveniente
del campo de la cavidad tiene un nimero de coherencia entre estados que difiere en
dos. En referencia a una solucién analitica del problema se ha encontrado que la
misma es valida si el nimero de atomos es mayor que el niimero medio de fotones
considerados en la cavidad. En este limite el grado de compresion en incerteza del
espin aumenta con el valor medio del niimero de fotones.

Un analisis detallado de un dispositivo légico basado en interacciones dipolo-dipolo
de dtomos de Rydberg 6pticamente atrapados se presentan en (Saffman and Walker,
2005; Saffman and Mglmer, 2008). Mas recientemente en la referencia (Lukin et al.,
2001), se presté atencién al fenémeno conocido como “bloqueo-dipolar”. Cuando
varios atomos estan suficientemente cerca, la presencia de un atomo excitado causa
un corrimiento en energia de todos los atomos que es lo suficientemente grande co-
mo para prevenir excitaciones resonantes de mas de un atomo en la muestra (Lukin
et al., 2001). Este fenémeno de “bloqueo-dipolar”tiene potencial para crear conjun-
tos fuertemente acoplados con un nimero moderado de dtomos (Brion et al., 2007).
Experimentos recientes han puesto de manifiesto senales de las interacciones de Ryd-
berg necesarias para el “bloqueo-dipolar”, en estados con niimero cuantico principal
grande (Saffman and Mglmer, 2008; Walker and Saffman, 2008). En las referencias
(Johnson et al., 2008; Saffman and Mglmer, 2009) se estudiaron las oscilaciones de
Rabi entre estados fundamentales y de Rydberg en 8" Rb. Ellos han observado oscila-
ciones coherentes de poblacién para un atomo, mientras la presencia de dos o mas
atomos destruyen la coherencia de la oscilacion. La generacion de entrelazamiento
multipartito via bloqueo de Rydberg asimétrico se discute en (Saffman and Mglmer,
2009). Entre los sistemas en estudio, resultan de interés los conjuntos de atomos
de tres niveles en presencia de campos laser e interactuando entre si por medio de
interacciones dipolo-dipolo. Por ejemplo se pueden ver en las referencias (MacOvei
et al., 2005; Kiffner et al., 2007; Wang, 2009), donde se describe la implementacién

de la manipulaciéon coherente de dtomos de tres niveles interactuando via interac-



ciones dipolo-dipolo.

En particular, el problema de reconstrucciéon de espin en mediciones cuanticas de
no-demolicién (Shaffman et al., 2009; Teper et al., 2008; Oblak, 2005) esté es-
trechamente relacionado con la compresién de la incerteza de espin (Hagelstein and
Chaudhary, 2008; Nielsen and Mglmer, 2008; Echanis and et al., 2005; Korbicz et al.,
2006).

Una caracteristica comiin entre los modelos tedricos introducidos en las referencias
que comentamos hasta el momento, es la consideracion de la interaccion entre niveles
atémicos y fotones. Desde el punto de vista tedrico, estos mecanismos de transferen-
cia de espin entre componentes bosénicos (fotones) y los dtomos, se pueden estudiar
utilizando el Hamiltoniano de Dicke (1954) y también Hamiltonianos pertenecientes
a la familia de los modelos llamados de Tavis-Cummings (Tavis and Cummings,
1968; Jaynes and Cummings, 1963; Buley and Cummings, 1964; Cummings, 1965).
La estructura general de los Hamiltonianos que describen este tipo de interacciones
pertenecen a la familia de acoplamientos presentados en el trabajo de revision de
Klein y Marshalek (1991). Estas formas son particularmente susceptibles de ser ex-
presadas mediante expansiones o mapeos, bosonicos (Civitarese and Reboiro, 1998;
Civitarese and Reboiro, 1999). Las técnicas de mapeo bosénico permiten la genera-
lizacion, en formas simples de interaccion que se han utilizado hasta ahora, como el
de Hamiltoniano de Dicke (1954) o el de Tavis y Cummings (1963), por ejemplo. La
extension del esquema adoptado para atomos de dos niveles interactuando con un
campo de radiacién fue aplicado al estudio del squeezing en sistemas atémicos de
tres niveles (Wadkiewicz et al., 1987; Ficek and Drummond, 1991a; Ficek and Drum-
mond, 1991b; Javanainen and Gould, 1990). Recientemente en la referencia (Civ-
itarese and Reboiro, 2010) se aplicaron representaciones algebraicas q-deformadas
al tratamiento de sistemas de espines en interaccion con un campo electromagnético
demostrando la equivalencia entre el esquema de acoplamientos fermién-bosén. Para
ello se utilizaron y extendieron técnicas algebraicas y computacionales que origina-
riamente es comun en el problema cudntico de muchos cuerpos y sistemas cuanticos

con un nuimero finito de grados de libertad.



En esta tesis se estudia la aparicion de squeezing de espin en sistemas espin-bosones,
formados por niveles atémicos (espines) y campos de radiacién (fotones) que son
de interés en computacion e informacién cuantica. En particular se estudiaron sis-
temas a temperatura cero, cuyos Hamiltonianos corresponden a sistemas realizables
experimentalmente con atomos frios. Estos son: atomos frios en cavidades electro-
magnéticas, trampas magneto-épticas, redes 6pticas unidimensionales, y trampas de
iones.

En el Capitulo 1 se presentan elementos tedricos que se utilizaron en esta tesis y, en
forma breve, algunos experimentos con atomos frios donde el fenémeno de squeezing
es de interés. Se introduce la funcién de cuasi-distribucion de Wigner, y como se la
mide para el caso del campo electromagnético. Se presentan las representaciones de
momento angular y los estados coherentes de espin. Ademads se comentan distintas
definiciones del squeezing de espin, donde se presta especial atencién a la definicion
introducida en el trabajo (Kitagawa and Ueda, 1993). Se introducen los modelos de
Dike, Jaynes-Cummings y las medidas cudnticas de no-demolicién (MCND). Para
finalizar, se presentan en forma resumida algunos experimentos y propuestas experi-
mentales donde el parametro de squeezing es una cantidad de interés. Estos sistemas
son: cavidades electromagnéticas, trampas magneto-opticas, redes Opticas y trampas
de iones.

En el Capitulo 2 se estudia la dependencia del squeezing en dtomos de tres niveles,
en una configuracién escalera (Z), que se encuentra en resonancia con un campo
de radiacién. Para esto, se introduce el modelo algebraico utilizado y se presentan
los detalles para construir la evolucién temporal de los operadores de espin de un
Hamiltoniano que describe las excitaciones atéomicas de A atomos de tres niveles
inducidas por el intercambio de fotones. Se estudia la dependencia del parametro de
squeezing respecto de las parametrizaciones de las constantes del modelo, el valor
del nimero medio de fotones.

En el Capitulo 3 se extendié el modelo del Capitulo 2 para estudiar un sistema de
atomos de tres niveles en una cavidad que posee dos modos (Dantan et al., 2003;

Vogel and Blatt, 1992; Dalton et al., 1994; Ficek et al., 1995), en las configuraciones



=, A y V. Para modelar las interacciones atomo-atomo se incluyeron interacciones
efectivas dipolo-dipolo (Varada and Agarwal, 1992; Agarwal and Patnaik, 2001).
Se estudié la aparicién del squeezing atémico (Drummond and Ficek, 2004; Cerf
et al., 2007) en base a la asimetria de las constante de acoplamiento en la interac-
cion atomo-foton del Hamiltoniano propuesto, asi como también por la inclusion del
término de interaccién dipolo-dipolo (Civitarese and Reboiro, 2006; Reboiro, 2008).
En el Capitulo 4 se estudia el squeezing de espin en una cadena de atomos localiza-
dos, de dos niveles, en interaccion con fotones. El Hamiltoniano del sistema consiste
de un término de radiacién, un término de interacciones atomo-atomo y atomo-
radiacién. Se modelan efectos disipativos a través de interacciones de intercambio
atomo-fotén con constante de acoplamiento compleja.

En el Capitulo 5 se estudié numérica y analiticamente la dependencia del squeezing
de espin para una cadena de atomos de dos niveles con interacciones periddicas de-
pendientes del sitio. En particular se utilizé la aproximacién TDA para estudiar la
dependencia del squeezing con el nimero de atomos utilizados en la cadena.
Finalmente, se presentan las conclusiones generales obtenidas en el desarrollo de la
tesis.

Se incluye un apéndice referido a la cuantizacién del campo electromagnético, squee-

zing del campo electromagnético y atomos frios.

Los resultados obtenidos en el desarrollo de esta tesis fueron presentados en las

siguientes reuniones cientificas

» XL Latin American School of Physics (Elaf 2010): “Symmetries in Physics”.
Lugar: D.F., Mexico. Julio 2010.

Seminario: “Spin Squeezing in Atomic Systems”

= “IT Quantum Information School and Workshop, Paraty 2009”.
Lugar: Paraty, Rio de Janeiro, Brasil. Septiembre 2009.

Poster: “Spin Squeezing in a 1/2 spin chain with dissipative interactions”

= Giambiagi Winter School: “The Quantum Mechanics of the XXI Century: Ma-
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nipulation of Coherent Matter”.
Lugar: UBA, Buenos Aires, Argentina. Julio 2009.

Poster: “Atomic Spin Squeezing in presence of dissipation”.

Y han sido documentados en las siguientes publicaciones cientificas internacionales

con referato:

= Atomic Squeezing in three-level atoms with effective dipole-dipole atomic in-
teractions.
O.Civitarese, M.Reboiro, L.Rebon and D.Tielas.
Phys. Lett. A 374 (21), p.2117-2121, (2010a).

= Squeezing in a spin-chain with site dependent periodic and long range interac-
tions.
O.Civitarese, M.Reboiro, L.Rebon and D.Tielas.
Phys. Lett. A 374 (3), p.424-430, (2010b).

= Spin Squeezing in presence of dissipation.
O.Civitarese, M.Reboiro, L.Rebon and D.Tielas.
Phys. Lett. A 373 (7), p.754-758, (2009).

= Atomic spin squeezing in tree level atoms.
O.Civitarese, M.Reboiro, L.Rebon y D.Tielas.
Rev. Mex. Fis. 54 (3), p.24-29, (2008).
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Capitulo 1

Elementos tedricos y sistemas de
interés

Este capitulo tiene por objetivo introducir algunos de los elementos tedricos que
se utilizaron en el trabajo de tesis y presentar varios experimentos donde resulta de
interés el estudio de la compresion en la incerteza del espin (spin squeezing). Se in-
troduce la funcién (de cuasi-distribucién) de Wigner y se muestran sus propiedades.
Se describe el procedimiento experimental para medirla en el caso del campo elec-
tromagnético, y se explica como se clasifican los distintos estados en funcién de
las incertezas de sus cuadraturas. A continuacién se presentan las representaciones
de espin que se utilizaran en la tesis y se construyen estados coherentes de espin.
Seguidamente, se exponen distintas definiciones de squeezing de espin que se en-
cuentran en la literatura y que utilizamos en capitulos posteriores. Para finalizar, se
comenta la nocién de media cudntica de no demolicion (MCND), y se desarrollan
varios experimentos y propuestas experimentales con atomos frios donde la compre-

sién en la incerteza de espin es de interés.

1.1. Funcién de cuasi-distribucién de Wigner

El estado mecanico de una particula clasica queda determinado al conocer su
posicién y su momento, lo cual puede ser representado como un punto en el espacio
de fases. Si se tiene un conjunto de particulas, la probabilidad de encontrar una

con un cierto valor en el espacio de fases estd especificado por una distribucion de
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probabilidades, esto es, la densidad de Liouville. Esta interpretacion no se aplica
al caso cuantico debido al caracter no-conmutativo de los operadores y al principio
de incerteza. En mecénica cuantica la cuasi-distribuciéon de Wigner juega un papel
analogo, al de la distribucion de Liouville. Esta cuasi-distribucién no satisface todas
las propiedades de una funcién de distribucién, pero si cumple con todas las condi-
ciones de borde que se requiere de una distribucion. Por ejemplo, la distribucion
de Wigner toma valores negativos para estados que no tienen ninguna contraparte
clasica, y es un indicador practico de interferencias. La funcion de Wigner puede
ser suavizada mediante un filtro de tamano mayor a h, por ejemplo, realizando una
convoluciéon Gaussiana en el espacio de las fases obteniendo asi la representacién de
Husimi (Husimi, 1940; Leonhardt, 1997). Esto da lugar a una funcién semi-definida
positiva la cual puede pensarse como una aproximacion semi-clasica rudimentaria.

La funcién de Wigner P(x,p) se define como:

1 [~ ,
Plap) = [ 0@+t = p)eniay, (1)

donde v es la funcién de onda y x y p son la posicion y el momento, aunque podrian
ser cualquier par de variables conjugadas. Se puede interpretar esta funciéon de cuasi-
distribucién como la transformada de Fourier de la densidad de probabilidad de que
una particula que “salta” del punto ' = x —y/2 al punto 2" = x+y/2. Esta funcién

es simétrica en x y p ya que

Par) = [ o+ ol -ge g (1.2

donde ¢ es la transformada de Fourier de .
En el caso general, donde se incluyen estado mezcla, se define la transformacién de
Wigner sobre la matriz densidad del sistema como

1

P(z,p) = — / (x + ylp|z + y)e* P/ dy. (1.3)

La transformacién (o mapeo) de Wigner es la inversa de la transformacién de Weyl
(Zachos et al., 2005), que mapea el espacio de fases de funciones al espacio de Hilbert
de operadores, en la cuantificacién de Weyl.

La funcién de Wigner satisface las siguientes propiedades:
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1. P(x,p) es real.

2. Las funciones de distribucion de x y p estdn dadas por las marginales:
a) [*°_dpP(z,p) = (z|p|z). (Para un estado puro se tiene [*° dpP(z,p) =
[ (2)]?).
b) 7 dxP(z,p) = (p|p|p). (Para un estado puro se tiene [°° daP(x,p) =
|6(p) ).

3. ffooo dx ffooo dpP(z,p) =Tr(p) = 1.

4. De las dos primeras propiedades se deduce que P(z,p) puede ser negativa, a

excepcion del caso correspondiente a estados coherentes.

5. Posee las siguientes simetrias de reflexion:
a) Simetria temporal: (x) — ¢(x)* = P(x,p) — P(x,—p).
b) Simetria espacial: ¥(z) — ¥ (—z) = P(z,p) — P(—z, —p).

6. Es invariante de Galileo ¥(z) — ¢ (x + y)* = P(z,p) — P(z +y,p).

7. La superposicién de dos funciones de onda se puede calcular como:

[(|O)|? = [ dx [7 dpPy(z, p)Ps(, p).

8. Los valores medios de los operadores se pueden calcular con sus respectivas
transformaciones de Wigner:
a)g(z,p) = 2rh [ dy(x — y/2|Glz + y/2)ePv/,
b)(z|G|x) = [ @eip(w—y)/ﬁg@Qﬂ’p)'

—0 h

9. A partir de la desigualdad de Cauchy—Schwarz se puede ver que —% < P(z,p) <

>0

1.1.1. Medicién de la funcién de Wigner y estados del campo electro-

magnético

No es posible medir en forma directa la funciéon de cuasi-distribuciéon de Wigner.

En su lugar se mide, experimentalmente para diferentes dngulos, la distribucion
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Figura 1.1: Esquema experimental para medir las cuadraturas del campo electromagnético.

marginal de una de las cuadraturas rotadas para luego reconstruir la funcion de

Wigner del estado. Para esto, hay que tener en cuenta el siguiente resultado
P(€,0) = W (Ecosh, Esind). (1.4)

El cual, nos dice que la funcién caracteristica (transformada de Fourier) de una
cuadratura rotada p(&, 6), coincide con la transformada de Fourier de la funcién de
Wigner en coordenadas polares VNV(f cos ), ¢ sinf). Entonces, midiendo las distribu-
ciones marginales (rotadas), se puede calcular su funcién caracteristica y a partir de
la misma la funciéon de Wigner correspondiente.

En la Figura 1.1 se muestra un esquema experimental para medir las las cuadra-
turas del campo electromagnético. El funcionamiento basico es el siguiente: el haz
de la senal Fy (que se quiere medir) y un haz auxiliar Egy, inciden en un divisor de
haz y emergen de este dos haces Fou1 v Fowse. Podemos asociar a este esquema los

operadores de destruccion del campo electromagnético a, b, c y d, tales que:

Es — a, EOutl — G, (]-5>
Eor — b, Eour — d. (1.6)
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Los operadores de destruccion ¢y d, para un divisor de haz 50/50, quedan relaciona-

dos con los incidentes de la siguiente forma

1
c=—(a—0), d:E(a%—b). (1.7)

Los fotodetectores 1 y 2 miden las intensidades, nimero medio de fotones, {(cfc) y
(d'd) de cada haz emergente. Un dispositivo electrénico realiza la diferencia de las
intensidades en los detectores I. Analiticamente la diferencia de intensidades I se

escribe
I=d'd—cle=a'b+bla. (1.8)

Si el haz auxiliar es un estado coherente lo suficientemente intenso se pueden reem-

plazar los operadores b v bt por sus versiones clasicas Be'“'=% y Be~/«w!=0) y ge

obtiene
I=B [aei(‘“t_e) + aTe_i(“’t_e)} : (1.9)
Teniendo en cuenta la dependencia temporal de los operadores a = age ™", af =
ale™" se obtiene
I=8B [aoe_ie + aieie] : (1.10)

que es proporcional a la cuadratura rotada Xy =1/ V2 (aoe_w + alew). Para variar
la fase relativa 6, entre el haz de la senal y el haz auxiliar, se utiliza un espejo sujeto
a un piezoeléctrico al que se lo somete a una corriente sinusoidal.

Los resultados de medir las cuadraturas del campo electromagnético, dado su
caracter cuantico, son variables estadisticas. Esto es, variables que estan distribuidas
aleatoriamente de acuerdo con la probabilidad determinada por el estado del sis-
tema. Un indicador de la precision con la que se mide es su dispersion AXy. El
valor minimo del producto de las dispersiones que se obtienen al realizar dos me-
didas simultaneas esta acotado inferiormente por al principio de incerteza. En la
Figura 1.2(a) se muestran los resultados esqueméticos que se obtendrian al realizar
medidas de las cuadraturas para un estado coherente del campo electromagnético.

Estos estados presentan idéntica dispersion para sus cuadraturas y son la minima
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Figura 1.2: Cuadraturas y campo eléctrico en funcién del tiempo. a) Para un estado coherente. b)

Para un estado que presenta compresion en incerteza.

posible, esto es AX; = AX, =1 (ver Apéndice B.2). Por otra parte, la Figura 1.2(b)
muestra un estado que presenta reduccién de incertezas en una de sus cuadraturas,
a expensas del incremento en su conjugada (ver Apéndice B.3). Si la reduccién de
la incerteza en una de las variables es tal que toma un valor por debajo del limite
cudntico estandar! se dice que el estado se encuentra “comprimido” en incerteza.
En la Figura 1.3 muestra un ejemplo de la reconstruccién de la funciéon de Wigner

a partir de las medidas del campo electromagnético.

Ver Seccién 1.3.
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Figura 1.3: Funcién de Wigner para variables conjugadas X; y X5. a)Funcién de Wigner para un
estado coherente. b)Funcién de Wigner para estados comprimidos en incerteza en la variable Xj.

¢)Idem (b) en la variable X5.

1.2. Estados coherentes, representaciones y estados cohe-

rentes de espin

Los estados coherentes de un sistema cuantico han tenido una amplia utilizacion
en distintos problemas fisicos puesto que, bajo ciertas condiciones, pueden constru-
irse con dispersion minima y en este sentido son los més “parecidos” a los estados
clasicos. Una propiedad importante, que tienen estos estados, es que forman una base
sobre completa y que no son ortogonales entre si. Estas propiedades, mas alla de la
aparente dificultad para trabajar con ellos, brindan la posibilidad de describir sis-
temas cuanticos en forma realista. Por ejemplo se puede mencionar el caso del campo
electromagnético (ver Seccién B.2, del Apéndice B) en el cual un haz de ldser, muy
por encima del umbral, puede ser muy bien descripto por un estado coherente. En
lo referido a esta tesis se utilizan estados coherentes del oscilador arménico, para
representar estados de radiacion electromagnética, y estados coherentes de espin.
A continuacién se da la definicion formal de los estados coherentes para un grupo
en general, luego se muestran las representaciones de espin y se detalla la construc-

cién de los estados coherentes de espin utilizada en esta tesis. La forma de construir
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los estados coherentes del oscilador arménico, y sus propiedades, se detallan en la

Seccion B.2 del Apéndice B.

1.2.1. Estados coherentes

Sea T'(g) una representacion unitaria irreducible de un grupo de Lie G, que actia

sobre un espacio de Hilbert H de un sistema cuantico:

¥) € H, T(9)l¥) = |¢g) (1.11)

Se llama subgrupo estacionario del estado |1)g), al subgrupo Hy C G si para todo

h € Hy se tiene

T(h) i) = €™ ]yp) (1.12)

Si Hy es el subgrupo estacionario del estado [1y) es obvio que es autoestado para to-
dos los generadores del subgrupo Hj. El algebra de Lie correspondiente al subgrupo
Hy se la llama subalgebra estacionaria del estado |ty).

Debido a que los estados cudnticos estan definidos a menos de una fase, los elemen-
tos |1y) = T'(g)|¥)) pueden ponerse en correspondencia con los elementos del espacio
cociente G/ Hy.

Si se tienen todos estos elementos en cuenta se puede enunciar:

Definicién: Se llama sistema de estados coherentes del grupo G respecto del vector
fundamental |¢p) al conjunto de vectores {|&,) tal que |&,) = T(§)[¢o) con § €
G/Ho}

En principio los estados coherentes se pueden generar a partir de cualquier esta-
do |[¢p) € H. Sin embargo, se puede mostrar que los estados |1y) que tienen el
subgrupo estacionario mas grande, generan estados coherentes que estan mas cerca
de los estados clasicos en el sentido que ellos minimizan las relaciones de incerteza vy,

para el caso de algebras compactas, también minimizan las fluctuaciones del Casimir

cuadrético (Zhelobenko, 1973).
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1.2.2. Representaciones de momento angular

El momento angular J es un operador vectorial, y como tal tiene tres componentes
Jz, Jy, J.. Las relaciones de conmutacion ciclicas entre las componentes que definen

un momento angular como tal son:
i, J;) = i€, (1.13)

donde los sub—indices i, j, k denotan cualquiera de las tres componentes en direc-

ciones ortogonales y ;i es el simbolo de Levi-Civita. El operador
P=J-J=J+J +J, (1.14)

representa el cuadrado del operador momento angular J y conmuta con las tres
componentes del momento angular J,, J,, J.. Debido a esto, la base de autoestados
de un sistema que involucre como variable un operador de momento angular, se
puede expresar en términos de los autovalores de J? y .J,, como |.J, M). Estos estados

satisfacen
T, MY = I+ DI, M), L, M) = M|J, M), (1.15)

donde los valores de M, que son (2J + 1), van desde —J a J, con J entero o
fraccionario.
Por medio de combinaciones lineales de los operadores de espin se pueden definir los

operadores no-Hermiticos Jy como
Jr = J, £1iJy, (1.16)

los cuales se llaman operadores escalera, debido a que al aplicarlos sobre |J, M) dan

como resultado

JelJ, MYy =~/(JFM) - (J£M+1)|J,M+1). (1.17)

Estos son andlogos a los operados de creacion y destruccion del oscilador arménico

y satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion
[Jo,J | =2J, [J.,,Je]=2xJs. (1.18)
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A partir de estas, es simple probar las siguientes relaciones
=0+ (JJ +JJy), Jude=J—J.(J].£1). (1.19)

Utilizando los operadores escalera Ji. podemos derivar todos los estados para un
dado J aplicandolos en forma sucesiva a los estados de mayor (o menor) proyeccién
de momento angular |J, J) (|J,—J)). Esto es

(J + M)!

B (J =M iy, _
|J, M) = JIONT =), [ M) = (J — M)12J!

J—M
TR J7M| 7, JY1.20)

Las relaciones de incerteza asociadas a las relaciones de conmutacion (1.13) son:

(ATHAT) > LU (1.21)

1.2.3. Esfera de Bloch

Para un sistema de dos niveles una superposicion arbitraria de estados puede

escribirse como
) = col0) + 1]1). (1:22)
donde ¢y y ¢; son constantes complejas. La condicién de normalizacion requiere
lcol* + a1 = 1, (1.23)

lo que indica que es posible representar al estado por un vector de longitud unidad.
A esta representacion, se la conoce como representaciéon de Bloch y sirve para dar
una interpretacion geométrica de una superposicion coherente de estados. Al vector
que define el estado y a la esfera que este define, se los llaman vector y esfera de
Bloch respectivamente. La representacién de Bloch fue originalmente desarrollada
por Felix Bloch en 1946 para describir el fenémeno de resonancia magnética nuclear,
y posteriormente fue adaptado por Feynman et al. (1957) para sistemas de dos nive-
les. La direccion del vector de Bloch puede especificar en coordenadas Cartesianas
(x,y, z) o coordenadas esféricas (1,6, ¢). Dado que el vector debe tener norma uno
r = 22 + y?> + 22 = 1 solo se necesitan dos variables independientes para definir

un estado sobre la esfera de Bloch. Una parametrizacién posible es utilizando los
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0)

Figura 1.4: Representacién de la esfera de Bloch para un sistema de dos niveles |0), |1) (espin 1/2).

angulos (60, ¢). Esto permite realizar un mapeo entre las amplitudes (cp,c;) y las
direcciones del vector de Bloch.

La conexién entre el vector de Bloch y la funciéon de onda puede ser hecha si se
definen las direcciones del polo sur y el polo norte, como los estados |0) y |1) respec-
tivamente, como se muestra en la Figura 1.4. Asi el estado fundamental |¢)) = |0)
corresponde al punto (0,0, —1) en cordenadas Cartesianas, o # = 7 en coordenadas
polares. Analogamente |1)) = |1) corresponde al punto (0,0,1) o # = 0. Un estado

arbitrario en coordenadas Cartesianas esta dado por

xr = 2Re(cocy),
y = 2Im(cocy),
z=|c1* — |eol?, (1.24)

y en coordenadas polares se obtiene

co = sin(0/2),
c1 = e cos(6/2). (1.25)
A continuacién se presentaran los estados coherentes de espin. Como se mostrard es-

tos estados pueden ser caracterizados por un vector inicial y dos parametros, por lo

cual puede hacerse una correspondencia entre estos estados y la esfera de Bloch.
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1.2.4. Estados coherentes de espin

Los estados coherentes de espin, o estados coherentes de SU(2), fueron intro-
ducidos a principio de los anos setenta por Radcliffe(1971),Gilmore(1972a)(1972b),
y Perelomov(1972). Como se comento en la Seccién 1.2.1 para obtener una familia
de estados coherentes {G, |1)o)} hay que aplicar los operadores de la representacién
T7(g)?, con g € G/Hy, a un vector fijo [¢p). Para el grupo SU(2) los elementos

T7(g) puede ser escrito como®

T7(g) = T'(92)T7(h),  heHo = U(1). (1.26)

Asi, si se toma un vector |J, M) como el vector fundamental |t)g), el estado coherente

estd determinado por el vector unitario n(6, ¢) = (sin 6 cos ¢, sin fsin ¢, cosf) en la
esfera bi-dimensional S? = SU(2)/U(1)

[n) = T (g,)|to) (1.27)

El factor de fase '™ puede ser elegido igual a la unidad, asf el sistema de estados

coherente de SU(2) tiene la forma
In) = D)) (1.28)
El operador D(n) puede ser escrito como
D(n) =T7(g,) = ®™D con 0<h<n (1.29)

y m es el vector unidad, ortogonal any ang = (0,0, 1), luego m = (sin ¢, — cos ¢, 0).
Esta definicién de m es valida para todo n, excluyendo el polo sur n = (0,0, —1).
Otra forma de escribir el operador D(n), que es anédloga a los operadores de despla-

zamiento del oscilador arménico (Ecuacién (B.8)), es

D(n)=D(¢) = 6(5‘]*_5‘]7), con &= ig(ml —img) = —|£|e_i¢ (1.30)

2Para el caso de espin el supra indice J fija la representacién irreducible de espin.
3Cada elemento del grupo SU(2) puede ser representado de la forma g = gh donde h € H = U(1) es el subgrupo

estacionario de todos los estados de una representacién no trivial de SU(2) formado por las matrices diagonales

a —b
, con

e~ /2 0
del tipo ( y y g es un elemento del coset SU(2)/U(1) que tiene la forma
0 e/

b*  a
a2+ 1[p2 =1y a>0donde a = cos(d/2) y b =e?/2sin0/2 Esto muestra que el espacio cociente SU(2)/U(1) es

isomorfo a la esfera de S?
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Este operador puede ser escrito en la forma “normal” como
D(&) = &7+ et~ (1.31)
con
0 _is 2
(= —tan§e , n=—2In(cos||) + In(1 + [(]7). (1.32)

Cualquier vector de la representacién |J, M) puede ser utilizado como vector funda-
mental [1o). A primera vista, todos los sistemas de estados coherentes son equiva-
lentes, sin embargo, dado que, para los vectores |J, +J) la dispersién cuadratica del

operador J? = J3 + J2 + J2 (Casimir cuadratico) es minima
AJ? = (AT?) in = J, (1.33)

los sistemas de estados coherentes que se generan a partir de estos, que son idénticos
entre si, estardn mas cerca de los estados clasicos (Zhelobenko, 1973), dado que

tienen dispersién minima.
1

0,¢) =1[¢) = We@mu—ﬂ (1.34)

1 ko
= i o (%) )

B J (2J>! CJ+M
- M;]\/(HM)!(J_M)!(H|g|2)J’J’M> 139

Donde para etiquetar los estados coherentes en términos de las variables angulares,

se utilizo la transformaciéon ( = tang e? que lleva los elementos de la esfera de

Riemman sobre los complejos de norma uno (6/2, ¢) respecto del polo sur

o 2Re(0)
T+ iy 1+[¢]?
S?57r(0,¢) = (1,y,2) = ( = T cCs y:%{ﬂ@ (1.37)
L Ll
1+[¢]?

En términos de la base |J;, M) un estado coherente de espin |6, ¢) puede ser escrito

en variables angulares como (Perelomov, 1972; Radcliffe, 1971)

J J+M J—M
s (27) 0 AN
(1.38)
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Algunas propiedades importantes que tienen los estados coherentes de espin son:

1

2

. El sistema de estados coherentes de espin es completo.

. Los estados coherentes no son ortogonales entre si

(€ln) = [T+ €)X+ )] (1 +&n)™, (1.39)

el = (((an)(l%n)ﬂ) | (1.40)

L+ [€2) (1 + [nf?

. En la base de estados coherentes la identidad se puede escribir como

2j +1
b /dn|n><n|. (1.41)

. Los estados coherentes son autoestados del operador J en la direccion del vector

unitario n, esto es

(3.0)[6,6) = —J16, 0). (1.42)
Esto es asi ya que se utilizé6 como vector fundamental [ig) = |J, £J), por lo
que |0, ¢) = D(n)|to) y ademds D(n)J,D(n)~' = (J.n).
. Los estados coherentes minimizan la relaciéon de incertidumbre de Heisemberg
ya que

(JDV(J3) = = (J3)%, (1.43)

AN,

se satura con la eleccién del vector |¢y) = |J, +J). Ademds para los operadores

de momento angular rotados J;, = D(n)J,D~'(n) se tiene que
1
TN = ()% (1.44)

se minimiza para los estados coherentes de espin.

. Los valores medios de los operadores de espin para un estado coherente vale
€laley = - (gl = 2i— (1.45)
1—¢] 1—¢]

En términos de las variables angulares el valor medio de las componentes de J

se pueden escribir como

0,030, ¢) = (—J sinf cos ¢, —J sinfsin ¢, —J cos ) = —Jn. (1.46)
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La Ecuacién (1.46) define al vector de Bloch colectivo, que estd formado por los
valores medios de los operadores J; en la direccién del momento angular clasico. Los
valores esperados de los operadores J; son idénticos a los que se obtienen para el
caso de J = 1/2 con la tnica diferencias que hay que cambiar 1/2 — J. Esto sugiere
que el estado coherente |6, ¢) puede ser interpretado como una generalizacién de un
estado de dos niveles. Las fluctuaciones cuadraticas de cada operador de espin en

un estado coherente |6, ¢) se escriben

(AJ,)? = %(1 — sin? 0 cos® ¢), (1.47)
(AJ,)? = %(1 — sin® fsin® ¢), (1.48)
(AJ)? = %(1 — cos?0). (1.49)
Ademés se tiene
(AT, + (AT, + (AL)? = (J*) — (J)* = J. (1.50)

También es posible calcular las fluctuaciones del operador J en una direccion per-

pendicular al del espin medio n. Para esto, se puede escribir
J=n(J -n)+J,, (1.51)

donde J; se puede escribir como la suma de dos vectores perpendiculares entre si que

estdn en el plano ortogonal a n
Jo=J1+J2 J 133 (1.52)
Teniendo en cuenta la Ecuacién (1.46), es simple ver que
(0.9]3110,¢) =0, (1.53)
y si despejamos J | de la Ecuacién (1.51) se puede calcular
(AT ) =T - T -n)2=JJ+1)—J* = (1.54)

De la Ecuacién (1.34) se puede concluir que, para los estados coherentes, las fluctua-

ciones de las componentes de J | son iguales. Esta afirmacién es simple de ver para

26



el caso de que se tome un estado coherente con # = 0. Dado que las propiedades
fisicas no dependen de las rotaciones, estas propiedades no pueden cambiar por la

aplicacién de D(0, ¢). Asi se obtiene que

J

Teniendo en cuenta esto junto con la Ecuacién (1.46) podemos visualizar un estado
coherente de espin como un segmento simétrico de radio v/J sobre la esfera de Bloch
de radio J, y centrado por el punto determinado por el vector n. En el limite clasico,
cuando J — o0 el cociente entre este segmento y el radio de la esfera de Bloch tiende
1/ v/J — 0. Lo que significa que las fluctuaciones perpendiculares al vector de Bloch

desaparecen.

1.3. Relaciones de Incerteza y Squeezing

En general, se denomina squeezing a la compresion de la incerteza de una variable
cuantica, respecto a otra, por debajo de un “cierto limite”. Para especificar este
limite, sean dos operadores A, B, de un espacio de Hilbert. Para cualquier estado

del sistema se satisface el principio de incertidumbre de Heisenberg

(AA)*(AB)* = Z|([A, BDI”

1
n
Donde AO, es la varianza ((AO)? = (O?) —(0)?) del operador O en un dado estado,
y representa la incerteza cuantica minima que tendrd un operador al ser medida.
Como es evidente, esta desigualdad pone una cota inferior al producto de incertezas
de realizar la medida de dos operadores en forma simultanea. La cota del producto
de incertezas de dos operadores esta dada por el valor medio del conmutador de los
mismos. A partir de esta desigualdad, podemos clasificar la incerteza de un estado

para un dado operador A respecto a la incerteza que presenta otro operador B. Un

estado que satura la desigualdad, esto es,
1
(AA)(AB)* = (A, BDP, (1.56)

se dird de minima incerteza. Se llama “limite cudntico estandar” al valor de in-

certeza que dos operadores pueden tomar en simultaneo, para un estado de minima
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incerteza, esto es

(AA)* = (AB)* = S[{[A, B])I. (1.57)

1
2
Un estado se dira que esta “comprimido” en incerteza en el operador A, respecto a

B si el valor de incerteza de dicho operador es menor que el limite cuantico estandar
1
(A4)? < 5[4, B)|

Es claro que la compresion de la incerteza en el operador A, en un cierto estado,
se produce a expensas de que se incremente la incerteza en el operador B, para no
violar el principio de incertidumbre de Heisenberg.

Un parametro que da cuenta de esta compresion, en incerteza de un operador re-
specto a otro, es el llamado parametro de squeezing que se define a partir del limite

cuantico estandar

(A, B) = %. (1.58)

Se dird que un cierto estado esta comprimido en incerteza en el operador A, re-
specto al operador B, si £ < 1. Esta es una definicion general que depende de las
relaciones de conmutacién de los operadores. Es obvio que, para un dado sistema,
existen muchas posibilidades de definir un parametro de squeezing dadas las posibles
relaciones de conmutacion entre operadores del sistema.

Si tomamos como ejemplo los estados del campo electromagnético (ver Apéndice
B.3), dada la simplicidad de las relaciones de conmutacién de los operadores in-
volucrados (Grupo U(1)), es simple clasificar los estados segin la incerteza de cada
uno. Si se utilizan como operadores relevantes del sistema las cuadraturas del cam-
po electromagnético (Ecuacion (B.23)), la relacién de conmutacion y el principio de

incerteza asociado a esta se escribe
. 1
[X17X2] = 2%, AXlAXQ Z §|<[X1,X2]>| =1. (159)

Por lo cual, el limite cudntico estdndar (Ecuacién (1.56)) para este es una constante

y el factor de squeezing se puede definir como (Ecuacién (1.57))
(X1, X21) = (AX12)? (1.60)
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AX,

AX,

Figura 1.5: Gréfico de las incertezas de las cuadraturas del campo electromagnético AX; versus
AX5. Los puntos a la izquierda de la curva AX;A X5 = 1 representan estados no-fisicos puesto que
no satisfacen el principio de incertidumbre de Heisenberg. El punto (1,1) representa a los estados
coherentes |o) (Ecuacién (B.14)), mientras la regién sombreada corresponde a estados comprimidos

|, €) (Ecuacion (B.32)).

A partir de esta definicién los estados del campo electromagnético pueden clasificarse
segin su incerteza (Figura 1.5). El punto (1,1) se corresponde con los estados que
presentan igual valor de la varianza de los operadores X; y X5, esto es los estados
coherentes del campo electromagnético (Ecuacién (B.14)). Las zonas sombreadas
representan estados comprimidos en una de las cuadraturas por debajo del limite
cuantico estandar. En el caso del espin, dadas las relaciones de conmutacién de los
operadores intervinientes (SU(2)), existen varias posibilidades de definir squeezing
y cada una de ellas sera relevante (o no) dependiendo del contexto que se analice.

A continuacion se discutird algunas de las definiciones frecuentes en la literatura y
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se prestard especial atencién a la introducida por Kitaguawa y Ueda (1993).

1.3.1. Squeezing en sistemas atomicos

Si bien es posible definir la compresién en incerteza de una de las componentes
de espin, en funcién de las otras, a partir de la las relaciones de conmutacion de los

operadores de espin

1
AJAT; 2 1) (L61)

de la misma forma que se menciono en la Seccién 1.3, diciendo que el sistema de
espines esta comprimido en incerteza en el operador J; respecto de la componente
Jj si

(AT < S, (1.62)

se tiene para esta definicién varios puntos cuestionables. Dado que la relacion de
conmutacion de los operadores de espin no es una constante, como en el caso del
campo electromagnético, es necesario una hipodtesis adicional para fijar el limite
cuantico estandar. Ya que si no se lo hace, un estado coherente de espin rotado
de forma conveniente estaria comprimido en incerteza respecto a la definicién de la
Ecuacién (1.62), lo cual no es correcto, en el sentido que se explica a continuacién.
Como se vio en la Seccién 1.2.4, si un sistema de espin esta preparado en un estado
coherente la fluctuacién cuadrética de la componente de J en cualquier direccion
perpendicular al vector (J) es igual a J/2. Fisicamente se puede pensar a un estado
coherente como la superposicién de espines que se encuentran en el mismo estado
(Figura 1.6(a)), asi las fluctuaciones cuadraticas serdn simplemente la suma de las
fluctuaciones de cada espin. Uno puede decir que los espines no estan correlacionados
en el sentido de que el valor medio de cualquier observable se puede calcular como
el promedio sobre los estados individuales de cada atomo. Dado que rotar un estado
coherente nos devuelve otro estado coherente, volveremos a la misma situacién en
la que la incerteza se encontrara en el plano perpendicular al vector medio del espin
y sera isotropica en dicho plano. En ese sentido es que la definicién de la Ecuacion

(1.62) es cuestionable ya que para la misma situacién de incerteza indica que el
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a) Aleatorio b) Correlacionado

feey

PP y

X

g

Figura 1.6: Representacion esquemadtica de un espin J en término de 2J espines individuales 1/2.
a) Estado coherente de espin construido a partir de 2.J espines 1/2 no-correlacionados. b) Estado

comprimido de espin construido a partir de 2J espines 1/2 correlacionados.

estado estd comprimido, y ademéds no sirve como parametro que de cuenta de las

correlaciones entre los componentes del sistema.

1.3.2. Factor de squeezing

La idea basica de un sistema de espines comprimido en incerteza, es un conjunto
correlacionados de espines de forma que las fluctuaciones no estén uniformemente
distribuidas sobre el plano perpendicular al vector espin medio y en algunas di-
recciones sea menor a J/2, a expensas de que aumenten en otra direccién (Figura
1.6(b)).

Para correlacionar un sistema de espines entre ellos se necesita una transformacion
generada por una combinacién no lineal de los generadores de SU(2), ya que una
combinacion lineal solo rotara los espines y no producira correlaciones. Una forma
de introducir correlaciones en un sistema colectivo de espines consiste en introducir
fases no triviales en la Ecuacién (1.38) que dependan de un conjunto de pardmetros

W, esto es

J 2.)! o\ J+M oNTM ‘
0,0, 1) = Z U M)'(J ] (cos 5) (sin 5) =M o=t (M) T ALY,

En esta, f(M, ) es una funcién no lineal de de M que es equivalente a aplicarle

una transformacion unitaria al estado coherente (Ecuacién (1.38)), que es no-lineal
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en el operador colectivo J,, esto es |0, ¢, u) = Us(u)|0, ¢). Varios modelos simples de
este tipo de transformacién puede consultarse en el trabajo (Kitagawa and Ueda,
1993). Para entender como se puede comprimir un estado coherente tomemos como

ejemplo la transformacién unitaria
Us(p) = e, (1.63)

que es corresponde con el operador de evolucién de un modo del campo en presencia
de un medio Kerr, cuyo Hamiltoniano de interaccién es proporcional a J2. Si se
aplica la transformacion de la Ecuacion (1.63) a los operadores escalera J se generan

fases no lineales, esto es

Ji(p) = ULJ U, = Jye*#t=H172) (1.64)
J_(p) = UlJ U, = e 2=H1/2) 1 (1.65)

que conducen a la redistribucion de las fluctuaciones cuanticas en el plano x —y. Es
simple de ver que como el operador J2 conmuta con {J,,J_} = J,J_+J_J, y con
J, estas componentes no se veran afectadas por la transformacién de la Ecuacién
(1.63). A este tipo de transformaciones se las llama de “rotacién de torsién”

Basados en estas ideas, Kitagawa y Ueda (1993) definieron un parametro de squee-
zing respecto de la minima fluctuacion de la componente de espin que esté en el plano
perpendicular al espin medio. Sea la terna ortogonal {n,n| ), n}54x/2)} donde n
tiene la direccién del espin medio y § mide el angulo alrededor del vector espin medio
en el plano ortogonal respecto de una direccién dada. La componentes del espin en

las direcciones perpendiculares a n se escriben
Js = (J-n), (1.66)
J6+7r/2 = (J : nJ.((S-Hr/Z))v (1'67)
y las relaciones de conmutacion entre estas quedan
[Js, Josmj2]l = (J - m). (1.68)

Este conmutador permite escribir la siguiente relacion de incerteza

(AT (Adsinps 2 D, (1.69)
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y de esta podemos definir el factor de squeezing como

2 2(AJL)?
=0

donde (AJ1)?* = mins ((AJs)?) es el minimo valor que toman las fluctuacién en

(1.70)

una de las direcciones perpendiculares al vector espin medio. Se dird que el sistema
esta comprimido en incerteza de espin si 2 < 1. Esta definicién de squeezing tiene
dos claras ventajas respecto de haberlo definido en la forma candnica a partir de
la Ecuacién (1.62). Por un lado indica si el sistema tiene una compresién en las
fluctuaciones del espin en una direccién que estd sobre el plano perpendicular sobre
el espin medio y ademas si el sistema se encuentra correlacionado. Otra caracteristica
que presenta esta definicién es que con la eleccién de esta relacién de conmutacion
el limite cuantico estandar es una constante.

Otra definicién posible, y de uso frecuente, del parametro de squeezing para sistemas
de dos niveles es la introducida por Wineland et al. (1994)
N(AJ,)?

()]

Este parametro cuantifica la compresion en la incerteza del espin y ademas la mejora

£ = (1.71)

en la precision de la medida en experimentos espectroscopicos en sistemas de N

atomos de dos niveles, debido a que el sistema se encuentra comprimido en incerteza.

1.4. Modelo de Dicke y Jaynes-Cummings

En esta seccién se introducen los modelos tedricos que describen la interaccién
entre uno (o varios) atomos con un modo (o multiples modos) de radiacién electro-
magnética. Primero se discutira el modelo de Dicke, que es el modelo tipico para
describir un atomo interactuando con multiples modos del campo electromagnético.
Luego, se introducira el modelo de Jaynes-Cummings y se centrara la atencion en

la interaccion de un modo de radiacién y sistemas de dos niveles.

33



1.4.1. Hamiltoniano de Dicke para un atomo interactuando con radiacion

Consideremos el sistema compuesto de un atomo con un electrén de carga e y
masa m, en un potencial V(r) en un campo de radiacién descripto por el potencial

vector A(r,t). El Hamiltoniano de dicho sistema se escribe

1 2
H= <p— ZA) Y V(r) + Hp = Hy + Hp + Hy, (1.72)
donde
p2
Ha = 5o+ V(1), (1.73)

representa el Hamiltoniano del atomo libre, p es el momento del electrén, r es la
posicién relativa del electron al ntcleo atomico. El término del Hamiltoniano que

describe el campo de radiacién libre es (ver Apéndice A)
Hp =Y hwala, (1.74)
k
y la parte que describe la interacciéon atomo-campo electromagnético es

Hy=—

2mec(p +A-p)+ o

<§A>2. (1.75)

El segundo miembro en la ecuacién anterior posee un factor (e/c)?, y es muy débil
si se lo compara con el primero, asi el Hamiltoniano de interaccién puede ser aprox-
imado por

Hy = ——

A+ A-p). 1.76
2mec(p +A - p) (1.76)

Debido a que el operador (escrito en la la representacion de Schrodinger (ver ApéndiceA,

Ecuacién (A.14)))

orhic?\ /? " —_—
A(r t) = e [a et +a e 'r] , 1.77
(r,t) zk: ( Ve ) A |k 3 (1.77)

contiene al operador posicion r se tiene que [A, p] # 0. Sin embargo, en el rango de
las dimensiones atomicas, la amplitud de r usualmente esta restringida al radio de
Bohr 5,3 x 10~'m mientras que la longitud de onda visible k = 27” =27 x 10°m~1!,

por lo cual k-r &~ 3,5x 107 < 1. En este caso se tiene que KT ~ 1 y A(r) =~ A(0).

34



Por lo cual se pueden despreciar la dependencia espacial de los electrones cuando se
discute la interaccién entre el campo y el atomo. A esta aproximacion se la llama

aproximacion dipolar. En esta aproximacién se tiene
[A,p] =0, (1.78)

y el Hamiltoniano de interaccion entre el atomo y el campo electromagnético se

reduce a

Hy = ———A(0) - p, (1.79)

MeC

con

AO) =" (2‘7;222) v ex [ak n aH . (1.80)

k

Ahora se discutird como expresar el momento del electrén p, en término de los
operadores de atémicos de espin. La ecuacién de autovalores del Hamiltoniano H 4

en la representacién de Schrodinger es
Huln) = E,|n), (1.81)

donde FE,, es el autovalor de H4 y |n) es el correspondiente autovector. En la repre-

sentacién de autovectores {|n)}, el Hamiltoniano puede ser escrito como
Hy =Y Eun)(n|. (1.82)
n
Si se introduce el grupo generalizado de operadores atémicos como
Onm = |n)(m/, (1.83)
entonces la Ecuacién (1.81) puede ser escrita como

Hy=> Enom. (1.84)

Cualquier otro operador G que describe el comportamiento atémico puede ser escrito

como

G => (n|G|m)o,. (1.85)

nm
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Los operadores atémicos o,,, satisfacen las relaciones de conmutaciéon
[Uij; Ukl] = (SilO'jk — 5kjail- (186)

Para un atomo de dos niveles activos solo se tiene dos autoestados del Hamiltoniano

{14), 1)} (6 {]2),|1)}). En este caso, 0,,, puede ser escrito explicitamente como

0 0 10
011 = y 022 = )
1 0 0
01 0 0
0921 = , O12 = . (187)
0 0 10

Este conjunto de operadores satisface la relaciones de conmutacion de la Ecuacion

(1.86). Con este conjunto de operadores podemos escribir

I = o011 + 092,
1
S, = 5(022 - 011)7
S+ = 021,

S_ = 019, (188)

que son los operadores de espin atomico que caracterizan al atomo de dos niveles.

Estos satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion
[S.,S:] =S4, [Sy,5]=2S,, [Sy,S ], =85.5_+85.5,=1. (1.89)

Utilizando la Ecuacién (1.84) y las definiciones (1.88), el Hamiltoniano de un dtomo

de dos niveles se escribe como
hwo
HA = E+0'22 + E_0'11 = T(O‘Qg — 0'11) = hLUQSZ, (190)
donde se han elegido
E++E_ :O7 hUJ() :E+ —E_. (191)

Utilizando la definiciéon Ecuacion (1.85), el operador p para un dtomo de dos niveles

puede ser escrito como
p = (+|p[—)S+ + (=|p|+)S-. (1.92)
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Teniendo en cuenta que el operador r cumple

d 1 P
EI‘ = %[F,HA] = E, (193>
se tiene
o ime _ _ :imewo B
(Hlpl=) = 8By = ECIr]) = T lerl)
)
(~Ipl+) =~ fer+). (1.94)

Es claro que (+]er|—) es el elemento de matriz del momento dipolar, que en general

es un vector complejo. Por lo tanto podemos definir
(+ler|-) =iD (1.95)

siendo D un vector real. Si en la Ecuacién (1.92) reemplazamos los resultados de las
Ecuaciones (1.93-1.95) queda expresado el operador atémico p en términos de los

operadores de espin y el momento dipolar del dtomo

meWo

p=——""D(S; +5_). (1.96)

Reemplazando en la expresion del Hamiltoniano de interaccién (Ecuacién (1.79)),

los resultados de las Ecuaciones (1.80 y 1.96) se obtiene

e (D (FE) b ) ()i )aon

= ) erlar +ab)(Sy + So), (1.98)
k
donde se definieron las constantes de interaccion atomo-campo de radiaciéon como
orh\ /2
=|— -D). 1.99
ek (Vwk> wo(e,\ ) ( )

Luego, el Hamiltoniano total de un atomo en interaccién con el campo de radiacion

queda

H= Zwkazak + hwo S, + Z er(ag + al)(Sy +5_). (1.100)
k k
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Esta expresion muestra que la energia del campo de radiacion esta dada por la
superposicion infinita de los modos de los fotones con vector de onda k y la energia
del atomo esta dada por la componente z del operador de espin. El Hamiltoniano

de interaccién atomo-campo resulta finalmente
V= Z en(alS_ + apSy +alS, +apS_). (1.101)
k

El primer término corresponde al proceso en el cual el &tomo pasa del estado excita-
do |+) al estado fundamental |—) y radia un fotén simultdneamente. Inversamente
el segundo término describe un proceso en el cual se absorbe un fotén y el atomo
se excita pasando del estado |—) al |[+). El tercer término representa la excitacién
atémica con emision de un foton, y el cuarto al proceso de desexcitacion con la absor-
cién de un fotén. El tercer y cuarto término representan procesos en los cuales no se
conserva la energia. Cuando estos términos se desprecian se obtiene la aproximacion

de onda rotante, el Hamiltoniano de esta se escribe

Hpwa = hwoS; + Zwkalak + Z ex(arSy +als_). (1.102)
k k

1.4.2. Modelo de Jaynes-Cummings

En esta seccién se introduce el modelo propuesto por Jaynes y Cummings (1963).
Este modelo considera un atomo de dos niveles en un campo electromagnético que
presenta un solo modo. Este modelo describe en forma ideal al acoplamiento entre
el atomo y el campo electromagnético. Debido a que este modelo puede ser resuelto
en forma exacta, en la aproximacién de onda rotante, es relevante no solo en éptica
cuantica sino también en la fisica del ldser, resonancia magnética nuclear y teoria
cuantica de campos.

En este caso, que el campo electromagnético presenta un solo modo, podemos escribir

su potencial vector como

o\ 1/2
A(0) = (27‘;73 ) ey [a+all. (1.103)
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Si se repiten las cuentas en forma andloga a la que se hizo para el modelo de Dicke

se encuentra que el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings resulta
} R 4 f
H=wa a~|—hw05'z+7(a S_+aSi+a'S;+aS), (1.104)

1/2 . e i
donde Q = 2w, (7%) / (ex - D) es la constante de interaccién. Si reescribimos este
Hamiltoniano en la representacion de interaccién se obtiene

_ o

H(t) 5

(alS_emiwo=wlt G eilwomwlt 4 i G, eilwotwll 4 G e=ilwotwlty (] 105)

Otra forma de ver la validez de la aproximacion de onda rotante es estudiar la de-
pendencia temporal de los términos que no conservan la energia. Como se puede
ver en el caso de resonancia wy &~ w se tiene que los dos ultimos términos oscilan
rapidamente (comparados con los dos primeros) y las contribuciones de estos pro-
mediados en el tiempo serdan despreciables. Desechando estos términos se obtiene el
Hamiltoniano del modelo de Jaynes-Cummings en la aproximacién de onda rotante

se escribe

Iy
Hpwa = wala + hwS. + T(aTS, +aSy). (1.106)

1.5. Medidas cuanticas de no-demolicién (MCND)

En muchos sistemas cuanticos, el proceso de medida de un observable introduce
ruido, lo que hace que medidas sucesivas del mismo observable conduzca a diferentes
resultados. El ejemplo més simple de un sistema cuantico es el de la particula libre.

Su Hamiltoniano es

H=_"— 1.107
o (1.107)

donde p es el operador momento y m la masa de la particula. El operador posicion x
puede ser medido con precision arbitraria en una medicién instantanea. Sin embargo,
de acuerdo al las relaciones de incertidumbre de Heisenberg para las variables x y

p, una medida inicial precisa en x perturba fuertemente a p por lo cual

Ap > ——. (1.108)



Durante la posterior evolucion libre, p introduce cambios en x de acuerdo con

&= Z%[I,H] - %, (1.109)

0, en forma equivalente
(t) = (0) + f% (1.110)

Como resultado de esto
[Az(H)]? = [Az(0)]* + [AZEO)] 2 t2 (1.111)
> [Az(0)]* + Lmﬁ—x(o)rﬁ’ (1.112)

lo que muestra, que la siguiente medicién se ve deteriorada.

Por este motivo es deseable considerar esquemas de medida que eviten la “accién de
retroceso” sobre la variable que se mide. A este tipo de medidas, en las cuales uno
monitorea un observable que puede ser repetidamente medido, siendo el resultado
de cada medida determinado por el resultado de la medida inicial, se las llama me-
didas cuanticas de no demolicion. Dicho de otra forma, las medidas cuanticas de no
demolicién requieren que el acto de medida en si mismo no degrade la predecibilidad
en medidas posteriores de un observable.

Como se ejemplificara en la Seccién 1.6, la utilizacién de este tipo de medidas, con
la eleccion de una interaccion adecuada, no solo permite monitorear un observable
de espin sin introducir incertezas en medidas posteriores, sino que ademaés generan
la compresién en incertezas en la variable que se observa (Takeuchi et al., 2005).
En general una medida cuantica de no demolicién, en una senial observable A, de
un sistema cudntico S, se mide por la deteccién de un cambio en el observable A, de
un sistema de prueba P acoplado a .S durante el tiempo de medida T, sin perturbar
la subsecuente evoluciéon de A,. Podemos entonces tener una secuencia precisa de
mediciones de A, y los resultados obtenidos en cada medicién serdn completamente
predecibles por las mediciones previas.

El Hamiltoniano total para un sistema S — P se puede escribir
H=H,+H,+ Hy, (1.113)
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donde H,, H, y H; son los Hamiltonianos: del sistema, del sistema de prueba y
de la interaccion entre ellos, respectivamente. La ecuacién de movimiento para los

operadores A, y A, se expresan como

ihA, = [A,, H, + H{], (1.114)
ihA, = [A,, H, + Hj]. (1.115)

Para que una medida cuantica sea de no demolicion las relaciones entre el observable
a ser medido Ay, la lectura de prueba A, y el Hamiltoniano de interaccién tiene que

satisfacer:

a) Debido a que se mide Ay, Hy tiene que ser funcién de A;, esto es

OH;
0A,

£ 0; (1.116)

b) Como la prueba P se utiliza para medir Ay, esta no puede ser una constante de
movimiento Ap # 0. El conmutador de A, y H; debe ser por lo tanto distinto

de cero

[Ap, Hf] # 0; (1.117)

c) El observable A, no debe ser ser afectado el acoplamiento a A, durante la

medicion, lo que implica
[As, Hf] = 0. (1.118)

d) El Hamiltoniano sin perturbar Hg no es funcién de A¢, el observable conjugado

de A;, esto es

o1,
DA

= 0. (1.119)

Estas condiciones engloban una medida cuantica de no demolicién del observable
A, que no se vuelve impredecible dada la relacién de incerteza impuesta por su
variable conjugada A¢ por la medicién de Ay, y que la medida de A4 no afecta a Aj

en sl misma, esto es

(A1), A,(#)] = 0. (1.120)
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1.6. Sistemas de interés

La propuesta de utilizar estados comprimidos de espin para mejorar la precision
en mediciones cuanticas de no demolicién fue inicialmente hecha por Kuzmich et al.
(1998). Takahashi et al. (1999) propuso una forma simple de realizar este tipo de
medidas en atomos frios utilizando la rotacién paramagnética de Faraday y muestra
la mejora que presentan las medidas cudnticas de no demolicion cuando se real-
izan sobre estados comprimidos de espin. Varios experimentos han tenido éxito en
generar estados de espin comprimidos en incerteza mediante medidas cuanticas de
no demolicién (Kuzmich et al., 2000; Schleier-Smith et al., 2010b; Takano et al.,
2009). Sin embargo el control de dichos estados para realizar rotaciones en la esfera
de Bloch en forma robusta es un problema que actualmente esta en discusion. En
2004 Geremia et al. reporto la generaciéon y control de estados comprimidos de espin
pero posteriormente se retractaron. Recientemente en los trabajos (Takano et al.,
2010; Leroux et al., 2010a; Schleier-Smith et al., 2010b; Schleier-Smith et al., 2010a;
Leroux et al., 2010b) se reporta la manipulacién con éxito de estados comprimidos
de espin en este tipo de dispositivos.

A continuacién se describen algunos experimentos y propuestas experimentales donde
la compresién en incerteza del espin es de interés. En particular se presentara como
implementar las medidas cuanticas de no demolicién en sistemas de espines atomi-
cos, como los son las trampas magneto Opticas y las cavidades electromagnéticas,
y como este esquema de medicion puede ser utilizado para generar compresion en
la incerteza del espin. Ademds se comentaran distintos propuestas experimentales
en sistemas de atomos frios, como son las trampas de iones y las redes opticas que

actualmente son de interés.

1.6.1. Formulacién de una MCND en sistemas de espines

Si una variable de espin S, se la considera una variable cuéantica de no demolicion

debe satisfacer
[Sz(t1>7 Sz(t2>] = 07 (1121)
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en ausencia de interacciones con el sistema de prueba, donde t; y t5 son tiempos

arbitrarios. Si se toma como Hamiltoniano del sistema de espin libre
H, =w,S,, (1.122)

con w, real, se satisface esa condicion. Para que la la interaccién pueda ser conside-

rada como de no demolicién debe satisfacer
(S, Hint] = 0, (1.123)

para evitar la accién de retroceso del sistema (condicién de la Ecuacién (1.117)).
Debido a que la variable que se observa, digamos J,, debe ser perturbada por la

interaccién tendra que satisfacer
[y Hint] # 0, (1.124)

que es la condicién de la Ecuacién (1.117). Con estos puntos en mente se puede

adoptar como interaccién el Hamiltoniano de la forma
Hipy = S, J.. (1.125)

A continuacién se muestra como implementar este tipo de medidas en un sistema

atémico.

1.6.2. Squeezing en trampas magneto 6pticas

Un esquema fisico que permite la realizaciéon de medidas cuanticas de no de-
molicion sobre un sistema real de espines puede ser llevando a cabo por la medida
de la rotaciéon paramagnética de Faraday de luz de prueba fuera de resonancia. La
Figural.7 muestra un esquema en el que se pueden realizar medidas cuanticas de no
demolicién en un sistema de espines atomicos.

Se consideran, por simplicidad, un conjunto de atomos que posea un estado funda-
mental doblemente degenerado y estados excitados 6ptimamente activos. El estado

fundamental del atomo se lo considerarda como un sistema de espin s = 1/2 y el
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espin del i-ésimo atomo se lo escribe s;. Con esa notacién el operador colectivo de
espin se escribe S = )" s;.

Se utiliza un haz laser fuera de resonancia, para medir una de las componentes de
espin (S), digamos, S, = ), s;.. Si se expresa el ldser de prueba que se propaga

como
E(t) = iw(a,e, +a_e_ )e™ '+ ch. (1.126)

donde a y el vector unitario ey expresan el operador de aniquilacion y el vector
de polarizaciéon para fotones polarizados o respectivamente. Donde k es le vector
de onda y w es la frecuencia del laser. Utilizando la representacién de Schwinger a

partir de a4 se pueden construir los operadores de J,, J,,, J, y N; como

J. = (ala_ +dlay)/2 (1.127)
J, = (ala_ —alay)/2i (1.128)
J, = (day +ala )2 (1.129)
Ny=J_(ala, +ala )2 (1.130)

Es simple comprobar que [N, J] = 0y que J> = N;(N;+1). El operador J junto con
N; se pueden considerar como la versién cudntica de la parametrizacién de Stokes
de un estado de polarizacion.

Si la intensidad del laser fuera de resonancia es lo suficientemente débil se puede
mostrar (Takahashi et al., 1999) que la interaccién entre el campo electromagnético
y los niveles atémicos es de la forma del Hamiltoniano de la Ecuacién (1.125). Las
medidas de no demolicién pueden realizarse mediante el dispositivo de la Figura
1.7. Los atomos frios se mantienen mediante una trampa magneto-6ptica (Apéndice
C.4). Luz polarizada incide sobre los dtomos y es rotada en funcién de la interacciéon
con los atomos. Luego de pasar por un divisor de haz y los fotodetectores miden
una senal que es proporcional al nimero de fotones polarizados en x e y que llegan

a cada uno. La diferencia entre el nimero de fotones es proporcional a J, ya que.
ala, — aLay —ala_+d ay (1.131)

Takashi et al (1999) muestran que el rendimiento de este esquema de medida se
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Fotodetector

Figura 1.7: Experimento para realizar una medida cuantica de no demolicién en un sistema de
espines. Luz polarizada fuera de resonancia interactia débilmente con el sistema de dtomos. La
rotacion paramagnética de Faraday de la polarizaciéon puede ser medida utilizando un polarimetro

que consiste en un divisor de haz y dos fotodetectores.
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ve favorecido cuando se miden estados comprimidos de espin. Resultados recientes
de manipulaciéon de estados comprimidos de espin, y medicién de sus componentes

mediante esta técnica se reportan en (Takano et al., 2010).

1.6.3. Cavidades electromagnéticas

En (2005) Takeuchi te al. propusieron un método para generar compresion en
la incerteza del espin de una muestra de atomos frios. La idea basica fue utilizar
atomos en interaccién con luz fuera de resonancia de manera que el Hamiltoniano

de interaccién tome la forma que vimos en la Seccién anterior, esto es
H;, = aS.J,, (1.132)

donde o es una constante real, S, es el operador colectivo de la proyeccion del
espin atomico sobre el eje z v J es la version cuantica del vector de Stokes y cuyas
componentes satisfacen las relaciones de conmutacion usuales de momento angular
(i, Jj] = t€iji .

La idea basica es aplicar un pulso de luz cuya componente J, sea proporcional a la
componente colectiva de espin atémico S,, como un campo magnético ficticio para
generar una interaccion efectiva Hipze fee O 52 1o cual produce un efecto de “rotacién
de torsion” en el sentido expuesto en la Seccion 1.3.2 y que se detalla el trabajo
(Kitagawa and Ueda, 1993).

Para disenar esta interaccién (Ecuacion (1.132)), Takeuchi te al. (2005) propusieron
el sistema que se muestra en la Figura. 1.8. Inicialmente un pulso débil de luz | ;)
linealmente polarizado en la direccién del eje = , y que contiene 2J(>> 1) fotones
en promedio, se enfoca para que atraviese una muestra de atomos |V,) que también
estan polarizados en la direccion del eje x y poseen un espin total S. Los valores

medios de las componentes de Stokes y de espin colectivo atémico son

(Ja) = J, (1.133)
() = (L) =0, (1.134)
(Sz) =S, (1.135)
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(Sy) = (5:) =0. (1.136)

Debido a que el pulso de luz es un estado coherente, las relaciones de conmutacion
pueden ser aproximadas como [Jy, J,] = iJ. El pulso de luz pasa primero a través
de los atomos y el plano de polarizacion es rotado. A esta se la llama “primera
interacciéon” y su tiempo de interaccion se etiqueta como t;. El vector de Stokes se

transforma en
I = etllim ye=ttitine (1.137)
cuya componente y se puede aproximar como
Jflsz—i-oztlJSz, (1.138)
para aty.JS,. Debido a que el promedio de sz I toma el valor
(W, 5) = aty S, (1.139)

se puede decir que la informacién de S, se copia y se mantiene en J; I Hay que
tener en cuenta que [S,, H] = 0 por lo cual es una constante de movimiento.

Luego el pulso pasa dos veces a través de una placa de A/8 debido a que refleja en
un espejo. Como resultado de esto una diferencia de A/4 se introduce entre los dos
modos ortogonales de la polarizacion lineal. A esta operacion que se realiza sobre e

pulso de luz se lo llama “operacion local”. El vector de Stokes se escribe como
JLO — eiﬂ/QJzJe—iﬂ'/QJz’ (1140)

y su componente z toma el valor JX© = JFI. Se puede decir que la informacién de
S. pasa de la componente JI'T a JEO. De esta forma se logra que J, sea aproximada-
mente proporcional a S,. Finalmente el pulso de luz pasa nuevamente a través del
conjunto atomico y por lo antes mencionado el Hamiltoniano de interacciéon sera pro-
porcional a S? lo que produce el efecto de “rotaciéon de torsién” mencionado en la
Seccién 1.3.2 y que genera compresion en la incerteza del espin atémico.

Recientemente Leroux et. al. en la serie de trabajos (Leroux et al., 2010a; Schleier-

Smith et al., 2010b; Schleier-Smith et al., 2010a; Leroux et al., 2010b) muestra una
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Figura 1.8: a) Un haz de luz linealmente polarizado para a través del conjunto de atomos y el plano
de polarizacion es rotado. El dngulo de rotacién es proporcional a .S, y se convierte en circularmente
polarizada luego de pasar por la placa de A/8 dos veces. Cuando el pulso pasa nuevamente a través
de los atomos, induce una rotacién no lineal en el conjunto atéomico alrededor del eje z como si

fuera un campo magnético ficticio, como se describe con mas precisién en el texto.

forma robusta de implementar este método para generar squeezing en una muestra
de dtomos de 8 Rb y secuencias de control sobre las rotaciones de estados comprim-

idos de espin en la esfera de Bloch.

1.6.4. Redes opticas

Las redes épticas son potenciales periddicos que se crean en la interseccién de
dos (o mds) haces de luz coherente que se propagan en direcciones opuestas, uno
de otro, e interfieren entre si. De esta forma, se crea una onda estacionaria con un
patron de interferencia periddico de franjas brillantes y obscuras. La luz induce un
momento dipolar eléctrico, en los atomos de un gas ultra frio, modificando su e-
nergia. Dependiendo de la frecuencia de la luz los atomos son empujados hacia las
franjas brillantes u obscuras confindndolas en pequenas regiones del espacio. Adi-
cionando lasers que interfieren en distintas direcciones se pueden crear estructuras

de potencial de dos y tres dimensiones (Figura 1.9).
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Las redes 6pticas proveen una forma de realizar sistemas teéricos simplificados de
materia condensada en una forma experimental. Como ejemplo de esto se puede men-
cionar la utilizacion de minimos de potencial en tres dimensiones ocupados por ato-
mos para simular cristales y las simulaciones de transiciones de fase superconductor-
aislador de Mott (Jaksch et al., 1998; Greiner et al., 2002). De esta forma, sirven
para implementar las ideas de Feynman sobre las “simulaciones cuanticas” de un
sistema cuantico “complicado” utilizando uno simplificado (Feynman, 1982).

Una propuesta experimental que es de particular interés para esta tesis es la realiza-
da por Sgrensen y Mglmer (1999), en la cual mediante el desplazamiento relativo de
dos redes épticas se pueden producir interacciones similares a las ferromagnéticas y

antiferromagnéticas en materia condensada.

1.6.5. Trampas de iones

Las trampas de iones son dispositivos que confinan particulas cargadas en una
region acotada del espacio utilizando campos eléctricos y magnéticos. Estos son
dispositivos experimentalmente “limpios” para los cuales la éptica cuantica ofrece
técnicas adecuadas para la manipulacién y medida de los estados cuanticos (Duan
et al., 2003). Dentro de esta familia de dispositivos, los més conocidos para confinar
particulas cargadas son la trampa de Penning y la trampa de Paul. La trampa de
Penning fue desarrollada por Hans Dehmelt (1967) en la universidad de Washington
y la utiliz6 para realizar medidas espectroscopicas de precision en iones atrapados y
posteriormente, para el estudio de simetrias en fisica. El funcionamiento basico de
este tipo de trampas es el siguiente: se colocan dos placas conductoras paralelas y
se las conecta a un cierto potencial, de manera que se carguen con carga del mismo
signo que los iones que se desean capturar (Figura 1.10(a)). Las cargas en los planos
generan superficies equipotenciales donde los iones se mueven con libertad. Para
restringir el movimientos de estos en una regiéon del plano equipotencial se utiliza
un campo magnético perpendicular a las superficies de los planos (Figura 1.10(b)).
La trampas de Penning modernas utilizan en lugar de un par de placas paralelas,

dos hiperboloides de revolucién que definen un potencial armoénico en el centro de
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la trampa(Figura 1.10(c)).

Actualmente el tipo de trampas de iones mas utilizadas, para implementar secuencias
de calculo de computacion cuantica, son las trampas lineales de Paul. Esta trampas
consisten en cuatro barras conductoras, como se muestran en la Figura 1.10(d). A
estas se les aplica una variacion sinusoidal de potencial, de algunos MGHz (radiofre-
cuencia), de manera que dos barras diametralmente opuestas tengan igual carga
eléctrica y las otras dos contraria. Para cierta amplitud de voltaje, el promedio tem-
poral del campo oscilante genera un pseudo-potencial arménico que tiene un minimo
en el eje de la trampa. Para restringir el movimiento de los iones en el eje se utilizan
dos tapas metéalicas que se colocan en los extremos de la trampa y se conectan a un
potencial fijo.

La utilizacion de este tipo de dispositivos como computadoras cuanticas fue propues-
to por Ignacio Cirac y Peter Zoller en (1995), y debido a esto, la implementacién
experimental de estas ideas han tenido un gran desarrollo (Garcia-Ripoll and Cirac,
2003). La idea bésica es utilizar estados internos electrénicos de los iones como gbits
(espines) y utilizar los grados vibracionales de los iones en el pozo de potencial de la
trampa, para crear compuertas cuanticas y crear entrelazamiento (Leibfried et al.,
2003; Nielsen and Chuang, 2000). Ademés de esto, utilizando ideas similares, recien-
temente se ha mostrado que las trampas de iones pueden ser utilizadas para estudiar
una amplia variedad de sistemas cudnticos en interaccién (Cirac and Zoller, 1995;
Monroe et al., 1995), entre estos en el trabajo de Deng et al.(2005) se muestra como

utilizar trampas de iones para simular modelos de Ising.
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Figura 1.9: La luz 14ser crea diferentes formas de potenciales dpticos. a) El haz ldser crea potenciales
atractivos o repulsivos a lo largo de su eje de propagacion, que son proporcionales a la intensidad
de la luz. b) En la interseccién de dos haces ldser que se propagan en direcciones contrarias, se
puede formar una onda estacionaria sinusoidal. Asi, atomos ultra frios pueden ser atrapados en
minimos de potencial que ocurren cada cuarto de onda y que estdn separados por una barrera
de potencial entre si. Este es el principio de las redes 6pticas unidimensionales. Agregando otro
par de haces, en el dngulo correcto, se pueden crear redes bidimensionales (c), y tridimensionales
(d). Estas tultimas se las llaman redes épticas “cristalinas” donde los dtomos son atrapados en los
minimos de potencial. Las redes épticas reales tienen millones de sitios y cambiando los angulos y

longitudes de onda de los haces se pueden obtener diferentes geometrias.
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Figura 1.10: a) Un ién interactia culombianamente con las placas cargadas y su movimiento se
confina en el plano paralelo a estas. b) El campo magnético aplicado produce un movimiento circular
de los iones (movimiento de ciclotrén) y asi se restringe el movimiento en el plano. ¢)Trampa de
Penning de tapas hiperbdlicas. Estas producen un potencial arménico en la regién de confinamiento.
d) Esquema de una trampa de Paul. e) Imagen compuesta, obtenida por fluorescencia, de cadenas
de iones de calcio en la trampa de iones del laboratorio de Los Alamos. El espaciamiento entre

iones es de 30um aproximadamente. (Imégenes tomadas de Holzscheiter(2002))
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Capitulo 2

Squeezing en atomos de tres
niveles

En este capitulo se estudia el fenémeno de la compresién de la incerteza del
espin (spin squeezing) y del campo electromagnético para un sistema de dtomos de
tres niveles, en la configuracién escalera (Z), y que se encuentran en interaccién
con un modo de radiacién. Se introduce el formalismo utilizado para calcular los
observables de espin y el factor de squeezing en funcion del tiempo. En particular
se discute la incidencia en el factor de squeezing de: la asimetria en las constante
de acoplamiento de la interaccion, el tipo de estado inicial en el sector fotonico, y el

numero de atomos.

2.1. Introduccion

Las condiciones bajo las cuales el fenémeno de squeezing puede aparecer, desde
la perspectiva de la transferencia de informacion cuantica para atomos y campos
de radiacién, es objeto de estudio tedrico y experimental (Drummond and Ficek,
2004; Echanis and et al., 2005) en la actualidad. En lo que sigue presentamos una
resena de los trabajos més relevantes en el tema. Rangel et al. (2005) estudiaron un
sistema consistente en un ion, de dos niveles activos, en una trampa armoénica que
estd localizada en una cavidad electromagnética. Los autores obtuvieron resultados
analiticos para el operador densidad total del sistema y muestran la aparicién de

compresion en incerteza en el movimiento i6nico, y en el campo electromagnético.
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También demuestran que existen colapsos y resurgimientos completos y periddicos
de los estados de movimiento de los iones y del campo de radiacion. Otros autores
(Rubin-Linares and Moya-Cessa, 2005) proponen un esquema simple para medir el
factor de squeezing y las propiedades de fase de un campo de oscilador arménico
al que esta expuesto un atomo. Se muestra que al medir la polarizacién atémica es
posible medir propiedades del campo. Pglsen y Mglmer (2001) muestran la trans-
ferencia de correlaciones cuanticas desde los atomos hacia la luz, por medio de la
dispersion Raman de un pulso laser intenso sobre una muestra de atomos que pre-
sentan compresion en incerteza de espin. En esta referencia también se muestra que
bajo condiciones adecuadas, la informacién cuantica de estados atéomicos colectivos
puede ser transferida al pulso de luz. El squeezing atémico bajo emision colectiva fue
estudiado por (Yukalov and Yukalova, 2004), en ese trabajo se desarrolla un método
para gobernar el comportamiento temporal del factor de squeezing y se estudio la
influencia de un vacio efectivo comprimido sobre la emisién colectiva. Zeng et al.
(2005) estudian el entrelazamiento y las propiedades de la compresién en incerteza
de de espin para tres bosones. Aspectos tedricos y experimentales sobre la compre-
sion en incerteza y entrelazamiento en sistemas de dos niveles se describen en el
trabajo de (Josse et al., 2004). El estudio de la compresién en incerteza para un
estado no lineal, espin-coherente, se encuentra desarrollado en el trabajo de (Wang,
2001). Estados cudnticos éptimamente comprimidos se encuentran en el trabajo de
(Rojo, 2003). La transferencia de espin entre fotones y dtomos utilizando el Hamil-
toniano de Dicke, se puede encontrar en el trabajo (Dicke, 1954). La compresién
de la incerteza atémica en el caso de interacciones atomo-campo considerado en
el marco del modelo de Tavis-Cummings (Tavis and Cummings, 1968; Jaynes and
Cummings, 1963; Buley and Cummings, 1964; Cummings, 1965) se describe en el
trabajo de Genes (2003). En este trabajo se describe el comportamiento de un con-
junto de N &atomos de dos niveles interactuando con el campo de una cavidad.
Otro resultado interesante de este trabajo es el célculo de la solucién analitica en
el limite en el cual el nimero de atomos es grande comparado con el nimero medio

de fotones en un estado coherente en la cavidad. En este limite el grado de la com-
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presiéon de la incerteza se incrementa al incrementar el niimero medio de fotones.
Una caracteristica comun entre los modelos antes mencionados es la interaccion
entre niveles atomicos y fotones. La estructura de los Hamiltonianos que incluyen
este tipo de interacciones pertenecen a la familia de acoplamientos que se puede
encontrar en el trabajo de Klein y Marshalek (1991). Estas formas son tratables
mediante expansiones bosénicas o mapeos bosénicos (Civitarese and Reboiro, 1998;
Civitarese and Reboiro, 1999). Las técnicas de mapeo bosénico permiten la genera-
lizacién, en formas simples, de las interacciones que se han utilizado hasta ahora,
como el Hamiltoniano de Dicke(1954) o el de Tavis y Cummings(1968), por ejemplo.
En los trabajos (Wadkiewicz et al., 1987; Ficek and Drummond, 1991a; Ficek and
Drummond, 1991b; Javanainen and Gould, 1990) se extendi6 el esquema adoptado
a atomos de tres niveles activos en interacciéon con un campo de radiacion En el
trabajo (Javanainen and Gould, 1990) se estudian las poblaciones de atomos de tres

niveles interactuando con dos fotones, utilizando técnicas de funciones de correlacion.

En este Capitulo de la tesis se describe la dependencia de la compresion en in-
certeza atémica respecto a la parametrizacion de las interacciones entre atomos y
fotones y respecto a la condicion inicial del campo electromagnético. El sistema
considerado en esta Capitulo consta de: (a) dtomos de tres niveles, y (b) estados
fotonicos coherentes para modelar las condiciones iniciales del sistema en el cual la
compresién en incerteza puede aparecer. Respecto al punto (a) se presentaran los de-
talles algebraicos para construir la solucién exacta de un Hamiltoniano que describe
las excitaciones atomicas de A atomos de tres niveles inducidas por el intercambio
de fotones. Relativo al punto (b), se estudié la dependencia de las soluciones con el
nimero medio de fotones en el estado inicial. Los detalles del formalismo se presen-
tan en la siguiente Seccion. La ocurrencia de la compresion de las incertezas en un
sistema de A dtomos de tres niveles en interaccién con fotones es numéricamente
modelado en la Seccién 2.3, donde se presentaran y discutiran las soluciones para
diferentes parametros del modelo y diferentes condiciones iniciales. La evoluciéon del

factor de squeezing atémico y fotonico también se muestra en la Seccién 2.3.
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2.2. Formalismo

El sistema a estudiar consiste en A dtomos de tres niveles en interaccién con
el campo de radiacién (Wadkiewicz et al., 1987). Para los operadores de creacién
(aniquilacién) del i-ésimo nivel atémico (i = 0,1,2), se utiliza b!(b;). Los operadores
bl v b; obedecen relaciones de conmutacién bosénicas. El Hamiltoniano del sistema

es
H = wad'a+ Z E;S% +
g1 (a SU 4 al S 4 gy (a $2 4 ol §12), 2.1)
donde w es la energfa del fotén, af(a) es el operador de creacién (aniquilacién) de
un foton, F; es la energia del i-ésimo nivel atémico, y g1 y ¢» son las constantes
de acoplamiento que describen la absorcién (emisién) de un fotén en presencia de
una excitacién (o desexcitacién) atémica de subida (o bajada) entre los niveles 0 y
1 (término proporcional a g;), y entre los niveles 1 y 2 (término proporcional a ¢s).
Los operadores 5%, S, SZ# generan la representacién simétrica (N + 1)(NV +2)/2
dimensional del dlgebra SU(3). Esto puede ser facilmente probado escribiendo estos
operadores en términos de los operadores de creacién (aniquilacién), bl (b;) bosénicos
del i-ésimo nivel atémico (i = 0,1,2). Asi, los operadores
SU =blb;, i,j=0,1,2 (2.2)
satisfacen las relaciones de conmutaciéon
[S9, 8] = ;0S¥ — ;5™ (2.3)
Los operadores de inversion atéomica
. 1 . .
SY = 5(5“ - 5", (2.4)
y los operadores de transicién Sj[j , que satisfacen
SY =84 89 = (SNt =57 i j=0,1,2(i < j), (2.5)
son definidos en términos de los operadores de la Ecuacién (2.2) y obedecen las

mismas relaciones de conmutacion.
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La relacién de resonancia entre dos fotones (Klimov et al., 1999) es satisfecha si la

energia de los niveles atémicos F; cumplen la condiciéon

E2 — E() = 2w, E1 — EQ =w—A. <26)

2.2.1. Solucidén exacta

El operador
L = ata+25%, (2.7)

conmuta con el Hamiltoniano de la Ecuacién (2.1), que por lo tanto, puede ser
diagonalizado en la base de estados

1

L oy, (2.8)
vV nb!nolnlan!

| nbnomnz) =
bajo las condiciones

A =Ny + nq + N9 (29)
N = ny + no — nyg, (2.10)

Donde A es el nimero de atomos, y N es la suma del nimero de fotones n;, mas la
diferencia ny — ng, entre las poblaciones de los niveles atomicos i = 2 e ¢ = 0.
De la diagonalizacion se obtiene el conjunto de autovalores, E,, y autovectores
)= Y cala) | a). (2.11)
a={ny,no,n1,m2}
La dimension del espacio de configuraciones, adoptado para el calculo esta dado por
el valor de N a partir del cual se puede garantizar la estabilidad de la funcién de

onda. El procedimiento adoptado se discutira en la Seccién 2.3.

2.2.2. Evolucion temporal

En la base de los autoestados de H, construida como se mencioné anteriormente,

la evolucion temporal de un dado operador O es expresada como
o) =Ut)oU ), U(t) = e H/" (2.12)
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El valor esperado en funcién del tiempo de un operador O(t) se escribe entonces

co1mo

(O(t)) = Tr(p(t)O) = Y _(BII)(I]a)(a|O|g)e FamBih (2.13)

o,
donde se ha definido el operador densidad p(t) = UT(t)p(0)U(t) a partir de, p(0) =

|I)(I], con |I) es el estado incial del sistema, mientras que F, y |a) son el a-ésimo
autovalor y autovector del Hamiltoniano respectivamente.
La expresién anterior puede ser escrita en una forma mas compacta en términos de

las proyecciones del estado inicial |) y de los autovectores |a), esto es
(O(t)) =Y _ T"(n)(n|Olm)T(m),

T(m) = chCam(nlI)e /", (2.14)

a,n
En la Ecuacién anterior |n) es una abreviatura de los elementos |ny, ng, n1,ns) de la
base y Con = Ca(np, o, 11, n2) esto son los coeficientes de los autoestados |a) de la

ecuacion de autovalores, con autovalor E,,.

2.2.3. Parametro de squeezing en sistemas de tres niveles

En este caso el objetivo es identificar para qué sistemas el cambio de la poblacion
de niveles atémicos pueden ser determinados con exactitud. Es decir, la fluctuacion
cuantica asociada es lo mas pequena posible. Particularmente es de interés, el estudio
de la inversién de poblacion del estado fundamental de los dtomos al segundo estado
excitado. Como medida de esto, se analizo la evolucion del parametro de squeezing
que se define como (Civitarese and Reboiro, 2006; Reboiro, 2008)

2(AS,)?

Q(S:, 54) = RICHIR (2.15)

Donde se utilizé S, = S¥? y S; = S%. En este esquema, el squeezing éptimo se
obtiene cuando las fluctuaciones de la componente z del espin es minima. Defini-
ciones similares del espin squeezing se han utilizado en (Prakash and Kumar, 2005).
Prakash et al. (2005), discuten la ocurrencia simultdnea de squeezing en dos com-

ponentes ortogonales de espin, en sistemas de dos niveles. En la proxima Seccién se
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presentaran algunos resultados exactos del comportamiento de la compresion de la

incerteza de espin en funcién del tiempo para el sistema modelado por el Hamilto-

niano de la Ecuacién (2.1).

2.2.4. Caso de un atomo

En esta seccién se presentan los resultados analiticos para el caso A = 1. La

diagonalizacién del Hamiltoniano de la ecuacién (2.1) se realizé utilizando la base

‘CL> = |nb7 17070>7
‘b> - |nb— 1a07170>a
|C> - |nb - 2a 07 07 1>a

(2.16)

para obtener los autovalores A\, y autovectores |¥,), con o = 1,2, 3, que explicita-

mente tienen las siguientes expresiones:

con

Ny =

Ny =

Nz =

= w (nb - 1)v

= Ni(=g2vmy = Lla) + gi1v/mc)),
= wng—1)—6—r(m),

= MNao(g1v/mpla) — (r(ny) + 9)|b)

+g2v/ny, — 1c)),

= w(np—1) =& +r(n),
= Ns(giv/nsla) + (r(ny) — 6)[b)

+g2v/ny, — 1c)),

(2.17)



r(ny) = \/g%nb +g3(ny — 1) + 62, (2.18)
para cada uno de los subespacios etiquetados al fijar el valor de N = ny, + ny — ng.
Para un numero variable de fotones en cada subespacio de soluciones etiquetadas
por el valor de N. El tensor densidad de la Ecuacién (2.14) es determinado por la

condicién inicial |I). Esta puede ser un estado de Fock

|I) = |ns, 1,0,0), (2.19)
que representa el producto de los estados de n; fotones por el de un atomo en el
estado de menor energia.

Para calcular el parametro de squeezing atémico se estudié la evolucién temporal

del operador escalera S0?, y de S con N = n; — 1, en este caso se obtuvo

<SZ(nbv t>> = <S,(z)2(nb’ t)>

== 37 () sin®(r(np)t)

9195 np(ny — 1)

—_
[a—
Q
—
S
o

[\

N}

T ()2 — 07)2 ((cos(r(ns)t) — cos(dt))?
5 . ’
i (r(nb) sin{r{n)t) - Sm(&)) )
(S2(ny, 1)) = ((S2)* (. 1))
1 g%nb
(S4() = (S (ny, 1)) = 0. (220

Por lo tanto, para este caso el fenémeno de squeezing atémico no se observa, sin
importar cuantos fotones o niveles atémicos son incluidos.
Para el caso de un estado foténico coherente (Ecuacién (B.14)), con un nimero

medio de fotones |z|? = ny, el célculo conduce a las expresiones

> k

(S = e D7 T8 (Su(h, ),
o) nk
(S20)y =e™™ 3 o1 (S2k, 1)),
(S, (t)) =e™ Z: ”bk! fo(k) (a(k) + ib(k)) (2.21)

61



con

(95 (n—2)+gi (n—1))filn+1)
+97 (n = 1)(fo(n = 1) fo(n+ 1) + fo(n — 1) fo(n + 1)),
bn) = gi(n—1)(filn —1)fo(n+1) = fo(n — 1) fi(n+1)), (2.22)

Q
—~
S
~—
Il

91927/ (n +2)(n + 1) e2«t/h
(gi(n+2) + g3(n+1)(gin +g3(n — 1))’

fi(n) = cos(dt) cos(r(n)t) + % sin(dt) sin(r(n)t) — 1,

fa(n) = —sin(dt) cos(r(n)t) + % cos(0t) sin(r(n)t). (2.23)

Donde las cantidades fo(k), a(k), y b(k) son obtenidas directamente del Hamilto-

niano y los autovectores. Hay que notar que, para esta condicién inicial, los valores
esperados del operador escalera en funcién del tiempo (2.21) son no nulos. Esto
significa que, dependiendo de las constantes de acoplamiento de H, el squeezing

puede aparecer, esto es Q(S,,51) <1 (Genes et al., 2003).

2.3. Resultados y discusion

En lo que sigue vamos a considerar que la energia de espaciamiento entre niveles
atémicos esta fija por la Ecuacion (2.6), con A =0, asi By = —w, F; =0, Fy = w.
En todos los casos se han tomado estados coherentes en el sector foténico del es-
tado inicial. Se considero la parametrizacion simétrica, g; = g2, y una no simétri-
ca, g1 # go, del Hamiltoniano. El valor medio de fotones del estado coherente se
tomo como variable. Se realizaron calculos para los casos de A =3, A =6, A =15
y A = 18 dtomos, respectivamente. En las Figuras (2.1-2.3), se muestran los re-
sultados para la evolucién temporal de la inversién atémica, (S,(t)), el factor de
squeezing atémico, Q(S,,Sy), y el factor de squeezing del campo Q(x,p) (Genes
et al., 2003), que para este caso se empled la definicién canénica (Ecuacién (1.57))

con los operadores posicién (z = 1/v/2(a + a')) y momento (p = —i/v/2(a + af))
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del campo electromagnético. El estado inicial en el sector atémico, corresponde a
tomar ng = A (estado fundamental del sistema), mientras que el pardmetro |z|*
del estado coherente foténico se fijo con el valor n,. Con esta parametrizacién el
Hamiltoniano de la Ecuacién (2.1) fue diagonalizado y el tensor densidad (Ecuacién
(2.14)) se obtuvo para cada subespacio, A, N. La Figura 2.1 muestra los resultados
para A =1, 91 = go = 1 y n, = 10. No se encuentra senal alguna de compresion
de incerteza, a pesar de haber utilizado estados coherentes en el sector foténico.
Este resultado puede ser comparado con el que se encuentra en (Genes et al., 2003),
donde para el caso de atomos de dos niveles, y estados coherentes para los esta-
dos fotonicos, no se obtiene el fendmeno de squeezing atémico. En la Figura 2.2 se
muestran los resultados obtenidos para el caso de una parametrizacién asimétrica,
esto es g1 = 1, g9 = 4. Dicho caso exhibe compresion en incerteza atémica, y el
valor central del pardmetro de squeezing (Q(S., S)) es del orden de 0,75 — 0,80. La
evolucién temporal de la inversién atémica (S, (t)) es consistente con el valor central
(S.(t)) = —0,4, mientras que en los resultados de la Figura 2.1 el valor central de
(S.(t)) es cero. Los resultados mostrados en la Figura 2.2 senalan una posible de-
pendencia critica de la compresién en incerteza respecto a la intensidad relativa con
que se emiten y absorben fotones en transiciones que involucran el estado base, ng,
y el estado excitado no, independientemente del valor medio del niimero de fotones.
En la Figura 2.3, se muestra la dependencia del factor de squeezing atémico respecto
al numero de atomos. Para esto, se tomaron casos con A =3, A =6, A =15,y
A = 18, manteniendo fijos g1 = 1, go = 6, n, = 21. Se observa que la compresion
en incerteza atomica desaparece cuando el niimero de atomos se incrementa. Estos
resultados parecen indicar una fuerte dependencia de la compresién en incerteza
atémica con el niimero de atomos. La comparacién entre los resultados que se han
obtenido utilizando acoplamientos simétricos y no-simétricos senala la dependencia
critica del squeezing con las constantes relativas de emisién y absorcion de fotones
en las transiciones entre el estado fundamental ng y el estado excitado n,. Esta es
independiente del valor medio de los fotones. Esto es posible visualizarlo en la Figura

2.4 donde se tomaron los mismos parametros que en la Figura 2.3 (A = 3, A = 6,
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A =15,y A =18, manteniendo fijos g; = 1, go = 6), pero utilizando n, = 400.

2.4.

Conclusiones del capitulo

En este capitulo se estudid, la apariciéon de compresién en incerteza en sistemas

atémicos de tres niveles en interaccién con un campo de radiaciéon. Se encontré que:

a)

Utilizando condiciones iniciales consistentes en un nimero fijo de fotones no
conducen observar el fenémeno squeezing, sin embargo, este aparece si se utiliza

en el sector fotonico un estado coherente como condicién inicial;

La transferencia de espin entre atomos y fotones es favorecida si la interac-
cién entre los niveles atémicos y los fotones, es parametrizada en una forma no
simétrica. Esto se logra tomando g > ¢g; en el Hamiltoniano de la Ecuacion
(2.1) (ya que, el caso g; > g2 no condujo a la aparicién del mismo). También
se encontrd que la utilizacion de un estado coherente no conduce, en forma au-
tomatica, al la compresion en incerteza, a menos que la interaccién considerada

sea no-simétrica en la forma explicada con anterioridad;

Para una dada parametrizaciéon se encuentra que al aumentar el nimero de

atomos se borra la compresion en incerteza.
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Figura 2.1: Valor medio del operador (S.(t)), factor de squeezing atémico Q(S,, S ), factor de
squeezing del campo electromagnético Q(x, p), en funcién del tiempo. El sistema consiste en un
atomo, inicialmente en el estado fundamental, y un campo de fotones coherente con n; = 10. Las

constantes de acoplamiento se fijaron en g1 =1y g5 = 1.
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Figura 2.2: Idem. Figura (2.1) con n, =10, g1 = 1, y g2 = 4.
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Figura 2.3: Factor de squeezing atémico Q(S,, S+ ) en funcién del tiempo. Las constantes de inter-
accion se fijaron en g3 = 1y go = 6. El estado inicial consta de A atomos en el estado fundamental,
y el estado coherente con un valor medio de fotones n;, = 21. Los casos (a), (b), (c), y (d), corre-

sponden a sistemas con A =3, A =6, A =15, y A =18 atomos, respectivamente.
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Figura 2.4: Idem. Figura 2.3 con n; = 400.
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Capitulo 3

Squeezing en atomos de tres
niveles e interacciones dipolares

En este capitulo se analiza la aparicion del fenémeno de squeezing atémico en
atomos de tres niveles en una cavidad que presenta dos modos propios de radiacion.
Se discuten los efectos de incorporar una interaccién dipolar efectiva entre atomos.
Del estudio realizado resulta que la inclusién de este tipo de interacciones tiende
a remover la aparicion de la compresién en incerteza atomica, mientras que el in-
cremento en el numero medio de los fotones, de un estado coherente, modera este

efecto.

3.1. Introducion

Recientemente se han publicado diversas propuestas referidas al diseno de “com-
putadoras” cuanticas (Kok et al., 2007; Imai, 2006). Entre estas propuestas figuran,
los dispositivos de computacién cudntica con dtomos neutros (Brennen et al., 1999;
Jaksch et al.,; 1999; Ahn et al., 2000) son particularmente atractivos, debido a los lar-
gos tiempos de coherencia de los estados atémicos internos y a las bien desarrolladas
técnicas de enfriamiento y captura en redes Opticas, trampas de luz fuera de resonan-
cia, y microtrampas magnéticas (Briegel et al., 2000). En particular, los acoplamien-
tos dipolo-dipolo entre estados de Rydberg proveen una interaccion fuerte deseable
para la implementacién de compuertas de dos qubits en atomos neutros (con los

tiempos de operacion de la compuerta mucho mas cortos que las escalas de tiempo
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asociadas con el movimiento de los a&tomos en el potencial confinante)(Jaksch et al.,
2000; Yavuz, 2006). Un andlisis detallado de un dispositivo l6gico basado en inte-
racciones dipolo-dipolo de dtomos de Rydberg 6picamente atrapados se presentan
en (Saffman and Walker, 2005; Saffman and Mglmer, 2008). En la referencia (Lukin
et al., 2001), se prestd atencion al fenémeno denominado “bloqueo-dipolar”, cuando
varios atomos estan suficientemente cerca, la presencia de un atomo excitado causa
un corrimiento en energia de todos los atomos que es lo suficientemente grande co-
mo para prevenir excitaciones resonantes de mas de un atomo en la muestra (Lukin
et al., 2001). El fenémenos de “bloqueo-dipolar” puede usarse para crear conjuntos
fuertemente acoplados con un nimero moderado de dtomos (Brion et al., 2007).
Johnson et al. (2008) estudiaron oscilaciones de Rabi entre estados fundamentales y
de Rydberg en 8" Rb. Ellos han observado oscilaciones coherentes de poblacién para
un atomo, mientras la presencia de dos o mas atomos destruyen la coherencia de la
oscilacién. La generacion de entrelazamiento multipartito es discutido en (Saffman
and Mglmer, 2009). Entre los sistemas de estudio son de interés los conjuntos de
atomos de tres niveles en presencia de campos laser e interactuando entre si por
medio de interacciones dipolo-dipolo. Por ejemplo se puede ver en las referencias
(MacOvei et al., 2005; Kiffner et al., 2007; Wang, 2009) donde se implementa la
manipulacién coherente de atomos de tres niveles interactuando por medio de inte-

racciones dipolo-dipolo.

En este Capitulo se consideré un sistema de atomos de tres niveles en una cavidad
que soporta dos modos (Dantan et al., 2003; Vogel and Blatt, 1992; Dalton et al.,
1994; Ficek et al., 1995). Se adopté un estado coherente para modelar las condiciones
iniciales de los campos foténico y se incluyeron interacciones efectivas dipolo-dipolo
entre atomos (Varada and Agarwal, 1992; Agarwal and Patnaik, 2001). La aparicién
de la compresién en incerteza atémica (Drummond and Ficek, 2004; Cerf et al., 2007)
se investigd en base a la asimetria de las constante de acoplamiento en la interaccion
atomo-fotén del Hamiltoniano propuesto, asi como también por la inclusién del

término de interaccién dipolo-dipolo (Civitarese and Reboiro, 2006; Reboiro, 2008).
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El desarrollo de este Capitulo estd esquematizado de la siguiente manera: En la
Seccion 3.2 se presentaran los detalles del formalismo utilizado; La aparicion del
fendomeno de squeezing en un sistema de atomos de tres niveles se discute en la
Seccion 3.3, donde se muestran y discuten los resultados obtenidos; Por ultimo, en

la Seccion 3.4, se dan las conclusiones.

3.2. Formalismo

Se considerd un sistema que consiste en A atomos idénticos de tres niveles en
interaccién con un campo de radiacién (Vogel and Blatt, 1992; Dalton et al., 1994;
Ficek et al., 1995; Civitarese and Reboiro, 2006; Reboiro, 2008; Klimov et al., 1999).

El Hamiltoniano propuesto es de la forma

H = HO,fotén + HO,at + Hdd + Hfotén—at> (3].)

donde
Ho, foton = waala + wpb'b, (3.2)
HO,at - Z EZS” (33)

Para la interacccion dipolo-dipolo efectiva entre atomos hemos adoptado
Hag = g) (ST(7) + SZ())(SL (V) + SE (). (3.4)
Y

En la interaccién definida en la Ecuacién (3.4) no se consideré el término de autoin-
teraccion y se tomaron promedios sobre las posiciones relativas de los dtomos, ab-
sorbiendo las distancias de interaccién en acoplamientos efectivos (Cohen-Tannoudji
et al., 1992). Debido a que las configuraciones que estamos tratando incluyen un
nimero pequeno de atomos, esta aproximacion no deberia afectar mayormente los
calculos, aunque este tipo de aproximaciéon no es valido para arreglos espaciales con
un numero grande de dtomos, donde los efectos de atenuacién dependen de la posi-
cién de los atomos.

Los atomos interactian con dos campos laser de frecuencias w, y wy, respectiva-
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Figura 3.1: Diferentes configuraciones para el término de interaccion Hfotsn—at. Los graficos (a),

(b), v (¢) corresponden a las configuraciones A, =, y V respectivamente.

mente. Se estudié el comportamiento de los sistemas para las diferentes configu-
raciones posibles (A, Z y V) Figura 3.1. Al igual que en el Capitulo anterior se

utilizé como interaccién foton-atomo
Hfoto’n,at =0 (aSg)rl + aT591> + gz(be + bTSJlf) (35)

Los operadores S, S, Si{# generan la representacion simétrica (N + 1)(N +
2)/2 dimensional del dlgebra SU(3) (ver ecuaciones(2.2)-(2.5)). En la expresion de
H, de la Ecuacién (3.1), a' (a) el operador de creacién (aniquilacién) de un fotén
con energia w,, mientras que bl (b) corresponden a los modos de energia wy. E;
es la energia del i—ésimo nivel atémico. En las Ecuaciones (3.5) v (3.4), g1 v ¢2
son las constantes que describen la absorcién (emision) de fotones en presencia de
excitaciones atémicas entre los niveles 0 y 1 (término proporcional a ¢1), y entre
los niveles 1 y 2 (término proporcional a go), y g es la constante de acoplamiento

efectivo de la interaccion dipolar atomo-atomo.

3.2.1. Solucién exacta

La base de estados del problema, es el producto directo de la base de estados
atémicos y la base de estados para los fotones asociados a los modos de radiacion.
Para la base de estados atdémicos se considerd el estado colectivo con n; atomos en
el primer estado excitado y ny dtomos en el segundo estado excitado (ny +mng < A).

|n1,n2) = N(ny,ng) Z |ny(1),...,nY(A),n5(1),...,nb(A)), (3.6)

p

73



~1/2

A A — nq

N(nl, ng) = s (37)
s N9
A . A . . .

conny = 5y ny(4), ne = 325 m5(7) y ni(4) = n5(j) = 0, 1. [nf (1), ..., i (N), n5(1), ..., n5(N))
Hay que notar que la degeneracion interna disponible en cada uno de los dos estados
atémicos es incluida en la definicién de la base [nf(1),...,n}(A),n5(1),...,n5(A)).
La base para los estados que representan a los fotones (n,, np) se escribe en funcién

de

aTna anb

10), (3.8)

|na7nb> - 7 i
Uy

y la funcién de onda de fotones y atomos como

|Tas My, M1, M2) = |[Ng, Np) @ N1, M2). (3.9)

Se diagonaliz6 el Hamiltoniano de la Ecuacion (3.1) en la base (3.9) bajo las condi-

clones

no 4+ ny +ng = A, (3.10)
Ng—mnp+n1 —A=1L (configuracion =), (3.11)
Na+mnp+mn,—A=1L (configuracion A), (3.12)
Ng+np—n1 —N =1L (configuracion V). (3.13)

Donde A es el nimero de atomos.

3.3. Resultados y discusién

En lo que sigue se presentaran los resultados que se obtuvieron en el estudio del
sistema descripto en la Seccion 3.2. Se diagonalizé el Hamiltoniano de la Ecuacion
(3.1) y se calculé la evolucién temporal de los operadores relevantes del sistema
en la misma forma que se detalla en la Seccién 5.2. Se tomd el espaciamiento de
niveles atémicos que corresponden al 8" Rb (Brattke et al., 1998), que se detalla en

la Figura 3.2. La energia del sector fotonico del Hamiltoniano se fijé en el caso de
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Figura 3.2: Esquema de niveles para los dtomos de 87 Rb.
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resonancia (Brattke et al., 1998). Para el estado inicial del sector foténico se supuso

un producto de estados coherentes
|2a2) = Ne @ e |0), (3.14)

con |z,* = (na) v |2|* = (m). Se considerd, para el sector dtomo-fotén del Hamil-
toniano, los valores g; = 0,025 y go = 0,1 eV para los esquemas Ay V', y g1 = 0,025
y g2 = 0,3 eV para el caso = (Reboiro et al., 2007). Los céalculos se realizaron para
sistemas con A = 2,3 y 5 atomos.

En la Figuras (3.3-3.5), se muestran los resultados para la evolucién temporal del
pardmetro de squeezing (S, S;) (que se detallé en la Seccién 2.2.3), para dife-
rentes tipos de interaccién dtomo-fotén con (y sin) el término de dipolo-dipolo de
interaccién (Ecuacion (3.4)).

La Figura 3.3 muestra los resultados obtenidos para el esquema de interaccion A
(Zhu and Lin, 1996; Wang, 2009; Cardimona et al., 2009; Barberis-Blostein and
Bienert, 2009). Esta configuracién se realiza tomando los niveles °Sj,(F = 2),
5S1/2(F = 1) y 5P35(F = 2), de la Figura 3.2, como los estados [0), [2) y [1) de la
Figura 3.1(a). Los graficos (a) y (b) corresponden a un sistema con A = 2 &tomos,
los graficos (c¢) y (d) corresponden a un sistema con A = 3 dtomos y los gréficos (e)
y (f) a A =5 dtomos respectivamente. Los estados iniciales foténicos corresponden
a (ng) = (ny) = 2, para los gréficos (a), (¢) y (e), y (ns) = (ny) = 6 para los graficos
(b), (d) y (f). Las curvas que se muestran en la Figura 3.3 estdn etiquetadas por la
constante de interaccién g (g = 0,0eV, y g = 0,05eV). La inclusién de la interaccién
dipolo-dipolo conduce a valores grandes de (S, S, ), lo cual significa que se reduce
la posibilidad de generar compresion en incerteza en el sistema atémico. Los efectos
son relativamente grandes para valores pequenos del nimero medio de fotones.

La Figura 3.4 exhibe los resultados cuando la configuracion = (ver Figura 3.1(b))
es considerada (Van Kampen et al., 2000). El esquema efectivo incluye el estado
5S1/2, como el estado de menor energfa (]0) ), el estado °Py/ como el estado in-
termedio (|1)), y el estado ®*Dj/s como el estado superior (|2)). Se supuso que los

atomos se encuentran inicialmente en el estado fundamental. Para que a partir de
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este estado inicial se obtenga compresion en incerteza, se incrementd la asimetria
en la interaccién dtomo-fotén (g3 = 0,025eV, g, = 0,3eV), en comparacién con la
configuraciéon A que fue de (g1 = 0,025eV, go = 0,1eV'). Se puede observar que la
inclusién del término de interaccién dipolo-dipolo, para este esquema, tiene un efec-
to menor, mientras que el incremento en media del niimero de fotones, en el estado
inicial, tiende a lavar el del sector dipolar de la interaccion y mejora ligeramente
la compresion en incerteza atémica. En la Figura 3.5 se investigd la respuesta en
el esquema V' (Agarwal and Patnaik, 2001; Kuzmich et al., 1997; Tan et al., 2009)
(ver Figura 3.1(c)).Se tomé el estado °Sj /s, como el estado de menor energfa y los
estados 5P3/2 y 5P5/2 como los superiores (Agarwal and Patnaik, 2001). Se tomd,
inicialmente, a todos los atomos en el estado 5P5/2, ya que, si se los tomaba en el
estado °Si/ no se obtenia squeezing. En los gréficos (a) a (f)se muestran los resulta-
dos obtenidos con los mismo pardametros que en las Figuras 3.3 y 3.4. En este caso la
aparicion de squeezing se restringe solo a un breve intervalo de tiempo. La inclusion
de la interaccién dipolar produce el mismo efecto que en las configuraciones previas,
idem con el incremento del nimero medio de fotones en el estado inicial.

Los resultados anteriores sugieren que, para las configuraciones estudiadas en ato-
mos de tres niveles, la aparicion de squeezing depende de varias condiciones fisicas.
En primera instancia, se puede decir que para las configuraciones A y = la ocurrencia
de squeezing es evidente. Por otro lado, para la configuraciéon V' el squeezing atémico
no aparece tan claramente si exploramos los valores de las constantes de acoplamien-
to, nimero de atomos y fotones. Las caracteristicas mas evidentes provienen de las
configuraciones A y = aparentemente indicando que, en ausencia de interacciones
dipolo-dipolo, las variaciones en el niimero de atomos no afectan los observables de
espin. En la misma condicién (g = 0) el incremento en el nimero de fotones tiende
a favorecer la aparicion del fenémeno de squeezing en la configuracion =, y apenas
modifica la evolucién temporal de los observables de espin en la configuracion A.
Respecto al efecto de la interaccion dipolar, se puede decir que esta no afecta al
squeezing atomico en la configuracion =, pero se vuelve crucial destruyendo los pa-

trones en la configuracion A.
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Para dar una mirada fisica a esta situacién volveremos a analizar los aspectos de
simetria envueltos en los célculos. Los niimeros conservados en las bases son combi-
naciones lineales de la ocupacion de niveles atémicos, nimero de fotones y nimero
de atomos, como se explico en la Seccion 3.2.1. Si nos restringimos a dos casos donde
se obserba el feémeno de squeezing atomico, esto es para las configuraciones =y A,
desde el analisis numérico, se vuelve evidente que para la configuracion = la relacion
ng > Ny > ng cambia a ng > ny > n; cuando el nimero de fotones se incrementa.
Para el esquema A la relacion ng > nq > ny se mantiene cuando el nimero de fotones
se incrementa.

Uno puede trasladar estas relaciones entre ocupaciones de niveles en términos de
la dependencia temporal del valor esperado de la componente S, del espin y sus
fluctuaciones. Para el esquema = el incremento del niimero de fotones produce un
incremento del valor absoluto de la componente z del espin, independientemente de
los efectos dipolares, y las fluctuaciones de espin decrecen. Para el esquema A, bajo
las mismas condiciones, el valor absoluto de la componente z del espin decrece y sus
fluctuaciones aumentan ligeramente.

En cuanto al valor absoluto del operador S, este se incrementa (esquema =) o
permanece relativamente constante (esquema A)con y sin interacciones dipolares, al
incrementar el nimero de fotones. Todo esto se refleja sobre la dependencia tem-
poral del parametro de squeezing mostrados en la Figura 3.3 y 3.4. En cada caso,
la tendencia se ve favorecida por la asimetria de la interaccién entre el espin de los
componentes de los niveles atéomicos. La modificacién de las condiciones iniciales
pueden entonces afectar estos comportamientos en la forma que se ha explicado al

comienzo de la seccion.

3.4. Conclusiones del capitulo

En esta seccion se estudié la compresion de la incerteza atémico en un sistema de
atomos de tres niveles interactuando con dos modos del campo electromagnético. Se

considerd los distintos esquemas de configuracién (A, =y V). Se realizaron célculos
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con (y sin) la inclusién de interacciones dipolo-dipolo entre dtomos. De los resultados

se puede concluir que:

a) Para la interaccién dtomo-fotén, sin incluir el término dipolo-dipolo, se obtiene

compresion en la incerteza atomica para las configuraciones A y =.

b) La inclusién de las interacciones dipolo-dipolo actia en contra de la aparicién

del fenémeno de squeezing atémico.

c¢) El incremento del valor medio de fotones, en el estado inicial, disminuye el

efecto de las interacciones dipolo-dipolo.
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Figura 3.3: Pardmetro de Squeezing Q(S.,S+) en funcién del tiempo. Los fotones y dtomos inte-
ractian mediante un esquema A. Para las constantes de acoplamiento del sector fotén-atomo del
Hamiltoniano, se tomaron los valores de g1 = 0,025¢V y g2 = 0,1eV. El valor de la constante de
acoplamiento del sector dipolo-dipolo del Hamiltoniano g [ev] se indica en la figura. Los graficos
(a) y (b) muestran los resultados para un sistema de dos dtomos, los gréficos (¢) y (d) muestran
los resultados para un sistema de tres dtomos, y (e),(f) los de un sistema de cinco dtomos. En
todos los casos los dtomos se encuentran en el estado fundamental. El valor medio de los fotones
se £ij6 en (na) = (ns) = 2 (casos (a),(c) ¥ () ¥ en (na) = {ns) = 6 (casos (b),(d) ¥ (F)).
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Figura 3.4: Pardmetro de Squeezing Q(S.,S;) como funcién del tiempo para la configuracién Z.
Los valores de las contantes de acoplamiento del sector atomo -fotén del Hamiltoniano se fijaron
en: g3 = 0,025eV y g2 = 0,1eV. Los resultados se presentan en el mismo orden que en la Figura

3.3.
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Figura 3.5: Pardmetro de Squeezing Q(S.,S+) como funcién del tiempo para la configuracién V.
Los valores de las contantes de acoplamiento fueron fijadas en: g = 0,025¢V y go = 0,1eV. Los

resultados fueron presentados de la misma forma que en la Figura 3.3.
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Capitulo 4

Espin squeezing en presencia de
disipacion

En este Capitulo se estudia la transferencia de espin entre fotones y niveles atémi-
cos localizados para una cadena de atomos de dos niveles. El Hamiltoniano del sis-
tema es modelado por un término de radiacién y por interacciones atomo-atomo y
foton-atomo. Se han tenido en cuenta los efectos de disipacién correspondientes al
ancho de linea de los fotones mediante la inclusién de interacciones de intercambio
fotén-atomo con constante de interaccion compleja. Se observa que la compresion en
la incerteza de espin es suprimida por la disipacién. Los resultados que se presentan

en este Capitulo corresponden a arreglos de atomos de Rubidio excitados por un

laser de GaAlAs.

4.1. Introduccion

El estudio de sistemas de espines, como laboratorios de efectos mecanico cuanti-
cos, fue impulsado al considerar un sistema de s = 1/2 como qg-bits, siendo estos las
unidades primordiales de la computacién cudntica (Kok et al., 2007; Imai, 2006).
Otro campo de interés, en conexion con los sistemas de espines, es la optica cuanti-
ca (Scully and Zubairy, 1997; Peng and Li, 1998; Klauder and Sudarshan, 2006),
donde se han registrado notables avances en la transferencia de espin (Furusawa
and Takei, 2007; Takei et al., 2005; Sherson et al., 2006; Yonezawa et al., 2007,
Lyakhov et al., 2007; Brey et al., 2007; Rabl and Zoller, 2007; Campos Venuti et al.,
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2007; Romero-Isart et al., 2007; Joo et al., 2006; Fermani et al., 2007). A todo este
conjunto de resultados me referiré como el campo de investigacién del espin squee-
zing (Walls and Zoller, 1981; Prakash and Kumar, 2005; Kitagawa and Ueda, 1993;
Drummond and Ficek, 2004; Cerf et al., 2007). En general, la interaccion entre luz lo-
calizada y los niveles atémicos, producen transferencia de espin entre ellos (Lyakhov
et al., 2007; Campos Venuti et al., 2007), y desviaciones de los valores esperados,
en comparacion con los valores dados por la conmutacion estandar y las relaciones
de incertidumbre (Walls and Zoller, 1981; Prakash and Kumar, 2005; Kitagawa and
Ueda, 1993; Drummond and Ficek, 2004). Como se vié en el Capitulo 1, existe e-
videncia de compresion de incertezas de espin en sistemas atémicos en presencia
de interacciones espin-fotén. En la referencia (Reboiro et al., 2007) se analiza con
detalle la competencia entre las condiciones iniciales, para el caso de una cadena de
s = 1/2. Entre los problemas abiertos en el campo de la transferencia de espin, se
puede mencionar la persistencia de la orientacién del espin, y el resurgimiento de
la alineacién del espin (Romero-Isart et al., 2007; Lyakhov et al., 2007; Brey et al.,
2007; Rabl and Zoller, 2007; Drummond and Ficek, 2004). En el reciente trabajo
de Hagehstein y Chaudhary (2008) se investiga la atenuacién de la transferencia de
espin en presencia de disipacién. La forma usual de estudiar el problema de la disi-
pacién en este tipo de sistemas, se puede encontrar en (Barnett and Knight, 1986).
La descripcién del fenémeno se basa en la utilizacion de la teoria de interaccion en-
tre radiacién y espines. Hagelstein y Chaudhary (2008) consideran sistemas de dos
niveles acoplados con un oscilador, y tienen en cuenta efectos disipativos debido al
ancho de linea del modo de la cavidad mediante la inclusiéon de un término de inter-
accion entre este y los atomos del sistema, con constante de acoplamiento compleja.
Los resultados de (Hagelstein and Chaudhary, 2008) son muy interesantes, ya que
los autores muestran que la inclusién de disipacion incrementa la fraccién de ener-
gia que se transfiere. Este efecto reportado es independiente del modelo utilizado
para dar cuenta de la disipacién, y esto abre la posibilidad de varias aplicaciones, la
méas destacada es la de fusion entre iones livianos (Hagelstein et al., 2006). En este

capitulo se tomo el trabajo de (Hagelstein and Chaudhary, 2008) como motivacién
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para estudiar los cambios debidos a los términos disipativos, en la persistencia de
la compresion de la incerteza de espin de un modelo con interaccién espin-espin.
Estas interacciones no fueron consideradas en (Hagelstein and Chaudhary, 2008) y
pueden ser de importancia, en particular, en los mecanismos de transferencia de
espin (Lyakhov et al., 2007; Brey et al., 2007; Rabl and Zoller, 2007; Campos Venuti
et al., 2007; Romero-Isart et al., 2007).

En este capitulo se estudian las condiciones de generacion de squeezing atémico
y la persistencia del mismo en un arreglo de atomos de rubidio, sistema reciente-
mente analizado en (Echanis and et al., 2005). Ademds de las caracteristicas ya
comentadas, la relacién entre el squeezing de espin y entrelazamiento fue estudiada
recientemente en (Deb et al., 2006). Deb et al.(2006) consideraron un sistema de
N sistemas de atomos de dos niveles interactuando con un campo de radiaciéon en
una cavidad dispersiva. Entre los resultados mencionados en (Deb et al., 2006) se
encuentra una reduccién casi completa del ruido para un sistema de dos atomos en
una cavidad con gran ). En acuerdo con lo visto en el Capitulo 2 y en (Reboiro
et al., 2007), los autores de (Deb et al., 2006) encontraron que el grado de squeezing
se deteriora si el nimero de atomos en el estado excitado se incrementa. El objetivo
de este Capitulo fue detallar la bisqueda de este tipo de efectos en sistemas como
los estudiados en (Sgrensen and Mglmer, 1999).
Este Capitulo se organizé de la siguiente forma. En la Seccion 4.2 se presenta el
Hamiltoniano que describe la interaccion entre dtomos y el campo de radiacion.
Luego presentan los resultados obtenidos para el caso de un arreglo de atomos de
rubidio bajo diferentes pardmetros del modelo (Seccién 4.3). Para concluir, se pre-

sentan las conclusiones del capitulo en la Seccion 4.4.

4.2. Formalismo

En esta seccion se introducira el Hamiltoniano del sistema, la base empleada y se

describird el método utilizado para resolver el problema de autovalores. La dependen-
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cia con las condiciones iniciales se discuten en la Seccién 4.3. Se consideraron como
estados iniciales, el productos de estados atéomicos y de campos de radiacién. Para el
estado inicial atémico, se utilizaron estados coherentes de espin (Seccién 1.2) y para
estado inicial foténico también se considerd un estado coherente bosénico (Apéndice
B.2). La Seccién 4.2.3 se utiliza para fijar la definicién del pardmetro de squeezing

atémico utilizada (Kitagawa and Ueda, 1993).

4.2.1. Hamiltoniano

El sistema esta compuesto por cadenas localizadas de atomos de dos niveles
activos y campos de radiacion. Los atomos de cada sitio de la cadena interactian en
forma independiente con el campo de radiacién. Esta situacién que se ha modelado
corresponde, aproximadamente, a la que se encuentra en trampas opticas de iones. La
interaccién atomo-atomo es la descripta por la interaccién espin-espin entre niveles

atéomicos. El Hamiltoniano resultante es

H = Ho+ Heq+ Hipg, (4.1)

Hy = hw(a'a+ %) + Ze(z)SZ(z), (4.2)

Hcad = ZWZ]SZ<Z)SZ(‘7) =+ Z?]ZJ<S+(Z)S,(j) + S*(Z>S+(j))7 (43)
i#£] i#]

Hae = 5 S M80) +5- () +a), (4.4)

Hj incluye la parte no perturbativa del campo (libre) de radiacién, de frecuencia
w vy de la componente de espin de los dtomos en la direccién z. La posicion de los
atomos en la cadena, es indicada por el indice 7. H..q es el término que describe
la interaccién entre espines atémicos situados en diferentes sitios de la cadena. La
interaccién entre las componentes z del espin y la interaccion entre las componentes
x e y tienen diferentes intensidades, v;; y 7;; respectivamente. H;y; es el término de
interacciones entre los fotones y los niveles atomicos pesadas por la constante A;. A

este Hamiltoniano se le agregd un término disipativo de la forma

Haie = 5 3" Mali)(84(0) + (1) (a + a), (4.5)

87



como sugiere (Hagelstein and Chaudhary, 2008). La justificacién de este término se
encuentra en teoria de campos, donde el acoplamiento de una particula con una reso-
nancia estrecha produce, al mas bajo orden en teoria de perturbaciones, un término
con la dependencia presentada en la Ecuacién (4.5). La electrodindmica cudntica
de un atomo de dos niveles interactuando con un modo de una cavidad, fue desa-
rrollado por (Barnett and Knight, 1986). Esta conduce a términos de acoplamiento
que son proporcionales al ancho del modo de la cavidad. En (Barnett and Knight,
1986) se muestra que la matriz densidad, es amortiguada en el tiempo por factores
exponenciales que son proporcionales al ancho del modo de la cavidad.

El Hamiltoniano de la Ecuaciéon (4.4) puede diagonalizarse en la base

k,n) = [y, ko, ooy iy ooy ko, 1) Hs’“ 0, k; = 0, 1. (4.6)

\/_
En la expresion anterior k es un arreglo de espines perteneciente al conjunto {k} =
{k1, ko, ...y kiy oo kvt

Los operadores Sy (i) = 5, (7) £145,(¢) son los operadores escalera del i—ésimo sitio,
que junto con el operador S, (i) son los generadores del algebra SU(2).

Los autovectores se escriben como combinaciones lineales de la base Ecuaciones (4.6)

= calk,n)lk,n). (4.7)

{k}.n
El termino H ;s se traté perturbativamente en la base de los autoestados (Ecuacién

(4.7)), al mas bajo orden, corrigiendo la energias y renormalizando los autoestados
|ar). Con los autoestados se calculd, en forma andloga a lo realizado en la Seccién 5.2
del Capitulo 2, los valores medios de los observables de espin en funcién del tiempo

para diferentes condiciones iniciales.

4.2.2. Condiciones iniciales

Para este sistema se consider6 un estado inicial, que no es un autoestado de H y
que puede describirse como producto directo del estado del campo electromagnético

por el estado estado atémico,
1) = 1) @ |I)at- (4.8)
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Donde |I)f es el estado inicial foténico y |I) 4, €l estado inicial atémico. Se tomé como

condicién inicial para el campo de radiacion un estado coherente (ver Apéndice B.2)
1)y = /2 |0), (4.9)

con |z|? = (a'a).

Para el estado inicial atémico se adopté un estado coherente de espin (Seccién 1.2)

|I>at = ezat5+ ‘O>>

N
A .
= (14 |z ZO Ht!& 0), (4.10)
con
—i(po—m) 60
Za =€ 977 tan 5 ) (4.11)

y S, es el operador colectivo de subida

Se=) s (4.12)

l

4.2.3. Squeezing atémico

El pardmetro de squeezing atéomico que se utiliza en este Capitulo es el mismo
que se introdujo en el Capitulo 2 (Ecuacién (1.69)) , este se escribe

2(AS,)?
|<S>|

¢ = (4.13)

El cual nos dice que el sistema se encuentra comprimido en incerteza en la variable

Slsi§2<1

4.3. Resultados y discusion

Se estudié la evolucion temporal de los observables de espin del sistema, bajo la
accién del Hamiltoniano (Ecuacién (4.4)), utilizando el formalismo introducido en
la Seccién 5.2. Se considerd una cadena abierta con N = 5 sitios. Los valores para
¢(7) fueron tomados de los niveles atémicos Sy P del " Rb esto es, €(i) = 1,589¢V si

i es par, y €(i) = 1,82¢V si i es impar. La energia del fotén se fijo en fiw = 1,582¢V
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que se corresponde con un laser de GaAlAs. Las constantes de acoplamiento 7;;
y 7ij, del sector espin-espin del Hamiltoniano, se fijaron considerando la distancia
entre espines (y;; = 0,01eV si |i — j| < 2, 4 = 0 caso contrario, y 7;; = 27,;). Las
constantes \; y Aq(i) se fijaron en los valores \; = 0,022eV y A\;(i) = 0,002¢V. Las
condiciones iniciales para los dtomos fueron estados de espin coherentes (Ecuacién
(4.10)), con ¢g = Oy = /4.

Estos valores se tomaron como aproximaciones, cercanas a las que se encuentran en
una situacion realista. Sin embargo, esta es consistente con la informacion experi-
mental para la diferencia de energia entre los niveles S y P de un atomo de Rb, y
las propiedades de un laser de GaAlAs con una linea de 1,582¢eV . Los valores de \;
y Aq(7) se eligieron en forma consistente con el tratamiento, en teoria de campos,
de las interacciones entre radiacion y niveles atomicos. A fin de evaluar el orden de
magnitud de los efectos asociados con los diferentes términos del Hamiltoniano de
la Ecuacién (4.4), se realizaron calculos cambiando gradualmente cada uno de los
términos.

A continuacion se presentard y discutird los resultados para los valores de la com-
ponente z del espin de cada uno de los sitios de la cadena, el valor medio de las
componentes del espin total ((S), (Sy), (S:)) v el parametro de squeezing atémico.
Como primer paso se verificd que, para un Hamiltoniano restringido a una interac-
ciéon puramente espin-espin entre sitios vecinos, la componente z del espin total y la
componente z de cada sitio fuera una constante de movimiento. La inclusién de veci-
nos mas lejanos, como es el caso que se analiza en este capitulo, rompe esa simetria.
Los resultados de estos cédlculos se muestran en la Figura 4.1, en la cual se ilustra
en (a) la dependencia con el tiempo de (S,) para cada dtomo, (b) el resurgimiento
(en el tiempo) de los los valores esperados para las componentes z e y del espin.
La Figura 4.2 muestra el resultado que se obtiene usando, al igual que en la Figura
4.1, solo el sector atémico del Hamiltoniano (Ecuacién (4.4)). En (a),(b) y (c) de
la Figura 4.2 se muestra la dependencia temporal de los valores esperados del fac-
tor de squeezing €2, y la dependencia con el tiempo de los dngulos de orientacién

del espin medio total. Como se ve en las curvas de la Figura 4.2, la compresion en
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inceteza de espin atéomico persiste en el tiempo, mostrando un comportamiento de
resurgimiento, alcanzando un minimo del orden de £2 = 0,7.

El efecto de incluir la interaccién con el campo de los fotones se muestra en la
Figura 4.3. El Hamiltoniano usado para realizar los calculos es el de la Ecuacion
(4.4), exceptuando el término de disipacién, que ha sido omitido en este conjunto de
célculos. Hemos considerado un estado coherente para el sector foténico (Ecuacién
(4.9)), con |z|*> = 10. El resto de los pardmetros del Hamiltoniano se comentaron
anteriormente. En este caso el squeezing £2 no persiste con el tiempo, y alcanza un
minimo con § = 7/2. Se investigan los efectos asociados con el nimero de de fotones
(ny = |2|?) en el estado inicial, realizando cdlculo para los casos n, =2,4,6 y 8, y
comparando los resultados con los obtenidos con n,=10. Es evidente, de las curvas
mostradas en la Figura 4.3, que la interacciéon atomo-fotén destruye el squeezing in-
ducido por las interacciones espin-espin. Este comportamiento persiste si el niimero
de fotones en el estado inicial se cambia, esto es, el nimero de fotones en el estado
inicial no influencia demasiado la dependencia temporal del squeezing.

Los resultados para el Hamiltoniano completo de la Ecuacion (4.4), se muestran en
la Figura 4.4, para el caso n, = 2. Los efectos de la disipacion son notorios, dado
que el squeezing es borrado en todo el intervalo temporal considerado en los calcu-
los. Ademas se observa que los valores esperados de la orientacién del espin oscila
entre § = w/2 y 0 = 7. La transferencia de espin desde el campo de los fotones por
sitio de la cadena difiere drasticamente comparado con los resultados de la Figura
4.2, debido a que para este caso los niveles de cada sitio atémico estan igualmente
poblados. La misma conclusién respecto al efecto en el nimero de fotones puede ser
senalada y sostenida aqui, por los resultados que se muestran en la Figura 4.5, que
corresponde al caso n, = 10. En las Figuras 4.4(a) y 4.4(a) puede apreciarse que el
squeezing desaparece para valores grandes de ¢t. Respecto de la dependencia con la
eleccion del estado inicial atémico, se han repetido los calculos presentados cambian-
do los estados de espin coherente por uno en el cual todos los atomos se encuentran
en el estado fundamental. Los resultados de estos calculos, mostraron que el uso

del estados de espin coherente es importante, para la aparicién de la compresion
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en incerteza de espin, como lo es un estado coherente para el sector fotonico. Hay
que remarcar que estos resultados concuerdan con los de (Echanis and et al., 2005).
Béasicamente se obtuvieron resultados similares del comportamiento del squeezing
cuando se incorpora disipacion. En ambos trabajos el squeezing es borrado por la
disipacién, aunque en el trabajo de (Echanis and et al., 2005), la disipacién se in-
corpora a través del dispersion de fotones y en nuestro caso del acoplamiento entre

el espin atémico y el ancho de linea del campo foténico.

4.4. Conclusiones del capitulo

En este capitulo se calcul6 la dependencia temporal de los observables de espin
en presencia de interacciones atomo-atomo y atomo-radiacién. También se introdujo
disipacién mediante interacciones atomo-fotén con constante de acoplamiento com-
pleja.

Los resultados, en relacion con los observables de espin, son los siguientes:

a) La inclusién de la interaccién atomo-dtomo produce la mejora del factor de

squeezing y, finalmente, es responsable de los efectos de resurgimiento;

b) La presencia del término de disipacién limita la transferencia de espin del campo

de radiacion a los niveles atomicos;

c¢) El estado inicial atémico, en nuestro caso, un estado de espin coherente, es tan
importante como el estado inicial del campo de radiacién (también un estado

coherente) en la produccién de la alineacién de espin;

d) El principal efecto entre las interacciones dtomos-fotén y dtomo-atomo es que

ellos agregan incoherencia a pesar del numero de fotones involucrado;

e) La dependencia de la transferencia de espin sobre los acoplamientos atémicos
es evidente y abre la posibilidad modelar los efectos de la transferencia de espin

por medio de redes atémicas, y/o trampas Gpticas.
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Figura 4.1: Valores esperados de las componentes de espin con un Hamiltoniano puramente atémico.
Estos resultados corresponden a una cadena de 5 sitios en funcién del tiempo ¢ (¢ estd dado en
unidades arbitrarias). Los valores de la componente z del espin total, S,, estdn dados para cada
uno de los sitios (a). La dependencia temporal de las componentes S, y S, del espin total se
muestra en (b). El Hamiltoniano solo incluye términos atémicos (espin) del sistema y no incluye a
la parte foténica. El estado inicial utilizado es un estado de espin coherente (ver Ecuacién (4.10))

y los parametros del Hamiltoniano son los dados en el texto.
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Figura 4.2: (a) Evolucién temporal del factor de squeezing £2, y en (b) y (c¢) los d4ngulos de orienta-
cién del vector espin medio (S), 0 y ¢, respectivamente. Se consideré solo el término de interaccién

atomo-dtomo. El estado inicial |I)4; es un estado coherente Ecuacion (4.10) con ¢g = 0y = 7 /4
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Figura 4.3: (a) Evolucién temporal del factor de squeezing ¢2, y en (b) y (c)los dngulos de orien-
tacion del vector espin medio (S), 6 y ¢, respectivamente, en presencia de interacciones dtomo-
atomo y atomo-foton, sin disipacién. El estado inicial para el sector fotonico es un estado coherente
Ecuacién (4.9) con 10 fotones (n, = |22| = 10), y para la parte atémica |I),; se utilizé un estado
coherente Ecuacién (4.10) con ¢g = 0y = w/4. Los pardmetros del Hamiltoniano son los dados en

el texto.
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Figura 4.4: (a) Evolucién temporal del factor de squeezing £2, y en (b) y (c)los d4ngulos de orienta-
cion del vector espin medio (S), 0 y ¢, respectivamente, en presencia de interacciones dtomo-atomo
y atomo-fotén, con disipacién. El estado inicial para el sector foténico y atémico es coherente con

(ny = 22| =2) vy ¢o = 0y = 7/4. Los pardmetros del Hamiltoniano son los dados en el texto.
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Figura 4.5: (a) Evolucién temporal del factor de squeezing &2, y en (b) y (c)los angulos de orienta-
ci6n del vector espin medio (S), 0 y ¢, respectivamente, en presencia de interacciones dtomo-atomo
y atomo-fotén, con disipacién. El estado inicial para el sector foténico y atémico es coherente con

(np = |2%| = 10) y ¢p9 = 0 = /4. Los parametros del Hamiltoniano son los dados en el texto.
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Capitulo 5

Squeezing en una cadena de
espines con interacciones de largo
alcance dependiente del sitio

En este capitulo se presentaran resultados numéricos y analiticos para el factor
de squeezing €2, en cadenas de N espines atémicos (s = 1/2) abiertas modeladas con
interacciones dependientes del sitio. Se estudio la evolucion temporal del pardmetro
de squeezing, asi como también la dependencia de este respecto del nimero de
atomos y el tipo de interaccion. Se encontré que las interacciones de largo alcance

pueden optimizar el grado del espin squeezing.

5.1. Introduccion

Como se mencion6 en los Capitulos anteriores recientes desarrollos en computacion
y Optica cuantica han renovado el interés en estudiar sistemas de espines y sus inte-
racciones (Kok et al., 2007; Imai, 2006; Scully and Zubairy, 1997; Peng and Li, 1998;
Klauder and Sudarshan, 2006). En particular, el problema de reconstruccién de espin
en mediciones cudnticas de no-demolicién (Shaffman et al., 2009; Teper et al., 2008;
Oblak, 2005) estd estrechamente relacionado con los observables de espin squeezing
(Hagelstein and Chaudhary, 2008; Nielsen and Mglmer, 2008; Echanis and et al.,
2005; Korbicz et al., 2006). Sin embargo hay algunas cuestiones acerca del modela-

do y las propiedades fisicas de los sistemas de espin que deben ser aclaradas para
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confirmar la afirmacion de que las cadenas de espines son dispositivos adecuados para
la transmisién de informacién cuantica. Entre ellas se seleccioné para este Capitu-
lo la pregunta acerca de la persistencia de la orientacién del espin en presencia de
interacciones tipo espin-espin (Troinai, 2005; Affronte et al., 2004; Carretta et al.,
2003; Sgrensen and Mglmer, 1999; Wang, 2001). Se investigd la respuesta del factor
de squeezing atémico de una cadena de espines con diferentes interacciones (Shastry,
1988; Haldane, 1988; Inozemtsev and Kuzemsky, 1991; Inozemtsev, 1995; Inozemtsev
and Inozemtseva, 1991; Dittrich and Inozemtsev, 1997; Inozemtseva and Inozemtsev,
1997). Basado en los Capitulos previos se considerara una cadena anisotrépica, de-
bido a que las anisotropias en las interacciones de las cadenas de espines, juegan un
papel en la construccion del equilibrio entre los componentes del espin total. Para re-
alizar este estudio se seleccioné de la literatura interacciones espin-espin periddicas,
y Gausianas periddicas de largo alcance (Shastry, 1988; Haldane, 1988; Inozemtsev

and Kuzemsky, 1991; Inozemtsev, 1995).

En el presente trabajo se calcularon observables de espin en funcién del tiempo
y se estudio la compresion en incerteza de espin para un sistema de atomos de dos
niveles distribuidos en los sitios de una cadena abierta. Los cdlculos de los valores
esperados para el espin se obtienen utilizando el formalismo de la matriz densidad
desarrollado en la Seccién 5.2.
La organizacion de este capitulo es la siguiente: El formalismo utilizado se describe
en la Seccién 5.2, los resultados y discusién se presentan en la Seccion 5.3, y para

finalizar se exponen las conclusiones en la Secciéon 5.4.

5.2. Formalismo

El marco de referencia, para el formalismo que se detallara a continuacion, es el
tratamiento de cadenas de espin s = 1/2 antiferromagnéticas (ferromagnéticas) con
interacciones dependientes del sitio (Shastry, 1988; Haldane, 1988). Los aspectos

formales para su solucién son bien conocidos (Inozemtsev and Kuzemsky, 1991;
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Inozemtsev, 1995), y se omitirdn por razones de espacio. Esencialmente, uno debe
definir el Hamiltoniano de la cadena, la base, y, a través de una diagonalizacion,
se obtiene la solucién exacta para un cierto nimero de atomos (Civitarese et al.,
2009). Las siguientes subsecciones se centraran basicamente en los detalles especificos
de la resolucién para distintas interacciones. Respecto a la evolucion temporal de
observables, se utilizo el formalismo de la matriz densidad que se desarrollo en la

Seccion . Para el factor de squeezing se utilizé la definicién de la Seccién 1.3.2.

5.2.1. Cadenas de espines asimétricas

En lo que sigue se discutiran algunos ejemplos de sistemas de espin que son
exactamente solubles por diagonalizacién. El espectro de cada atomo consiste en dos
niveles de espin s = 1/2. Por simplicidad se hablard del sistema como una cadena
de espines s = 1/2. Sin embargo, debido a que estamos hablando de sistemas de dos
niveles, el término cadena de pseudo-espin seria mas apropiado. La interacciones
entre los atomos son del tipo espin-espin y se descompusieron en componentes, de
una forma general, adoptando constantes de acoplamiento diferentes. Se escribié el

el Hamiltoniano del sistema como

N
H = Z 9(4,7) (NeSziSz; + AySyiSy; + Xs52,i52.5) - (5.1)

i#j=1
La interaccién de la Ecuacién (5.1) es una generalizacion de la interaccién entre

espines de los sitios S5;.5; pesada por acoplamientos direccionales.

gy(1,7) = Ayg(i, 7), y=x,y,2 1=1,2, ..., N. (5.2)

Los operadores escalera de espin, si; = s;; & ts,;, y el operador s.; obedecen las
relaciones de conmutacién de SU(2), y el Hamiltoniano de la Ecuacién (5.1) puede

escribirse como

N
H= Z 9(8,5) A= (84,0845 +5—i8—5) T A (54.i5- 5 +5-:i845) + Ae82:825) , (5.3)
i#j=1
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con Ay = 1(\; + A,). El producto de estados

N
|m> = |k17k2, veey ka‘, ceey ]{}N> fd HST,Z'

i=1

0), k=01, (5.4)

define una base donde el Hamiltoniano (Ecuacién (5.3)) puede ser diagonalizado; el
indice k; etiqueta el estado del i—ésimo atomo y los valores k; = 1,0 estan asociados
con el estado fundamental s, = —1/2 y el primer excitado s, = 1/2, de cada atomo
respectivamente. El estado |0) es el vacio, y por definicién del mismo en el estado
|0) todos los dtomos se encuentran en el estado fundamental o de menor energia
(s, = —1/2). La matriz de los elementos del Hamiltoniano, de la Ecuacién (5.3), en
la base (Ecuacion(5.4)) son

N
(m!|Hlm) = > g(i, j)A-6(k; + 1, k) (k; + 1,k))
i#j=1
A0 (ks — 1, k)8 (k; — 1, K})
A0k + 1, K))o(k; — 1, k)
ALKy — 1, KD)O(ky + 1, K))

X (ks — 1/2)(k; — 1/2)0(ki, kD)8 (kj, K))). (5.5)

YRR

Los elementos de matriz no nulos de la Ecuacién (5.5) conectan estados con Ak = 0
y £2, donde k = >, k; — N/2 es la proyeccién del espin total en la direccién z. En
particular, para la eleccién A\, = A\, = Ay, el operador S, = Zfil 5, conmuta con
el Hamiltoniano de la Ecuacién (5.1) y los elementos de matriz se escriben

N

ol Hm) =3 905, )Lk + 1K)k — 1K)
i#j=1
+0(ki — 1,K;)0(k; + 1, k)
AL~ 1/2)(k — U200 K3k K. (5.

Estos elementos son necesario para calcular exactamente los autovalores y autovec-
tores, y con estos la correspondiente matriz densidad (Reboiro, 2008).
En la base de autovalores del Hamiltoniano (Ecuacién (5.3)), construida como se co-

mento antes, se calculo la evolucién temporal de los observables de espin utilizando
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el formalismo desarrollado en la Seccién 5.2. El factor de Squeezing que se utilizo en
este Capitulo para cuantificar la compresion en incerteza del espin atomico es el que
se presento en la Seccién 1.3.2, Ecuacién (1.71). El estado inicial utilizado fue un

estado de espin coherente como el descripto en la Seccién 4.2.2.

5.2.2. Algunos casos analiticamente solubles

A continuacién se tomard el caso N = 2 dtomos, y se considerardn distintas

interacciones entre sitios de la cadena abierta.

Interaccién armodnica

Se escribe la interacciéon entre dtomos con g(i,j) = sin(|i — j|5) vy Az = 2A..
Esta eleccién de acoplamiento, en principio arbitraria, es utilizada por el hecho
de que a menos que la simetria de la interaccién (Ecuacién (5.1)) esté rota, no
habrd una ganancia neta en la compresion en incerteza de espin (Ecuacién (1.71)),
como se discutird en la subseccién siguiente. La diagonalizacion del Hamiltoniano

nos devuelve los autovalores e, y autovectores 1, (con o =1,2,3,4)

=L, [P) = |O 0),

=0, o) =5 (1,0} +10,1)),
=2 ) =5 (L0)~0.1)),
€4 =M1, |y =11,1). (5.7)

Con estos autovalores y autovectores se pueden calcular los observables de espin
dependientes del tiempo, para diferentes orientaciones del estado coherente atémico

como condicion inicial del sistema. Se obtiene

+ = cos® bp. (5.8)

Estos calculos pueden ser repetidos para diferentes orientaciones en el vector de

condiciones iniciales, como: fy = 7 y ¢o = 0. Para esta eleccion el valor esperado de
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la componente z total del espin se anula (S,) =0,y

(S) = ({5.),0,0),
(Sy) = —cos (T) : (5.9)

El vector unitario que define la direccién normal a (S) es 7 = (0, £sinf,, cosf,).
El signo positivo corresponde a la eleccion ¢, = 7 y el signo menos a ¢, = 37” Con
estos elementos, la expresién formal del factor de squeezing &2 se escribe

~ 1£2sin6, cosb, sin(2:4)

2 “h .
cos2(A—gt)

(5.10)

Andlogamente, la eleccién 6y = 0y ¢9 = 0 da como resultado £ = 1 (no squeezing).
El caso con 6y = 7, ¢g = 7 es similar al caso 0y = 7, ¢o = 0 y conduce a la misma
expresiéon para &2 que la Ecuacién (5.10).

Interaccion Gausiana

La interaccién entre sitios de espines puede ser modelado por un factor de forma

Gausiano
g(i,j) = 72079, (5.11)

La solucion del problema de autovalores, para esta interaccion se escribe

A
€1 = ?e 1/27 |¢1> - |070>7
A\ 1
o= (M=% ) =510+ ),
A\ 1
= (A3 ) e ) = 5 (L0~ 1),
As
€= V20 ) = [1,1). (5.12)

Con la eleccion A\, = 2\ | la expresién anterior se reduce a la solucion de la Ecuacion
(5.7), pero con un factor e~'/2, y para los 4ngulos de orientacién §, = 5y ¢o=0se
obtiene

1 4 2sin 6, cos 0, sin(2Le1/2)
52 — h
COSQ(%e—l/Z)

(5.13)
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Y la misma expresion si se elige 0y = 5 y ¢ = 5. Un andlisis similar se puede
realizar en el caso con N = 3 atomos. La solucién para ambas interacciones, es
también analitica y conduce a resultados que son similares a los de las Ecuaciones

(5.10 y 5.13).

Casos de interacciones no-simétricas con N = 3 dtomos

En esta subseccién se discutird, resolviendo analiticamente el caso de tres atomos,
el efecto de la asimetria de la interaccién sobre el factor de squeezing £2. La idea
principal detras de esto es el mecanismo de ruptura de simetria inducido por las cons-
tantes de acoplamiento \; de la Ecuacién (5.3). En este ejemplo, la diagonalizacién
del Hamiltoniano (Ecuacion (5.3)) es realizada en la base de estados que resulta de
la numeracién de tres sitios (dtomos) de la cadena con dos estados (posibles por

sitio). Los autovalores de la ecuacion secular son

Az
€1 = € = —
1 8 27
6226520,
Az
EBZEGZ_Z_Ay
Az
€4 = €7 = —Z —A, (514)

con

A _VATEEAT

4

La dependencia temporal de los valores medios puede ser calculados explicitamente

y sus expresiones son

3
(S.) = _560’
3 3
(1) = 7+ 5%
, 1
(5%) = e—QZ(%—“)ésg(A—chO),

1

. 1 1
<S+> _ e—z(%—ﬂ)_so |:§3(2)C’ + (1 — 533) A— iBCO:| )

2
({S:.5-}) = 3+C,
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, 1 1
<{S+,SZ}> — e—z(d’o—”)és() [—CoA +1 (1 - 58(2)) B:| s (515)

y
(S)) = Re(s,).
(5,) = Im(S,).
(82) = SRe(3)+ {85,
(53 = —5Re(S3) + 1S4, 5}), (5.16)
¢ = cosby,
Sg = sin#,

en correspondencia con la definicién de los angulos de orientacion del estado coheren-
te de espin Ecuacién (1.38). Las definiciones de las nuevas cantidades introducidas

en los valores medios de espin son:

1

A = E + §(oz — 26)] cos (A + %AJ) ,

+ E — %(a — 26)] cos (A — %AJ) :

B = E + %(oz - 25)} sin <A + %)\Zt) :

_ E - 25)} sin (A - %Azt) :

C = 3—(a+p)*sin?(At), (5.17)

con

Lo A
N AN
A2

ﬁ - 4A 9

= o’ +26% (5.18)

Entonces es facil mostrar que para una interaccién simétrica (A, = AL) se obtiene

3
A = _Az>
4



Q
I
|
—

po= 1
A = 3,
B = 0,
C = 3. (5.19)

3

<Sz> - _5007
3 3
2 _ = <2
<SZ> - 4+2007
) = crenly
(Sy) = ei(%ﬁ)gso,
{54, S} = 3(1+sp),
({84,8.}) = —3e @ Mg (5.20)

La direccion del espin total se determina por las relaciones

(S)
|

) S0 COS Q.
)
)
)

{
{
{
{

N

= Spsin ¢yg.

S

= —Cp.

N

|
(5.21)

Por lo tanto, a partir de estas relaciones se obtiene
(AS,)? =

S| = (5.22)

= Q| W

y en consecuencia
(AS,)? 1
5] '

Una observacion interesante de este resultados es que no depende del valor del angulo

£=N

¢o. Respecto a la simetria, este resultado nos indica que para obtener valores 2 < 1,
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la simetria del Hamiltoniano de la Ecuacién (5.1) debe estar rota (ver también
(Reboiro, 2008; Civitarese and Reboiro, 2006; Reboiro et al., 2007; Civitarese et al.,
2009)). Més adelante utilizaremos las Ecuaciones (5.10 y 5.13) para ganar cierta

informacion acerca de los casos que no son solubles analiticamente.

Aproximaciéon TDA para gran nimero de atomos

La Aproximaciéon Tamm-Dancoff (TDA), puede utilizarse para calcular observa-
bles en el limite de gran nimero de atomos. La aproximacién TDA estd basada en
la expansién bosénica de los operadores de espin y un posterior mapeo en la base
de un fondén. Esta se realiza aplicando los siguientes pasos (Klein and Marshalek,
1991):

a) Expansién bosénica de los operadores de espin: Los operadores son expresados

en término de los operadores bosénicos asociados a cada sitio de la cadena, esto es,

Sy=) bl

S.=> b ——. (5.23)

El estado de vacio |0) se define como el estado con todos los dtomos en su nivel
mas bajo, de tal manera que los operadores bosénicos de bajada del i—ésimo sitio,
cumplan b;|0) = 0. Claramente los operadores de la Ecuacién (5.23) obedecen el
algebra de SU(2).

b) Base de un fonén: Los operadores bosénicos b (donde el subindice-i indica el
sitio) puede transformarse en una nueva base de los operadores bosénicos Il v T,

que son una combinacién lineal de la forma
Th =Y X, (i)b}. (5.24)
Los nuevos operadores actian sobre el mismo vacio |0), asi
I',]0) =0, (5.25)
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y el conjunto de estados generados por estos se escriben
In) =T7]0). (5.26)
Si se invierte la Ecuacion (5.24), a través de la transformacién inversa se obtiene

b= > X)) (5.27)

ya que la transformacién definida en la Ecuacion (5.24) preserva las relaciones de
conmutacién de los operadores bosénicos originales.
¢) Diagonalizacién TDA: El Hamiltoniano de la Ecuacién (5.3) se transforma a la
base de bosones b (y b;) y posteriormente a la base de operadores de un fonén
(Ecuacion (5.24)). La imagen TDA del Hamiltoniano se escribe
Hrpa = Y & (’flz - 411) + ) ALgihl by,
( i#j
= Y EIIT, (5.28)

con

0 A (5.29
JF#i

El espiritu de la transformacién TDA (Klein and Marshalek, 1991) es la de linealizar

la ecuacién de movimiento

[Hrpa, Tt = E, T (5.30)

que conduce a la ecuacion secular

aXn(l) + > AignXa(k) = E, X, (1). (5.31)
k#l
Por lo tanto, sustituyendo la amplitud
1 A, (D)
Xu(l) = ALginXn(k) = : 5.32
(1) Eﬂ_q; 19 Xn (k) PO (5.32)

en la Ecuacién (5.31) se obtiene la relacién de dispersién para las energias F,, en la

aproximacién TDA. Las amplitudes TDA se normalizan mediante

S IX. (P = 1. (5.33)
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d) Condicién inicial: Una vez realizada la transformacién TDA bosénica, la condicién

inicial puede ser escrita en términos de fonones TDA
1) = Ne(zEa=2nTn) o), (5.34)

donde N es la norma del estado |I).
e) Los operadores de espin en la base TDA: Como se hizo anteriormente para la

condicién inicial y el Hamiltoniano, los operadores de espin pueden ser reescritos en

la base TDA:
N
= rir. — —
S Z Won =2
=) AT (5.35)
con
Ao = Xn(k). (5.36)

El factor de squeezing puede ser facilmente obtenido, luego de realizar las operaciones

algebraicas para obtener

N |z|2N
) = TN
N? |2]2N
2 f— —_— — p— —
z* al
_ 2 i(En—Eo)t
<S+> 1+ |Z’2N ; |>\n’ € )
<S—2-> = 0,
_ 2|Z| e
{54, 5:1) = —(N - 1)<5+,) (5.37)

Para los valores esperados de espin, en el limite de /N grande se obtiene

N
<SZ> - _57
N2
2 f— —_—
<SZ> - 4 )



<{S+’S—}> = N,
({54, 5:3) = 0, (5.38)

por lo tanto, reemplazando estas expresiones en la definicién del factor de squeezing

de la Ecuacién (1.3.2) se obtiene

(V2/4)[n>
5]2Vgrande - W - 17

ya que n es un vector unitario. El resultado anterior parece indicar que, al menos
en el subespacio TDA, el factor de squeezing satura para un gran nimero de ato-
mos. Naturalmente para una prueba completa de este limite se necesita diagonalizar
sistemas con un gran nimero de atomos. Pero esta tarea es limitada por el crec-
imiento exponencial (2V) de la dimensién del espacio a diagonalizar, cuando N se

incrementa.

5.3. Resultados y discusion

En esta seccién se presentara la discusion de los resultados provenientes del for-
malismo discutido en la Seccién anterior, para el factor de squeezing £2, para varias
interacciones en los sitios de espin. En todos los casos se consideraron atomos de dos
niveles, con un espin s = 1/2 en cada sitio. Los factores ¢(i, j) de las interacciones

que se diagonalizaron para N < 11, son los siguientes
glig) = |sin(S0-9)], @
glij) = sin(56-4)),
9(i.j) = e, (c)
gig) = (sin (=) (@) (5.39)

Estas interacciones son periddicas y de largo alcance, y han sido discutida en la

literatura (Shastry, 1988; Haldane, 1988; Inozemtsev and Inozemtseva, 1991; In-
ozemtsev and Kuzemsky, 1991; Inozemtsev, 1995; Frahm and Inozemtsev, 1994,
Inozemtsev and Dorfel, 1993; Inozemtseva and Inozemtsev, 1997; Dittrich and In-

ozemtsev, 1997).
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Las constantes A, y A, de la Ecuacién (5.3), estan fijos en los valores \; = 1
y A, = 2, para todos los casos, para forzar la asimetria de las interacciones (Re-
boiro et al., 2007)(Reboiro, 2008)(Civitarese and Reboiro, 2006), como se explico
en capitulos anteriores. Como condicién inicial se tomé un estado (Ecuacion (1.38))
con by =7/2,m/4y /8,y ¢p = 0.

En las Figuras 5.1-5.2 se muestra la dependencia temporal del pardmetro de squee-
zing &2 para una cadena con N = 5 atomos. El procedimiento consistié en: (i)
diagonalizaciéon del Hamiltoniano de la (Ecuacién (5.3)) en la base escrita en la
Ecuacién(b.4); (ii) célculo de los correspondientes autovectores y autovalores, que
se utilizan para construir la matriz densidad dependiente del tiempo Ecuaciones
(2.14);(iii) calculo de los de los valores medios de las componentes de espin que en-
tran en la definicién del parametro de squeezing (Ecuacién (1.71))

La Figura 5.1 muestra los resultados obtenidos para diferentes g(i, j) de las Ecua-
ciones (5.39) y para diferentes condiciones iniciales del estado coherente con 6y = /2
vy ¢o = 0. Aunque, para la mayoria de los casos los resultados del squeezing se en-
cuentran cerca del limite candnico (€2 = 1/2), uno puede ver rapidas oscilaciones de
los valores reales. Esto significa que los valores medios son mucho mas grandes que
el limite candnico. Este comportamiento es facilmente entendido debido a que para
0o = m/2, el espin medio es perpendicular a la direccién z. Para investigar la depen-
dencia temporal de £2 sobre las condiciones iniciales se han repetido los célculos para
0o = /4y ¢ = 7/8. Los resultados se muestran en las Figuras 5.2 y 5.3, respec-
tivamente. Se observa que para valores pequenos de 6, las oscilaciones de £2 estan
confinadas en una regién relativamente estrecha 0,7 < £ < 1 ver Figura 5.3. Para el
caso limite 0y = 0 se obtiene £? = 1, como era de esperar. De estos resultados, puede
concluirse que la dependencia temporal de £2 puede se controlada por la interaccién
espin-espin, como también por la eleccién del estado coherente inicial. A primera
vista, una eleccién apropiada del estado coherente puede, en efecto minimizar el
tiempo medio del valor de £2. Los valores 6ptimos de £2 son del orden de 0,7. De los
resultados mostrados en la Figuras 5.1-5.3, uno puede concluir que una cadena de

espines con interacciones espin-espin modulada por factores g(i,j), como los de la
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Ecuacién (5.39), puede ser considerada como un dispositivo eficaz para mantener in-
formacién sobre la orientacion del espin y la relativa intensidad de las componentes
del espin total. Para realizar una comparacién se muestran, en la Figura 5.4, los
resultados correspondientes a las Ecuaciones (5.10 y 5.13). Mientras que los resul-
tados obtenidos para g(i,j) = sin|5 (i — j)| (caso(a)) muestra oscilaciones alrededor
del minimo a &2 = 1/2, los obtenidos con g¢(i,j) = e 20" (caso (b)) muestran,
ademads, una modulacién grande como en los casos previos. Una comparacion entre
las curvas mostradas en las Figuras 5.1(b) y 5.1(c) indican que incrementando el
nimero de dtomos, las oscilaciones son mds rapidas y el valor minimo de &2 se in-
crementa significativamente

Ahora se comentard la dependencia del parametro de squeezing con N. Las Figu-
ras 5.5-5.6 muestran los resultados del pardmetro de squeezing £? como funcién del
nimero de sitios de espin. Los resultados en la Figura 5.5 son minimos locales, esto
es, que cada uno de los puntos muestran el menor valor de &2 calculados a un valor
fijo de N y en el mismo intervalo temporal de las Figuras 5.5 son minimos locales,
esto es que los puntos en las figuras son los menores valores de £2 que se obtienen a
N fijo en el mismo intervalo temporal de las Figuras 5.1-5.3. Los resultados que se
muestran en la Figura 5.6 son los valores medios en el intervalo temporal, para las
mismas interacciones. Para calcular los promedios se incrementé el intervalo tem-
poral de las Figuras 5.1-5.3 a un valor maximo de ¢ = 1000. Como caracteristica
general se observé que, relativamente, los minimos locales y el valor promedio en &2
se obtienen con la interaccién g(i, ) = (sin(F(i — 7))~ (Shastry, 1988; Haldane,
1988; Inozemtsev and Kuzemsky, 1991). Esta interaccién que representa un inter-
cambio 1/r?, dada una distancia r entre sitios, fue propuesta por (Shastry, 1988)
y por (Haldane, 1988), en el estudio de una cadena isotrépica de Heisenberg anti-
ferromagnética de espin-1/2. Posteriormente, el espectro de una cadena isotrépica
de Heisenberg fue resuelto exactamente utilizando la misma interaccién de largo
alcance (Inozemtsev and Kuzemsky, 1991). Considerando el significado fisico de las
interacciones de Shastry (1988) y Haldane(1988), los resultados que se presentan

parecen (aunque no en forma concluyente) mostrar que las interacciones de largo
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alcance pueden optimizar los dispositivos de espin-squeezing.

5.4. Conclusiones del capitulo

Para resumir, en este capitulo se mostraron resultados de haber calculado el
factor de squeezing, 2, para cadenas abiertas de pseudo-espin s — 1/2 con inter-
acciones periédicas de largo alcance. Se investigd la dependencia de &2 con: (i) las
interacciones, (ii) el nimero de dtomos, y (iii) las condiciones iniciales. Los resulta-
dos, en general, son dependientes de las condiciones iniciales que en este capitulo
han sido representados por estados coherentes de espin. Aunque el niimero de ato-
mos incluidos en los célculo es relativamente bajo (N < 11) el tamano del espacio
de configuraciones es lo suficientemente grande como para ver una tendencia de
los resultados. Para la situacion con un gran nimero de atomos se discutié el uso
de la aproximacién TDA, que es exacta en el subespacio de pares de espin. Para
este subespacio, los resultados sugieren saturacién de £2. Con estas limitaciones en
mente, uno puede concluir diciendo que las cadenas de pseudo-espin con interac-
ciones de largo alcance pueden ser dispositivos de espin 6ptimos en lo concerniente

a la persistencia del factor de squeezing £2.
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Figura 5.1: Dependencia temporal del pardmetro de squeezing &2, para diferentes interacciones.
Los graficos (a)-(d) muestran los resultados correspondientes a ¢(7,j) de la Ecuacién (5.39). Las
constantes A; y A, se fijaron en los valores A\, = 1 y A, = 2. El estado inicial, es un estado
coherente (Ecuacién (1.38))con 6y = 7/2 y ¢o = 0. El tiempo estd dado en unidades arbitrarias.

Los resultados se corresponden al caso N = 5 dtomos.
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Figura 5.2: Idem Figura5.1, para un estado coherente con 6y = 7/4 y ¢ =0
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Figura 5.3: Idem Figura5.1, para un estado coherente (Ecuacién (1.38)) con 6y = 7/8 y ¢ =0
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Figura 5.4: Pardmetro de squeezing ¢2, de la Ecuacién (5.10) (gréfico (a)) y de la Ecuacién (5.13)
(gréfico (b)). Las curvas se obtuvieron con los autovectores y autovalores de las ecuaciones 5.7 y

5.12 respectivamente, para N = 2. El estado inicial es un estado coherente (Ecuacién (1.38)) con
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Figura 5.5: Valor minimo del factor de squeezing £2, como funcién del niimero de dtomos N, para
diferentes interacciones. En los graficos (a)-(d) se muestran los resultados para la interacciones de
la Ecuacién (5.39). Se eligieron A} =1, A\, = 2, y un estado inicial coherente (Ecuacién (1.38)) con
0o = /8 y ¢ = 0. Como se explica en el texto, para encontrar el minimo, se estudié la evolucién

de €2 en el intervalo 0 < t < 200
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Figura 5.6: Promedio (puntos) y sus valor medio (linea), del factor de squeezing &2 en funcién del
namero de atomos, y para cada una de las interacciones discutidas en este capitulo. Los pardmetros

utilizados para los calculos estan dados en las referencias de la Figura 5.5
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Conclusiones

En esta tesis se estudiaron los estados comprimidos de espin en sistemas espin-
bosones, formados por niveles atémicos (espines) y campos de radiacién (fotones)
que son de interés en computacion e informacion cudntica. En particular se estu-
diaron sistemas a temperatura cero, cuyos Hamiltonianos corresponden a sistemas
realizables experimentalmente con atomos frios y luz coherente.

En el Capitulo 2 se estudi6 la dependencia de la compresion en incerteza del espin
atémico en atomos de tres niveles, en una configuracién escalera (Z), que se en-
cuentra en resonancia con un campo de radiacion. Se introdujo el modelo algebraico
utilizado y se mostraron los detalles para construir los observables de espin en funcion
del tiempo. Se estudié la dependencia de las soluciones respecto de las parametriza-

ciones de las constantes del modelo y las condiciones iniciales. Se determiné que:

a) Si se utiliza un estado nimero como condicién inicial del sistema, en el sector
foténico, no se obtiene compresién en la incerteza del espin atémico. Por otra
parte, la utilizacion de estados coherentes, en dicho sector, fue una condicion

necesaria para la aparicion de estados comprimidos de espin;

b) La transferencia de espin entre dtomos y fotones es favorecida si la interac-
cién, entre los niveles atomicos y los fotones, es parametrizados en una forma
no simétrica. Esto se logra tomando g» > ¢; en el Hamiltoniano del sistema
(Ecuacién (2.1)), ya que, para el caso g1 > go no ocurre. También se encon-
tré que la utilizacién de un estado coherente no conduce, en forma automatica,
a la compresion de la incerteza de espin, a menos que la interaccion considerada

sea no-simétrica en la forma antes explicada;
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c) Para una dada parametrizacién se encuentra que al aumentar el nimero de

atomos se borra la compresion en la incerteza de espin.

En el capitulo 3 se extendié el modelo considerado y estudiamos un sistema de &to-
mos de tres niveles en una cavidad que posee dos modos, en las configuraciones =, A
y V. Para modelar las interacciones atomo-atomo se incluyeron interacciones efecti-
vas dipolo-dipolo, y se estudié compresién de la incerteza del espin atémico en base
a la asimetria de las constantes de acoplamiento en la interaccion atomo-foton del
Hamiltoniano propuesto, asi como también por la inclusién del término de interac-
cién dipolo-dipolo. Se tomé el espaciamiento de niveles atomicos que corresponden
al 8" Rb. Para las configuraciones estudiadas, se encontrd que la aparicién de estados
comprimidos de espin depende de varias condiciones fisicas. En primera instancia,
se puede decir que para las configuraciones A y = la ocurrencia de compresion en
incerteza de espin es evidente. Por otro lado para la configuracién V' la compresion
en incerteza del espin atomico no aparece tan claramente, si exploramos los valores
de las constantes de acoplamiento, nimero de atomos y fotones. Las caracteristicas
mas evidentes provienen de las configuraciones A y = aparentemente indicando que,
en ausencia de interacciones dipolo-dipolo, las variaciones en el niimero de atomos
no afectan los observables de espin. En la misma condicién (g = 0) el incremento en
el nimero de fotones tiende a favorecer la aparicion de estados comprimidos de espin
en la configuracién =, y apenas modifica la evolucion temporal de los observables de
espin en la configuracion A. Respecto al efecto de la interaccion dipolar, se puede
decir que esta no afecta a la compresién de la incerteza del espin atomico en la
configuracion =, pero se vuelve crucial destruyendo los patrones en la configuracion
A.

En el capitulo 4 se estudié la transferencia de espin entre fotones y niveles atomicos
localizados en una cadena de dtomos de dos niveles. El Hamiltoniano del sistema
se model6 por un término de radiacién, por interacciones atomo-atomo y atomo-
radiacion. Se modelaron efectos disipativos a través de interacciones de intercambio
dadas por un término atomo-fotén con constante de acoplamiento compleja. Los re-

sultados, en relacion con los observables de espin para este sistema, se puede resumir
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CO1mo:

a) La inclusion de la interaccién atomo-atomo produce la mejora de la compresion

en la incerteza del espin atomico;

b) La presencia del término de disipacién limita la transferencia de espin del campo

de radiacion a los niveles atémicos;

¢) El estado inicial atémico, en nuestro caso, un estado de espin coherente (CSS),
es tan importante como el estado inicial del campo de radiacién (también un

estado coherente) en la produccién de estados comprimidos de espin;

d) El principal efecto entre las interacciones dtomos-fotén y dtomo-atomo es que

ellos agregan incoherencia a pesar del nimero de fotones involucrado;

e) La dependencia de la transferencia de espin sobre los acoplamientos atémicos
es evidente y abre la posibilidad modelar los efectos de la transferencia de espin

por medio de redes atémicas, y/o trampas Gpticas.

En el capitulo 5 se estudié numérica y analiticamente la dependencia de la compre-
sién en incerteza del espin atémico para cadenas abiertas de atomos de dos niveles
con interacciones periddicas dependientes del sitio. En particular se utilizé la apro-
ximacién TDA para estudiar la dependencia de la compresion en incerteza del espin
con el nimero de atomos utilizados en la cadena.

Los resultados, en general, son dependientes de las condiciones iniciales y se han
utilizado estados coherentes de espin para representarlas. Para la situacién con un
gran niumero de atomos se discutié el uso de la aproximacion TDA, que es exacta en
el subespacio de pares de espin. Se encontré que para este subespacio, los resulta-
dos sugieren saturacién de £2. Con estas limitaciones en mente, uno puede concluir
diciendo que las cadenas de espines atémicos con interacciones de largo alcance son
candidatos como dispositivos que presentan persistencia en la compresion del espin

atémico.

Como resumen de los sistemas estudiados se puede decir que los resultados, en
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general, son fuertemente dependientes de las condiciones iniciales utilizadas y los
valores de las constantes de acoplamiento. En los sistemas en interacciéon con un
campo de radiacion, la utilizacién de estados coherentes para la parte foténica de
los sistemas resulté una condicion necesaria para la aparicion de estados comprimi-
dos de espin atémico. La utilizacién de estados coherentes de espin como condicion
inicial en la parte atémica, y una seleccién adecuada de la orientacion en la esfera de
Bloch, favorece la aparicion de compresion en la incerteza de espin en los sistemas
de dos niveles.

Como era de esperarse, el efecto de la interaccion disipativa que se estudié en las
cadenas de espines “elimina” la compresién de la incerteza del espin atémico. Al
considerarse interacciones dipolo-dipolo entre atomos de tres niveles, se observéd que
estas tienden a borrar la compresion de la incerteza de espin atéomico para la con-
figuracion A y practicamente no tienen efecto en la compresién de incerteza de la
configuracion =. En las cadenas de espines con interacciones de largo alcance, uno
de los resultados, mas interesante que se obtuvo fue para el limite de gran ntiimero de
atomos, analizando el sistema en la aproximacion TDA, ya que se ve una saturacion

en el pardmetro de squeezing.

Los resultados que se obtuvieron en el desarrollo de esta tesis han renovado la pers-
pectiva que teniamos originalmente sobre el problema y dejan nuevas inquietudes
que serdn motivo de futuros trabajos, algunas de ellas son: (i) El estudio de la trans-
ferencia de correlaciones entre el campo de radiacién y de los atomos dependiendo de
los estados iniciales del campo electromagnético (Estados térmicos, comprimidos en
incerteza, etc) y los estados iniciales de los sistemas atémicos; (ii) la conexién entre
los estados comprimidos de los sistemas estudiados con el entrelazamiento cuantico;
(ili) y finalmente, la utilizacién de otras técnicas (RPA, bosonizaciones, funciones de
correlacién de pares de espines, etc) para el estudio de la compresién en incerteza

para sistemas con gran numero de dtomos.
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Apéndice A

Cuantificacion del campo
electromagnético

Como punto de partida, para la cuantizaciéon del campo electromagnético, se
toman las ecuaciones clasicas del campo. En ausencia de fuentes, las Ecuaciones de

Maxwell se expresan como

V-B = 0, (A1)
0B
E = ——
V x TR
V-D = 0,
oD
V x H = E

Donde el campo B = poH, el campo D = ¢E, con ¢y y po la permeabilidad
magnética y la permitividad eléctrica del vacio respectivamente, y gopo = ¢ 2. Los
campos B y E pueden ser determinados a partir de un potencial vector A(r,t)

mediante las siguientes relaciones

= VXA, (A.2)
OA
= = (A.3)

Dado que las Ecuaciones de Maxwell (A.1) son invariantes de gauge se utilizara, por

conveniencia, el gauge de Coulomb, esto es

V-A=0. (A4)
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Si se reemplaza esta condicién de gauge en las Ecuaciones (A.2) y (A.3) se obtiene

la ecuacién de onda que satisface el potencial vector A(r,t)

1 0?A(r, 1)
2 _ I
El potencial vector se puede escribir como suma de dos términos complejos
A(r,t) = A (r 1)+ A (r,1). (A.6)

Donde A(+)(r,t) contiene todas las amplitudes que varian temporalmente como
e (con w > 0) y A(_)(r,t) contiene todas las amplitudes que varfan como e*?,
asi se tiene A7) (r,t) = (A (r,t))*. Por conveniencia se utilizard un conjunto de
variables discretas en lugar de un continuo. Si se restringe el campo a un cierto
volumen y se expande el potencial vector en términos de un conjunto ortogonal de

funciones se obtiene
AD(r 1) = Z cru(r)e” Wkt (A7)
k

Donde los coeficientes de Fourier ¢; son constantes para el campo libre. El conjunto
de funciones del k-ésimo modo u(r) que corresponden a las frecuencias wy, satisfacen

la ecuacién de onda
2 | Wi
Este conjunto de funciones deben satisfacer la condicién de transversalidad
Vu(r) = 0. (A.9)
Las funciones de los modos forman un conjunto ortonormal y completo
/ uZ(r)uk/ (I‘) = 5;{37;9/. (AlO)
1%

Las funciones de los modos dependen de las condiciones de borde del volumen fisico
que estd bajo consideracion. Por ejemplo, las ondas planas son funciones adecuadas

para un volumen ctbico de longitud L, las cuales se escriben como
_ 71-3/24 kT
ug(r) = L™77%é\e™ . (A.11)
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Donde €, (A = 1,2) son los vectores de polarizacién unitarios que satisfacen
é)\ . é)\/ - 5)\)\/7 é>\ . k — 07 é1 X é2 - k/|k| (A12)

En el indice k estan contenidas las variables discretas: la polarizacion y las tres
componentes cartesianas del vector de onda k. Cada componente del vector de onda

k toma valores

2m™n 2mn 2mn
kx = = k= £ kz = Z’
LY L’ L

N, My, M, = 0, £1,£2, .. (A.13)

El vector polarizacién é* debe ser perpendicular a k para satisfacer la condicién de

transversalidad (Ecuacién (A.9)). El potencial vector puede ahora escribirse como

2wk€0

A(r,t) = Z ( h )1/2 [akuk(r)e_i‘“’“t + alul(r)e | (A.14)
k

Utilizando la relacién (A.3) se obtiene la expresién para el campo electromagnético
asociado

Fiwon \ V2 4 -
E(r,t) =i 5 <§;€> [akuk(r)e_“‘”“t — aluj(r)ert| (A.15)
k

Los factores de normalizacion se eligieron de forma que las amplitudes a; y aL sean
adimensionales.

En la teoria clasica del electromagnetismo estas amplitudes son niimeros complejos.
La cuantizacion del campo electromagnético se realiza al tomar los factores a; y a,t
como operadores adjuntos. Debido a que los fotones son bosones las relaciones de

conmutacion apropiadas para los operadores ay y aL son
[ak, ak/} = [(I}L, CLL/] = O, [ak, a” = 51{7;{/. (A16)

El comportamiento dinamico de las amplitudes del campo eléctrico pueden entonces
ser descriptas por un conjunto independiente de osciladores arménicos que obedecen
las relaciones de conmutacién bosoénicas. Los estados cuanticos de cada modo pueden
ahora discutirse independientemente unos de otros. Y pueden ser descriptos por un
vector de estado |¥;) de un espacio de Hilbert apropiado para ese modo. El estado

entero del campo puede ser definido en el espacio producto tensorial de todos los

126



modos del espacio de Hilbert.
El Hamiltoniano del campo electromagnético libre esta dado por

1

H= 3 / (20E” + p1oB?) . (A.17)

Si en esta expresién reemplazamos la Ecuacion (A.15), para el campo electromagnético
E(r,t), y en forma andloga se introduce la expresién para H(r,t), que se consigue
de reemplazar en la Ecuacién (A.2) la Ecuacién (A.14), se obtiene la forma reducida

para el Hamiltoniano

1
H = Fwg(alag + =). A.18
> hendolon+ ) (A18)
Esta expresion muestra que el Hamiltoniano del campo electromagnético es igual a
la suma del niimero de fotones en cada modo multiplicado por la energia de un fotén
de modo, méas (1/2)hwy que representa la energia de las fluctuaciones del vacio en

cada modo.
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Apéndice B

Estados del campo
electromagnético

B.1. Estados numero

El Hamiltoniano de la Ecuacién (A.17) tiene autovalores fw(ny, + 5) donde ny,
es un numero natural. Los autoestados se pueden escribir como |ng) y son conocidos
como estados de Fock o estados ntimero. Ellos son autoestados del operador niimero

N, = aLak, esto es
alag|ng) = nglng). (B.1)
El estado fundamental del oscilador (o el estado de vacio del campo) es definido por
ai|0) = 0. (B.2)
De las Ecuaciones (A.17) y (B.1) se puede ver que la energia del estado de vacio es

(0|H|0) = Zhwk (B.3)

Debido a que no estan acotadas superiormente las frecuencias, en la suma sobre los
distintos modos de los campos, la energia del estado fundamental es infinita. Esto
presenta una dificultad conceptual. Sin embargo, debido a que en los experimentos
se mide el cambio total de energia del campo electromagnético, la energia infinita
de punto cero no conduce a ninguna divergencia en la practica. Una discusién mas

profunda sobre este punto se puede ver en el libro de Power (1964).
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aL y a; son los operadores de creacién y destrucciéon del oscilador arménico. En

términos de fotones, representan los operadores de creacion o aniquilacién de fotones
con vector de onda k y polarizacién é*. Asi, la aplicacién de de los operadores de

aniquilacion y creacién sobre un estado ntimero da como resultado
ag|ng) = n,lc/2|nk - 1), a,Unk) = (ng + D)Y?|ng + 1). (B.4)

Estos estos estados excitados pueden ser obtenidos del vacio por aplicacién sucesiva
de operadores de creacion
T\nx
a
Ing) = im, ng=0,1,2.... (B.5)

(nk!)l/z

Los estados nimero asi obtenidos son ortonormales
<nk’|mk> = 5k,k’5n,m7 (B~6)
y completos

> ) (| = 1. (B.7)

Debido a que la norma de estos vectores es finita, ellos forman un conjunto completo

de vectores (de una base) del espacio de Hilbert.

B.2. Estados coherentes

Una base mas apropiada para ser utilizada en el campo de la 6ptica cuantica es
la de estados coherentes del campo electromagnético (Glauber, 1963). Los estados
coherentes tienen un numero indefinido de fotones, esto permite tener en forma
mas precisa la fase, a diferencia de lo que ocurre con los estados nimero donde
la fase es completamente aleatoria. Para estos estados, el producto de incertezas
en amplitud y fases es el minimo permitido por el principio de incerteza. En este
sentido se puede decir que los estados coherentes son los estados cuanticos del campo
electromagnético que mas cerca se encuentran de una descripcién clasica del campo.

En el laboratorio, los estados coherentes se pueden generar por un laser altamente
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estabilizado que funcione por encima del umbral.
A continuacion se muestra un breve resumen de los estados coherente. En forma
analoga a la vista en la Seccion 1.2, estos estados son facilmente generados utilizando

el operador unitario de desplazamiento.
D(a)) = el a0, (B.8)
donde « es un nimero complejo. Utilizando la relacién de Baker-Campbell-Hausdorff
A+B _ _A_B_—[A,B]/2 (B.9)

e =ece“e’e ,

donde se utiliz6 la condicién [A, [A, B]] = [B,[A, B]] = 0, se puede escribir D(«)

como
D(a) = 1ol /2gaal gmata, (B.10)

El operador de desplazamiento D(«) posee las siguientes propiedades

D(a) = D™ (a) = D(~a), (B.11)
D'(a)aD(a) = a + a, (B.12)
D(a)a'D(a) = a' + a*. (B.13)

El estado coherente |a) se genera aplicando el operador D(a) sobre el estado de

la) = D()]0). (B.14)

Los estados coherentes son autoestados del operador a. Esto se deduce de la siguiente

forma:
Di(a)ala) = D' (a)aD(a)|0) = (a + @)|0) = a|0). (B.15)
Multiplicando ambos lados por D(«) se obtienen la ecuacién de autovalores
ala) = ala). (B.16)

Debido a que el operador a es no-hermitico sus autovalores a son complejos.

Otra propiedad 1til se deriva utilizando la relacién que se encuentra en la Ecuacion
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D(a + 3) = D(a)D(B)e mias™), (B.17)

Los estados coherentes contienen un nimero indefinido de fotones. Esto puede apre-

ciarse, si se considera la expansion en estado ntimero de los estados coherentes

) = eTlaP/2 3" (n‘;;ﬂ\m. (B.18)

n

A partir de esta expresion es facil mostrar que la distribucién de probabilidades de

fotones en un estado coherente corresponde a una distribuciéon de Poisson

2n ,—|af?
P(n) = [{ala)p = 12 (5.19)
n!
donde |a|? es el nimero medio de fotones i = {(a|a’ala) = |a|?.
Dos estados coherentes distintos |a), |3) no son ortogonales entre si, ya que
(a|) = el~3(aP+BR)+as] (B.20)
del cual se puede obtener el producto escalar entre ellos
(ol B)]” = el (B.21)

De aqui se puede ver que los estados coherentes |a), |5) se vuelven aproximadamente
ortogonales en el limite |a— /3| > 1. Los estados coherentes forman una base continua
de estados, que de hecho, es sobre completa. Se puede comprobar que se satisface la

relacién

%/|a>(a|d0z: 3 (B.22)

B.3. Estados comprimidos

Una clase general de estados del campo electromagnético son los llamados estados
comprimidos. En general, un estado comprimido puede tener un ruido menor en una
de sus cuadraturas que un estado coherente. Para satisfacer el requerimiento de que

el producto de incertezas sea minimo la incerteza de la otra cuadratura debera ser
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mayor que la que se tenia para un estado coherente.

A continuacién se considera las propiedades de un modo simple del campo. Primero
se reescribe el operador de aniquilacién del campo como una combinaciéon lineal de
dos operadores Hermiticos

X1 +1iX X, —1iX
S S T S Sk 3 (B.23)
2 2
X1y Xs, que son las partes real e imaginaria de la amplitud compleja. Estos opera-

dores obedecen la relaciéon de conmutacion

(X1, Xo] = 2i. (B.24)
Por el principio de incerteza se tiene la siguiente desigualdad

AX1AX, > 1. (B.25)

donde se utiliza (AA)? = (A%) — (A)2.

Los estados de minima incerteza, esto es que se sature la igualdad de la relacion

(B.25), y que ademds cumplan
AX) = AX, = 1. (B.26)

definen una familia de estados llamados estados coherentes. Un estado coherente
|a) tiene como valor medio una amplitud compleja o y es un estado de incerteza
minimo para X; y X, con incertezas iguales en ambas fases de las cuadraturas.
Estas incertezas pueden ser representadas por un “circulo de error” en un plano de
amplitudes complejas cuyos ejes son X; y Xs. El centro del circulo de error yace en
el punto %(Xl +1X3) = a y tiene por radio AX; = AX,; = 1 que da cuenta de las
incertezas en X; y Xy (Figura B.1 (a)). Se hace evidente que existe una familia de
estados de minima incerteza definidos por la relacién AX;A Xy = 1. Si se grafica
AX; contra AXs, los estados de minima incerteza yacen sobre una hipérbola (Figura
1.5). Solo los estados a la derecha de la hipérbola son estados fisicos, ya que los que
se encuentran a la izquierda no satisfacen el principio de incerteza. El punto (1,1)

representa a los estados coherentes y los estados corresponden a la regién sombreada
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(a) (b)

X,

Figura B.1: Representacién en el espacio de fases mostrando los contornos de incertezas para

(a) Estado coherente |«a) y (b) Estado comprimido |, ).

en la Figura 1.5, presentan una reduccién de incerteza por debajo del limite cuantico
estandar (en este caso el valor del conmutador es igual a uno). Dichos estados son los
llamados estados comprimidos (Walls, 1986). Ellos pueden ser generados utilizando

el operador unitario de compresién (Caves, 1981)
S(e) = ea(ea?=<al?) (B.27)

con ¢ = re®,

El operador de compresiéon cumple
St(e) = 57 (e) = S(—¢), (B.28)

y tiene las siguientes propiedades de transformacién:

ST(e)aS(e) = acoshr —a'e™*?sinhr, (B.29)
ST(e)a'S(e) = a' coshr — ae™*? sinh r, (B.30)
ST(e) (Y1 4 1Y3)S(e) = Yie™™ +iYae'. (B.31)

Donde Y] + 1Y, = (X3 + z'Xz)e_“ZS es la amplitud compleja rotada. El operador de
compresion atentia una componente de la amplitud compleja rotada, y amplifica la
otra. El grado de amplificacién y atenuacién estd dado por r = |¢], al cual se le llama

factor de squeezing. El estado comprimido |«, ) se obtiene primero comprimiendo
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el vacio y luego desplazandolo
la, €) = D(a)S'()0). (B.32)

Los estados comprimidos tienen los siguientes valores medios y varianzas

(X1 +iXy) = (Y1 +1iYa)e2a, (B.33)
Ay, = e, (B.34)
AY, = ¢, (B.35)
(N) = |a?| 4+ sinh®r, (AN)? = |acoshr — a*e?®sinhr|? + 2 cosh? r sinh? 7.
(B.36)

Asi los estados comprimidos tienen incertezas distintas para Y; e Y5 como se ve en

la elipse de error en la Figura 1.5.
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Apéndice C

Atomos frios

C.1. Principios basicos del enfriamiento Doppler

Supongamos un atomo libre moviéndose en la en la direccion del eje-z con ve-
locidad v,, como se muestra en la Figura C.1. Si el 4&tomo interactia con un haz
laser que se propaga con sentido contrario y que posee una frecuencia v, = ¢/,

sintonizada con la de resonancia del atomo. Entonces se puede escribir
v = Vg + ) (Cl)

donde 14 es la frecuencia de transicién atémica en reposo y 0 < vy. En el sistema
de referencia del atomo, la fuente se mueve hacia el atomo y la frecuencia es corrida
hacia una mas alta por efecto Doppler. El corrimiento en frecuencia Doppler esta

dado por
V'L:yL(1+%>:(1/o+5)<1+%x>%yo—l—(S—l—%xVo, (C.2)

donde se utilizé que v, < c. Es evidente que si se elige

Uy _U_J;

se encuentra que v; = vy. Cuando se satisface esta condicion, el ldser entra en
resonancia con el &tomo que se mueve en la direccién .
Cuando el atomo absorbe un fotén, del haz laser, pasa a estar en un estado excitado

y experimenta un cambio en la cantidad de movimiento

0ps = —=. (C.4)



Atomo Haz Laser

Ux VL

Figura C.1: En el enfriamiento Doppler, la frecuencia del laser es sintonizada por debajo de la
resonancia atéomica una cantidad J. La frecuencia vista por el &tomo en movimiento hacia el laser

es incrementada por el efecto Doppler en vy (v, /c).

El atomo en el estado excitado tiene una vida media 7. Si no hay emisién estimulada,
el &tomo se desexcitarda emitiendo un fotéon de igual frecuencia en direccién aleatoria.
Si el proceso se repite un nimero grande de veces, el cambio neto de la cantidad
de movimiento por desexcitacién promedia a cero. Por lo cual, el valor medio de la
variacién del momento por proceso es el de la Ecuacién C.4. Asi, la fuerza de roce

que experimenta un atomo en estas condiciones es

_dp. _Ap,  h
= T T on (C5)

Fy

Donde el factor dos en el denominador proviene del hecho de que a altas intensi-
dades la poblacion del estado excitado y el fundamental valen aproximadamente
Ny/2, donde Ny es el nimero total de dtomos

Para obtener una estimacion, de la menor temperatura que se puede obtener me-
diante este tipo de método de enfriamiento, se puede pensar que el enfriamiento
Doppler funcionara hasta que el ancho natural de la linea sea comparable con la
desintonizacién en frecuencia del laser. En estas condiciones la energia térmica del
atomo sera kyT,in ~ hAv, utilizando la relacion entre al ancho de linea y el tiempo
de vida obtenemos

Toin ~ —. C.6
]i‘bT ( )
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Figura C.2: Dos haces laser que se propagan en direcciones opuestas producen el efecto de melaza

optica.
C.2. Melaza 6ptica (Optical molasses)

Los resultados de la seccion anterior pueden ser considerados para estimar el orden
de magnitud de la temperatura minima que se puede alcanzar con esta técnica. En
esta seccion se muestra con un poco mas de detalle el proceso de enfriamiento y
se dard una estimacién de cudl es el limite minimo de temperatura que se puede
obtener.

Si se considera un haz laser con intensidad éptica I y desintonizaciéon A = 276
en unidades de frecuencia angular, interactuando con un atomo con velocidad v,
con respecto a la fuente del ldser. Como en la Ecuacién (C.5), la fuerza de roce F,
esta dado por el cambio de momento en un ciclo de absorcién-emision multiplicado

por la proporcion neta con la que ocurre dicho cambio en un ciclo:
F, = —hk x R(I,A), (C.7)

donde k = 27/ es el vector de onda del fotén. R(I, A) se la denomina porcién neta
de absorcion y es igual a la proporcion de absorciéon menos la proporcién de emision
estimulada. Esta dada por:

_ 7 I/1,
R(I,A) =3 (1+1/15+ [2(A+kzvx)/7])’ (C8)

donde v = 1/7 es el ensanchamiento natural en unidades de momento angular, y
I, es la intensidad de saturacién de la transicion. En el limite de altas intensidades
esta expresién converge a /2, lo que justifica el factor dos en el denominador de la
expresion (C.5). En la seccién anterior vimos que el limite de enfriamiento de dtomos
con un solo laser se da cuando la desintonizacion es del orden del ensanchamiento de

linea. En estas condiciones los a&tomos que se mueven en la direccién —x experimen-
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Velocidad (v/k)

Figura C.3: Fuerza que experimenta un atomo cuando es sometido a dos haces laser que se propagan

en direcciones opuestas.

tan aceleracién y a través de colisiones recalientan a los que se mueven en direccién
+z. Para conseguir temperaturas menores se pueden utilizar dos hazes laser como
el de la Figura C.2. En este esquema los atomos experimentan distintas fuerzas de

cada laser y la fuerza neta viene dada por la expresion
F,=F, +F_, (C.9)

donde F, se refiere a la fuerza provocada por el haz laser que se propaga en la
direccion 4z, respectivamente. Esta configuracion es apta para enfriar atomos que
se mueven en ambas direcciones. Para atomos que se mueven en direccion +x se
tiene I > F, y vice versa para los que se mueven con direccion —zx. En el limite

de bajas temperaturas, cuando kv, < A,y |kv,| < 7, la fuerza resultante esta dada
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por la expresién

S8hk2A I/1
F.(I,A) = - C.10
1.8 = 22 (7t ) €40
Independientemente de la direccién de v,, la fuerza es de la forma:
F, = —av,, (C.11)

donde « es la contante de amortiguamiento, que esta dada por

N 11,
‘T Y ([1+[/[8+(2A/7)2]2> : (C.12)

Cuando A es negativo, « es positivo y por lo tanto el movimiento de los a&tomos esta

amortiguado en ambas direcciones. Por esta razon es que a este arreglo experimental
se lo llamé "melasa optica”.

Por mas que la fuerza viscosa reduzca la velocidad media a cero, el &tomo permanece
realizando un paseo aleatorio con velocidad media cuadratica distinta de cero. Esto se
debe a que el atomo con velocidad media igual a cero absorbe con igual probabilidad
fotones de cualquiera de los dos haces. Para calcular el limite con el cual se puede
utilizar este método para enfriar se debe igualar la pérdida de energia en funcion
del tiempo por el enfriamiento con el calor que ingresa al sistema. A partir de esta
condicién se puede mostrar que la temperatura minima en el limite de intensidades

bajas esta dado por

hry h
Thin = — = ——, C.13
2]{]1, 2/{757' ( )
cuando A = —~v/2. Esta es llamada temperatura Doppler limite, que normalmente

es del orden de los ukK.

C.3. Enfriamiento sub-Doppler

El limite de temperatura dado por la Ecuacién (C.13) no es el minimo que se
puede obtener mediante las técnicas de enfriamiento laser. Experimentos cuidadosos
realizados en la década del 80 mostraron que la temperatura que se podia obtener

era aun menor. Esta discrepancia condujo a un nuevo mecanismo de enfriamiento
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llamado Sisyphus. Una explicacion simplificada de este mecanismo se muestra en
la Figura C.4. Si se considera un atomo alcalino con su estado fundamental 25, /2
moviéndose en la direccién +x y realizando transiciones al estado excitado 2Ps 5 bajo
la influencia de dos haces laser que se propagan en direcciones contrarias Figura C.2.
Las franjas de interferencia de los laseres formaran modulaciones periddicas de las
energias del estado fundamental debido al efecto Stark. La luz induce corrimientos
de los subniveles magnéticos M; = £1/2 que difieren en una fase de 7 radianes,
como muestra la Figura C.4. Si el atomo permanece en el mismo subnivel, este
intercambiara energia cinética por potencial (y viceversa), a lo largo de su trayecto
sin pérdida de energia total (por ejemplo 1 — 2 — 5). Si los lasers se sintonizan
de forma que el atomo solo absorba energia cuando se encuentra en un maximo de
potencial (puntos 2 y 4) puede ocurrir los siguiente: a) al decaer vuelve al estado
inicial, por lo cual no hay perdida de energia por parte del atomo, b) decae al estado
de menor energia (punto 3 o 5) por lo cual habra perdida de energia cinética por parte
del atomo. En el caso de un atomo siguiendo el camino1l -2 -3 -4 —5 — ...,
la diferencia en energia de los fotones absorbidos y emitidos es tomada de la energia
cinética del atomo, conduciendo a un efecto de enfriamiento.

La energia minima que se puede alcanzar con el enfriamiento Sisyphus esta dado
por el limite de retroceso. Los atomos estan constantemente emitiendo fotones de
longitud de onda A en direcciones aleatorias. Por lo cual el atomo retrocede una
cantidad de momento h/\ y obtiene una energia térmica proveniente de un proceso
aleatorio que vale

h2

Tre = T 7 1o
LT ik \2

(C.14)

El orden de esta temperatura de retroceso en experimentos, como puede ser los

realizados con atomos de cesio, son del pkK.
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Estado excitado: J =3/2

uolnlosqy

Energia

@ ® ®

Estado fundamental : /= 1/2

Posicion

Figura C.4: Enfriamiento Sisyphus para una transicién J = 1/2 — 3/2 en un dtomo alcalino. El
atomo se mueve en la direccién x, e interactia con dos haces ldser que se propagan en direcciones
contrarias como en la Figura C.2. La energia de los subniveles M; = +1/2 del estado fundamental
J = 1/2 varia sinusoidalmente con la posicién en el patrén de interferencia generado por los lasers.
El laser es sintonizado en frecuencia de modo que el dtomo solo puede realizar una transiciéon al
estado excitado cuando se encuentra en la cima de un maximo de potencial (posicién 2 y 4). El
atomo en el estado excitado puede reemitir al mismo subnivel, o a uno menor (posicién 3 y 5). En
el caso de un atomo siguiendo el camino 1 — 2 — 3 — 4 — 5 — ...., la diferencia en energia de los

fotones absorbidos y emitidos es tomada de la energia total del 4tomo, conduciendo a un efecto de

enfriamiento.
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Figura C.5: Esquema de una trampa magneto-éptica. Dos haces opuestos se encuentran en las di-
recciones x, ¥y, z, para anular las componentes de la velocidad de los a&tomos. Los campos magnéticos
son generados por dos bobinas que llevan dos corrientes iguales con direcciones opuesta, atrapando
a los dtomos con M; > 0 en el minimo del potencial generado donde se hacen coincidir con la

interseccién de los haces laser.

C.4. Trampas magneto-6pticas

El arreglo de la Figura C.2 reduce la componente de la velocidad de los dtomos
en la direccion en la que se propagan los lasers, pero no tiene efecto en las restantes.
Para reducir las tres componentes de la velocidad de los atomos y acotarlos en un
pequeno volumen se utiliza una trampa Magneto-6ptica como la que se muestra en
la Figura C.5. Estas trampas poseen tres dispositivos como los de la FiguraC.2, para
generar el efecto de melaza Optica en las tres coordenadas, y un campo magnético
cuadrupolar generado por dos bovinas (Figura C.5) para generar un minimo de
potencial en el centro. El campo magnético crea un potencial atractivo para los los

atomos, cuyo estado sea M; > 0.
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