UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA
Facultad de Ciencias Exactas

Departamento de Matematica

Estimadores de tipo MM para el
modelo lineal multivariado

Tesis presentada para optar al titulo de
Doctor de la Facultad de Ciencias Exactas en el drea Matemaética

Lic. Nadia Laura Kudraszow

Director de tesis: Dr. Ricardo A. Maronna.



Kudraszow, Nadia Laura

Estimadores de tipo MM para el modelo lineal multivariado. - 1a ed. - La Plata :
Universidad Nacional de La Plata, 2012.

E-Book.

ISBN 978-950-34-0914-5

1. Matematica. 2. Tesis de Doctorado. I. Titulo
CDD 510.711

Fecha de catalogacion: 12/11/2012







Estimadores de tipo MM para el modelo lineal multivariado

Resumen

En esta tesis, proponemos una clase de estimadores robustos para mode-
los lineales multivariados. Basados en el enfoque de la MM estimacion (Yohai
1987, [36]), calculamos los coeficientes de regresiéon y la matriz de covarianzas
de los errores de forma simultdnea.

Estos estimadores tienen alto punto de ruptura y alta eficiencia asintética
bajo errores normales.

Probamos la consistencia y normalidad asintética asumiendo que los erro-
res tienen una distribucién eliptica.

Describimos un algoritmo iterativo para el calculo numérico de estos esti-
madores.

Las ventajas de los estimadores propuestos sobre sus competidores se evi-
dencian tanto en los datos simulados como en los reales.

Finalmente, damos una aplicaciéon de los MM-estimadores al analisis de
correlacién canénico mediante la definicion de estimadores robustos para las
coordenadas y correlaciones candnicas, y comparamos el desempefio de es-
tos estimadores con el de otros estimadores robustos mediante un estudio de

simulacidn.

Palabras claves: Métodos robustos; MM-estimador; Modelo lineal multivariado.



Estimates of MM type for the multivariate linear model

Abstract

In this thesis, we propose a class of robust estimates for multivariate linear mo-
dels. Based on the approach of MM estimation (Yohai 1987, [36]), we estimate
the regression coefficients and the covariance matrix of the errors simultaneo-
usly.

These estimates have both high breakdown point and high asymptotic effi-
ciency under Gaussian errors.

We prove consistency and asymptotic normality assuming errors with an
elliptical distribution.

We describe an iterative algorithm for the numerical calculation of these
estimates.

The advantages of the proposed estimates over their competitors are de-
monstrated through both simulated and real data.

Finally, we give an application of the MM-estimates to the canonical corre-
lation analysis by defining robust estimates for the canonical coordinates and
correlations, and we compare the performance of these estimates with other
robust estimates through a simulation study.

Keywords: Robust methods; MM-estimate; Multivariate linear model.
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Capitulo 1

Introduccion

( f onsideremos un modelo lineal multivariado (MLM) con predictores alea-
torios, es decir, observamos n vectores independientes e idénticamente
distribuidos (i.i.d.) de dimension (p + q), z; = (y}, %)’ con 1 <1i <n, donde

y: = (yila e ayiq)/ eR?, x;= (%17 ce ,%p)/ € RP

y ' denota traspuesta. Los y; son los vectores respuestas y los x; son los pre-

dictores y ambos satisfacen la ecuaciéon
yi=Byxi+uw 1<i<n, (1.1)

donde B, € RP*9 es la matriz de los pardmetros de regresion y u; es un vector
de dimensién g independiente de x;. Si x;, = 1 para todo 1 < i < n, obtenemos

un modelo de regresioén con intercept.

Denotamos a las distribuciones de x; y u; por Gy y Fj, respectivamente,
y ¥y es la matriz de covarianzas de u;. La distribucién normal p-variada con

vector de medias ;1 y matriz de covarianzas X es notada por N, (u, 3).

Los estimadores de maxima verosimilitud (MVE) de B, y ¥, cuando la

distribucién de los u; es N, (0, X) estan dados por
B = (X'X)"'X'Y (1.2)

1



SI'—

Z (B)u,(B). (1.3)

respectivamente, donde X es la matriz de n x p cuya i-ésima fila es x}, Y es la

matriz de n x ¢ cuya i-ésima fila es y;’ y los residuos u,(B) estan definidos por

Como se puede observar en (1.2) y (1.3) las columnas de B corresponden a
los estimadores de minimos cuadrados calculados para cada componente de y
por separado, y 3} es la matriz de covarianzas muestral de los correspondientes
residuos. Es bien sabido que estos estimadores no son robustos: una pequefia

proporcién de datos atipicos podria causar un gran efecto sobre sus valores.

Para poder medir el grado de robustez de un estimador, Hampel [14] in-
trodujo el concepto de punto de ruptura. Donoho [10] y Donoho y Huber [11]
definieron una version finita de este concepto que serd usada en este trabajo.
En términos generales, el punto de ruptura finito de un estimador es la menor
proporcion de datos atipicos que es necesario tener en la muestra para que el
estimador tome un valor extremo.

La primer propuesta de un estimador robusto para el modelo lineal multi-
variado fue realizada por Koenker y Portnoy [21]. Ellos propusieron aplicar un
M-estimador, basado en una funcién de pérdida convexa, a cada coordenada
del vector respuesta. El problema de este estimador es que no es afin equiva-
riante y tiene punto de ruptura igual a cero. Posteriormente, se definieron otros
estimadores sin ese problema. Rousseeuw et al. [30] propusieron estimadores
para el modelo lineal multivariado basados en un estimador robusto de la ma-
triz de covarianzas de z = (x',y’). Bilodeau y Duchesne [3] extendieron los
S-estimadores introducidos por Davies [9] para el modelo de posicion y escala
multivariado, luego Van Aelst y Willems [34] estudiaron la robustez de estos
estimadores. Agull6 et al. [1] extendieron el estimador con determinante mini-
mo de la matriz de covarianzas (MCD) introducido por Rousseeuw [29] para
el modelo de posicion y escala multivariado y Roelandt et al. [27] extendieron
al modelo lineal multivariado la definicién de GS-estimadores introducida por
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Croux et al. [8]. Estos estimadores tienen alto punto de ruptura pero no son al-
tamente eficientes cuando los errores tienen distribucién normal y ¢ es peque-
fio. Para solucionar ese problema, Agull6 et al. [1] introdujeron estimadores
basados en un paso de reponderacién y con esto mejoraron la eficiencia de sus
estimadores manteniendo sus altos puntos de ruptura. Garcia Ben et al. [13] ex-
tendieron los 7-estimadores para el modelo de regresion lineal, definidos por
Yohai y Zamar [38], al modelo lineal multivariado obteniendo estimadores con

alto punto de ruptura y alta eficiencia normal.

En esta tesis proponemos una alternativa a los 7-estimadores, mediante un
enfoque del tipo MM, el cual fue propuesto por primeva vez por Yohai [36]
para el modelo lineal univariado, y luego estudiado por Lopuhaa [22], Tatsuo-
ka et al. [33] y Salibian-Barrera et al. [31] para el modelo de posicién y escala
multivariado. Entre otras cosas mostraremos que nuestros estimadores tienen

simultdneamente alto punto de ruptura y alta eficiencia normal.

A continuacién, daremos una sintesis del desarrollo de esta tesis: en el Capi-
tulo 2, introduciremos conceptos existentes en la literatura que seran utilizados
con frecuencia a lo largo de este trabajo. Definiremos los MM-estimadores pa-
ra el modelo lineal multivariado. Estableceremos las ecuaciones de estimacion
y las condiciones en las que se garantiza la existencia de solucién de dichas
ecuaciones. Definiremos formalmente la nocién de punto de ruptura finito y
punto de ruptura asintético para estimadores del modelo lineal multivaria-
do y encontraremos cotas inferiores para los puntos de ruptura de los MM-
estimadores. Finalmente, obtendremos la expresion de la funcién de influencia
para el estimador antes mencionado. En el Capitulo 3, estudiaremos las pro-
piedades asintéticas (consistencia y normalidad asintética) de la sucesion de
MM-estimadores asumiendo que los predictores son aleatorios y que los erro-
res tienen distribucién eliptica unimodal. En el Capitulo 4, describiremos un
algoritmo para calcular los MM-estimadores basado en un método iterativo
de estimadores de méxima verosimilitud ponderados. En el Capitulo 5, pre-
sentamos los resultados de un estudio de simulacién en el que comparamos a
los MM-estimadores con el estimador de méxima verosimilitud y otros estima-
dores robustos. También mostraremos el desempefio de los estimadores pro-

puestos mediante un ejemplo con datos reales. En el Capitulo 6, daremos una



aplicacién de los MM-estimadores al Andlisis Canénico. Definiremos un mé-
todo robusto para estimar las coordenadas canénicas y dos métodos robustos
para estimar las correlaciones canénicas. Finalmente compararemos el desem-
pefio de los estimadores propuestos con otros estimadores robustos mediante
un estudio de simulacién. Las demostraciones de los teoremas y proposiciones

enunciados en los Capitulos 2 al 5 pueden encontrarse en el Apéndice.



Capitulo 2

Definicién y Propiedades

2.1. Preliminares

Antes de presentar el problema especifico objeto de este Capitulo, necesi-
tamos introducir algunos conceptos que se utilizardn sucesivamente a lo largo
de la tesis.

Definicién 1. Una funcién-p denotard a una funcién p(u) tal que:

» 0 <wu <wvimplica p(u) < p(v).

p es continua.

= sup, p(u) = 1.

» Sip(u) <1y0 <u < wventonces p(u) < p(v).

Notar que de acuerdo a la terminologia de Maronna et al. [23] esta seria una

“funcién-p acotada”.

Definicién 2. Una funcién-y denotara a una funcién ) que es la derivada de

una funcién-p.
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Una funcién-p muy popular es la funcién bicuadrada:

3u? = 3ut +ub  siful <1
() — { 21

]t siJul > 1,

cuya derivada es

¢B(U):{6U(1_U) siful <1

0 si |u| > 1.

A continuacién se muestran las graficas de la funcién-p bicuadrada (arriba)

y su correspondiente funcién-v (abajo).

Figura 2.1: Funciones-p y -¢) bicuadradas.
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Definicién 3. Dada v = {vy,...,v,} una muestra de tamafio n un M-estimador

de escala s(v) es definido como el valor de s que es solucién de

om0

donde py es una funcién-py b € (0,1), 0 s = 0si f(v; = 0) > n(l —b).

Como ya hemos mencionado antes, el punto de ruptura es una medida
del grado de robustez de un estimador. En el caso de un estimador de escala,
se busca que el estimador se mantenga alejado del cero (“implosién”) y del
infinito (“explosion”). Huber [17] prob6 que el punto de ruptura de explosion
de un M-estimador de escala es €}, = b y el punto de ruptura de implosién es
g5 = 1 —b. Luego, el punto de ruptura asintético de este estimador de escala es
e* = min(b, 1 — b), y tomando b = 0.5 obtenemos el punto de ruptura més alto
posible, e* = 0.5.

Definicién 4. Dados un vector u y una matriz definida positiva V, la norma de

Mahalanobis de u con respecto a 'V estd definida como
d(u, V) = (u'V~'u)/2

En particular dadas B € RP*?y 3 € R, denotaremos por d;(B,3) (1 <
i < n) a las normas de Mahalanobis de los residuos (1.4) con respecto a la

matriz 3, esto es
d;(B,%) = (w;(B)Z'u,(B))Y2

2.2. Definicion del MM-estimador

Usando los conceptos definidos en la seccién anterior, podemos describir
un MM-estimador para el modelo lineal multivariado mediante el siguiente

procedimiento:
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Sea (B,,, ¥,) un estimador inicial de (By, ), con alto punto de ruptura y
tal que |in| =1, donde |in| es el determinante de ¥,,. Calculamos las normas

de Mahalanobis de los residuos utilizando (Bn, i]n),

d(B..5,) = (@(B)E, 6B  1<i<n 2.3)

Luego, calculamos el M-estimador de escala &, := s(d(B,,, ,,)) de dichas nor-
mas, definido por (2.2), usando una funcién p, como la de la Definicién 1 y
b=0.5.

Sean p; otra funcién-p tal que satisface la desigualdad

P1 < L0, (24)

y 8, el conjunto de todas las matrices de ¢ x ¢ simétricas y definidas positivas.
Sea (ﬁn, fn) un minimo local de

S(B.T) = Z o (@) 25)

en RP*? x §,, el cual satisface

S(B,,T,) < S(B,,%,) (2.6)

y |T',| = 1. Luego el MM-estimador de By esta definido como B,,, y el respec-
tivo estimador de X es
3, = 62T, 2.7)

Observacién 1. Una forma de elegir a las funciones-p, py y p1, de manera tal
que satisfaga (2.4) es la siguiente. Sea p una funcién-p y sean 0 < ¢y < c¢i:

Tomamos
po = p(ufco) 'y p1=plu/cr). (2.8)
El valor ¢, debera ser elegido de manera tal que 6,, sea 1 cuando los errores u;,

coni = 1,...,n, tengan distribucién N,(0,I). La eleccién de ¢; determinard la

eficiencia asint6tica del MM-estimador. Para més detalle ver la Observacién 4.
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2.3. Existencia y Propiedades

El siguiente teorema implica que existe el minimo absoluto de S(B, T'/|T'|*/4)
en RP*7 x §,. Claramente, de este minimo absoluto podemos obtener un MM-
estimador. Sin embargo, cualquier otro minimo local (B, I') que satisface (2.6),
puede ser usado para obtener un MM-estimador con alto punto de ruptura y
eficiente bajo errores normales.

Antes de enunciar el teorema definiremos a k,, como el maximo ntimero de

observaciones (v, x.) de una muestra que estdn en un hiperplano, es decir
1) () 7 7

k,:= max {i:v'x;+wy; =0} (2.9)
[vII+lwl[>0
Teorema 1. Sea Z = {z,,...,z,} una muestra de tamafio n que satisface el MLM

(1.1), donde z; = (y},x;)". Si k,,/n < 0.5 entonces existe un par (Bn, r n) que minimi-
za la funcion S(B,T"), definida en (2.5), para todo (B,T") € RP*? x §, tal que |T'| = 1.

En el siguiente Teorema obtenemos las ecuaciones de estimacién de los
MM-estimadores.

Teorema 2. Supongamos que p; es diferenciable. Luego los MM-estimadores (B, Z,)

satisfacen las siguientes ecuaciones:

Y w (di(ﬁn, i,g) G,(B,)x. = 0 (2.10)

3, = ‘ (2.11)

donde (u) = p} (u) y W (w) = 1 (u) /.

Observaciéon 2. Como podemos ver en la ecuacién (2.10), la j-ésima columna
de B, es el estimador de minimos cuadrados pesado correspondiente a la re-

gresion univariada cuya variable dependiente es la j-ésima componente de y,
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el vector de variables independientes es el mismo que en la regresién multiva-
riada y la observacion i recibe el peso W (di(ﬁn, §H)> Ademas, por (2.11), in
es proporcional a la matriz de covarianzas muestral de los residuos pesados

A~

con los mismos pesos. Como estos pesos dependen de los estimadores B, y
3, no podemos usar las relaciones (2.10) y (2.11) para calcular los estimado-
res, pero serdn utilizadas para formular un algoritmo iterativo en la Seccién

6.

Observacién 3. Si B,, = B,,(X,Y) es regresion-, afin- y escala-equivariante, es
decir, si

B,(X,XA +Y)=B,(X,Y) + A para toda matriz A € R,

B,(X,YW) =B, (X, Y)W para toda matriz W € R”*"

B,(XV,Y) =V 'B,(X,Y) para toda matriz no singular V € RP*?
YsiZ, = 2,(X,Y) es regresion- y escala-invariante y afin-equivariante, es
decir, si

Y.(X, XA +Y) =%,(X,Y) para toda matriz A € RP*?,

3. (XV,Y) =3,(X,Y) para toda matriz no singular V € RP*?

,.(X, YW) = WX, (X, Y)W para toda matriz W € R?".

Luego B,, sera regresion-, afin- y escala-equivariante y X, serd regresion- y

escala-invariante y afin-equivariante.
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2.4. Punto de Ruptura

2.4.1. Punto de Ruptura Finito

Para investigar la robustez de los MM-estimadores, en esta subseccion bus-
caremos una cota inferior de su punto de ruptura finito. El punto de ruptura
finito del estimador de la matriz de coeficientes es la menor fraccién de datos
atipicos que hacen a dicho estimador no acotado, y el punto de ruptura finito
del estimador de la matriz de covarianzas es la menor fracciéon de datos atipi-

cos que hacen al estimador no acotado o singular.

Sea Z = {z1,...,2,} un conjunto de datos de tamafio n que satisfacen el
modelo lineal multivariado (1.1), donde z; = (y}, x})’ y sean B y 3} estimadores

de By y X respectivamente. Definimos
Zy ={Z" ={z},...,z,} talque i{i : z; = z]} > n —m}, (2.12)

S (Z,B) = sup{||B(Z*)||> con Z* € Z,,,},

SH(Z,3) = sup{\ (=(Z*)) con Z* € Z,,,}

S—(Z, %) = inf{\,(2(Z*)) con Z* € Z,,,},

~

donde || - ||2 es la norma Frobenius y A (2(Z7)) y A (2(Z*)) representan al
mayor y menor autovalor de 3(Z") respectivamente (para mds detalles ver el
Apéndice).

Definicién 5. Definimos el punto de ruptura finito de B como £*(Z, B) = m* /n
donde

A~

m* = min{m : S,,(Z,B) = oo},

el punto de ruptura finito de 3} como £*(Z, &) = m*/n donde

1 N
m* = min{m : —i) + SH(Z,3) = 0o}

m Y
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y e (Z,B, %) = min{e*(Z,B),e*(Z, %)}

El siguiente teorema da una cota inferior para el punto de ruptura de un
MM-estimador.

Teorema 3. Sean Z = {z,,...,z,}, con z; = (y},x}) que satisface el MLM (1.1),
y k,, como fue definido en (2.9). Consideremos py y p1 dos funciones-p que satisfacen
(2.4) y supongamos que

kn, <mn/2.

Luego
£(Z,B,,%,) > mn <g;;(z, B..2,), [”/2]—_’“”) . (2.13)

Como k, es siempre mayor o igual que p + ¢ — 1, si £%(Z, B,,, £,) esta cerca
de 0.5, la maxima cota inferior sera ([n/2] — (p + ¢ — 1))/n. Es decir, cuando los
puntos de la muestra estdn en posicion general el punto de ruptura finito estd
cerca de 0.5 para n grande.

Si no fijamos b = 0.5 y si k,, < n(1 — b), obtendrfamos la misma cota que
en (2.13) pero con [n(1 — b)] en lugar de [n/2]. En este caso, el maximo punto
de ruptura finito serfa alcanzado en b = 0.5 — k,,/n, el cudl estd muy cerca de

nuestra elecciéon de b = 0.5 cuando k,,/n es chico.

2.4.2. Punto de Ruptura Asintético

Sean H la distribucién de z = (y’,x’)’ y Q el conjunto de todas las distribu-

ciones.

Definicién 6. El punto de ruptura asintético de Ben H, al que denotaremos con
8*(]§, H), es el mayor ¢* € (0,1) tal que para ¢ < ¢*, el valor asintético de B
en (1 — ¢)H + @ como una funcién de ) € Q se mantiene acotado. El punto
de ruptura asintético de S en H, al que denotaremos con 5*(2, H), es el mayor
e* € (0,1) tal que para ¢ < £*, el valor asintético de Sen (1—¢)H + eQ como
una funcién de () € Q se mantiene acotado y no singular.
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Para mas detalles ver Maronna et al. [23].

También podemos encontrar una cota inferior de los puntos de ruptura
asintoéticos de los MM-estimadores ]§n y in:
Si el minimo entre los puntos de ruptura asintéticos de los estimadores

iniciales B,, y X, es igual a ¢, es decir,

£, = min (5*(]§n, H), (%, H)>

a:= mix PHVx+wy=0)<0.5, (2.14)
IvII+lwl>0

entonces

A~

(B, H) > min (e, (1 —a)/2) 'y £*(3,, H) > min (g5, (1 —)/2).

La demostracién es similar a la del Teorema 3, reemplazando los promedios

Ppor esperanzas.

2.5. Funcion de Influencia

Antes de obtener una expresion para la funciéon de influencia de los MM-
estimadores de regresion lineal multivariada daremos una definicién que serd

utilizada en esta seccion y en el siguiente capitulo.

Definicién 7. Una distribucién multivariada es eliptica simétrica o eliptica m-
dimensional (en adelante eliptica para abreviar) si su funcién de densidad es de

la forma
fr((a=p)Viu—p)

VIVI

donde u es un vector aleatorio m-dimensional con vector de medias i, V es

f(u) =

una matriz definida positiva que es proporcional a la matriz de covarianzas de
uy f*esuna funcién no negativa que ademads verifica que la integral de f vale
1.
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Una familia importante de distribuciones elipticas es la normal multivaria-
da. En ese caso,

. 1
£(0) = Gy o0 v/2)

Sea 6,, un estimador que depende de una muestra Z = {z,,...,z,} de va-
riablesi.i.d. en R* con distribuciéon Hg, donde 8 € © C R™. Sea T un estimador
funcional de 0 tal que T(H,,) = En, donde H,, es la correspondiente distribu-
cién empirica. Supongamos que T es Fisher consistente, es decir T(Hy) = 6.
La funcién de influencia de T, introducida por Hampel en 1974, [15], mide el
efecto sobre el funcional de una pequefa fraccion de contaminacién de masa

puntual.

Definicién 8. Si §, denota la distribuciéon de probabilidad que asigna masa 1 a
z, la funcion de influencia esta definida por
T((1—¢)Hg +¢6,) — T(Hg) OT((1—¢)Hg+ cdy)

IF(z, T, 0)=1 =
(Za ’ ) Eli)% c 85 )

para cada z € R".

En nuestro caso, z = (y’, x')’ satisface el modelo lineal (1.1), 8 = (B, Xy) y
Hg = H,. Sean Ty, y T los estimadores funcionales asociados a los estima-
dores iniciales B,, y )N y Ty y T los estimadores funcionales correspondien-
tes a los MM-estimadores B, y 3, Luego, de acuerdo a (2.10) y (2.11), dada
una distribucién H de (y’,x’)’, el par (T (H ), T2(H)) corresponde al valor de
(B, X) que satisface
EgW (d(B,X))u(B)x' =0,

(

5 £ (B %) WB By
r

. (B)u
Entp (d(B, X)) d(B, %)
> = S(H)T, con |T| =1,

donde d(B,X) =d(u(B),X),u(B)=y—-B'x y

d(To1(H), Toa(H))\
Ewpo < S(H) ) =0.
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Notar que el M-estimador de escala, &, utilizado en la definicién de los
MM -estimadores (]/E;‘m in), verifica 6,, = S(H,), donde H,, es la distribucién
empirica de zq, . . . , Z,.

A continuacion hallaremos la funcién de influencia de los MM-estimadores
para el caso en que los errores en (1.1) tienen una distribucion eliptica con den-

sidad unimodal. Para eso, necesitamos hacer las siguientes suposiciones:

(S1) La distribucion Fy de u; es eliptica y tiene una densidad de la forma

~ fi(u'Eg )

fo(u) = |20|1/2 (215)

donde f; es no creciente y tiene al menos un punto de decrecimiento en el in-

tervalo donde p; es estrictamente creciente.

(S2) La distribucién del predictor x, Gy, tiene segundos momentos y la E¢, (xx’)

es no singular.

(S3) p1 es estrictamente creciente en [0, x] y constante en [k, +00) para cierta

constante k < oo.

(S4) P, (B'x = 0) < 0.5 para todo B € RP*9.

Teorema 4. Supongamos que (51)-(54) son vdlidas y que las derivadas parciales de
Ep, W (d(By, X0)/S(Hp)) U(Bo)x' pueden obtenerse derivando con respecto a cada
pardmetro dentro de la esperanza. Asumimos que los estimadores funcionales asocia-
dos a los estimadores iniciales B, y %, son afin-equivariantes. Luego, la funcion de
influencia para el estimador funcional T, correspondiente al MM-estimador B, es

IF(Z()a Tl) B07 2:0)
v <(<yo — Biyxo)' 5o (o — Byxo))

1/2
. ) Yo(yo — Byxo)xyFa, (xx),
0
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donde oy = S(Hy) 'y

_ EpW (W'Zou)/?/0p) (W'Sgu)/?

g0

C

+ EpW (_(“'Eou)” 2)
) .

0o



Capitulo 3

Teoria Asintotica

3.1. Preliminares

A continuacién daremos algunas definiciones que seran de utilidad para

obtener la distribucién limite de los MM-estimadores.

Definicién 9. Sea § una clase de funciones a valores reales sobre un conjunto
X. Una envolvente para § es una funcion F' tal que para toda f en § se tiene que
[fI<F.

Si v es una medida sobre X para la cual F' es integrable, es natural pensar a §
como un subconjunto de £' (1), siendo este el espacio de todas las funciones -
integrables. Este espacio viene dotado de una distancia definida por la norma
£1(1). Entonces la bola cerrada con centro f; y radio R esta formada por todas
la funciones f en £'(u) tales que [ |f — foldu < R.

Definicién 10. Diremos que § es Euclideana para cierta envolvente F' si existen
constantes positivas a y r con la siguiente propiedad: si0 < e < 1y si uesuna
medida tal que f Fdp < oo, luego existen funciones f, ..., f,, en § tales que

G m<ae™T,

(ii) § estad cubierto por la unién de bolas cerradas con radio ¢ [ Fdu y centros
f17 R fm

Las constantes a y  no deben depender de .

17
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3.2. Consistencia

A continuacién estableceremos la consistencia de los MM-estimadores de
regresion multivariada para el caso en que los errores en (1.1) tengan una dis-

tribucién eliptica con una densidad unimodal.

Teorema 5. Sean (y;,x}), 1 < i < n, una muestra aleatoria del modelo (1.1) con
pardmetros By y 2. Supongamos que po y p1 son funciones-p que satisfacen la rela-
cién (2.4), que (1), (S3) y (S4) son vdlidas y que los estimadores iniciales B, y X,
son consistentes a By y T'y respectivamente, donde I'y = 0| 20|74, entonces los
MM-estimadores B, y 3, satisfacen

A~

(a) lim,,_... B,, = By c.s..

(b) lim,, o0 &, = 025 C.5. con oy definida por

Er

: (Po (M)) b (3.1)

3.3. Normalidad Asinté6tica

Antes de obtener la distribucion limite de B,, necesitamos hacer algunas

suposiciones adicionales:

(S5) p1 es diferenciable, ¢, = p} y W (u) = 91 (u)/u es continua.

(S6) Sean 8 = (B, X)), z = (X', y’), by, el k-ésimo vector columna de la matriz
By ¢rij(z;0) = W (d(B,X)) (yx — bjx)x;. Entonces ¢y;(z;8) coincide con el
elemento h = (k — 1)q + j de la funcién

d(z;0) = W (d(B, X)) vec((y — B'x)x'). (3.2)
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Sean vec(§,) = {vec(X) : ¥ € §,}, 8(£) una funcién que a cada £ en R? X
vec(8,) le asigna un par (B,X) en R”? x §, y € un subconjunto acotado de
R? x vec(8,) tal que (By,02%) € 6(C)°, donde 6(C)° es el conjunto de punto

interiores de 6(C). Luego cada una de las clases de funciones

Srj = {0n(2;,0(6)) : £ € €} (3.3)

es una clase Euclideana con envolvente Fy; para el cual Ey, [}, < oo, donde
H, es la distribucién de z.

(S7) La funcion ¢(0) = Ey,¢(z; 0) tiene una derivada parcial 0®/dvec(B’)’ que
es continua en (B, 02%) y la matriz

90 (B,X)

= avec(B’)’ (Bo, 0'320) (34)

es no singular.

Teorema 6. Sea z; = (y),x}), con 1 < i < n, una muestra aleatoria del modelo (1.1)
con pardmetros By y 3. Supongamos que la funcion-p p, satisface (S3), que (51)-
(S2) y (S4)-(S7) son vdlidas y que los estimadores iniciales B,, y 3,, son consistentes
a By y Ty respectivamente, donde T'y = | So|~V/4; entonces n'/?vec(B!, — B) -

N,,(0,V), donde < denota convergencia en distribucion y
V=A"MA"Y (3.5)

donde M es la matriz de covarianza de ¢(z1, (Bo, 033%)), con ¢ definida en (3.2) y A
estd definida en (3.4).

Bajo condiciones de diferenciabilidad adecuadas puede obtenerse una ex-
presiéon mas detallada de la matriz de covarianzas V del Teorema 6.

Proposicion 7. Si ¢(z; (B, 033)) es diferenciable con respecto a B y

< K(z) con Ep,K(z) < oo, (3.6)

00(z; (B, 03 %))
H Gvec (B’
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para casi todo z € RP*4 y B en un entorno de By, entonces

a3 CARY NEANY
v (i () /(B ()
W <1> _ Ly <1> S (ﬁ) (3.8)
0o qogo o) o)

V= (Bg,xx') ™' ® X (3.7)

donde

Se puede estimar V de manera sencilla utilizando el estimador plug-in, es
decir, reemplazando a las distribuciones Fj, y Gy en (3.7) por las distribuciones

empiricas de los residuos y de los predictores, respectivamente.

En el Teorema 6 asumimos que (56) es vélida, es decir, que las clases §},; de-
finidas en (3.3) son Euclideanas para ciertas envolventes F}; con Ey, F,fj < 0.
Esta suposicion es vélida bajo las siguientes condiciones adicionales, las cuales

son mds restricivas pero mas faciles de verificar:
(S8) W es continuamente diferenciable.

(S9) Ec, lIx|* < 00, EgyIx||® < 00, Eny [x[I*|y[I* < 00y EnyIx[1*[ly[|* < oc.

Proposicion 8. Si (S5), (S8) and (S9) son vdlidas entonces existe una funcion (&)
que a cada & en R? x vec(8,) le asigna un par (B, X) en R7*? x 8, y un subconjunto
C acotado de R x vec(8,), tal que (By, 05%) € 6(C)°, para el cual cada una de las
clases de funciones §y; de la suposicion (S6) es Euclideana para cierta envolvente F};
con Ep, F; < oo.

La suposicion (S9), es necesaria para probar que las clases §j; definidas en
(3.3) son Euclideanas, pero conjeturamos que la Proposicion 8 vale también
bajo alguna otra hipétesis menos restrictiva.
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Observacion 4. La matriz de covarianzas del estimador de méaxima verosimi-
litud B, dado en (1.2), estd dada por

V = (Er,(v*)/q) (Eg,xx') "' @ .

Luego, la eficiencia relativa asintética del MM-estimador ]§n con respecto al
EMV B es

ERA(y, Fy) = Epy (1) (2 () (3.9)

i (i (2))

Como se mencioné en la Observacién 1, para obtener un MM-estimador
que tenga alto punto de ruptura y simultdineamente sea altamente eficiente
bajo errores normales basta con elegir las constantes ¢, y ¢; de (2.8) adecuada-
mente. La constante ¢, puede elegirse de modo que

B (p (M)) b, (3.10)
Co

donde u es N,(0,%), £y = |o|"/Ty y b = 0.5, lo que garantiza un alto punto
de ruptura y que la eficiencia relativa asintética (3.9) dependa sélo de ¢;. Lue-
go, c; puede elegirse de modo que el MM-estimador tenga la eficiencia deseada

sin afectar el punto de ruptura que depende sélo de c.

La Tabla 3.1 da los valores de ¢, que verifican (3.10) para diferentes valores
de ¢. La Tabla 3.2 da los valores de c; necesarios para alcanzar diferentes ni-
veles de eficiencia asint6tica. En ambos casos la funcién p de (2.8) es igual a la

funcién bicuadrada, pg, dada en (2.1).

q 1 2 3 4 5 10
co 1.56 2.66 3.45 4.10 4.65 6.77

Tabla 3.1: Valores de ¢ para la funcién bicuadrada.
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ERA q

1 2 3 4 5 10
0.80 3.14 3.51 3.82 4.10 4.34 5.39
0.85 3.43 3.81 4.13 441 4.66 5.67
0.90 3.88 4.28 4.62 491 5.18 6.38
0.95 4.68 5.12 5.48 5.76 6.10 7.67

Tabla 3.2: Valores de ¢, para la funcién bicuadrada que alcanzan valores

dados de la eficiencia relativa asintética (ARE) bajo errores normales.



Capitulo 4
Algoritmo

En este capitulo proponemos un algoritmo iterativo para calcular B, y >,
basado en la Observacion 2. Sea z; = (y}, x;)’ una muestra de tamafio n y su-
pongamos que ya hemos calculado los estimadores iniciales B,, y X,, con alto

punto de ruptura y tal que |3, | = 1.

1. Usando los valores iniciales B® = B, y '® = 3  calculamos el M-

estimador de escala

definido por (2.2), usando una funcién p, como la de la Definicién 1 y
b= 0.5y la matriz £ = 52T,

2. Calculamos los pesos
0= W (4B, 50)

para 1 < i < n. Estos pesos son usados para calcular cada columna de

BW por separado mediante Minimos Cuadrados Pesados.

3. Calculamos la matriz

y con ella la matriz
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4. Supongamos que ya calculamos B*~1 y 3(*-1 Luego B®) y £* son
calculados usando los pasos 2 y 3 pero empezando del (B*~1 (1)) en
lugar del (B, (),

5. El procedimiento es detenido en el paso £ si las diferencias absolutas rela-
tivas de todos los elementos de las matrices B*) y B(--1) y las diferencias
absolutas relativas de todas las normas de Mahalanobis de los residuos
1;(B®) y 6;(B*~1) con respecto a *) y 5+~ respectivamente son me-

nores que cierto ¢ dado.

El siguiente teorema, cuya demostraciéon puede encontrarse en el apéndice,
muestra que el procedimiento iterativo para calcular MM-estimadores produ-

ce el descenso de la funcién objetivo.

Teorema 9. Si W (u) es no creciente en |u| entonces en cada iteracion del algoritmo la
funcién Y~ p1 (d;(B, X)) es no creciente.



Capitulo 5

Resultados Numéricos

5.1. Simulacion

A fin de investigar el desempefio de los estimadores propuestos realizamos

un estudio de simulacion.

- Consideramos el modelo lineal multivariado dado por (1.1) para dos casos:

predictores de dimensién p =2 con respuestas de dimensién ¢ = 2

predictores de dimensién p =2 con respuestas de dimensién g = 5.

Debido a la equivarianza de los estimadores que considerados, sin pérdida de
generalidad, tomamos
BO =0 y 20 =1L

Los errores u; son generados a partir de una distribucién N,(0,I) y los predic-
tores x; de una distribucién N,(0,I).
- Se generaron 1000 muestras de tamafio 100. Consideramos muestras no con-

taminadas y muestras que contienen un 10 % de datos atipicos idénticos de la

25
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forma (xo, yo) con

X0 = (20,0,...,0) 'y yo=(mzo,0,...,0).

Los valores de z considerados son 1 (datos atipicos de baja influencia) y 10
(datos atipicos de alta influencia). Tomamos una malla de valores m, comen-
zando en el 0. La malla se eligi6 de manera tal que todos los estimadores ro-

bustos alcanzaran el valor méximo de su medida de error.

- Sea B(*) el estimador de By, obtenido en la k-ésima réplica. Luego, como es-
tamos tomando By = 0, el estimador del error medio cuadratico (EMV) esta
dado por

EMC = To00 <1§00§ZP:Z< ) )

k=1 i=1 j=1

Es preciso recordar que bajo distribuciones contaminadas, los estimadores
robustos pueden tener colas pesadas, por lo que es prudente evaluar su de-
sempefio mediante medidas robustas. Por esta razén, ademds de emplear el
EMC, calculamos el error medio cuadrético podado (EMCP), el cual se obtiene
del promedio con el 10 % (superior) podado de

(S}

Los resultados dados a continuacién corresponden al EMCP, sin embargo el
EMC ordinario arroja resultados similares (en el caso no contaminado los re-
sultados son iguales).

-Para cada caso, se calcularon cuatro estimadores: el EMV, un S-estimador, un

T-estimador y un MM-estimador.

Para el modelo lineal multivariado, los S-estimadores estdn definidos por

(B,%) = argmin{|Z| : (B, =) € RP*? x 8,}
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ERA q

1 2 3 4 5 10

0.80 o 3.98 3.94 4.02 4.10 4.17 4.28
K 0.16 0.30 0.41 0.50 0.58 0.84

0.90 Co 4.97 4.97 5.10 5.25 5.39 5.98
K 0.11 0.21 0.29 0.35 0.40 0.59

0.95 Co 6.04 6.06 6.24 6.42 6.60 7.50
K 0.07 0.15 0.20 0.25 0.29 0.43

Tabla 5.1: Valores de ¢, y « para la funcién bicuadrada que alcanzan valores
dados de la eficiencia relativa asintética (ARE) de los 7-estimadores bajo
errores normales.

sujeto a
S(di(B, ), d\(B, %)) =g, (5.1)
donde s es un M-estimador de escala.

Garcia Ben et al. [13] extendieron los 7-estimadores para el modelo lineal

multivariado de la siguiente manera:
(B,X) = argmin{|X| : (B,X) € R*? x §,}

sujeto a
(d(B,X),...,d,(B, X)) = &, 5.2)

donde la 7-escala esta definida por

n

T4(v) = (s*(v)/n) Y p2 (Juil/5(v)).

i=1

donde v = (vy,...,v,), p2 es una funcién-p y s es un M-estimador de escala.

Los estimadores robustos estan basados en funciones-p bicuadradas. El M-
estimador de escala usado en el S-estimador, estd definido mediante una fun-
cién

po(u) = pp(u/co),
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Estimador q=2 q=>5

EMCP ES ER ERA EMCP ES ER ERA
EMV 0.041 0.001 1.00 1.00 0.103 0.002 1.00 1.00
S-estimador 0.074 0.002 0.55 0.58 0.125 0.002 0.83 0.85
T-estimador 0.046 0.001 0.89 0.90 0.116  0.002 0.90 0.90
MM-estimador | 0.046  0.001 0.89 0.90 0.116  0.002 0.90 0.90

Tabla 5.2: Simulacién: error medio cuadratico podado (EMCP), error estdndar
del EMCP (ES), eficiencia relativa (ER) y eficiencia relativa asintética (ERA) de
los estimadores en el caso no contaminado paran = 100y p = 2.

donde ¢, (ver Tabla 3.1) es la misma constante que se usa para calcular el
M-estimador de escala utilizado en el procedimiento para obtener un MM-
estimador, y b = 0.5 con lo cual el S-estimador tiene punto de ruptura 0.5. El
T-estimador usa la misma p, y b que el S-estimador para calcular la M-escala y

para la T-escala usa
p2(u) = pp(u/ca),

donde c; es elegida junto con la constante «, de la ecuacién (5.2), de modo
que el T-estimador tenga una eficiencia relativa asintética igual a 0.90 cuando
los errores son normales (ver Tabla 5.1, también puede consultarse la Tabla 2
de [13], tener en cuenta que la funciones bicuadradas difieren en una cons-
tante y por lo tanto k = 6ky/c3). Para calcular un 7-estimador es necesario
tener una estimador inicial el cual se calcula mediante submuestreo, en esta
simulacién usamos 2000 submuestras. E1 MM-estimador usa la misma p, que
el S-estimador, como estimador inicial para calcular el M-estimador de escala

usa el S-estimador y
pi(u) = pp(u/cr),
donde ¢, es elegido de manera tal que el MM-estimador tenga eficiencia asin-

tética relativa igual a 0.90 cuando los errores son normales (ver Tabla 3.2). El

valor de ¢ en el paso 5 del algoritmo es tomado igual a 107*.

La Tabla 5.2 muestra los errores medios cuadraticos podados, los errores

estdndar y las eficiencias relativas y eficiencias relativas asintéticas con res-
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Figura 5.1: Simulacién: error medio cuadratico podado excluyendo el 10 % de
las observaciones més grandes para ¢ =2y 2y = 1.

pecto al estimador de maxima verosimilitud para el caso no contaminado. Las
eficiencias relativas de todos los estimadores robustos (calculadas mediante el
cociente de sus respectivos EMCP y el EMCP del EMV) son similares a sus
valores asint6ticos.

En las Figuras 5.1, 5.2 y 5.3 se muestra el error medio cuadrético podado de
los distintos estimadores bajo contaminacion.

En la Figura 5.1, la cual corresponde al caso ¢ = 2y z, = 1, observa-
mos que el MM-estimador y el 7-estimador tienen un EMCP menor que el
del S-estimador excepto cuando m estd (aproximadamente) entre 2.8 y 4, y
que los MM- y T-estimadores se comportan de manera similar. En este caso,
el S-estimador tiene el mayor EMCP méximo entre los estimadores robustos.
Como se esperaba, el ECMP del estimador de méxima versomilitud crece con
m alcanzando valores muy grandes. En la Figura 5.2 mostramos los resultados
paragq = 2y xy = 10. Los S-, 7- y MM-estimadores se comportan de manera
similar. En la Figura 5.3, la cual corresponde al caso ¢ = 5y zy = 1, observa-

mos que el S-estimador tiene un ECMP menor que el del MM-estimador y el
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del T-estimador excepto cuando m estd (aproximadamente) entre 0 y 4.8.

2f g
*
*  EMV
*
® S—estimador
L5 B - T-estimador * |
¢  MM-estimador o,
Ej v
S 1 ) |
&5 *
*
0.5t . Y ]
8 by
o 3 a
0 .} [ ]
ole 8 & 8 8
0 0.5 1 1.5
m

Figura 5.2: Simulacién: error medio cuadratico podado excluyendo el 10 % de
las observaciones mas grandes para ¢ = 2y x¢ = 10.

Los 7- y MM-estimadores se comportan de modo similar excepto cuando m
estd (aproximadamente) entre 4.4 y 7 donde el MM-estimador tiene un EMCP
menor que el del 7-estimador. Como se puede ver en la Figura 5.4, para ¢ =
5y zo = 10 el comportamiento de los estimadores robustos es similar al ya
observado para el caso ¢ = 2y zy = 10 (Figura 5.2).
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Figura 5.3: Simulacién: error medio cuadratico podado excluyendo el 10 % de

las observaciones mas grandes para ¢ = 5y zp = 1.
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Figura 5.4: Simulacién: error medio cuadratico podado excluyendo el 10% de las

observaciones més grandes para ¢ = 5y zy = 10.



32 5.2. Ejemplo con Datos Reales

5.2. Ejemplo con Datos Reales

Analizamos un conjunto de datos correspondiente al microanadlisis de rayos
X de vasijas de vidrio arqueolégicas (Janssens et al., [19]), donde cada una de
las n = 180 vasijas es representada por un espectro de 1920 frecuencias. Para
cada vasija se registr6 el contenido de 13 compuestos quimicos. Para limitar el
tamafio de nuestro conjunto de datos, empleamos s6lo dos componentes, P2O5
y PbO; y elegimos 12 frequencias equiespaciadas entre 100 y 400. Los valores
de z;; son casi nulos para las frecuencias por debajo de 100 y por arriba de 400.
Por lo tanto tenemos p = 13y ¢ = 2.

Calculamos tres estimadores de los coeficientes de regresion: el EMV, un
MM-estimador y un 7-estimador. Como estimador inicial para el MM-estimador
usamos un S-estimador. El 7-estimador, el S-estimador y el MM-estimador
usan funciones-p de la familia bicuadrada con constantes tales que los MM-
y T-estimadores tengan una eficiencia relativa asintética igual a 0.95 cuando
los errores son normales y que el S-estimador tenga punto de ruptura 0.5. En
la Figura 5.5 estan representados los diagramas de cuantiles (QQ-plots) de las
normas de Mahalanobis de los residuos del EMV y del MM-estimador contra
la raiz cuadrada de los cuantiles de la distribucion chi-cuadrado con ¢ grados
de libertad. El diagrama de cuantiles del MM-estimador muestra claramente

la existencia de datos atipicos.

El comportamiento predictivo de los estimadores se evalu6 a través de va-
lidacién cruzada en 5 partes (5-fold cross-validation); los criterios utilizados
fueron el error cuadrdtico medio, el error cuadratico medio con el 10 % su-
perior de los datos podados y una 7-escala de los errores de predicciéon (con
funcién-p bicuadrada con constante 4), calculados para cada componente de
las respuestas por separado. La Tabla 5.3 muestra los resultados. Para los es-
timadores robustos, los resultados obtenidos con las medidas de desempefio
robustas son muy distintos a los obtenidos con el EMC ordinario. En cambio,
el EMV no muestra el mismo comportamiento. Como se esperaba, los errores
medios cuadréticos podados del EMV son mayores que los de los estimadores
robustos. El comportamiento predictivo del MM-estimador, medido a través

del EMCP, es mejor que el del 7-estimador para la primer componente de la
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Figura 5.5: Diagramas de cuantiles de las normas de Mahalanobis de los resi-

duos del EMV (izquierda) y del MM-estimador (derecha).

respuesta, y es similar para la segunda. Por otro lado, el 7-estimador es ligera-

mente mejor que el MM-estimador para la primer componente de la respuesta,

si se considera como medida de desempefio a la 7-escala de los errores de pre-

diccién, y es similar para la segunda.

Criterio EMV T-estimador MM-estimador
Componente | 1 2 1 2 1 2

EMC 0.0810 0.0511 0.3512 0.8062 0.3400 0.6825
EMCP 0.0405 0.0200 0.0306  0.0089 0.0242  0.0082
T-escala 0.0437 0.0217 0.0053 0.0072 0.0085  0.0066

Tabla 5.3: Errores medios cuadraticos de predicciéon (EMC), errores medios

cuadréticos podados de prediccién (EMCP) y 7-escala de los errores de

prediccién, de cada uno de los estimadores, calculados por validacion

cruzada.
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Figura 5.6: Diagramas de cuantiles de los valores absolutos de los residuos or-
denados del EMV el MM-estimador para cada componente de la respuesta,
calculados por validacién cruzada. El izquierdo corresponde a P,O; y el dere-
cho al PbO.

En la Figura 5.6 se comparan los valores absolutos de los residuos orde-
nados de los MM-estimadores con los obtenidos mediante el EMV para cada
componente de la respuesta, calculados mediante validacién cruzada. Por ra-
zones de escala en cada diagrama de cuantiles se eliminaron las observaciones
correspondientes a los 12 mayores valores absolutos. Se puede ver que la ma-
yoria de los puntos caen por debajo de la recta que representa a la funcién iden-
tidad, mostrando que el MM-estimador provee un mejor ajuste para la mayor
parte de la muestra. Los resultados obtenidos de este grafico, muestran que el
error medio cuadrético no es una medida de desempefio confiable en presencia
de datos atipicos y justifican el uso de medidas de desempefio robustas para

comparar el comportamiento predictivo de lo estimadores robustos.



Capitulo 6

Aplicacion al Analisis de

Correlacion Canonica

Como una aplicacion de los MM-estimadores, en este capitulo presentare-

mos un método robusto para el andlisis de correlacion canénica.

El analisis de correlaciéon canénica (ACC) es una herramienta estandar, in-
troducida por Hotelling [16], para descubrir y cuantificar la asociacion lineal
entre dos conjuntos de variables. Supongamos que tenemos dos vectores alea-
torios x = (x1,...,2,) yy = (y1,...,¥,) cuyadistribucién conjunta es H(x,y).
Usaremos la siguiente notacion para las esperanzas y covarianzas,

E(x) = pix y E(y) = py,

Cov(x) =V, Cov(y) =W, Cov(x,y) =C
y denotamos la matriz de covarianza conjunta de z = (y’, x’)’ por
vV C
C = . 6.1
o (2 €) "

El objetivo del ACC es encontrar vectores t € R? y v € RP? tales que la corre-
lacién entre las combinaciones lineales t'y y v'x sea maximizada. Mdas gene-
ralmente, el andlisis canénico busca X' = min(p, q) pares de combinaciones

lineales tal que cada par sucesivo maximiza la correlacién bajo la restriccion

35
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de ser incorrelacionada con los pares previos, es decir

(ty, vi) = arg r(nzix{corr(t'y, v'x)} (6.2)

,V

donde (t,v) cumplen

'x,v'x) =0, j=1,...,k—1 (6.3)

corr(t}y, t'y) = corr(v)

Los vectores {t; } & y {v;}{* son llamados las coordenadas canénicas de y y
x respectivamente. Las combinaciones lineales t,y y v, x son llamadas el par

de variables canénicas de orden k y sus respectivas correlaciones
/ / K
{ex = corr(tyy, vix) (6.4)

son conocidas como las correlaciones canénicas de H(x,y).

El criterio (6.2) es invariante con respecto a las escalas de las combinacio-
nes lineales, por lo tanto hay infinitas soluciones posibles; esta ambigtiedad
es generalmente resuelta suponiendo que Cov(y) y Cov(x) son no singulares
y luego estandarizando todas las combinaciones lineales para que tengan va-

rianzas unitarias, es decir
Var(t,y) = Var(v,x) = 1 k=1,...,K. (6.5)

Es bien sabido que las coordenadas canénicas t; y vy, soluciones del problema
(6.2) sujeto a (6.3) y (6.4), son respectivamente los autovectores correspondien-

tes a los autovalores ¢? > - -+ > ¢% > 0 de las matrices
w-lov-lc y VIIcwWolC (6.6)

Ambas matrices tienen los mismos autovalores y son las correlaciones canéni-

cas al cuadrado c3.

Siguiendo la idea de Yohai y Garcia Ben en [37], podemos pensar al ACC
como método predictivo. Por eso nuestro enfoque no es simétrico en x e y. El

ACC es utilizado en métodos de prediccion para regresion multivariada como
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Curds and Whey (C&W) (Breiman y Friedman [5]) y Regresién por Rango Re-
ducido (Izenman [18]). Si uno quiere versiones robustas de estos métodos, tie-
ne que usar un estimador robusto de regresién multivariada, en cuyo caso el

ACC propuesto a continuacién se obtiene casi sin esfuerzo adicional.

Sea A la matriz de coeficientes de regresiéon de y en x, es decir A = V-IC.
Sean

?ZNy‘*‘AI(X—Hx)a u:y_S; y 2ZCOV(“)

Por lo tanto, y es el mejor predictor lineal de y en x. Notar que dado ti, (6.2)

es equivalente a

Vi = argmin{ B(t}(y — py) — v'(x — p1x))?}. (6.7)

Entonces, tenemos que
Vi = V_1Ct = Atk (68)

y el valor minimo de (6.7) es
E(th(y — my) = 6 A (x — px))” = E(ti(y — §))* = E(tju)” = t;, 3t
Luego los vectores {t;} X verifican
t, = arg mtin t'3t (6.9)

donde
t'Wt =0, paratodoj=1,...,k, (6.10)

y entonces pueden obtenerse calculando los autovectores de
3t = AWt, (6.11)

tales que
t'Wt =1, (6.12)

asociados a los autovalores \; > --- > A > 0. Por (6.8) y (6.5), se tiene que
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donde
bi = (Aty) V(Aty). (6.14)

Utilizando la igualdad
W =X+ A'VA,

es facil ver

viVv, =0 paratodoj # k,

que las coordenadas canénicas t; y v, obtenidas en (6.9)-(6.10) y (6.13) coinci-
den con las obtenidas por el método clésico, es decir con los autovectores de

las matrices que aparecen en (6.6), y que las correlaciones canénicas verifican

g =1-)\, paratodok=1,... K.

El método clasico para estimar las coordenadas y correlaciones candnicas
consiste en tomar las matrices de covarianzas muestrales de W, V y C y cal-
cular los autovectores y autovalores de las matrices en (6.6) utilizando dichas
covarianzas muestrales. En nuestro enfoque se pueden estimar las coordena-
das y correlaciones canénicas reemplazando las matrices de covarianzas en
(6.11), (6.12) y (6.14) por sus respectivas covarianzas muestrales y reemplazan-
do a la matriz de coeficientes de regresion A, en (6.13) y (6.14), por el estimador
de minimos cuadrados. Como es bien sabido, las covarianzas muestrales y el
estimador de minimos cuadrados de la matriz de coeficientes no son resisten-
tes a datos atipicos y por lo tanto las coordenadas y correlaciones canénicas,
calculadas tanto con el método cldsico como por el propuesto en esta tesis,

también son sensibles a dichas observaciones.

El método robusto para el andlisis de Correlacién Canénica mds evidente
es el que se obtiene estimando todas las matrices de covarianzas que apare-
cen en (6.6) utilizando un método robusto y luego procediendo como en el
caso clasico. Karnel [20] utilizé6 como método de estimacién robusto un M-
estimador de posicién y escala multivariado, la desventaja de esta eleccién es
que las propiedades de robustez de los M-estimadores empeoran segtn au-
menta la dimensién de las variables (para més detalle ver [23] pag. 186). En

cambio, Croux y Dehon [6] usaron el estimador con determinante de la ma-
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triz de covarianza minimo (MCD) el cual tiene alto punto de ruptura. Oliveira
y Branco presentaron un enfoque robusto distinto utilizando medidas robus-
tas de correlaciéon llamado método de busqueda de proyecciones (projection
persuit approach, PPA). Este método permite obtener las variables canénicas
secuencialmente. Wold en [35] present6 un método completamente diferente
para calcular las variables canoénicas, utilizando regresiones alternantes (alter-
nating regressions) y evitando el uso de las matrices de covarianza. Para obte-
ner un método robusto, Filzmoser et al. [12] utilizaron una regresion alternante

robusta (RAR). Para una descripcién mas detallada de estos métodos ver [4].

Para robustificar el método propuesto en (6.11) - (6.14) para obtener las
coordenadas canodnicas, estimaremos X y A mediante los MM-estimadores de-
tinidos en el Capitulo 2 y V y W mediante los MM-estimadores de posicién y

escala multivariados.

Observacién 5. Comoy = p, + A'(x — 1), la matriz de coeficientes A no con-
tiene al intercept. Por lo tanto, primero deben calcularse los MM-estimadores

(KO, f]n) para el modelo lineal
y =A(xo+u

donde Ay = (py — Ay, A) yxo = (1,%')".

Para estimar las correlaciones candnicas en forma robusta proponemos dos

métodos diferentes:

Meétodo 1: Sean (y;,z;),coni = 1,...,n, una muestra aleatoria de variables
reales y s una escala robusta. Consideremos a los estimadores de regresion Bo
y 3 definidos por

(o) = axgm sy — o — ).

y al estimador de posicién j: definido por

p = argmin s(y; — p).
I
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Entonces definimos

Yi — B\o - 3931)2

_—9 s
Corr (y,z) =1— ( ST

(6.15)

Este estimador, al que denotaremos por R2, fue propuesto por Croux y Dehon
en [7].

Método 2: Sea (y;,x;), coni = 1,...,n, una muestra aleatoria de variables
reales. Consideremos el MM-estimador de regresion B = (30, E) definido por
Yohai en [36] el cual coincide con el MM-estimador definido en el Capitulo

2tomando y; = y; y x; = (1,2;)" y sea ¢, un M-estimador de escala de los

W:W@;&)
On

donde IV es la funcién definida en el Teorema 2y ; = B/xi, y

residuos. Sean

= _(_ 1 \N o

)

Entonces el estimador propuesto por Renaud y Victoria-Feser en [26], estad de-
tinido por

_ 2
S (- 7)
_ 2
D i Wi <@ - yw> +ay i wi(yi— i)’

donde « es un factor de correccién que asegura la consistencia del estimador

R? =

a

) (6.16)

R? para la eficiencia deseada del estimador B.

Teorema 10. Sean (y;,x;), con i = 1,...,n, una muestra aleatoria que satisface el
modelo lineal

Yi = Po + bz + wi.

Asumiendo que los errores u; tienen distribucién normal con media 0 y varianza o>
y que el M-estimador de escala &,, es consistente, el estimador R2 dado en (6.16) es
consistente a Corr*(y,z) cuando a = E(W (u/o))/E(uby(u/c)/o) donde 1, es la
derivada de la p-funcion, p,, utilizada para calcular los MM-estimadores de [y y (1.
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La demostraciéon de este Teorema puede encontrarse en [26]. A continua-
cién se presenta una tabla con los valores de a para diferentes eficiencias de los
MM-estimadores calculados con una funcién p; bicuadrada.

Eficiencia | 0.95 0.90 0.85 0.80
a 1.2076 1.3188 1.4202 1.5222

Tabla 6.1: Valores de a para distintas elecciones de eficiencia del
MM-estimador usando la funcién bicuadrada.

Entonces, para estimar la correlacién canénica al cuadrado, ci, se debe to-
mar y; = t,y; y 2; = v, X; y aplicar (6.15) o (6.16) segtin el método que se desea

utilizar.

6.1. Estudio de Simulacion

Para comparar el desempefio de los estimadores de las coordenadas y corre-
laciones candnicas propuestos en este trabajo realizamos un estudio de simu-

lacion.

Consideramos y; € R* y x; € R’ que satisfacen el modelo lineal multivaria-
do dado por (1.1) con

1 00

010
Bo=1005

0 0 0 10

000 O

Los errores u; son generados a partir de una distribucién N, (0,1I) y los pre-
dictores x; de una distribucién N;(0,I). Debido a la equivarianza de los MM-
estimadores, estas elecciones no representan una pérdida de generalidad para
los estimadores propuestos.
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Se generaron 300 muestras de tamafio 100. Consideramos muestras no con-
taminadas y muestras que contienen un 10 % de datos atipicos idénticos de la

forma (xo,yo) con
X0 = (070707071) Yy Yo= (Oa 0707m)'

Tomamos una malla de valores m, comenzando en el 0. La malla se eligi6 de
manera tal que todos los estimadores robustos alcanzaran el valor maximo de

sus medidas de desempefio.

Para cada réplica j (j = 1,...,300) se obtuvieron las estimaciones de las
correlaciones candnicas, denotadas por {/cfj ) 4—1, Y las coordenadas canonicas
de x que estan representadas por las columnas de la matriz A

Como medida de desempefio para cada correlacion canénica, se calcul6 el
error relativo medio

30D )2

ECM(@) = 5555 (€

J=1

5 parak =1,...,4, (6.17)
Ck
donde ¢} = 10%/(1 4+ 10%) = 0.99, ¢3 = 5?/(1 + 5?) = 0.96 y ¢ = ¢} = 0.5, y para

las coordenadas canonicas, se calculd

300

1 * *
S IEy —y; )y — i)l
=1

donde y; es el mejor predictor lineal de y basado en z; = A%

Yohai y Garcia Ben en [37] demostraron que el problema de elegir una ma-

triz A* € R?¥ tal que z* = A*'x minimice

E(y —y)(y —v3)'] (6.18)

entre todos los vectores de dimensiéon K de la forma z = A*x tiene como
solucién a la matriz cuyas columnas son las coordenadas canénicas de x.

Es facil ver que paray = Bo'x + u, donde x € R? y u € R? tienen media
cero, Cov(x) = I, y Cov(u) = I, el determinante en (6.18) puede reescribirse
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coOmo
11, + By(I, — A*A™)B|. (6.19)

Para el caso en que K = ¢ = p — 1, como ocurre en este estudio de simula-
cion, tenemos que
AAY =T, —vivy (6.20)

p

donde v; es el vector que junto con los vectores columna de A" forman una
base ortonormal de R”.

Usando (6.20) tenemos que (6.19) resulta igual a
1, +Byvi(Byvy)'| = 1+ tr(Byvi(Byvy)) = 1+ |Byvi||>. (6.21)

Como se puede observar en este caso, z* = A*'x también minimiza la expre-
sion
* (12 * *
Elly —=y:I" =Tr ((y —y)(y —y2))
entre todos los z = A’x con A € RE*P,

De manera anéloga, bajo las mismas condiciones en las que se obtuvo (6.19),

se puede probar que

300

_ - 2
DE(A) =1+ 200 Z IByv |2, (6.22)

: (A (4 1/2
donde v/’ es el vector que junto con los vectores columna de AY (A Am>
forman una base ortonormal de R”.

Como se mencioné en la Seccién 5.1, bajo distribuciones contaminadas los
estimadores robustos pueden tener colas pesadas, por lo que es prudente eva-
luar su desempefio mediante medidas robustas. Por esta razén, también calcu-
lamos las medidas ECM P(¢;)y DEP(A) las cuales se obtienen reemplazando
los promedios en (6.17) y (6.22) por promedios con el 10 % (superior) podado.
A continuacién se muestran los resultados para las medidas calculadas con

promedios podados. Se obtienen conclusiones similares utilizando las medi-
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das calculadas con promedios ordinarios.

Se comparara el desempefio de los siguientes estimadores:

Clasico: Basado en el anélisis de correlacién candnica cldsico se calcularon
los autovalores y autovectores de las matrices en (6.6) estimadas mediante las

matrices de covarianzas muestrales de V, Wy C.

MCD: Basado en el andlisis de correlacion canénica clasico se calcularon
los autovalores y autovectores de las matrices en (6.6) estimadas mediante
un estimador con Determinante de la matriz de Covarianza Minimo (p + ¢)-

dimensional descompuesto de acuerdo a (6.1).

PP-MCD, PP-SPM: Utilizando técnicas de buisqueda de proyecciones (PPA),

se buscan las direcciones t; y v; que maximizan la correlacién de las variables

y ¥ x proyectadas sobre esas direcciones, es decir, Corr(t}y, vix). La expresion
a maximizar es llamada indice de proyeccién (projection pursuit index, IP).
En el caso en que el IP sea el coeficiente de correlacién de Pearson, lo que se
obtiene son las primeras coordenadas candnicas cldsicas y su correspondiente
correlacién. Repitiendo el mismo procedimiento pero agregando la restriccion
de que las proyecciones a las nuevas direcciones sean incorrelacionadas con las
proyecciones a las direcciones ya calculadas obtenemos el resto de las correla-
ciones y coordenadas canodnicas clésicas. Intuitivamente, la forma mas simple
de obtener estimadores robustos serfa tomando IP robustos. En este estudio de
simulacién se consideraron los siguientes IP:

- Correlaciéon proveniente de un MCD-estimador bivariado: Dada una varia-
ble aleatoria bidimensional z = (v, w)’ la medida de correlacién entre v y w se
obtiene del MCD-estimador de la matriz de covarianzas de z.

- Coeficiente de correlacién de Spearman: Esta medida de correlacion pg(v, w)
es definida como la correlacién entre los rangos de las dos variables aleatorias v
y w. Sillamamos d; a las diferencias entre los rangos de v; y w;, coni = 1,...,n,

si no hay observaciones repetidas, ps estd dado por

6>

=1 .
ps n(n? —1)
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RAR: El método de regresiones alternantes puede resumirse de la siguiente

manera:

Supongamos que tenemos un valor inicial de la coordenada canodnica t,

luego el problema de maximizacion en (6.2) se reduce a
v = arg méx Corr(t'y, a'x).

Usando herramientas bésicas de regresion multiple, podemos ver que v es pro-

porcional al coeficiente de regresién a; del modelo
t'y = alx+ 7y + ¢
En cambio, si fijamos v, el t 6ptimo se obtiene de
t = arg mlz)ix Corr(b'y, t'x),
y a su vez es proporcional al coeficiente de regresién b, del modelo
v'x = byy + 7o + €.

Luego, las coordenadas canénicas se estiman mendiante regresiones alternan-
tes. En el caso clésico, las estimaciones se realizan mediante el método de mini-
mos cuadrados alternantes. Para el caso robusto, se utiliza una versién robusta
de minimos cuadrados alternante basada en el estimador de Minimos Cuadra-
dos Podado (Least Trimmed Squares) de Roussseeuw [28].

MMS-S, -T, -Ra: Las coordenadas candnicas se calcularon como se explicé en

la seccién anterior utilizando funciones-p de la familia bicuadrada y como es-
timador inicial para el MM-estimador se us6 un S-estimador de regresién mul-
tivariado. Las constantes de la Observacién 1 fueron elegidas como ¢, = 4.10
(ver Tabla 3.1) y ¢; = 4.41 (ver Tabla 3.2). Para el MM-S y MM-T las corre-
laciones canonicas al cuadrado se calcularon mediante (6.15) usando una M-
escala y una 7-escala, respectivamente. Para la M-escala se utiliz6 la funcién-p
po(u) = pp(u/cy) con ¢y = 1.56 (ver tabla 3.1). Para la 7-escala, definida en (5.1),



46 6.1. Estudio de Simulacion

Método |Clasico MM MCD PP-MCD PP-SPM RAR
DEP(A) {1.0382  1.0411 1.0526 1.2403 1.0538 1.0763

Tabla 6.2: Medias podadas de los determinantes de las matrices del error de
estimacion obtenidas en las 300 réplicas (D E P), para cada método en el caso
no contaminado.

se utilizaron p; = p, para calcular la M-escala y p2(u) = pp(u/c2) con ¢y = 4.39
(lo que asegura una eficiencia relativa asintética igual a 0.85). Las correlacio-
nes canoénicas para MM-Ra se calcularon mediante (6.16) utilizando a = 1.4202
(ver Tabla 6.1).

Para mas detalles sobre los métodos MCD, PP-MCD, PP-SPM y RAR ver
[4]. Los c6digos usados para calcular los estimadores antes mencionados estan

disponibles en http:/ /www.statistik.tuwien.ac.at/public/filz/programs.html.

En las Tablas 6.2 y 6.3 se muestran las medidas de desempefio podadas
DEP y la raiz cuadrada del EMCP (REMCP), de los distintos métodos cal-

culados en la simulacién, para el caso de muestras no contaminadas.

En la Tabla 6.2 se puede observar que el método clésico tiene el menor valor
de DEP (3) Los métodos MM, MCD, PP-SPM y RAR muestran desempefios
aceptables comparados con el método cldsico en cuanto a la estimacién de las
coordenadas canodnicas, pues tienen valores de DEP(&) préoximos al del mé-
todo clasico. Y entre éstos, el método MM es el que tiene menor valor de dicha
medida de desempefio. En la Tabla 6.3 se muestra la raiz de los errores cua-
dréticos medios podados (RECMP) para cada uno de los estimadores de las
correlaciones candnicas. Como era de esperarse, el método clésico es el que
muestra el mejor desempefio. Entre los métodos robustos, MM- es el que to-
ma valores de la RECMP mds préximos a los del método clésico y salvo los
métodos PP-MCD y PP-SPM, que son menos precisos al estimar las correlacio-

nes méximas, el resto de los métodos tienen desemperios aceptables.
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Método Clasico MM-S MM-r MM-Ra MCD PP-MCD PP-SPM RAR
REMCP(¢;) | 0.0008 0.0012 0.0009 0.0011 0.0010 0.0106  0.0079  0.0011
REMCP(¢cz) | 0.0031 0.0042 0.0032 0.0042 0.0040 0.0448  0.1650 0.0062
REMCP(c3) | 0.0689 0.0997 0.0707 0.0801 0.0859 0.1010  0.0710 0.0762
REMCP(¢cy) | 0.0715 0.1022 0.0766 0.1332 0.0887 0.0964  0.2435 0.1077

Tabla 6.3: Raiz de los Errores cuadraticos medios podados de las correlaciones
canoénicas obtenidas en las 300 réplicas (RECMP), para cada método en el caso
no contaminado.

En las Figuras 6.1, 6.2, 6.3 y 6.4 se muestran los valores de las medidas de
desempefio calculadas en el estudio de simulacién, para los distintos métodos

bajo contaminacion.

En la Figura 6.1, la cual corresponde a la media podada de los determinan-
tes de las matrices del error de estimacién (DEP), observamos que el método
MM tiene el menor valor méximo de la medida DEP. Ademads para cada valor
de m, el resultado de la medida DEP obtenido con el método MM es menor
que los obtenidos con los otros estimadores robusto. Los valores de DEP para
el método cldsico crecen con m debido a su falta de robustez.

En el gréfico superior de la Figura 6.2, correspondiente a los ECMP de la
maéxima correlacién para todos los métodos considerados en el estudio de si-
mulacioén, se puede ver que los métodos PP-MCD, PP-SPM vy el clésico tienen
los mayores ECMP maximos. En el grafico inferior de la Figura 6.2 se mues-
tra nuevamente el desempefio de los estimadores robustos y se omite el de los
métodos PP-MCD y PP-SPM por razones de escala. Los estimadores MM-S, -7,
-Ra y RAR alcanzan su maximo ECMP para valores de m entre 3 y 5, mientras
que el MCD alcanza su maximo ECMP aproximadamente en m = 6y es lige-
ramente més grande que el médximo ECMP de los MM y del método RAR.

En la Figura 6.3 se muestran los ECMP de la segunda correlacién canénica
estimada. Se omitieron los valores del ECMP(¢;) para los estimadores PP-MCD
y PP-SPM ya que varfan entre los intervalos (0.0015, 0.004) y (0.022, 0.036) res-
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Figura 6.1: Medias podadas de los determinantes de las matrices del error de
estimacién (DEP) para muestras de tamafio n = 100 con un 10 % de contami-
nacion.

pectivamente, mientras que los del resto de los estimadores robustos varian en
el intervalo (0, 0.0003). En esta Figura se observa que el menor ECMP méaximo

lo tiene el estimador de MM-r.

En la Figura 6.4, se muestran los ECMP de las correlaciones canénicas esti-
madas ¢; (izquierda) y ¢, (derecha). En el grafico correspondiente a la menor
correlacién candnica se omitieron los resultados del método PP-SPM por ser
todos mayores a 0.05. Los mejores desempefios los tienen el método cldsico y
MM-7. Esto se debe a que la contaminacién introducida en la simulacién sélo
afecta a la estimacion de las dos correlaciones candnicas mas grandes, ya que

las coordenadas canénicas son elegidas incorrelacionadas.
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Figura 6.2: Errores cuadraticos medios podados (ECMP) de la correlacién ca-
noénica maxima c; para muestras de tamafio n = 100 con un 10 % de contami-

nacion.
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Figura 6.3: Errores cuadraticos medios podados (ECMP) de la correlacién ca-
nonica ¢; para muestras de tamario n = 100 con un 10 % de contaminacioén.
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Figura 6.4: Errores cuadraticos medios podados (ECMP) de las correlaciones
canodnicas ¢ (izquierda) y ¢, (derecha) para muestras de tamafio n = 100 con
un 10 % de contaminacion.



Apéndice A

Demostraciones

Antes de demostrar los teoremas y propiedades enunciados en este trabajo,
tijaremos la notacién para normas de vectores y matrices que usaremos a lo

largo de este apéndice:

Dado v € R™, notaremos su norma 2 o norma Euclidea como:
7

m 1/2
IVl = [vilz = (Zﬁ) ,
1=1

donde v; representa al i-ésimo elemento de v.

Dada una matriz A € R"™™, su norma espectral || - ||5,, estd definida del

siguiente modo:

[A[l = l|Allsp = max{[|Av] : v € R™ con [Jv]| = 1}

A
:méx{W:veRmconv#O}. (A1)

A%
Su norma 2 o norma Frobenius || - || es su norma Euclidea si pensamos a la

matriz A como un vector de R™", es decir

m n 1/2
A2 = [tr(A’A) Y2 = (ZZ \%12) | (A2)

i=1 j=1

51
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donde a;; representa al (¢, j)-ésimo elemento de la matriz A y tr(-) a la traza.

Dada V € R™*™ denotaremos a sus autovalores como
M(V) > > (V),
luego si V es definida positiva

IVl = mdx{};(V)} = M (V). (A3)

Observacién 6. Recordemos ademds que para dos normas cualesquiera || - ||,
y || - ||s, tenemos que
alAll, < [|Afl, < ZlIA]l,

para ciertos a y 3y para todas las matrices A € R™"™. En otras palabras, son
normas equivalentes, es decir inducen la misma topologia en R™". Para |||, =

-1yl -1lo =] - |2 se tiene @ = 1y 3 = vk siendo k el rango de la matriz A.

Recordemos también que la norma espectral y la norma Frobenius son nor-

mas matriciales, es decir, para cualquier par de matrices en R Ay B
IAB]; < [Afl2IBll2 y [[AB] < [lA[[IBI|. (A4)

Esta propiedad sera utilizada posteriormente en repetidas oportunidades.

Por dltimo enunciaremos el Teorema de Perturbacion de Weyl, el cudl serd

utilizado en la siguiente seccion.

Teorema 11. Sean A y B matrices simétricas en R™*™. Luego

méx |\;(A) — X;(B)| < A~ BJ.

La demostracién puede encontrarse en [2], pag. 63.
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A.1. Demostracion del Teorema 1

Antes de demostrar el Teorema 1 probaremos el siguiente Lema:

Lema 1. Sean'y € R? y x € R? vectores fijos. La funcién
(B, = (y - BX)S "\ (y - Bx)
es continua en RP*? x §,.

Demostracién: Sin pérdida de generalidad, debido a la Observacién 6, pode-

mos considerar en RP*? x R7%7 ]a topologia inducida por la norma
(A, V)| = sup{[[Allz, [V} (A.5)

Dados (B, ) € RP*? x 8§,y ¢ > 0, tomemos (B, X) € RP*? x §, tal que

1B, =) — (Bo, So)ll| < min{6:(Bo, ), 6(Bo. o). 1} (A6)
siendo \ (E )
€ 0
5,(By, o) = “
1(Bo: 3o) = g P+ 2lx] Ty = Bix])
y

eA (20)2
02(Byg, ) = 2 .
) 2|y = Box|[? 4 £Aq(35)

Sumando y restando d?(By, ¥) y usando la desigualdad triangular tenemos

que

}dz(Bu 2) o dz(B07 Z30)| < |d2(B7 2) - d2(B07 2)‘ + ‘d2<B07 2) o d2(B07 20)‘
= T1+7T2.

Sear(B) = (y—B'x) yr(By) = (y —B{x), consideremos {a;(B), ..., a,(B)}
y {51(By), - .., [,(Bo)} los respectivos coeficientes de r(B) y (By) en una base
ortonormal de autovectores de ¥~! con el orden inducido por los autovalores
METH) > o> A(E.
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Utilizando herramientas basicas de algebra lineal tenemos que
T1 = |r(B)S7'7(B)—r(Bo)Z 'r(By)|

= 2 alBXET) = Y BT

q

— Z (af(B) — B2(Bo)) M(=71)

=1

a;(B) — B (Bo)| - (A7)

A
e
Y

ing

Como
|ai(B) — 37(Bo)| = |eu(B) — 3;(Bo)| |o:(B) + 5:(Bo)]
< |[[r(B) = 7(Bo)]| [[r(B) + r(Bo)|l

de (A.7), (A.6) y la definicién (A.1) obtenemos

T

IA

M(E)qlr(B) = r(Bo)| [|r(B) + r(Bo)|
gA(E7) [|(B = Bo)x| [[r(B) — r(Bo) + 2r(Bo) |
g\(27) B = Bo|l [x]| ([Ir(B) — r(Bo)|| + 21|r(Bo)l])
A1 (371)01(Bo, Zo) x| (IB — Boll [Ix[| + 2 |r(Bo)ll)

901 (Bo, Xo) [1x]| ([Ix]| + 2 [Ir(Bo) ) A:(Z7).

IAN N

A

Por el Teorema 11 tenemos que

[Ag(2) = Ag(Z0)| < [[Z = S0 < [[[(B,X) — (Bo, Zo)[- (A.8)
Luego por (A.8) y (A.6)
1 1
M(ZTH = < :
5N T A0 B )
y por lo tanto
7y < 4(Bo. S0l (x| + 2y ~Bixl) A9)

Aq(20) — 61(Bo, 2o)
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Sir(By) = 0 entonces 72 = 0 < /2 y el lema queda demostrado, en caso
contrario usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, (A.1) y que la norma

espectral es una norma matricial, tenemos que

T2 = [r(By)(Z7" = 25 )r(Bo)| = [r(Bo)' S (2 — 2) 3 7(Bo)|
< IETH(E — )25 (Bo)|l[Ir(Bo) || < 127 (B0 — 2)=g ||| (Bo) ||
< ZTHIIZe = =[5 1l (Bo)I?

Luego por (A.3), (A.6) y (A.8)

52(B07 20)

T2 <
Aq(Z0) — 02(Bo, Xo)

M (ZgHlly — Box|[* = /2

y junto con (A.9) y (A.7) queda probado el lema. |

Demostracién del Teorema: Por el Lema 1, es suficiente probar que existen ¢,

y t tales que

", [d;(B,T d;(B,,T
inf ) (M) > p (M) (A.10)
(B,I)eeC — Oy, Oy,
donde
C={(B,T) e R x 8, con|T| =1:A,(T) <ty0|B| >t} (A.11)

Por definicién de &, tenemos que para todo 6 € R4
t{i:10'z;| >0} /n >1— (k,/n).

Tomando 0.5 < § < 1 — (k,/n) y usando un argumento de compacidad pode-

mos encontrar un € > 0 tal que

||};ﬂ£1ﬁ{i :10'z;| > e} /n > 4. (A12)

Sean (B,I') € RP*?x §, tal que |I'| = 1, A la matriz diagonal de los autovalores

de I" ordenados de menor a mayor y U la matriz ortonormal de autovectores
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de I" que verifica I' = UAU’. Luego

(B, T) = (yi—Bx)T '(y; — B'x))
— (U/ . _UBx:) 117 _ TTVR~. (e’zi)Q
— Yi x;)'A7'(Uy; — UB'x;) > Wil (A.13)
q

con e = (—vy,v;) donde v; y v; son la primer fila de U' y de V = U'B/,
respectivamente.

Como ||e|| > 1, por (A.12) tenemos que al menos né valores de d;(B,T’) son
mayores o iguales que ¢/1/),(T"). Por lo tanto

> (M2 2 o ().

t 1 2
Seattalque pi | — | ===, con 0.5 < 0y < I,y t; = E—, luego \,(T') < #;
0. 261 t2

n

implica que
- d;(B,T t
i1 On On

Si A\(T') > t1y ||B]l2 > ts, todos los autovalores de I' son menores que
1/t4! y al menos una columna de B tiene norma mayor o igual que ¢,/ ,/g. Por
(A.2), se tiene que

IVI; = [UB|; = =(BUU'B) = tr(BB') = ||B'[; = [|B]>.

y entonces existe un k tal que ||v|| > t2/,/q siendo v}, la k-ésima fila de V.
Luego procediendo como en (A.13) obtenemos que

d?(B,T) > (e},z:)°t:% ",

donde e, = (—vy, Vi) Y vy, es la k-ésima fila de U'.

Por (A.12), al menos n¢ valores de d;(B, T') son mayores o iguales que ¢||ej || /¢
y llexl =1+ [vill* = 13/q.

Entonces si tomamos

t [ a1
to = — td
27 q/t
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obtenemos

n

ipl (“22) 2 i () = 5 (A15)

Luego por (A.14) y (A.15)

= d;(B,T) n
7’ f ) > -
(B{i‘l)eeizlpl < On ) -2

y por (2.4) y (2.2)

y con esto queda demostrado el Teorema. |

A.2. Demostracion del Teorema 2

Antes de probar el Teorema daremos algunos resultados con respecto a de-
rivadas de matrices que seran utilizados en varias de las siguientes demostra-

ciones.

Sea b un vector y V una matriz simetrica,

b'Vb
a&b' =2b'V, (A.16)
si V es no singular,
oV _
% =|V|V~! (A.17)
g ob'V~1b
a—V — —V_lbblv_l. (A18)

Para mas detalles ver Capitulo 17 de [32]. Sea (B,X) € RP*? x §,, usando
vec(B’A) = (A ® I,)vec(B’), es facil verificar que

ovec(B'A)

Fvec B} " (A’ @ 1,). (A.19)
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De (A.19) y (A.16) se obtiene

9d(B,¥)  (y-Bx)¥'(x'®l)
dvec(B') d(B,X) '

(A.20)

Demostracién del Teorema: La definicion de los MM-estimadores puede re-

formularse, utilizando la funcién T'(X) := X/|X|"/4, de la siguiente manera:
(B,,, C,,) es un minimo de $*(B, ) = S(B, (X)) en RP*7 x 8,4, que satisface

5*(B,, C,) < S*(Bn, 3,).
Finalmente, el MM-estimador in es definido como

3, = 62I(C,). (A.21)

Derivando $*(B, ) con respecto a By 3 y evaluando en el minimo (B,,, C,,)

obtenemos . A
y n A

=1

Por (A.19), tenemos que

~

Ip (di(B,I'(X))/om) 1, (di(B,F(E))) 0d;(B,T'(X))

O(Vec(B’))’ oo n d(vec(B'))’

1 d;(B,T'(X)) (w(B)T(X)" ou;(B)
() Cim ey ) svemy

On On d;(B,I'(X)) ) 9(vec(B'))
_ _w (dz(B,AF(E))) u;(B)’ (2 (xiel)

On a2

Entonces, por (A.21),

O (BIEN/50) 5 1 o (B S\ B St
8(Vec(B’))’ (B,..C) = —6,W (di(Bm En)) u;(B,)'YS, (x;®1,).
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Usando que
vee(S,'i(B,)x) = W(B,)'E, (x © L),

(A.24) y (A.22), podemos ver que (2.10) es valida.
Derivando p; (d;(B,T")/6,) con respecto a X, obtenemos

Ip1 (d:(B,I'(X))/6m) 1 4;(B,T(X))) 9(di(B, X)X/ )
P s ——wl( . ) s . (A25)

n

De (A.17) y (A.18) obtenemos

(d:i(B,Z)[B[VC0) o[/ 0di(B, %) 51
: _ (B, X) + —— o [x[ /0
= oy (B,Z) + == [3
B Cox -1 2B (B) S ey
_ ETTE By X
51 u(B)u;(B)T(2) !

- 2—q(di(B,I‘(2))—q L B.I(E) ) (A.26)

Luego, por (A.25) y (A.26), la ecuacion (A.23) resulta equivalente a

B, TC)) ([, 4 _W(B)W(B)T(C) Y
Zgnm (— )(den,r(cn» . T(C.) ) 0.

Reordenando y utilizando que W (u) = ¢ (u)/u y que 3, = o2T(C,,) tenemos
que

y despejando 33, obtenemos (2.11). |

A.3. Demostracién del Teorema 3
Antes de demostrar el Teorema 3 probaremos el siguiente Lema:

Lema 2. Sea Z = {z,...,z,}, con z; = (y., X})" que satisface el MLM (1.1) y con-
sideremos po una funcion-p. Luego el punto de ruptura de explosion del M-estimador
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de escala de las normas de Mahalanobis (2.3), 6,, == s(d(B,, 3,)), estd acotado infe-

riormente por

min(e*(Z, B, ¥,), 0.5).

Demostracion: Sean

m < min(ne’(Z, By, 2,),n/2)

(B;, %) = (By(Z"), 25(Z"))
un estimador inicial de (By, 3) calculado con la muestra Z* € Z,,. Para probar
el Lema basta con demostrar que s(d(B*, 2*)) esta acotado para todo Z* € Z,,,.

Como m < ne’(Z, En, in), existe un conjunto compacto K tal que
(B:, ) e K para todo Z* € Z,,.

Luego, por el Lema 1, existe un ¢ tal que

sup  d;(BX, 3 <t paratodo Z* € Z,,. (A.27)
{i: z;=27}
Como m/n < 0.5 podemos encontrar un v > 0 tal que m/n + v < 0.5. Sea ¢ el
valor que verifica py(d) = vy sea ty = t/d. Luego usando (A.27) tenemos que

1~ [(d(B:5)) 1 d;(B;, 25)
P p<t—> > PO(T

n )
{i: z;=27}

1 di(B;, =)
T Z Po (T)
{i: z;#2}}

(n —m)

IN

m m
< -
po (t2/to) + o= po(0) + -

= ’y+m<0.5.
n

Entonces s(d(B*, X*)) < t, para todo Z* € Z,, y el lema queda demostrado. B

Demostracién del Teorema: Sea < (Z, B,,, ¥,,) el punto de ruptura del estima-
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dor inicial (B, %,) y sea

m < min(ne’ (Z, B, 2,), [n/2] — kn).
Sean respectivamente
(B;.5) = B1(2).5,(Z) vy (B.£)=(B;(2).5,2))

un MM-estimador para el modelo lineal multivariado y su estimador inicial

calculados con la muestra Z* € Z,,.

Luego por (2.6), (2.4) y (2.2)

LS (0 ) < LY s (M)ngp <M>

ZiEZ* ZiEZ*

Ademds, como sup,, p1(u) = 1, obtenemos que

Z P1 (dz<]§;ai:,)> < gpl(oo).

z;,€L*

Entonces existe ¢ < 0o, que no depende de Z*, tal que d?(f};, f]fl) < ¢ para
al menos [n/2] observaciones de Z*.

Ahora, como m < [n/2] — k,, al menos k,, + 1 de estas observaciones estan
en Z, y no estdn en un hiperplano. Entonces el menor autovalor de 3, )\q(fl;i),
estd acotado inferiormente con una cota positiva (para cada x; € RR?, los ejes
del elipsoide

{y (v = Bx)'S (v - Bi'xi) <}

tienen longitud \/c)\j(f];);j =1,...,q. Entonces )\q(f]jl) > o, siendo o un valor
positivo que no depende de Z*).

Ademds, como |57 = (67)% = s(d(B7,¥%))%, por el Lema 2 el mayor
autovalor de 37 esta acotado superiormente.
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Para ver que ||B;, || estd acotada consideremos el conjunto
D% k) . D/ /s x—1 o/
G(Bn7 En) - {(va) . (W - Bn V) 2n (W - Bn V) < C}
que, como vimos, contiene k,, + 1 observaciones de Z que no estan en un hi-

perplano.

Como para matrices simétricas A de dimensién ¢ x ¢, tenemos que

!/
A
A(A) = inf “

v Vvv

y Ay(A71) =1/X(A) entonces
[w = Bv[* < (w = Byv)S ! (w = Bv) M () < M(E)e

en particular paraw = 0

IB;VI” < (5 )e

Como €(B:, =) contiene k, + 1 puntos que no estdn en un hiperplano, existe
una constante g, que no depende de B* o 3, tal que para todo v con ||v]| < g
se tiene que (v, 0) € G(ﬁ;, f];;) Entonces

sup |[BEv]? < M (Z5)e,
Ivil=g

y esto implica que

1B/ 1* < M (Z;)e/g”

donde || - || es la norma espectral definida en (A.1). Luego, como || - || y || - || son

equivalentes, existe una constante 3 > 0 tal que

B2 = 1Bl < BIBL|| < (8/9)y/ M (I)e

para todo Z* € Z,,. Esto prueba el Teorema. |
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A.4. Demostracion Teorema 4

Lema 3. Supongamos que observamos z € R* con funcién de distribucion Heg, o,,
donde 6, € R™ y 6, € R™2. Consideremos un M-estimador funcional Fisher consis-
tente de @ = (01,0,), T(H) = (T1(H), T2(H)) y un estimador funcional inicial de
T(H), To(H) = (To1(H), Too(H)), tal que

Ey(h(z, T1(H), To(H), S(To(H), H))) = 0,

donde h : RF™i+m2tl — R™ e yng funcion diferenciable y S : R™™™2 x Q — R,
con Q el espacio de las distribuciones sobre R™ ™. Supongamos que T satisface la

siguiente condicion fuerte de consistencia Fisher:

By, o,(h(z,01,02,5)) = 0 para todo S, (A.28)

By o, (h3(2,01,05,5)) = 0 para todo S, (A.29)

donde h;, 1 < i < 4, es la derivada de h con respecto al i-ésimo argumento. Suponga-
mos también que las derivadas parciales de Ep, , (hs3(z,61,64,5(0, He, e,))) pue-
den obtenerse derivando con respecto a cada pardmetro dentro de la esperanza. Luego

la funcion de influencia de Ty estd dada por

-1
F](Z07T1701702) = - (EH91’92 (h2<z7017027S(OaHel,ez)))>
X (h(Zo, 01, 02, S(O, H91,92)))‘

Demostracién: Consideremos H, = (1 — ¢)Hyg, g, + €6,,. Luego T'(H.) satisface

(1 =€) Eug, o,(h(z, T1(H:), To(He), S(To(H:), H:)))

Vhzo, T1(H.), To(H.), S(To(H.), H.)) = 0.

La prueba del Lema es inmediata derivando esta expresion con respecto a € en
¢ = 0y usando (A.28) y (A.29). |
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El siguiente lema prueba para el caso ¥, = I que los MM-estimadores fun-
cionales Ty y Ty / S? son Fisher consistentes a By y I, respectivamente.

Lema 4. Sea z = (y',x’)’ un vector aleatorio que satisface el modelo lineal multiva-
riado (1.1) por pardmetros By y 3¢ = L. Supongamos que x satisface (54) y que la
distribucion de u =y — Box satisface (S1). Sean p, una funcion-p que satisface (S3)
y X # 1tal que |X| = 1. Luego

(o -BS Uy B , g, (U =B B

0o 00

Enyp1 (

Este lema es una consecuencia directa del Lema A.10 de [13].

Lema 5. Consideremos las mismas suposiciones del Teorema 4 y supongamos que
3o = I. Luego, si Hy es la funcién de distribucion de (y',x’)’, tenemos que

, IW (d(By, Xp)/S)vec(u(By)x')
(i) By, ( Doec(%)7 > = 0 para todo S,

(i1) Ey, (W(d(Bg, X¢)/S)vec(u(Bg)x')) = 0 para todo S.

Demostracién: (i) Por (A.18) tenemos que

OW (d(Bo, o)/ S)vec(u(Bo)x') Wlall/S) . /
& vecl) )5S oDt )

Como la distribucién de u se supuso eliptica con ¥, = I, para cualquier
funcién h, Ey, (h(]|u||)uujwzy,) = 0. Luego, como todos los elementos del lado
derecho de la ecuacién anterior tienen esta forma, la parte (i) de lema queda

demostrada. (ii) es consecuencia de que Ey, (h(||ul|)u;z;) = 0 para todo iy j.H

Demostracién del Teorema: Supongamos que z = (y’, x’)’ satisface el modelo

lineal (1.1) y sea Hj su funcién de distribucién. Consideremos primero el caso
en que X, = I y denotemos oy = S(H,). Usando el Lema 3 con 8, = vec(Bj),
0, =vec(Xy), S(To(H),H) = S(H) y los lemas 4 y 5 obtenemos que

(o, Ty Byt = (2B B ooy ~ Boxix) )

XW (|lyo — Byxoll/o0) vec((yo — Byxo)xg).  (A.30)
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Por (A.19) y (A.20) y la igualdad vec(ux’) = (x ® I,)u tenemos que

OW (d(By, X)/00) vec((y — Byx)x)
Ovec(B')
- — Wg(gsg%’lﬁié))vec((y — Byx)x')(y — Byx)'(x' ® 1)
— W (d(By, 021,)) (xx' @ L)
oy (1) T Ty (1Y

J0 oo |[ull

Como la distribucién de u se supuso eliptica con ¥, = I, para cualquier
funcion h, Er, (h([lul)Juiv;) = 0sii # jy Eg(h([al))uf) = Eg(h([al)[al*)/g-
Luego

OEu,W (d(By, X0)/00) vec((y — B{x)x')

Ovec(B’)
E '®1
_ _EFOW/ (HHH) HuH( GoXX ® ) — Eg, W (M) (EGOXX,(X)I)
(o) 0o 90
!/
- [EFOW (hall/oo) all (M)] (o ©T).  (A3D)
oo 0o

Combinando (A.30) y (A.31) y usando que vec(C'A) = (A ® I)vec(C’), proba-
mos el teorema para el caso ¥y = L.

Para el caso general, sea R una matriz tal que 3, = RR' y consideremos la
siguiente transformacion y* = R™'y. Luego y* = B{’x + u*, conu* = R 'uy
Bj = BoR’~*. Como la distribucion de u* estd dada por la densidad (2.15) con
Yo=1y

vec(B)) = vec(RB}),

tenemos que

IF(z9, T1,Bo, %) = RIF((R 'y, %), Ty, B, 1).
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A.5. Demostracion del Teorema 5

Antes de probar la consistencia de los MM-estimadores de regresion para
el modelo lineal multivariado necesitamos probar algunos lemas. Por simpli-
cidad asumiremos que el estimador inicial B,, es regresién- y afin-equivariante
y que 3, es afin-equivariante y regresién-invariante. Luego, sin pérdida de ge-
neralidad, debido a la Observacién 3, de ahora en adelante se puede suponer
que By = 0y X, = I. Estas suposiciones no son esenciales para las demostra-

ciones de esta seccion.

Lema 6. Sean (y;,x;), 1 < i < n, una muestra aleatoria que satisface el MLM (1.1)
con pardmetros By y 2. Sean Ty = 3o /|X0|Y9 y po una funcién-p. Supongamos que
los estimadores iniciales B, y X, son consistentes a By y Ty respectivamente; luego

., es consistente a oy definida por la ecuacion (3.1).

Demostracién: Tomemos ¢ > 0, luego por el Lema (1), podemos encontrar un

0 > 0 tal que

Ey, (irglfpo (((y ~-Bx)S Ny — B’x))l/2 /(o0 — 8))) >b+0

Eu (ﬁglf 2o (((y ~Bx)S !y - Bx)"? /(00 + 5))) <b-4

donde £ = {(B,X) e RP*? x §,: ||B|| <9, || —1I|| <d}. Por laley de grandes

numeros tenemos que

lim — mf 00 ( ) >b+96 C.S.
n—s00 n (00 —€)
y
nhi{looﬁ 1nfp0< 0+€ ) <b-9 C.S..
Luego, como hmn_,oo(fi >,) = (0,1) c.s., tenemos que

i ~n)
lim — >b+46 S.
ninoonzp0< 0'0—5) =0t -
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1+ 4(B,,%,)
lim — —— | <b—-9¢
ninoonzizlp0< (00 +¢) )— «°

Por lo tanto debido a la monotonicidad de py(u) para los u > 0, existe ny tal
que para todo n > n, tenemos que oy — € < 7, < 0y + € con probabilidad 1, es

decir lim,,__,o, 0,, = 09 C.S.. [ |

Lema 7. Supongamos que la distribucion de 'y satisface (51) con ¥y = Ly que 'y es
independiente de x. Dados (B,X) € RP*? x §, v k la constante que aparece en (S3),
consideremnios

a(B,X;k) = Ey,I ((y —Bx)S7'(y — B'x) < &), (A.32)

donde H, es la distribucion de (y’,x’'). Luego existe una constante r, independiente
de B y X tal que

a(B,X; k) < s\ ()Y para todo j, 1 < j < q.

Demostracién: Notemos que V'3V = A donde V es una matriz ortogonal

de ¢ X ¢ y A es una matriz diagonal que tiene como elementos no nulos a los
autovalores de X. Utilizando el cambio de variablesy — V'y y (S1) obtenemos
que paracadaj=1,...,q

E(I((y-B%)S(y -Bx) <) [x=0)

= / fo(y'y)dy
(y—(BV)B) A~ (y—(BV)B)<k

yi+ ) i dyi..
L((Bw B/ N () (j 2 )

i#j

< 2\/%(2)%/%‘ (Szﬁ) dys . .. dyg1.

IN

Luego si elegimos
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como x; no depende de 3 obtenemos la desigualdad deseada. |

Lema 8. Bajo las suposiciones del Teorema 5, existen constantes positivas €, Ly y Lo
tales que
i, o || Bu]| < Ls c.s. (A.33)

§ <lim, . ||IT,|| < Tmy—o ||Tall < Ly c.s. (A.34)
conT, = \§n|‘1/q§n.

Demostracién: Sea P la medida en R? x R? cuya densidad es el producto de

fo(u) dada en (2.15) y la densidad de las x;, a la que denotaremos por go(x). De
acuerdo al Teorema 4.2 de [25] tenemos que

lim sup |P,(C)—P(C)|=0 C.S. (A.35)

n——00 CcRP+4, C convexo

siendo P, la medida empirica inducida por la muestra.

Por el Lema 6 existe un ng y o, tal que
oL > 0y, (A.36)
para todo n > ny. Si consideramos el conjunto

y — ﬁ%x ’f;l y — EAB;LX
£ = {((yx): YTV EB)
1

donde & es la constante que aparece en (S3), por (A.35) podemos concluir que

para n suficientemente grande
P(E,) > P,(E,) —b/2

casi seguro.
Por (2.4), (A.36) y (2.6) tenemos que

1< d;(B,.T, 1< d;(B,, %,
L (M) 15 (U85,
n i1 01 n < a.
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entonces por (S3),

1 -y - D/
Pu(€,) = Eh{(yivxi) (yi — BLx) T, (yi — Bixi) Joi <k} > b

y en consecuencia P(&,,) > b/2 casi seguro para n suficientemente grande.

Por el Lema 7, tenemos que paratodo 1 < j <n
P(Sn) S )\j(f‘n)l/Q(TlKul,

entonces si tomamos § = b*/(4x}o}) obtenemos que para n suficientemente

grande

/\j(f‘n) >0 C.S.

para todo j, en especial para Al(fn) = ||f‘n||

Luego como |T',| = 1 tenemos que existe una constante L, > 0 tal que para
n suficientemente grande ||f‘n|| < L.

Por (A.37) y el Lema 6 para probar (A.33) es suficiente mostrar que para
cualquier ¢ > 0 existe L, y n > 0 tal que

1 < d;(B,T,
lim  fnf =) "p <M) >b+n  cs. (A.38)
=1 o

n—o0 |B|>Ly T

Por el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, es facil mostrar

que para cualquier o > 0

) Iyl =M\ _
Por (54), existen ¢ > 0, 7 > 0 y un namero finito de conjuntos €y, Co, ..., C;,
incluidos en RP*? tal que
Jeoe={BeRr™:|B|,=1} (A.40)

i=1

{ x|| > ) > )
Poy( fof [[Bx|| = ¢) 2 b+7. (A41)
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Por (A.39) podemos encontrar M; y n > 0 tal que

(b+v)ER (pl <Hy[\/|1+l\/[1)> > b+ 2n. (A.42)

Luego de (A.41) y (A.42) obtenemos que
; / ||Y|| — M,
b Bnelgz [(|[B'x[| = ¢)p (W > b+ 2n. (A.43)

Sea M, tal que
Pr, ([lyll = My) < n, (A.44)

y tomemos M = max{M;, My} y Lo = M/p, entonces por (A.34) y (A.40)

tenemos que

r r,) , I ly: — B'x||
inf E — | > inf - E —
IBll2>L2 T P ( T Bll2>L2 M — P L}/Qa

v

, 1 - Yi — L )
it 2 (—” i )I<||B'x||>so>f<||yi||<L2¢>
1 O

Blo=1 N
IBll2 —

1<j<s BeC; n

yi
> inf inf Zp (H ‘1/2 ) I(|Bx]| > o) I(|ly:]| < M)

L 1<—“y£H1/;0M>[(HB'XH>90)(1—I(HyiHZM)).

V
=
A
w
I |
i
—
E)—‘
aE,
s

Por dltimo, usando la Ley de Grandes Numeros, (A.43) y (A.44) obtenemos
(A.38) y esto prueba (A.33). |
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Lema9. Sea g : R x (R™™ x R™") — R continua y sea Q una distribucion de

probabilidad sobre R tal que para cierto 6 > 0 tenemos que

EQ sup ‘g(Z,(A,V)) ’ < 00,
I1(A,V)—(Ao,Vo)ll|<d

donde ||| - ||| es la norma definida en (A.5). Sea (A, V) una sucesion de estimadores
en R™*"™ x R™" tal que limn_m(_&b, \Afn) = (Ao, Vo) c.s.. Luego si zy, . . ., z,, son
variables aleatorias i.i.d. en R con distribucién Q), tenemos que

lim (1/n) Zg(zi, (A, V.)) = Eog(z, (Ag, Vy))  cCs..

Demostracién: Para probar el Lema es suficiente mostrar que para cualquier
e > 0 existe n > 0 tal que

mn—»oo sup (1/77’) Z g(zia (Aa V)) S EQg(Za (A07 VO)) +e€ (A45)
(A, V)—(Ao0,Vo)ll|<n i1
y
H_mn—>oo inf (1/7?,) Z g(Zi7 (A7 V)) > EQg(Z7 <A07 VO)) —¢& (A46)

(A, V)= (A0, Vo)lll<n P

Por el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue podemos tomar
0 <n < étal que

E( sup g(z, (A, V))) < Egg(z, (Ag, Vi) + &. (A.47)
[1(A,V)—=(Ao,Vo)lll<n

Luego usando la Ley de Grandes Ntiimeros tenemos que

n

— 1
limy, 00— Z sup g(zi> (A>V)) :E( sSup g(Z, (A’V»)
n i—1 (A V)—=(Ao,Vo)llI<n (A, V)—(Ao,Vo)llI<n
(A.48)

Finalmente de (A.47) y (A.48) obtenemos (A.45). Para probar (A.46) se realiza

un procedimiento similar. |
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Demostracion del Teorema: Consideremos

€6, L1, Is) = {(B,T) €RMIx8,:5 < |T| < L,IT| = 1y Bl < La},
Cie) = {(B,T)€C(S L1, La):|IBlla>e}y
82(5) = {(B,F) S 6(5, Ll,Lg) . HF — I“ 2 5}.

De acuerdo a los Lemas 6 y 8 y (2.6), es suficiente mostrar que dados ¢; > 0,
€9 > 0y Ly y Ly arbitrariamente grandes, existe v > 0y o, > 0 tal que

n

1 d;(B,T 'u)l/?
lim, . inf - 201 (M) > Eryp1 ((u u) > + c.s.,
g,

(B,INeCi(er1) N — 01 0
(A.49)
1 & d;(B,T) (u'u)'/?
1 inf  — — | > S.
ﬁn—>oo (B,F)lgez(az) n ;pl ( o1 ) e EFopl < oo + Y C.S
(A.50)
y
1 ¢ 4(B,, 2, )/
lim — Zpl <¥> = Er,p1 ((u ) ) C.S.. (A.51)
n—oo N £ o 00
Como Bj = 0, por el Lema 4 tenemos que
d(B.T 151\1/2
[oX) o)

paratodoB e RP*?yTI' € §,con [I'| =1tal queT # L

Por el Lema 1, (A.52) y el Teorema de la convergencia dominada de Le-

besgue, usando un argumento estdndar de compacidad podemos encontrar

o1 > 09,7 > 0y un namero finito de conjuntos, Cy, ..., C,, tal que
. d(B,T) (u'n)'/?
En, (B}Fn}; e P <0—1> > Ep,p1 ( p + 7 (A.53)
y S
e o e (A.54)

j=1
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Por (A.54) tenemos que

1 — d;(B,T)
im  {of = :
n—o0 (B,I')€C1(e1) N ; /)1( g1 )

, R d;(B,T
> inf lim —Z( inf p1<g).

1<j<sn—oco N T B,I')eC; 01

=

Luego por (A.53) y la Ley de Grandes Ntimeros obtenemos (A.49). (A.50) se
prueba de manera anéloga a (A.49) y (A.51) es consecuencia del Lema 9. |

A.6. Demostracion del Teorema 6

Antes de probar el Teorema 6 enunciaremos el Lemas 2.16 (pagina 1036) de

Pakes y Pollard [24] el cudl serd utilizado posteriormente:

Lema 10. Sea § una clase Euclideana con envolvente F tal que [ F*du < oo. Para
cadan > 0y e > 0existeun 6 > 0 tal que

lim sup P {sup lun(f1) — vn(f2)| > 77} <e,
(6]
donde [6] representa al conjunto de todos los pares de funciones en § con

/(f1 )P < 4

n

yi(h) =23 i) - [ far)

i=1

La demostracién del Lema 10 puede hallarse en [24].

Demostraciéon del Teorema: Denotamos 0,, = (ﬁn, f]n) y 0y = (Bo, 03%).

Como asumimos que la distribucién de los errores u es eliptica con 3y =1,

tenemos que para cualquier funcién h,

En, (zjush(([u]])) = 0.
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Esto implica que
1
Eny—W (d(B, 033%)) (y — Bx)x’ (A.55)
0

se anula en B = B. Entonces 6, serd un cero de la funcion ®(0) = Ey,¢(z; 0).

Como 6, es un punto interior de 6(C) y 6,, — 6, cs., 8,, € 0(C), es decir,
o1 (2;0,,) ¥ ¢1(z; 0y) pertenecen a la clase Euclideana §y; a partir de un n sufi-
cientemente grande. Y ademds, por (S5), para cada ¢, las funciones ¢;(z; 6,,) y
¢1j(z;0p) estan en la clase [] del Lema 10 para n suficientemente grande. Por

lo tanto,

Vv (01 (-5 0n)) — V(D1 (11 60)) | — 0 (A.56)

en probabilidad. Entonces como v, (¢;(+; 0,,)) — vn(¢r;(+; 00)) = op(1/4/n) para
todok=1,...,qyj=1,...,p, concluimos que

Va(0(:10n)) — va(@(::600)) = 0p(1/v/n). (A.57)

Como 09 /0vec(B’) es continua en 8, tenemos que

09(B, )

®B,%) = d(By, X) + (W

(Bo, E)) vec(B' — By) + r(0)vec(B’' — By)
(A.58)
donde r(8) — 0 cuando 8 — 6.

Usando un cambio de variables adecuado, para todo 3 € 8, tenemos que

Eg,W (d(Bo, X)) wpr; = (Ez;)EpW (W'S"u) uy
= (Fxj) (/ u W (u’E_lu) fe(lal)?)du
{wu, >0}

+ / W (WS "u) ukfg(||u||2)du)
{uu, <0}
= (Exj) (/ u, W (u’E_lu) fe(lal|*)du
{uwu >0}

— / W (WS "u) ukfa‘(||u||2)du> =0.
{uwu, >0}
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Como esto vale paratodok =1,...,qy j =1,...,p tenemos que
P(By,X) =0 (A.59)
para todo X € §,.

Por (2.10), el par 6,, = (]§n, f]n) es un cero de la funcién (1/n) >"" | ¢(z;, 0).
Utilizando esto, luego de realizar algunas simples operaciones de suma y resta

y utilizar (A.57), obtenemos

0 = (1/n>2¢<zi,0n)=EH0¢(z70n>+

=1

% 2”: ¢(2i,60) — Ep, (2, 90)]

+ {% Z [9(2i,0,) — D(2i,00)] — En, [6(2,0,) — ¢(z, 00)]}

= Epy,6(z,0,)+ %Zqﬁ(zi, 600) — Eu,é(z, 0,)
+ (v (6(62)) = v (6 60))] _
= EHO¢(Z,9n) + %ZQS(ZUO()) —EHqu(Z,Oo) +0p(1/\/ﬁ)

Como Ey,¢(z,0,) esigual a (B, %,), podemos despejar Ey,¢(z,0,,) de la
ecuacion anterior y reemplazar la expresion resultante en la expancion (A.58)

para (B, f]n) Utilizando ademas (A.59), obtenemos como resultado que

_ (8(1)(B,2)

W(Bo, in)) VeC(]TD);1 —Bj) + T(Hn)vec(ﬁ;l —B))

#1157 60,00) ~ Bu(a.00)| +0pl1/viD)

Como 0% /0vec(B’)’" es continua en 8, y como 7(6,,) = op(1), esto se reduce a

0 = (A +op(1))vec(B] — By) +

% Z ¢(2i, 60) — Em,¢(z, 90)] +op(1/vn).
- (A.60)
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De acuerdo al Teorema Central del Limite
1 n
n Z ¢(zi, 00) — En,é(z,60) | — OP(l/\/ﬁ)a
i=1
y como A es no singular, de (A.60) obtenemos que

vec(B!, — B) = Op(1/v/n).

Luego (A.60) puede reescribirse como

0 = Avec(B/, Z¢zl,00 — Eu,d(z,00) | +op(1/v/n).

Como vimos al comienzo de la demostracién, 8, es un cero de ®(6) =

Eu,¢(z;0),y en consecuencia

TN I YV
Vvnvec(B!, — B)) = —A 1\/ﬁ;¢(z“90)+op(1).

Como ¢y;(z, 0)) tiene media y covarianzas finitas para cada k¥ = 1,...,¢
yj = 1,...,p, el Teorema queda demostrado después de aplicar el Teorema
Central del Limite. |

A.7. Demostracién de la Proposicion 7

Consideremos primero el caso Xy = I. Como ¢(z, (B,02%)) es integrable
por (S6), es diferenciable con respecto a B en un entorno de B para casi todo
z € RPT9 y verifica (3.6), podemos derivar dentro de la esperanza en (3.4) y
reescribir a A como

06(B, X)

A= EHOa ( ) (B07 OI>

Por (A.31) tenemos que

A = [ B (ul/oo) ful g W(H H)](Ecoxxfm).

qoo
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Utilizando nuevamente las mismas herramientas y que W (u) = 4 (u)/u, se

2 2
M = (EFO [W (U)] al )EGOXX’®I
0o q
[ull\1? o3 ;
— Ep, |1 | — — | Eg,xx @ L.
0o q

Como (Eg,xx’' @ I)™! = (Eg,xx')~' @ 1, la Proposicién queda demostrada

obtiene

para el caso ¥, = L.

Para el caso general, sea R una matriz tal que ¥, = RR' y consideremos la
siguiente transformacién y* = R™'y. Luego y* = Bj/x + u*, conu* = R 'uy
B = ByR/~!. Como la distribucion de u* estd dada por la densidad (2.15) con
Xo=1y

vec(B)) = vec(RB}') = (I, ® R)vec(B})

tenemos que (3.7) es vélida. |

A.8. Demostracion de la Proposicién 8

Para probar la Proposicién 8 necesitaremos el Lemma 2.13 (pagina 1034) de

Pakes y Pollard [24] el cual enunciamos a continuacion:

Lema 11. Sea § = {f(-.€) : £ € C} una clase de funciones sobre X indexada por un
subconjunto acotado C de R?. Si existe un o > 0 y una funcién no negativa ¢(-) tal
que

[f(2,6) = f(2, &) < p(@)[|§ = &% para z € Xy & & €,

entonces § es Euclideana para la envolvente | f(-,&)| + Ry(-), donde &, es un punto
arbitrario de €y R = (2v/dsupe ||€ — &)™

La demostracién del Lema 11 puede hallarse en [24].

Demostraciéon de la Proposicién: Para cada £ en R? x vec(8,) existe un tinico
par (B, X) en R?? x §, tal que { = (vec(B)’,vec(E£71/2)'), luego definimos la
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funcién 6(-) de la siguiente manera: 6 ((vec(B)', vec(X71/?)')) = (B, X).

Seane > 0y § = 2||o;'%,"?||, considerando la norma definida en (A.5),
notamos por B. a la bola de radio ¢ y centro (B, 02%), luego definimos

C=0"({(B,X) R x§,: (B,X) € B.y||=7? <5}).

Sean ¢ y £* dos elementos cualesquiera de C tal que 8(§) = (B, X) y 0(¢*) =
(B*,X*), por el Teorema del Valor Medio existe un valor ¢ entre d(B,X) y
d(B*,3*) tal que

(W (d(B", X)) = W (d(B, %)) | = [W(c)||d(B, %) —d(B", X%)|.  (A.61)

Como W y su derivada son continuas y de soporte compacto existe una cons-
tante M tal que |W(u)| < My |W'(u)| < M para todo u, por esto y por (A.61)

tenemos que

|6k (2:0(€)) — Prs (z:0(87))] < [W(e)]|d(B, E) — d(B", X7)|(yx — by/x)z;|
+HW (d(B, X)) [|bi"xz; — bixa;|

< M{|d(B,X") — d(B*, X)| (lyx| + [|br]l|Ix[)
+|[B* = B'||o]|x]|} |z;]
< Mlz;|[{|d(B,X*) — d(B*, X)| (lyx| + ¢l/x]])

HIE = &I} -
Aplicando desigualdades de normas de matrices tenemos que

(B, %) —d(B", %) < |="2 (y - B'x) - = * (y - B"x) |
< B2 =S ly ]| + 2B x - BB x|
< B2 =S lly ||+ =B~ Bl
H[ZTVZ = STV B |2 x|

< =2 =B oy ]| + 6B — B2 x|
HIBTZ = B2 e x|

= {(e+ )l + llyll} i€ = €1l-
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Luego, si definimos
orj(z) = MA{((e + O)|Ix[| + [[yll) (lyrz;| + ellxllz;]) + [[x[[|2;]} (A.62)

tenemos que |¢x;(2z; 0(8)) — dr;(2z;0(£))| < wi;(2)]|€ — £*||. Entonces podemos
aplicar el Lema 11 y concluir que §; es euclideana para la envolvente

Fyj(z) = |¢n;(2,0())| + Row;j(2), (A.63)

con &, € € arbitrario tal que 8(&,) = (Bo,08%0) y
R =2q(p+q)sup € — &l

La demostracién de Ey, Fj}; < oo sale inmediatamente usando que [W (u)| <
M y expandiendo (A.62) como una suma de productos, y acotando sus respec-
tivas medias mediante (A9). |

A.9. Demostracion del Teorema 9
Notamos por w; al peso
=7 (4B 50)

paracadal <i<ny
o) — (B®) S0

para cada k£ > 1. Luego, como W (u) es no creciente en |u| si y sélo si p es
céncava (ver pag. 326 de [23]), tenemos que

>0 (14047) S (116))

L3[BT (BT, (a6
n =1

<
— 20

donde T:+1) = S3(k+1) /|53 (k+1) /gy TR) = 55(R) /| 5509 1/a,
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Recordemos que para cualquier matriz definida positiva A, la matriz B*+")

i=1

minimiza

Entonces
szdz B+ k) <szd2 (k) TR
=1

y por lo tanto la suma del lado derecho de (A.64) es no mayor que

Z wzdf(B(kH), f\(k-i-l Z wde k+1) F(k)) (A65)

i=1
Como

é(k+1)

[k+1) Cik+1) Zw 4,(B B*+D A;(B(k—l—l))

|C kD) |1/q

tenemos que T'**1) es la matriz de covarianzas muestral de los residuos pesa-
dos

\/_-ﬁ-(]j%(’““)) normalizada a determinante uno, la cual minimiza la suma de
las normas de Mahalanobis de los residuos pesados ,/w;u u,(B*+1) al cuadrado
entre las matrices con determinante uno, es decir, para cualquier matriz defi-

nida positiva V con |V| =1

> wd(BEN TW) <Y " wd? (BT, V).
=1

i=1

Luego, como [T*+1)| = |T®)| = 1, tenemos que (A.65) es < 0. |
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