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Capitulo 1

Introduccion

Es un hecho conocido la creciente importancia y el amplio campo de aplicaciéon
que las ecuaciones en derivadas parciales tienen en la construccion de modelos
matematicos para la descripcién de una gran variedad de problemas provenientes
de diversas dreas del saber como, por ejemplo, la economia, la fisica, la biologia.
Muchos procesos de las ciencias aplicadas se pueden modelar matematicamente
por medio de ecuaciones de evolucién. Estas ecuaciones, llamadas ecuaciones de

estado, describen los fenémenos fisicos a estudio.

En las ecuaciones de estado de las teorfas matematicas cldsicas intervienen
operadores lineales. Sin embargo, algunos de los modelos mas complejos utiliza-
dos por las distintas ramas de la ciencia involucran ecuaciones diferenciales no
lineales. Esto es claro en el caso de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias
y sistemas dinamicos pero en el de las ecuaciones en derivadas parciales no fue

siempre asi, debido quizas a la ausencia de una teoria general para las mismas.

Un motivo por el cual los sistemas no lineales son mas dificiles de analizar
matematicamente es que éstos presentan una serie de propiedades que no mues-
tran las teorias lineales. Por otra parte, las caracteristicas esenciales de ciertos
fenémenos del mundo real que describen las ecuaciones de estado estan rela-
cionadas directamente con las propiedades originadas por el caracter no lineal de

dichas ecuaciones.

Los problemas que tipicamente se presentan en el estudios de ecuaciones dife-

renciales son los relativos a existencia de soluciones locales y globales en tiempo,



CAPITULO 1

unicidad de las mismas, regularidad y dependencia de las condiciones iniciales,
y comportamiento asintotico, para tiempo grande, de las soluciones globales en

tiempo. De esto 1ltimo serd de lo que nos ocuparemos a lo largo de esta tesis.

Novedosos métodos en las dreas del andlisis matematico y las ecuaciones dife-
renciales han sido introducidos por el estudio de los procesos no lineales estudiados
durante el siglo XX, siendo uno de los campos de investigacion mas activos de la
matematica de las ultimas décadas. Aqui utilizaremos el conocido método de
entropia para realizar el estudio del comportamiento asintdtico de las soluciones

de ciertas ecuaciones parabdlicas no lineales.

Desde su planteo en la primera mitad del siglo XIX, las ecuaciones diferen-
ciales de evolucion de tipo parabdlico se han utilizado para modelar distintos
procesos de la fisica, la biologia, mecdnica, etc. Un caso especial, es el de las
ecuaciones de reaccion-difusion las cuales aparecen en el siglo XX. Estas

ecuaciones en forma divergencia son del tipo
up = div(A(u, Vu,z,t)) + B(u, Vu, z, t), (1.1)

donde A satisface condiciones de elipticidad estandar, y tanto A como B satisfacen
condiciones de crecimiento y regularidad. Podemos pensar que la ecuacién (1.1)
es un modelo no lineal de propagacion del calor en un medio reactivo y que u > 0

representa la temperatura, div(A) la difusiéon y B modela la reaccion.

Como caso especial de las ecuaciones (1.1) estan aquellas que pueden escribirse

en la forma

up = Au+ f(u) (1.2)

siendo A un operador eliptico de segundo orden, posiblemente no lineal y dege-

nerado, y f una funciéon superlineal que representa la reaccion.
Los dos modelos escalares clasicos del tipo (1.2) son los que consideran f(u) =
Ae" y f(u) = wP. El primero de ellos, el modelo de reaccién exponencial

u = Au + e

donde A > 0, es importante en la teoria de la combustién [49] bajo el nombre de
modelo de combustible sélido o ecuacién de Frank-Kamenetsky, como asi también

en geometria diferencial [32] entre otras aplicaciones. En este caso, la existencia
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de solucion global depende del parametro A, del dato inicial y del dominio. El
otro caso,
up = Au + u? (1.3)

donde p > 1 es el modelo mas simple en donde aparece el llamado exponente

de Fujita [23] que describiremos después.

Hay numerosos modelos que generalizan (1.3). Uno de ellos es el que es re-

presentado por la ecuacion de medios porosos
u = Au"™ +uP,

donde m > 0 y otro es el caso donde la difusién lineal es reemplazada por el

operador g-laplaciano
up = div <|Vu]q72 Vu) + uP,
donde g > 1.

Se han encontrado muchas aplicaciones importantes para ecuaciones del tipo
(1.2) incluyendo la propagacién de los genes ventajosos y dindmica de la pobla-
ci6n [1], el desarrollo de epidemias [39], la conduccién nerviosa [18], sensibilidad
celular [4] y otros fenémenos biolégicos, ademas de las aplicaciones fisicas, tales
como la propagacién de las llamas [49], superconductores [14], la solidificacién

[47] y los cristales liquidos [42].

Dentro de los casos mas sencillos en los cuales la variable espacial es 1-
dimensional podemos mencionar la ecuaciéon de Fisher-Kolmogorov-Petrovsky-
Piscounov, que en la literatura también se puede encontrar como ecuacién de
Fisher-KPP o simplemente como la ecuacién de Fisher. Su expresién es la si-
guiente

up = ktgy +mu(l — u).

Aqui k es el coeficiente de difusion, el cual es un nimero real positivo y m es
una constante positiva. La ecuacién de Fisher-KPP es el caso més simple de
una reaccién no lineal difuso-reactiva y ha sido extensamente estudiada tanto
por la matematica, como por la fisica y la biologia. Fisher y Kolmogorov la
utilizaron para estudiar la propagacién de genes mutantes que son cruciales para

la supervivencia de poblaciones distribuidas en habitats lineales.

3



CAPITULO 1

Otro ejemplo es la ecuacion de Fisher-Kolmogorov generalizada que tam-
bién resulta importante para la biologia, mas especificamente en genética. Es la
ecuacién donde el término fuente es f(u) = u(1 — auP), es decir, que la ecuacién
es

up = ktgy +u(l — au?),
con p > 1. Observemos que aqui f es continua, f/(0) #0y f” < 0.
p q q ) y

Por ltimo mencionamos un modelo especifico de incendio forestal, en este
caso el término de reaccién utilizado es f(u) = u®(1 —u), con lo cual la ecuacién
es

Up = Ugpy +u/3(1 —u),

donde 3 > 1. Notemos que si § = 1 tendriamos la ecuacién de Fisher-KPP. El
parametro (8 cuantifica el nimero de arboles necesarios para prender fuego un
espacio verde. Intuitivamente, se espera que para valores altos de (3 la velocidad

del frente de fuego sea menor.

En este trabajo, nos enfocaremos al caso en que la ecuacién (1.2) toma la

forma

up = Au+ f(u) (1.4)

donde f es una funcién no negativa y superlineal, es decir que estamos en pre-
sencia de una reaccién. Es claro que la ecuacién (1.4) generaliza el caso (1.3).
Para empezar, aplicamos el método de entropia que mencionamos antes en el
caso de la ecuacién (1.3) obteniendo el decaimiento de la norma |u(., )| 2gx)
de la solucién u(z,t) de la ecuacién. La aplicacion del método en este caso, es
utilizado como testeo para lo que serd luego la aplicaciéon del mismo en un caso

mas general (1.4).

Asi mismo, estudiamos el comportamiento asintético de soluciones globales

de la ecuacién parabdlica no lineal en forma divergencia
up = div(a(z, t)Vu) + u?,

donde p > 1 y la funcién a(x,t) cumple ciertas hipdtesis de manera que dicha

ecuacion resulta ser una generalizacién de (1.3).




CAPITULO 1 1.1. Contenido de la tesis

1.1. Contenido de la tesis

En esta seccién hacemos una descripcion sintética del contenido del trabajo

por capitulos y los situamos en contexto con respecto a resultados relacionados.

En el capitulo 2 damos algunas definiciones bésicas y hacemos una resena
histérica de algunos de los resultados que se han obtenido sobre existencia y
unicidad de soluciones, blow-up, exponentes criticos y comportamiento asintotico

de soluciones de la ecuacién u; = Au + uP.

En el capitulo 3 hacemos una breve descripcién del método de entropia,
puntualizando su aplicacién en una serie de pasos generales. Mencionamos los
dos tipos mas frecuentes de tasa de decaimiento. Ademads, listamos cierto niimero
de situaciones en las que se ha aplicado exitosamente el método y, a modo de
ejemplo, detallamos los pasos de la aplicaciéon del mismo a una ecuacién de tipo

Fokker-Planck y a una ecuacién parabdlica no lineal de cuarto orden.

En el capitulo 4 el objetivo es aplicar el método de entropia al problema

w=Au+uP, RN, t>0
u(z,0) =ug, z € RN, t=0,

donde p > 1 y el dato inicial ug es no negativo y no trivial. Para esto, primero
damos una serie de preliminares, definiciones y resultados previos necesarios.
Luego realizamos los distintos pasos de la aplicacién del método de entropia para
establecer el decaimiento de la solucién global en tiempo w(z,t) del problema
cuando ¢t — oco. Empezamos realizando el cambio de variables adecuado para

transformar el problema original al nuevo problema

vs = Av+ §.Vo + St + 0P, yeRN, s>0
v(y,0) = ug, ye€RY.

A continuacién definimos la funcional de entropia E(v(s)) adecuada y la co-
rrespondiente produccién de entropia I(v(s)) = —dE(v(s))/ds. Damos algunas
propiedades de la funcional E(v(s)) y de la funcional I(v(s)) que nos lleva a probar
el decaimiento exponencial de las mismas. Se prueba una desigualdad que acota

la norma ||v(.,s)||;2 en términos de la entropia y de la produccién de entropfa.
P

5



CAPITULO 1 1.1. Contenido de la tesis

Mencionamos aqui que LZ(RN) es el espacio L2(RY) con peso p = exp(|y|* /4).

Con esto se deduce que

H’u(.,s)HLg <Ce ", s>s1,

para un tiempo s; > 0, C' una constante positiva y v = % — zﬁ‘ A partir
de esta cota, deducimos el decaimiento en la norma de L*(RY) de u(.,t). Més
especificamente, deducimos que la norma L? de u(.,t) decae segin la tasa

N
4

Ju(, )|l <C (E+1)"7, t>1t,

para cierto tiempo t; > 0 y para C' una contante positiva. Ademés deducimos el

decaimiento de la norma L? de u(z,t)

Los resultados presentados en este capitulo se encuentran publicados en el

articulo [5].

En el capitulo 5 estudiamos la existencia de soluciones globales no negativas

de la ecuacion de reaccion-difusion

up = Au+ f(u), €RN, >0
u(z,0) =ug, x€RYN, t=0

y el decaimiento de las normas [|u(.,t)|/ ;e ¥ ||u(.,t)]| ;2. Para esto mencionamos
algunos resultados previos y algunas definiciones. Establecemos condiciones su-
ficientes sobre ug y f para la existencia de solucion global del problema. En
particular, mencionamos que las hipdtesis requeridas a la funcién f son tales
que generalizan al caso analizado en el capitulo anterior, esto es, f(u) = uP.
Ademds, damos otros ejemplos distintos de funciones f posibles. La segunda de
estas hipdtesis, que llamaremos hipotesis de subhomogeneidad, es esencial en el
desarrollo del capitulo y por ello damos una serie de consecuencias que se obtienen

a partir de la misma.

Uno de los dos resultados mas importantes, establece que bajo ciertas hipdte-
sis, se tiene garantizada la existencia global de solucién y que, ademas, ésta decae

de acuerdo con la tasa

u(s ) poeqmny < GTH (= (AP =1) 1),

6



CAPITULO 1 1.1. Contenido de la tesis

donde G~ es la funcién inversa de la funcién estrictamente creciente G(s) =
N % con a = |lug||;~ y ademds A es una constante que estd entre 0 y 1. Las

hipdtesis impuestas sobre f garantizan que efectivamente el lado derecho de la

desigualdad de arriba tiende a cero cuando ¢ — oo.

Cabe mencionar que al calcular el decaimiento para el caso particular en que
f(u) = uP, se obtiene el conocido decaimiento dado por Wang [45]. Para el resto
de las funciones de ejemplo, no obtenemos una cota explicita del decaimiento sino
que queda en términos de G. Sin embargo, bajo una hipétesis adicional, podemos

conseguir un decaimiento del tipo polinomial, esto es, un decaimiento de la forma
1

t a1,

En la obtencién de la existencia global de solucién y el decaimiento de la
norma |lu(.,t)||;~ utilizamos la suposicién de existencia de una supersolucién
estacionaria de u; = Au+ f(u). Para esto, damos condiciones sobre f que garan-

ticen la existencia de dicha supersolucién estacionaria.

El otro de los dos resultados mas importantes es el que provee el decaimiento
de la norma |lu(.,t)||,. gracias a la aplicaciéon del método de entropfa. Para la
aplicacién de este método se asume una hipdtesis adicional de la funcion f, la

subhomogeneidad de f’ con un grado menor que la subhomogenedad de f.

Para empezar a aplicar el método, utilizamos un cambio de variables que nos

lleva a trabajar con un nuevo problema que es

p—1

vy =Av+ §.Vv 4 = +eﬁsf(efﬁv), yeRY s>0
v(y,0) =vo, y€RY.

La aplicacién del método de entropia para este problema no es tan directo
como lo fue en el problema del capitulo anterior. Necesitaremos dar mas resul-
tados, como un criterio de comparacién para el nuevo problema y un resultado
que garantiza, bajo ciertas hipdtesis, que el signo de v, es negativo. Esta ultima
propiedad serd usada en forma continua durante la aplicacion del método. Luego
definimos la entropia E(v(s)) y la produccién de entropia I(v(s)) y mostramos
propiedades sobre E((v(s)) e I(v(s)) de las cuales deducimos el decaimiento ex-
ponencial de ambas funcionales. Aqui, otra de las diferencias en la aplicacion del

método con respecto al caso f(u) = uP es que dE(v(s))/ds > —I(v(s)). Con esto
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se deduce que

V., S)|2 > € , S=2U,
p<C s >0

donde C' una constante positiva y = es la constante positiva definida mas arriba.
Entonces, por medio del cambio de variables inverso, se tiene que el decaimiento

de la norma L? de u(.,t) es

_N
1

[u(, D)l <C(E+1)" %, £20,

donde C' es una constante positiva.

Los resultados de este capitulo han generado la redaccién del articulo [6].

En el capitulo 6 consideramos el problema parabdlico

{ uy = div(a(z, t)Vu) +uP, 2 € RN, ¢t >0 (15)

u(z,0) =ug, x € RN, t=0,

donde p > 1. Damos hipétesis sobre la funcién a(z,t) y el dato inicial ug, de ma-
nera que este problema generalice el problema tratado en el capitulo 4. Comen-
zamos aplicando el mismo cambio de variables de antes y pasamos a estudiar el

problema

(1.6)

vs = div(A(y)Vv) + §.Vo + 25 + 0P, y € RN, s>0
v(y,0) = ug, y € RN,

Obtenemos primero el decaimiento de la norma |[v(y, s)||32, este es
P

lo(y, )17z < luollzz e,

donde p = p(y) > 0 es una funcién positiva que cumple pf = AVp y 5 > 0 es

. 5 N 1
una constante definida por 7y = 65 — 1

Luego utilizamos el cambio de variables para obtener la tasa de decaimiento

de la norma ||u(z,t)||3,. Esta resulta ser
Ju(z, )| 2@y < C (t+ 1)~@0-DT ¢ >y,

donde 6 es una constante positiva que acota la funcién A y C' es una constante

positiva.




CAPITULO 1 1.1. Contenido de la tesis

Ademds, obtenemos el decaimiento de la norma en L (R"Y) de u(z,t)

_ 1 y_2 _1\N 1
e, )l ooy ~ (¢ + 1)~ 7D Heen ¥ (s3]
donde C' es una constante positiva, 6 es una constante positiva que acota la

funcién A y 3 es una constante positiva relacionada con la norma ||u(.,t)]| -

En el capitulo 7 damos algunas conclusiones sobre los resultados obtenidos
en los capitulos precedentes. Ademds, trazamos el camino a seguir en un futuro
proximo relacionado con el estudio del comportamiento asintético de soluciones

globales de ecuaciones diferenciales parabdlicas.




Capitulo 2

Antecedentes del tema

En este capitulo daremos algunas definiciones bésicas y mencionaremos al-
gunos de los resultados que se han obtenido sobre existencia y unicidad de solu-
ciones, blow-up, exponentes criticos y comportamiento asintético de soluciones

de algunas ecuaciones de reaccién-difusion.

2.1. Introduccién
Como mencionamos en el capitulo 1, las ecuaciones parabdlicas del tipo
up = div(A(z,u, Vu)) + B(z,u, Vu)

donde A cumple condiciones de elipticidad estdndar, y donde tanto A como B
cumplen condiciones de crecimiento y regularidad son utilizadas para modelar
distintos fenémenos y procesos en fisica, mecédnica, biologia y otras ciencias. Pode-
mos pensar que la ecuacién es un modelo no lineal de propagacién del calor en
un medio reactivo y que u > 0 representa la temperatura, div(A) la difusién y B

modela la reaccion.

En el estudio de estas ecuaciones de evolucion, el término global y local
se refieren a la existencia de la solucién para ¢t > 0 o en un intervalo finito a
la derecha del cero respectivamente. El término blow-up se utiliza para indicar
que la solucién estalla en tiempo finito, esto es, cuando existe un tiempo 1T < oo,

llamado tiempo de explosidn, tal que la solucion u esté bien definida para todo

10



CAPITULO 2 2.2, up = Au+ uP

0 <t < T, mientras que
lim sup [Ju(.t)] ;- = o0.
t—T—

Es decir que en este caso el intervalo de existencia es acotado.

La teoria matematica de explosiéon comenzdé en los afios 60 con los trabajos de
Kaplan [29], Fujita [23, 24] y otros. Si bien no existe todavia una teoria completa,
se han realizado estudios detallados de una serie de problemas de distinta com-
plejidad, y se cuenta en la actualidad con una gran cantidad de trabajos sobre el
tema.

Como mencionamos en la introduccién, los dos modelos escalares clasicos son

el modelo de reaccion exponencial
ug = Au + e
donde A > 0, y el modelo de reaccién potencial
up = Au + u? (2.1)

donde p > 1.

Dentro de los trabajos que recopilan algunos resultados obtenidos para estas
ecuaciones, podemos mencionar el de Levine [37] del ano 1990, un trabajo de A.
De Pablo [15] del afio 2006 y otro trabajo de este mismo autor junto con Ferreira,
Quirés y Vazquez [16] del ano 2005.

En la proxima secciéon hacemos una sintesis de los resultados méas importantes

para el caso en que el término no lineal es u?.

2.2. u=Au+u

2.2.1. Existencia de solucién global. Exponente de Fujita.

Mencionamos en esta seccion los resultados méds importantes que se han

obtenido para el problema

=Au+uP, xRN, t>0
{ut u—+ur, x (2'2)

u(0) =ug, * €RYN, t=0.

11



CAPITULO 2 2.2, up = Au+ uP

Recordemos que C} (RN ) es el espacio de todas las funciones continuas y

acotadas definidas sobre RY y a valores reales.

Es conocido que para cualquier ug € C, (RN ) tal que ug > 0, existe un tiempo
Ty, > 0 tal que (2.2) tiene una tnica solucién cldsica u sobre [0, T,,) tal que u es
acotada sobre R x [0, 7] para cualquier 0 < T' < T, vy si T}, < 0o, entonces
[u(., )| oo (ravy — 00 cuando t — T}, . En el caso en que Ty, < 0o tenemos que u
estalla en tiempo finito y cuando 73, = oo tenemos que u es solucién global de
(2.2).

En referencia a lo anterior, en primer lugar mencionamos un resultado obteni-
do por Fujita [23] en el cual se ve de qué manera influye el tamano de la no
linealidad p en la existencia de solucién global y en la existencia de blow-up.
Fujita estudio la existencia de soluciones globales no negativas del problema (2.2)
para el caso p > 1 y donde el dato inicial ug es no negativo y no trivial obteniendo

el siguiente teorema.
Teorema 2.2.1 (Fujita, 1966). Sea p* =1+ % Entonces
1. Si 1 < p < p* entonces la tnica solucién global no negativa de (2.2) es
u=0.

2. Si p > p* entonces existen soluciones globales positivas de (2.2) si el dato

inicial ug es suficientemente chico.

Definicién 2.2.2. Al exponente p* lo llamamos exponente critico (de blow-

up). Més tarde se llamé al mismo exponente de Fujita.

La afimacién 1. del teorema se llama caso de blow-up y la 2. se llama caso

de existencia global.

Una pregunta natural, que surge inmediatamente, es la siguiente

A qué caso corresponde el exponente critico p*?

Hubo varios autores que han dado respuesta, entre ellos Aronson y Weinberger
[3], Hayakawa [28], Kobayashi, Siaro y Tanaka [33] y Weissler [46]. La respuesta
es que en el caso del exponente critico p = p*, no existe soluciéon global no nula
de (2.2).
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CAPITULO 2 2.2, up = Au+ uP

2.2.2. Condiciones sobre 1, para la existencia de solucién global

Por lo que observé Fujita, es de esperarse el resultado para datos iniciales
pequenos. La explicacion intuitiva es que si p es grande y el dato inicial es pequeno,
entonces la tendencia de la solucién al blow-up (que es lo que pasaria si el tinico
término en la ecuacién fuera u?), es inhibido por el efecto disipativo del laplaciano.
Por otro lado, si p esta cerca de 1, entonces no importa que tan chico sea el dato
inicial pues el efecto disipativo del laplaciano es insuficiente para evitar el blow-
up.

Sobre la condicion para valores de p grandes, tenemos los siguientes resultados,

el primero es de Fujita [23] y el segundo es de Levine [36].

Teorema 2.2.3 (Fujita, 1966). Sip > 1+ %, para cualquier £ > 0, existe un
nimero 6 = §(p, N, k) > 0 pequeno tal que cuando 0 < up(z) < e~kle* sobre
RY, entonces (2.2) tiene una solucién global clésica que decae con una tasa 3
cuando t — oo. Ademas, si la solucion local puede ser extedida globalmente,
entonces necesariamente
eBug <t 7T <1> e ;
p—1
donde

2
_ xr —
ePug = (4rt)N/? /]RN exp (—ﬂ) uo(y)dy.

Es decir que, si ug es “grande”, entonces la solucién local de (2.2) estalla en

tiempo finito ain cuando p > 1 + %

Teorema 2.2.4 (Levine, 1977). Si el dato inicial es tan grande que
1 1
— Pl ayde > = [ |V 2d
[ @i > 5 [ V(@) e
entonces la solucién u de (2.2) no puede ser global, ya que no puede pertenecer

a LP*1 N H! para todo tiempo ¢, cualquiera sea el p > 1.

Con el fin de mejorar la condicién suficiente de Fujita sobre el dato inicial
para conseguir la existencia global de solucién de (2.2), Weissler probd el siguiente

resultado.

13



CAPITULO 2 2.2, up = Au+ uP

Teorema 2.2.5 (Weissler, 1981). Si p > 1+ # y el dato inicial ug cumple

<p_1>/0 e uol[? 2 dt < 1,

entonces (2.2) tiene una solucién global clasica. En el caso en que la desigualdad

sea estricta, la solucién u converge a cero uniformemente sobre RV cuando t — oo.

Observacién 2.2.6. En el caso en que ug esté acotado por un multiplo pequeno
de (1+|z|)”™ para un m grande, entonces se cumple la condicién del Teorema
de Weissler.

Posterior a este trabajo, Lee y Ni [35], en relacién a la condicién suficiente

que se le pide al dato inicial ug, obtuvieron el siguiente resultado.

Teorema 2.2.7 (Lee-Ni, 1992). Sea p > 1+ % Para cualquier k£ > 0, existe una
constante b(p, N, k) pequena tal que si

—1/(p=1)
0 < uoa) < bip, N, k) (k+[af?)

)

entonces (2.2) tiene una solucién global clésica que decae con la tasa t—1/(P—1)

cuando t — oo.

Observaciéon 2.2.8. Lee y Ni también consiguieron una condicién necesaria
sobre ug para la existencia global de soluciones clasicas de (2.2). Esta condicién

es
lim inf \x|2/(p_1) ug(x) < (A (Bl))l/(p—l) )

|z| =00
donde B es la bola unitaria en RY, y X\ (B;) es el menor autovalor de —A con
la condicién de borde 0 sobre dBj. Este resultado indica que el decaimiento mas

lento de up cuando |z| — oo que permite la existencia global de solucién de (2.2)
es |z 7Y/ P7D).

Una pregunta interesante que surgié después es la siguiente

. Qué tan grande puede ser “b” en el teorema de Lee-Ni de manera

que la existencia global de la solucién de (2.2) quede garantizada?

14



CAPITULO 2 2.2, up = Au+ uP

Para dar una respuesta, consideremos primero la ecuacién de Lane-Emden
Au+uP =0, zeRY vw>0, N>3.

2
Es conocido que us = C(N,p) |z|” »~T donde

con =25 (v--2)] 7

es solucion de la ecuacién de Lane-Emden, esto es, es un equilibrio singular de
(2.2). Este hecho sélo es posible para aquellos valores de p que verifican p >
%, pues Gidas y Spruck [25] probaron que no hay soluciones estacionarias en

cualquier otro caso.

Definicion 2.2.9. Definimos al niimero p. por

—9)2_ /N2_(N—
(=2) (;ZX;)?N?TO) (N-2)* cuando N > 10

00 cuando 3 < N <10

Pc =

Notar que p. > (N + 2)/(N — 2). El siguiente resultado es de un trabajo de

Wang [45] y da respuesta a nuestra pregunta.

Teorema 2.2.10 (Wang, 1993). Supongamos que N > 3.

1. Cuando p > N/(N — 2) y el dato inicial ug cumple que 0 < ug(x) < X us,
donde 0 < A < 1, entonces (2.2) tiene una tnica solucién global cldsica

u(z,t) con 0 < u < Au,. Esta también satisface que

u(z,t) <[NP —1)(p—1) t]fril, para todo ¢ > 0.

2. Cuando N/(N —2) < p < pcysi0<uy < ug, entonces (2.2) tiene una
solucién global clasica u tal que 0 < u < us y [[u(, )]l oo @ay — 0 cuando

t — oo.

Respuesta: Del teorema anterior podemos deducir que cuando N > 3y N/(N —
2) < p < pe, b puede ser tan grande como C(N,p) para cualquier k > 0. Cuando
N >3y p > pe b puede estar arbitrariamente cerca de (C(N,p))™.

Antes de dar el siguiente resultado que relaciona la existencia de solucién
global u con el dato inicial ug, recordemos el siguiente resultado de Fowler [21]

sobre la existencia de equilibrios radiales de (2.2).
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CAPITULO 2 2.2, up = Au+ uP

Teorema 2.2.11 (Fowler, 1930). Supongamos que N > 3.

1. Sip > {22, existe una familia (uq)

radiales de la ecuaciéon de Lane-Emden que satisface

a0 de soluciones regulares, positivas y

a) uq(r) es decreciente en r, donde r = |z;

b) 72/ P~V (r) — L cuando r — oo, donde
2N -2) N ‘
=[G v o))

2. Sip= %, toda solucién regular, positiva y radial de la ecuacién de Lane-

¢) uq(0) = a.

Emden estd incluida en una familia {uy} -,

) (AMN(N—Q))UV_Q)/Q
ur(r) = ———5——= .

)\2+T2

Teorema 2.2.12 (Wang, 1993). Supongamos que N > 3y quep > (N+2)/(N—
2).

1. Si el dato inicial ug cumple que 0 < ug(z) < A uq, para algin 0 < A < 1
y algin equilibrio radial u,, entonces (2.2) tiene una tnica solucién global

clésica u(z,t) con
u(z,t) < [AM7P = 1)(p—1) t]_ﬁ, para todo ¢ > 0.

2. Si up > Aug para algin A > 1 y algin wu,, entonces las soluciones locales

clésicas de (2.2) estallan en tiempo finito.

2.2.3. Decaimiento de la solucién en otras normas

En esta seccion mencionaremos un resultado en el cual se da el decaimiento
de la solucién global de (2.2) pero en la norma de L9 (RN ) Para esto damos

previamente algunas definiciones.

16



CAPITULO 2 2.2, up = Au+ uP

Definicion 2.2.13. Definimos el siguiente tiempo

tmaz(uo) = sup {T € R /la solucién u € L™ (RN x [0,T"]) para todoT' < T} .

Definicion 2.2.14. Definimos el espacio X := {g € L/QJ NL*/g>0en IR{N} con
ta norma ||| = |11 + -

El espacio L%(]RN) es el espacio L2(RY) con peso p, donde p(z) = elel*/4,

Definicion 2.2.15. Definimos ahora los conjuntos
K :={ug € X/tmaz(ug) =0} vy
B :=X — K ={up € X/tmaz(ug) < oo}.

Alinterior de K en X lo denotaremos Int(K) y al borde de K en X lo denotaremos
oK.

El siguiente resultado fue probado por Kawanago [31].

Teorema 2.2.16 (Kawanago, 1996). Supongamos que 1 + % <p< % Se

tienen los siguientes resultados

1. El conjunto K es un conjunto convexo, cerrado y no acotado en X y 0 € Int(K).
2. Para cualquier up € X — {0} existe un tnico 7y tal que

(a) Toup € 0K,

(b) Tup € Int(K) si 7 € (0,79),

(c) Tup € B si T € (70,00).

3. Si up € Int(K') — {0}, entonces se tiene que
_(1_;> N
luC, )l oy ~ ¢ 92 para q € [1,00].
Miés precisamente, para g € [1, 00] se cumple que

t(l’%>%

cuando t — oo, donde Mo, = supysq |u(.,t)][ 1 € RY.

‘u('a t) — Mo (47Tt)_N/2e_|$|2/(4t)‘

— 0,
La

4. Si ug € 0K entonces tenemos que

N_ 1
||U(-,t)”Lq(RN) ~t2 »-1 para q € [1,00].
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CAPITULO 2 2.2, up = Au+ uP

Observacién 2.2.17. Para terminar, mencionamos que en el capitulo 4 estu-
diaremos el decaimiento de la norma ||u(.,)|| 2 utilizando el método de entropfa.
Obtendremos la misma tasa que Kawanago para el caso ¢ = 2 pero para un rango

de p mayor.
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Capitulo 3

Método de entropia

3.1. Descripcién del método

El método de entropia ha demostrado en los tltimos anos ser una herramienta
eficaz para la comprensién de las propiedades cualitativas de modelos fisicos y

para una mayor comprensiéon matematica de las EDPs no lineales.

Para la aplicacién del método es necesario contar con la existencia de solu-
ciones no triviales globales en tiempo de la ecuacién que se estd estudiando y
con la existencia de una solucién de equilibrio, esto es, solucién de la ecuacién

estacionaria correspondiente.

La idea principal de este método ha sido desarrolada en [2]. Bésicamente

consiste en aplicar una estrategia que puede resumirse en los siguientes pasos:

Paso 1: En los casos en los que sea conveniente, aplicar a la ecuaciéon un
cambio de variables adecuado que permita pasar a otro problema y estudiar, en
principio, el comportamiento asintético de las soluciones globales en tiempo del

nuevo problema. Este paso es opcional.
Paso 2: Identificar el equilibrio uq.

Paso 3: Definir o construir una funcional de entropia (o mas generalmente,

funcional de Lyapunov), F, asociada a la ecuacién.

Paso 4: Dado que la funcional de entropia F alcanza su minimo en el equi-

librio s, la diferencia entre una funciéon w y el equilibrio us, se mide con la
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CAPITULO 3 3.1. Descripcién del método

funcional F [u|ux ] = E(u) — E(us) llamada entropia relativa. Muchas veces
no es sencillo probar directamente que una solucién u converge a s, sino que es
més conveniente ver primero que E(u) converge a E(us). Esta convergencia se

llama convergencia en entropia relativa.

Paso 5: El principal objeto de estudio sera la funcional llamada produccién
de entropia definida a partir de la derivada respecto del tiempo de la entropia
por I(u(t)) = —dE(t)/dt.

Paso 6: La meta sera obtener el decaimiento de la funcional de entropia
relativa a partir del decaimiento de la produccién de entropia. Para conseguir
esto, se necesita una desigualdad del tipo © (E [u |us|) < I(u) donde w — O(w)
es una funcién continua y positiva para w > 0. La idea es que la produccion
de entropia controla a la entropia relativa. Una desigualdad de este tipo, da
una respuesta inmediata al problema de que u converge al equilibrio us, en en-
tropia relativa. Efectivamente, dicha desigualdad genera la inecuacién diferencial
O (Fulux]) < —dFE [u|ux | /dt. Luego, las técnicas usuales de ecuaciones dife-

renciales ordinarias, implican que E [u(t) [us | — 0 cuando t — oo

E(u(0)]uoo)

Figura 3.1: Entropia relativa E(u(t)|uco)
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CAPITULO 3 3.2. Antecedentes de la aplicacién del método

Paso 7: A partir del decaimiento de la entropia relativa tratar de deducir que

u converge a Ueg-

Paso 8: Finalmente, por medio del cambio de variables inverso, obtener la

tasa de decaimiento para la solucion del problema original.

Observacién 3.1.1. En aquellos casos en los que O se conoce, se puede obtener

de manera explicita la tasa de decaimiento de la entropia relativa.

Ejemplos 3.1.2. Los siguientes ejemplos ilustran dos de las situaciones mas

frecuentes.

= Si O(w) = Cw'™ donde C y a son constantes positivas, la tasa de de-
caimiento es polinomial, esto es, la entropia relativa decae, al menos, con

la tasa t— 1/,

» Si O(w) = aw donde « es una constante positiva, la tasa de decaimiento es

exponencial, esto es, la entropia relativa decae, al menos, con la tasa e~

3.2. Antecedentes de la aplicacion del método

Desde hace més de cien anos, cuando Boltzmann introdujo la nocién de en-
tropia, ésta ha sido utilizada tanto por fisicos como por matemaéticos en el estudio
de los sistemas de disipacién. También ha ganado terreno en aplicaciones de la
ingenieria a través del importante concepto de informacion desarrollado por Shan-
non [40], y en las estadisticas después de la invencién de la informacién de Fisher
[20].

En [2] los autores mencionan varios ejemplos de la utilizacién de la entropia.
Por ejemplo, las aplicaciones que Lax [34] dio del concepto de entropia a sistemas
hiperbdlicos de leyes de conservacién. Ademds, el teorema de DiPerna y P.-L.
Lions [17] sobre existencia global de soluciones renormalizadas de la ecuacién de
Boltzmann, tiene una demostracién que estd basada en el uso de la entropia de
Boltzmann. Otro ejemplo es el uso de la entropia en un trabajo de Nash [38]

sobre la regularidad de la solucién de cierto proceso de difusion. En todas estas
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CAPITULO 3 3.2. Antecedentes de la aplicacién del método

obras, la entropia se presenta para un uso que no es su original, pero resulta ser

de suma utilidad.

Los 1ltimos anos han visto el desarrollo del método de entropia aplicado
al estudio de convergencia al estado de equilibrio. Mencionamos a continuacién

algunas de estas aplicaciones del método en relacién con distintos tipos de EDPs.

3.2.1. Ecuaciones de difusion de tipo Fokker-Planck

En [11], Carrillo y Toscani aplicaron el método de entropia a la ecuacién de
medios porosos. El flujo de un gas en una ecuacién de medios porosos N-dimen-

sional estd descripta por la solucién del problema de Cauchy

{ut:Aum, zeRN, t>0

u(z,0) = ug, =€ RV,

La funcién u representa la densidad del gas en el medio poroso y m > 1 es una
constante fisica. En lugar de trabajar con ese problema, aplicaron un cambio
de variables adecuado para pasar al estudio del decaimiento asintético hacia el

estado de equilibrio de la solucién de la ecuacién del tipo Fokker-Planck

vs = div (y v+ Vo), yeRN, s>0
v(y,0) =vo(y) >0, y € RV,

Ademds, el cambio de variables utilizado garantizaba que el dato inicial antes y
después del cambio de variables sea el mismo. El cambio de variables fue deter-
minado al plantear u(z,t) = (a(t))Nv(a(t), 5(t)) y encontrar las funciones o(t)
y ((t) adecuadas que les permitan pasar de un problema al otro. La solucién

)1/<m—1>‘

: . . —1 9,2
estacionaria de la ecuacion de Fokker-Planck es vy, = (C - % ly| n

este caso, se define la funcional de entropia por

2
H(v):/RN <y|2v+m_1vm) dy

y la entropia relativa es H (v|vs) = H(v) — H (Vo). Luego calculan la produccién

de entropia que resulta ser 2/(v(s)), donde

ros) = [ v

2

y+ —yml gy,
m—1
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CAPITULO 3 3.2. Antecedentes de la aplicacién del método

Entonces, prueban que %H(v(sﬂvm) = —2I(v(s)) y ademas que
d

£I(v(s)) = —2I(v(s)) — R(s),

donde R(s) > 0. Al combinar estos dos resultados, deducen que
0 < H(v(s)|veo) < I(v(s)) para t>0.

Al utilizar esta desigualdad en la expresion de la derivada de la entropia relativa,
se concluye el decaimiento exponencial de la entropia relativa. Después prueban
que [|v — V|11 se puede acotar en términos de la entropia relativa para deducir
finalmente que
N(m—1)+2
|v = Voo|l;1 < Ce &W+2m=N para t > 0.
Luego utilizan otra vez el cambio de variables para deducir el siguiente decaimien-
to para la solucién del problema original
1 W
fute.0) = M0 Gel 0l < (7)o

- 1/(m—1)
donde U(|z|,t) = t=+N (Cte - % |2 t*%) """ se llama solucién de Ba-

renblatt-Pattle y C' es una constante que depende de m y H (vy).

3.2.2. Ecuacion parabdlica no lineal de cuarto orden

En [27], Gualdani, Jiingel y Toscani estudian el comportamiento asintético

para tiempo grande de las soluciones u = u(z,t) de la ecuacién

u = — (u(logu),,).., €Q, t>0
u(.,0) =ur >0, =z €9,

donde 2 = (0,1) y las condiciones de borde son

u(0,t) = ug, u(l,t) =ui, wugy(0,t) =wo, wugx(l,t)=wi, ¢>0.

Los autores probaron que si ug,u; > 0, wg,w; € R y u; es integrable y
satisface fol u; — logurdr < oo entonces existe una solucién débil u del pro-
220, 00; WEL(0, 1)) 1

loc

blema que satisface u(z,t) > 0 en (0,1) x (0,00), u € L
Wit (0,00, H2(0,1)) y logu € L2, (0, 00; H*(0,1)).

loc
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CAPITULO 3 3.2. Antecedentes de la aplicacién del método

También probaron que si ug,u; > 0, wp,w; € R, entonces existe una tunica

solucién clasica de
(u(logu),y,),, =0 en(0,1), u(0)=uo, u(l) = u1, ug(0) = wo, uz(1l) = w1,

tal que u(x) > m > 0 para todo = € [0, 1] y la constante m depende sélo de los
datos de borde.

Si uso es la tnica solucion de la estacionaria, definen la entropia relativa por

E(t) = /01 <ulog (;;) —u+ uoo) dz.

Suponiendo que (10g uso )z < 0 prueban que

dE(t)
— 4+ 1<
a =0

donde I denota a la produccion de entropia. Este término es estimado consi-

guiendo, en consecuencia, la siguiente desigualdad sobre la entropia

50 g <0

para cierto A > 0. La desigualdad de Gronwall implica la convergencia en entropia
relativa. Luego, la utilizacion de desigualdades del tipo Csiszar-Kullback da la

tasa de decaimiento
[l ) = uosll 10,1y < Ce ™, para t>0,

donde A y C' son constantes que sélo dependen del dato inicial y de los datos de
borde.
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Capitulo 4

Comportamiento asintético de
soluciones globales de

ur = Au + uP

Estudiamos el comportamiento asintético de las soluciones no negativas del
problema semilineal parabdlico
w=Au+uP, zeRN, t>0
u(z,0) =ug, € RN, t=0.
A partir del trabajo [23] es conocido que la solucién no negativa u(x,t) de este
problema estalla en tiempo finito para 1 < p < 14+ 2/N. Ademas, sip > 1+ 2/N
y la norma de ug es suficientemente pequena, el problema admite una solucién
global. En este capitulo usamos el método de entropia para obtener la tasa de

decaimiento de la solucién global u(.,t).

4.1. Introduccion

Consideramos al problema semilineal parabdlico

{ut:Au+up7 zeRN, t>0 (A1)

u(x,0) =ug, z € RN, t=0,
donde p > 1y ug es no negativa y no trivial. El interés en este capitulo es estudiar

el comportamineto asintotico de soluciones globales en tiempo para obtener su
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CAPITULO 4 4.1. Introduccién

tasa de decaimiento. Este tema ha sido tratado por varios autores con una va-
riedad de técnicas. Por una lado, herramientas estandar basadas en estimaciones
a priori o algtin tipo de principio del maximos han sido aplicadas, por ejemplo,
en [23, 28, 30, 31, 45]. Por otro lado, autores como Bricmont, Kupiainen y Lin,
basados en técnicas de renormalizacion, han desarrollado un método general para
el estudio del comportamiento asintético de ecuaciones diferenciales parciales no
lineales de tipo parabdlico (ver [9]) y, también consideraron el problema clésico
del blow-up de las soluciones de ecuaciones de calor no lineal (ver [8]). Acé, este
tema serd tratado usando el método de entropia. Este método ha sido aplicado
exitosamente, por ejemplo, por J.A. Carrillo y G. Toscani [11] para el compor-
tamiento asintético de soluciones globales de una ecuacion del tipo Fokker-Planck

(ver capitulo 3, subseccién 3.2.1).

En [23], Fujita consideré el problema de evolucién (4.1) y probé la existencia
de un exponente critico p* =1+ %, el cual es llamado exponente de Fujita.

Este exponente satisface

= para p > p*, si la norma de ug es suficientemente pequena, existe una
solucién clésica positiva y global en tiempo de (4.1) la cual decae a cero

cuando t — oo, en el otro caso la solucién estalla en tiempo finito;

= para 1 < p < p* y cualquier eleccion de la condicién inicial ug, toda solucién

positiva de (4.1) estalla en tiempo.

En el caso p = p* Hayakawa [28] prob6 que toda solucién positiva de (4.1)
tiene el mismo comportamiento que en el caso 1 < p < p*. Este hecho también

ha sido probado por Kobayashi, Sirao y Tanaka [33].

El objetivo principal de este capitulo es obtener la tasa de decaimiento de la
solucién global u(x,t) del problema (4.1) cuando ¢ — oco. Més especificamente,

deducimos que bajo ciertas hipétesis, la norma L? de u(z,t) decae con la tasa

N
1

lu(z,t)||2 <C(t+1)" 7, t>1t1,

para cierto tiempo t; > 0, como también la norma L? de u(x,t)
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La organizacién de este capitulo es como sigue. La seccién 2 contiene notacion
y algunos resultados previos que son necesarios para las siguientes secciones. En la
seccién 3 damos un breve resumen acerca de los pasos del método de entropia. En
la seccion 4 obtenemos el decaimiento exponencial para la produccién de entropia
y para la entropia. La ultima seccién estd dedicada a deducir el comportamiento

asintético de la solucién global mencionado arriba.

4.2. Preliminares

La idea es transformar la ecuacién del problema (4.1) con el objetivo de
obtener informacién importante sobre el comportamiento asintotico de la solucién
global. Para esto emplearemos el cambio de variables utilizado por Kavian [30] y

Kawanago [31]. Este es,

oy, s) = (t+1)7T u(z,t),
r=0t+D"%y vy t=e—1. (4.2)

Entonces, v(y, s) resulta ser solucién del problema

{vs—Av—i-g.Vv—l—pfl—i-vp, yeRN, s>0 (4.3)

v(y,0) = ug, y € RV,

Notemos que el problema (4.3) tienen la misma condicién inicial que el problema
(4.1).

Trabajaremos con los siguientes espacios funcionales con peso.

Definiciéon 4.2.1. Dado r» > 1, el espacio L" (]RN) pesado, con peso p(y) =

exp(|y[?/4), es el espacio L (RY) = {f / [an |f|"p dy < 00} y la norma en dicho
. . r 1/r

espacio estd dada por Hf||L;(RN) = (Jan ()" p dy) m

En particular, para el caso r = 2, tenemos el espacio de Hilbert

@) = {1/ [ 15 dy < oo}

con el producto interno definido por (f,g) [2(RN) = Jen fg p dy y la norma dada
1
por || fllzz@yy = (f, f)z.
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Definicién 4.2.2. Definimos el espacio de Hilbert H' (]RN ) pesado, con peso
p(y) = exp(|y|?/4), al espacio de Hilbert H; (RY) ={re L%/Vf € L%} con el
producto interno (f,g)H1(RN) = (f,g)LQ(RN) + (Vf, Vg)L%(RN) y la correspon-

2

diente norma ”fHH;(RN = [HfHLQ Ry T HVfHLQ(]RN ]

Definicién 4.2.3. El espacio H? (RN) pesado, con peso p(y) = exp(|y|?/4), es

el espacio definido por

H(RY) ={feL2(®RN)/0:;f,0}f € L2 (R") paratodo i,j=1...N}.

A partir de ahora, los espacios Lj, (RN ), H ; (]RN ) y Hg (RN ) seran notados
simplemente por Ly, H ; y Hg respectivamente. Como también las integrales

Jzn - p dy serdn notadas simplemente por [ . p dy.

Definicion 4.2.4. Para cada v € Hg definimos al operador L por Lv = —/Av —
£.Vu.

El siguiente resultado sobre el operador L se encuentra en un articulo de

Escobedo y Kavian [19].

Teorema 4.2.5 (Escobedo-Kavian, 1987). Consideremos al operador L definido
arriba, entonces
1. El operador L es autoadjunto y tiene inversa compacta.

N+k—1
2

2. Los autovalores de L son para todo k£ > 1 entero.

Observacién 4.2.6. Debido a 2. del teorema 4.2.5, \; = N 65 el menor autovalor

de L y, por lo tanto, es valida la siguiente desigualdad
N
3 Iollz < [ IVePoay, (4.4)
RN

A partir de esta definicién, notemos que la ecuacién en (4.3) puede ser escrita

en la forma

=—Lv+ Ll + P, (4.5)
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Observacion 4.2.7. La ventaja de utilizar el cambio de variables (4.2) esta en
el hecho que el operador L definido arriba tiene inversa compacta y, por lo tanto,
la ecuacién (4.5) puede ser estudiada de la misma manera que la ecuacién del

calor 1u; = Au + uP en una regién acotada Q C RY.

1
Es conocido que us = C(N, p) |$|_% donde C'(N,p) = |:p%l (N - 1%)} pil’

es un equilibrio singular de (4.1), esto es, us es una solucién de la ecuacién de
Lane-Emden

Au+u? =0, zeRY vw>0, N>3.

La ecuacién de Lane-Emden surge en aplicaciones de astrofisica y geometria Rie-

manniana. Es conocido que este hecho sélo es posible para aquellos valores de

N
N=2>

soluciones estacionarias en cualquier otro caso.

p que verifican p > dado que Gidas y Spruck [25] probaron que no hay

El siguiente resultado es de un trabajo de Wang [45] y da el decaimiento de

la solucién u(x,t) de (4.1) en L.

Teorema 4.2.8 (Wang, 1993). Supongamos que N > 3, p > % y que el dato
inicial up cumple que 0 < ugp(z) < A ug, donde 0 < A < 1, entonces (4.1) tiene
una tnica solucién global clasica u(z,t) con 0 < u < \us. Esta también satisface

que
u(z,t) < [(AP = 1)(p—1) 77T,

para todo ¢t > 0.

Observacién 4.2.9. Esta desigualdad, en términos del problema (4.3), puede

expresarse de la siguiente manera

o(y,8) < ! . [ - ] (4.6)
(P —1)(p— D)7 L

para todo s > 0.

De ahora en adelante, asumiremos que se cumplen las hipdtesis del teorema

de Wang. Ademads, a partir de ahora trabajaremos en el conjunto de soluciones
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globales v de (4.3) tales que v € X, con

X:{feH;mLOO/ f>0y h'm/ |Vf(s)|2pdy20}.
$—0 JpN

4.3. Método de entropia

Estudiaremos el comportamiento asintético de las soluciones globales en tiem-
po del problema (4.3). Para esto, usaremos el método de entropia ya mencionado.

La aplicacién esencial de este método consistira en los siguientes pasos.

» Definir una funcional de entropia E(v(s)) adecuada para la ecuacién

(4.3) y estudiar sus propiedades.

s Calcular la produccién de entropia

I(0(s)) = L Bu(s))

s Calcular la derivada de la produccién de entropia y obtener una ecuacion

diferencial del tipo

%I(v(s)) =—CI(v(s)) — R(s) ,

para cierta constante C' > 0 y cierta funcién R(s).

= Probar las propiedades de R(s) que nos permitan obtener un decaimiento
exponencial de I(v(s)),
I(v(s)) < Ae ¢,

» Obtener la misma tasa de decaimiento para E(v(s)) a partir de los items

previos, mas especificamente

E(v(s)) < Be % para s> s; y cierta s; > 0.

» Dar una cota de ||v||;2 en términos de la entropia y de la produccién de
P
entropia la cual permita arrivar a la conclusién sobre el decaimiento de la

norma mencionado.
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La misma funcional introducida por Kavian y Kawanago ([30] y [31] respec-
tivamente) serd usada en este caso como funcional de entropia. A continuacién

damos la definicién de la misma.

Definicion 4.3.1. Para todo v € H;ﬁLgH la funcional de entropia esta defi-
nida por
1 2

1 1
E — - 2 - I = § )
(v) /RN [2 |Vl 2(p_1)v p+1v p dy

Observacién 4.3.2. Notar que vs = 0 es un equilibrio de (4.3) y, ademés,
E(vs) = 0. Por lo tanto, al definir la funcional de entropia relativa obtenemos
que E(v(s)|vaee) = E(v(s)) — E(va) = E(v(s)). De esta manera, para ver que

v — Vs = 0 en entropia relativa debemos ver que E(v(s)) — 0 cuando s — oo.

Figura 4.1: Funcional de entropia F(v(s))

Con el fin de obtener el decaimiento anunciado arriba, son necesarias algunas
propiedades de esta funcional. Estas propiedades estan resumidas en la proxima

proposicién. La primera de ellas fue probada por Kavian en [30].
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CAPITULO 4 4.3. Método de entropia

Proposicién 4.3.3. Sea uy € H; NL>®uy >0, E(ug) < ooy v =nu(y,s) la
solucién global de (4.3), v € X. Entonces

1. Existe so > 0 tal que E(v(sg)) <0y v(sp) # 0, v estalla en tiempo finito;
2. %E(U(S)) = —I(v(s)) donde I(v(s)) = [pn vip dy;

3. Existe M := lim E(v(s)) y, ademas, M = 0.

S§—00

Definicién 4.3.4. La funcional I(v(s)) de la proposicién 4.3.3 es llamada pro-

duccién de entropia.

Demostracion. Para ver la demostracién de la primer propiedad, ver [30]. Para

ver la segunda, derivamos a F(v(s)) con respecto a s, obteniendo que

d 1
7E = . s - S - p s .
S (v(s)) / [Vv Vv 1vv vPo } pdy

Ahora integramos por partes en el primer término de la integral de arriba para

escribir la derivada de la siguiente manera

d 1
el - ; _ P
dsE(v(s)) /RN div(Vv p)vs dy /RN [p — Vs +v vs} pdy

1
= —/ [Av p + Vu.Vplvs dy — / [ vUs + vpvs] p dy
RN RN | P — 1

1 1
= —/ Av+ —y. Vo + v+ 0P| vgp dy
RN 2 p—l
= - [ ey =—I0s)
RN

donde en el dltimo paso utilizamos que v es la solucién de (4.3) y la definicién de

la produccion de entropia.

Para probar la tercer propiedad, primero observar que debido a la propiedad
2. tenemos que E(v(s)) es no creciente. Debido a 0 < E(v(s)) < E(v(0)) < oo,
la existencia del limite estd garantizada. Por lo tanto, solamente debemos ver
que el limite es igual a cero. Para esta cuestion, notamos que el primer término
en la expresion de E(v(s)) tiende a cero cuando s — oo dado que v € X. El

segundo término de esta expresién también va a cero cuando s — oo debido a la
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desigualdad (4.4). Para ver el comportamiento del tercer término de la funcional

de entropia usamos la desigualdad (4.6) y obtenemos

1
0 < — Pt d
< [ eteds

[esej 1] (A-p — 11)(p2 ) /RN v2p dy.

La ultima expresién puede ser acotada para valores grandes de s como sigue a

IN

continuacion

1 1
- o p+l dy < C / 2 d
/IRNp+1U PU=T N )@ 1) Ja 7

donde C' es una constante positiva. Teniendo en cuenta la ultima desigualdad,

obtenemos que el tercer término de E(v(s)) tiende a cero cuando s — oo. O

Ahora, queremos probar el decaimiento de la produccién de entropia y, como
consecuencia, el decaimiento de la funcional de entropia. Esto serd mostrado en

la préxima seccion.

4.4. Decaimiento de la funcional de entropia

El calculo de dl(gs(s)) es necesario para obtener el decaimiento de la produccién

de entropia. Escribimos a esta derivada de manera conveniente usando que v es

la solucién de la ecuacién (4.3). Esto es,

d
gl(v(s)) = /RN 2 v5vssp dy

v
= /RN 2 v [Avs + %.Vvs + ]fsl +pvp1v5] p dy

2
= —— I(v(s)) — 2 (Lus,vs) + 2p/ P 12p dy
p—= 1 RN
— 29 I(u(s)) — 2 R(s), (4.7)
donde 7 es la constante positiva definida por v = % — 1% y R(s) es la funcién
dada por
N _
R(s) = (Luwudiz = ol = [ o7 e2pdy. (48)
P RN
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4.4.1. Algunos lemas previos

Necesitamos tener mas informacién acerca de R(s) que permita sacar alguna
conclusién acerca del decaimiento de la produccién de entropia. Este es el objetivo

de los proximos tres lemas.

Lema 4.4.1. Sea v € Hg y © C RY un conjunto abierto. Entonces

N
/(ULU—UQ)pdyZO.
Q 2

Demostracion. Observemos que, si X es la funcién caracteristica del conjunto

(), entonces
/ vv pdy = / (vLv) Xq p dy
Q RN
= / v Xo(Lv) Xq pdy .
RN
Debido a (Lv) Xq = L(v Xq) en casi todo punto, tenemos que

/vapdy = / v XoL(v Xq) p dy
Q RN

% /RN (v X)? p dy (4.9)

N
= / v? Xo p dy
N

2 Jr
N
= 2/v2pdy,
Q

donde la desigualdad en (4.9) es una consecuencia directa de (4.4). A partir del

ultimo céalculo queda demostrada la afirmacién del lema. O

Lema 4.4.2. Sea f € L'(R") tal que [, f dy > 0 para todo conjunto abierto
Q c RY. Entonces, f > 0 en casi todo punto en RV,

Demostracion. Suponemos que f no es no negativa en casi todo punto, entonces
existe un conjunto medible Q tal que m(2) >0y f < 0 en 2. Acd, m(Q2) denota

la medida de Lebesgue en RY del conjunto 2. Entonces,

a:/fdy<0.
Q
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Para cada n € N, existe un conjunto abierto G, € RY tal que Q@ € G, y
m(G, — Q) < % Podemos elegir a estos conjuntos abiertos (z,, de manera que la
sucesion (Gy,), sea decreciente con la inclusién. Entonces, observemos que

Jdy = a+/ J dy
Gn—Q

Gn
= a—i—/ o dy (4.10)
RN

donde ¢, = X, _q)f. Es bastante claro que las funciones ¢, son funciones
integrables, satisfacen |¢,| < |f| y, ademds, verifican que ¢,, — 0 cuando n —
oo en casi todo punto. Entonces, debido al teorema de convergencia dominada,

resulta que

lim on dy = 0.

n—oo JpN
Gracias a la ultima igualdad deducimos que existe un niimero natural Ny, tal que

para todo n > Ny

/ ©n dy ‘ < lo] . (4.11)
RN 2

Usando esta desigualdad en (4.10), vemos que esta verifica

/fdy < a+‘/ wndy‘
n RN

< apll_o
a4 — ==
5 ~ 37

para todo n > Ny. Esto es, la integral de la funcién f sobre los conjuntos abiertos

G, para n > Ny, es negativa. Este hecho contradice la hipétesis del lema. ]

El siguiente lema provee una cota de R(s) en términos de una nueva funcién

no negativa con decaimiento exponencial.

Lema 4.4.3. Bajo las mismas hipotesis del teorema de Wang y si ademas se

1
cumple que \ < [% + 1} """ entonces la funcién R(s) definida por (4.8)

satisface R(s) > —3 K(s) para cierta funcién K (s) que verifica
1. K(s) >0,
2. existe una constante a > 0 y un tiempo s; > 0, el cual depende de p, N y

A, tal que
K(s) < K(s1) e para s>s1, y
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3. fooo e?*K (s) ds < C, para C una constante positiva adecuada.

Demostracion. Definimos la funcién K(s) como sigue
K(s) = 2p/ P 2p dy.
RN

Es claro que K (s) es no negativa. Para ver 2., calculamos la derivada de la funcién
K(s) y la escribimos convenientemente utilizando que es solucién de (4.3).

dK (s)
ds

= 2p/ (p—1) vp_QUS +2 vp_lvsvss]p dy
RN
= 2p(p— 1)/ P22 <LU TR vp) p dy
RN p—1
+4p / P Lo, <—Lvs + O +pvp1vs> p dy
RN p—1

2
— (1 + p—l) K(s)+2p (3p—1) /RN 0P 202 p dy (4.12)

—2p (p—1) /RN WPl Lo p dy — 4p /RN WP~ L, p dy.

Para conseguir una cota del segundo de los cuatro términos de (4.12), usamos la

desigualdad (4.6) para obtener que

S

3p—1 e
AP —-1)(p—1) es—1

2p (3p — 1)/ P22 pdy < K(s). (4.13)
RN

Para la cota del tercer término, aplicamos primero los lemas 4.4.1 y 4.4.2 para

N

deducir que vLv — 5 v? > 0 a.e., recordando que v?~3v2 > 0 concluimos que

N
/ (vLv — 51}2) P30 pdy > 0.
RN

Esta desigualdad conduce rapidamente a una cota del tercer término de (4.12) la

cual es un multiplo de K(s).

N
2p (p—l)/ Wi lvpdy > 2p (p—l)/ v l? pdy
RN 2 IRN

N
= (p-1) 5 K(s). (4.14)
Para el tltimo término de (4.12), usamos vsLvs — & v2 > 0 a.e. (esto se debe a

los lemas 4.4.1 y 4.4.2) y vP~1 > 0. Obtenemos que

N
/ (vsLvg — Evz) P pdy >0.
RN

36



CAPITULO 4 4.4. Decaimiento de la funcional de entropia

Esta desigualdad permite acotar al ltimo término de (4.12) por un multiplo de

K (s) como sigue

4p/ v rugLug pdy > 2p N/ vp_lvz p dy
RN RN
= N K(s). (4.15)

Entonces, tomando en cuenta (4.13),(4.14) y (4.15), tenemos que

dlzgs) < - <N - pzl> K(s) + <1 —(p-1) ];r) K(s)
3p—1 e’
T o DpoD) e -1 2@
= 2y K(s) — pls) K(5)
donde
N 3p—1 e’
uls) = 1=l 5 - (Al—ﬁgfl)(gz—l) e — 1
_ (Bp—1)
= (p—1)y— O — D=1 w(s), (4.16)
con w(s) = efjl. Ahora, debemos probar que u(s) > 0 para s > s1, donde s1 es

un tiempo que depende de p, N y A. Es claro que, debido a (4.16), es equivalente
pedir que para w(s) < B, donde B es la constante definida por

_1)2 (\-p _
51121
3p—1

Podemos tomar s; = wil(#) consiguiendo que p(s) > 0 para s > s1, dado que

B > 1 debido a la hipétesis del lema. Entonces, una cota de la derivada de K (s)
es obtenida a partir de
dK (s)
ds

< —2y+a)K(s), s> si,

donde a es una constante positiva (es posible elegir, por ejemplo, a = @)
Por lo tanto, a partir de un cierto s; > 0, la funcién K(s) tiene una tasa de

decaimiento exponencial. Esto es,
K(s) < K(s1) e”2r¥a)s, (4.17)

Esta afirmacién prueba la segunda parte del lema. La ultima parte del lema puede

ser deducida inmediatamente a partir de las partes previas. O
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4.4.2. Decaimiento de I(v(s)) y de E(v(s))

Aplicando el lema anterior a (4.7), obtenemos el decaimiento mencionado para

la produccion de entropia tal como serd probado en el siguiente teorema.

Teorema 4.4.4. Bajo las hip6tesis del lema 4.4.3 y si, ademads, I(ug) < oo,

entonces I(v(s)) tiene una tasa de decaimiento exponencial. Mds precisamente,
I(v(s)) < [I(ug) + C] e 2.

Demostracion. A partir de la expresién (4.7) obtenemos

d

¢ T I(u(s) +29¢"° I(v(s)) = —2Re™
L T(s) = 2 Ris).

Utilizamos ahora el lema 4.4.3, para encontrar una cota en términos de K(s),

esto es

% (6275 I(v(s))) < ¥’ K(s).

Integrando entre 0 y s y utilizando la propiedad 3. del lema 4.4.3 obtenemos

¥ I(v(s)) — I(v(0)) < /OS e¥17 K(o) do

< /OOO ¥ K(o) do < C.
De la ultima desigualdad se deduce directamente que
I(v(s)) < [I(u) + C] e~ 275,

O]

Ahora estamos en condiciones de probar que la funcional de entropia decae

exponencialmente. Esto es lo que se probard en el préximo teorema.

Teorema 4.4.5. Bajo las hipdtesis del teorema 4.4.4, la funcional de entropia

E(v(s)) tiene decaimiento exponencial, esto es,
E(v(s)) < Ce %, para todo s > s1,

para cierto s; > 0 el cual depende de p, N y A, y para cierta constante positiva
C' que depende de I(ug), p, N y A.
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Demostracion. A partir de 2. de la proposicion 4.3.3 y la expresién (4.7), tenemos

que
dE(v(s)) 1 dI(v(s)) 1
ds a 2y ds to B
1 dI(v(s)) 1
> > ds 2 K(s), (4.18)

donde la desigualdad en (4.18) es debido a la cota de R(s) en términos de K (s).
Ahora, integrando por partes entre s y b en (4.18) y usando la parte 2. del lema

4.4.3 obtenemos

b

)
S

i v — I(v(s —i Me_( )
> 5 ) = 1) - 5 (5 Gde o)

for every s > s1. Tomando limite para b — oo y usando la parte 3. de la proposi-
cién 4.3.3, conseguimos que
1 K(Sl) —(2
E(w(s)) < — I(v(s))+ ——l _ g~ (Zrta)s,
) < g I0) + 55 s
para todo s > s1. Por lo tanto, debido al teorema (4.4.4), se llega al decaimiento

anunciado para la funcional de entropia

E(v(s)) < Ce %, para todo s > s1.

4.5. Comportamiento asintético de la solucién

Para finalizar con la aplicacion de este método, debemos obtener una cota de
la norma de la solucién v(s) en términos de la entropia E(v(s)) y de la produccién

de entropia I(v(s)). Para este propédsito definimos la siguiente funcién g¢(s)

1

o) =3 [ ) py. (4.19)

El siguiente lema provee una cota de la funcién g(s) en términos de E(v(s))

y de I(v(s)), esto es, una cota de la norma de v(s) en el espacio L2.
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Teorema 4.5.1. Bajo las hipétesis del teorema (4.4.4) y si, ademds, p > p ,

N —
p~: m’ N—3
1+%, N>

donde p esta definido por
4,
entonces

L (5N =2)g(s) < S 1(0(s) + (+ 1) B(u(s) ¥

2. g(s) < C e paratodo s > s1, donde s; es un nimero positivo que
depende de p, N y A, y C es cierta constante positiva que depende de I (up),
p, Ny A

Demostracion. Observemos que la derivada de la funcién g(s) satisface

g'(s) = /R Jvvs pdy (4.20)
/RN [; v + % U?} pdy=g(s)+ % I(v(s)). (4.21)

Por otro lado, podemos obtener otra expresién para ¢'(s) reemplazando vs en
(4.20) de acuerdo al problema (4.3) e integrando por partes en el primer término

de la integral llegamos a
/ _ v p
g(s) = / v(—Lv++v>pdy
RN p—1
2
_ / (_\W|2+” +vp+1> pdy
RN p—l
2
v 2
= — |V + + ——vPT) pdy+
/RN<\ v p dy

2
11— —— p+1 d
~(1=55) [ o

p—1 1
= —-2F —_— Pl d
W)+ 7 [ ey

Ahora reemplazamos a vP*! utilizando la ecuacién (4.3), obteniendo que

g (s) = —2E(v(s)) + p-1 <vvs +vlv — vt > pdy
p + 1 RN p — 1
= 2Bw() + 2 (9 + 2L (Lo0) - 1 g(s)
p+1 p+1 p+1
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de donde deducimos la siguiente igualdad
p—1
g'(s) = =(p+1) B(v(s)) + —5— (Lv,v) = g(s). (4.22)

Debido a (4.4), (4.21) y (4.22), tenemos que

<p;1 N - 2> g(s) < % I(v(s)) + (p+1) E(v(s)) .

Como p > % + 1 y usando las cotas de la entropia y la produccién de entropia

en los teoremas 4.4.4 y 4.4.5, respectivamente, conseguimos
g(s) < C e~ for s> s,

donde C' es una constante positiva la cual depende de N, p, Ay I(v(0)). O

Gracias a la definicién (4.19), podemos deducir el decaimiento de la norma

de v(s) en el espacio L% el cual es el objetivo del siguiente teorema.

Teorema 4.5.2. Bajo las hipdtesis del teorema 4.5.1, se tiene que
lo(y, $)llpg <Ce ™, s>s1,

para s; > 0 que depende de p, N y A, y para cierta constante positiva C' que
depende de I(ugp), p, N y A

Ahora podemos usar nuevamente el cambio de variables (4.2) con el fin de
obtener el decaimiento de la solucién u(x,t) de (4.1), consiguiendo el préximo

resultado.

Teorema 4.5.3. Bajo las hipdtesis del teorema 4.5.1, se tiene que

N
4

u(z, )|z <C (t+1)"2, t>t,

para t; > 0 que depende de p, N y A, y para cierta constante positiva C' que
depende de I(ug), p, N y A
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Demostracion. Observemos que por el cambio de variables (4.2)
ool = [ (s dy
RN

= [ e+ DT
RN

(t+1)2
— e(p2—1_g)s/ (u(m,t))2 dz
RN

N
= T fu(x, 1)17

|z

De esta igualdad junto al teorema 4.5.2 llegamos a

_N
lu(z, Ol = 72 |y, 9)[7
N
< OBl
< 06(277%)3 672732067%3

)

para todo s > s1. De la tdltima desigualdad podemos deducir que
N
4

[u(z, 8|l < CE+ 1),

para t > t; como queriamos ver. O

Corolario 4.5.4. Bajo las hipétesis del teorema 4.5.1 y si ¢ > 2, la norma

|lu(t)|| e decae con la siguiente tasa
_ 1 2(N_ 1
Ju(z, t)||pa ~t »=1 o (3 P*), (4.23)
for t > 4.

Demostracidn. Simplemente se utiliza el teorema de interpolacién entre L™ y L2,
ya que tenemos los decaimientos en estos espacios debido al teorema de Wang

4.2.8 y al teorema 4.5.3. O

Observacién 4.5.5. Notar que, si bien el decaimiento de la norma |ul|pe ~

_N(q_1
t 2 (1 ‘1) obtenido por Kawanago en [31] es mejor que (4.23) en el caso ¢ > 2 y es

. B . (1 N+2 N+2
el mismo para g = 2, el resultado obtenido en [31] es vélido para == < p < {5

y el resultado obtenido en este capitulo corresponde al rango mas amplio p > p .

42



CAPITULO 4 4.5. Comportamiento asintético de la solucién

Observacién 4.5.6. El decaimiento obtenido en el teorema 4.5.3 es a partir de
un tiempo t1 en adelante. En el capitulo 5 vamos a conseguir que tal decaimiento
sea para todo t > 0 para el caso en que u(z,t) sea solucién de la ecuacién
uy = Au+ f(u), donde la funcién f cumple determinadas hipdtesis que generalizan
el caso f(u) = uP. Esto va a ser posible ya que en ese capitulo estudiaremos el
signo de vs que nos permitird prescindir de la utilizacién de la cota de la norma

llu(., s)||; en la aplicacién del método de entropia.
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Capitulo 5

Comportamiento asintético de

soluciones globales de
up = Au + f(u)

Estudiamos la existencia de soluciones no negativas de la ecuacién de reaccion-
difusién
ug = Au+ f(u), xeRY, t>0
{ u(z,0) = ug, x € RN, t=0,
y damos condiciones suficientes sobre ug y f para la existencia de solucién global
del problema. Ademas, bajo dichas hipétesis, estudiamos la tasa de decaimiento
de la norma ||u(.,t)|| .~ y utilizamos el método de entropia para obtener la tasa

de decaimiento de la norma ||u(.,t)| 2.

5.1. Introduccion

Consideramos el problema parabélico

{ut:Au—i—f(u), zeRN, t>0 (5.1)

u(z,0) =ug, x €RYN, t=0,

donde ug es no negativo y no trivial y la funcién f : [0,00) — [0, 00). El término

f(u) de la ecuacién en (4.1) es usualmente llamado término de reaccién. Este
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nombre cambia a término de absorcién si se pide que f(u) < 0. Un caso méas ge-
neral de la ecuacion (4.1), cuando f depende de (x, u, Vu), es usado para modelos
de conveccion los cuales aparecieron en el siglo XX para modelar procesos prin-
cipalmente en fisica y biologia. Con especial aplicacién a la mecanica, tecnologia,

biofisica y ecologia. Ver por ejemplo [7, 41].

Tenemos que mecionar dos articulos de Phuoc y Véron [43, 44]. Uno de ellos,
[43] contiene el estudio de las propiedades globales y locales de las soluciones de
la ecuacién de calor pero con absorcién superlineal. El segundo [44], mas reciente,
trata sobre el estudio de una clase de ecuacion de calor degenerada con absorcién.
En estos dos papers los autores aplican la conocida aproximacion de Galerkin para
obtener la existencia de soluciones y sus propiedades. En este capitulo, utilizamos
el método de entropia para deducir el decaimiento en tiempo de la norma de las

soluciones en LZ2.

Por un lado, el objetivo principal de este capitulo es obtener la tasa de de-
caimiento de las soluciones globales u(x, t) del problema (4.1) cuando t — oco. Mds

especificamente, deducimos que, bajo ciertas condiciones, la solucién satisface
. Dl gy < G (- (77 1) 1)

donde A es una contante entre 0 y 1 y la funcién G es tal que el lado derecho de

la desigualdad anterior tiende a cero cuando t — oo.

Por otro lado, como mencionamos antes, usamos el método de entropia para

deducir que, bajo ciertas hipétesis, la norma en L? de u(z,t) decae con la tasa
lu(a,0)] 2 < Ct 4+ )75

La organizacién de este capitulo es como sigue. En la seccion 2 damos algunos
preliminares y las hipdtesis sobre f con algunos ejemplos de tal funcion. Esta
seccién también contiene la existencia y unicidad de la solucién del problema (5.1)
y la tasa de decaimiento de la norma ||u(.,t)||;~. La seccién 3 estd dedicada a
obtener la existencia de supersolucion estacionaria. En la tltima seccién aplicamos
el método de entropia para deducir el comportamiento asintético de la solucién

global pero en la norma ||u(.,t)| 2.
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5.2. Existencia y unicidad de solucion.

Cota de la norma |[u(.,?)[| o em

5.2.1. Preliminares

En primer lugar, el objetivo sera dar los resultados necesarios que garanticen

la existencia de solucién global de (5.1). Para esto, damos algunas definiciones.

Definicion 5.2.1. (RN ) es el espacio de las funciones definidas sobre RV a

valores reales, continuas y acotadas.

El siguiente lema es un resultado conocido, el lector puede ver la demostracién

en [3, 45].

Lema 5.2.2 ([3, 45]). Supongamos que f € C*(R) y u(x,t), u(z,t) € CHH(RN x
(0,7)) N O(RN x [0,T)) son acotadas en R x [0,7"] para todo T" < T. Si
u(z,0) > u(z,0) para todo z € RV y

{ i — Au > f(a), en RN x (0,T), (5.2)

Uy — AQS f(ﬂ), en ]RN X (O,T) ’
entonces u(x,t) > u(x,t) para todo (z,t) € RN x [0,T). Adem4s, para cualquier
@ € Cy(RN) con u(x,0) > p(x) > u(x,0) en RY, existe una tinica solucién clasica

u(z,t) € C2HRN x (0,T)) N C(RN x [0,T)) del problema

u = Au+ f(u), en RN x (0,T),
5.3
{ u(z,0) = p(z) en RN, (5:3)

con la propiedad @ > u > u en RN x [0,7).

Definicién 5.2.3. Decimos que una funcién @ que satisface u; — Au > f(u) en

RY x (0,T), es una supersolucién de (5.3).

Definicién 5.2.4. Decimos que una funcién u que satisface @y — Au < f(u) en

RN x (0,T), es una subsolucién de (5.3).

Definicién 5.2.5. Decimos que una funcién u es una solucién clasica de (5.3)
siuec CHLRYNY x (0,7)) N C(RN x [0,T)) y satisface (5.3).
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5.2.2. Hipotesis de f

Para garantizar la existencia de solucién global para (5.1) debemos ver un
resultado analogo al obtenido por Wang (ver [45]) para el caso en que f(z,t,u) =

|x\l uP, pero acd se obtiene para f(x,t,u) = f(u) con f cumpliendo las condiciones

Hip 1. f:[0,00) — [0,00) continua en [0,00) y dos veces derivable en (0, 00).

Hip 2. Existe p > 1 tal que f(At) < APf(t), para todo 0 < A\ < 1 y para todo
t>0.

Hip 3. f/ > 0en (0,00).

Hip 4. f” > 0en (0,00).

Observacién 5.2.6. Notar que Hip 2 implica que
Si pu>1 entonces f(ux)> pPf(x) paratodo x> 0.

En efecto, basta con tomar A = % y t = px y luego aplicar Hip 2.

Observacién 5.2.7. Debido a Hip 2 y a la observacién 5.2.6 se tiene el siguiente

comportamiento de f:
» Para todo ¢t < 1 se cumple que f(t) < f(1)tP.
» Para todo ¢t > 1 se cumple que f(t) > f(1)tP.

En la figura 5.1 pueden verse a las funciones f(¢) y f(1)t’ en un mismo grafico.

Observacién 5.2.8. Si suponemos que f es continua, se puede verificar facil-

mente que Hip 2 es equivalente a pedir que f(0) = 0 y que la funcién % sea

no decreciente. Ademas, bajo estas condiciones y suponiendo la derivabilidad de

f(t), se tiene que
f()t=>p f(t). (5.4)
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Figura 5.1: Gréficos de f(t) y f(1)t?

En efecto, supongamos que se cumple Hip 2 y sean t1,ts > 0 tales que t1 < to,

f(t) = f (Z t2) < <2>pf(t2)-

De esta desigualdad deducimos que

f(t1)

t

entonces

f(t2)

P
t2

<
de donde deducimos que % es no decreciente. La condicién f(0) = 0 se deduce

inmediatamente de Hip 2 y de la continuidad de f.

Supongamos ahora que f(0) =0y que % es no decreciente. SiA =00t =0

entonces la desigualdad en Hip 2 es vélida por ser f(0) = 0. Ahora supongamos
que A € (0,1] y que ¢t > 0, entonces A\t <t y, por lo tanto,

FO0) _ f(1)
(At)yp =

De la tultima desigualdad obtenemos que f(A\t) < AP f(t), es decir, se satisface
!/

Hip 2. Para verificar que se cumple (5.4) calculamos (%) para todo t > 0,

obteniendo la siguiente expresion

<f(t)>' _Pot-pr)

tP tp+1
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Usando ahora que % es no decreciente se prueba la desigualdad (5.4).

Ejemplos 5.2.9. Algunos ejemplos de posibles funciones f

» Un ejemplo conocido de funcién f es f(u) = wP, donde p > 1 y donde
el p que garantiza Hip. 2 es el mismo p de la definicién de f. Este caso
fue tratado por varios autores a partir del famoso paper de Fujita [23], ver
[5, 30, 31, 45].

= La funcién f(u) = e** — 1 donde a > 1 y el p que garantiza Hip. 2 es

cualquier valor de p que cumpla 1 < p < a.

» La funcién f(u) = u®e” donde o > 1y el p que garantiza Hip. 2 es cualquier

valor de p que cumpla 1 < p < a.

5.2.3. Decaimiento de la norma |u(z,1);

El siguiente lema da condiciones bajo las cuales se puede determinar el signo

de u;.

Lema 5.2.10. Consideramos al problema (5.1) donde f satisface Hip 1-Hip
4. Supongamos que u es una solucién clasica sobre RY x [0,T). Entonces, si
up es una supersolucién (respectivamente subsolucién) pero no una solucién de

Au+ f(u) =0, entonces u(x,t) < 0 (respectivamente > 0), t > 0.

Demostracion. Lo demostramos para el caso en que ug es supersolucion. Primero
usamos el lema 5.2.2 para ver ug > u. Para esto, tomamos a ug como @ del lema
ya que es una supersolucién de Au + f(u) = 0. Por otro lado, podemos tomar a
la solucién u como u. Por lo tanto, tenemos que ug(z) > u(x,t).
Ahora, para h > 0 pequeno, definimos uy(x,t) = u(z,t + h). Entonces, up
cumple
up(z,0) = u(x, h) < up(z) = u(z,0).

Como uy, es solucién de uy = Au + f(u) entonces podemos tomar a up como u y
a u como 4. Por el lema 5.2.2, tenemos que u(x,t) > up(z,t) para cada h > 0.
Por lo tanto, u; < 0 sit > 0, de donde se deduce la desigualdad estricta a partir

del principio del maximo fuerte. O
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El teorema siguiente contiene el resultado principal de la seccién. En él se
deduce la existencia y unicidad de solucién del problema (5.1) y, ademds, el

decaimiento de la norma ||u(z,t)||; -

Teorema 5.2.11. Consideremos al problema (5.1). Supongamos que 1 es una
supersolucién, no negativa y acotada de Au + f(u) = 0, donde f satisface Hip
1-Hip 4. Si el dato inicial 0 < ug < Ay para algin 0 < A < 1 y ug es no trivial,
entonces (5.1) tiene una unica solucién global clasica u que cumple 0 < u < A\

y para todo t > 0
uC )l poe vy <G (= (AP 1) 1), (5.5)

donde G~ es la funcién inversa de la funcién estrictamente creciente G(s) =

fas % con a = ||ug|| o0 -

Antes de ver la demostracion del teorema 5.2.11, vemos algunas propiedades

de la funcién G(s) definida arriba.
Proposicién 5.2.12. Bajo las hipdtesis Hip 1-Hip 4 se tienen las siguientes
propiedades de G(s)

1. G:(0,00) =R, G(s) <0sis<ayG(s) >0sis>a.

2. G(s) — —oo cuando s — 0.

3. Existe lim G(s) =/ > 0.

S§—00
4. G(s) es estrictamente creciente.

5. G(s) es concava.

Como para tener una visualizacién de la grafica de G y de su inversa, ver la figura
5.2.

Demostracion. (Proposiciéon 5.2.12) La definicién de G' e Hip 1 garantizan la

validez de 1. Deducimos 4. y 5. de Hip 1, Hip 3 y de las expresiones G'(s) = f(ls)
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Figura 5.2: Graficos de G y G~*

y G'(s) =— (]{HS;Q. Para ver 2., sea s > 0 chico y supongamos ademés que s < a
y s < 1, entonces
S dr
G(s) =
o J(7)
1
dr
= — — + G(1
. 7 TV
Ldr
< - 1).
<~/ Fs 60
De la ultima desigualdad deducimos que
G(s) [ Lo G(l)] d 0+
) < | ———— + — —o0 cuando s—0".
fMp-1)
Para probar 3., sea s tal que s > 1y s > a, entonces
5d
G(s) = G(1)+ 4

1 f()
< 0+ | 7

de donde deducimos que

1 — Pl 1
0<G(s) < (G(l) + W) — <G(1) + f(l)(p—l)) ;
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cuando s — oo. De la tltima expresion y del hecho de ser G creciente tenemos
probado 3. O

Observacion 5.2.13. Observemos que [— ()\_p“ — 1) t] — —oo cuando t — o0

y, por lo tanto, por las propiedades de G en (5.5) tenemos que

[ul, ) pooqery < G7H (= (APTH=1) t) -0, para t — oo

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema 5.2.11.

Demostracion. (teorema 5.2.11) Primero veamos que A1) es una supersolucion
de (5.1) usando las hipétesis sobre 1. Para esto vemos la siguiente desigualdad

donde hemos utilizado Hip 2 y que p > 1

(AD)e — ANY) — f(M) = —AAY — f(A)
—AAY = N f(y)
X (A + f(¥))
0

v

AV

de donde deducimos que A\ es supersolucién como queriamos ver. La existencia
global y la unicidad se siguen del lema 5.2.2 con w = A y u = 0. Soélo resta
entonces demostrar (5.5). Observemos primero que es suficiente probarlo para el
caso en que ug = A pues en otro caso, se usa el principio de comparacién del

lema 5.2.2 y se tiene (5.5).

Para probarlo, consideramos la funcién w = u; + df(u) con § > 0 a deter-
minar (la funcién w es similar a las usadas en [22, 45] por Friedman-Mcleod y
Wang respectivamente). Por un lado, usando que uy = A\, Hip 2 y que ¢ es

supersolucién de Au + f(u) = 0, se deduce que

Wl=o = [ur+0f(u)] =0
= [Au+ (1+6)f(u)] l=o
AAY) + (1+6)f (M)
AAY 4+ (1 + )N f(v)
“Af(W) + (1 + 6N f(¥)
M) [-1+ 1+ 6N (5.6)

INIA
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Si se pide que § = AP*1 — 1, entonces en (5.6) se puede concluir que
wli—p = 0. (5.7)
Por otro lado, al calcular wy — Aw se obtiene que
wg — Aw = uy + 0f (u)uy — Aug — SASf(u)
= Au+ f'(u)ur + 6 f (w)ur — Auy
—0 | f"(w) |Vul* + f'(u) Au

= f(wu + 6 f (W — 6f"(u) |Vul* = 6 f'(u)Au

= f'(ww = of"(u)|Vul

< fl(w)w.

Por el lema 5.2.10, se deduce que u; < 0y, por lo tanto,

w < 6f(u)
< 0f(M)
< 6f(¥),

donde la tdltima desigualdad se debe a Hip 3. Ademads se tiene que
fllw) < f(\)
< f'®¥),

debido a Hip 4. Entonces, de lo anterior y por un principio de tipo Phragmen-

Lindel6f (ver por ejemplo [45], lema 1.3) se obtiene que w < 0. Esto es,
ug+0f(u) <0.
De esta ultima desigualdad se deduce que
S Uy >
+6)dt < 0
/0 (f (u)

/0 ) [jt (G(u(x,t))—k&)} it < 0,

de donde se llega a que

Q
—
S
RS

~
~—
~—

IN

G(up(x)) — ot
—0t .

Q
—
=
8

~
~—
~—

IN
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La tultima desigualdad se debe a que ug(z) < a y a las propiedades de G. Uti-

lizando ahora que G~ es creciente se deduce que
luls )l ooy < G7H (= (AP =1) 1),

quedando demostrado (5.5). O

Observacidén 5.2.14. Notemos que para el caso f(u) = uP tenemos que G(s) =
q— Pt _g—p+1
p—1

1
se obtiene el conocido decaimiento [u(.,t)| 00 @y) < (AP —1)(p—1) t] 7T

(ver [45]).

=1
y, por lo tanto, G™(s) = [~ (p — 1)s + a PT'|»~T. De esta manera,

Proposicién 5.2.15. Supongamos que a = ||ug|; < 1. Sila funcién f satisface

la hipétesis adicional
existen ¢ > py C > 0 tales que Ct? < f(t) para0 <t <1,
entonces, para t > m, se tiene que

1 1

[u( )| poo gy < (APH=1) Cg—1)) T ¢ a1 (5.8)

Demostracion. En efecto, sea s < 1, entonces

s 1
G(s) = /af(T)dT
1
_ 0(1)—/ f(lT)dT.

Como a < 1 entonces G(1) > 0, entonces

1
G(S) = —/S @d’r
1
= -~ (1-sla
ci—g 7"
]. 1—
. ———
Clg—1)
De esta tltima desigualdad y usando que G~! es creciente, podemos deducir que
1 1
G Y -0)<(C(¢g—1)0)T, para 0> ——.
(~0) < (Clg— 1)0) o
Finalmente, si usamos la desigualdad anterior en (5.5), llegamos a (5.8). O
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Observacién 5.2.16. Aplicamos el resultado de la proposiciéon anterior a dos de

las funciones ejemplo que venimos mencionando.

» Cuando f(u) = e** — 1, se cumple la hipétesis adicional con C =1y g = «

y, por lo tanto, para t > W se tiene que

1 1

[ )l oo vy < (AP = 1) (@ = 1)) =7 7T

» Cuando f(u) = u®e" también se pueden tomar C' =1y ¢ = « obteniendo

el mismo decaimiento que se obtuvo en el caso anterior.

Hasta el momento tenemos garantizada la existencia de solucion global de
(5.1) bajo ciertas condiciones para la funcién f y, ademés, obtuvimos una cota
para |lul|; . Esto fue hecho utilizando la existencia de una supersolucién esta-
cionaria de uy = Au+ f(u). En la siguiente seccién, damos condiciones suficientes

para la existencia de dicha supersolucién.

5.3. Existencia de supersolucién estacionaria

Con el objeto de mostrar que para una funcién f que satisface Hip 1-Hip
4 se tiene garantizada la existencia de una supersolucién estacionaria de u; =
Au + f(u), recordemos el siguiente resultado de Fowler [21] sobre existencia de
soluciones estacionarias regulares de u; = Au + uP, es decir, soluciones de la

ecuacion de Lane-Emden
Au+uP =0. (5.9)

Teorema 5.3.1 ([21], 1930). Si p > 3t2 y N > 3, existe una familia (uq),-

de soluciones regulares, positivas y radiales de (5.9) que satisface
1. uq(r) es decreciente en r, donde r = |x|;

2. 2=y, (r) — L cuando r — oo, donde

b= [ ()|

3. ua(0) = .
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Utilizamos este resultado para deducir la existencia de supersolucién esta-

cionaria de uy = Au + f(u).

Corolario 5.3.2. Sea f una funciéon que satisface Hip 1-Hip 4 y, ademas,
f(1) < 1. Sea p el pardmetro que corresponde a la Hip 2 tal que p > Nf2 con
N > 3. Existe, al menos, una supersolucién estacionaria u, regular, positiva y

radial de u; = Au + f(u) que satisface
1. us(r) es decreciente en r, donde r = |z|;
2. r2/=Yy (r) — L cuando r — oo;
3. Uxo(0) =1

Demostracion. Definimos us(|x|) := u1(]z|) donde u; es como en teorema 5.3.1.
Sélo debemos verificar que us €s supersolucién estacionaria ya que, claramente,
Uso satisface 1., 2. y 3. del enunciado.

De la condiciones 1. y 3., tenemos que [[tioo|| 00 gy = 1. Entonces, por Hip

2, tenemos que

< Augo + 1k

0.

Observacién 5.3.3. ;Qué ocurre con las funciones ejemplo que habiamos men-

cionado antes?

» Para la funcién f(u) = uP donde p > 1, con la restriccién suplementaria

p>N+2

= En lugar de la funcién f(u) = e*" — 1 donde a > 1, podemos considerar

«
u
f(u) = €1 con la restriccién adicional o > £42.

» En lugar de la funcién f(u) = u®e" donde o > 1, podemos considerar

f(u) = u®e"! con la restriccién suplementaria a > & +§
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5.4. Meétodo de entropia. Decaimiento de |jul|;-

En esta seccién utilizaremos el método de la entropia para obtener el de-
caimiento de la |lul|;2. Para esto necesitaremos una hipétesis adicional sobre la
funcién de reaccién f(t). Lo que pedimos es la subhomogeneidad de la derivada

de f, es decir

Hip 5. Para todo 0 < A\ < 1y para todo t > 0 se cumple que f'(\t) < \P~Lf/(¢),
donde p es el mismo de Hip 2.

Observacién 5.4.1. Asi como Hip 2 gener6 ciertas desigualdades para la fun-
cién f, la hipdtesis anterior garantiza las siguientes propiedades de f’ que seran

usadas en los resultados siguientes.
= Para todo p > 1y para todo t > 0 se cumple que f/(ut) > pP~Lf(t).
= Sit <1 entonces f/(t) < f/(1)tP~L.
Si t > 1 entonces f'(t) > f/(1)tP~L.

f'(t)

tp—1

s La funcién es no decreciente y, por lo tanto,

ot = (p=1)f).

Observacién 5.4.2. Las funciones ejemplo satisfacen Hip 5.

5.4.1. Cambio de variables. Nuevo problema

Usamos el cambio de variables que fue utilizado en el capitulo 4 para el caso

en que f(u) = uP, este es

oly,s) = (t+1)7 ulz,t),
r=0t+1)"Y%y vy t=e—1. (5.10)

Entonces, v(y, s) resulta ser solucién del problema

p—1

ve = Av+ §.Vv 4 —l—eﬁsf(e_ﬁv), yeRYN s>0 (5.11)
v(y,0) = vy, y € RN, ‘
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Notar que el dato inicial del problema (5.11) es igual al dato inicial del problema
(5.1), esto es ug = vg. Observemos que la ecuacién en (5.11) puede escribirse en
la forma

vs = —Lv + LA ep%lsf(e_zi%lv) ,
p—1

donde L es el operador autoadjunto dado por Lv = —Av — §.Vv. Recordemos

que por el teorema 4.2.5, tenemos que se cumple la desigualdad

N
3 ol < [ 1o ay. (512)

Ahora nuestra intencién es obtener el signo de v para poder utilizarlo cuando

definamos la funcional de entropia. Para esto veamos los siguientes lemas.

Lema 5.4.3. A partir de la consideracién de los problemas (5.1) y (5.11) se tiene

que

1. @ es una supersolucién de (5.1) sii ¥ es una supersolucién de (5.11), donde

@y v se obtienen una de la otra por medio del cambio de variables (5.10).

2. u es una subsolucién de (5.1) sii v es una subsolucién de(5.11), donde u y

v se obtienen una de la otra por medio del cambio de variables (5.10).

Demostracion. Para demostrarlo utilizar el cambio de variables (5.10) y las defini-

ciones de sub y supersolucién de una ecuacion. O

Ahora veremos un lema andlogo al lema 5.2.2 pero para el problema (5.11),

esto es, un criterio de comparaciéon para dicho problema.

Lema 5.4.4. Supongamos que f satisface Hip 1 e Hip 3, 9(y,0) > v(y,0) y
que 9(y, s) y v(y, s) son super y subsolucién de (5.11) respectivamente. Entonces
v(y,s) > wv(y,s) para todo (y,s) € RY x [0,00). Ademds para cualquier ¢ €
Cyp(RN) con 9(y,0) > ¢(y) > v(y,0) en RY | existe una tinica solucién v(y, s) del
problema (5.11) con la propiedad o > v > v en RV x [0, 00).

1
Demostracion. Por el lema anterior, u(x,t) = (t+ 1) »~19(y,s) donde z y t se
definen segiin (5.10), es supersolucién de (5.1). De la misma manera, u(z,t) =

(t+ 1)_ﬁg(y, s) es subsolucién de (5.1).
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Ademas, u(x,0) = v(y,0) > v(y,0) = u(x,0). Entonces por el lema 5.2.2
tenemos que @(x,t) > u(z,t) para todo (x,t), de donde por el cambio de variables

deducimos que

1 1

(t+1) »To(y,s) > (t+1) »Tu(y,s)

o(y,s) > v(y,s),

como querfamos ver. Ahora supongamos que tenemos ¢ tal que v(y,0) > ¢(y) >
v(y,0). Entonces usando otra vez el cambio de variables vemos que ¢ también
cumple que @(z,0) > p(z) > u(z,0). Por el lema 5.2.2 sabemos que existe un

unica solucién u(z,t) de

=A , zeRN t>0
w=Aut flu), @ (5.13)
u(z,0) =, v €RN
con la propiedad
w(z,t) > u(z,t) > u(z,t) para todo (z,t). (5.14)

1
Si definimos v(y, s) = (t + 1)»~Tu(x,t) entonces v resulta ser solucién de

vs:Av—i—%y.V?}—l—zﬁ—i—eﬁsf(e_ﬁv), yeRN, s>0
v(y,0) =, yeRY

y cumple que 9(y,s) > v(y,s) > v(y,s) para todo (y,s). Ademds, v debe ser
Unica pues en otro caso tendrfamos otra solucién u(z,t) de (5.13) que cumpla
(5.14). O

El siguiente lema da condiciones bajo las cuales se puede determinar el signo

de v.

Lema 5.4.5. Consideramos al problema (5.11) donde f satisface Hip 1-Hip 4.
Supongamos que v es una solucién clédsica sobre RV x [0, 7). Entonces, si vg es

una supersolucién pero no una solucién de
1 v P g s
Av+ -y Vv + —— +er-1"f(e r1Tv) =0,
2 p—1

entonces vs(y, s) < 0,s > 0.
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Demostracion. Primero usamos el lema 5.4.4 para ver que vy > v. Para esto,

tomamos a vy como v del lema ya que es una supersolucién continua débil de
_pb_ __s

Av + y.Vv + 1 T er-1°f(e” »-Tv) = 0. Por otro lado, podemos tomar a la

solucién v como v. Por lo tanto, tenemos que que vy(y) > v(y, s).

Ahora, para h > 0 pequeno, definimos vy (y,s) = v(y,s + h). Entonces, vy

cumple
vn(y,0) = v(y, h) < vo(y) = v(y,0).

Veamos ahora que vy, es subsolucién de (5.11), es decir, debemos ver que

1 P s
Avyp, + §y.Vvh + U7h1 + ePflsf(e =Tup) > (vp)s.
p—
Empezamos calculando el lado izquierdo de la ltima desigualdad

Uh(y7 S)

S e I (g, 9)) =

1
Avy(y, s) + gy-Wh(y, s) +

1 s+h

= Av(y,s+h) +§y.Vv(y,s+h) + v(yps_1)+

e T f(e 7T o(y, s + h)

v(y,s+h) N
p—1

+er 1T f (T F Ty, s + h)).

1
= Auv(y,s+h)+ 5y Vo(y,s +h) +

Si usamos Hip 2 tenemos que
v(y,s+ h
(v )
p—1
+er1 e TT £ (75T oy, s + 1))
v(y, s+ h
(y )
p—1

1
A/U(y7 s+ h) =+ §yvv(ya s+ h) +

1
> Av(y,s+h) + iy.Vv(y, s+h)+

p s+

+er 10 f (e oy, s + h))
- /Us(ya s+ h) - (Uh)s(y) 8)7

con lo cual queda probado que vy es subsoluciéon como queriamos ver. En conse-
cuencia se puede aplicar el lema 5.4.4 con vy = v y v = v. Entonces, por dicho
lema, tenemos que v(y, s) > vu(y,s) = v(y,s + h) para cada h > 0 chico. Por lo
tanto, vs < 0 si s > 0, de donde se deduce la desigualdad estricta a partir del

principio del maximo fuerte. O
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Desde ahora en adelante, trabajaremos en el conjunto de soluciones v de (5.11)

tales que v € X, con

X:{ferlﬂLoo/ f>0y h’m/ |Vf(s)|2pdy:0}.
$§—00 JRN

Ademsds, para garantizar la existencia de supersolucién estacionaria, supone-

mos que f(1) <1yp> {2 con N > 3.

5.4.2. Descripcion de los pasos del método

En este caso, la aplicacién del método, nos llevard a seguir los siguientes pasos.

» Definir una funcional de entropia E(v(s)) adecuada para la ecuacién
(4.3) y estudiar sus propiedades. La funcional de entropia que definiremos

generalizard a la utilizada en el caso f(u) = uP.

s Calcularemos la derivada de la entropia la cual cumplird que
d
TE(u(s) 2 ~I(u(5))
para cierta funcional positiva I(v(s)) a la que llamaremos produccién de

entropia.

s Calcular la derivada de la produccion de entropia y obtener una ecuacion
diferencial del tipo
d
251 (W(s) == C I(v(s)) = R(s) ,

para cierta constante C' > 0 y cierta funcién R(s).

» Probar las propiedades de R(s) que nos permitan obtener un decaimiento
exponencial de I(v(s)),
I(v(s)) < Ae 9.

» Obtener la misma tasa de decaimiento para E(v(s)) a partir de los items

previos, mas especificamente

E(v(s)) < Be 9% para s> 0.

Notar que aqui, a diferencia de lo hecho en el capitulo 4, conseguiremos que

el decaimiento para F sea para todo tiempo s > 0.
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= A partir de una cota de ||v|| rz en términos de la entropia, llegar a la con-

clusién sobre el decaimiento de la norma mencionada.

5.4.3. Funcional de Entropia

A diferencia de lo que nos pasaba para el caso particular f(u) = u? (ver
capitulo 4), para este caso no conocfamos una funcional de Lyapunov que pudiése-
mos utilizar como candidata a funcional de entropia. A continuacién definimos la

funcional de entropia para este caso mas general.

Definicién 5.4.6. Para cada v € Hj tal que vf(v) € L} la funcional de

entropia esta definida por

Bo) = [ [ 190 = 5ot v - )] oy

donde p(y) = exp(|y[*/4).

Observacién 5.4.7. Notar que si calculamos E para el caso particular en que
f(u) = uP obtenemos la misma funcional de entropia utilizada en el capitulo 4

para dicho caso.

Observacién 5.4.8. Se puede pedir que v € H ; N Lg“ para garantizar que se
pueda definir E(v(s)), ya que si v € L’;H entonces se satisface vf(v) € L;. Esto

se debe a que

W) = o (U500)

IN

(o) (453) st (5.15)

donde la desigualdad en (5.15) se debe a Hip 2 y al lema 5.4.5.
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Proposicién 5.4.9. Supongamos que f satisface Hip 1-Hip 4. Sean vy €
H; NL>® vy >0, E(vg) < ooy v =1uv(y,s) la solucién global de (5.11), v € X.

Supongamos, ademads, que vy es una supersolucién pero no una solucién de
1 v _p_ s
Av+ 5y Vo + ——+ 7T f(e 7 T) =0
p J—

N > 0. Entonces

y que f'([[vo]| o) < 7 siendo v = 7T

2
LB((s) > (3 - e Hvuig, > 0;

p+1 I'U()”Loo

2. %E(v(s)) > —I(v(s)) donde I(v(s)) = [pn v2p dy > 0;

3. Existe M := lim E(v(s)) y, ademdas M = 0.

§—00

Definicién 5.4.10. A la funcional I(v(s)) de arriba la llamamos produccién

de entropia.

Demostracion. Para probar 1. primero se obtiene la siguiente cota que se deduce
del lema 5.4.5

flo(s)) < ](CQEE)(E?))ZB (v(s))P
= fﬁf’(g”ws). (5.16)
Si se acota la expresiéon de E(v(s)) utilizando (5.16) y la desigualdad (5.12) se
deduce que
{7_1 < (0 >>] ol
2 p+1 v(0) L

A partir de la convexidad de f tenemos que U(O) < f'(v(0)) < £ (JJuoll o) <

y, por lo tanto, [5 — pil %} > 0 quedando desmostrado 1.

Para demostrar 2., calculamos la derivada de la entropia respecto de s

dE(v(s)) vos s f(v) +uf(v)vs
ds /{W'Ws_p—l_ p+1 ]pdy

- _/vsdiv (pVv) dy _/ L?Uﬁsl + Usf(v)p++vif/(v)vs] pdy
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Calculando la divergencia en la primer integral y usando que Vp = %yp llegamos

a

dE s | Us "(v)vs
S)S(S)) = —/ {Av + %.Vv} vsp dy — / [pvf 1 + Y f(U)p++Uif (v)v p dy

Por otro lado, por (5.4) tenemos que

f)+of'(v) > f(v)+pf(v)
f) +of'(v)
pT f(v).

v

Como ademds, por Hip 2, f(v) > ep%lsf(e_p%lv), podemos deducir que

f) + o) |
p+1 -
Teniendo en cuenta el signo de v, y a esta utlima desigualdad tenemos que

dE(v(s)) _/ [Av+%.W} vsp dy

ds
v Ll _% d
— _ p— p—
/ L1t flem»=1v)| vsp dy

= —/vﬁpdy

e O)

Para probar 3., analicemos cada uno de los términos de la funcional de entropia.

ep%lsf(e_ri%lv).

El primer término de E(v(s)) tiende a 0 cuando s — oo pues v € X. Debido
a (5.12) el segundo término se puede acotar por un multiplo del primero de la

siguiente manera

0 < vip d
= 2(p—1) pay

1
(p—l)N/‘vv‘dey_)O cuando s — 00.

Para el tercer término, utilizamos (5.15) para conseguir la siguiente desigualdad

0« — vf(v)p dy

p+1
1 f(v(0))
< p+l 4
< 1 [ S ody
f(v(0)) / 2
< - v(s dy — 0 cuando s— o0
donde la tltima desigualdad se debe al lema 5.4.5. O
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5.4.4. Decaimiento de la funcional de entropia

Para simplificar la notacién de los calculos que siguen, definimos a la funcién
9(s) por
P g, s
g(s) =er1"f(e 7 To).
Con esta notacion, la ecuaciéon del problema con el cambio de variable, puede
escribirse de la siguiente manera

v
= —L _— .
Vs v+p71+g(s)

Se necesita calcular %5(5))

para obtener el decaimiento de la produccién de
entropia. Escribimos a esta derivada de manera conveniente usando que v es

solucién de la ecuacién (5.11). Esta es,

%I(v(s)) = /]RN 2 vsussp dy
= pil I(v(s)) — 2 (Lvs, vs) + 2/1)59/(3)/) dy
= =29 1(0(5) ~ 2 (Lo 0) + N sl +2 [0ig () dy
= —2yI(v(s)) — 2 R(s), (5.17)

donde 7 es la constante positiva definida en Proposicién 5.4.9 y R(s) es la funcién

definida por

N
R(s) = (Luv)zz = sl = [ o9 dy (5.18)

Necesitamos tener més informacién sobre R(s) que nos permita sacar alguna
conclusién acerca del decaimiento de la produccién de entropia. El proximo lema

da una cota de R(s) en términos de una nueva funcién que es no negativa.

Lema 5.4.11. Supongamos que se cumplen Hip 1-Hip 5 y supongamos que

vo > 0 es una supersolucién estacionaria pero no una solucion de
1 v oo s
Av + §y.Vv + — +er-1°f(e P-Tv) =0
p [R—

2
y que f'(Jlvol foe) < min {1, {%} }, entonces la funcién R(s) definida por

(5.18) satisface R(s) > —K(s) para cierta funcién K (s) que cumple
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1. K(s) >0,
2. Existe una constante p > 0 la cual depende de p, Ny |Jvg||; o, tal que
K(s) < Ce s para s> 0,
donde C es una constante que depende de p, N y |lvo||fo0, ¥

3. [y  e**K(s) ds < C, para cierta constante positiva C.

Observacién 5.4.12. Una proposicion similar a la anterior se dio en el capitulo
4 pero para el caso f(u) = uP. Notar que en dicho capitulo el decaimiento de K(s)
es para todo s > s; mientras que aqui es para todo s > 0. Esto se ha conseguido

aprovechando que conocemos que v(y, s) es decreciente en s.

Demostracion. (lema 5.4.11) Definimos a K (s) de la siguiente manera
K(s) = /vs g'(s)p dy.
Debido a la desigualdad (5.12), tenemos que (Lvs, vs) 12 — I Jlos]|2, >0, con lo
P
cual obtenemos que R(s) > —K(s).

Para ver que K(s) > 0 es suficiente con ver que ¢'(s) < 0 pues ya conocemos

el signo de vs. Para esto calculamos ¢'(s) y la escribimos de manera conveniente.

(5) = P it f(emT0) + e e m ) L (e
g (s) er—1°f(e p=1v) +er—1°f(e P v)ds (e » ’U)

+esf'(e_ﬁv)v5
—L_g
er—1 s s s

= O b e )| +
p—

+esf'(e_ﬁv)vs

< 0

donde la desigualdad de arriba se debe al lema 5.4.5 y a la desigualdad (5.4). Por
lo tanto ¢'(s) < 0y entonces K (s) > 0.
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Para ver que se cumple 2. la idea es mostrar que K(s) < CK(s) siendo
K(s) = [vP~'w2p dy y C una constante positiva, probar el decaimiento de K (s)
y obtener entonces el de K (s). Para ver la desigualdad K(s) < CK(s) lo hacemos

por pasos, primero vemos que K(s) < C [ f'(v v2p dy y después veremos que
[ wpwipdy <C [oP~1oip dy.
Para deducir la desigualdad K(s) < C [ f'(v)vZp dy veremos que ¢'(s) >

C'f'(v)vs. Miremos entonces cémo acotar por abajo a ¢'(s)

g(s) = Lt To) 4 et (e m)d( i)

)
-

_p

> e 1*fl(e 1) <6”S1

s

- eper [

Si ahora utilizamos Hip 5, tenemos que

v
g'(s) = f'(v) [— — F vs} : (5.19)
Por lemas 4.4.1 y 4.4.2 de capitulo 4 sabemos que vLv — —1)2 > 0 en casi todo
punto, con lo cual
Lv < N
vE -5
en casi todo punto. Si usamos esto y que v es solucién de (5.11) tenemos que
vy = —Lv+ v + eppjsf(efp%lv)
p—1
N
< —30—1—714—6? 12 fe v 11/)
S —v + f(v)a

la ultima desigualdad se debe a la definicion de v y a Hip 2. Si utilizamos la cota
de v, recién obtenida y la cota de f(v(s)) deducida en (5.16), tenemos que
FeO),

v(0)
_ f(v(0))
- |: F)/+ ’U(O) U(S)

s [ M)

[voll £

~ oy [y L)) (), (5.20)

[[voll Lo p—1

vy < —yu(s)+
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Sea 3= (p—1) ['y — M} Veamos que 3 > 0, para esto usamos que f es

[[voll oo
convexa y la hipdtesis sobre f’(v(0))

flvoll o)

[[voll oo

7(leoll <) < (7ol )2

N(p—1)—2
(p—1) .

2(p+ v3)

con lo cual obtenemos que 3 es una constante positiva. Esto nos permite despejar

IN

en (5.20) y obtener que — %5 > %vs, de donde

v o> 14_1
P— Vg > ﬁvs.

Ahora utilizamos esto en (5.19), llegando a

g'(s) = (1 + ;) f'()vs,

con lo cual tenemos la primera desigualdad que queriamos probar, ésta es

K(s) < <1+ ;) / f'(w)vip dy.

Ahora veamos la segunda desigualdad, para esto utilizamos Hip 5

re) = 1 (4o)

v(0)
< (48 reo)
< SO (5 (5.21)

Entonces deducimos que

/f’(v)vfp dy < (J:(((;))()(’)’)‘)l /vp‘lvip dy.

Si entonces juntamos estas dos desigualdades, tenemos que
K = [dupdy

1 FO)
(” ﬁ) CO

IN
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como queriamos ver. Ahora veamos el decaimiento de esta nueva funcién K(s)

para lo cual calculamos su derivada respecto de s

dK
ds / [(p = D" 20507 + 207 vgug] p dy

_ / [(p —1)pP2 (—Lv + ]% + 9(8)> vﬁ} p dy
+/ [2#’% <—Lvs + pv_s T+ g'(S))} pdy

y reacomodando los términos obtenemos que

dK
o = —(p—l)/vszv v2p dy—l—/vplvfp dy

+(p-—1) /Up_QePflsf(e_Pilv)vfp dy (5.22)
2
—2/vp1vva5p dy + 1/vplv§p dy
p—
+2/vp_1vsg’(s)p dy.

Necesitamos acotar los seis términos de (5.22) en términos de K. Notar que el

2° término de (5.22) es exactamente K(s) y el 5° término es I%K(s). Ademas,
los lemas 4.4.1 y 4.4.2 de capitulo 4 nos permiten acotar al 1° y al 4° término de

(5.22) de la siguiente manera

N
1° término < —(p — 1)2/vp_1v§p dy

= - DY K,

N
4° término < —22/1)7’_1113/) dy

= —NK(s).

Para acotar el 3° término de (5.22) utilizamos Hip 2 y (5.16) de la siguiente
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manera
3° término < (p—1) /vp2eppls ((fﬁ)pf(v)vzp dy
= (-1 /vp_zf(v)vfp dy

< (p- 1)f(1zgo)))/vp_2vv§pdy

Para el 6° y ultimo término de (5.22) utilizamos la cota del integrando de K (s)

en términos del integrando de K (s) y llegamos a

6° término < <1+ >((( )()2)) / =202 dy

2<1+ ) o ((0”)()2)) (v(O))Pl/vplvgp dy

5 <1 + ;) /(w(0)) /vp—lugp dy

_ <1 + ;) FwO) K (s).

IN

IN

Entonces, utilizando estas cotas en la desigualdad (5.22) tenemos que

%( < [—(p—l)];]—l-l—i-(p—l)fiv(g;)) N+%+

+2 (1 + 1) f’(v(o))] K(s)

= ( — >K < (p—1)];7>f((s)+

o=l 2 (14 5) reon] ke

— —2yK(s) - uK(s),

donde

=14 -1y - [<p— 1yfUlvollze) 4o (1 n ;) f'(HUOHLoo)]

[voll oo

y v es como antes. Veamos que bajo las hipdtesis dadas tenemos que p > 0. Para

70



CAPITULO 5 5.4. Método de entropia. Decaimiento de |jul| 2

esto, escribimos a p de manera mas conveniente

wo= -0 (3= L) o (14 ) e

[[oll oo s

- ﬁ—z(u;) P 1ol )

B2 = 2f"([voll p<) B8 — 2" (voll o)
g

Si calculamos las raices de la cuadratica en el numerador de la expresién de

u encontramos By = f'(lvoll ) — /Tl = )2 + 27 (oull =) < 0y By =
F'(leoll =) + v/ Tl <2 + 27wl =) > 0. Tenemos entonces que

(B—51)(B = Ba)
B

Como ademas sabemos que § > 0 tenemos que p > 0 cuando § > (. Esto es,

=0 [y = HE=I) s gl + (ool + 27 ol ),

[[voll £

es decir que p > 0 si se cumple que

(oll) 1 [, , |
HUOHLLoo +p— 1 [f ([lvoll o) + \/(f (lvoll pee))? + 2f (HvOHLm)] .

’Y>f

Veamos que esto se cumple usando la hipétesis sobre f/(v(0)) y que f es convexa

Fllvolly=) , 1

lvollpee =1

[f’(HUOHLm) /ol )2 + 2ff<||voum>}
1

< P olle) + = [(Follze))” + VB (£ (leoll<) ]

< <1+ ”ﬁ) (f (leoll )2

p—1

3
= 25 (el ) 7 < 7

Por lo tanto, ;4 > 0 como querfamos ver. Entonces, volviendo a la cota de la

derivada de K(s) tenemos que

K oy 1 R (s)

K(s) < Ce (rtmws,

|
IN
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Si ahora usamos la cota de K(s) en términos de K (s), tenemos que
K(s) < Cem®rtms,

donde la constante C' depende de p, N y |[vg|| . Con esto tenemos probado 2.

del lema. El item 3. se deduce directamente del anterior. O

Ahora estamos en condiciones de obtener el decaimiento de la produccién de

entropia.

Teorema 5.4.13. Supongamos que se cumplen las hipdtesis Hip 1-Hip 5 y

supongamos que vg € H ; N L es una supersolucién estacionaria pero no una
_p_ —__S_

solucién de  Av + y.Vv + oo+ er—1°f(e 1) =0 y que f'(|lvoll) <

2
min {1, [%} } Si ademés se cumple que vy > 0, I(vg) < ooy E(vg) < 00

entonces I(v(s)) tiene decaimiento exponencial. Este es
I(v(s)) < (I(v(0)) + C) e,
donde C' es una constante que depende de p, N, ||vo|l;~ v I(vo).

Demostracion. Como calculamos en 5.17

%I(v(s)) = —2v I(v(s)) — 2 (Lvs,vs) + N ||1)H%% + 2K (s).

Si utilizamos que &

2
lema anterior, tenemos que

d
S T(0(s)

es el menor autovalor de L y la cota de K(s) obtenida en el

IN

—2v I(v(s)) + 2K (s)
—27y I(v(s)) + 2Ce~r+mws,

IN

Entonces

dil(v(s))—i-?y[(v(s)) < 2Ce~ s
s
d

— (7 I(u(s)) < 20e

Si ahora integramos entre 0 y s tenemos que
S
62751(11(3)) —I(v(0)) < 20/ e Mt
0

< / e Mt = C.
0
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Despejando la producciéon de entropia en la desigualdad anterior obtenemos lo

que esperabamos

I(u(s)) < (1@(0)) + é) e,

El siguiente teorema muestra que la entropia decae en forma exponencial.

Teorema 5.4.14. Bajo las condiciones del teorema 5.4.13, se cumple que la

entropia E(v(s)) tiene el siguiente decaimiento exponencial
E(v(s)) < Ce 5,
donde C' es una constante que depende de p, N, ||vo|[; e v I(vo).

Demostracion. Sabemos por 2. de la proposicién 5.4.9 que %E(v(s)) > —1(v(s)).

Con esta desigualdad y por el teorema anterior tenemos que

d
L EB(u(s))

v

—I(v(s))

> —(Ce 2,

Si ahora integramos entre s y b donde s < b tenemos que

b d b
/stE(U(T))dT > /SeQ'YTdT

—C
C 5 C oy
E(v(b)) — E(v(s)) > ge 2 b—%e 2

Si hacemos b — oo y usando 3. de la proposicién 5.4.9 tenemos que

E(v(s)) < 2(5;6_275.

5.4.5. Comportamiento asintético de la solucion

Para terminar de aplicar el método de entropia la idea es utilizar la cota de
la norma de v(s) en términos de la entropia E(v(s)) (ver proposicién 5.4.9) y el

teorema 5.4.14 para asi llegar al decaimiento que buscabamos.
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Teorema 5.4.15. Supongamos que se cumplen las hipdtesis Hip 1-Hip 5 y
supongamos que vy cumple 0 < vg < Ay donde 0 < A < 1y 7 es una supersolucion

estacionaria pero no una solucién de

1 _p_ __s_
Av + iy.Vv + ]% + epflsf(e r=1y) =0

2
y que f'(¢¥) < min {1, [%] } Si ademads se cumple que @ € H; N L>,

I(¢) < ooy E(3) < oo se tiene que
oy, )l < Ce ™,
donde C es una constante que depende de p, Ny |[vo]| /c0-

Demostracion. Primero observar que Ay es supersoluciéon de
1 v P, s
Av+ -yVv+ ——+er 1 f(e P=Tv) =0.
2 p—1

Para esto se usa Hip 2 y que v es supersolucién de la siguiente manera

A g s
AQW) + U () + 20+ FTHETTA) <
A+ %y.vw + pl_”l + APer TS fe 7T )

Y

o
<A [A@b + 1y v+ e er T f(eT 7 T))
0

2 —1

IN

De esta desigualdad se concluye que A es supersolucion. Si se supone que v(0) =

A, se puede utilizar 1. de la proposicién 5.4.9 y teorema 5.4.14 deduciendo que

1
2
<
o]z < [7_1f(||vo||Lw)]E(U(S))
2 pFl oo
< Ce—Z’ys,

como queriamos ver. Si en cambio v(0) # A\ se utiliza el lema 5.4.4 para llegar

también a la misma conclusion. O

Ahora sélo nos resta aplicar el cambio de variables nuevamente para obtener

el decaimiento de la solucién del problema (5.1).

74



CAPITULO 5 5.4. Método de entropia. Decaimiento de |jul| 2

Teorema 5.4.16. Bajo las hipdtesis del teorema 5.4.15 tenemos que

(e, 6)] 2 < C(t+1)75,
donde C es una constante que depende de p, N y u(0).

Observaciéon 5.4.17. El decaimiento obtenido en el teorema 5.4.16 es el mismo

que se obtuvo en el capitulo 4 para el caso f(u) = uP.
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Capitulo 6

Comportamiento asintético de
soluciones globales de

up = div(aVu) + uP

En este capitulo estudiamos el comportamiento asintético de las soluciones no

negativas del problema parabdlico no lineal en forma divergencia
uy = div(a(z,t)Vu) +uP, z € RN t>0,
uw(z,0) =ug, z € RN, t=0.
Bajo la hipétesis de existencia global y existencia de una cota de ||u(z,t)]| /o,

obtenemos la tasa de decaimiento de dicha solucién en norma ||.|| 2.

6.1. Introduccién
Consideramos el problema parabdlico

{ up = div(a(z,t)Vu) +uP, » € RN, >0 (6.1)

U(CL‘,O) =1up, T € RN? = 07
donde p > 1, a(x,t) = A((t + 1)"/%x) con A una funcién radial escalar para la
cual existe 0 > % tal que A(y) > 0,Vy y el dato inicial uy es no negativo y no

trivial.

Claramente es una generalizacién del problema estudiado en el capitulo 4, ya

que (4.1) se obtiene de (6.1) haciendo a(x,t) = 1.
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CAPITULO 6 6.2. Preliminares

El objetivo en este capitulo es obtener la tasa de decaimiento de la solucién
global en tiempo u(z,t) del problema (6.1) cuando t — oo. M&s precisamente,
deducimos que, bajo ciertas hipétesis, la norma en L? (]RN ) de u(x,t) decae con
la tasa

lu(, )| 2y < C (¢+1)~FDT £ >4,

donde 6 es la constante positiva que acota a la funcion A y C' es una constante

positiva. Como también la norma en L7 (RY) de u(z,t)

N
)| oy ~ (£ + B3 ee-ng-(s7k)]

donde 0 es la ya mencionada constante positiva y 0 es una constante positiva que

definiremos en la seccién siguiente.

6.2. Preliminares

Para conseguir el decaimiento de (6.1) supondremos que se cumplen las si-
guientes hipdtesis
Hip 6. Existe u(x,t) solucién global de (6.1).

Hip 7. Existen constantes C, 3 > 0 de modo que

Hu(mvt)HLOO(RN) <C(t+ 1)_(5+p%1).

El siguiente paso serd transformar la ecuacién del problema (6.1) en otra
ecuacién que nos permita obtener informacién sobre el comportamiento asintotico
de las soluciones globales. Para esto, usamos el cambio de variables utilizado en

los capitulos 4 y 5. Este es,
oys) = (E+1)7T ula,e),
r=0+D"%y y t=e—1. (6.2)
Entonces, v(y, s) resulta ser solucién del problema

{ vs = div(A(y)Vv) + §.Vo + 25 0P, y € RN, s>0 6.3)

v(y,0) = ug, y € RY,
donde A = A(y) es la funcién definida arriba. Notemos que el problema (6.3)

tiene la misma condicién inicial que el problema (6.1).

7



CAPITULO 6 6.2. Preliminares

Observacién 6.2.1. A partir de las hipdtesis Hip 6 y Hip 7 sobre la solucién u
de (6.1) obtenemos las siguientes hipdtesis sobre la solucién v(y, s) de (6.3), éstas
son

Hip 6’ Existe v(y, s) solucién global de (6.3).

Hip 7’ Existen constantes C, 3 > 0 de modo que

HU(y, S)HLO@(RN) < Ce_ﬁs.

Definicién 6.2.2. Definimos los siguientes espacios

LZ(RN)Z{f//RNIfI”pdy<OO} :

HYRY)={feL2/VfeL)} K H!RN)={feH)/VfecH)},

donde p = p(y) > 0 es una funcién que satisface p(y)3 = A(y)Vyp(y) y r > 1
es una constante. Relacionadas a estos espacios estdn las siguientes normas y

productos internos
1
(f,9)rz2®n) :/ fapdy, [[fllrzeyy=(f 1),
RN

(f9meyy = (f; 92wy + (V, V) 2eny

W lmyevy = (1712 5m) + IV £

Observacién 6.2.3. Notemos que debido a que A es radial podemos garantizar
la existencia de una funcién p que satisface p(y)§ = A(y)Vyp(y), es decir que

cumpla

p(y)

py:(y) = 24y )yz para todo i=1,...N. (6.4)

En efecto, por ser A(y) una funcién radial, se cumple que
Z/jAyi = yiij- (65)

Definamos, por ejemplo, la funcién p de la siguiente manera

ds
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Entonces, claramente si ¢ = 1 se cumple (6.4). Si ¢ # 1, usando (6.5) tenemos que

Y1 s
, _ _ Ay (38,92, yn)d
Py (Y) p(y)/o A v g i (8,92, ..., yn)ds

Y1 Yi
= — Ags(s,ya, ..., ds.
p(y)/o 2(14(372/2,- --ny))Q ( v yN)

De donde podemos deducir que

o) = A [ A ) ds
Py)

Yi,
2A(y)

como queriamos ver.
Definicion 6.2.4. L4 es el operador dado por

(La(v)) (y) = —div(A(y)Vyu(y)) — %.Vyv(y), definido sobre D(L4) := Hg.

Observacién 6.2.5. Observemos que la ecuacion en (6.3) puede ser escrita bajo
la forma

v
vs = —La(v) + }i + P
Proposicién 6.2.6. El operador L 4 satisface
1. L4 es un operador autoadjunto.
2. (La(v),v) = 0% [ v2p dy,

Demostracion. Para ver que 1. es valido, veamos que se cumple la igualdad
(La(v),w);» = [AVu.Vw p dy con lo cual tendremos que (La(v),w);> =
) p

(v, La(w)) 2 como queremos ver. Calculemos entonces (L v, w);»
b b

(La(v),w)pz = /LA(”) wp dy
= —/div(AVv)wp dy—/(g.vv) wp dy
= /AVU.V(wp) dy — / (g-vv) wp dy

= /AVU. (pVw + wVp) dy — / <%.Vv> wp dy.
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Si ahora usamos que p(y)% = A(y)Vyp(y) tenemos la igualdad

(LA(U),w)Lg = /AVU.V@U pdy

como queriamos ver.
Para ver que se cumple 2. calculamos (L4(v),v);. y acotamos usando la
)

hipétesis sobre la funcién A.
Lawioy = [ AwITePo dy
RN

> / 0|Vol?p dy
RN

N
Z 0/ Uzp dy7
2 RN

donde la ultima desigualdad es debido a que % es el menor autovalor del operador

L(v) = —Av — §.Vv (ver teorema 4.2.5). O

6.3. Comportamiento asintético de la solucién

El siguiente teorema da la tasa de decaimiento de la solucién v(y, s) del pro-
blema (6.3).

Teorema 6.3.1. Consideremos el problema (6.3) y supongamos que se cumplen
Hip 6’ y Hip 7’. Supongamos ademads que el dato inicial ug es no negativo y no
trivial, la funcién A es una funcién radial para la cual existe una constante 6 > %

tal que A(y) > 6 para todo y y que p > 1+ elN' Entonces,

oy, 8)125 < lluol2 €27,

donde 4 es una constante positiva definida por % 9% — ﬁ.

Demostracion. Siv(y,s) es una solucién de (6.3), entonces multiplicando a ambos

lados de la ecuacion por vp y luego integrando por partes con respecto a y, queda

/vvspdy = /div(A(y)Vv)vp dy—l—/v(g.VU—l—p_ 1

1
=~ A VeRpdy+ [ (I oy

v+ 0P)p dy
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De donde, debido a 2. de la proposicién 6.2.6, obtenemos

1 2 2 / 1 2 +1
ld - _ A - P

5 s </v pdy> / W) [Vol" pdy + [ (= 0" + 077 )pdy
—0/1} pdy+/

Expresando a esta desigualdad de una manera mas conveniente, obtenemos

IN

7Y 2 4P pdy.

que
s ([ o) < (0% + 2 ) Iolly + holzgh
d 2 ~ 2 +1
S ([ o) < ol v,
donde 4 = Gﬂ — 1% > 0, debido a la hipétesis sobre p. Ahora multiplicamos a
la tltima desigualdad por e*7* y obtenemos

d . o 2 : +1
%(627“’ lolizz) < 2 oIl s

Si ahora integramos respecto de w, entre 0 y s, nos queda

S
ol ~ fuollly <2 [ 5 ol do.
0
Por lo tanto, podemos deducir que

S
ol < ol e +2 [ e ol du

Si usamos la cota de |[v(y, )| ~ podemos acotar la norma dentro de la tdltima

integral como sigue
1 -1
lollzth = [o*ipy < ol [ 2oy

ol llolZ: -

Con esto obtenemos una cota de [[u(y,s)|/72 en términos de |lvgl|3, v de una
b b

funcién V' (s) como vemos a continuacion.
lo(y, )12 < lluollzs €77 +2V(s), (6.6)

donde la funcién V (s) esta definida por

V(s = [ e ol w2 ol wl du
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Lo que buscamos ahora es una cota para esta nueva funcién V' (s) que nos permita

acotar después a la norma HU||%2 Para esto calculamos V'(s) como sigue
V'(s) = lloty, )l lo(y. )7z — 23V (s) (6.7)
Si usamos (6.6) en (6.7), queda
V(5) < oy, )32 ol €2 + 2 fufy. )52 V(s) — 25V (s).

Ahora buscamos escribir a esta desigualdad de manera de poder conseguir una

cota de V(s). Para esto,

V() +2 (5= oy, )5 ) Vs) < oy, )5 luollfz e

Por lo tanto,
2o [/ (5) + 2. (3= oy, ) ) V(s)] <
<2 o oy, )5 oe dr oy, s) |7

2
L HUOHL%'

Esto es,

d Ss— [P llo(y,m) ||l dr —2 [®|lo(y,m)||P L dr -1 2
& (2O () < 2B oy, )72 fuol

Integramos entre 0 y s a ambos lados de la dltima desigualdad y usamos que

V(0) = 0 para deducir que
— s w —
e2(95= [y ”U(yﬂ')HiooldT)V(S> < /0 o2 )0 o, m)IF s dr ||v(y’w)HIZ;1 ||U0||%g dw. (6.8)
Obtenemos entonces la cota de V(s) que buscdbamos. Esta es

s -
V(s) < e 252 ollvwn)z ldT/O o210 o, s dr oy, )7 HUOH%}; dw.
(6.9)

Veamos como escribir de una manera més conveniente esta cota de V(s).
Vis) < e 278 / 2(Js (gl se dr— [y oyl e dr) vy, w) |2 [Juol|2» duw
0 P
N S . —1 -
= o [ @RI oy, w) 2 g3
0
= s 1 d s p—1
-2 2 : d 2
_ . ws/o -5 [e J2 e,z ] [uolzz dw
Lol e [ 8 [e2 il
= 5 ol [ L 2Lk gy

0
1
= _5 HuOH%% 672’78 |:1 2f0 [lv( yr)||Loo i| . (610)

82
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Ahora usamos (6.10) para acotar la norma |v(y, 5)||%3 en (6.6), llegando a

lo(u, )75 < luollz e=7oe> 0P
) b
Utilizamos la cota de ||v(y, s)||;«, podemos deducir que

2l Estar < .

Por lo tanto, tenemos que

lo(w )13 < lluol2 €2

O]

Ahora podemos usar el cambio de variables (6.2) para deducir el decaimiento

de la solucion u(x,t) de (6.1).

Teorema 6.3.2. Consideremos el problema (6.1) y supongamos que se cumplen
Hip 6 y Hip 7. Supongamos ademas que el dato inicial ug es no negativo y no
trivial, la funcién A es una funcién radial para la cual existe una constante 6 > %

tal que A(y) > 6 para todo y y que p > 1+ %. Entonces,

N
4

lu(x, t)|| 12 < Hv0||%/23 (t + 1)—(26—1)

Observacién 6.3.3. Como mencionamos en la introduccién, la ecuacién (4.1)
se obtiene como caso particular de (6.1) haciendo que a(z,t) = 1y, por lo tanto,
A(y) = 1y la constante § = 1. Entonces, si aplicamos teorema 6.3.2 en este caso,
obtenemos que

(e, Oz ~ (¢ + )75,
que es la misma tasa que se habia obtenido en el capitulo 4 para este caso par-

ticular.

En el préximo corolario vemos que utilizando las cotas para las normas de
u(x,t) en L= y L? dadas por Hip 7 y teorema 6.3.2 respectivamente, obtenemos

el decaimiento de la norma ||u(zx,t)||z« para ¢ > 2.
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Corolario 6.3.4. Bajo las hipdtesis del teorema 6.3.2 y si ¢ > 2 tenemos que

llu(z,t)||pe ~ (t+ 1)—(6+ﬁ)—§[(29—1)%_(5+ﬁ)]

Demostracion. Para demostrarlo se debe usar simplemente la desigualdad de in-

terpolacién, teorema 6.3.2 e Hip 7. ]
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajo a futuro

7.1.

Conclusiones

En sintesis, los aportes de esta tesis son los siguientes.

= La aplicacién del método de entropia al problema

=Au+uP, xeRN, t>0
{ut u—+uP, x (7'1)

u(z,0) =ug, x € RN, t=0,

para obtener la tasa de decaimiento de la norma ||u(.,?)[| 2z ¥, en con-
secuencia, la tasa de decaimiento de la norma [[u(., )| q(gx). La aplicacién
de este método permitié ampliar el rango de p para el cual se obtiene el

decaimiento respecto al rango obtenido por Kawanago [31].

La obtencién de la tasa decaimiento de la norma [|u(., )| ;e gy de la solu-

cién global en tiempo del problema

{ut:Au+f(u), r RN, t>0 (72)
u(z,0) = ug, x € RN, t=0.

Las condiciones impuestas sobre f hacen que este problema generalice el
problema (7.1). La tasa obtenida para este problema en el caso particular

en que f(u) = uP recupera la tasa obtenida por Wang.

La aplicacion del método de entropia para obtener la tasa de decaimiento
de la norma ||u(., t)|| ;2(gn) de la solucién de (7.2). Aquf introducimos una

funcional de entropia adecuada para este problema mas general.
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= La obtencién de la tasa de decaimiento de la norma [u(.,?)[| 2gxy de las

soluciones globales en tiempo del problema

uy = div(a(x,t)Vu) +uP, 2 € RN ¢>0,
u(z,0) = ug, x € RN, t=0.

En consecuencia, la obtencién de la tasa de decaimiento de [lu(., )| qgx)-

7.2. Trabajo a futuro

Entre los problemas que consideramos interesantes como para abordar en el

futuro mencionamos:

= La aplicaciéon del método de entropia a otras ecuaciones parabdlicas de
evolucién que generalicen a (7.1) como puede ser la ecuacién del capitulo
6, es decir,

up = div(a(z, t)Vu) + uP

o la ecuacién de medios porosos

up = Au" + uP.

= Estudiar el comportamiento asintotico de las soluciones globales en tiempo
de la ecuaciéon

up = Au — f(u),

es decir, cuando la ecuacién presenta un término de absorcién. En [43],
los autores aplican la conocida aproximacion de Galerkin para obtener la
existencia de soluciones y sus propiedades. Nuestro interés es encontrar la

tasa de decaimiento de las soluciones de la ecuacion.

s En varias ecuaciones diferenciales, estrechamente vinculado al comporta-
miento asintético de las soluciones estd el problema de la bisqueda de las
llamadas soluciones autosemejantes que poseen una propiedad de “rescal-
C . . .
ing”, a saber, si u(z,t) es una solucién, entonces la funcién wuy(z,t) =

APu(x A", tA%) también lo es para todo valor de A > 0, y ciertos pardmetros
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p, 7, s. En aquellas ecuaciones diferenciales de evolucién de tipo parabdlico
que lo permitan, explotar la existencia de soluciones autosimilares para el

estudio del comportamiento asintotico para t — oo de las mismas.
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