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1.1. Ret́ıculos, álgebras de Boole y álgebras de Heyting . . . . . . . . 11
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0.1. Introducción

En el cálculo proposicional intuicionista podemos considerar los śımbolos
de conectivos asociados a la implicación, conjunción, disyunción y negación
respectivamente. Kuznetsov introdujo un śımbolo de conectivo unario nuevo (al
que denominamos sucesor), agregando este śımbolo en las reglas de formación de
fórmulas del intuicionismo y considerando un esquema particular de axiomas.

El sucesor constituye un caso particular de conectivo impĺıcito nuevo del
cálculo proposicional intuicionista (esta es una diferencia con respecto al cálcu-
lo proposicional clásico, en donde no existen conectivos impĺıcitos nuevos). La
contraparte algebraica del cálculo introducido por Kuznetsov son las álgebras de
Heyting que admiten una función unaria S a la que llamamos sucesor (siendo
S parte del lenguaje del álgebra). Esta función forma parte de una familia de
operadores compatibles e impĺıcitamente definidos en álgebras de Heyting.

Esta tesis se divide en las siguientes tres partes: primero se desarrolla una
dualidad de Priestley para álgebras de Heyting con ciertos operadores unarios
adicionales y en particular para álgebras de Heyting con sucesor; segundo, se uti-
liza como herramienta la última dualidad mencionada para obtener propiedades
de ciertas subvariedades de la variedad de álgebras de Heyting con sucesor; por
último se extienden algunos resultados para el caso de ret́ıculos residuados.

La dualidad clásica para ret́ıculos distributivos acotados dada por H.A.
Priestley ([56]) ha sido restringida por L. Esakia ([22]), mostrando que hay una
dualidad topológica para la categoŕıa de álgebras de Heyting. Dicho resultado
es conocido en la literatura con el nombre de dualidad de Esakia.

Comenzamos estudiando operadores frontales sobre álgebras de Heyting ([54],
[23], [16]). Los mismos son siempre compatibles, pero no necesariamente nuevos
o impĺıcitos en el sentido de X. Caicedo y R. Cignoli ([11]). Ejemplos clásicos
de operadores frontales impĺıcitos son las funciones γ (Ejemplo 3.1 de [11]), el
sucesor (Ejemplo 5.2 de [11]), y la operación de Gabbay (Ejemplo 5.3 de [11]).
En este trabajo utilizamos la dualidad de Esakia, mostrando que existe una
dualidad para la categoŕıa cuyos objetos son álgebras de Heyting junto con un
operador frontal. En particular, establecemos una dualidad para las subcate-
goŕıas de álgebras de Heyting con cada uno de los operadores impĺıcitos dados
como ejemplos.

La tesis se centra básicamente en el estudio de la función sucesor sobre las
álgebras de Heyting ([11], [16], [17], [23], [41], [50], [51], [52], [61]). También
consideramos algunos aspectos lógicos de este operador: el mismo es un caso
particular de un conectivo definido axiomáticamente a partir de un conjunto de
fórmulas del cálculo proposicional intuicionista, razón por la cual posee varias
propiedades interesantes ([11]). En 2 hacemos una descripción detallada de lo
que actualmente se conoce con respecto al sucesor (también nos referimos a
algunos problemas abiertos). La herramienta fundamental que utilizamos para el
estudio de dicha función es la dualidad topológica desarrollada para la categoŕıa
cuyos objetos son álgebras de Heyting que admiten sucesor (como parte del tipo
del álgebra). Estas álgebras se denominan S-álgebras.

En [14] X. Caicedo prueba, utilizando modelos de Kripke convenientes, que
el cálculo proposicional asociado a la variedad de S-álgebras posee la propiedad
de modelo finito (se puede probar que esto es equivalente a decir que la variedad
mencionada está generada por sus miembros finitos). En esta tesis damos una
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prueba algebraica de que el cálculo proposicional asociado a la variedad de S-
álgebras posee la propiedad de modelo finito.

Caracterizamos los espacios asociados a las S-álgebras prelineales (ver [34],
[44], [46] para propiedades de las álgebras de Heyting prelineales) y probamos
que la función sucesor preserva el supremo y la implicación en este caso, un hecho
que no vale para cualquier S-álgebra. También probamos que dicha variedad
posee la propiedad de modelo finito y que está generada por las cadenas finitas.

A continuación probamos que ciertas subvariedades de la variedad de S-
álgebras (aquellas a las cuales podemos asignarle una altura finita) tienen la
propiedad de amalgamación. Este resultado, junto con una versión apropiada
del Teorema 1 de [43] (ver tambien [33]), nos permite demostrar la interpo-
lación en el cálculo IPCS(n), que es el asociado a estas variedades. Utilizamos
el hecho de que cada álgebra de estas variedades admite modelo canónico para
mostrar un teorema de completud del cálculo IPCS(n) con respecto a modelos
de Kripke apropiados. Por otro lado caracterizamos a las subálgebras dando
un procedimiento geométrico (en el correspondiente espacio de representación)
para determinarlas. También estudiamos el coproducto para ciertos casos par-
ticulares. Asimismo hacemos algunas observaciones sobre las álgebras subdirec-
tamente irreducibles, vemos cómo se relacionan estas variedadades con ciertas
variedades de Heyting y presentamos una descripción del álgebra libre en un
generador para la variedad asociada al cálculo IPCS(2).

Otra cuestión que tratamos es el estudio de las variedades generadas por
(Hn, S), siendo Hn la cadena de n elementos y n un número natural mayor o
igual que 2. Comenzamos mostrando cómo se comparan las variedades V(Hn, S)
(es decir, las generadas por (Hn, S)) con la variedad de S-álgebras prelineales
y las variedades de S-álgebras de altura menor o igual que un número natural
dado. Luego damos una presentación completa para el coproducto. Para finalizar
esta parte damos una descripción del espacio de representación del álgebra libre
en un generador para cada una de las variedades V(Hn, S), con lo cual tenemos
un modo para construir el álgebra libre en cualquier cantidad de generadores de
las variedades generadas por una cadena finita.

En el último caṕıtulo extendemos a ret́ıculos residuados resultados de [15].
Sea L un ret́ıculo residuado, y f : Lk → L una función. Damos una condición
necesaria y suficiente para la compatibilidad de f . Haciendo uso de la misma
probamos que la variedad de ret́ıculos residuados es localmente af́ın completa.
Asimismo damos una posible generalización en este contexto de los operadores
frontales definidos sobre álgebras de Heyting.
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0.2. Conocimientos básicos

En esta sección exponemos las nociones fundamentales del álgebra universal
que son necesarias para este caṕıtulo. Referencias sobre el tema pueden encon-
trarse, por ejemplo, en [9] (ver también [36]).

Sea A un conjunto no vaćıo y n un número natural. Una operación n-aria
sobre A es una función f : An → A, donde n se denomina la aridad o rango
de f . Una operación finitaria sobre A es una operación de rango n, para cierto
número natural n.

Un lenguaje o tipo de álgebras es un conjunto F, cuyos elementos se llaman
śımbolos de función, tal que un número natural n es asignado a cada miembro
f de F. Este número es llamado la aridad (o rango) de f , y f se dice un śımbolo
de función n-aria .

Si F es un lenguaje de álgebras, entonces un álgebra de tipo F es un par
A = (A,F ), donde A es un conjunto no vaćıo y F es un conjunto de operaciones
finitarias sobre A indexada por F, tal que a cada śımbolo de función n-ario f ∈ F

le corresponde una operación n-aria fA sobre A que pertenece a F . El conjunto
A se llama universo de A. En lo que sigue, cuando no haya lugar de confusión,
escribiremos f en lugar de fA, y si F es finito, digamos F = {f1, ..., fk} (en
donde la aridad de cada fi es finita y aridad f1 ≤ aridad f2 ≤... aridad fk),
escribiremos (A, f1, ..., fk) en lugar de A. Diremos en tal caso que el tipo del
álgebra es (aridad f1, aridad f2,..., aridad fk).

Sean A y B dos álgebras del mismo tipo F. Una función h : A→ B se dice un
homomorfismo si para cada śımbolo de función n-ario f ∈ F, h(fA(a1, ..., an)) =
fB(h(a1), ..., h(an)) para cada n-upla (a1, ..., an) de elementos de A. Si h es in-
yectiva, entonces h se dice un monomorfismo o una inmersión . Si h es suryec-
tiva, entonces h se dice un epimorfismo y en tal caso diremos que B es una
imagen homomorfa de A. Si h es biyectiva, entonces h se dice un isomorfismo.

Sean A y B dos álgebras del mismo tipo F. Diremos que B es una subálgebra
de A si B ⊆ A y para cada śımbolo de función f ∈ F, fB es la restricción de
fA a B.

Sea A un álgebra de tipo F y θ ⊆ A × A una relación de equivalencia.
Diremos que θ es una congruencia sobre A si satisface la siguiente relación de
compatibilidad : si f es un śımbolo de función n-ario en F, a1, ..., an, b1, ..., bn ∈ A
y (ai, bi) ∈ θ para cada i = 1, ..., n entonces (f(a1, ..., an), f(b1, ..., bn) ∈ θ. Por
lo tanto, para cada congruencia θ sobre A y f ∈ F tenemos definido en el con-
junto cociente A/θ una operación n-aria fA/θ que a cada n-upla de clases de
equivalencia de elementos de A/θ le asigna el elemento fA(a1, ..., an)/θ. Luego
el álgebra cociente es el álgebra cuyo universo es A/θ y cuyas operaciones fun-
damentales satisfacen la condición antes mencionada. Notemos que las álgebras
cociente de A tienen el mismo tipo que A.

Sea A un álgebra. Escribiremos Con(A) para referirnos al ret́ıculo de con-
gruencias de A (con la inclusión como orden). Si este ret́ıculo es distributivo,
diremos que A es congruencia distributiva.

Sea A un álgebra de tipo F y f : An → A una función (no necesariamente
un homomorfismo).

(a) Diremos que f es una función compatible con una congruencia θ de A si
(ai, bi) ∈ θ para i = 1, ..., n implica que (f(a1, ..., an), f(b1, ..., bn)) ∈ θ.
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(b) Diremos que f es una función compatible de A si es compatible con todas
las congruencias de A.

Por esta razón, para cada congruencia θ sobre A tenemos definido en el conjunto
cociente A/θ una operación n-aria fA/θ (no necesariamente un homomorfismo)
que a cada n-upla de clases de equivalencia de elementos de A/θ le asigna el
elemento fA(a1, ..., an)/θ.

Sea (Ai)i∈I una familia de álgebras de tipo F. El producto directo A =∏
i∈I Ai es un álgebra de tipo F cuyo universo es el producto cartesiano

∏
i∈I Ai,

y si f es un śımbolo de operación n-ario, definimos la operación fA(a1, ..., an)(i) =
fAi(a1(i), ..., an(i)), donde a1, ..., an ∈

∏
i∈I Ai, y si k = 1, .., n, ak(i) denota la

i-ésima coordenada del vector ak.
Dada una clase de álgebras K de un mismo tipo, denotaremos como H(K),

I(K), S(K) y P(K) a las clases de imágenes homomorfas, imágenes isomorfas,
subálgebras y productos de álgebras de K, respectivamente. Diremos que K es
una variedad si es cerrada bajo imágenes homomorfas, subálgebras y productos,
es decir si H(K) ⊆ K, S(K) ⊆ K y P(K) ⊆ K. Denotaremos como V(K) a la
menor variedad de álgebras que contiene a K. Si V y W son variedades tales
que todo miembro de V es miembro de W , se dice que V es una subvariedad de
W . Tarski probó que V(K) = HSP(K) (Teorema 9.5 de [9]).

SeaX un conjunto cuyos elementos llamaremos variables y sea F un lenguaje
de álgebras. El conjunto T (X) de términos de tipo F sobre X es el menor
conjunto que contiene a las variables, a los śımbolos de función 0-arios y tal que
si p1, ..., pn ∈ T (X) y f es un śımbolo de función n-ario, entonces f(p1, ..., pn) ∈
T (X). Sean x1, ..., xn variables en X y sea p(x1, ..., xn) un término de tipo F

sobre las variables x1, .., xn. Entonces si A es un álgebra de tipo F, se define
una aplicación pA : An → A como sigue:

(1) Si p es una variable xi entonces pA(a1, ..., an) = ai.

(2) Si p es de la forma f(p(x1, ..., xn), ..., p(x1, ..., xn)), donde f es un śımbolo
de función k-ario, entonces pA(a1, ..., an) = fA(pA1 (a1, ..., an), ...,
pAk (a1, ..., an)).

Una identidad de tipo F sobre X es una expresión de la forma p = q, donde p y q
son términos de tipo F sobre X. Se dice que un álgebra A satisface la identidad
p(x1, ..., xn) = q(x1, ..., xn) si para cada n-upla a1, ..., an de elementos de A,
pA(a1, ..., an) = qA(a1, ..., an). Una clase de álgebras de tipo F se dice ecuacional
si existe un conjunto de identidades Σ de tipo F, tal que un álgebra está en K
si y sólo si satisface todas las identidades de Σ. Un teorema fundamental del
Algebra Universal debido a Birkhoff es el siguiente: una clase K es ecuacional
si y sólo si K es una variedad (Teorema 11.9 de [9]).

Un álgebra A se dice producto subdirecto de una familia de álgebras (Ai)i∈I

del mismo tipo si verifica las siguientes condiciones:

(P1) Existe una inmersión α : A→
∏

i∈I Ai.

(P2) Si πj : Aj →
∏

i∈I Ai es la proyección sobre la j-ésima coordenada en-
tonces πjα : A→ Aj es surjectiva.

Un álgebra A es subdirectamente irreducible si siempre que A sea producto
subdirecto de (Ai)i∈I mediante un monomorfismo α se tiene que existe i ∈ I tal
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que πiα : A→ Ai es un isomorfismo. Además se tiene que A es subdirectamente
irreducible si y sólo si existe una congruencia mı́nima en Con(A)−{∆}, siendo
∆ = {(a, b) ∈ A×A : a = b} (Teorema 8.4 de [9]).

La importancia del estudio de las álgebras subdirectamente irreducibles re-
side en el resultado de G. Birkhoff que afirma que toda álgebra es isomorfa a un
producto subdirecto de álgebras subdirectamente irreducibles (Teorema 8.6 de
[9]). Este resultado, aplicado al caso del estudio de una variedad en particular,
afirma que toda álgebra de una variedad es isomorfa a un producto subdirecto
de alguna familia de álgebras subdirectamente irreducibles que se hallan en la
misma variedad.

Sea K una clase de álgebras de tipo F. Para cada término n-ario de tipo
F y para cada A ∈ K tenemos una función tA : An → A definida del modo
natural. Una función polinómica n-aria de A es una función obtenida al evaluar
m − n variables de tA por elementos fijos de A, para cierto término m-ario t
(m ≥ n). Las funciones polinómicas, en particular las constantes, constituyen
los ejemplos más sencillos de funciones compatibles sobre un álgebra A. Un
álgebra A es af́ın completa (o af́ınmente completa) si toda función compatible
de A está dada por una función polinómica de A. Un álgebra A es localmente
af́ın completa si toda función compatible está dada por una función polinómica
sobre todo subconjunto finito de A. Si consideramos una función polinómica de
un álgebra A haremos abuso de lenguaje y la vamos a llamar polinomio de A.

Sea K una clase de álgebras de tipo F y sea U(X) el álgebra de tipo F

generada por X. Si para cada A ∈ K y para cada función α : X → A existe un
homomorfismo β : U(X)→ A que extiende α (es decir, β(x) = α(x) para cada
x ∈ X), diremos que U(X) tiene la propiedad universal para K sobre X. En tal
caso el conjunto X es llamado un conjunto de generadores libres de U(X), y
U(X) se dice que está libremente generado por X. Si U(X) tiene la propiedad
universal para K sobre X entonces el homomorfismo α mencionado previamente
es único (Lema 10.6 de [9]). Si X e Y son conjuntos que están en biyección, y
U(X) y U(Y ) tienen la propiedad universal de K sobre X e Y respectivamente,
entonces U(X) y U(Y ) son isomorfos (Teorema 10.7 de [9]).

Notemos que si K es una variedad de tipo F, X un conjunto de variables
x1, ..., xn, U(X) está libremente generado por X y p, q son identidades de tipo
F, entonces la identidad p(x1, ..., xn) = q(x1, ..., xn) es satisfecha por U(X) si y
sólo la identidad p(x1, ..., xn) = q(x1, ..., xn) es satisfecha en cada A ∈ K.

Sea V una variedad de álgebras de tipo F y sea E(C) un conjunto de iden-
tidades de tipo F ∪ C, siendo C una familia de śımbolos de funciones nuevas.
Diremos que E(C) define impĺıcitamente C, si en cada álgebra A ∈ V existe a
lo sumo una familia {fA : An → A}f∈C tal que (A, fA)f∈C satisface la clausura
universal de las ecuaciones de E(C) ([13]). En este caso diremos, alternativa-
mente, que cada f ∈ C está dada por ecuaciones.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Exponemos en esta sección las definiciones y propiedades básicas sobre ret́ıcu-
los distributivos acotados, álgebras de Heyting, álgebras de Boole, teoŕıa de
categoŕıas, topoloǵıa, espacios de Priestley y espacios de Esakia que nos serán
necesarios más adelante.

1.1. Ret́ıculos, álgebras de Boole y álgebras de

Heyting

Un estudio detallado de la teoŕıa de ret́ıculos puede verse, por ejemplo, en
[1].

Si (L,≤) es un poset y x, y ∈ L, denotaremos al supremo entre x e y como
x∨ y, y al ı́nfimo de ellos como x∧ y (si es que existen). Un ret́ıculo es un poset
(L,≤) en el cual x ∨ y y x ∧ y existen para cualesquiera x, y ∈ L.

Si (L,≤) es un ret́ıculo entonces podemos definir el álgebra (L,∧,∨) a través
de las siguientes identidades:

(i) (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z) (v) (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z)

(ii) x ∨ y = y ∨ x (vi) x ∧ y = y ∧ x

(iii) x ∨ x = x (vii) x ∧ x = x

(iv) x ∨ (x ∧ y) = x (viii) x ∧ (x ∨ y) = x

Más aún, si (L,∧,∨) es un álgebra con dos operaciones binarias que satis-
facen (i)− (viii) entonces

(ix) x ∨ y = y sii x ∧ y = x.

La relación ≤ sobre L definida como x ≤ y sii x∧y = x es tal que el poset (L,≤)
es un ret́ıculo, siendo ∨ y ∧ el supremo e ı́nfimo del mismo, respectivamente.

En un ret́ıculo L las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:

(I) x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z), para cada x, y, z ∈ L.

(II) x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z), para cada x, y, z ∈ L.
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Un ret́ıculo L es distributivo si satisface una (y por lo tanto ambas) de (I) y
(II). Diremos que un ret́ıculo L es acotado si existen elementos 0, 1 ∈ L tales
que satisfacen las identidades

(m) x ∧ 0 = 0, (M) x ∧ 1 = 1.

De la definición se desprende que 0 es el primer elemento de L y que 1 es el
último elemento. Diremos que (L,∧,∨, 0, 1) es un ret́ıculo distributivo acotado
si (L,∧,∨) es un ret́ıculo, y 0, 1 satisfacen (m) y (M) respectivamente. Alterna-
tivamente, un ret́ıculo distributivo acotado es un álgebra de tipo (2, 2, 0, 0) tal
que las dos primeras operaciones satisfacen (i)− (viii) junto con (I), y las últi-
mas dos operaciones satisfacen (m) y (M). Por esta razón la clase de ret́ıculos
distributivos acotados forma una variedad.

Si L es un ret́ıculo y F ⊆ L, diremos que F es un filtro de L si se satisfacen
las siguientes condiciones:

(a) F 6= ∅.

(b) Si x ∈ F , y ∈ L y x ≤ y entonces y ∈ F (es decir, F es creciente).

(c) Si x, y ∈ F entonces x ∧ y ∈ F .

Diremos que F es un filtro propio de L si F 6= L, y diremos que F es un filtro
primo de L si F es un filtro propio que satisface la siguiente condición: para
cada x, y ∈ L, si x ∨ y ∈ F entonces x ∈ F ó y ∈ F . Si X es un subconjunto de
L entonces el filtro generado por X (es decir, el menor filtro que contiene a X)
es igual a

F (X) = {x ∈ L : x ≥ x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn, para ciertos x1, ..., xn ∈ X}.

Si I ⊆ L, diremos que I es un ideal de L si se satisafacen las siguientes
condiciones:

(d) I 6= ∅.

(e) Si y ∈ I, y ∈ L y x ≤ y entonces x ∈ I (es decir, I es decreciente).

(f) Si x, y ∈ I entonces x ∨ y ∈ I.

El ideal generado por X (es decir, el menor ideal que contiene a X) es

I(X) = {x ∈ L : x ≤ x1 ∨ x2 ∨ ... ∨ xn, para ciertos x1, ..., xn ∈ X}.

El siguiente resultado es conocido en la literatura con el nombre de Teorema
de Birkhoff-Stone (o Teorema del Filtro Primo):

Teorema 1.1.1. Si L es un ret́ıculo distributivo, F un filtro de L, I un ideal de
L y F ∩I = ∅ entonces existe un filtro primo P de L tal que F ⊆ P y P ∩I = ∅.

Un ret́ıculo L se dice completo si todo subconjunto del mismo admite supre-
mo e ı́nfimo.

Sea L un ret́ıculo acotado. Un elemento x ∈ L es complementado si existe
y ∈ L tal que x∧y = 0 y x∨y = 1. En un ret́ıculo distributivo los complementos
son únicos. Un álgebra de Boole es un ret́ıculo distributivo complementado.
Si x es un elemento de un álgebra de Boole entonces escribiremos x para el
complemento de x.

12



Diremos que H es un álgebra de Heyting si H es un ret́ıculo con 0 y para
cada par de elementos x, y ∈ H existe la operación binaria → dada por

x→ y = max{z ∈ H : z ∧ x ≤ y}.

Toda álgebra de Heyting H tiene último elemento y verifica que

x ≤ (y → z) sii y ∧ x ≤ z,

para cada x, y, z ∈ H. Más aún, la operación → está caracterizada por esta
propiedad.

Si H es un álgebra de Heyting y
∨
S existe para cierto S ⊆ H entonces se

satisface la siguiente ley distributiva generalizada:

x ∧ (
∨
S) =

∨
{x ∧ y : y ∈ S}.

Luego toda álgebra de Heyting es un ret́ıculo distributivo. En particular, si H
es un ret́ıculo distributivo completo entonces H es un álgebra de Heyting si y
sólo si satisface la condición x ∧ (

∨
i∈I xi) =

∨
i∈I(x ∧ xi), para todo x ∈ H y

toda familia de elementos xi de H. Luego un ret́ıculo finito es distributivo si y
sólo si existe →.

Alternativamente, un álgebra de Heyting es un álgebra (H,∨,∧,→, 0) (es
decir, un álgebra de tipo (2, 2, 2, 0)) tal que (H,∨,∧, 0) satisface las identidades
de ret́ıculo con 0 y además se satisfacen las siguientes identidades:

(1) x ∧ (x→ y) = x ∧ y.

(2) x ∧ (x→ z) = x ∧ ((x ∧ y)→ (x ∧ z)).

(3) z ∧ ((x ∧ y)→ x) = z.

En particular tenemos que la clase de álgebras de Heyting forma una variedad.
Notemos que toda álgebra de Boole es un álgebra de Heyting. En efecto, basta
verificar que x→ y = y ∨ x.

1.2. Categoŕıas

Los conceptos de categoŕıas que utilizamos durante esta tesis se reducen
básicamente a las definiciones clásicas para definir el concepto de categoŕıas
equivalentes ([47]).

Una categoŕıa C consiste de los siguientes datos:

1. Una colección de objetos.

2. Una colección de morfismos.

3. Para cada morfismo f , un objeto dominio de f y un objeto codominio de f
(usaremos la notación f : A → B para abreviar la información: f es un
morfismo que tiene dominio A y codominio f).

4. Para cada objeto A un morfismo distinguido idA, al cual llamaremos la iden-
tidad (de A).
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5. Para cualquier par de morfismos f : A → B y g : B → C un morfismo
gf : A → C que llamaremos la composición de g con f , sujeta a las
siguientes restricciones:

a) si f : A→ B entonces idBf = f = fidA,

b) si f : A→ B, g : B → C y h : C → D entonces (hg)f = h(gf).

Diremos que un morfismo h : B → C es un monomorfismo si para todo par
f, g : A → B, hf = hg implica f = g. Diremos que h es un epimorfismo si
para todo par f, g : B → C, fh = gh implica que f = g. Diremos que h es
un isomorfismo si existe un morfismo j : B → A tal que jh = idA y hj = idB

(las definiciones de monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo que acabamos de
introducir son con respecto a una categoŕıa. En la sección Introducción definimos
monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo con respecto a una variedad).

Para cualquier categoŕıa C, definimos Cop como la categoŕıa cuyos objetos
son los mismos de C pero invierte los morfismos de C.

Dadas dos categoŕıas C y D, diremos que D es una subcategoŕıa de C si para
todo par de objetos A,B de D y todo morfismo f : A→ B en D, tenemos que
f : A→ B es un morfismo en C.

Dadas dos categoŕıas C y D, un funtor de F de C en D (notaremos F : C→
D) es una asignación, que env́ıa objetos de C en objetos de D y morfismos de C

en morfismos de D, y que satisface las siguientes condiciones:

1. Si f : A → B es un morfismo de C entonces F (f) : F (A) → F (B) es un
morfismo de D.

2. F (idA) = idF (A), para cada objeto A de C.

3. F (fg) = F (f)F (g) para todo para par de morfismos en C tal que el dominio
de f coincide con el codominio de g.

A un funtor Cop → D se lo llama contravariante de C en D.
Dada una categoŕıa C notaremos con 1C : C→ C al funtor identidad, es decir

al funtor tal que 1C(A) = A para cada A objeto de C y 1C(f) = f para cada
morfismo f de C.

Dados dos funtores F,G : C→ D, una transformación natural ξ de F en G
(notación ξ : F → G) es una asignación tal que a cada objeto A de C le asigna
una flecha ξA : F (A) → G(A) en D, cumpliendo que ξBF (f) = G(f)ξA para
cada morfismo f : A → B en C. Si cada morfismo ξA : F (A) → G(A) es un
isomorfismo entonces diremos que ξ es un isomorfismo natural entre F y G.

Dos categoŕıas C y D son equivalentes si existen funtores F : C → D, G :
D → C y dos isomorfismos naturales ξ : 1D → FG y σ : 1C → GF . Si además
para cada C ∈ C y D ∈ D vale que GF (C) = C y FG(D) = D entonces diremos
que las categoŕıas C y D son isomorfas .

Dos categoŕıas C y D son dualmente equivalentes si y sólo si C y Dop son
equivalentes.

Sea C una categoŕıa. Un producto deX,Y (si existe) es un objetoX×Y junto
con morfismos π1 : X × Y → X y π2 : X × Y → Y tales que para cada par de
morfismos f : Z → X y g : Z → Y , existe un único morfismo 〈f, g〉 : Z → X×Y
tal que π1 〈f, g〉 = f y π2 〈f, g〉 = g. Es decir, debemos pedir que el siguiente
diagrama conmute:
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Sea C una categoŕıa. Un coproducto de X,Y (si existe) es un objeto, al que
denotaremos como X

∐
Y , junto con morfismos i1 : X → X

∐
Y e i2 : Y →

X
∐
Y tales que para cada par de morfismos f : X → Z y g : Y → Z, existe un

único morfismo [f, g] : X
∐
Y → Z tal que [f, g]i1 = f y [f, g]i2 = g.

1.3. Topoloǵıa

Las nociones de topoloǵıa general utilizadas en esta tesis se restringen a
las definiciones básicas ([49]). Las propiedades utilizadas en este trabajo sobre
espacios topológicos pertenecen a la teoŕıa de espacios de Priestley y espacios
de Esakia, respectivamente.

Una topoloǵıa sobre un conjunto X es una familia σ de subconjuntos de X
cerrada bajo intersecciones finitas, uniones arbitrarias y tal que ∅,X ∈ σ. Un
espacio topológico es un par (X,σ), donde X es un conjunto y σ una topoloǵıa
sobre X. Los elementos U ∈ σ son llamados abiertos del espacio topológico
(X,σ). Un conjunto F se dirá cerrado si F c = {x ∈ X : x /∈ F} es abierto. Un
conjunto abierto y cerrado se llamará clopen. Si x ∈ X, diremos que Ux es un
entorno de x si es un conjunto abierto que contiene al elemento x.

Si A ⊆ X definimos Int(A), al cual denominaremos interior de A, como la
unión de todos los subconjuntos abiertos contenidos en A. La clausura deA, a la
que denotaremos como A, se define como la intersección de todos los conjuntos
cerrados que contienen a A. Si x ∈ X diremos que x es un punto de acumulación
(o punto ĺımite) de A si cada entorno Ux de x es tal que Ux ∩ (A − {x}) 6= ∅.
Escribiremos Al para referirnos al conjunto de puntos ĺımites de A. Si x ∈ X
diremos que x es un punto aislado de A si existe un entorno Ux de x tal que
A∩Ux = {x}. Escribiremos Aa para referirnos al conjunto de puntos aislados de
A. Las siguientes propiedades topológicas relacionan a los conjuntos que hemos
definido:

Al = A ∩ (Aa)c,

A = A ∪Al,

Int(A)c = Ac.

Si X es un conjunto, una base para una topoloǵıa sobre X es una colección B

de subconjuntos de X (llamados elementos básicos) tales que:

1. Para cada x ∈ X, hay al menos un elemento básico B que contiene a x.

2. Si x pertenece a la intersección de dos elementos básicos B1 y B2, entonces
existe un elelemento básico B3 que contiene a x y tal que B3 ⊆ B1 ∩B2.

Si B satisface estas dos condiciones, se define la topoloǵıa σ generada por B
como sigue: un subconjunto U de X se dice abierto en X, si para cada x ∈ U
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existe un elemento básico B de B tal que x ∈ B y B ⊆ U . Se puede probar que
σ es igual a la colección de todas las uniones de elementos de B (Lema 13.1 de
[49]).

Una subbase S para una topoloǵıa sobre X es una colección de subconjuntos
de X cuya unión es X. La topoloǵıa generada por la subbase S se define como
la colección σ de todas las uniones de intersecciones finitas de elementos de S
(para probar que σ es una topoloǵıa ver pág. 93 de [49]).

Dados dos espacios topológicos (X,σ) y (Y, υ), una función f : X → Y se
dirá continua si f−1(U) ∈ σ para cada U ∈ υ.

Un espacio topológico (X,σ) se dice compacto si para cada familia A de
abiertos tal que

⋃
U∈A U = X, existe una subfamilia finita B ⊆ A tal que⋃

U∈B U = X.

1.4. Dualidad de Priestley y dualidad de Esakia

En esta sección describimos brevemente la dualidad de Priestley para ret́ıcu-
los distributivos acotados ([56], [57]) y la dualidad de Esakia (o dualidad de
Heyting) para las álgebras de Heyting ([22], [48]).

Denotamos como BDL a la categoŕıa que tiene como objetos ret́ıculos dis-
tributivos acotados y como morfismos funciones entre ret́ıculos distributivos
acotados que preservan todas las operaciones del álgebra. Denotaremos como
HA a la categoŕıa cuyos objetos son álgebras de Heyting y cuyos morfismos son
funciones entre álgebras de Heyting que preservan las operaciones del álgebra.

Un espacio topológico totalmente disconexo en el orden es una terna (X,≤, σ)
tal que (X,≤) es un poset, y dados x, y ∈ X tal que x � y existe un clopen
creciente U tal que x ∈ U e y /∈ U . En tal caso diremos que (X,≤, σ) satisface
el axioma de separación de Priestley . En lo que sigue escribiremos (X,≤) en
lugar de (X,≤, σ).

Un espacio de Priestley es un espacio topológico compacto que satisface el
axioma de separación de Priestley. Un espacio topológico X es Hausdorff si para
x, y ∈ X distintos existen abiertos disjuntos U y V tales que x ∈ U e y ∈ V .
Se verifica que todo espacio de Priestley es Hausdorff y que además admite una
base de clopens.

Sean (X,≤) e (Y,≤) posets y f : (X,≤)→ (Y,≤) una función. Diremos que
f es monótona si para cada x, y ∈ X tales que x ≤ y se tiene que f(x) ≤ f(y).

Denotaremos como PS a la categoŕıa que tiene como objetos espacios de
Priestley y como morfismos funciones monótonas y continuas entre espacios de
Priestley.

Si L es un ret́ıculo distributivo acotado, X(L) denotará al conjunto de todos
los filtros primos de L. Para cada l ∈ L definimos ϕL(l) = {P ∈ X(L) : l ∈ P}.
Se define una topoloǵıa sobre X(L) considerando a

S = {ϕL(l) : l ∈ L} ∪ {ϕL(l)c : l ∈ L}

como una subbase para la misma. Con esta topoloǵıa (X(L),⊆) resulta ser un
espacio de Priestley. Si f : L → M es un morfismo en la categoŕıa de ret́ıculos
distributivos acotados entonces la aplicación X(f) : (X(M),⊆) → (X(L),⊆)
dada por X(f)(P ) = f−1(P ) es un morfismo en la categoŕıa de espacios de
Priestley. Por lo tanto tenemos definido un funtor X : BDL→ PS.
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Si (X,≤) es un espacio de Priestley, denotaremos por D(X) al conjunto
de clopens crecientes de (X,≤). Tenemos que D(X) es un ret́ıculo distributivo
acotado (considerando la unión como el supremo, la intersección como el ı́nfimo,
∅ como primer elemento y X como el último). Si f : (X,≤) → (Y,≤) es un
morfismo de espacios de Priestley entonces la aplicación D(f) : D(Y )→ D(X)
dada por D(f)(U) = f−1(U) es un morfismo de ret́ıculos distributivos acotados.
Por lo tanto tenemos definido un funtor D : PS→ BDL.

Si L es un ret́ıculo distributivo acotado entonces ϕL : L → D(X(L)) es un
isomorfismo en BDL. Si (X,≤) es un espacio de Priestley entonces la función
ǫX : (X,≤) → (X(D(X)),⊆) dada por ǫX(x) = {U ∈ D(X) : x ∈ U} es un
isomorfismo en PS.

Teorema 1.4.1. Los funtores X y D establecen una equivalencia dual entre las
categoŕıas BDL y PS.

Llamaremos al resultado previo dualidad de Priestley . La misma se restringe
a la categoŕıa de álgebras de Heyting.

Si (X,≤) es un poset y U ⊆ X, definimos

(U ] = {x ∈ X : x ≤ u, para algún u ∈ U},

[U) = {x ∈ X : x ≥ u, para algún u ∈ U}.

Si x ∈ X escribiremos (x] en lugar de ({x}] y [x) en lugar de [{x}). Si U, V ⊆ X
son crecientes entonces definimos el siguiente subconjunto creciente de X:

U → V = (U ∩ V c]c. (1.1)

El conjunto de crecientes de X, denotado como X+, con la unión como supremo,
la intersección como el ı́nfimo, la implicación dada por la ecuación (1.1) y el
conjunto vaćıo como primer elemento forma un álgebra de Heyting.

Diremos que (X,≤) es un espacio de Esakia (o de Heyting) si es un espacio
de Priestley tal que para cada U ∈ D(X) vale que (U ] es clopen (esto equivale
a pedir que para cada abierto U , (U ] sea abierto). Sea f : (X,≤)→ (Y,≤) una
función monótona. Esta función se dirá p-morfismo si para cada para x ∈ X
y z ∈ Y tales que f(x) ≤ z, existe y ∈ X tal que x ≤ y y f(y) = z (alterna-
tivamente, si para cada A ⊆ Y vale que f−1((A]) = (f−1(A)]). Denotaremos
como HS la categoŕıa que tiene como objetos espacios de Esakia y como mor-
fismos funciones entre espacios de Esakia tales que son monótonas, continuas y
p-morfismos.

Restringiendo la dualidad de Priestley se obtiene el siguiente

Teorema 1.4.2. Los funtores X y D establecen una equivalencia dual entre las
categoŕıas HA y HS.

El resultado previo es conocido con el nombre de dualidad de Esakia (o
dualidad de Heyting) . En particular, si (X,≤) es un espacio de Esakia entonces
la implicación del álgebra de Heyting D(X) está dada por la ecuación (1.1).
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Caṕıtulo 2

El conectivo sucesor en el

intuicionismo

2.1. Reseña histórica

Consideremos una axiomatización para el cálculo proposicional clásico. El
lenguaje es construido recursivamente por una cantidad numerable de variables
π1,... ,πn,... y los conectivos ∧, ∨,→,¬ en el modo usual. La única regla de
deducción es modus ponens y los esquemas de axiomas son los siguientes:

(1) α→ (β → α),
(2)(α→ (β → γ))→ ((α→ β)→ (α→ γ)),
(3) α ∧ β → α,
(4) α ∧ β → β,
(5) α→ (β → (α ∧ β)),
(6) α→ (α ∨ β),
(7) β → (α ∨ β),
(8) (α→ γ)→ ((β → γ)→ ((α ∨ β)→ γ)),
(9) (α→ β)→ ((α→ ¬β)→ ¬α),
(10) ¬¬α→ α.

Si reemplazamos el axioma (10) por el axioma ¬α→ (α→ β), obtenemos
una axiomatización para el cálculo proposicional intuicionista, al que denotare-
mos como IPC (ver [58], [59]). Definimos α ≡ β si y sólo si α→ β y β → α son
teoremas de IPC. Luego, ≡ es una relación de equivalencia en el conjunto de
fórmulas del intuicionismo. Podemos definir entonces operaciones en el cociente
del modo usual, obteniendo aśı el álgebra de Lindenbaum del IPC. Notemos que
los axiomas involucrados son transformados en identidades que valen en todas
las álgebras de Heyting. De la definición resulta inmediato que el álgebra de
Lindenbaum del IPC es un álgebra de Heyting.

El cálculo IS , estudiado por Kuznetsov en el art́ıculo [41] y anunciado
primero en [40] (ver también [30], [50] y [64]), se obtiene a partir del cálcu-
lo IPC junto con una regla de sustitución dada por un conectivo unario S y
agregando los siguientes esquemas de axiomas:

(S1) α→ S(α),
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(S2) (S(α)→ α)→ α,

(S3)∗ ((β → α)→ β)→ (S(α)→ β).

El axioma (S3)∗ puede ser reemplazado por el axioma

(S3) S(α)→ (β ∨ (β → α)),

que da un cálculo equivalente a IS (este conectivo va a ser denominado sucesor
debido a que Caicedo y Cignoli observaron en conversaciones que era el sucesor
en algebras de Heyting lineales). Esta variante fue construida, luego de varias
discusiones preliminares (ver el final del trabajo [63]) en mayo de 1977. La posi-
bilidad de reemplazar la ecuación (S3)∗ por (S3) fue observada por Kuznetsov
en diciembre de 1977. Asimismo descubrió que en IS se pod́ıan deducir las
fórmulas

(α→ β)→ (S(α)→ S(β)), (α↔ β)→ (S(α)↔ S(β)).

Por ejemplo, la validez de la segunda de estas fórmulas permitió, desde el punto
de vista algebraico, establecer la propiedad de compatibilidad del sucesor en
todas las álgebras de Heyting donde existe ([11]).

La interpretación básica del cálculo IS se remonta al intento de Gödel ([30])
de interpretar la lógica IPC v́ıa una inmersión en una lógica modal, la cual
sistemáticamente utiliza la modalidad demostrable y refleja la idea intuicionista
de que la verdad de las proposiciones matemáticas está en su demostrabilidad.
Esta inmersión, luego trabajada en más detalle por Tarski y Novikov, quedó sin
una interpretación precisa de la modalidad demostrable, dado que Gödel mismo
ya hab́ıa observado en [30] que el intentar interpretar directamente esto como
una derivabilidad formal en la aritmética de Peano PA tráıa dificultades debido
a la incompletitud de PA (ver también el Teorema de Löb [32]). Trabajos pos-
teriores respecto del cálculo IS y su contraparte algebraica pueden consultarse
en [51], [52], [53] y [61].

La lógica intuicionista ha adquirido una importancia adicional a partir del
descubrimiento de sus relaciones con la teoŕıa de categoŕıas, especialmente con
la teoŕıa de topos. Un problema que se plantea naturalmente es el de encontrar
el análogo intuicionista de las funciones booleanas de la lógica clásica o, en otras
palabras, una definición adecuada de conectivo intuicionista. Se han propuesto
varias definiciones de conectivos intuicionistas, partiendo en cada caso de distin-
tos puntos de vista. Gabbay y su escuela se basan en consideraciones puramente
sintácticas, mientras que Caicedo llega a su definición a partir de la semánti-
ca dada por los haces sobre espacios topológicos, o, más generalmente, por los
topos de Grothendieck. Caicedo y Cignoli han estudiado en [11] el concepto
mencionado desde el punto de vista de la semántica algebraica natural, o sea, la
de las álgebras de Heyting. Las funciones que merecen el nombre de conectivo
intuicionista, ya sea desde el punto de vista de Gabbay o de Caicedo, satisfacen
cierta propiedad básica que, mirada desde el punto de vista algebraico, expresa
la compatibilidad de dichas funciones con todas las congruencias en cada álgebra
de Heyting dada (en donde puedan definirse dichas funciones). Caicedo y Cig-
noli estudiaron extensiones axiomáticas de la lógica intuicionista por conectivos
impĺıcitos en relación a la completitud algebraica (en el sentido de [11]), que de-
pende de la compatibilidad de las funciones asociadas a los conectivos dados. En
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particular, estudiaron el conectivo impĺıcito sucesor. Algunas preguntas abier-
tas (que se desprenden de [11]) son las siguientes: para una lógica intermedia I
dada, ¿es cierto que I admite una completación al agregar S? ¿Qué ocurre si I
es la lógica intuicionista?

En el año 2006 Leo Esakia estudió al sucesor en el art́ıculo [23] desde enfoques
lógicos, algebraicos, topológicos y categoriales (ver también [54]).

2.2. Propiedades lógicas y algebraicas

Comenzamos estableciendo en marco teórico necesario para expresar algunas
de las propiedades del sucesor (como conectivo intuicionista, desde la lógica, y
como función, desde el álgebra). Las definiciones y propiedades que se enuncian
a continuación fueron extráıdas de [11]. Por otro lado, las mismas son necesarias
para el desarrollo de este trabajo.

Sea L el lenguaje de fórmulas del IPC, construido en el modo usual con los
śımbolos de los conectivos →, ∧, ∨, ¬, correspondientes a la implicación, con-
junción, disyunción y negación, respectivamente, y las variables proposicionales
πi, i = 0, 1, .... Escribiremos ϕ↔ ψ como abreviatura para (ϕ→ ψ)∧ (ψ → ϕ).

Sea ∇ un śımbolo de conectivo nuevo (de aridad arbitraria), y L(∇) deno-
tará el lenguaje proposicional obtenido agregando ∇ en las reglas de formación
de fórmulas. Para cada conjunto de fórmulas A(∇) ⊆ L(∇), le asociamos el
sistema axiomático teniendo a A(∇) ∪ I como esquema de axiomas, donde I es
un sistema completo para el IPC (como el dado por ejemplo en [58] y [59]), con
sustitución en los esquemas de axiomas y Modus Ponens como únicas reglas.
Sólo consideraremos este tipo de sistemas. Dada Γ ∪ {ϕ} ⊆ L(∇), la notación
Γ ⊢A(Φ) ϕ indicará que ϕ es deducible (o derivable) de Γ en este cálculo. Es-
cribiremos ⊢A(∇) ϕ si Γ = ∅. Es inmediato que el teorema de la deducción se
satisface:

Γ ∪ {α} ⊢A(∇) ϕ implica Γ ⊢A(∇) α→ ϕ.

Cada fórmula ϕ ∈ L(∇) pude ser vista como un término en el tipo τ ∪∇ de
álgebras de Heyting aumentadas con el conectivo ∇ de śımbolo de operación,
en las variables πi. Por lo tanto, a cada extensión A(∇) del cálculo intuicionista
le podemos asociar el sistema de ecuaciones E(∇) = {ϕ = 1 : ϕ ∈ A(∇) ∪ I}, y
la correspondiente variedad de álgebras de Heyting

V (A(∇)) = V (E(∇)).

Definición 2.2.1. (Def. 4.2 of [11]) Un conjunto de fórmulas A(∇) se dirá que
define axiomáticamente un conectivo ∇ si vale que

⊢A(∇)∪A(∇̂) ∇(π1, ..., πn)↔ ∇̂(π1, ..., πn),

donde ∇̂ es un conectivo n-ario nuevo y A(∇̂) = {ϕ(∇/∇̂) : ϕ ∈ A(∇)}.

Si A(∇) define axiomáticamente un conectivo, escribiremos IPC∇ para el
cálculo proposicional intuicionista con los axiomas adicionales dados por las
fórmulas de A(∇). Para la lógica IPC∇ consideraremos la variedad V (A(∇)).

Sea ∇ un śımbolo de conectivo nuevo (de aridad arbitraria). Como L(∇)
con las operaciones sintácticas es el álgebra libre absoluta de tipo τ ∪ {∇}
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sobre el conjunto de variables proposicionales Π = {π1, π2, ...}, toda función
v : Π → Dominio(H) con H ∈ V (A(∇)) (llamada H-valuación) puede ser
extendida a un único homomorfismo v : F → H. Luego podemos definir para
cada conjunto Γ ∪ {ϕ} ⊆ L(∇) una relación de consecuencia algebraica como
sigue:

Definición 2.2.2. Γ 
A(∇) ϕ si y sólo si para cadaH ∈ V (A(∇)) yH-valuación
v: v(γ) = 1 para todo γ ∈ Γ implica que v(ϕ) = 1.

Es sencillo chequear, por inducción en la longitud de las demostraciones, que
⊢A(∇) es correcta con respecto a esta semántica. Esto es,

(CT ) Γ ⊢A(∇) ϕ implica que Γ 
A(∇) ϕ.

En particular, ⊢A(∇) ϕ implica que ϕ = 1 es una ecuación en la variedad
V (A(∇)). La rećıproca de (CT ), la completud algebraica fuerte de ⊢A(∇), no es
en general verdadera.

Teorema 2.2.3. (Teorema 4.1 de [11]) Las siguientes condiciones son equiva-
lentes para cada A(∇) ⊆ L(∇):

(1) ⊢A(∇) es fuertemente completo para la relación de consecuencia algebraica.
Es decir, Γ 
A(∇) ϕ implica que Γ ⊢A(∇) ϕ, para todo Γ ∪ {ϕ} ⊆ L(∇).

(2) Para cada α1, ..., αn, β1, ..., βn se verifica

⊢A(∇)

n∧

i=1

(αi ↔ βi)→ (∇(α1, ..., αn)↔ ∇(β1, ..., βn))

Teorema 2.2.4. (Teorema 4.2 de [11]) Si A(∇) define axiomáticamente un
conectivo entonces se satisface la condición (2) del Teorema 2.2.3.

Diremos que A(∇) es una extensión conservadora del intuicionismo o, más
generalmente, de una lógica intermedia I, si ⊢A(∇) I, y ⊢A(∇) ϕ implica que
⊢I ϕ para cada ϕ ∈ L.

Diremos que ∇ satisface la propiedad de la disyunción si ⊢A(∇) (ϕ ∨ ψ)
implica que ⊢A(∇) ϕ ó ⊢A(∇) ψ.

Definición 2.2.5. Si A(∇) define axiomáticamente un conectivo ∇ y este es
una extensión conservadora de una lógica intermedia I entonces diremos que ∇
es un conectivo impĺıcito de I . Si además se satisface que

0A(∇) ∇(π1, ..., πn)↔ ϕ,

para cada ϕ ∈ L, diremos que ∇ es un conectivo impĺıcito nuevo de I.

Un conjunto de ecuaciones E(h) en el lenguaje de álgebras de Heyting au-
mentada con el śımbolo de función n-aria h se dirá que define una operación
impĺıcita de álgebras de Heyting si para cada álgebra de Heyting H hay a lo
sumo una función hH : Hn → H (esto es equivalente a decir que E(h) de-
fine impĺıcitamente h). La función h se dirá que define una operación impĺıcita
compatible si todas las hH son compatibles.
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Corolario 2.2.6. (Corolario 4.3 de [11]) Si un conjunto de fórmulas A(∇)
define axiomáticamente un conectivo entonces el correspondiente conjunto de
ecuaciones define un operador impĺıcito compatible de álgebras de Heyting. Más
aún, el sistema ⊢A(∇) es fuertemente completo.

Denominaremos A(S) al conjunto que tiene como elementos los axiomas
dados por (S1), (S2) y (S3). En [11] se prueban los siguientes hechos:

(1) A(S) es una extensión conservadora de la lógica intuicionista.

(2) ⊢A(S) tiene la propiedad de la disyunción.

(3) A(S) define axiomáticamente un conectivo S, de lo cual se desprende que
⊢A(S) es fuertemente completo. En particular, la lógica IS es correcta y
completa.

(4) A(S) define un conectivo impĺıcito nuevo.

(5) Sea Ln una axiomatización de la lógica intermedia con valores en Hn, la
cadena de Heyting de longitud n, para n ≥ 3 (ver [31], [45], [62]). La lógica
Ln + S la definimos como la unión de Ln junto con el sistema de axiomas
A(S) para el conectivo S. Tenemos que el sistema Ln + S es una extensión
conservadora de Ln, fuertemente completa para valuaciones en el álgebra
(Hn, S) (S resulta ser un conectivo impĺıcito sobre Ln). Más aún, todo
conectivo impĺıcito nuevo sobre Ln + S es equivalente en este sistema a
una combinación de ∧, ∨, →, ¬ y S (Teorema 6.1 de [11]).

(7) El sistema de ecuaciones asociado a los axiomas (S1), (S2) y (S3) define
un operador impĺıcito compatible S de álgebras de Heyting.

(8) La función S no es un término, ya que no existe en toda álgebra de Heyting
(por ejemplo no existe en el intervalo real [0, 1]).

Cabe destacar que la tercera propiedad dada en los ı́tems previos puede
extenderse al caso de lógicas intermedias con el conectivo S.
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Caṕıtulo 3

Operadores frontales sobre

álgebras de Heyting

Un operador frontal en un álgebra de Heyting es un operador expansivo que
preserva ı́nfimos finitos el cual satisface además la ecuación

τ(x) ≤ y ∨ (y → x).

Los operadores frontales son siempre compatibles, pero no necesariamente nuevos
o impĺıcitos en el sentido de Caicedo y Cignoli ([11]). Entre los ejemplos conoci-
dos de operadores frontales impĺıcitos se hallan las funciones γ (Ejemplo 3.1 de
[11]), el sucesor (Ejemplo 5.2 de [11]), y la operación de Gabbay (Ejemplo 5.3
de [11]).

En este caṕıtulo estudiaremos una dualidad para la categoŕıa de álgebras de
Heyting frontales (basándonos en la dualidad de Esakia) y en particular para las
subcategoŕıas de álgebras de Heyting con cada uno de los operadores impĺıcitos
dados como ejemplos. La mayor parte de los resultados que expondremos fueron
publicados en [16].

3.1. Introducción

Si consideramos al intuicionismo y a los cálculos proposicionales intermedios
como lógicas con valores de verdad en álgebras de Heyting, es natural considerar
nuevos conectivos para estas lógicas como operaciones en álgebras. En particular
nos interesamos por el cálculo considerado por Esakia en [23], llamado cálculo de
Heyting modalizado mHc, el cual consiste en aumentar el cálculo proposicional
de Heyting con un operador modal. Los modelos algebraicos de mHc son álge-
bras de Heyting con un operador unario sujeto a identidades adicionales. Estas
identidades deben ser la contraparte algebraica de los axiomas que el operador
modal satisface en la lógica.

Un operador frontal τ en un álgebra de Heyting es un operador unario que
satisface las siguientes ecuaciones:

(f1) τ(x ∧ y) = τ(x) ∧ τ(y),

(f2) x ≤ τ(x),
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(f3) τ(x) ≤ y ∨ (y → x).

Un álgebra de Heyting frontal es un álgebra (H,∧,∨,→, τ, 0), en donde τ
es un operador frontal. Para las álgebras de Heyting frontales (H,∧,∨,→, τ, 0)
escribiremos (H, τ) para abreviar.

Observación 3.1.1. Notemos que las ecuaciones (f1) y (f2) son equivalentes
a (f2) junto con la ecuación adicional

(a) τ(x→ y) ≤ τ(x)→ τ(y).

En efecto, supongamos que (f1) y (f2) valen. Luego por (f1) se tiene que
τ(x→ y) ≤ τ(x)→ τ(y) (ya que τ es monótona). Rećıprocamente, supongamos
que valen las ecuaciones (f2) y (a). En particular resulta que τ es monótona.
Para probarlo consideremos x ≤ y, es decir, x → y = 1. Por (f2) y (a) resulta
que 1 = x → y ≤ τ(x → y) ≤ τ(x) → τ(y), es decir, τ(x) → τ(y) = 1. Esto
último es equivalente a decir que τ(x) ≤ τ(y). Como τ es monótona resulta que
vale la ecuación τ(x ∧ y) ≤ τ(x) ∧ τ(y). Por otro lado, dado que x→ y = x→
(x ∧ y) e y → x = y → (x ∧ y) tenemos por (f2) que

τ(x) ∧ τ(x→ y) ≤ τ(x ∧ y),

τ(y) ∧ τ(y → x) ≤ τ(x ∧ y).

Tomando ı́nfimo en ambos miembros y utilizando la monotońıa de τ llegamos a
que τ(x) ∧ τ(y) ≤ τ(x ∧ y).

Sean X un espacio topológico y A un subconjunto de X. Si δ(A) = Al, el
operador dual τ (co-derivado) será definido como sigue: τ(A) es el conjunto de
todos los puntos frontales de A, en donde x es un punto frontal de A si existe
un entorno Ux de x tal que Ux ⊆ A ∪ {x}. El álgebra de Heyting H(X) de
todos los abiertos de un espacio topológico X junto con el operador τ definido
previamente forma un álgebra de Heyting frontal, en donde si A,B ∈ H(X)
entonces A→ B = Int (B ∪Ac). Para más detalles ver [23].

Para cada A ∈ H(X) se verifica que

τ(A) = A ∪ (Ac)a.

En efecto, sea x ∈ τ(A) − A. Veamos que x es un punto aislado de Ac.
Tenemos que existe Ux entorno de x tal que Ux ⊆ A∪{x}, por lo cual Ux∩A

c =
{x}. Luego, x es un punto aislado aislado de Ac. Rećıprocamente consideremos
x ∈ (A∪ (Ac)a)−A, es decir, x un punto aislado de Ac. Luego existe un abierto
U tal que U ∩ Ac = {x}. De este modo tenemos que U = U ∩ (A ∪ Ac) =
(U ∩A) ∪ {x} ⊆ A ∪ {x}. Por lo tanto x es un punto frontal de A.

Si (X,≤) es un poset y A ⊆ X, AM denotará al conjunto de elementos maxi-
males de A. Dado un poset (X,≤) podemos considerar H(X) = X+, obteniendo
aśı la siguiente correspondencia:

Espacio topológico H(X) Caso particular X+

Abiertos Crecientes
Cerrados Decrecientes

Entornos de x Crecientes que contienen a [x)
Int(A) {x ∈ X : [x) ⊆ A} = (Ac]c

A {x ∈ X : [x) ∩A 6= ∅} = (A]
Al {x ∈ X : ([x)− {x}) ∩A 6= ∅}
Aa AM
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Probaremos que si A ⊆ X entonces Aa = AM . Sea x ∈ AM , con lo cual
[x)∩Va = {x} y por ende x ∈ Va. Rećıprocamente sea x ∈ Va, con lo cual existe
Ux entorno de x tal que Ux ∩ V = {x}. Sea x ≤ y con y ∈ V . En particular
y ∈ [y) ∩ V ⊆ [x) ∩ V = {x}, es decir y = x.

Observación 3.1.2. Si X es un espacio topológico podemos definir el operador
� : H(X)→ H(X) como �(A) =

⋃
x∈X Int(A ∪ {x}) ([53]). Notemos que si A

es un abierto de X entonces �(A) = τ(A). En efecto, la inclusión τ(A) ⊆ �(A)
es inmediata. Rećıprocamente sea y ∈ �(A), por lo cual existe x ∈ X tal que
y ∈ Int(A ∪ {x}). Luego existe un entorno Uy de y tal que Uy ⊆ A ∪ {x}. Si
y ∈ A entonces y ∈ τ(A). Sea y /∈ A. Vamos a probar que Uy ⊆ A ∪ {y}.
Consideremos z ∈ Uy, lo que implica que z ∈ A ∪ {x}. Si z ∈ A entonces
z ∈ A ∪ {y}. Sea z /∈ A, por lo cual z = x. Como y ∈ Uy e y /∈ A se tiene
que y = x, es decir, x = y = z ∈ {y} ⊆ A ∪ {y}. Por lo tanto y ∈ τ(A) y en
consecuencia �(A) ⊆ τ(A).

Observación 3.1.3. Dado un poset (X,≤) podemos considerar el álgebra de
Heyting H(X) = X+. Si U, V ∈ X+ entonces U → V = (U ∩ V c]c. Para cada
U ∈ X+, si τ(U) denota el conjunto de puntos frontales de U entonces vale la
igualdad

τ(U) = U ∪ (U c)M .

La clase de todas las álgebras de Heyting frontales será denotada como fHA.
Esta clase puede ser vista como una categoŕıa, en la cual los objetos son álgebras
de Heyting frontales y los morfismos son homomorfismos de álgebras de Heyting
que preservan el operador frontal.

En [11] (Lema 2.1) se probó que una función h : H → H (donde H es un
álgebra de Heyting) es una función compatible de H si y sólo si h(x ∧ y) ∧ y =
h(x) ∧ y, para cada x, y ∈ H (de modo alternativo, h es compatible si y sólo si
x↔ y ≤ h(x)↔ h(y) para cada x, y ∈ H). Por esta razón tenemos que si (H, τ)
es un álgebra de Heyting frontal, τ es una función compatible de H, por (f1) y
(f2).

En el caso de que un operador impĺıcito τ sea frontal diremos que (H, τ) es
una τ -álgebra. Para cada τ impĺıcita particular, τHA denotará la subcategoŕıa
de fHA cuyos objetos son τ -álgebras.

En este caṕıtulo daremos una condición suficiente para que un operador sea
frontal y estudiaremos algunos ejemplos de ellos: S, γ y G (ver [11]). Además
probaremos algunas propiedades de estas funciones. Luego construiremos una
dualidad de tipo Priestley para la categoŕıa fHA. Finalmente, como aplicación,
daremos una sencilla descripción de la teoŕıa de representación de las álgebras
de Heyting con cada uno de los operadores frontales dados como ejemplos.

El caso particular de la teoŕıa de representación que daremos para las S-
álgebras nos será de gran utilidad para esta tesis.

3.2. Algebras de Heyting frontales

En esta parte del trabajo daremos una condición necesaria y suficiente para
que un operador resulte frontal y estudiaremos algunos ejemplos de ellos. Note-
mos que para cada álgebra de Heyting H existe al menos una función τ : H → H
tal que el álgebra (H, τ) es un álgebra de Heyting frontal: la función identidad.
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Proposición 3.2.1. Sean H un álgebra de Heyting y P : H × H → H una
función tal que satisface las siguientes condiciones para cada x, y, z ∈ H:

(a) x ≤ P (x, y),

(b) P (x, y) ≤ y ∨ (y → x),

(c) P (x ∧ y, z) = P (x, z) ∧ P (y, z),

(d) Si y ≥ z entonces P (x, y) ≤ P (x, z).

Si τ : H → H dada por

τ(x) = min{y ∈ H : P (x, y) ≤ y}

define una función entonces τ es un operador frontal. Rećıprocamente, si τ :
H → H es un operador frontal entonces existe una función P : H ×H → H tal
que satisface las condiciones (a)-(d) y tal que τ(x) = min{y ∈ H : P (x, y) ≤ y}.

Demostración. ⇒) Por (a) tenemos que x ≤ P (x, τ(x)) ≤ τ(x), con lo cual
x ≤ τ(x). Por (b) se tiene que

P (x, y ∨ (y → x)) ≤ y ∨ (y → x) ∨ ((y ∨ (y → x))→ x)) = y ∨ (y → x),

por lo cual τ(x) ≤ y ∨ (y → x). Por (c) tenemos que si z ≤ w entonces
P (z, τ(w)) ≤ P (w, τ(w)) ≤ τ(w) y por ende τ(z) ≤ τ(w). Como τ es monótona
tenemos que τ(x ∧ y) ≤ τ(x) ∧ τ(y). Por otro lado, tenemos que

τ(x) ≤ τ(x ∧ y) ∨ P (x, τ(x ∧ y)), (3.1)

τ(y) ≤ τ(x ∧ y) ∨ P (y, τ(x ∧ y)). (3.2)

En efecto, por (d) tenemos que P (x, a∨P (x, a)) ≤ a∨P (x, a) y P (x, b∨P (y, b)) ≤
b∨P (y, b), para cada a, b ∈ H (en particular vale para a = b = τ(x∧y)). Toman-
do ı́nfimo en ambos miembros de las desigualdades (3.1) y (3.2) obtenemos,
utilizando (c), que τ(x) ∧ τ(y) ≤ τ(x ∧ y). Por lo tanto τ(x) ∧ τ(y) = τ(x ∧ y).
⇐) Basta considerar P (x, y) = τ(x).

El sistema E(S) que consiste de las siguientes ecuaciones dadas en [11] define
una operación impĺıcita compatible S de álgebras de Heyting:

(S1) x ≤ S(x),

(S2) S(x) ≤ y ∨ (y → x),

(S3) S(x)→ x = x.

La operación S será llamada función sucesor . Equivalentemente, el sucesor
puede ser definido como

S(x) = min {y : y → x ≤ y}.

Es decir: si consideramos un álgebra de Heyting que admite sucesor entonces
para cada x existe el mı́nimo del conjunto {y : y → x ≤ y} y además S(x) =
min {y : y → x ≤ y}; rećıprocamente, si consideramos un álgebra de Heyting
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tal que para cada x existe el mı́nimo del conjunto {y : y → x ≤ y} entonces
existe función sucesor y además S(x) = min {y : y → x ≤ y}.

Para probar esto recordemos que en toda álgebra de Heyting vale el siguiente
hecho:

y → x ≤ y sii y → x = x y x ≤ y. (3.3)

Para cada x podemos definir el conjunto

Sx = {y : y → x ≤ y}.

Supongamos que S(x) satisface las ecuaciones (S1), (S2) y (S3). Por (S1) y (S3)
tenemos que S(x) ∈ Sx. Si y ∈ Sx entonces por (S2) tenemos que S(x) ≤ y ∨
(y → x) = y, con lo cual S(x) = min Sx. Rećıprocamente, sea S(x) = min Sx.
Como S(x) ∈ Sx, por (3.3), las ecuaciones (S1) y (S3) valen. Notemos que
(y ∨ (y → x))→ x ≤ y ∨ (y → x), con lo cual S(x) ≤ y ∨ (y → x). Por lo tanto
vale (S2).

Notemos que las ecuaciones (S1) y (S3) equivalen a la ecuación

S(x)→ x ≤ S(x).

Como consecuencia de la Proposición 3.2.1 y el hecho de que para S, P (x, y) =
y → x, tenemos el siguiente

Lema 3.2.2. Sea H un álgebra de Heyting tal que la función S existe. Luego
para cada x, y ∈ H vale que S(x ∧ y) = S(x) ∧ S(y).

Como consecuencia del lema previo, tenemos la siguiente

Proposición 3.2.3. La función sucesor está también impĺıcitamente definida
por las ecuaciones (f1),(f2), (f3) y (S3).

Ejemplo 3.2.4. Si consideramos una cadena finita, o el conjunto de los números
naturales con un top (con la estructura usual de álgebra de Heyting), tenemos
que

S(x) =

{
x+ si x 6= ω
ω si x = ω,

en donde x+ es el siguiente de x y ω representa al último elemento del
álgebra. Más áun, si C es un álgebra de Heyting tal que es una cadena entonces
C admite sucesor si y sólo si para cada x 6= 1 el conjunto Cx admite mı́nimo,
siendo Cx = {y : y > x}. Dado que S1 = {1}, para probar la afirmación anterior
bastaŕıa ver que para cada x 6= 1 vale que Sx = Cx. Tenemos que y ∈ Sx sii
y → x = x y x ≤ y sii x = y = 1 ó y > x sii y > x sii y ∈ Cx.

Para un álgebra de Heyting dada escribiremos ¬x en lugar de x→ 0.

El sistema E(γ), que consiste de las siguientes ecuaciones dadas en [11] define
una operación impĺıcita compatible γ de álgebras Heyting:

(γ1) ¬γ(0) = 0,

(γ2) γ(0) ≤ (x ∨ ¬x),
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(γ3) γ(x) = x ∨ γ(0).

La operación γ será llamada función gamma.

Para cada x definimos el conjunto

γx = {y : ¬y ∨ x ≤ y}.

De un modo equivalente, esta operación puede ser definida como

γ(x) = min γx.

En efecto, supongamos que γ satisface las ecuaciones (γ1)-(γ3). Por (γ1) y
(γ3) tenemos que ¬γ(x)∨x = (¬x∧¬γ(0))∨x = x ≤ γ(x), con lo cual γ(x) ∈ γx.
Si y ∈ γx entonces por (γ2) y (γ3) tenemos que γ(x) = x∨γ(0) ≤ x∨y∨¬y = y,
es decir, γ(x) ≤ y. Rećıprocamente veremos que γ(x) = min γx satisface (γ1)-
(γ3). Como γ(0) ∈ γ0 tenemos que ¬γ(0) ≤ γ(0), es decir, ¬γ(0) = 0. Además
como x ∨ ¬x ∈ γ0 tenemos que vale (γ2). Finalmente tenemos que x ≤ γ(x)
(se deduce de que γ(x) ∈ γx) y que γ(0) ≤ γ(x) (esta condición se deduce de
la monotońıa de γ. Si x1 ≤ x2 entonces γx2

≤ γx1
, lo que a su vez implica que

γ(x1) ≤ γ(x2)). Por lo tanto x∨γ(0) ≤ γ(x). Para la otra desigualdad utilizamos
el hecho de que x ∨ γ(0) ∈ γx.

La siguiente proposición es inmediata.

Proposición 3.2.5. Sea H un álgebra de Heyting. La función γ está tam-
bién impĺıcitamente definida por las ecuaciones (f1), (f2), (f3) y las siguientes
ecuaciones adicionales:

(γ4) ¬γ(0) = 0,

(γ5) γ(x) ≤ x ∨ γ(0).

El sistema E(G), que consiste de las siguientes ecuaciones dadas en [26],
definen una operación impĺıcita compatible G de álgebras Heyting:

(G1) G(x) ≤ y ∨ (y → x),

(G2) x→ y ≤ G(x)→ G(y),

(G3) x ≤ G(x),

(G4) G(x) ≤ ¬¬x,

(G5) G(x)→ x ≤ ¬¬x→ x.

Esta operación será llamada función de Gabbay . En [65] se probó que (G2)
es consecuencia de las restantes ecuaciones. De un modo equivalente, G puede
ser definida como la función unaria

G(x) = min {y : (y → x) ∧ ¬¬x ≤ y}.

Para probar este hecho recordemos que en toda álgebra de Heyting vale la
siguiente propiedad:

(y → x) ∧ ¬¬x ≤ y sii y → x ≤ ¬¬x→ x y x ≤ y. (3.4)

30



Sea
Gx = {y : (y → x) ∧ ¬¬x ≤ y}.

Luego por (3.4) concluimos que Gx = {y : y → x ≤ ¬¬x → x y x ≤ y}.
Supongamos que G existe. Por (G3) y (G5) tenemos que G(x) ∈ Gx. Si y ∈ Gx

entonces por (G1) y (G4) conclúımos que G(x) ≤ (y∧¬¬x)∨((y → x)∧¬¬x) ≤
(y∧¬¬x)∨y = y, aśı que G(x) = min Gx. Rećıprocamente, sea G(x) = min Gx.
Luego (G1) y (G5) es consecuencia de que G(x) ∈ Gx. Como ¬¬x ∈ Gx tenemos
que (G4) vale. Como x ≤ y ∨ (y → x) y (y ∨ (y → x))→ x ≤ ¬¬x→ x se tiene
que y ∨ (y → x) ∈ Gx, por lo cual (G1) vale.

Teniendo en cuenta la Proposición 3.2.1 y el hecho de que para G, P (x, y) =
(y → x) ∧ ¬¬x, se concluye el siguiente

Lema 3.2.6. Sea H un álgebra de Heyting tal que la función G existe. Luego
para cada x, y ∈ H, G(x ∧ y) = G(x) ∧G(y).

Observación 3.2.7. La función de Gabbay está impĺıcitamente definida por las
ecuaciones (f1), (f2), (f3), (G4) y (G5).

Tenemos otra posible caracterización para la función de Gabbay, que es la
que se enuncia a continuación:

Proposición 3.2.8. Sea H un álgebra de Heyting. La función de Gabbay existe
si y sólo si satisface las ecuaciones de operador frontal junto con la ecuación
adicional

G(x)→ x = ¬¬x→ x. (3.5)

Demostración. Sea G la función de Gabbay. En virtud del Lemma 3.2.6, G es
un operador frontal. Por (G4) y (G5) se tiene que G(x) → x = ¬¬x → x.
Rećıprocamente, sea G un operador frontal que satisface además la ecuación
(3.5). Sólo necesitamos probar la ecuación (G4). Tenemos queG(¬¬x)→ ¬¬x =
1, con lo cual G(¬¬x) ≤ ¬¬x. Por (f1) se tiene que G es monótona, lo cual
implica que G(x) ≤ G(¬¬x) ≤ ¬¬x.

En [11] Caicedo y Cignoli probaron que las funciones γ y G son definibles
en términos de S como

γ(x) = x ∨ S(0) y G(x) = S(x) ∧ ¬¬x.

Más aún, probaron que G y γ definen a S como

S(x) = G(x) ∨ γ(x).

La función S no es definible a partir de G ó de γ. Para verlo consideremos el
álgebra de Heyting totalmente ordenada He = N0 ∪ {α, β} obtenida al agregar
dos nuevos elementos α, β al conjunto de números naturales con cero N0, de
modo tal que n < α < β para todo n ∈ N0. En el álgebra de Heyting Hop

e (el
álgebra de Heyting He con el orden inverso) existe γ pero no S. Consideremos
el álgebra de Heyting N0 ∪ {ω}, siendo n < ω para todo n ∈ N0. En el álgebra
de Heyting (N0 ∪ {ω})

op (el álgebra de Heyting N0 ∪ {ω} con el orden inverso)
hay G pero no hay S.

Las funciones G y γ no son mutuamente definibles: en (N0 ∪ {ω})
op hay G

pero no hay γ y en Hop
e hay γ pero no hay G.
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El sucesor existe en todas las álgebras de Heyting finitas. Este hecho es
mencionado en [11]; un modo alternativo de probarlo seŕıa verificando que si
H es un álgebra de Heyting y x ∈ H entonces Sx es un filtro (para ello ver
proposiciones 4 y 5 de [23]). Como S existe en toda álgebra de Heyting finita
tenemos que γ y G también existen en toda álgebra de Heyting finita.

Consideremos la función unaria compatible definida sobre He como (ver
Ejemplo 2.1 de [11]):

f(x) =

{
α si x es par o x = α,
β si x es impar o x = β.

En [11] se probó que f es una función compatible que no es un polinomio,
con lo cual variedad de álgebras de Heyting no es af́ın completa.

El siguiente lema nos permite demostrar que el álgebra de Heyting He en-
riquecida en su lenguaje por ciertos operadores frontales impĺıcitos no es af́ın
completa.

Lema 3.2.9. Si p es un polinomio en (He, S) entonces existen n y x0 ∈ N0

tales que p(x) = S(n)(x) para cada x0 ≤ x ∈ N0, donde S(0)(x) = x, o existe
x0 ∈ N0 tal que p(x) = a para cada x0 ≤ x ∈ N0 (siendo a ∈ He).

Demostración. La demostración será hecha por inducción sobre la complejidad
de los polinomios en (He, S).

Si p tiene complejidad cero entonces la propiedad vale. Sea p un polinomio
de complejidad m+ 1 y supongamos que la propiedad vale para polinomios de
complejidad menor que m+ 1. Si x0, x1 y a ∈ N0, definimos x2 = max{x0, x1}
y x3 = max{x0, x1, a + 1}. Sean q y r polinomios de complejidad menor que
m+ 1.

(i) Sea p(x) = q(x) ∧ r(x). Sea q(x) = S(n)(x) para cada x0 ≤ x ∈ N0

y r(x) = S(p)(x) para cada x1 ≤ x ∈ N0. Luego p(x) = S(l)(x) para cada
x2 ≤ x ∈ N0, con l = min {n, p}. Sea q(x) = S(n)(x) para cada x0 ≤ x ∈ N0

y r(x) = a para cada x1 ≤ x ∈ N0. Si a ∈ N0 tenemos que p(x) = a para cada
x3 ≤ x ∈ N0. Si a /∈ N0 entonces p(x) = S(n)(x) para cada x2 ≤ x ∈ N0. Sea
q(x) = a para cada x0 ≤ x ∈ N0 y r(x) = b para cada x1 ≤ x ∈ N0. Luego
p(x) = c para cada x2 ≤ x ∈ N0, con c = a ∧ b. El caso p(x) = q(x) ∨ r(x) se
razona análogamente.

(ii) Sea p(x) = q(x) → r(x). Sea q(x) = S(n)(x) para cada x0 ≤ x ∈ N0 y
r(x) = S(p)(x) para cada x1 ≤ x ∈ N0. Si n ≤ p entonces p(x) = β para cada
x2 ≤ x ∈ N0. Si n > p entonces p(x) = S(p)(x) para cada x2 ≤ x ∈ N0. Sea
q(x) = S(n)(x) para cada x0 ≤ x ∈ N0 y r(x) = a para cada x1 ≤ x ∈ N0. Si
a ∈ N0 entonces p(x) = a para cada x3 ≤ x ∈ N0. Si a /∈ N0 entonces p(x) = β
para cada x2 ≤ x ∈ N0. Sea q(x) = a para cada x0 ≤ x ∈ N0 y r(x) = S(n)(x)
para cada x1 ≤ x ∈ N0. Si a ∈ N0 entonces p(x) = β para cada x3 ≤ x ∈ N0. Si
a /∈ N0 entonces p(x) = S(n)(x) para todo x1 ≤ x ∈ N0. Sea q(x) = a para cada
x0 ≤ x ∈ N0 y r(x) = b para cada x1 ≤ x ∈ N0. Si a ≤ b entonces p(x) = β para
cada x2 ≤ x ∈ N0. Si a > b entonces p(x) = b para cada x2 ≤ x ∈ N0.

(iii) Sea p(x) = S(q(x)). Si q(x) = S(n)(x) para cada x0 ≤ x ∈ N0 entonces
p(x) = S(n+1)(x) para cada x0 ≤ x ∈ N0. Si q(x) = a para cada x0 ≤ x ∈ N0

entonces p(x) = S(n)(a) para cada x0 ≤ x ∈ N0.
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Como G(x) = S(x) en He para x > 0, del lema anterior se deduce que f no
es un polinomio en (He, F ), siendo F = S ó G. En particular, (He, S) no es af́ın
completa, y por ende He tampoco lo es.

Como S, γ y G no existen en el intervalo real [0, 1] (con la estructura usual
de álgebra de Heyting), tenemos que no son términos en el lenguaje de álgebras
de Heyting. Sin embargo γ es un polinomio en toda álgebra de Heyting donde
exista, dado que γ(x) = x∨γ(0). Las funciones S y G no son polinomios en He.
En efecto, se puede probar (análogamente a lo hecho para el Lema 3.2.9) que si
p es un polinomio en He entonces existen n y x0 ∈ N0 tales que p(x) = x para
cada x0 ≤ x ∈ N0 ó bien existe x0 ∈ N0 tal que p(x) = a para cada x0 ≤ x ∈ N0

(siendo a ∈ He).

3.3. Un caso interesante de álgebras de Heyting

con sucesor

Un espacio topológico X es disperso si todo subconjunto no vaćıo de X no es
denso en śı mismo, es decir, si todo subconjunto no vaćıo de X tiene al menos
un punto aislado.

Para un espacio topológico X enunciamos la siguiente condición, a la que
denominaremos (M): para todo cerrado T en X se tiene que T ⊆ Ta.

Luego tenemos la siguiente

Proposición 3.3.1. Sea X un espacio topológico. Luego

1. X es disperso si y sólo si satisface la condición (M).

2. Si τ : H(X) → H(X) está dado por τ(U) = {Puntos frontales de U} en-
tonces τ es el sucesor en H(X) si y sólo si X es disperso ([42]).

Demostración. 1. Sea X disperso, T cerrado, t ∈ T y Ut entorno de t. Consid-
eremos Y = Ut ∩ T , que tiene puntos aislados. Es decir, t ∈ Ta. Luego, vale la
condición (M).

Rećıprocamente, supongamos que vale (M) y sea Y ⊆ X. Por hipótesis vale

que Y ⊆ Y a. El conjunto Y cumple la condición: para todo elemento t en Y
vale que todo entorno de t contiene puntos aislados de Y . En particular vale si
t ∈ Y . Pero como Y = Y ∪ Yl, los puntos aislados de Y deben estar en Y (pues
no pueden ser puntos ĺımite). Luego Y tiene puntos aislados.

2. Probaremos que τ cumple (S3) si y sólo si vale (M). Calculemos τA→ A,
para un abierto A. Se tiene:

τA→ A =

(A ∪ (Ac)a)→ A = Int((A ∪ (Ac)a)c ∪A) =

Int((Ac ∩ ((Ac)a)c) ∪A) = Int(((Ac)a)c ∪A).

Luego la ecuación (S3) se traduce en

Int(((Ac)a)c ∪A) ⊆ A,

que es equivalente a
(Int(((Ac)a)c ∪A))c ⊇ Ac,
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que a su vez equivale a:

(((Ac)a)c ∪A))c ⊇ Ac,

es decir:

(Ac)a ∩Ac ⊇ Ac.

Pero (Ac)a ∩A
c = (Ac)a, de donde la condición deviene:

(Ac)a ⊇ A
c.

Podemos enunciarla para cerrados y es la condición (M).

Sea (X,≤) un poset y H(X) = X+. Un cálculo directo prueba que si V ⊆ X
entonces (VM ] = Va (es consecuencia de que Va = VM ). Luego la condición (M)
de la proposición previa se traduce en la siguiente condición:

(P) Para cada subconjunto decreciente V en X, si x ∈ V entonces
existe y ∈ VM tal que x ≤ y.

Corolario 3.3.2. Sean (X,≤) un poset y τ : X+ → X+ dada por τ(U) =
{Puntos frontales de U} = U ∪ (U c)M . Luego τ es el sucesor en X+ si y sólo si
(X,≤) satisface la condición (P).

Un poset satisface la condición de cadena ascendente (ACC) si toda cadena
ascendente de elementos eventualmente termina, es decir, si x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ ...
entonces existe un número natural n tal que xn = xm para todo m ≥ n. Esta
condición es equivalente a pedir que todo subconjunto no vaćıo admita maxi-
males, lo que a su vez es equivalente a pedir que todo subconjunto decreciente
no vaćıo admita maximales (esto último se deduce del hecho de que para cada
subconjunto V de X se verifica que (V ]M = VM ).

Observación 3.3.3. Las condiciones (ACC) y (P) son equivalentes.

Teorema 3.3.4. Sea (X,≤) un poset.

El álgebra de Heyting X+ admite sucesor si y sólo (X,≤) satisface la (ACC).
Más aún, S : X+ → X+ está dada por S(U) = U ∪ (U c)M .

Demostración. En virtud del Corolario 3.3.2 y de la Observación 3.3.3, bastaŕıa
ver que si X+ admite sucesor y τ : X+ → X+ está dada por τ(U) = {Puntos
frontales de U} = U ∪ (U c)M entonces τ(U) = S(U) para cada creciente U .
Hagamos las siguientes observaciones:

1. En toda álgebra de Heyting con sucesor, si existe un operador frontal τ
entonces τ(x) ≤ S(x) para todo x.

En efecto, τ(x) ≤ S(x) ∨ (S(x)→ x) = S(x) ∨ x = S(x).

2. En toda álgebra de Heyting completa H con sucesor, para cada familia
{xi}i∈I ⊆ H vale que S(

∧
i∈I xi) ≤

∧
i∈I S(xi) (ya que S es una función

monótona).
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3. En X+ el operador frontal τ preserva ı́nfimos arbitrarios.

Sea {Ui}i∈I una familia de subconjuntos crecientes de X. Veremos que
τ(

⋂
i∈I Ui) =

⋂
i∈I τ(Ui). La inclusión τ(

⋂
i∈I Ui) ⊆

⋂
i∈I τ(Ui) es conse-

cuencia de la monotońıa de τ . Rećıprocamente, sea x ∈
⋂

i∈I τ(Ui), con
lo cual para cada i ∈ I vale que x ∈ τ(Ui) = Ui ∪ (U c

i )M . Si x ∈
⋂

i∈I Ui

entonces x ∈ τ(
⋂

i∈I Ui). Consideremos el caso en que x /∈
⋂

i∈I Ui, y sea
x ≤ y con y /∈

⋂
i∈I Ui. Por esta razón existe j ∈ I tal que y /∈ Uj . En

particular x /∈ Uj y por ende x ∈ (U c
j )M . De esto último inferimos que

x = y y por ende x ∈ ((
⋂

i∈I Ui)
c)M , siendo aśı x ∈ τ(

⋂
i∈I Ui).

4. Para cada x ∈ X se verifica que S((x]c) = τ((x]c) = (x]c∪{x} (un cálculo
directo prueba que para cada x ∈ X, τ((x]c) satisface (S3)).

5. Para cada decreciente V se verifica que V =
⋃

x∈V (x].

Luego para cada creciente U tenemos que

τ(U) ⊆ S(U) = S(
⋂

x∈Uc

(x]c) ⊆
⋂

x∈Uc

S((x]c) =
⋂

x∈Uc

τ((x]c) = τ(
⋂

x∈Uc

(x]c) = τ(U).

Por lo tanto τ(U) = S(U), que es lo que queŕıamos probar.

Observación 3.3.5. En general no es cierto que si (X,≤) es un poset entonces
X+ es un álgebra de Heyting que admite sucesor (ver Ejemplo 4.4.10).

3.4. Teoŕıa de representación

En este sección extenderemos la dualidad de Esakia a la categoŕıa fHA
completando resultados dados en [23] y [54] (Sección 5).

Definición 3.4.1. Un Rf-espacio es una terna (X,≤, R), donde (X,≤) es un
espacio de Esakia y R es una relación binaria enX tal que satisface las siguientes
condiciones:

(RF1) Para cada U ∈ D(X) vale que {x ∈ X : R(x) ⊆ U} ∈ D(X), siendo
R(x) = {y ∈ X : xRy};

(RF2) R ⊆ ≤;

(RF3) < ⊆ R.

Aqúı < es el orden estricto asociado al orden ≤.

Definiremos los morfismos de Rf-espacios como funciones g : (X1,≤1, R1)→
(X2,≤2, R2), en donde g : (X1,≤1) → (X2,≤2) es un morfismo de espacios de
Esakia tal que para cada U ∈ D(X2) y x ∈ X1 vale la siguiente condición:

(C) R1(x) ⊆ g
−1(U) sii R2(g(x)) ⊆ U.

La categoŕıa fSH consiste de todos los Rf -espacios y morfismos de Rf -
espacios.
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Si X es un conjunto y R es una relación binaria en X, para cada U ⊆ X
definimos el siguiente subconjunto de X:

τR(U) = {x ∈ X : R(x) ⊆ U}.

Observación 3.4.2. Si (X,≤) es un espacio de Esakia, consideraremos las
siguientes condiciones, para cada U, V ∈ D(X):

(Rf2) U ⊆ τR(U),

(Rf3) τR(U) ⊆ V ∪ (V → U).

Las condiciones (RF2) y (Rf2) son equivalentes. En efecto, supongamos que
vale la ecuación (Rf2) y sea (x, y) ∈ R, es decir, y ∈ R(x). Si x � y entonces
existiŕıa U ∈ D(X) tal que x ∈ U e y /∈ U . Como x ∈ U tenemos que R(x) ⊆ U
y por ende y ∈ U , una contradicción. Rećıprocamente, sean U ∈ D(X), x ∈ U
e y ∈ R(x). Luego x ≤ y, y como U es creciente, y ∈ U .

La condición (RF3) implica la condición (Rf3). En efecto, sea U ∈ D(X)
y x ∈ X tales que R(x) ⊆ U . Supongamos que existe V ∈ D(X) tal que x /∈
V ∪ (V → U). Luego existe y ∈ V ∩U c tal que x ≤ y. Si x = y entonces x ∈ V ,
una contradicción. Si x < y entonces por hipótesis y ∈ R(x), y en particular
y ∈ U , nuevamente una contradicción.

La condición (Rf3) no implica la condición (RF3). Más aún, las condiciones
(RF1), (RF2) y (Rf3) simultáneamente no implican la condición (RF3). Para
ello basta considerar el poset X = {x, y, z} con el orden x < y < z, y la relación
binaria R = {(x, y), (y, z)}. Para este ejemplo tenemos la siguiente tabla:

U τR(U)
∅ {z}
{z} {y, z}
{y, z} X
X X

La condición (RF3) no se cumple porque x < z y (x, z) /∈ R.

Consideremos el funtor contravariante D : HS→ HA extendido a fHS.

Comenzaremos con algunos lemas preliminares.

Lema 3.4.3. Si (X,≤, R) es un Rf-espacio entonces (D(X), τR) es un álgebra
de Heyting frontal.

Demostración. La buena definición de τR es consecuencia de (RF1). Las condi-
ciones (Rf2) y (Rf3) nos dan las ecuaciones (f2) y (f3) respectivamente. Fi-
nalmente (f1) es consecuencia de la definición de τR.

Observación 3.4.4. Sean g : (X1,≤1) → (X2,≤2) un morfismo de espacios
de Heyting y (X1,≤, R1), (X2,≤, R2) Rf-espacios. Luego g es un morfismo de
Rf-espacios si y sólo para cada U ∈ D(X) tenemos que

τR1
(D(g)(U)) = D(g)(τR2

(U))

En efecto,

36



g satisface la condición (C) sii

{x ∈ X : R1(x) ⊆ g
−1(U)} = {x ∈ X : R2(g(x)) ⊆ U} sii

{x ∈ X : R1(x) ⊆ D(g)(U)} = D(g)({y ∈ Y : R2(y) ⊆ U}) sii

τR1
(D(g)(U)) = D(g)(τR2

(U)).

Como consecuencia de la observación previa tenemos el siguiente

Lema 3.4.5. Si g : (X1,≤1, R1)→ (X2,≤2, R2) es un morfismo de Rf-espacios
entonces D(g) : (D(X2), τR2

)→ (D(X1), τR1
) es un morfismo en fHA.

Los dos lemas previos implican que D es un funtor contravariante de fHS a
fHA. En lo que sigue consideraremos al funtor contravariante X : HA → HS
restringido a fHA.

Lema 3.4.6. Sea (H, τ) un álgebra de Heyting frontal y P ∈ X(H). Luego:

(a) τ−1(P ) es un filtro.

(b) τ(x) /∈ P si y sólo si existe Q ∈ X(H) tal que τ−1(P ) ⊆ Q y x /∈ Q.

Demostración. (a) Es consecuencia de (f1) y (f2).
(b) Supongamos que τ(x) /∈ P , es decir, que x /∈ τ−1(P ). Luego por (a) y
por el Teorema del Filtro Primo, existe Q ∈ X(H) tal τ−1(P ) ⊆ Q y x /∈ Q.
Rećıprocamente, sea Q ∈ X(H) tal que τ−1(P ) ⊆ Q y x /∈ Q. De este modo
tenemos que x /∈ τ−1(P ), es decir, τ(x) /∈ P .

Sea (H, τ) un álgebra de Heyting frontal. Definimos en X(H) la siguiente
relación binaria:

(P,Q) ∈ Rτ sii τ−1(P ) ⊆ Q.

Lema 3.4.7. Si (H, τ) es un álgebra de Heyting frontal entonces para cada
x ∈ H vale que

ϕH(τ(x)) = {P ∈ X(H) : Rτ (P ) ⊆ ϕH(x)}.

Demostración. Tenemos que Rτ (P ) ⊆ ϕH(x) es equivalente a (τ−1(P ) ⊆ Q ⇒
Q ∈ ϕH(x)), y por definición de ϕH , esto es equivalente a (τ−1(P ) ⊆ Q⇒ x ∈
Q). Por el Lema 3.4.6 esta última expresión es equivalente a τ(x) ∈ P . Por lo
tanto concluimos que Rτ (P ) ⊆ ϕH(x) sii P ∈ ϕH(τ(x)).

Lema 3.4.8. Si (H, τ) es un álgebra de Heyting frontal entonces (X(H),⊆, Rτ )
es un Rf-espacio.

Demostración. (RF1) Sea U un clopen creciente en (X(H),⊆), por lo cual existe
a ∈ H tal que U = ϕH(a). Por el Lema 3.4.7 la condición (RF1) vale.

(RF2) Sea P ∈ U y Q ∈ Rτ (P ). Por esta razón a ∈ P y τ−1(P ) ⊆ Q. Por
(f2) tenemos que τ(a) ∈ P , por lo cual a ∈ Q. Luego Q ∈ U , y aśı Rτ (P ) ⊆ U .
Por este motivo vale (Rf2).

(RF3) Supongamos que (RF3) no vale. Luego existen P,Q ∈ X(H) tales
que P ⊂ Q y τ−1(P ) 6⊆ Q. Luego existen x, y ∈ H tales que τ(x) ∈ P , x /∈ Q,
y ∈ Q e y /∈ P . Utilizando (f3) llegamos a que y → x ∈ Q, y utilizando que
y ∈ Q inferimos que x ∈ Q, una contradicción.
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Lema 3.4.9. Si f : (H1, τ1) → (H2, τ2) es un morfismo en fHA entonces
X(f) : (X(H2),⊆, Rτ2

)→ (X(H1),⊆, Rτ1
) es un morfismo de Rf-espacios.

Demostración. Sean Xi = X(Hi) y Ri = Rτi
para i = 1, 2. Sabemos que

ϕH2
fϕ−1

H1
= D(X(f)). Sea U ∈ D(X(H1)), con lo cual existe x ∈ H1 tal que

U = ϕH1
(x). Por el Lema 3.4.7 inferimos que ϕH1

(τ1(x)) = {P ∈ X(H1) :
R1(P ) ⊆ U}, con lo cual hemos probado que ϕH1

(τ1(x)) = τR1
(U). Luego por

hipótesis se concluye que

D(X(f))(τR1
(U)) = (ϕH2

fϕ−1
H1

)(ϕH1
τ1(x)) = ϕH2

fτ1(x) = ϕH2
τ2f(x). (3.6)

Además, nuevamente por el Lema 3.4.7, se tiene que

τR2
(D(X(f))(U)) = τR2

(ϕH2
fϕ−1

H1
)ϕH1

(x) = τR2
ϕH2

f(x) =

{P ∈ X(H2) : Rτ2
(P ) ⊆ ϕH2

f(x)} = ϕH2
(τ2f(x)). (3.7)

Por (3.6) y (3.7) deducimos que

D(X(f))(τR1
(U)) = τR2

(D(XPF (f))(U)). (3.8)

Por (3.8) y la Observación 3.4.4 (considerando g = X(f)) tenemos que D(g) es
un morfismo en fHS.

Los dos lemas previos nos aseguran que X es un funtor contravariante de
fHA en fHS. Probaremos ahora que estas categoŕıas son dualmente equiva-
lentes.

Proposición 3.4.10. Si (X,≤, R) un Rf-espacio entonces ǫX : (X,≤, R) →
(X(D(X)),⊆, RτR

) es un isomorfismo en fHS.

Demostración. Escribiremos RR en lugar de RτR
. Para cada clopen creciente V

en X(D(X)) debemos probar que

R(x) ⊆ ǫ−1
X (V ) sii RR(ǫX(x)) ⊆ V.

⇒) Sea P ∈ RR(ǫX(x)), con lo cual

τ−1
R (ǫ(x)) ⊆ P. (3.9)

Notemos que (3.9) vale sii [U ∈ τ−1
R (ǫ(x)) implica U ∈ P ] sii [τR(U) ∈ ǫX(x)

implica U ∈ P ] sii [x ∈ τR(U) implica U ∈ P ] sii [R(x) ⊆ U implica U ∈ P ].
Por hipótesis R(x) ⊆ ǫ−1

X (V ), con lo cual ǫ−1
X (V ) ∈ P . Como P ∈ X(D(X))

existe y ∈ X tal que ǫX(y) = P . Como ǫ−1
X (V ) ∈ ǫX(y) tenemos que y ∈ ǫ−1

X (V ),
y aśı ǫX(y) = P ∈ V .

⇐) Sea y ∈ R(x). Nuestra hipótesis es equivalente a la condición

ǫ−1
X RR(ǫX(x)) ⊆ ǫ−1

X (V ).

Si probáramos que y ∈ ǫ−1
X RR(ǫX(x)) entonces tendŕıamos que y ∈ ǫ−1

X (V ),
que es lo que queremos demostrar. Notemos que

y ∈ ǫ−1
X RR(ǫX(x)) sii ǫX(x)RRǫX(y) sii τ−1

R (ǫX(x)) ⊆ ǫX(y) sii

[U ∈ τ−1
R (ǫX(x)) implica U ∈ ǫX(y)] sii [τR(U) ∈ ǫX(x) implica U ∈ ǫX(y)] sii

[x ∈ τR(U) implica y ∈ U ] sii [R(x) ⊆ U implica y ∈ U ].

Como y ∈ R(x), de la observación previa deducimos que y ∈ ǫ−1
X RR(ǫX(x)).
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Como consecuencia del Lemma 3.4.7 se sigue la siguiente

Proposición 3.4.11. Si (H, τ) es un álgebra de Heyting frontal entonces ϕH :
(H, τ)→ (D(X(H)), τRτ

) es un isomorfismo en fHA.

Como fHA y fHS son subcategoŕıas de HA y HS (respectivamente) el
siguiente resultado se sigue de las proposiciones 3.4.10 y 3.4.11.

Teorema 3.4.12. Los funtores D y X establecen una equivalencia categorial
dual entre fHA y fHS.

3.4.1. Teoŕıa de representación para S-álgebras

Sea (X,≤) un espacio de Esakia y R una relación binaria en X. Definimos
la siguiente condición para cada U ∈ D(X):

(RF4) Si x /∈ U entonces existe y ∈ U c tal que x ≤ y y R(y) ⊆ U .

La condición previa es equivalente a la condición τR(U)→ U ⊆ U .

En el caso de que (X,≤) sea un espacio de Esakia y R una relación binaria
en X tal que satisface (RF4), escribiremos SR en lugar de τR.

Definimos la categoŕıa SHS como aquella cuyos objetos son Rf -espacios
(X,≤, R) tales que para cada U ∈ D(X) se satisface la condición (RF4), y
cuyos morfismos son los mismos de fHS.

Como consecuencia de la Proposición 3.2.3 y del Teorema 3.4.12, tenemos el
siguiente

Teorema 3.4.13. Existe una equivalencia categorial dual entre SHA y SHS.

En lo que sigue daremos algunos resultados que nos permitirán describir más
sencillamente a la categoŕıa SHS.

Diremos que un espacio de Esakia (X,≤) es un S-espacio si para cada U ∈
D(X) el conjunto U ∪ (U c)M es clopen. Notemos que (X,≤) es un S-espacio sii
es un espacio de Esakia tal que para cada clopen decreciente V , VM es clopen.

El siguiente resultado es conocido (ver por ejemplo Lema 2.4 de [4]).

Lema 3.4.14. Si (X,≤) es un espacio de Esakia y F es un subconjunto cerrado
de X entonces F ⊆ (FM ]. Más aún, FM es un subconjunto cerrado de X.

El lema previo implica que un espacio de Esakia (X,≤) es un S-espacio sii
para cada U ∈ D(X) el conjunto U ∪ (U c)M es abierto sii para cada clopen
decreciente V , VM es abierto.

Lema 3.4.15. Sea (X,≤) un espacio de Esakia. Si existe una relación binaria
R en X tal que satisface las condiciones (RF2), (RF3) y (RF4) entonces para
cada U ∈ D(X) vale que SR(U) = U ∪ (U c)M .

Demostración. Sea x ∈ SR(U), x ∈ U c y x ≤ y, con y ∈ U c. Supongamos que
y � x. Luego existe V ∈ D(X) tal que y ∈ V y x /∈ V . Por (Rf3), x ∈ V → U .
Sin embargo, como x ≤ y con y ∈ U c ∩ V , tenemos que x /∈ V → U , una
contradicción. Por esta razón x ∈ (U c)M .
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Rećıprocamente, sea x ∈ U ∪ (U c)M . Si x ∈ U , por (Rf2) tenemos que
x ∈ SR(U). Si x ∈ (U c)M , por (RF4) se tiene que x /∈ SR(U)→ U . Por lo tanto
x ≤ y para cierto y ∈ U c y R(y) ⊆ U . Como x ∈ (U c)M resulta que x = y. Por
lo tanto R(x) ⊆ U .

Hemos probado la igualdad SR(U) = U ∪ (U c)M .

Proposición 3.4.16. Sea (X,≤) un espacio de Esakia. Existe una relación
binaria R en X que satisface las condiciones (RF1), (RF2), (RF3) y (RF4) si
y sólo si (X,≤) es un S-espacio.

Demostración. ⇒) Para cada U ∈ D(X) vale que U ∪ (U c)M es clopen, en
virtud de (RF1) y del Lema 3.4.15.
⇐) Definimos la siguiente relación binaria R en X:

(x, y) ∈ R sii Para todo V ∈ D(X), si x ∈ V ∪ (V c)M entonces y ∈ V. (3.10)

Probaremos que R satisface (RF1), (RF2), (RF3) y (RF4):

Sea U ∈ D(X), x ∈ U e y ∈ R(x). Por definición de R se tiene que y ∈ U y
por esta razón R(x) ⊆ U , con lo cual (Rf2) vale.

Supongamos que existen x, y ∈ X tales que x < y e y /∈ R(x). Luego existe
U ∈ D(X) tal que x ∈ U ∪ (U c)M e y /∈ U . Tenemos de este modo que x /∈ U ,
con lo cual x ∈ (U c)M . Sin embargo x < y e y /∈ U , una contradicción con la
maximalidad de x. Luego (RF3) vale.

Sea U ∈ D(X) y x ∈ U c. Por el Lema 3.4.14 existe y ∈ (U c)M tal que x ≤ y.
En particular, x ≤ y e y ∈ U c. Además R(y) ⊆ U . En efecto, sea z ∈ R(y).
Como y ∈ (U c)M vale que z ∈ U . Por esta razón x /∈ SR(U) → U , y por lo
tanto vale (RF4).

Por el Lema 3.4.15 inferimos que para cada U ∈ D(X), SR(U) = U ∪(U c)M .
Por hipótesis resulta que SR(U) es clopen y por definición este conjunto es
creciente. Por lo tanto tenemos que vale (RF1).

Luego tenemos que si (X,≤, R) es un objeto de SHS entonces para cada
U ∈ D(X), S(U) = SR(U) = U ∪ (U c)M , y si (X,≤) es un S-espacio entonces
S existe en D(X) y está dado por la fórmula

S(U) = U ∪ (U c)M .

Sean (X1,≤1) y (X2,≤2) S-espacios y g : (X1,≤1)→ (X2,≤2) un morfismo
en HS. Diremos que g es un S-morfismo sii para cada V clopen decreciente en
(X2,≤2),

g−1(VM ) = [g−1(V )]M .

Proposición 3.4.17. Sea g : (X1,≤1)→ (X2,≤2) un morfismo en HS. Existen
relaciones binarias R1 y R2 en X1 y X2 respectivamente tales que la función
g : (X1,≤1, R1) → (X2,≤2, R2) es un morfismo en SHS si y sólo si g es un
S-morfismo.

Demostración. Es consecuencia de la Observación 3.4.4, la Proposición 3.4.16 y
el hecho de que para cada U ⊆ X2, g

−1[U ∪ (U c)M ] = g−1(U) ∪ [g−1(U c)]M sii
[g−1(U c)]M = g−1[(U c)M ].
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Observación 3.4.18. Si (X1,≤1) y (X2,≤2) son S-espacios, entonces g :
(X1,≤1) → (X2,≤2) es un S-morfismo si y sólo si para cada V clopen de-
creciente en (X1,≤1) vale que

g−1(VM ) ⊆ [g−1(V )]M .

En efecto, sean x ∈ [g−1(V )]M y g(x) ≤ z, con z ∈ V . Como g es p-morfismo
existe y ∈ X tal que x ≤ y y g(y) = z. Como y ∈ g−1(V ) tenemos que x = y,
con lo cual g(x) = g(y) = z. Por lo tanto x ∈ g−1(VM ).

Sea SHS la categoŕıa cuyos objetos son S-espacios y cuyos morfismos son
S-morfismos.

Como consecuencia de las proposiciones 3.4.16 y 3.4.17 tenemos el siguiente

Teorema 3.4.19. Existe una equivalencia categorial entre SHS y SHS.

En lo que sigue haremos una observación acerca de la Proposición 3.4.16.

Observación 3.4.20. Sean H la S-álgebra N0∪{ω} y X = X(H). Los elemen-
tos de X son de la forma pn = [n) (para n ≥ 1) y pω = {ω}. Luego los elementos
de D(X) son de la forma U0 = ∅, Un = [pn) (para n ≥ 1) y Uω = [pω) = X.
Llamemos R a la relación definida en (3.10) de la Proposición 3.4.16. Luego
valen las siguientes afirmaciones:

(X,≤, R) ∈ SHS y (X,≤, <) ∈ SHS.

Para probar que (X,≤, <) satisface las condiciones (RF1) y (RF4) note-
mos que:

< (p1) = ∅,

< (pn+1) = pn,

< (pω) =
∞⋃

n=1

pn,

τ<(Un) = Un+1,

τ<(Uω) = Uω.

Las condiciones (RF2) y (RF3) son inmediatas.

< ⊆ R.

Veamos primero que < ⊆ RS ⊆ R. La inclusión < ⊆ RS es consecuencia
de la Proposición 3.4.13. Para probar que RS ⊆ R, supongamos que existe
(x, y) ∈ RS tal que (x, y) /∈ R. Luego existe U ∈ D(X) tal que x ∈
U ∪ (U c)M e y ∈ U c. Como y /∈ U , por la condición (RF4) existe z ∈ U c

tal que y ≤ z y R(z) ⊆ U . Como (x, y) ∈ R ⊆≤, resulta que x ≤ y ≤ z.
Si x ∈ U entonces z ∈ U (pues U es creciente), una contradicción. Si
x ∈ (U c)M entonces x = y = z. Luego y ∈ R(x) ⊆ U , con lo cual y ∈ U ,
una contradicción nuevamente. De este modo RS ⊆ R. Más aún, R = RS.
En efecto, por la demostración de la Proposición 3.4.16 tenemos que para
cada U ∈ D(X), SR(U) = SRS

(U). Supongamos que existe (x, y) ∈ R tal
que (x, y) /∈ RS. De la definición de RS se infiere que RS(x) es cerrado y
creciente. Como y /∈ RS(x), existe U ∈ D(X) tal que RS(x) ⊆ U e y /∈ U .
En particular, se tiene que R(x) ⊆ U . Como y ∈ R(x) vale que y ∈ U ,
una contradicción.
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R 6⊆<.

En efecto, (pω, pω) ∈ R y (pω, pω) /∈<.

Por lo tanto la Proposición 3.4.16 no nos asegura la unicidad de las relaciones:
es decir, si (X,≤, R1) ∈ SHS entonces (X,≤) es un S-espacio, lo que a su vez
implica que existe una relación R2 (construida del modo hecho en la proposición
mencionada) tal que (X,≤, R2) ∈ SHS. Sin embargo, puede ocurrir que R1 6=
R2, como ocurre con en el ejemplo dado considerando R1 =< y R2 = R.

3.4.2. Teoŕıa de representación para γ-álgebras

Sea (X,≤) un espacio de Esakia y R una relación binaria en X. Definimos
las siguientes condiciones:

(Rγ4) Para cada x ∈ X existe y ∈ X tal que x ≤ y y R(y) = ∅.

(Rγ5) Para cada U ∈ D(X), si R(x) ⊆ U entonces R(x) = ∅ ó x ∈ U .

Las condiciones previas son equivalentes, respectivamente, a las siguientes:

(i) ¬τR(∅) = ∅;

(ii) τR(U) ⊆ U ∪ τR(∅), para cada U ∈ D(X).

En el caso de que (X,≤) sea un espacio de Esakia y R una relación binaria tal
que satisface las dos condiciones anteriores, escribiremos γR en lugar de τR.

Definiremos como γSH a la categoŕıa que tiene como objetos Rf -espacios
(X,≤, R) tales que satisfacen las condiciones (Rγ4) y (Rγ5), y cuyos morfismos
son los mismos que los de la categoŕıa fHS.

Como consecuencia de la Proposición 3.2.5 y del Teorema 3.4.12 tenemos el
siguiente

Teorema 3.4.21. Existe una equivalencia categorial dual entre γHA y γHS.

En lo que sigue daremos algunos resultados que nos permitirán dar una
descripción sencilla de la categoŕıa γHA.

Diremos que un espacio de Esakia (X,≤) es un γ-espacio si (X,≤) es un
espacio de Esakia tal que para cada U ∈ D(X), U ∪ XM es clopen. Notemos
que el espacio de Esakia (X,≤) es un γ-espacio sii XM es clopen.

Lema 3.4.22. Sea (X,≤) un espacio de Esakia. Si existe una relación binaria
R en X tal que satisface las condiciones (RF2), (RF3), (Rγ4) y (Rγ5) entonces
para cada U ∈ D(X) tenemos que

γR(U) = U ∪XM .

Demostración. Sea A = {x ∈ X : R(x) = ∅}. Probaremos primero que A = XM .
Sean x ∈ A. Supongamos que existe y ∈ X tal que x < y. Por (RF3) tenemos
que (x, y) ∈ R, es decir y ∈ R(x) = ∅, una contradicción. Rećıprocamente, sea
x ∈ XM . Por (Rγ4) existe y ∈ X tal que R(y) = ∅ y x ≤ y. Como x ∈ XM

resulta que x = y, y aśı R(x) = ∅. Por lo tanto A = XM .
Por lo que acabamos de probar, por (Rf2) y por (Rγ5), para cada U ∈ D(X)

tenemos que γR(U) = U ∪XM .
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Proposición 3.4.23. Sea (X,≤) un espacio de Esakia. Existe una relación
binaria R en X tal que satisface las condiciones (RF1), (RF2), (RF3), (Rγ4)
y (Rγ5) si y sólo si (X,≤) es un γ-espacio.

Demostración. ⇒) Por (RF1) y el Lema 3.4.22 se tiene que para cada U ∈
D(X), U ∪XM es clopen.

⇐) Definimos a R del siguiente modo:

(x, y) ∈ R sii Para todo V ∈ D(X), si x ∈ V ∪XM entonces y ∈ V.

Probaremos que R satisface (RF1), (RF2), (RF3), (Rγ4) y (Rγ5).

Las mismas ideas de la demostración de la Proposición 4.4.8 prueban (RF2)
y (RF3).

Para probar (Rγ4) consideremos x ∈ X. Por el Lema 3.4.14, existe y ∈ XM

tal que x ≤ y. Veremos que R(y) = ∅. Supongamos que R(y) 6= ∅, con lo cual
existe z ∈ R(y). Luego como y ∈ (XM∪∅), se tiene que z ∈ ∅, una contradicción.

Para probar (Rγ5), consideremos R(x) ⊆ U con U ∈ D(X). Si x /∈ U
entonces x /∈ R(x) y aśı x ∈ XM . Luego se tiene, por el razonamiento que
prueba (Rγ4), que R(x) = ∅.

Finalmente, por el Lema 3.4.22 se tiene que para cada U ∈ D(X), γR(U) =
U ∪ XM . Luego γR(U) es clopen, y por definición es creciente. De este modo
vale (RF1).

Tenemos que si (X,≤, R) es un objeto de γHS entonces para cada U ∈
D(X), γ(U) = γR(U) = U ∪XM , y si (X,≤) es un γ-espacio, γ existe en D(X)
y está dado por la fórmula

γ(U) = U ∪XM .

Sean (X1,≤1) y (X2,≤2) γ-espacios y g : (X1,≤1)→ (X2,≤2) un morfismo
de espacios de Esakia. Diremos que g es un γ-morfismo si

(X2)M = g−1((X1)M )

Proposición 3.4.24. Sea g : (X1,≤1)→ (X2,≤2) un morfismo de espacios de
Esakia. Existen relaciones binarias R1 y R2 en X1 y X2 respectivamente tales
que la función g : (X1,≤1, R1)→ (X2,≤2, R2) es un morfismo en γHS si y sólo
si g es un γ-morfismo.

Demostración. Se sigue de la Observación 3.4.4, la Proposición 3.4.23 y de que
vale la siguiente afirmación: g−1[U ∪ (X2)M ] = g−1(U) ∪ (X1)M sii (X1)M =
g−1((X2)M ).

Sea SHγ la categoŕıa cuyos objetos son γ-espacios y cuyos morfismos son
γ-morfismos.

Como consecuencia de las proposiciones 3.4.23 y 3.4.24 tenemos el siguiente

Teorema 3.4.25. Existe una equivalencia categorial entre γHS y SHγ .
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3.4.3. Teoŕıa de representación para G-álgebras

Sea (X,≤) un espacio de Esakia y R una relación binaria en X. Definimos
las siguientes condiciones para cada U ∈ D(X):

(RG4) τR(U) ⊆ ¬¬U ;

(RG5) τR(U)→ U ⊆ ¬¬U → U .

En el caso de que (X,≤) sea un espacio de Esakia y R una relación binaria
que satisface (RG4) y (RG5), escribiremos GR en lugar de τR.

Denotaremos como GHS a la categoŕıa que tiene como objetos son Rf -
espacios (X,≤, R) tales que satisfacen las condiciones (RG4) y (RG5), y cuyos
morfismos son los mismos de fHS.

Como consecuencia de la Observación 3.2.7 y del Teorema 3.4.12 tenemos el
siguiente

Teorema 3.4.26. Existe una equivalencia categorial entre GHA y GHS.

Daremos algunos resultados que nos darán una descripción sencilla de la
categoŕıa GHS.

Diremos que (X,≤) es un G-espacio si es un espacio de Esakia tal que para
cada U ∈ D(X), U ∪ [¬¬U ∩ (U c)M ] es clopen. Equivalentemente, (X,≤) es un
G-espacio si es un espacio de Esakia tal que para cada U ∈ D(X), ¬¬U ∩(U c)M

es clopen.

Lema 3.4.27. Sea H un álgebra de Heyting y (X,≤) = (X(H),⊆). Definimos
en (X,≤) la siguiente relación binaria:

(P,Q) ∈ R sii Para todo U ∈ D(X), si P ∈ U ∪ [¬¬U ∩ (U c)M ] entonces Q ∈ U.

Para cada P ∈ X(H) se verifica que R(P ) 6= ∅.

Demostración. Sea P ∈ X(H). Definimos el filtro N = {y ∈ H : ¬¬y ∈ P} y
luego el filtro F = F (P ∪N). Tenemos que 0 /∈ F . En efecto, supongamos que
0 ∈ F . Luego existe p ∈ P y n ∈ N tales que p ≤ ¬n, y por ende ¬n ∈ P . Como
n ∈ N , tenemos que ¬¬n ∈ P y aśı 0 ∈ P , una contradicción porque P es primo.
Luego por el Teorema del Filtro Primo existe Q ∈ X(H) tal que P ⊆ F ⊆ Q.
Sea U ∈ D(X) tal que P ∈ U ∪ [¬¬U ∩ (U c)M ]. En particular existe x ∈ H tal
que ϕH(x) = U . Luego Q ∈ U . Hemos aśı probado que R(P ) 6= ∅.

Como consecuencia del lema previo tenemos el siguiente

Corolario 3.4.28. Sea (X,≤) un espacio de Esakia y R la siguiente relación
binaria:

(x, y) ∈ R sii Para todo U ∈ D(X), si x ∈ U ∪ [¬¬U ∩ (U c)M ] entonces y ∈ U.
(3.11)

Para cada x ∈ X se verifica que R(x) 6= ∅.

Lema 3.4.29. Sea (X,≤) un espacio de Esakia. Si existe una relación binaria
R en X tal que satisface (RF2), (RF3), (RG4) y (RG5) entonces para cada
U ∈ D(X) tenemos que

GR(U) = U ∪ [¬¬U ∩ (U c)M ].
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Demostración. Sea U ∈ D(X), R(x) ⊆ U , x ∈ U c y x ≤ y, con y ∈ U c.
Supongamos que y � x. Luego existe V ∈ D(X) tal que y ∈ V y x /∈ V . Por
(Rf3), x ∈ V → U . Sin embargo, como x ≤ y con y ∈ U c ∩ V tenemos que
x /∈ V → U , una contradicción. Por esta razón x ∈ (U c)M . Por otro lado, de
(RG4) se deduce que x ∈ ¬¬U .

Rećıprocamente, tomemos x ∈ U ∪ [¬¬U ∩ (U c)M ]. Si x ∈ U , por (Rf2)
tenemos que x ∈ GR(U). Si x ∈ (U c)M ∩ ¬¬U entonces por (RG5) existe
y ∈ U c tal que x ≤ y y R(y) ⊆ U . Luego x = y y por lo tanto R(x) ⊆ U .

Lema 3.4.30. Sea (X,≤) un espacio de Esakia. Existe una relación binaria
R en X tal que satisface (RF1), (RF2), (RF3), (RG4) y (RG5) si y sólo si
(X,≤) es un G-espacio.

Demostración. ⇒) Por (RF1) y el Lema 3.4.29 tenemos que para cada U ∈
D(X), U ∪ [¬¬U ∩ (U c)M ] es clopen.

⇐) Definimos relación binaria R en X dada en (3.11) del Corolario 3.4.28.
Probaremos que R satisface (RF1), (RF2), (RF3), (RF4) y (RG5).

Las mismas ideas de la demostración de la Proposición 4.4.8 prueban (RF2)
y (RF3).

Para probar (RG4), consideremos U ∈ D(X) y R(x) ⊆ U . Supongamos que
x /∈ ¬¬U . Luego x ∈ (¬U ]. Por esta razón existe y ∈ ¬U tal que x ≤ y. En
particular, y /∈ U . De este modo, por hipótesis vale que y /∈ R(x). Luego existe
V ∈ D(X) tal que x ∈ V ∪ [(¬¬V ∩ (V c)M ] e y /∈ V . Como x ≤ y deducimos
que x = y. Como y ∈ ¬U , x ∈ ¬U .

Por otro lado, por el Corolario 3.4.28 existe z ∈ R(x). Luego, por hipótesis,
z ∈ U . Como x ∈ ¬U y z ∈ R(x), z ∈ ¬U . De este modo U ∩ ¬U 6= ∅, una
contradicción.

Para probar (RG5) supongamos que U ∈ D(X) y que x /∈ ¬¬U → U . Luego
x ≤ z para algún z ∈ ¬¬U ∩ U c. Por el Lema 3.4.14 existe y ∈ (U c)M tal que
x ≤ z ≤ y. Probaremos que R(y) ⊆ U . Consideremos w ∈ R(y). Como z ≤ y,
y ∈ ¬¬U ∩ (U c)M . Por este motivo w ∈ U .

Finalmente, por el Lema 3.4.29 tenemos que para cada U ∈ D(X), GR(U) =
U ∪ [¬¬U ∩ (U c)M ]. Usando la hipótesis inferimos que GR(U) es clopen. Un
cálculo directo prueba que GR(U) es creciente. Por lo tanto vale (RF1).

Notemos que si (X,≤, R) es un objeto de GHS entonces para cada U ∈
D(X), G(U) = GR(U) = U ∪ [¬¬U ∩ (U c)M ], y si (X,≤) es un G-espacio
entonces G existe en D(X) y

G(U) = U ∪ [¬¬U ∩ (U c)M ].

Sean (X1,≤1) y (X2,≤2) G-espacios y g : (X1,≤1)→ (X2,≤2) un morfismo
de espoacios de Esakia. Diremos que g es un G-morfismo si para cada U clopen
decreciente en (X2,≤2) se tiene que

g−1[¬¬U ∩ (U c)M ] = g−1(¬¬U) ∩ [g−1(U c)]M .

Proposición 3.4.31. Sea g : (X1,≤1)→ (X2,≤2) un morfismo de espacios de
Esakia. Existen relaciones binarias R1 y R2 en X1 y X2 respectivamente tales
que la función g : (X1,≤1, R1) → (X2,≤2, R2) es un morfismo en GHS si y
sólo si g es un G-morfismo.
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Demostración. Es consecuencia de la Observación 3.4.4, la Proposición 3.4.30 y
del siguiente hecho:

g−1[U ∪ (¬¬U ∩ (U c)M )] = g−1(U) ∪ [g−1(¬¬U) ∩ [(g−1(U c)]M ]

sii
[g−1(U c)]M ∩ g

−1(¬¬U) = g−1[(U c)M ∩ ¬¬U ].

Sea SHG la categoŕıa cuyos objetos son G-espacios y cuyos morfismos son
G-morfismos.

Se sigue de las proposiciones 3.4.30 y 3.4.31 el siguiente

Teorema 3.4.32. Existe una equivalencia categorial entre GHS y SHG.
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Caṕıtulo 4

Subvariedades de la

variedad de S-álgebras

4.1. Introducción

En [14] X. Caicedo prueba, utilizando modelos de Kripke convenientes, que el
cálculo proposicional asociado a la variedad de S-álgebras posee la propiedad de
modelo finito (notemos que esto es equivalente a decir que la variedad menciona-
da está generada por sus miembros finitos). Comenzaremos el caṕıtulo dando
una prueba algebraica de que el cálculo proposicional asociado a la variedad de
S-álgebras posee la propiedad de modelo finito.

Continuaremos el caṕıtulo presentando una caracterización para los espacios
asociados a S-álgebras prelineales. Probaremos la propiedad de modelo finito
para el cálculo proposicional asociado a la variedad de S-álgebras prelineales,
cuya demostración implicará que dicha variedad está generada por las cadenas
finitas.

En la cuarta sección probaremos que ciertas subvariedades de la variedad de
S-álgebras (a las que podemos asignarle una altura finita) tienen amalgamación.
Este resultado junto con una versión apropiada del Teorema de interpolación de
Craig nos permitirá demostrar la interpolación en el cálculo IPCS(n), que es el
asociado a estas variedades. Utilizaremos el hecho de que cada álgebra de estas
variedades admite modelo canónico para mostrar un teorema de completud del
cálculo IPCS(n) con respecto a modelos de Kripke apropiados. Por otro lado
caracterizaremos a las subálgebras dando un procedimiento geométrico (en el
respectivo espacio de representación) para determinarlas. También estudiaremos
el coproducto para ciertos casos particulares. Finalmente haremos algunas ob-
servaciones sobre las álgebras subdirectamente irreducibles, veremos la relación
que tienen estas variedadades con ciertas variedades de Heyting y daremos una
descripción del álgebra libre en un generador para la variedad asociada al cálculo
IPCS(2).

Por último vamos estudiaremos las variedades generadas por (Hn, S) (con
n un número natural, n ≥ 3), siendo Hn la cadena de n elementos. Comen-
zaremos mostrando cómo se vinculan las variedades V(Hn, S) con la variedad
de S-álgebras prelineales y las variedades de S-álgebras de altura finita. Luego
daremos una presentación completa para el coproducto. Finalmente daremos
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una descripción del espacio de representación del álgebra libre en un generador
para cada una de las variedades V(Hn, S), con lo cual tendremos un modo para
construir el álgebra libre en cualquier cantidad de generadores de las variedades
generadas por una cadena finita.

4.2. Propiedad de modelo finito para la variedad

de S-álgebras

En [14] X. Caicedo probó, utilizando modelos de Kripke convenientes, que el
cálculo proposicional asociado a la variedad de S-álgebras posee la propiedad de
modelo finito. En lo que sigue haremos una demostración puramente algebraica
de este resultado. Luego de haber desarrollado la prueba que daremos aqúı hal-
lamos un art́ıculo de A. Yu. Muravistkii [52] que siguiendo una ĺınea semejante
a la nuestra demuestra este resultado.

Definición 4.2.1. Diremos que IS tiene la propiedad de modelo finito (PMF) si
para cada ϕ ∈ L(S) tal que 0A(S) ϕ se tiene que existe una S-álgebra finita H y
una valuación v : Π→ H tales que la extensión de v a un único homomorfismo
v : L(S)→ H satisface que v(ϕ) 6= 1.

En lo que sigue enunciaremos y probaremos algunos lemas técnicos que nos
permitirán luego demostrar que la variedad de S-álgebras posee la PMF. La
prueba de este resultado está inspirada en la prueba que dan Dunn y Harde-
gree en [21] para demostrar que el cálculo proposicional intuicionista posee la
propiedad de modelo finito.

Si M es un ret́ıculo distributivo acotado y T ⊆ M , denotaremos como 〈T 〉
al subret́ıculo acotado generado por T (en particular el 0 y 1 de 〈T 〉 y de M
coinciden). Recordemos que si M es un ret́ıculo distributivo finito entonces M
es un álgebra de Heyting. Más aún, M es una S-álgebra. Si {Mi}i es una familia
de S-álgebras entonces llamaremos →i a la implicación en Mi y Si al sucesor
en Mi.

Lema 4.2.2. Sean M1 un ret́ıculo distributivo finito y M2 una S-álgebra tal que
M1 es un subret́ıculo acotado de M2. Si x, y, x →2 y ∈ M1 entonces x →2 y =
x→1 y.

Demostración. Ver demostración del Teorema 11.9.1 de [21].

Lema 4.2.3. Sean M1 un ret́ıculo distributivo finito y M2 una S-álgebra tales
que M1 es un subret́ıculo acotado de M2. Si x, S2(x) ∈ M1 entonces S1(x) ≤
S2(x).

Demostración. Sean x, S2(x) ∈ M1. Para cada y ∈ M1 tenemos que S1(x) ≤
y ∨ (y →1 x). En particular vale para y = S2(x). Luego tenemos que

S1(x) ≤ S2(x) ∨ (S2(x)→1 x). (4.1)

Como x, S2(x), S2(x)→2 x = x ∈M1, tenemos por el Lema 4.2.2 que S2(x)→1

x = S2(x) →2 x = x. Luego de la ecuación (4.1) se deduce que S1(x) ≤
S2(x) ∨ x = S2(x).
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Si H es un álgebra de Heyting y a, b ∈ H (a ≤ b) escribiremos [a, b] para
referirnos al conjunto {x ∈ H : a ≤ x ≤ b}.

Lema 4.2.4. Sea H un álgebra de Heyting y supongamos que a ≤ b en H son
tales que [a, b] como subret́ıculo de H es booleano (i.e., para cada x ∈ [a, b]
existe x ∈ [a, b] tal que x ∧ x = a y x ∨ x = b). Luego si x ∈ [a, b] entonces
x = b ∧ (x→ a).

Demostración. Sea x ∈ [a, b]. Es inmediato que x ∧ (b ∧ (x→ a)) = a. Por otro
lado x∨(b∧(x→ a)) = x∨((x∨x)∧(x→ a)) = x∨(x∧(x→ a)) = x∨x = b.

Lema 4.2.5. Si H es una S-álgebra y a ∈ H entonces [a, S(a)] como subret́ıculo
de H es booleano. En particular, para cada x ∈ [a, S(a)] el complemento de x,
al que denominaremos xa, coincide con (x→ a) ∧ S(a).

Demostración. Sea x ∈ [a, S(a)]. Luego se tiene que x∧xa = x∧(x→ a)∧S(a) =
x∧ a∧S(a) = a y x∨ xa = x∨ ((x→ a)∧S(a)) = (x∨ (x→ a))∧ (x∨S(a)) =
S(a).

Definición 4.2.6. Sean Ψ ∈ L(S), H una S-álgebra y v : L(S) → H un
homomorfismo. Sean → y S la implicación y el sucesor de H respectivamente.
Si Ψ1, ...,Ψn son todas las subfórmulas de Ψ definimos âi como v(Ψi) (para
i = 1, .., n) y luego consideramos los conjuntos A = {â1, ..., ân} ⊆ H, L0 = 〈A〉
y B = {a ∈ A : S(a) ∈ A}. Disponiendo los elementos de B en una lista a1,...,
ak podemos definir recursivamente los conjuntos

Ki = {(x→ ai) ∧ S(ai) : x ∈ Li−1 ∩ [ai, S(ai)]},

Li = 〈Li−1 ∪Ki〉 ,

para i = 1, ...k. Notemos que cada ai, S(ai) ∈ L0.

Notemos además que cada Li es un ret́ıculo distributivo finito, Ki ⊆ Li y
Li−1 ⊆ Li.

Lema 4.2.7. Sea H una S-álgebra. Para cada i = 1, ..., k, Li ∩ [ai, S(ai)] como
subret́ıculo de Li es booleano. En particular, para cada x ∈ [ai, S(ai)] ∩ Li se
tiene que el complemento de x en [ai, S(ai)] ∩ Li coincide con xai . Más aún,
xai = (x→i ai) ∧ S(ai).

Demostración. Para i = 1, ..., k definimos Bi = Li ∩ [ai, S(ai)] y sea z ∈ Bi.
Luego z se puede escribir como

∨
l

∧
m xlm, para finitos xlm ∈ Li−1∪Ki. Notemos

que en particular z =
∨

l

∧
m zlm, con zlm = (xlm ∨ ai)∧S(ai), por lo cual cada

zlm ∈ Bi. Como cada zlm ∈ [ai, S(ai)], por el Lema 4.2.5 tenemos que (zlm)ai

es el complemento de zlm en el álgebra de Boole [ai, S(ai)]. A continuación
probaremos que cada (zlm)ai ∈ Bi.

Si xlm ∈ Li−1 entonces zlm ∈ Li−1. Luego zlm ∈ Li−1 ∩ [ai, S(ai)], con lo
cual (zlm)ai = (zlm → ai) ∧ S(ai) ∈ Ki ⊆ Li y por ende también pertenece a
Bi.

Si xlm ∈ Ki entonces xlm = (x → ai) ∧ S(ai), para cierto x ∈ Li−1 ∩
[ai, S(ai)]. Luego zlm = (x→ ai) ∧ S(ai) = xai , por lo cual (zlm)ai = (xai)ai =
x ∈ Li−1 ∩ [ai, S(ai)] ⊆ Bi.

Hemos probado que (zlm)ai es el complemento de zlm en Bi. Un cálculo
directo prueba que

∧
l

∨
m(zlm)ai es el complemento de z en Bi, por ende Bi es

un álgebra de Boole. Además como Bi es un subret́ıculo booleano de Li tenemos
que zai = (z →i ai) ∧ S(ai), en virtud del Lema 4.2.4.
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Proposición 4.2.8. Sea H una S-álgebra. Para cada i, j = 1, ..., k tales que i ≤
j se tiene que Lj ∩ [ai, S(ai)] como subret́ıculo de Lj es booleano. En particular,
para cada x ∈ Lj∩ [ai, S(ai)] se tiene que el complemento de x en Lj∩ [ai, S(ai)]
coincide con xai . Más aún, xai = (x→i ai) ∧ S(ai).

Demostración. Fijemos un número natural i, i ≤ k. Probaremos por inducción
que la propiedad deseada vale para todo j tal que i ≤ j ≤ k. El caso j = i es
consecuencia del Lema 4.2.7. Supongamos ahora que Lh∩[ai, S(ai)] es un álgebra
de Boole para cierto h tal que i ≤ h < k. Probaremos que Lh+1 ∩ [ai, S(ai)] es
un álgebra de Boole.

Un cálculo directo prueba que la función fh : Lh+1∩[ah+1, S(ah+1)]→ Lh+1∩
[ai, S(ai)] dada por fh(x) = (x∨ai)∧S(ai) es un homomorfismo de ret́ıculos. Sea
z ∈ Lh+1∩[ai, S(ai)], con lo cual z se puede escribir como

∨
l

∧
m xlm, para finitos

xlm ∈ Lh ∪Kh+1. En particular z =
∨

l

∧
m zlm, con zlm = (xlm ∨ ai) ∧ S(ai).

Para probar que Lh+1∩ [ai, S(ai)] es un álgebra de Boole basta probar que cada
zlm tiene complemento en Lh+1 ∩ [ai, S(ai)].

Si xlm ∈ Lh entonces zlm ∈ Lh ∩ [ai, S(ai)]. Por hipótesis inductiva Lh ∩
[ai, S(ai)] es un álgebra de Boole, con lo cual zai

lm ∈ Lh ∩ [ai, S(ai)] ⊆ Lh+1 ∩
[ai, S(ai)].

Consideremos el caso en que xlm ∈ Kh+1. En particular, xlm ∈ Lh+1 ∩
[ah+1, S(ah+1)]. Por esta razón zlm = fh(xlm) ∈ Lh+1 ∩ [ai, S(ai)]. Definimos
los elementos

α = fh(ah+1), ω = fh(S(ah+1)), u = zlm = fh(xlm), u = fh(x
ah+1

lm ),

v = (ωai ∨ u) ∧ αai .

El elemento v pertenece a Lh+1 ∩ [ai, S(ai)]. En efecto, es claro que v ∈
[ai, S(ai)]. Además como ah+1, ai, S(ah+1), S(ai) ∈ L0 tenemos que α, ω ∈ Li,
con lo cual α, ω ∈ Li ∩ [ai, S(ai)]. Usando el Lema 4.2.7 se tiene que αai , ωai ∈
Li∩ [ai, S(ai)] ⊆ Lh+1∩ [ai, S(ai)]. Como además u ∈ Lh+1∩ [ai, S(ai)] se infiere
que v ∈ Lh+1 ∩ [ai, S(ai)]. Veremos a continuación que u ∨ v = S(ai) y que
u ∧ v = ai, lo que va a implicar que zai

lm = uai = v ∈ Lh+1 ∩ [ai, S(ai)].
Como ah+1 ≤ xlm ≤ S(ah+1), usando la monotońıa de fh se tiene que

α ≤ u ≤ ω

Luego usando que fh es homomorfismo de ret́ıculos se llega a que

v∨u = ((ωai ∨u)∧αai)∨u = (ωai ∨u∨u)∧ (αai ∨u) = (ωai ∨ω)∧ (αai ∨u) =

S(ai) ∧ (αai ∨ u) ≥ S(ai) ∧ (αai ∨ α) = S(ai) ∧ S(ai) = S(ai).

De esta manera llegamos a que u ∨ v = S(ai). Por otro lado,

v∧u = ((ωai ∨u)∧αai)∧u = αai ∧ ((ωai ∧u)∨ (u∧u)) = αai ∧ ((ωai ∧u)∨α) ≤

αai ∧ ((uai ∧ u) ∨ α) = αai ∧ (ai ∨ α) = αai ∧ α = ai.

De esta manera u ∧ v = ai. Por lo tanto Lh+1 ∩ [ai, S(ai)] es un álgebra de
Boole.

Teorema 4.2.9. IS posee la PMF.
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Demostración. Sean Ψ ∈ L(S), H una S-álgebra y v : L(S) → H un homo-
morfismo tal que v(Ψ) 6= 1. Sean → y S la implicación y el sucesor de H
respectivamente. Queremos hallar una S-álgebra finita L y un homomorfismo
w : L(S)→ L tales que w(Ψ) 6= 1.

Sean Ψ1, ...,Ψn todas las subfórmulas de Φ. Definimos ai como v(Ψi), para
i = 1, .., n. En lo que sigue usaremos la notación dada en la Definición 4.2.6.

Cada Li es una S-álgebra finita. Veamos que S1(a1) = S(a1). Como S(a1) ∈
L0 entonces S(a1) ∈ L1. Luego por el Lema 4.2.3 tenemos que S1(a1) ≤ S(a1),
por lo cual S1(a1) ∈ L1 ∩ [a1, S(a1)]. Por la Proposición 4.2.8 tenemos que

(S1(a1))
a1 = (S1(a1)→1 a1) ∧ S(a1) = a1 ∧ S(a1) = a1. (4.2)

Luego concluimos que (S1(a1))
a1 = a1. Esto es equivalente a decir que S1(a1) =

S(a1) (ya que en toda álgebra de Boole el sucesor de todo elemento coincide
con el top), que es lo que deseábamos probar.

Similarmente se prueba que S2(a2) = S(a2). Además notemos que por el
Lema 4.2.3 y por la Proposición 4.2.8 se tiene (razonando como lo hicimos
previamente) que S(a1) = S2(a1). Iterando este proceso llegamos a que L = Lk

es un subret́ıculo acotado (y finito) de H tal que satisface las siguientes dos
condiciones:

1. Si a, b, a→ b ∈ L entonces a→ b = a→k b (por el Lema 4.2.2).

2. Para cada i = 1, ..., k, S(ai) = Sk(ai).

Sea V el conjunto de variables proposicionales que aparecen en la fórmula
Ψ. Definimos una función w : Π→ L del siguiente modo:

w(π) =

{
v(π) si π ∈ V ,
0 si π /∈ V .

Sabemos que w se puede extender a un único homomorfismo w : L(S)→ L.
Por la construcción que hemos hecho para L y para w, haciendo inducción
sobre cada subfórmula de Ψ se llega a que w(Ψi) = v(Ψi) para i = 1, ..., n. En
particular se concluye que w(Ψ) = v(Ψ) 6= 1.

Corolario 4.2.10. La variedad de S-álgebras está generada por sus miembros
finitos.

4.3. S-álgebras prelineales

En esta sección daremos una caracterización para los espacios asociados a
S-álgebras prelineales y probaremos que la función sucesor preserva supremos
finitos en este caso, un hecho que no vale para cualquier S-álgebra. Luego pro-
baremos la propiedad de modelo finito para el cálculo proposicional que está aso-
ciado a la variedad de S-álgebras prelineales, cuya demostración implicará que
dicha variedad está generada por las cadenas finitas.

Las álgebras de Heyting prelineales fueron consideradas por Horn en [34]
como un paso intermedio entre la lógica clásica y la intuicionista, y fueron
estudiadas también por Monteiro [46], G. Mart́ınez [44] y otros. Esta es la sub-
variedad de álgebras de Heyting generada por todas las cadenas, y puede ser
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axiomatizada con un conjunto de ecuaciones que caractericen a las álgebras de
Heyting más la ecuación de prelinealidad

(x→ y) ∨ (y → x) = 1.

En ([1], ch.IX) y en [46] se dan caracterizaciones para las álgebras de Heyting
prelineales.

4.3.1. Teoŕıa de representación

Diremos que un espacio de Esakia (X,≤) es un root system si para cada
x ∈ X, el conjunto [x) = {y ∈ X : y ≥ x} es una cadena. Monteiro probó en [46]
(ver también [34]) que las álgebras de Heyting prelineales están caracterizadas
en términos de los filtros primos. Espećıficamente, un álgebra de Heyting H es
prelineal si y sólo si (X(H),⊆) es un root system.

Sea SLH la subcategoŕıa de SHA cuyos objetos son S-álgebras prelineales
(vamos a utilizar la misma notación para referirnos a la variedad subyacente
a dicha categoŕıa). Un SL-espacio es un S-espacio (X,≤) el cual es también
un root system. La categoŕıa SLS es la subcategoŕıa de SHS cuyos objetos son
SL-espacios.

Por la dualidad dada entre SHA y SHS (ver teoremas 3.4.13 y 3.4.19)
tenemos el siguiente

Teorema 4.3.1. Existe una equivalencia categorial dual entre SLH y SLS.

En lo que sigue daremos un modo equivalente de describir al sucesor en la
S-álgebra de clopens crecientes de un SL-espacio.

Sean (X,≤) un SL-espacio y V un clopen decreciente no vaćıo de (X,≤).
Para cada x ∈ V existe máximo del conjunto [x)∩V , el cual será denotado como
xV . Primero veremos que el conjunto [x) ∩ V admite maximales. Para ello es
suficiente probar que si H = D(X), P ∈ X(H) y V es un clopen decreciente de
X(H) no vaćıo tal que P ∈ V , entonces el conjunto [P )∩ V admite maximales.
Este hecho se deduce de que V c = ϕH(a) para cierto a ∈ H, y del Lema de
Zorn. Ahora veremos que existe máximo del conjunto [x) ∩ V . Sea y ∈ [x) ∩ V
tal que y es un elemento maximal en dicho conjunto. Si z ∈ [x) ∩ V entonces
x ≤ z y x ≤ y. Luego y ≤ z ó z ≤ y. Como y, z ∈ [x)∩V e y es maximal en este
conjunto, si y ≤ z entonces y = z. En cualquier caso z ≤ y, por lo cual [x) ∩ V
tiene elemento máximo.

Si (X,≤) es un SL-espacio y V es un clopen decreciente no vaćıo de (X,≤),
para cada x ∈ V escribiremos xV para el máximo del conjunto [x) ∩ V .

Proposición 4.3.2. Si (X,≤) es un root system y V es un clopen decreciente
no vaćıo entonces VM =

⋃
x∈V {xV }.

En particular, si (X,≤) es un SL-espacio, U ∈ D(X) y U 6= X entonces

S(U) = U ∪ (
⋃

x∈Uc

{xUc}).

Demostración. Si x ∈ VM entonces x ∈ [x) ∩ V . Sea y ∈ [x) ∩ V , por lo cual
x ≤ y con y ∈ V . Usando que x ∈ VM se llega a que x = y. Luego [x)∩V = {x}
y aśı x ∈

⋃
x∈V {xV }. Rećıprocamente, sea y ∈

⋃
x∈V {xV }. Luego y = xV para
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cierto x ∈ V y en particular y ∈ V . Sea y ≤ z con z ∈ V . Luego y ∈ [x) ∩ V y
por ende y = z. Por lo tanto y ∈ VM .

El siguiente resultado nos permitirá demostrar que toda S-álgebra prelineal
preserva supremos finitos.

Lema 4.3.3. Sea (X,≤) un poset con la propiedad de que para cada x ∈ X el
conjunto [x) es una cadena. Luego para cada A y B subconjuntos decrecientes
de X tenemos que (A ∩B)M ⊆ AM ∪BM .

Demostración. Sean A, B decrecientes y x ∈ (A ∩ B)M . Supongamos que x /∈
AM , por lo cual existe y ∈ A tal que x < y. Sea z ∈ B con x ≤ z. Veremos
que x = z y por esta razón será x ∈ BM . Notemos que y, z ∈ [x), por lo cual
por hipótesis tenemos que y ≤ z ó z ≤ y. Si y ≤ z entonces y ∈ A ∩ B. Sin
embargo x ≤ y, con lo cual x = y, una contradicción. Luego x ≤ z ≤ y, por lo
cual z ∈ A ∩B y aśı x = z, que era lo que deseábamos probar.

Corolario 4.3.4. En toda S-álgebra prelineal vale la ecuación

S(x ∨ y) = S(x) ∨ S(y).

Demostración. La ecuación S(x)∨S(y) ≤ S(x∨ y) se sigue de la monotońıa de
la función sucesor (dado que S es un operador frontal, ver Lema 3.2.2). La otra
desigualdad es una consecuencia directa del Lema 4.3.3 y del Teorema 4.3.1. En
efecto, si U y V son clopens crecientes de un SL-espacio entonces

S(U ∪ V ) = U ∪ V ∪ (U c ∩ V c)M ⊆ U ∪ V ∪ (U c)M ∪ (V c)M = S(U) ∪ S(V ).

4.3.2. Propiedad de modelo finito

Sea LIS el cálculo IS con el axioma adicional (α→ β) ∨ (β → α).

Definición 4.3.5. LIS tiene la propiedad de modelo finito (PMF) si para cada
ϕ ∈ L(S) tal que 0A(S) ϕ existe una S-álgebra prelineal finita H y una valuación
v : Π → H tal que la extensión de v a un único homomorfismo v : L(S) → H
satisface que v(ϕ) 6= 1.

En lo que sigue probaremos que LIS tiene la PMF.

Lema 4.3.6. (Lema 1.1 de [34]) Sea H un álgebra de Heyting prelineal. Si P
es un filtro primo de H entonces H/P es una cadena.

Sea C una S-álgebra que es una cadena (llamaremos → y S a la implicación
y al sucesor de C, respectivamente), y sea L un subconjunto finito de C tal
que contiene al primer y al último elemento de C. El siguiente resultado es
inmediato.

Lema 4.3.7. L es un subret́ıculo acotado de C tal que tiene implicación →L y
sucesor SL. Más aún, se satisfacen las siguientes dos condiciones:

1. Si x, y ∈ L entonces x→ y = x→L y.

2. Si x, S(x) ∈ L entonces SL(x) = S(x).
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Proposición 4.3.8. LIS posee la PMF.

Demostración. Sean Ψ ∈ L(S), H una S-álgebra prelineal y v : L(S) → H un
homomorfismo tal que v(Ψ) 6= 1. Sean → y S la implicación y el sucesor de
H respectivamente. Vamos a hallar una cadena finita L y un homomorfismo
t : L(S)→ L tal que t(Ψ) 6= 1.

Como v(Ψ) 6= 1, por el Teorema del Filtro Primo se tiene que existe un filtro
primo P de H tal que v(Ψ) /∈ P , es decir, tal que v(Ψ)/P 6= 1. Llamando C a
H/P , se tiene que C es una cadena, en virtud del Lema 4.3.6.

Por otro lado, dado que el sucesor es un operador compatible, tenemos que
la aplicación cociente ρ : H → C es un homomorfismo de S-álgebras y por ende
w = ρv : L(S)→ C también lo es. Notemos que w(Ψ) = v(Ψ)/P 6= 1.

Sean SubΦ = {Ψ1, ...,Ψn} el conjunto de todas las subfórmulas de Φ y L el
subconjunto de C dado por {0, 1} ∪ {w(α) : α ∈ SubΦ}. Si V es el conjunto de
variables proposicionales que aparecen en Ψ, podemos definir la función t : Π→
L del siguiente modo:

t(π) =

{
w(π) si π ∈ V ,
0 si π /∈ V .

Sabemos que t se puede extender a un único homomorfismo t : L(S) → L.
Por la construcción que hemos hecho para L y para t, utilizando el Lema 4.3.7
y haciendo inducción sobre las subfórmulas de Ψ se llega a que t(Ψi) = w(Ψi)
para i = 1, ..., n. En particular se concluye que t(Ψ) = w(Ψ) 6= 1.

La demostración de la propiedad anterior nos permite enunciar el siguiente

Corolario 4.3.9. La variedad de S-álgebras prelineales está generada por las
cadenas finitas.

Observación 4.3.10. Notemos que como en todas las cadenas finitas el sucesor
preserva supremos finitos, esta propiedad vale también en toda S-álgebra prelin-
eal (esto es una prueba inmediata del Corolario 4.3.4). Un argumento análogo
prueba que en toda S-álgebra prelineal vale la ecuación S(x → y) = S(x) →
S(y).

Si bien en toda S-álgebra valen las desigualdades S(x) ∨ S(y) ≤ S(x ∨ y) y
S(x → y) ≤ S(x) → S(y), tenemos que las igualdadades no valen en general,
como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.11. Consideremos la siguiente S-álgebra:

•1

•c

•a

{{{{{{{{
•b

BBBBBBBB

•0

BBBBBBBB

}}}}}}}}
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Tenemos que S(a) ∨ S(b) = c < 1 = S(c) = S(a ∨ b) y que S(a → 0) =
S(b) = c < 1 = c→ c = S(a)→ S(0).

4.4. S-álgebras de altura finita

En esta sección probaremos que ciertas subvariedades de la variedad de S-
álgebras tienen amalgamación. Este resultado, junto con una versión apropiada
del Teorema 1 de [43], nos permitirá demostrar la interpolación en el cálculo
IPCS(n), que es el que está asociado a estas variedades. Utilizaremos el hecho
de que cada álgebra de estas variedades admite modelo canónico para probar
un teorema de completitud del cálculo IPCS(n) con respecto a modelos de
Kripke apropiados. Por otro lado caracterizaremos a las subálgebras dando un
procedimiento geométrico (en el respectivo espacio de representación) para de-
terminarlas. También estudiaremos el coproducto para ciertos casos particulares.
Finalmente haremos algunas observaciones sobre las álgebras subdirectamente
irreducibles, veremos la relación que tienen estas variedades con ciertas var-
iedades de Heyting y daremos una descripción del álgebra libre en un generador
para la variedad asociada al cálculo IPCS(2).

Parte de estos resultados fueron publicados en [17] y en [19].

4.4.1. La altura en posets, espacios topológicos y álgebras

Sea (X,≤) un poset y N el conjunto de números naturales . Para cada n ∈ N
definimos la siguiente sucesión de conjuntos {Xn}n≥1:

X1 = XM ,

Xn+1 = Xn ∪ (Xc
n)M .

Luego para n ≥ 2 definimos los conjuntos X̂n como

X̂1 = X1 ,

X̂n = (Xc
n−1)M = Xn −Xn−1.

Diremos que un poset (X,≤) tiene altura n si X = Xn y n es el mı́nimo de
los números naturales con esta propiedad.

Observación 4.4.1. Sea (X,≤) un poset y n ∈ N.

(i) Xn es un conjunto creciente.

(ii) Xn =
⋃n

i=1 X̂i. En efecto,

Xn = X̂n ∪Xn−1 = X̂n ∪ X̂n−1 ∪Xn−2 = ... =

n⋃

i=1

X̂i,

con lo cual de manera equivalente podemos decir que un poset (X,≤) tiene altura
menor o igual que n si y sólo si X =

⋃n
i=1 X̂i.
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Definimos la altura de un S-espacio como la altura de su poset subyacente.
Escribiremos TSHn para la categoŕıa cuyos objetos son S-espacios de altura
menor o igual que n y cuyos morfismos son los mismos de SHS .

Diremos que una S-álgebra H tiene altura n si S(n)(0) = 1 y n es el menor
número natural con esta propiedad. Escribiremos SHn para la clase de S-álgebras
de altura menor o igual que n. Esta clase es una variedad caracterizada por las
ecuaciones de S-álgebras y la ecuación adicional

S(n)(0) = 1,

o, de manera equivalente, la ecuación S(n)(x) = 1. Notemos que SH1 es justa-
mente la variedad de álgebras de Boole (en este caso el sucesor coincide con el
último elemento del álgebra), y además

SH1 ⊆ SH2 ⊆ . . . SHn ⊆ . . .

También escribiremos SHn para la categoŕıa cuyos elementos son S-álgebras de
altura menor o igual que n y cuyos morfismos son los mismos de SHA.

El siguiente resultado es una consecuencia directa de los teoremas 3.4.13 y
3.4.19.

Teorema 4.4.2. Existe una equivalencia categorial dual entre SHn y TSHn.

El siguiente lema y la siguiente proposición nos permitirán dar una mejor
descripción para los morfismos de la categoŕıa TSHn.

Lema 4.4.3. Sean (X,≤) e (Y,≤) S-espacios, y sea f : (X,≤) → (Y,≤) un
morfismo en SHS. Luego las siguientes condiciones valen:

(a) f−1(Yi) = Xi.

(b) f−1(Ŷi) = X̂i.

(c) Si (X,≤) e (Y,≤) son S-espacios de altura k y l respectivamente entonces
k ≤ l.

(d) Si f es suryectiva en (c) entonces k = l.

Demostración. (a) Haremos la demostración por inducción.
Caso i = 1: tenemos que f−1(Y1) = f−1(YM ) = XM = X1. Supongamos

ahora que la propiedad vale para cierto i ∈ N. Luego

f−1(Yi+1) = f−1(S(Yi)) = S(f−1(Yi)) = S(Xi) = Xi+1.

(b) Es consecuencia de (a). El caso i = 1 es immediato. Para i > 1 tenemos
que f−1(Yi) = Xi, con lo cual f−1(Yi−1) ∪ f

−1(Ŷi) = Xi−1 ∪ X̂i. Tomando la
intersección con respecto a X̂i en ambos miembros (y utilizando (a)) se tiene
que X̂i ⊆ f−1(Ŷi). Tomando la intersección con respecto a f−1(Ŷi) en ambos
miembros (y utilizando (a) nuevamente) llegamos a que f−1(Ŷi) ⊆ X̂i.

(c) Por (a) tenemos que X = f−1(Y ) = f−1(Yl) = Xl, con lo cual k ≤ l.
(d) Por (c) sólo necesitamos probar que l ≤ k. Sea y ∈ Y . Como f es

suryectiva existe x ∈ X = Xk tal que y = f(x). Por el ı́tem (a) tenemos que
y ∈ Yk. Luego Y = Yk y por ende l ≤ k.
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Sea f : (X,≤) → (Y,≤) un morfismo en HS y sean (X,≤) e (Y,≤) S-
espacios. Consideremos la siguiente condición:

(E) Para cada x, y ∈ X, x < y implica que f(x) < f(y).

Proposición 4.4.4. Si f satisface la condición (E) entonces f es un morfismo
en SHS. Rećıprocamente, si f : (X,≤) → (Y,≤) es un morfismo en TSHn

entonces f satisface la condición (E).

Demostración. Supongamos que f satisface la condición (E) y sea U ∈ D(X).
Por la Observación 3.4.18 sólo necesitamos probar que f−1(U c

M ) ⊆ (f−1(U c))M .
Sean x ∈ f−1(U c

M ) y x ≤ z con z ∈ f−1(U c). Si x < z entonces f(x) < f(z)
(por la condición (E)), una contradicción. Luego f es un morfismo en SHS .

Rećıprocamente, supongamos que f : (X,≤) → (Y,≤) es un morfismo en
TSHn y sea x < y. En particular, f(x) ≤ f(y), aśı que supongamos que f(x) =
f(y). Luego existe un número natural i tal que f(x) ∈ Ŷi. Por (b) del Lema
4.4.3 tenemos x, y ∈ X̂i, una contradicción ya que x < y.

Corolario 4.4.5. Sean (X,≤) e (Y,≤) S-espacios y f : (X,≤) → (Y,≤) un
morfismo en HS. Luego f es un morfismo en TSHn si y sólo si f satisface la
condición (E).

4.4.2. Extensión canónica

Las extensiones canónicas de ret́ıculos distributivos con operadores fueron
introducidas por Gehrke y Jónsson en [29] como una generalización natural de
extensiones canónicas de las álgebras de Boole con operadores (ver también
[28]).

Supongamos que L es un ret́ıculo. Un par (C, e) es una completación de L
si C es un ret́ıculo completo y e : L→ C es un monomorfismo de ret́ıculos.

Una completación (C, e) de un ret́ıculo L se dice densa si cada elemento c
de C es un supremo de ı́nfimos y un ı́nfimo de supremos de elementos de e(L).

Una completación (C, e) de un ret́ıculo L se dice compacta si para cada par
de subconjuntos A y B de L tales que

∧
e(A) ≤

∨
e(B) se tiene que existen

subconjuntos finitos A0 y B0 de A y B respectivamente tales que
∧
e(A0) ≤∨

e(B0).

Una extensión canónica de un ret́ıculo L es una completación densa y com-
pacta de L. La misma es única salvo isomorfismo (ver [3]).

De modo análogo podemos definir extensión canónica de álgebras cuyos re-
ductos sean ret́ıculos.

Si H es un álgebra de Heyting, una extensión canónica de H es el par
(X(H)+, ϕH).

En lo que sigue veremos que todas las álgebras en SHn tienen una extensión
canónica.

Lema 4.4.6. Sea (X,≤) un poset. Luego

(a) Si i 6= j entonces X̂i ∩ X̂j = ∅.

(b) Si x ≤ y, x ∈ X̂i e y ∈ X̂j entonces j ≤ i.
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Demostración. (a) Supongamos que X̂i ∩ X̂j 6= ∅ y que i < j. Luego existe

x ∈ X tal que x ∈ X̂i ∩ X̂j , siendo i ≤ j − 1. En particular x /∈ Xj−1, con lo

cual x /∈ Xi. Luego x /∈ X̂i, una contradicción.
(b) Sean x ≤ y, x ∈ X̂i e y ∈ X̂j . Tenemos que x ∈ Xi y por ende, que

y ∈ Xi. Luego existe k ≤ i tal que y ∈ X̂k. Por (a) inferimos que j = k ≤ i.

Lema 4.4.7. Sea (X,≤) un poset. Si i ≥ 2 y x ∈ X̂i entonces existe y ∈ X̂i−1

tal que x < y.

Demostración. Consideraremos dos casos.

Caso i = 2: supongamos que x ∈ X̂2, por lo cual x /∈ XM . Luego existe
y ∈ X tal que x < y. Usando que x ∈ X2 llegamos a que y ∈ X2. De este modo
como x < y se concluye que y ∈ X̂1.

Caso i > 2: sea x ∈ X̂i. Por (a) del Lema 4.4.6 tenemos que x /∈ X̂i−1 =
(Xc

i−2)M . Luego como además x /∈ Xi−2 se tiene que existe y /∈ Xi−2 tal que

x < y. Por otro lado existe j = 1, ..., i tal que y ∈ X̂j . Si j = i, usando que

x, y ∈ X̂i y que x < y tenemos una contradicción. Supongamos que j ≤ i − 2.
Usando que y /∈ Xi−2 tenemos que y /∈ X̂k para cada k = 1, ..., i − 2. En
particular y /∈ X̂j , una contradicción. Por lo tanto j = i− 1.

Ahora probaremos la siguiente

Proposición 4.4.8. Sea (X,≤) un poset. Si (X,≤) tiene altura n ∈ N entonces
X+ es una S-álgebra de altura n. Más aún, para cada U ∈ X+ tenemos que

S(U) = U ∪ (U c)M .

Demostración. Por el Corolario 3.3.2, para probar que X+ admite sucesor sólo
necesitamos probar la condición (P). Sea V un conjunto decreciente en (X,≤) y
sea x ∈ V . Tenemos que existe i ∈ {1, ..., n} tal que x ∈ X̂i. Luego [x)∩V ∩X̂i 6=
∅. Consideremos el conjunto

M = {k = 1, ..., n : [x) ∩ V ∩ X̂k 6= ∅}.

Como i ∈M se concluye que M 6= ∅. Sea j = min M . Luego [x) ∩ V ∩ X̂j 6= ∅,

por lo cual existe v ∈ [x) ∩ V ∩ X̂j . Por esta razón x ≤ v y v ∈ V . Supongamos

que v ≤ w para cierto w ∈ V . Existe k ∈ {1, ..., n} tal que w ∈ X̂k, y por esto
w ∈ [x) ∩ V ∩ X̂k. Luego [x) ∩ V ∩ X̂k 6= ∅, y k ∈M . Por lo tanto j ≤ k.

Por otro lado por (b) del Lema 4.4.6 tenemos que k ≤ j; por ende k = j.
Usando que v ≤ w con v, w ∈ X̂k se tiene que v = w, y aśı v ∈ VM . Luego
x ∈ (VM ].

Finalmente por hipótesis tenemos que S(n)(∅) = Xn = X. Si S(k)(∅) = Xk =
X entonces n ≤ k ya que X = Xn = Xk.

Observación 4.4.9. La demostración de la proposición previa nos dice que si
un poset tiene altura finita entonces satisface la condición (P). Sin embargo la
rećıproca no es cierta en general. Si consideramos el poset N0 (recordemos que
este es el poset de números naturales con cero con el orden inverso) se tiene que
satisface la condición (P) y sin embargo no tiene altura finita.

En general, si H es una S-álgebra entonces X(H)+ no es necesariamente
una S-álgebra, como lo muestra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 4.4.10. Notemos que si ⊕ es la suma ordinal de posets (ver [1], pág.
39) entonces N0 ⊕N0 es una S-álgebra. Sin embargo (X(N0 ⊕N0))+ no es una
S-álgebra.

Llamaremos: [ω) = pω, [i) = pi, [−i) = p−i, p = N0.

Algebra H = N0 ⊕ N0 Poset P de primos Algebra P+

ω

−1

−2

−3

...

...

...

3

2

1

0

p1

p2

p3

...

p

...

p−3

p−2

p−1

pω

[pω)

[p−1)

[p−2)

...

[p)

(p]c

...

[p3)

[p2)

[p1)

4.4.3. Propiedad de amalgamación

La propiedad de amalgamación fue considerada primero por Schrwier en
[60], donde la misma fue investigada para grupos. En una forma general, la
propiedad de amalgamación fue formulada primero por Fräıssé ([24]) en conexión
con ciertas propiedades de inmersiones.
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Definición 4.4.11. Sea K una clase de álgebras. Para H0,H1H2 ∈ K, e inmer-
siones i1 : H0 → H1 y i2 : H0 → H2, la estructura 〈H0; i1,H1; i2,H2〉 es llamada
una K -amalgama. Diremos que esta K -amalgama puede ser amalgamada en K
si existe algún H ∈ K e inmersiones ǫ1 : H1 → H y ǫ2 : H2 → H, tales que
ǫ1i1 = ǫ2i2. Esto es, si el siguiente diagrama conmuta:

H0
i1 //

i2

��

H1

ǫ1

��
H2 ǫ2

// H

Diremos que K tiene la propiedad de amalgamación (o bien que K es amal-
gamable) si cada K -amalgama puede ser amalgamado en K. La terna (H, ǫ1, ǫ2)
será llamada una extensión común de H1 y H2 sobre H0.

En esta parte del trabajo probaremos que para cada n ∈ N, SHn tiene la
propiedad de amalgamación. Para ello utilizaremos la equivalencia categorial
dual dada en el Teorema 4.4.2, y el Corolario 4.4.5.

Para j = 1, 2, sea ij : H0 → Hj un monomorfismo en la categoŕıa SHn. Si
consideramos α : X(H1)→ X(H0), dada por α = X(i1) y β : X(H2)→ X(H0),
dada por β = X(i2), tenemos que α y β son epimorfismos en la categoŕıa TSHn.
Tomemos X = X(H1), Y = X(H2), Z = X(H0) y consideremos el conjunto

W = {(x, y) ∈ X × Y : α(x) = β(y)}.

Por (d) del Lema 4.4.3 tenemos que X, Y y Z son S-espacios de la misma
altura h ≤ n. Notemos que

W ⊆
h⋃

i=1

X̂i × Ŷi. (4.3)

En efecto, sea α(x) = β(y). Luego existe i ∈ {1, ..., h} tal que x ∈ X̂i. Por
(b) del Lema 4.4.3 tenemos que β(y) = α(x) ∈ Ẑi. Por esta razón y ∈ Ŷi, y
(x, y) ∈ X̂i × Ŷi.

Con la notación de arriba, tenemos la siguiente

Proposición 4.4.12. El poset (W,≤) tiene altura h.

Demostración. Probaremos por inducción sobre el ı́ndice de nivel i ∈ N que

W ∩ (X̂i × Ŷi) ⊆ Ŵi. (4.4)

Sea (x, y) ∈ W,x ∈ XM e y ∈ YM . Supongamos que (z, w) ∈ W y que (x, y) ≤
(z, w). Usando que x ∈ XM e y ∈ YM tenemos que (x, y) = (z, w), y por lo
tanto (x, y) ∈WM . Luego

W ∩ (X̂1 × Ŷ1) ⊆ Ŵ1.

Supongamos ahora que W ∩ (X̂i× Ŷi) ⊆ Ŵi para todo i ≤ k (k ∈ N). Tomemos
(x, y) ∈W ∩ (X̂k+1× Ŷk+1). Luego α(x) = β(y), x ∈ X̂k+1 e y ∈ Ŷk+1. Supong-
amos que (x, y) ∈ Wk. En particular existe i ≤ k tal que (x, y) ∈ Ŵi. Por otro

60



lado, por el Lema 4.4.7 existe xi ∈ X̂i tal que x < xi, y por la Proposición
4.4.5 se deduce que α(x) < α(xi). Como β es suryectiva existe zi ∈ Y tal que
α(xi) = β(zi). Por (b) del Lema 4.4.3 tenemos que zi ∈ Ŷi. Usando que β es
un p-morfismo y que β(y) < β(zi), llegamos a que existe yi ∈ Y tal que y ≤ yi

y β(yi) = β(zi). Nuevamente por (b) del Lema 4.4.3 tenemos que yi ∈ Ŷi. De
este modo se concluye que (x, y) < (xi, yi) ∈ W ∩ (X̂i × Ŷi) ⊆ Ŵi, una con-
tradicción dado que (x, y) ∈ Ŵi. Luego (x, y) ∈ (Wk)c. Sea (x, y) ≤ (z, w) con
(z, w) ∈ (Wk)c. Supongamos que x < z, con lo cual por el Lema 4.4.7 tenemos
que z ∈ X̂i para algún i ≤ k. Luego por (4.3) y (a) del Lema 4.4.6 se tiene que
w ∈ Ŷi, con lo cual (z, w) ∈ W ∩ (X̂i × Ŷi) ⊆ Ŵi, una contradicción porque
(z, w) ∈W c

k . Luego (x, y) ∈ Ŵk+1, y por lo tanto

W ∩ (X̂k+1 × Ŷk+1) ⊆ Ŵk+1.

De este modo la condición (4.4) vale para todo i ∈ N. Por (4.3) y (a) del Lema
4.4.6, llegamos a que

W ∩ (X̂i × Ŷi) = Ŵi

para cada i ∈ N. Por (4.3) se obtiene que

W =

h⋃

i=1

(W ∩ (X̂i × Ŷi)) =

h⋃

i=1

Ŵi.

En particular, Wh = W . Sea m un número natural tal que Wm = W . Sin
pérdida de generalidad, supongamos que h es la altura de (X,≤). Probaremos
primero que X = Xh = Xm. Sea x ∈ Xh, con lo cual existe i ∈ {1, ..., h}
tal que x ∈ X̂i. Por (b) del Lema 4.4.3 tenemos que α(x) ∈ Ẑi. Como β es
suryectiva existe y ∈ Y tal que α(x) = β(y), siendo en particular y ∈ Ŷi. Luego
(x, y) ∈ W = Wm. Por esta razón existe j ∈ {1, ...,m} tal que (x, y) ∈ Ŵj , de

lo cual se deduce que x ∈ X̂j , y aśı, x ∈ Xm. De este modo X = Xh ⊆ Xm, es
decir, X = Xh = Xm. Como la altura de (X,≤) es h inferimos que h ≤ m, con
lo cual la altura de (W,≤) es h.

Por las proposiciones 4.4.12, 4.4.8 y con la notación de arriba, tenemos el
siguiente

Corolario 4.4.13. W+ es una S-álgebra de altura h.

Para i = 1, 2 definimos las funciones fi : Hi →W+ como

fi(b) = {(P1, P2) ∈W : b ∈ Pi}.

Estas funciones son monomorfismos de álgebras de Heyting tales que f1i1 = f2i2
(ver [33], Sección 2.5). Como ϕHi

(Sb) = ϕHi
(b)∪(ϕHi

(b))c
M y S(fi(b)) = fi(b)∪

(fi(b)
c)M , se puede probar que

fi(S(b)) = S(fi(b)).

Para probarlo fijemos i ∈ {1, 2}. Sea (P1, P2) ∈ fi(S(b)), con lo cual (P1, P2) ∈
W y S(b) ∈ Pi. Luego Pi ∈ ϕHi

(S(b)) = ϕHi
(b)∪ (ϕHi

(b)c)M . Queremos probar
que (P1, P2) ∈ S(fi(b)) = fi(b)∪ (fi(b)

c)M . Si Pi ∈ ϕHi
(b) entonces b ∈ Pi y por

ende (P1, P2) ∈ fi(b). Sea Pi ∈ (ϕHi
(b)c)M y sea (Q1, Q2) ∈ (fi(b))

c (es decir,

61



(Q1, Q2) ∈ W y b /∈ Qi) tales que P1 ⊆ Q1 y P2 ⊆ Q2. Como Pi ∈ (ϕHi
(b)c)M

se tiene que Pi = Qi. Luego por (4.3) se infiere que P1 = Q1 y P2 = Q2. Por
esta razón (P1, P2) ∈ (fi(b)

c)M , y aśı fi(S(b)) ⊆ S(fi(b)).
Rećıprocamente sea (P1, P2) ∈ S(fi(b)) = fi(b)∪(fi(b)

c)M . Debemos probar
que (P1, P2) ∈ fi(S(b)), es decir, que Pi ∈ ϕHi

(S(b)) = ϕHi
(b) ∪ (ϕHi

(b)c)M . Si
(P1, P2) ∈ fi(b) entonces b ∈ Pi. Luego Pi ∈ ϕHi

(b) y por ende Pi ∈ ϕHi
(S(b)).

Consideremos el caso en que (P1, P2) ∈ (fi(b)
c)M . Sea Pi ⊆ Qi tal que b /∈ Qi.

Supongamos que i = 1 (el caso i = 2 se prueba de modo similar), con lo cual
P1 ⊆ Q1 y b /∈ Q1. Notemos que β(P2) = α(P1) ⊆ α(Q1). Utilizando el hecho
de que β es p-morfismo se tiene que existe un filtro primo Q2 de H2 tal que
P2 ⊆ Q2 y β(Q2) = α(Q1). Luego (P1, P2) ≤ (Q1, Q2) y (Q1, Q2) ∈ fi(b)

c.
Por esta razón P1 = Q1 y P2 = Q2. En particular, P1 ∈ (ϕHi

(b)c)M . Por ende
(P1, P2) ∈ fi(S(b)), quedando aśı probado que S(fi(b)) ⊆ fi(S(b)).

Por lo tanto tenemos el siguiente

Teorema 4.4.14. SHn tiene la propiedad de amalgamación.

4.4.4. Teorema de interpolación de Craig

Esta parte del trabajo tiene como meta principal probar que el cálculo
proposicional correspondiente a la la variedad SHn satisface el Teorema de In-
terpolación de Craig.

Definición 4.4.15. Supongamos que A(∇) define axiomáticamente un conec-
tivo ∇. Por el Teorema de Interpolación de Craig (CIT) en la lógica IPC∇ nos
referiremos a la siguiente proposición: para cada par de fórmulas α, β ∈ L(∇),
si ⊢A(∇) α→ β entonces existe γ en L(∇) tal que ⊢A(∇) α→ γ, ⊢A(∇) β → γ y
γ contiene sólo aquellas variables las cuales ocurren simultáneamente en α y β.

Supongamos que K es una clase arbitraria de álgebras. Si x es un conjunto
de k variables y p(x) es una ecuación en K, escribiremos |=K p(x) en caso de
que para cada H ∈ K y para cada a1, ..., ak ∈ H tengamos que la ecuación dada
por p(a1, ..., ak) es verdadera en H.

Si K es una clase de álgebras parcialmente ordenadas y x tiene k variables,
definimos |=K t(x) ≤ u(x) (donde t y u son términos) en caso de que para
cada H ∈ K y para cada a1, ..., ak ∈ H tengamos que la desigualdad dada por
t(a1, ..., ak) ≤ u(a1, ..., ak) es verdadera en H.

Sea K una clase de álgebras. Si p y q son igualdades (podemos suponer con
igual cantidad de variables k) escribiremos |=K p∧q para indicar |=K p y |=K q.
Escribiremos |=K p ⇒ q para referirnos a la siguiente afirmación: para cada
H ∈ K y a1, ..., ak ∈ H, si p(a1, ..., ak) vale en H entonces q(a1, ..., ak) vale en
H.

Por el principio de interpolación para igualdades (IPE) en la clase K nos
referiremos a la siguiente proposición: dados conjuntos de variables x, y, z dis-
juntos de a pares e igualdades p1(x, y),...,pn(x, y), q(x, z), si

|=K

n∧

i=1

pi(x, y)⇒ q(x, z)

entonces existen m igualdades τ1(x), ..., τm(x) tales que
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|=K

∧n
i=1 pi(x, y)⇒

∧m
j=1 τj(x) y |=K

∧m
j=1 τj(x)⇒ q(x, z).

Si todas las álgebras en K están parcialmente ordenadas, definimos el princi-
pio de interpolación para desigualdades (IPI): para cada par de términos t(x, y)
y u(x, z), si |=K t(x, y) ≤ u(x, z) entonces existe un término v(x) tal que
|=K t(x, y) ≤ v(x) ≤ u(x, z).

Una clase K de álgebras es llamada fuertemente amalgamable si para cada
H0,H1H2 ∈ K la Definición 4.4.11 se satisface y ǫ1(H1) ∩ ǫ2(H2) = ǫ1i1(H0).
Si todas las álgebras en K están parcialmente ordenadas, K es llamada su-
peramalgamable si la Definición 4.4.11 se satisface para H0,H1,H2 ∈ K, y si
para j, k ∈ {0, 1}, si ǫj(x) ≤ ǫk(y) entonces existe z ∈ H0 tal que x ≤j ij(z) e
ik(z) ≤k y (donde ≤i es el orden en Hi para i = 1, 2).

Sea K una clase de álgebras tal que en cada H ∈ K podemos definir el
supremo de dos elementos. Diremos que H está completamente conectada si
para todos x, y ∈ H, si x ∨ y = 1 entonces x = 1 ó y = 1.

El siguiente teorema es consecuencia de una reformulación del Teorema 1
dado en [43], cuya prueba utiliza también el Teorema 4.1, el Teorema 4.2 y el
Corolario 4.4 de [11], respectivamente.

Teorema 4.4.16. Supongamos que A(∇) define axiomáticamente un conectivo
∇. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) CIT es verdadero en IPC∇;

2) La variedad V (A(∇)) satisface la IPI;

3) La variedad V (A(∇)) satisface la IPE;

4) V (A(∇)) es superamalgamable;

5) V (A(∇)) es fuertemente amalgamable;

6) V (A(∇)) tiene la propiedad de amalgamación;

7) La Definición 4.4.11 is satisface para cualesquiera álgebras totalmente conec-
tadas H0,H1,H2 ∈ V (A(∇)).

Sea n ∈ N. El siguiente conjunto A(S)n de esquema de axiomas define ax-
iomáticamente un conectivo del cálculo intuicionista (ver Ejemplo 5.2 de [11]):

(Sn1) α→ S(α),

(Sn2) S(α)→ (β ∨ (β → α)),

(Sn3) (S(α)→ α)→ α,

(Sn4) S(n)(α).

En particular, tenemos V (A(S)n) = SHn. Escribiremos IPCS(n) para el
cálculo proposicional intuicionista con los axiomas adicionales (Sn1)-(Sn4), con
Modus Ponens y sustitución como únicas reglas. Luego por los teoremas 4.4.14
y 4.4.16 tenemos el siguiente

Corolario 4.4.17. IPCS(n) satisface CIT.
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Queda abierta la pregunta de si el cálculo IS posee el CIT (o equivalente-
mente, si la variedad de S-álgebras satisface la propiedad de amalgamación).

Lo que haremos en lo que sigue es demostrar una serie de lemas que probarán
luego en detalle el Teorema 4.4.16. Antes de hacer esto aclararemos algunas
cosas. Los lemas que daremos son la adaptación de los lemas que da Maksimova
en [43] para demostrar el Teorema 1 del trabajo citado (para demostrar estos
lemas utilizaremos el Teorema 4.1, el Teorema 4.2 y el Corolario 4.4 de [11],
los cuales fueron enunciados en la sección 2). Por una cuestión de completitud
del trabajo haremos en detalle las respectivas demostraciones, las cuales son
esencialmente las mismas que han sido hechas originalmente por Maksimova.

Supongamos que p es la igualdad de términos u = v. Luego p denotará al
término (u→ v) ∧ (v → u).

Lema 4.4.18. Sea f un operador impĺıcito compatible de álgebras de Heyting.
La cuasi-identidad (p1 ∧ ... ∧ pn) ⇒ q es verdadera en V (E(f)) si y sólo si

la identidad (p1 ∧ ... ∧ pn)→ q = 1 es verdadera en V (E(f)).

Demostración. ⇒) Supongamos que la identidad (p1 ∧ ...∧ pn)→ q = 1 no vale
en V (E(f)). Sean x1, ..., xm las variables que aparecen en esta identidad. Luego,
existe µ ∈ V (E(f)) y a1, ..., am ∈ µ tales que ((p1∧ ...∧pn)→ q)(a1, ..., am) 6= 1.
Sea Φ el filtro generado por el elemento (p1 ∧ ... ∧ pn)(a1, ..., am). Como f es
un operador impĺıcito compatible de álgebras de Heyting concluimos que µ1 =
µ/Φ ∈ V (E(f)). Luego tenemos que

pi(a1/Φ, ..., am/Φ) = 1 para i = 1, ..., n,

q(a1/Φ, ..., am/Φ) 6= 1.

Por lo tanto obtenemos que |=V (E(f)) (p1 ∧ ...∧ pn)⇒ q no vale, una contradic-
ción.
⇐) Se sigue de que |=V (E(f)) (x = 1 ∧ (x→ y = 1))⇒ (y = 1).

Lema 4.4.19. Sean 1), 2), 3), 4), 5), 6) y 7) los ı́tems del Teorema 4.4.16.
Luego 1)⇔ 2)⇔ 3) y 4)⇒ 5)⇒ 6)⇒ 7).

Demostración. 1)⇔ 2)⇔ 3). Se deduce del siguiente hecho válido para fórmu-
las de la lógica L∇: ⊢V (A(∇)) α→ β sii (por teoremas 2.2.3 y 2.2.4) 
A(∇) α→ β
sii |=V (A(∇)) α→ β, con lo cual vale que

⊢A(∇) α→ β sii |=V (A(∇)) α→ β.

1)⇔ 2). ⇒) Supongamos que t(x, y) y u(x, z) son términos tales que |=V (A(∇))

t(x, y) ≤ u(x, z), con lo cual ⊢A(∇) t(x, y)↔ u(x, z). Por hipótesis tenemos que
existe un término c(x) tal que ⊢A(∇) t(x, y) → c(x) y ⊢A(∇) c(x) → u(x, z), es
decir |=V (A(∇)) t(x, y) ≤ c(x) ≤ u(x, z). La rećıproca es similar.

2) ⇔ 3). ⇒) Sean x, y, z conjuntos de variables disjuntos dos a dos. Sean
p1(x, y),...,pn(x, y), q(x, z) igualdades tales que

|=V (A(∇))

n∧

i=1

pi(x, y)⇒ q(x, z).
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Por el Lemma 4.4.18 tenemos que
∧n

i=1 pi(x, y) → q(x, z) = 1 en V (A(∇)), es
decir

∧n
i=1 pi(x, y) ≤ q(x, z). Luego por hipótesis existe un término v(x) tal que∧n

i=1 pi(x, y) ≤ v(x) ≤ q(x, z), con lo cual
∧n

i=1 pi(x, y) → v(x) = 1 y v(x) →
q(x, z) = 1. Si V (x) es la igualdad de términos v(x) = 1 entonces V (x) = v(x).
Aplicando el Lema 4.4.18 deducimos que |=V (A(∇))

∧n
i=1 pi(x, y) ⇒ V (x) y

|=V (A(∇)) V (x)⇒ q(x, z).
3) ⇒ 2). ⇒). Sean t(x, y) y u(x, z) términos tales que |=V (A(∇)) t(x, y) ≤

u(x, z), siendo x, y, z conjuntos de variables disjuntos dos a dos, con lo cual
|=V (A(∇)) t(x, y)→ u(x, z) = 1. Sean T (x, y) y U(x, z) las igualdades de térmi-

nos t(x, y) = 1 y U(x, z) = 1, respectivamente. Luego T (x, y) = t(x, y) y
U(x, z) = u(x, z), con lo cual T (x, y) → U(x, z) = 1 vale en V (A(∇)). Por
el Lema 4.4.18 tenemos que |=V (A(∇)) T (x, y) ⇒ U(x, z). Por hipótesis exis-
ten m y términos τ1(x), ..., τm(x) tales que |=V (A(∇)) T (x, y) ⇒

∧m
i=1 τi(x) y

|=V (A(∇))

∧m
i=1 τi(x) ⇒ U(x, z). En particular, para cada i = 1, ...,m tenemos

que
|=V (A(∇)) T (x, y)⇒ τi(x).

Notemos que (
∧m

i=1 τi(x)) = (
∧m

i=1 τi(x)) y llamemos v(x) a este término.
Aplicando el Lema 4.4.18 tenemos que

|=V (A(∇)) t(x, y)⇒ τi(x) = 1 (para cada i = 1, ...,m),

|=V (A(∇)) v(x)⇒ u(x, z),

de lo cual se deduce en particular que |=V (A(∇)) t(x, y)⇒ v(x) = 1. Por lo tanto
concluimos que |=V (A(∇)) t(x, y) ≤ v(x) ≤ u(x, z).

4) ⇒ 5). Sean µ0, µ1, µ2 ∈ V (A(∇)) e i1 : µ0 → µ1, i2 : µ0 → µ2 monomor-
fismos tales que satisfacen la condición de superamalgamabilidad. La inclusióm
ǫ1(µ0) ⊆ ǫ1(µ1) ∩ ǫ2(µ2) se deduce de manera inmediata de la condición (A).
Rećıprocamente, sea a ∈ ǫ1(µ1) ∩ ǫ2(µ2), con lo cual a = ǫ1(x) = ǫ2(y), para
ciertos x ∈ µ1 e y ∈ µ2. Por hipótesis existen z, w ∈ µ0 tales que x ≤1 i1(z),
i1(z) ≤2 y, y ≤2 i2(w), i2(w) ≤1 x. Dado que ǫ1(x) = ǫ2(y) tenemos que
a = ǫ1(x) = ǫ1i1(z), con z ∈ µ0. Es decir, a ∈ ǫ1ı1(µ0).

5)⇒ 6)⇒ 7). Se deduce de manera inmediata a partir de las definiciones.

Lema 4.4.20. Supongamos que el conjunto de fórmulas A(∇) define axiomática-
mente un conectivo ∇. Si L∇ satisface el teorema de interpolación de Craig
entonces V (A(∇)) es superamalgamable.

Demostración. Supongamos que µ0, µ1, µ2 ∈ V (A(∇)) y que i1 : µ0 → µ1 e
i2 : µ0 → µ2 son monomorfismos, siendo µ0 subálgebra de µ1 y µ2. Lo primero
que debemos probar es que se satisface la condición (B). Sea i = 0, 1, 2. A cada
a ∈ µi le asociamos una variable xi

a de modo tal que x0
a = x1

a = x2
a en caso de que

a ∈ µ0 y el resto de las variables son distintas. Sean Fi el conjunto de variables
proposicionales en las variables xi

a y F el conjunto de fórmulas formadas por las
variables proposicionales en las variables x0

a, x
1
a, x

2
a. Si H ∈ V (A(∇)) y a ∈ H

fijamos una interpretación de las variables, asignando a cada xi
a el valor a,

y escribiremos H |=V (A(∇)) α = β si la igualdad α = β es verdadera en la
interpretación dada. Para i = 1, 2 definimos los conjuntos

Ti = {α : α ∈ Fi y µi |=V (A(∇)) α = 1}.
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Notemos que Ti es cerrada bajo MP y que Fi ∩L ⊆ Ti, siendo L el conjunto de
teoremas asociado a la lógica L∇. Ahora definamos el conjunto

T = {α : α ∈ F y T1 ∪ T2 ⊢A(∇) α}.

Para {i, j} = {1, 2}, α ∈ Fi y β ∈ Fj , probaremos que

T ⊢A(∇) (α→ β) sii existe γ ∈ F0 tal que (µi |=V (A(∇)) α ≤ γ y

µj |=V (A(∇)) γ ≤ β. (4.5)

Supongamos que existe γ ∈ F0 tal que µi |=V (A(∇)) α ≤ γ y µj |=V (A(∇))

γ ≤ β, es decir, µi |=V (A(∇)) α → γ = 1 y µj |=V (A(∇)) γ → β) = 1. Luego,
α → γ, γ → β ∈ T , por lo cual α → β ∈ T . Rećıprocamente, supongamos que
α → γ ∈ T . Luego existen subconjuntos finitos Ai ⊆ Ti y Aj ⊆ Tj tales que
Ai, Aj ⊢A(∇) α → β. Denotemos por ϕk a la conjunción de todas fórmulas de
Tk, para k = i, j. Aplicando el teorema de la deducción se tiene que

⊢A(∇) Ai → (Aj → (α→ β)),

lo cual es equivalente a

⊢A(∇) (Ai ∧ α)→ (Aj → β).

Por el teorema de interpolación de Craig en L∇, existe una fórmula γ ∈ F0 tal
que ⊢A(∇) (Ai ∧ α)→ γ) y γ → (Aj → β). Luego, Ai ⊢A(∇) α→ γ y Aj ⊢A(∇)

γ → β. Como Ai ∈ Ti (por definición de Ti) tenemos que α → γ ∈ Ti. Por lo
tanto, µi |=V (A(∇)) (α → γ) = 1, es decir, µi |=V (A(∇)) α ≤ γ. Similarmente,
µj |=V (A(∇)) γ ≤ β.

Poniendo α = 1 en la ecuación (4.5) obtenemos lo siguiente, para j = 1, 2 y
β ∈ Fj :

T ⊢A(∇) α = 1 sii existe γ ∈ F0 tal que µi |=V (A(∇)) 1 ≤ γ y µj |=V (A(∇)) γ ≤ β

sii µj |=V (A(∇)) β = 1. (4.6)

Sobre el conjunto de fórmulas F definimos la relación de equivalencia

α ≈ β sii T ⊢A(∇) (α↔ β).

Consideremos α, β ∈ Fi (con i = 1, 2). Luego, usando la ecuación (4.6) deduci-
mos que

T ⊢A(∇) (α↔ β) sii µi |=V (A(∇) α↔ β = 1 sii µi |=A(∇) α = β,

y por esta razón tenemos que

α ≈ β sii µi |=V (A(∇)) α = β. (4.7)

Sea µ = F/ ≈. Notemos que µ ∈ V (A(∇)), ya que ∇, considerado alge-
braicamente, es compatible y dado por ecuaciones, por Corolario 2.2.6.

Definimos las funciones ǫi : µi → µ (i = 1, 2) como

ǫi(a) = xi
a/ ≈ .
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Por la ecuación (4.7) y por cómo definimos la interpretación de las variables en
µi, tenemos que ǫi son monomorfismos. Si a ∈ µ0 entonces x0

a = x1
a = x2

a, por
lo cual ǫ1(a) = ǫ1(b). De este modo se satisface la condición (B).

Falta ver que vale la superamalgamación. Supongamos que j, k ∈ {0, 1},
a ∈ µj , b ∈ µk, ǫj(a) ≤ ǫk(b). Luego ǫj(a) → ǫk(b) = 1, es decir, xj

a →
xk

b ≈ 1, i.e., T ⊢A(∇) x
j
a → xk

b ≈ 1 y por lo tanto T ⊢A(∇) x
j
a ≤ xk

b (en
donde el orden parcial se define del modo usual, como en el caso del cálculo
proposicional intuicionista). Por la ecuación (4.5) tenemos que existe γ ∈ F0 tal
que µj |=V (A(∇)) xa ≤ γ y µk |=V (A(∇)) γ ≤ xb. Luego el valor c de la fórmula
γ ocurre bajo la interpretación en µ0 y a ≤j c, c ≤k b.

La demostración del siguiente lema podŕıa omitirse ya que es consecuencia
directa del Lema 3 de [43].

Lema 4.4.21. Sean f un operador impĺıcito compatible de álgebras de Heyting,
µ1, µ2 ∈ V (E(f)) y µ0 una subálgebra de µ1 y µ2. Si para cada a ∈ µ1 y b ∈ µ2

no existe c ∈ µ0 tal que a ≤1 c y c ≤2 b entonces existen filtros primos Φ1 en
µ1 y Φ2 en µ2 tales que a ∈ Φ1, b ∈ Φ2 y Φ1 ∩ µ0 = Φ2 ∩ µ0.

Demostración. Definamos los conjuntos ∇ = {z ∈ µ0 : a ≤1 z} y ∆ = {z ∈ µ0 :
z ≤2 b}. Definamos ahora el conjunto

Σ1 = {J : J es un ideal de µ2, {b} ∪∆ ⊆ J, J ∩∇ = ∅}.

Es inmediato notar (por nuestra hipótesis) que {x ∈ µ2 : x ≤2 b} ∈ Σ1, por lo
cual Σ1 6= ∅. Por el lema de Zorn tenemos que existe J2 un elemento maximal
en Σ1. En particular, J2 es un ideal primo de µ2. Para probar esto, supongamos
que no lo es, por lo cual existen x, y ∈ J2 tales que x ∧ y ∈ J2, x /∈ J2 e y /∈ J2.
Sea I1 el ideal generado por {x} ∪ J2 e I2 el ideal generado por {y} ∪ J2. Si
I1 ∩∇ = ∅ ó I2 ∩∇ = ∅, como I1, I2 ∈ Σ1 y J2 ⊆ I1, I2, tendŕıamos que J2 = I1
ó J2 = I2 y por esta razón x ∈ J2 ó y ∈ J2, una contradicción. Luego debe valer
que I1 ∩ ∇ 6= ∅ e I2 ∩ ∇ 6= ∅. De este modo, existen i1, i2 ∈ J2, m, k ∈ ∇ tales
que a ≤2 m ≤2 x ∨ i1 y a ≤2 k ≤2 y ∨ i2, con lo cual

a ≤2 m ∧ k ≤2 (x ∧ y) ∨ (i1 ∧ y) ∨ (x ∧ i2) ∨ (i1 ∧ i2).

Como x∧y, i1∧y, x∧i2, i1∧i2 ∈ J2, tenemos que (x∧y)∨(i1∧y)∨(x∧i2)∨(i1∧i2) ∈
J2, lo que a su vez implica que m∧k ∈ J2. Pero m∧k ∈ ∇ (pues ∇ es un filtro),
por lo cual J2 ∩ ∇ 6= ∅, una contradicción nuevamente. Por lo tanto J2 es un
ideal primo de µ2. Ahora definamos los siguientes conjuntos:

Φ2 = µ2 − J2,

Φ0 = Φ2 ∩ µ0,

J0 = J2 ∩ µ0.

Notemos que ∇ ⊆ Φ0 ya que ∇∩ J2 = ∅. Consideremos el conjunto

Σ2 = {Φ : Φ es filtro de µ1, {a} ∪ Φ0 ⊆ Φ,Φ ∩ J0 = ∅}.
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Probaremos que el conjunto Φ definido como {x ∈ µ1 : existe z ∈ µ0 tal que
z ≤1 a → x} es tal que Φ ∈ Σ2. Es inmediato probar que Φ es un filtro de µ1

tal que {a} ∪ Φ0 ⊆ Φ. Veamos que Φ ∩ J0 = ∅. Supongamos que esto no vale,
con lo cual tenemos que existe x ∈ µ1 tal que x ∈ Φ ∩ J0. Luego hay un z ∈ µ0

tal que a ≤1 z → x. Como x ∈ J0, vale que

x ∈ J2. (4.8)

y que x ∈ µ0. Como µ0 es subálgebra y z ∈ µ0, resulta que z → x ∈ µ0 y
aśı z → x ∈ ∇ ⊆ Φ0. Pero z ∈ Φ0 y Φ0 es un filtro de µ0, con lo cual x ∈ Φ0, es
decir, x /∈ J2, una contradicción con la ecuación (4.8). Por esta razón tenemos
que Φ∩ J0 = ∅ y de esto se deduce que Φ ∈ Σ2. Por lo tanto Σ2 6= ∅. Luego por
el Lema de Zorn Σ2 contiene un elemento maximal Φ1. Probaremos que Φ1 es
un ideal primo de µ1. Para probar esto, supongamos que no lo es, por lo cual
existen x, y ∈ µ1 tales que x∧y ∈ Φ1, x /∈ Φ1 e y /∈ Φ1. Sea F1 el filtro generado
por {x} ∪Φ1 y F2 el filtro generado por {y} ∪Φ1. Si F1 ∩ J0 = ∅ ó F2 ∩ J0 = ∅,
como F1, F2 ∈ Σ2 y Φ1 ⊆ F1, F2, tendŕıamos que Φ1 = F1 ó Φ1 = F2 y por esta
razón x ∈ Φ1 ó y ∈ Φ1, una contradicción. Luego debe valer que F1 ∩ J0 6= ∅ y
F2 ∩ J0 6= ∅. De este modo, existen f1, f2 ∈ Φ1, m, k ∈ J0 tales que m ≥1 x∧ f1
y k ≥1 y ∧ f2, con lo cual

m ∨ k ≥1 (x ∨ y) ∧ (f1 ∨ y) ∧ (x ∨ f2) ∧ (f1 ∨ f2).

Como x ∨ y, f1 ∨ y, x ∨ f2, f1 ∨ f2 ∈ Φ1, tenemos que (x ∨ y) ∧ (f1 ∨ y) ∧ (x ∨
f2) ∧ (f1 ∨ f2) ∈ Φ1, lo que a su vez implica que m ∨ k ∈ Φ1. Pero m ∨ k ∈ J0

(pues J0 es un ideal y x, y ∈ J0), por lo cual m∨ k ∈ J0 ∩Φ1 y aśı J0 ∩Φ1 6= ∅,
una contradicción nuevamente. Queda aśı probado que Φ1 es un filtro primo de
Σ2.

Observemos lo siguiente: como Φ1 ∈ Σ2 entonces a ∈ Φ1. Como J2 ∈ Σ1

entonces b ∈ J2 y aśı b /∈ Φ2. Por último, supongamos que x ∈ Φ1 ∩ µ0. Luego
x ∈ µ0 y x ∈ Φ1. Como Φ1 ∩ J0 = ∅, concluimos que x /∈ J0, por lo cual
x ∈ Φ2. De este modo Φ1 ∩ µ0 ⊆ µ0 ∩ Φ2. Rećıprocamente, supongamos que
x ∈ µ0 ∩ Φ2 = Φ0. Como Φ1 ∈ Σ2 tenemos que x ∈ Φ0 ⊆ Φ1. De este modo,
µ0 ∩ Φ2 ⊆ µ0 ∩ Φ1. Por lo tanto Φ1 ∩ µ0 = Φ2 ∩ µ0.

Lema 4.4.22. Sea f un operador impĺıcito compatible de álgebras de Heyting.
Si en la variedad V (E(f)) se satisface la Definición 4.4.11 para cualesquiera
álgebras completamente conectadas µ0, µ1 y µ2 entonces el principio de interpo-
lación para desigualdades vale en V (E(f)).

Demostración. Sean x, y, z conjuntos de variables disjuntos dos a dos, y sean
t(x, y), u(x, z) términos. Supongamos que no existe ningún término v(x) tal que
|=V (E(f)) t(x, y) ≤ v(x) ≤ u(x, z). Sean F0 un álgebra libre con generadores
x en la variedad V (E(f)) y F1 un álgebra libre con generadores x, y, z en la
misma variedad. Como F0 es una subálgebra de F1, t(x, y), u(x, z) ∈ F1 y no
existe v(x) ∈ F0 tal que t(x, y) ≤ v(x) ≤ u(x, z), por el Lema 4.4.21 existen
filtros primos Φ1,Φ2 de F tales que t(x, y) ∈ Φ1, u(x, z) /∈ Φ2 y Φ1 ∩ F0 =
Φ2 ∩ F0. Como f es impĺıcito compatible, µ1 = F/Φ1 y µ2 = F/Φ2 pertenecen
a V (E(f)). Además, como Φ1 y Φ2 son filtros primos las álgebras µ1, µ2 son
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completamente conectadas tales que t(x, y)/Φ1 = 1, u(x, z)/Φ2 6= 1. Del hecho
de que Φ1 ∩ F0 = Φ2 ∩ F0 se desprende que para v1, v2 ∈ F0 vale que

v1/Φ1 = v2/Φ1 ⇔ v1/Φ2 = v2/Φ2.

Luego, definiendo el álgebra µ0 = {v/Φ1 : v ∈ F0}, la cual pertenece a V (E(f)),
tenemos que i1 : µ0 → µ1 e i2 : µ0 → µ2 dadas por i1(v/Φ1) = v/Φ1 e
i2(v/Φ1) = v/Φ2 son monomorfismos (más aún, ı2 es un isomorfismo). Por
hipótesis del lema, existe µ ∈ V (E(f)) y monomorfismos ǫ1 : µ1 → µ y
ǫ2 : µ2 → µ tales que ǫ1i1 = ǫ2i2. Sea X el conjunto cuyos elementos son
las variables de x, y, z respectivamente. Definimos la función h : X → µ co-
mo h(x) = ǫ1(x/Φ1), h(y) = ǫ1(y/Φ1), h(z) = ǫ2(z/Φ2) (notemos que estamos
haciendo abuso de notación). Esta función se extiende a un único homomor-
fismo H : F → µ (por definición de un álgebra libre). Luego H(t(x, y)) =
ǫ1(t(x, y)/Φ1) y H(u(x, z)) = ǫ2(u(x, z)/Φ2) 6= 1 (ya que t(x, y)/Φ1 = 1,
u(x, z)/Φ2 6= 1 y ǫ2 es monomorfismo). Por lo tanto, |=V (E(f)) t(x, y) ≤ u(x, z)
no vale en V (E(f)), que es lo que queŕıamos probar.

Observación 4.4.23. Queremos remarcar una cuestión algebraica utilizada en
la demostración de los lemas previos. Si f es un operador compatible definido
en un álgebra de Heyting H y θ es una congruencia de H, entonces es posible
definir una función f̂ : H/θ → H/θ como f̂([x]θ) = [f(x)]θ. Si además f es

impĺıcito, dado que f̂ y f satisfacen las mismas ecuaciones entonces definen
el mismo operador, y en particular H/θ ∈ V (E(f)). Si f estuviese presenta-
do a partir de un esquema de ecuaciones pero no fuera impĺıcito (es decir, si
no estuviese caracterizado por las mismas), tendŕıamos de todas maneras que
H/θ ∈ V (E(f)) ya que las ecuaciones se trasladan al álgebra cociente: lo que

ocurre en este caso es que no podemos asegurar a priori que f y f̂ coincidan.

Los lemas previos implican automáticamente el Teorema 4.4.16. En efecto,
1), 2) y 3) son equivalentes por el Lema 4.4.19. El hecho de que 3) implica 4) se
sigue del Lema 4.4.20 y del hecho de que 1) y 3) son equivalentes; 4) implica 3)
se sigue de que 4) implica 6), de que 6) implica 7) por el Lema 4.4.19, de que 7)
implica 2) por el Lema 4.4.22 y de que 2) implica 3) por el Lema 4.4.19. De este
modo 3) y 4) son equivalentes. Luego por el Lema 4.4.19 y las observaciones
previas tenemos que 4) implica 5) y que 5) implica 6), 6) implica 2), 2) implica
3) y 3) implica 4), con lo cual 4) y 5) son equivalentes. Luego por el Lema
4.4.19 y las observaciones previas tenemos que 5) implica 6) y que 6) implica
4), 4) implica 5), con lo cual 5) y 6) son equivalentes. Por el Lema 4.4.19 vale
que 6) implica 7) y 7) implica 6) se sigue del Lema 4.4.22 y de que 2) y 6) son
equivalentes. De este modo 6) y 7) son equivalentes.

4.4.5. Modelos de Kripke

En [14] X. Caicedo propone una semántica de Kripke para IS . En esta parte
del trabajo aplicaremos una variación de esta semántica para estudiar resultados
de completitud de IPCS(n).

Sean n ∈ N y M = ((X,≤),K), donde (X,≤) es un poset de altura menor o
igual que n y K : L(S)→ X+ es una función. Escribiremos

K(α) = {p ∈ X : M |=p α},
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donde la relación |=p satisface las siguientes condiciones para cada α, β en L(S):

(1) |=p ¬α si y sólo si q ≥ p implica que |=q/ α,
(2) |=p α ∨ β si y sólo si |=p α ó |=p β,
(3) |=p α ∧ β si y sólo si |=p α y |=p β,
(4) |=p α→ β si y sólo si para q ≥ p: si |=q α entonces |=q β,
(5) |=p S(α) si y solo si para cada q > p tenemos que |=q α.

El ı́tem (5) se puede traducir como K(S(α)) = {p : si q > p entonces
q ∈ K(α)}.

En este caso diremos que M es un modelo de Kripke de IPCS(n) (ver [25]
para resultados generales de modelos de Kripke para IPC).

Las condiciones (1)− (5) son equivalentes, respectivamente, a las siguientes:

(I) K(¬α) = ¬K(α),

(II) K(α ∨ β) = K(α) ∪K(β),

(III) K(α ∧ β) = K(α) ∩K(β),

(IV) K(α→ β) = (K(α) ∩K(β)c]c.

(V) K(S(α)) = K(α) ∪ (K(α)c)M .

Veremos en detalle la demostración de que las condiciones (5) y (V ) son
equivalentes, es decir, que

{p : si q > p entonces q ∈ K(α)} = K(α) ∪ (K(α)c)M .

Sea p ∈ {p : si q > p entonces q ∈ K(α)}. Si p /∈ K(α) y q > p entonces

p ∈ (K(α)c)M . Rećıprocamente, sea p ∈ K(α)∪ (K(α)c)M . Sea q tal que q > p.
Si p /∈ K(α) entonces p ∈ (K(α)c)M , con lo cual q no está en (K(α))c, es decir,
q ∈ K(α). Si p ∈ K(α) entonces q ∈ K(α) dado que K(α) es creciente.

En lo que sigue daremos algunas definiciones conocidas. Sea T una teoŕıa de
IPCS(n) (es decir, un subconjunto de L(S) cerrado por Modus Ponens). Luego
definimos la siguiente relación de equivalencia en L(S):

α ≡T β sii T ⊢A(S)n
α.↔ β

Escribiremos [α]T para la clase de equivalencia de α. Notemos que la relación
binaria en L(S) dada por α ≤ β sii T ⊢A(S)n

(α → β) es un preorden (i.e es
reflexiva y transitiva). Luego es posible definir el siguiente orden en el conjunto
cociente: [α]T ≤ [β]T sii α ≤ β.

Lema 4.4.24. Sea α ∈ L(S) y T una teoŕıa de IPCS(n). Luego

(a) [α]T = 1 sii T ⊢A(S)n
α.

(b) L(S)/ ≡T es una S-álgebra de altura menor o igual que n. En particular
tenemos que

S([α]T ) = [S(α)]T .

Demostración. La primera afirmación se prueba del mismo modo que para el
caso intuicionista. El segundo hecho se sigue de que el esquema de ecuaciones
dado por el conjunto A(S)n define axiomáticamente un conectivo (ver Teorema
2.2.4).
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Definición 4.4.25. Sean α ∈ L(S) y T una teoŕıa. Diremos que la fórmula
α vale en un modelo de Kripke M = ((X,≤),K) de T sii para cada p ∈ X,
tenemos que si para toda γ ∈ T , p ∈ K(γ) entonces p ∈ K(α).

Luego tenemos la siguiente

Proposición 4.4.26. Sean α ∈ L(S) y T una teoŕıa de IPCS(n). Luego

T ⊢A(S)n
α sii α vale en todo modelo de Kripke de T .

Demostración. Sea M = ((X,≤),K) un modelo de Kripke de T y supongamos
que T ⊢A(S)n

α. Luego tenemos que T 
A(S)n
α (ver Definición 2.2.2). Usando

que (X,≤) es un poset de altura menor o igual que n y la Proposición 4.4.8,
tenemos que X+ ∈ SHn, donde S(U) = U ∪ (U c)M para cada U ∈ X+. Luego
K(S(α)) = S(K(α)). Por esta razón, K : L(S) → X+ es un homomorfismo.
Sea p ∈ X tal que p ∈ K(γ) para todo γ ∈ T . Definamos el conjunto Y =
{Z ∩ [p) : Z ∈ X+}. Como K es un homomorfismo, un cálculo directo prueba
que la aplicación Kp : L(S) → Y dada por Kp(β) = K(β) ∩ [p) es también un
homomorfismo. Dado que p ∈ K(γ) para todo γ ∈ T se tiene que p ∈ Kp(γ)
para todo γ ∈ T . Esto último implica que p ∈ Kp(α), es decir, que p ∈ K(α).
Por lo tanto α vale en todo modelo de Kripke M de T .

Para la rećıproca utilizaremos el Teorema 4.4.2 y la Proposición 4.4.8. Sea
α una fórmula que vale en todo modelo de Kripke M de T . Sea ρ : L(S) →
L(S)/ ≡T dada por ρ(β) = [β]T . Por (b) del Lema 4.4.24 tenemos que L(S)/ ≡T

∈ SHn, con lo cual en particular X(L(S)/ ≡T ) es un poset de altura menor o
igual que n. Sea i : D(X(L(S)/ ≡T ))→ (X(L(S)/ ≡T ))+ el morfismo inclusión,
y definamos K : L(S)→ (X(L(S)/ ≡T ))+ como K = iϕρ, siendo ϕ = ϕL(S)/≡T

.
Por (b) del Lema 4.4.24 tenemos que

K(S(α)) = iϕρ(S(α)) = iϕ(S(ρ(α))) =

i(ϕ(ρ(α)) ∪ [ϕ(ρ(α))]cM ) = ϕ(ρ(α)) ∪ [ϕ(ρ(α))]cM .

Por otro lado tenemos que

S(K(α)) = K(α)∪(K(α)c)M = i(ϕ(ρ(α))∪[i(ϕ(ρ(α))]cM = ϕ(ρ(α))∪[ϕ(ρ(α))]cM .

Luego M = (X(L(S)/ ≡T ),K) es un modelo de Kripke de T . Supongamos que
T ⊢A(S)n

γ para todo γ ∈ T . Por (a) del Lema 4.4.24 tenemos que [γ]T = 1 para
cada γ ∈ T . En particular vale que K(γ) = X(L(S)/ ≡T ) para cada γ ∈ T ,
y por ende K(α) = X(L(S)/ ≡T ). Usando que ϕL(S)/≡T

es inyectiva tenemos
que [α]T = 1. Luego en virtud (a) del Lema 4.4.24 nuevamente se concluye que
T ⊢A(S)n

α.

4.4.6. Subálgebras

La variedad de S-álgebras es cerrada bajo imágenes homomorfas y productos
cartesianos, pero no lo es con respecto a subálgebras de Heyting. Por ejemplo,
si tomamos la cadena de tres elementos, considerada como S-álgebra, tiene a
{0, 1} como subálgebra de Heyting pero la misma no es una subálgebra como
S-álgebra dado que S(0) /∈ {0, 1}.

Sea H una S-álgebra y M ⊆ H. Diremos que M es una S-subálgebra de
H si es una subálgebra de Heyting cerrada por la operación sucesor. Para una
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S-álgebra de altura finita construiremos una biyección entre las S- subálgebras
y ciertas relaciones de equivalencia definidas en el conjunto de filtros primos.
Dicha construcción nos dará un procedimiento geométrico para determinar las
S-álgebras de una S-álgebra de altura finita dada. Los resultados que veremos
generalizan los que hemos dado en la Sección 4.1 de [17], en donde estudiamos
sólo el caso de S-álgebras finitas (que resultan un caso particular de S-álgebras
de altura finita).

Sean X un conjunto y R una relación de equivalencia definida sobre X. Para
cada x ∈ X escribiremos [x]R para la clase de equivalencia de x con respecto a
R y consideraremos la función ρR : X → X/R dada por ρR(x) = [x]R. Luego si
(X,≤) es un poset y R una relación de equivalencia definida sobre X podemos
definir en X/R (el espacio cociente de X) el siguiente preorden:

[x]R ≤R [y]R sii para cada z ∈ [x]R existe w ∈ [y]R tal que z ≤ w (4.9)

Para más detalles sobre este preorden ver [§1, Ejercicio 2] de [8] y la sección 4
de [57].

Para cada n ∈ N escribiremos (R1)n y (R2)n para las siguientes condiciones:

(R1)n R =
⋃n

i=1Ri, siendo Ri = R ∩ (X̂i × X̂i) (para i = 1, ..., n).

(R2)n Sean x, y ∈ X. Si x ≤ y entonces [x]R ≤R [y]R.

Notemos que si (X,≤) es un poset y R una relación de equivalencia definida
sobre X tal que satisface (R1)n ó (R2)n entonces el preorden definido en (4.9)
es un orden. Notemos también que para n ∈ N se tiene que si R es una relación
de equivalencia definida sobre un poset (X,≤) tal que satisface la condición
(R1)n entonces para cada x, y ∈ X se tiene que vale la siguiente condición: si
(x, y) ∈ R y x ∈ X̂i entonces y ∈ X̂i (en virtud de (a) del Lema 4.4.6). Además
en este caso se verfica que x ∈ X̂m sii [x]R ∈ ρR(X̂m).

Luego tenemos el siguiente

Lema 4.4.27. Si (X,≤) es un poset de altura n y R una relación de equivalencia
sobre X tal que satisface las condiciones (R1)n y (R2)n entonces cada m ≤ n
tenemos que

ρR(X̂m) = ( ˆX/R)m.

Demostración. Para cada x ∈ X escribiremos [x] en lugar de [x]R y ρ en lugar
de ρR.

Supongamos que m = 1 y sea [x] ∈ (X/R)M . Si x ≤ y para cierto y ∈ X,
por la condición (R2)n tenemos que [x] ≤R [y]. Por esta razón [x] = [y] y en
particular x = y (por la condición (R1)n y la desigualdad x ≤ y), con lo cual
x ∈ XM . Rećıprocamente sean [x] ∈ ρ(XM ) y [x] ≤ [y]. Como x ∈ XM y
x ≤ z para cierto z ∈ [y], tenemos que x = z y por ende [x] = [z] = [y], siendo
aśı [x] ∈ (X/R)M . Por lo tanto (X/R)M = ρ(XM ). Sea i ∈ N y supongamos

que ρ(X̂l) = ( ˆX/R)l para cada l ≤ i < n. Probaremos que

ρ(X̂i+1) = ( ˆX/R)i+1.

Sea [x] ∈ ρ(X̂i+1). Luego x ∈ X̂i+1 = (Xc
i )M y en particular [x] /∈ (X/R)i

(en efecto, supongamos que [x] ∈ (X/R)i, con lo cual [x] ∈ ( ˆX/R)j para cierto
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j ≤ i, es decir, x ∈ X̂j . Esto es un absurdo por (a) del Lema 4.4.6). Sea
[x] ≤R [y], con [y] /∈ (X/R)i. Luego x ≤ z para cierto z ∈ [y]. Usando que
z ∈ X̂j para cierto j (dado que (X,≤) es un poset de altura finita) y (b) del
Lema 4.4.6, obtenemos que j ≤ i + 1. Probaremos ahora que x = z. Para ello
supongamos que x < z. Si j = i + 1 entonces z ∈ X̂i+1, una contradicción

porque x < z y x ∈ X̂i+1. Luego j ≤ i e [y] = [z] ∈ ˆ(X/R)j . Sin embargo,
ˆ(X/R)j ⊆ (X/R)j ⊆ (X/R)i. Luego [y] ∈ (X/R)i, una contradicción. Por ende

x = z y [x] = [z] = [y], por lo cual

ρ(X̂i+1) ⊆ ˆ(X/R)i+1. (4.10)

Rećıprocamente, sea [x] ∈ ˆ(X/R)i+1. Probar que [x] ∈ ρ(X̂i+1) es equiva-

lente a probar que x ∈ X̂i+1. Es claro que x /∈ Xi (si no fuera aśı existiŕıa j ≤ i
tal que x ∈ X̂j , una contradicción por (a) del Lema 4.4.6). Sea x ≤ y, y /∈ Xi.

Por la condición (R2)n se tiene que [x] ≤R [y] y además vale que [y] /∈ ˆ(X/R)i.
Luego [x] = [y] y por la condición (R1)n y la desigualdad x ≤ y llegamos a que
x = y, es decir, x ∈ X̂i+1. Por lo tanto

ˆ(X/R)i+1 ⊆ ρ(X̂i+1). (4.11)

Las ecuaciones (4.10) y (4.11) implican que ˆ(X/R)i+1 = ρ(X̂i+1).

Si X es un conjunto, R una relación de equivalencia sobre X y U ⊆ X,
diremos que U es R-saturado si U = ρ−1

R (ρR(U)). En particular tenemos que si
X es un espacio topológico entonces la familia dada por

BR = {U ⊆ X/R : ρ−1
R (U) es abierto en X}.

es una base de para una topoloǵıa sobreX/R, denominada topoloǵıa cociente([49]).
Haremos abuso de notación y escribiremos X/R para referirnos a este espacio
topológico. Notemos que si A ⊆ X/R entonces A es abierto en X/R sii ρ−1(A)
es abierto en X.

Si (X,≤) es un espacio topológico ordenado y R una relación de equivalencia
definida sobre X, vamos a considerar la siguiente condición:

(R3)n Sean x, y ∈ X. Si [x]R �R [y]R entonces para cada z ∈ [x]R y w ∈ [y]R
existe U ∈ D(X) tal que U es R-saturado, z ∈ U y w /∈ U .

Lema 4.4.28. Sea n ∈ N. Si (X,≤) es un S-espacio de altura n y R una
relación de equivalencia sobre X tal que satisface las condiciones (R1)n, (R2)n
y (R3)n entonces (X/R,≤R) es un S-espacio de altura n. Más aún, la función
ρR es un S-morfismo.

Demostración. Como en el lema previo, escribiremos [x] en lugar de [x]R y ρ en
lugar de ρR.

Paso 1: (X/R,≤R) es un espacio topológico compacto. Sea X/R =
⋃

α∈I Uα

con {Uα}α∈I ⊆ BR. Luego X =
⋃

α∈I ρ
−1(Uα). Como X es compacto y ρ−1(Uα)

son abiertos en X, tenemos que X =
⋃m

i=1 ρ
−1(Uαi

) para cierto m ∈ N. Luego
X/R =

⋃m
i=1 Uαi

.

Paso 2: (X/R,≤R) satisface el axioma de separación de Priestley. Sean x, y ∈
X tales que [x] �R [y]. Por la condición (R2)n tenemos que x � y. Por la
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condición (R3)n existe U ∈ D(X) tal que U es R-saturado, x ∈ U e y /∈ U .
Como U es R saturado tenemos que [x] ∈ ρ(U), [y] /∈ ρ(U) y ρ(U) es clopen
en X/R. Además ρ(U) es un conjunto creciente. En efecto, sea [p] ≤ [q], con
[p] ∈ ρ(U). Luego existe r ∈ U tal que [p] = [r], por lo cual r ≤ s para cierto
s ∈ [q]. Como U es creciente se tiene que s ∈ U , con lo cual [q] = [s] ∈ ρ(U).

Los pasos 1 y 2 implican que (X/R,≤R) es un espacio de Priestley.

Paso 3: (X/R,≤R) es un espacio de Esakia. Primero probaremos que si V
es un subconjunto de X/R entonces

(ρ−1(V )] = ρ−1((V ]). (4.12)

Sea x ∈ ρ−1((V ]). Luego [x] ∈ (V ], es decir, [x] ≤R [y], para cierto [y] ∈ V .
En particular, x ≤ z, para cierto z ∈ [y]. Luego x ≤ z y [z] ∈ V . Por ende
x ∈ (ρ−1(V )]. Rećıprocamente, sea x ∈ (ρ−1(V )]. Luego x ≤ y, para cierto
[y] ∈ V . Por (R2)n tenemos que [x] ≤R [y] y aśı x ∈ ρ−1((V ]).

Sea U un clopen en X/R. Luego tenemos que ρ−1(U) es clopen. Usando que
(X,≤) es un espacio de Esakia inferimos que (ρ−1(U)] = ρ−1((U ]) es clopen y
por ende (U ] es clopen en X/R. Por lo tanto (X/R,≤R) es un espacio de Esakia.

Paso 4: (X/R,≤R) es un S-espacio. Primero probaremos que si U es un
subconjunto de X/R entonces

ρ−1(UM ) = (ρ−1(U))M . (4.13)

En efecto, sea x ∈ ρ−1(UM ). Luego [x] ∈ UM . Sea x ≤ y, con [y] ∈ U . Por
(R2)n tenemos que [x] ≤R [y] y por ende [x] = [y]. Luego x ≤ y ≤ z, para
cierto z ∈ [x]. Por (R1)n se tiene que x = z. Por esta razón x = y. Luego
x ∈ (ρ−1(U))M . Rećıprocamente, sean x ∈ (ρ−1(U))M y [x] ≤R [y], para cierto
[y] ∈ U . Luego x ≤ z para cierto z ∈ [y], y aśı [z] = [y] ∈ U . Por lo tanto x = z
y [x] = [y], por lo cual x ∈ ρ−1(UM ).

Sea U un clopen decreciente en (X/R,≤R). Luego ρ−1(UM ) = (ρ−1(U))M

es clopen en X dado que (X,≤) es un S-espacio. Por lo tanto UM es clopen en
X/R y por ello (X/R,≤R) es un S-espacio.

Paso 5: (X/R,≤R) es un S-espacio de altura n. Por el Lema 4.4.27, tenemos

que X/R =
⋃n

i=1 ρ(X̂i) =
⋃n

i=1
ˆ(X/R)i = (X/R)n. Sea j ∈ N tal que (X/R)j =

X/R. Nuevamente por el Lema 4.4.27 tenemos que X = Xj . Por lo tanto n ≤ j.

Finalmente probaremos que ρ es un S-morfismo. Un cálculo inmediato prue-
ba que ρ es un morfismo de espacios de Esakia. Por la condición dada en (4.13)
tenemos que ρ es un S-morfismo.

Sea H una S-álgebra y M una S-subálgebra de H. En X(H) definimos la
siguiente relación de equivalencia:

(P,Q) ∈ RM sii P ∩M = Q ∩M.

Definimos a continuación el siguiente orden parcial en X(H)/RM :

[P ]RM ≤M [Q]RM sii P ∩M ⊆ Q ∩M.
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Lema 4.4.29. Sean H una S-álgebra de altura n y M una S-subálgebra de H.
Se verifican las siguientes condiciones:

(a) La función f : (X(H),⊆) → (X(M),⊆) dada por f(P ) = P ∩M es un
epimorfismo en la categoŕıa de S-espacios.

(b) Si ≤RM es el preorden en X(H)/RM dado por (4.9) entonces ≤M = ≤RM .
Más aún, RM satisface (R1)n, (R2)n y (R3)n. En particular ≤RM es un
orden.

(c) (X(H)/RM ,≤RM ) es un S-espacio de altura n. Más aún, la función gM :
M → D(X(H)/RM ) dada por gM (x) = {[P ]RM : x ∈ P ∩ M} es un
isomorfismo en la categoŕıa de S-álgebras.

Demostración. (a) La función inclusión i : M → H es un monomorfismo en la
categoŕıa de S-álgebras. Definiendo a f como X(i) tenemos que f(P ) = P ∩M
y que es un epimorfismo en la categoŕıa de S-espacios.

(b) Sean P,Q ∈ X(H). Escribiremos [P ] en lugar de [P ]RM , y ρ en lugar de
ρRM . Debemos probar lo siguiente:

[P ] ≤M [Q] sii [P ] ≤RM [Q].

Sea [P ] ≤M [Q], por lo cual P ∩M ⊆ Q ∩M . Sea T ∈ [P ]. Consideremos la
aplicación f dada en (a). Como T ∩M ⊆ Q∩M se tiene que f(T ) ⊆ f(Q). Dado
que f es un p-morfismo, existe Z ∈ X(H) tal que T ⊆ Z y Z ∩M = f(Z) =
f(Q) = Q ∩M . Luego [P ] ≤RM [Q]. Rećıprocamente, sea [P ] ≤RM [Q]. Por
definición tenemos que [P ] ≤M [Q]. Por lo tanto ≤M = ≤RM . A continuación
probaremos que RM satisface las condiciones (R1)n, (R2)n y (R3)n.

(R1)n. Sean P ∈ ˆ(X(H))i y (P,Q) ∈ RM , para cierto i ∈ {1, ..., n}. Por (a)

de este lema y (b) del Lema 4.4.3 concluimos que Q ∈ ˆ(X(H))i. En efecto, como

P ∈ ˆ(X(H))i, si f es la función dada en (a) entonces f(P ) ∈ ˆ(X(M))i. Como

(P,Q) ∈ RM , f(P ) = f(Q), con lo cual f(Q) ∈ ˆ(X(M))i. Luego Q ∈ ˆ(X(H))i.
Por lo tanto (P,Q) ∈ (RM )i.

(R2)n. Esta condición vale porque ≤M = ≤RM .
(R3)n. Sean P,Q ∈ X(H) tales que [P ] �M [Q], y sean Z ∈ [P ] y W ∈ [Q].

Tenemos que Z ∩M 6⊆ W ∩M . Por esta razón existe x ∈ Z, x ∈ M y x /∈ W .
Consideremos U = ϕH(x), y notemos que U ∈ D(X), Z ∈ U y W /∈ U . Veamos
que U es RM -saturado. Como siempre vale que U ⊆ ρ−1(ρ(U)) sólo necesitamos
probar la inclusión contraria. Sea P1 ∈ ρ

−1(ρ(U)), con lo cual [P1] = [P2] para
cierto P2 ∈ U . De este modo x ∈ P2 ∩M = P1 ∩M , por lo cual P1 ∈ U . Por lo
tanto U es RM -saturado.

(c) Por (b) y Lema 4.4.28 tenemos que (X(H)/RM ,≤RM ) es un S-espacio de
altura n. Sea g : (X(H)/RM ,≤RM )→ (X(M),⊆) la función dada por g([P ]) =
f(P ). Notemos que (a) y (b) implican que la función g es biyectiva, preserva el
orden y es un p-morfismo. Además g es continua. En efecto, sea U un abierto
de X(M). Luego tenemos que ρ−1(g−1(U)) = f−1(U). Usando que f es una
función continua se concluye que g−1(U) es un abierto de X(H)/RM . Por ende
g es una función continua. Luego tenemos que g es un morfismo de espacios de
Esakia y en particular es un isomorfismo de S-espacios (esto es consecuencia de
la dualidad dada para S-álgebras y del hecho de que si tenemos un isomorfismo
de álgebras de Heyting entre S-álgebras entonces el mismo es un isomorfismo
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de S-álgebras, ya que el sucesor está caracterizado por ecuaciones). Definimos
g1 = D(g) : D(X(M) → D(X(H)/RM ). Como g1 y ϕM : M → D(X(M)) son
isomorfismos de S-álgebras, tenemos que gM : M → D(X(H)/RM ) dada por
gM = g1ϕM es un isomorfismo de S-álgebras. Más aún, gM (x) = g1(ϕM (x)) =
{[P ] : x ∈ P ∩M}.

Lema 4.4.30. Si H es una S-álgebra n y R una relación de equivalencia defini-
da en X(H) tal que satisface las condiciones (R1)n, (R2)n y (R3)n entonces
D(X(H)/R) es isomorfa a cierta S-subálgebra M de H. Más aún, R = RM .

Demostración. Definimos X = X(H). En virtud del Lema 4.4.28 (y de la
equivalencia entre las categoŕıas de S-álgebras de altura n y la de S-espacios
de altura n) tenemos que ρR es un epimorfismo de S-espacios, por lo cual
h1 = D(ρR) : D(X/R) → D(X) es un monomorfismo de S-álgebras. Luego
la función gR = ϕ−1

H h1 : D(X/R) → ϕ−1
H h1(D(X/R)) es un isomorfismo de

S-álgebras. Más aún, se tiene que gR(U) = ϕ−1
H (ρ−1

R (U)) (notemos que estamos
haciendo abuso de notación ya que ϕ−1

H se refiere a la función inversa de ϕH y
ρ−1

R se refiere a D(ρR)). Definimos la siguiente S-subálgebra de H:

M = ϕ−1
H h1(D(X/R)).

Con la nueva notación tenemos que gR : D(X/R)→M . Notemos además que

x ∈M sii existe U ∈ D(X/R) tal que ϕH(x) = ρ−1
R (U)

Por otro lado se tiene que las aplicaciones h2 = X(gR) : X(M)→ X(D(X/R))
y ǫX/R : (X/R,≤R) → X(D(X/R)) son isomorfismos de S-espacios. Por esta

razón h3 = ǫ−1
X/Rh2 : X(M) → (X/R,≤R) es también un isomorfismo de S-

espacios tal que h3(P ∩M) = [P ]R. Veamos este hecho más en detalle. Probar
que h3 está definida del modo en que se explicitó equivale a probar que

h2(P ∩M) = ǫX/R([P ]R).

Luego, V ∈ h2(P ∩M) sii gR(V ) ∈ P ∩M sii gR(V ) ∈ P y gR(V ) ∈ M sii
gR(V ) ∈ P . Para V ∈ D(X/R) tenemos que ρ−1

R (V ) ∈ D(X), por lo cual existe
x ∈ H tal que ϕH(x) = ρ−1

R (V ). Por esta razón gR(V ) ∈ P sii ϕ−1
H (ρ−1

R (V )) ∈ P
sii x ∈ P sii P ∈ ϕH(x) sii [P ]R ∈ V . Luego

gR(V ) ∈ P sii [P ]R ∈ V sii V ∈ ǫX/R([P ]R),

por lo cual h2(P ∩M) = ǫX/R([P ]R). Por otro lado, por argumentos similares
a los utilizados en la demostración de (c) del Lema 4.4.29 concluimos que g :
(X/RM ,≤RM )→ X(M) dada por g([P ]RM ) = P ∩M es un isomorfismo de S-
espacios. Luego h = h3g : (X/RM ,≤RM ) → (X/R,≤R), dada por h([P ]RM ) =
[P ]R, es un isomorfismo de S-espacios también. Por lo tanto tenemos que

(P,Q) ∈ R sii [P ]R = [Q]R sii [P ]RM = [Q]RM sii (P,Q) ∈ RM .

En consecuencia, R = RM .

Finalmente tenemos el siguiente
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Teorema 4.4.31. Sea H una S-álgebra de altura n. Existe una biyección

M 7→ RM

entre las S-subálgebras de H y las relaciones de equivalencia en X(H) que sat-
isfacen las condiciones (R1)n, (R2)n y (R3)n.

Demostración. Por (b) del Lema 4.4.29 tenemos que la función dada por M 7→
RM está bien definida. Sean M y N S-subálgebras de H tales que RN = RM .
Luego D(X(H)/RM ) coincide con la S-subálgebra D(X(H)/RN ). Sea x ∈ M .
Por (c) del Lema 4.4.29 existe y ∈ N tal que gM (x) = gN (y). Queremos probar
que x = y. Para ello supongamos que x � y. Luego por el Teorema del Filtro
Primo existe P ∈ X(H) tal que x ∈ P e y /∈ P , por lo cual x ∈ P∩M e y /∈ P∩N .
En consecuencia, [P ]RM ∈ gM (x) y [P ]RN /∈ gN (y). Como [P ]RM = [P ]RN

tenemos que gM (x) 6= gN (y), una contradicción. Luego x = y ∈ N y de este
modo vale que M ⊆ N . La otra inclusión se prueba igual. Por lo tanto M = N .
La suryectividad de la aplicación es consecuencia del Lema 4.4.30.

Sea (X,≤) un poset y R una relación de equivalencia definida sobre X tal
que satisface la condición (R2)n. Sean x, y ∈ X tales que [x]R � [y]R, y sean
z ∈ [x]R y w ∈ [y]R. Sea U = {t ∈ X : [t]R ≥R [x]R}. Notemos que z ∈ U y
w /∈ U . Además U es un conjunto creciente. En efecto, sea t ≤ r, con t ∈ U .
Luego por la condición (R2)n tenemos que [x]R ≤R [t]R ≤R [r]R, es decir,
r ∈ U . Veamos ahora que U es R-saturado. Sea t ∈ ρ−1

R (ρR(U)), por lo cual
[t]R = [r]R para cierto r ∈ U . Luego [x]R ≤R [r]R = [t]R, es decir, t ∈ U .

En particular, hemos probado que si (X,≤) es un poset finito y R una
relación de equivalencia definida sobre X tal que satisface la condición (R2)n
entonces R satisface la condición (R3)n, considerando a X como un espacio
topológico con la topoloǵıa discreta. Por lo tanto en virtud del Teorema 4.4.31
tenemos el siguiente

Corolario 4.4.32. Sea H una S-álgebra finita de altura n. Existe una biyección

M 7→ RM

entre las S-subálgebras de H y las relaciones de equivalencia en X(H) que sat-
isfacen las condiciones (R1)n y (R2)n.

La descripción dada sobre las S-subálgebras de una S-álgebra de altura finita
nos proporciona un procedimiento geométrico para determinarlas.

Ejemplo 4.4.33. Consideremos el siguiente ejemplo concreto: encontrar todas
las S-subálgebras de H5×H4, siendo Hn la cadena de n elementos. El S-espacio
asociado a esta S-álgebra es el siguiente:

• •

• •

• •

•
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Notemos que debemos preservar la estructura de nivel del espacio. Como conse-
cuencia del corolario previo, las posibles relaciones de equivalencia asociadas a
las S-subálgebras son la trivial y aquellas descriptas a continuación:

• •

• •

• •

•

• •

• •

• •

•

• •

• •

• •

•

Los S-espacios asociados a las S-subálgebras distinta de la total son:

•

��
��

��
�

@@
@@

@@
@

• •

• •

•

•

•

��
��

��
�

@@
@@

@@
@

• •

•

•

•

•

•

Observación 4.4.34. Sea (X,≤) el poset dado por

•v

zz
zz

zz
zz

DD
DD

DD
DD

•w •x

•y •z

Si consideramos la relación de equivalencia cuyas clases son {v}, {w}, {x}
y {y, z} entonces la misma satisface la condición (R1)n pero no satisface la
condición (R2)n. En cambio, si consideramos la relación de equivalencia cuyas
clases son {y, w}, {z, x} y {v}, la misma satisface la condición (R2)n pero no
satisface la condicióm (R1)n. Por lo tanto, dado un poset (X,≤) y una relación
de equivalencia R definida sobre él, en general las condiciones (R1)n y (R2)n
son independientes.

4.4.7. Caracterizaciones para los posets de altura finita

En esta sección daremos algunas caracterizaciones para los posets de altura
finita.
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Esta parte no es esencial para el desarrollo de este trabajo, sin embargo me
parece interesante ya que gran parte de esta tesis se centra en el estudio de
posets de altura finita.

Definición 4.4.35. Sean (X,≤) un poset y n ∈ N. Diremos que (X,≤) tiene
nivel n si la cadena más larga posee n elementos.

Veremos que la Definición 4.4.35 coincide con la definición que hemos dado
nosotros para un poset de altura finita (de hecho, la definición que hemos dado
de poset de nivel n es la definición stándard de poset de altura n. Ver, por
ejemplo, la Definición 8.29 del Caṕıtulo 8 de [66]).

Comenzaremos viendo algunos lemas previos.

Lema 4.4.36. En toda S-álgebra vale que S(x) = x si y sólo si x = 1.

Demostración. Es una consecuencia inmediata de las ecuaciones (S1) y (S3).

Lema 4.4.37. Si (X,≤) es un poset de altura n y X 6= ∅, entonces para cada
i ∈ {1, ..., n} tenemos que X̂i 6= ∅.

Demostración. En lo que sigue utilizaremos la Proposición 4.4.8. Si n = 1 en-
tonces X̂1 6= ∅ porque X 6= ∅. Consideremos el caso n > 1. Supongamos que
X̂n = ∅. Luego tenemos que S(Xn−1) = Xn−1, con lo cual por el Lema 4.4.36
llegamos a que X = Xn−1, una contradicción pues la altura de (X,≤) es n.
Luego X̂n 6= ∅. Supongamos ahora que X̂n−1 = ∅. Por esta razón S(Xn−2) =
Xn−2 y por ende X = Xn−2, nuevamente una contradicción. Iterando este ra-
zonamiento se concluye que para cada i ∈ {1, ..., n} vale que X̂i 6= ∅.

Observación 4.4.38. Si n > 1 y (X,≤) es un poset de altura n entonces
X 6= ∅.

Lema 4.4.39. Sea (X,≤) un poset tal que toda cadena tiene a lo sumo n
elementos. Si Y ⊆ X e y ∈ Y entonces existe z ∈ YM tal que y ≤ z.

Demostración. Si y ∈ YM nada hay que probar. Si y /∈ YM entonces existe
y1 ∈ Y tal que y < y1. Si y1 ∈ YM terminamos acá, y de no ser aśı repetimos
este proceso. Usando la hipótesis e iterando este razonamiento (que es finito)
llegamos a que existe z ∈ YM tal que y ≤ z, que es lo que deseábamos probar.

Luego se tiene la siguiente

Proposición 4.4.40. Sea (X,≤) un poset tal que X 6= ∅. Luego (X,≤) tiene
altura n si y sólo si (X,≤) tiene nivel n.

Demostración. Supongamos que (X,≤) tiene altura n. Por el Lema 4.4.37 se
tiene que existe xn ∈ X̂n. Luego por el Lema 4.4.7 existen xn−1 ∈ X̂n−1,...,
x1 ∈ X̂1 tales que xn < xn−1 < ... < x1, siendo esta cadena de longitud n.
Por otro lado, sean x1, ..., xk ∈ X tales que x1 < x2 < ... < xk, para cierto
k ∈ N. Como x1, ..., xk ∈ X = Xn, tenemos que existen i1, ..., ik ∈ {1, ..., n}
tales que x1 ∈ X̂i1 ,..., xk ∈ X̂ik

. Luego por (b) del Lema 4.4.6 se tiene que
ik < ik−1 < ... < i1. Por lo tanto k ≤ n y por esta razón (X,≤) tiene nivel n.

Rećıprocamente, supongamos que (X,≤) tiene nivel n y sea x ∈ X. Probare-
mos primero que x ∈ Xn. Supongamos que x /∈ Xn. Luego en virtud del Lema
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4.4.39 existe xn+1 ∈ X̂n+1 tal que x ≤ xn+1. Si x = xn+1 entonces por el Lema
4.4.7 existen xi ∈ X̂i (con i = 1, ..., n) tales que x = xn+1 < xn < ... < x1.
Sin embargo esta cadena tiene n + 1 elementos, esto es una contradicción. Si
x < xn+1 entonces razonando de un modo análogo a lo hecho anteriormente se
puede construir una cadena de n+ 2 elementos, una contradicción nuevamente.
Luego x ∈ Xn y por ende X = Xn. Sea k ∈ N tal que X = Xk. Queremos probar
que n ≤ k. Supongamos que X̂n = ∅ (con lo cual n > 1 dado que X 6= ∅), lo
que implica que X = Xn−1. Sea x1 < x2 < ... < xn una cadena de n elemen-
tos (que existe por hipótesis), por lo cual existen i1, i2, ..., in ≤ n − 1 tales que
x1 ∈ X̂i1 , x2 ∈ X̂i2 , ..., xn ∈ X̂in

. Usando (b) del Lema 4.4.6 se concluye que
in < in−1 < ... < i1. Esto contradice el hecho de que i1 ≤ n− 1. Por esta razón
X̂n 6= ∅. Consideremos x ∈ X̂n. Como x ∈ Xk se tiene que existe j ≤ k tal que
x ∈ X̂j . Luego x ∈ X̂n ∩ X̂j , por lo cual en virtud de (a) del Lema 4.4.6 se
concluye que n = j ≤ k. Por lo tanto hemos probado que el poset (X,≤) tiene
altura n.

Sean (X,≤) un poset y n ∈ N. Observando la demostración anterior se
deduce que toda cadena de X tiene a lo sumo n elementos si y sólo si X tiene
altura a lo sumo n.

Sea (X,≤) un poset tal que X 6= ∅ y sea n ∈ N. Luego tenemos la siguiente

Proposición 4.4.41. El poset (X,≤) tiene altura n si y sólo si existe una
familia de subconjuntos {Yi}

n
i=1 de X tal que satisface las siguientes condiciones:

(1) {Yi}
n
i=1 es una partición de X.

(2) Si x < y y x ∈ Yi entonces existe j < i tal que y ∈ Yj.

(3) Si i ≥ 2 y x ∈ Yi entonces existe y ∈ Yi−1 tal que x < y.

Demostración. Supongamos que el poset (X,≤) tiene altura n, y definamos los
conjuntos Yi = X̂i, para i = 1, ..., n. Veremos que esta familia satisface las
condiciones (1), (2) y (3).

(1) Se sigue de la hipótesis, del ı́tem (a) del Lema 4.4.6 y del Lema 4.4.37.
(2) Sea x < y, x ∈ X̂i. Por hipótesis existe j tal que y ∈ X̂j , por lo cual en

virtud del ı́tem (b) del Lema 4.4.6 se tiene que j ≤ i. Si fuese j = i entonces
seŕıa x = y, una contradicción. Luego j < i.

(3) Es consecuencia del Lema 4.4.7.
Rećıprocamente, supongamos que {Yi}

n
i=1 es una familia de subconjuntos

de X tal que satisface las condiciones (1), (2) y (3). Probaremos primero por
inducción que para cada i = 1, ..., n vale que Yi = X̂i.

Sea x ∈ XM = X̂1. Por (1) sabemos que existe i = 1, ..., n tal que x ∈
Yi. Si i ≥ 2 entonces por (3) se tiene que existe y ∈ Yi−1 tal que x < y,
una contradicción. Por lo tanto i = 1, quedando aśı probado que X̂1 ⊆ Y1.
Rećıprocamente, sea x ∈ Y1. Si x /∈ X̂1 entonces existe y ∈ X tal que x < y.
Luego por (2) esto es una contradicción. De este modo queda probado que

Y1 = X̂1.

Supongamos que Yj = X̂j , para todo j < i (i ≥ 2). Vamos a probar que Yi =

X̂i. Para ello consideremos x ∈ Yi. Debemos probar que x ∈ X̂i = (Xc
i−1)M .

Supongamos que x ∈ Xi−1, con lo cual existe j ≤ i−1 tal que x ∈ X̂j = Yj . Por
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(1) se tiene que i = j ≤ i − 1, una contradicción. Luego x ∈ Xc
i−1. Sea x ≤ y

con y ∈ Xc
i−1. Queremos probar que x = y. Supongamos que x < y, con lo cual

por (2) existe j < i tal que y ∈ Yj = X̂j . Por otro lado y /∈ Xi−1, con lo cual en

particular y /∈ X̂j , una contradicción. Luego x = y y por lo tanto

Yi ⊆ X̂i. (4.14)

Rećıprocamente, sea x ∈ X̂i. Por (1) existe j tal que x ∈ Yi. Veremos que
j = i. Supongamos primero que j < i. Luego dado que x ∈ Yj = X̂j se tiene

que x ∈ X̂i ∩ X̂j . Por el ı́tem (a) del Lema 4.4.6 se llega a que i = j, una
contradicción. Supongamos ahora que j > i, con lo cual j ≥ 2. Como x ∈ Yj

se tiene por la condición (3) (iterando) que existe y ∈ Yi tal que x < y. En
particular, y ∈ Yi ⊆ X̂i (esta última inclusión ya fue probada), por lo cual
x < y con x, y ∈ X̂i, una contradicción. De este modo queda probado que

X̂i ⊆ Yi. (4.15)

Por las condiciones (4.14) y (4.15) se concluye que Yi = X̂i.
Por la condición (1) sabemos que X = Xn. Veremos a continuación que n

es el menor de los números naturales con esta propiedad. Sea k ∈ N tal que
X = Xk. En particular sabemos que X̂n 6= ∅, por lo cual existe x ∈ X̂n. Como
x ∈ Xk se tiene que existe j ≤ k tal que x ∈ X̂j . Luego x ∈ X̂n ∩ X̂j . Esto
último implica, por la condición (1), que n = j ≤ k. Por lo tanto hemos probado
que el poset (X,≤) tiene altura n.

Definición 4.4.42. Para cada n ∈ N escribiremos [n] para referirnos a la ca-
dena {1, ..., n} con el orden inverso al usual (escribiremos � para este orden).
Sean (X,≤), (Y,≤) posets y f : (X,≤)→ (Y,≤) una función monótona suryec-
tiva. Diremos que f es de fibra disconexa si para cada q ∈ Y , f−1(q) es una
anticadena de (X,≤). Diremos que (X,≤) es un n•-poset si existe una función
α : (X,≤) → [n] tal que para cada p ∈ X la restricción de α a [p) induce una
función monótona de fibra disconexa αp : [p) → [α(p)), en donde [α(p)) posee
el orden inducido por [n]. Si α es suryectiva diremos que (X,≤) es un n-poset.

Sea (X,≤) un poset tal que X 6= ∅ y sea n ∈ N. Luego tenemos la siguiente

Proposición 4.4.43. (X,≤) tiene altura n si y sólo si (X,≤) es un n-poset.

Demostración. Supongamos que (X,≤) tiene altura n.
Definamos α : (X,≤)→ [n] como

α(p) = i si y sólo si i ∈ X̂i.

Supongamos que p ≤ q. Sabemos que existen i, j tales que p ∈ X̂i y q ∈ X̂j , con
lo cual por el Lema 4.4.6 tenemos que j ≤ i. Luego α(p) � α(q). Por lo tanto α
es monótona. Si i ∈ {1, ..., n} entonces por el Lema 4.4.37 existe p ∈ X̂i. Luego
α(p) = i y aśı α es suryectiva. Para p ∈ X consideramos la función αp. Usando
que α es monótona vemos que αp está bien definida, aśı que probaremos que

es surjectiva. Sea i ∈ [α(p)), es decir, α(p) ≥ i. Si p ∈ X̂1 entonces α(p) = 1.
Supongamos que p ∈ X̂j con j ≥ 2. Si i = j entonces α(p) = i. Si i < j, por

el Lema 4.4.7 tenemos que existe q ∈ X̂i tal que p < q, con lo cual q ∈ [p) y
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αp(q) = i. Por lo tanto αp es suryectiva. Finalmente tenemos que si i ∈ {1, ..., n}

y p ∈ X entonces α−1
p (i) es una anticadena de (X,≤) ya que α−1

p (i) = X̂i.

Rećıprocamente probaremos que si (X,≤) es un n-poset entonces para cada
k ∈ {1, ..., n} tenemos que

α−1(k) = X̂k. (4.16)

Sin pérdida de generalidad supondremos que el codominio de α es N y haremos
la prueba por inducción.

Supongamos que p ∈ α−1(1), con lo cual α(p) = 1, y sea q ∈ X tal que p ≤ q.
Como αp es monótona, tenemos que 1 = α(p) ≥ α(q), con lo cual α(q) = 1, es
decir, q ∈ α−1(1). Además p ≤ q, y aśı p, q ∈ α−1

p (1). Luego usando que α−1
p (1)

es una anticadena se infiere que p = q. Por ende p ∈ X̂1 y en consecuencia
α−1(1) ⊆ X̂1. Rećıprocamente consideremos p ∈ X̂1. Como la función αp es
suryectiva y 1 ∈ [α(p)), existe q ∈ X tal que p ≤ q y αp(q) = 1. Luego p ≤ q y

p ∈ X̂1, por lo cual p = q. Por lo tanto αp(p) = 1 y aśı α(p) = 1. Luego

α−1(1) = X̂1.

Supongamos ahora que para cada j ≤ i tenemos que α−1(j) = X̂j . Probaremos

que α−1(i+1) = X̂i+1. Para probar esto consideremos p ∈ α−1(i+1). Si p ∈ Xi

tenemos que existe l ≤ i tal que p ∈ X̂l, y aśı i + 1 = α(p) = l ≤ i, una
contradicción. Luego p /∈ Xi. Sea p ≤ q con q /∈ Xi. Usando que αp es monótona

vemos que i + 1 = αp(p) ≥ αp(q). Si αp(q) = l ≤ i entonces q ∈ X̂l. Sin

embargo q /∈ Xi, con lo cual q /∈ X̂l, una contradicción. Luego αp(q) = i + 1 y
aśı p, q ∈ α−1

p (i+ 1). Como p ≤ q y α−1
p (i+ 1) es una anticadena se infiere que

p = q. Por lo tanto

α−1(i+ 1) ⊆ X̂i+1.

Rećıprocamente, sea p ∈ X̂i+1. Por el Lema 4.4.7 tenemos que existe q ∈ X̂i

tal que p < q. Usando que αp es monótona tenemos que i = αp(q) < αp(p)

(notemos que si αp(q) = αp(p) entonces p ∈ X̂i, pero p < q con q ∈ X̂i, una
contradicción). Usando que i + 1 ≤ αp(p) y que αp es suryectiva, tenemos que

existen r ≥ p tales que i + 1 = αp(r), por lo cual r ∈ α−1(i + 1) ⊆ X̂i+1.

Luego p = r porque p ≤ r y p, r ∈ X̂i+1, y aśı α(p) = i + 1. En consecuencia
p ∈ α−1(i+ 1), y por ende

X̂i+1 ⊆ α
−1(i+ 1).

Luego tenemos que

X =

n⋃

i=1

α−1(i) =

n⋃

i=1

X̂i = Xn.

Finalmente tenemos que n = min {k ∈ N: Xk = X}. Supongamos que existe
k < n tal que Xk = X. En particular k ≤ n− 1, y por esto Xk ⊆ Xn−1. Luego
X̂n = ∅ y aśı α−1(n) = ∅. Esto es una contradicción ya que α es suryectiva.

Notemos que de un modo similar puede probarse que si (X,≤) es un poset
(X 6= ∅) y n ∈ N entonces el mismo tiene altura menor o igual que n si y sólo
si es un n•-poset.
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4.4.8. Coproducto

Sea n un número natural. En esta parte del trabajo daremos una descripción
para el coproducto de dos S-álgebras de altura a lo sumo n, en donde al menos
una de ellas es prelineal (es decir, satisface la ecuación (x→ y) ∨ (y → x) = 1).
Para tal fin utilizaremos la equivalencia categorial obtenida entre S-álgebras y
S-espacios, dando una descripción para el producto de dos S-espacios de altura
a lo sumo n, en donde al menos uno de ellos es un root system.

Si (X,≤) e (Y,≤) son posets, consideraremos en X × Y el orden usual.

Sean (X,≤) e (Y,≤) S-espacios de altura menor o igual que n. Definamos
como k al mı́nimo de las alturas entre (X,≤) e (Y,≤), y sea K = {1, 2, ..., k}.
Además consideremos BX = {Aα}α∈∆ y BY = {Bβ}β∈Ω dos bases de clopens de

X e Y respectivamente, y definamos los conjuntos Ei, α, β = (X̂i∩Aα)×(Ŷi∩Bβ).
Finalmente definamos al conjunto

B = {Ei, α, β}i∈K, α∈∆, β∈Ω.

Observación 4.4.44. B es una base para una topoloǵıa sobre
⋃n

i=1(X̂i × Ŷi).

En efecto, sea (x, y) ∈
⋃n

i=1(X̂i × Ŷi). Luego existe i ∈ K tal que x ∈ X̂i e

y ∈ Ŷi. En particular existe α ∈ ∆ y β ∈ Ω tales que x ∈ Aα e y ∈ Bβ. Luego
(x, y) ∈ Ei, α, β. Por otro lado sean α1, α2 ∈ ∆, β1, β2 ∈ Ω e i1, i2 ∈ Ω tales
que (x, y) ∈ Ei1, α1, β1

∩ Ei2, α2, β2
. Por (a) del Lema 4.4.6 tenemos que i1 = i2

(definamos i = i1). En particular, existen α ∈ ∆ y β ∈ Ω tales que x ∈ Aα ⊆
Aα1
∩Aα2

e y ∈ Bβ ⊆ Bβ1
∩Bβ2

. Luego (x, y) ∈ Ei, α, β ⊆ Ei, α1, β1
∩Ei, α2, β2

.

Más áun, B es una base de clopens para una topoloǵıa sobre
⋃n

i=1(X̂i × Ŷi).
Para probarlo consideremos i ∈ K, α ∈ ∆ y β ∈ Ω. Veremos que (Ei, α, β)c

es abierto. Para ello consideremos (x, y) ∈ (Ei, α, β)c. Luego x ∈ X̂c
i ∪ A

c
α

ó y ∈ Ŷ c
i ∪B

c
β. Supongamos que x ∈ X̂c

i ∪A
c
α. En consecuencia existe j ∈ K tal

que x ∈ X̂j ∩ (X̂c
i ∪ A

c
α). Usando que Aα y X̂i son clopens en X se tiene que

existe α1 ∈ ∆ tal que x ∈ Aα1
⊆ (X̂c

i ∪A
c
α)∩ X̂j. Además existe β1 ∈ Ω tal que

y ∈ Ŷj ∩Bβ1
. Luego

(x, y) ∈ Ej, α1,β1
⊆ (Ei, α, β)c

En efecto, supongamos que existe (a, b) ∈ Ej, α1,β ∩ Ei, α,β. En particular, a ∈

Aα1
y por ende a ∈ X̂c

i ∪ A
c
α. Luego (a, b) /∈ Ei, α, β, una contradicción. Por lo

tanto (Ei, α, β)c es abierto en
⋃n

i=1(X̂i × Ŷi).

Para cada n ∈ N definimos 0n para la n-upla (0, ..., 0) y

Kn = {(k1, ..., kn) : (k1, ..., kn) ∈ ({0, 1}n − 0n})}.

Si (X,≤) es un poset y U ⊆ X entonces definimos U0 = U c y U1 = UM .

El siguiente resultado nos será útil en lo que sigue:

Lema 4.4.45. Sea (X,≤) un poset. Si Uj son decrecientes en (X,≤) para cada
j ∈ {1, ..., n} entonces

(

n⋃

j=1

Uj)M =
⋃

(k1,...,kn)∈Kn

(Uk1

1 ∩ ... ∩ U
kn
n ).
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Demostración. Haremos esta demostración por inducción.

Veremos primero que si U1, U2 son decrecientes en (X,≤) entonces

(i) (U1 ∪ U2)M = ((U1)M ∩ U
c
2 ) ∪ (U c

1 ∩ (U2)M ) ∪ ((U1)M ∩ (U2)M ).

Sea x ∈ (U1 ∪ U2)M y supongamos que x ∈ U1 ∩ U
c
2 . Sea x ≤ y con y ∈ U1.

En particular, y ∈ U1 ∪U2. Luego x = y y x ∈ (U1)M ∩U
c
2 . Ahora supongamos

que x ∈ U1 ∩ U2. Sea x ≤ y con y ∈ U1. En particular, y ∈ U1 ∪ U2, por lo
cual x = y y x ∈ (U1)M . Del mismo modo se prueba que x ∈ (U2)M , siendo
aśı x ∈ (U1)M ∩ (U2)M . De un modo similar se puede considerar el caso que
x /∈ U1. Rećıprocamente, sea x ∈ ((U1)M ∩ U

c
2 ) y x ≤ y, con y ∈ U1 ∪ U2.

Tenemos que y /∈ U2 porque x /∈ U2. Luego y ∈ U1. Por esta razón x = y y
x ∈ (U1 ∪ U2)M . De modo análogo se prueba que si x ∈ U c

1 ∩ (U2)M entonces
x ∈ (U1 ∪ U2)M . Finalmente supongamos que x ∈ ((U1)M ∩ (U2)M ). Sea x ≤ y
con y ∈ U1 ∪ U2. En particular x ∈ U1 ∪ U2 y x = y. Luego tenemos que
x ∈ (U1 ∪ U2)M .

Supongamos ahora que la propiedad vale para cierto m y veamos que vale
para m + 1. Sean Ui subconjuntos decrecientes de X, con i = 1, ...,m + 1. En
particular,

(
m+1⋃

j=1

Uj)M = ((
m⋃

j=1

Uj) ∪ Um+1)M . (4.17)

Definimos a continuación los siguientes conjuntos:

Am =
⋃

(k1,...,kn)∈Kn
(Uk1

1 ∩ ... ∩ U
kn
n ∩ U

c
m+1),

Bm =
⋂m

j=1(U
c
j ∩ (Um+1)M ),

Cm =
⋃

(k1,...,kn)∈Kn
(Uk1

1 ∩ ... ∩ U
kn
n ∩ (Um+1)M ),

Dm =
⋃

(k1,...,km,km+1)∈Km+1
(Uk1

1 ∩ ... ∩ U
km
m ∩ U

km+1

m+1 ).

Por (i), la ecuación (4.17) e hipótesis inductiva tenemos que

(

m+1⋃

j=1

Uj)M = Am ∪Bm ∪ Cm.

Necesitamos probar que Am ∪Bm ∪ Cm = Dm.

Sea x ∈ Am. Luego existe (k1, ..., km) ∈ Km tal que x ∈ Uk1

1 ∩...∩U
km
m ∩U

c
m+1.

En particular, (k1, ..., km, 0) ∈ Km+1. Por esto, x ∈ Dm. De un modo similar
podemos probar que si x ∈ Cm entonces x ∈ Dm. Sea x ∈ Bm. Usando que
(0, ..., 0, 1) ∈ Km+1 se concluye que x ∈ Dm.

Rećıprocamente, sea x ∈ Dm. Luego existe (k1, ..., km, km+1) ∈ Km+1 tal

que x ∈ Uk1

1 ∩ ... ∩ U
km
m ∩ U

km+1

m+1 . Si km+1 = 0 entonces (k1, ..., km) ∈ Km y
x ∈ Am. Si km+1 = 1 y k1 = k2 = ... = km = 0 entonces x ∈ Bm. Si km+1 = 1
y existe kl 6= 0 para cierto l ∈ {1, ...,m} entonces (k1, ..., km) ∈ Km. Luego
x ∈ Cm.

Por lo tanto hemos probado que
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(

m+1⋃

j=1

Uj)M =
⋃

(k1,...,km+1)∈Km+1

(Uk1

1 ∩ ... ∩ U
km+1

m+1 ).

En lo que sigue consideraremos en
⋃n

i=1(X̂i × Ŷi) el orden inducido por
(X × Y,≤).

Proposición 4.4.46. Si (X,≤), (Y,≤) ∈ TSHn entonces (
⋃n

i=1(X̂i × Ŷi),≤) ∈
TSHn.

Demostración. Sea k el mı́nimo entre las alturas de (X,≤) e (Y,≤).

(i) (
⋃n

i=1(X̂i × Ŷi),≤) satisface el axioma de separación de Priestley.

Sean (x, y), (z, w) ∈
⋃n

i=1(X̂i×Ŷi) tales que (x, y) � (z, w). Supongamos que

x � z. Luego existen U ∈ D(X) e i ∈ K tales que (x, y) ∈ (X̂i∩U)×Ŷi y (z, w) /∈

(X̂i ∩ U) × Ŷi (ya que z /∈ U). Definimos el conjunto V =
⋃k

j=1(X̂j ∩ U) × Ŷj .
En particular tenemos que (x, y) ∈ V , (z, w) /∈ V y V es un creciente. El hecho
de que Ŷi es clopen en Y implica que Ŷj =

⋃sj

mj=1Bβmj
para cierto sj ∈ N, y el

hecho de que U ∈ D(X) implica que U =
⋃l

t=1Aαt
para cierto l ∈ N. Luego

V =
⋃

j,t

(
⋃

mj

(X̂j ∩Aαt
)× (Ŷj ∩Bβmj

)).

Por lo tanto V es un clopen creciente de
⋃n

i=1(X̂i × Ŷi).

(ii)
⋃n

i=1(X̂i × Ŷi) es compacto.

Sean Φ ⊆ ∆ y Γ ⊆ Ω tales que
⋃n

i=1(X̂i × Ŷi) =
⋃

i∈K, α∈Φ, β∈ΓEi, α, β .
Supongamos que k es la altura del S-espacio (X,≤). En particular, tenemos
que X =

⋃
α∈ΦAα e Yk =

⋃
β∈ΓBβ . Por ser X e Yk compactos (Yk es compacto

ya que es un subconjunto cerrado del espacio topológico compacto Y ) tenemos
que X =

⋃
α∈P Aα e Yk =

⋃
β∈ΣBβ , para ciertos subconjuntos finitos P ⊆ Φ y

Σ ⊆ Γ. Luego
n⋃

i=1

(X̂i × Ŷi) =
⋃

i∈K, α∈P, β∈Σ

Ei, α, β .

(iii) (
⋃n

i=1(X̂i × Ŷi),≤) es un espacio de Esakia.

Sea V un clopen de (
⋃n

i=1(X̂i × Ŷi),≤). Luego V =
⋃

i∈K, α∈P, β∈ΣEi, α, β

para ciertos subconjuntos finitos P , Σ de ∆ y Φ respectivamente. Luego tenemos
que (V ] =

⋃
i, α∈P, β∈Σ(Ei, α, β ] y (Ei, α, β ] = ((X̂i∩Aα]×(Ŷi∩Bβ ])∩(

⋃n
i=1(X̂i×

Ŷi). Usando que (X,≤) e (Y,≤) son espacios de Esakia inferimos que (Ei, α, β ]

es clopen. Por lo tanto (V ] es clopen en
⋃n

i=1(X̂i × Ŷi).

(iv) (
⋃n

i=1(X̂i × Ŷi),≤) es un S-espacio de altura k.

Sea V un clopen decreciente de (
⋃n

i=1(X̂i × Ŷi),≤). Usando la notación de
(iii) tenemos que V =

⋃
i∈K, α∈P, β∈Σ(Ei, α, β ]. Un cálculo directo prueba que

(Ei, α, β ]M = [(X̂i ∩Aα]M × (Ŷi ∩Bβ ]M ) ∩ (
n⋃

i=1

(X̂i × Ŷi)).
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Como (X,≤) e (Y,≤) son S-espacios entonces (X̂i ∩ Aα]M y (Ŷi ∩ Bβ ]M son
clopens en X e Y respectivamente. Luego (Ei, α, β ]M es clopen. En consecuencia

por el Lema 4.4.45 tenemos que VM es clopen en (
⋃n

i=1(X̂i× Ŷi),≤). Finalmente

se deduce de la Proposición 4.4.40 el hecho de que (
⋃n

i=1(X̂i×Ŷi),≤) es un poset
de altura k.

Corolario 4.4.47. Si (X,≤), (Y,≤) ∈ TSHn entonces las aplicaciones π1 :
(
⋃n

i=1(X̂i× Ŷi),≤)→ (X,≤) dada por π1(x, y) = x y π2 : (
⋃n

i=1(X̂i× Ŷi),≤)→
(Y,≤) dada por π2(x, y) = y son morfismos en TSHn.

Demostración. Un cálculo directo prueba que para i = 1, 2, πi son morfismos en
la categoŕıa de espacios de Priestley (la monotońıa es inmediata, y la continuidad
de por ejemplo π1 se deduce de la igualdad π−1

1 (Ei, α, β) = Aα ∩ X̂i). Para

probar que π1 es un p-morfismo, sean (x, y) ∈
⋃n

i=1(X̂i × Ŷi) y z ∈ X tales

que π1(x, y) ≤ z. En particular (x, y) ∈ X̂i × Ŷi para cierto i ∈ {1, ..., n} y
z ∈ X̂j para cierto j ∈ {1, ..., n}. Más aún, por (b) del Lema 4.4.6 tenemos que
j ≤ i. Si i = 1, x ∈ XM y aśı x = z. Luego (x, y) ≤ (z, y) ∈ XM × YM y
z = π1(z, y). Si i > 1, por el Lema 4.4.8 tenemos que existe w ∈ Ŷj tal que

y ≤ w. Luego (x, y) ≤ (z, w) ∈ X̂j × Ŷj y z = π1(z, w). Por lo tanto π1 es un

p-morfismo. Finalmente supongamos que (x, y), (z, w) ∈
⋃n

i=1(X̂i × Ŷi) y que
(x, y) < (z, w). Si x = z entonces y = w, una contradicción. Por lo tanto en
virtud del Corolario 4.4.5 tenemos que π1 ∈ TSHn. Una demostración análoga
prueba que π2 ∈ TSHn.

Proposición 4.4.48. Sean (X,≤), (Y,≤) ∈ TSHn, en donde (X,≤) ó (Y,≤)
son S-espacios asociados a S-álgebras prelineales (es decir, donde al menos
uno de ellos es un root system). Luego (

⋃n
i=1(X̂i × Ŷi),≤) es el producto en

la categoŕıa TSHn.

Demostración. Sean f : (Z,≤) → (X,≤), g : (Z,≤) → (Y,≤) ∈ TSHn. Luego
definimos h : Z → (

⋃n
i=1(X̂i × Ŷi),≤) como h(z) = (f(z), g(z)). Notemos que

esta función está bien definida. En efecto, sea z ∈ Z. Luego existe i ∈ {1, ..., n}
tal que z ∈ Ẑi. Por (b) del Lema 4.4.3 tenemos que h(z) ∈ X̂i × Ŷi. Luego
h(z) ∈

⋃n
i=1(X̂i × Ŷi). Más aún, probaremos que h ∈ TSHn. Es claro que h es

monótona (esto se desprende de la monotońıa de f y g). Si (X̂i∩Aα)×(Ŷi∩Bβ)

es un elemento básico de
⋃n

i=1(X̂i× Ŷi) entonces tenemos que h−1((X̂i ∩Aα)×

(Ŷi∩Bβ)) = f−1(X̂i∩Aα)∩g−1(Ŷi∩Bβ), que resulta ser un clopen en Z por la
continuidad de f y de g; por ende h es una función continua. Veamos que h es
p-morfismo, suponiendo por ejemplo que (Y,≤) es un S-espacio asociado a una
S-álgebra prelineal (es decir, un root system). Sea h(z) = (f(z), g(z)) ≤ (t, s).
Luego existen a, b ∈ Z tales que z ≤ a, z ≤ b, f(a) = t y g(b) = s. En particular,
g(z) ≤ g(a) y g(z) ≤ s. Como (Y,≤) es un root system, g(a) ≤ s ó s ≤ g(a).
Por otro lado, existe i ∈ {1, ..., n} tal que (t, s) ∈ X̂i × Ŷi. Por (b) del Lema
4.4.3 tenemos que a, b ∈ Ẑi y por el mismo resultado se tiene que g(a), s ∈ Ŷi.
Luego g(a) = s (puesto que g(a) ≤ s ó s ≤ g(a)). De este modo, z ≤ a y
h(z) ≤ (t, s) = (f(a), g(a)) = h(a), i.e. la función h es p-morfismo. El hecho de
que h es S-morfismo se sigue del Corolario 4.4.5.
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4.4.9. Algebras subdirectamente irreducibles

Un álgebra subdirectamente irreducible está caracterizada a partir de sus
congruencias (ver por ejemplo Teorema 8.4 de [9]). Como la función sucesor es
compatible en toda álgebra de Heyting, si (H,S) es una S-álgebra entonces H
es subdirectamente irreducible en la variedad de álgebras de Heyting si y sólo
si (H,S) es subdirectamente irreducible en la variedad de S-álgebras. Es sabido
que un álgebra de Heyting es subdirectamente irreducible si y sólo si es trivial
(es decir, consta de un único elemento) o existe un elemento u 6= 1 tal que si
x 6= 1 entonces x ≤ u (ver por ejemplo Ejercicio 9 de [9]). Lo que haremos a
continuación es dar una descripción expĺıcita del elemento u para las álgebras
subdirectamente irreducibles en la variedad de S-álgebras de altura n, en donde
n es un número natural dado.

Sea H ∈ SHn subdirectamente irreducible. Veremos que si la altura de H es
k (k ≥ 2) entonces el elemento u es S(k−1)(0). En efecto, por (S2) tenemos que

1 = S(k)(0) = u ∨ (u→ S(k−1)(0)).

En particular, u → S(k−1)(0) = 1, por lo cual u ≤ S(k−1)(0). Por otro lado
S(k−1)(0) 6= 1, por lo cual S(k−1)(0) ≤ u. Luego u = S(k−1)(0).

Proposición 4.4.49. Sea H ∈ SHn y supongamos que la altura de H es k
(k ≥ 2). Luego H es subdirectamente irreducible sii H es trivial o bien no existe
ningún elemento entre S(k−1)(0) y el último elemento del álgebra.

4.4.10. Relación con ciertas variedades de Heyting

En el contexto de un álgebra de Heyting, podemos definir inductivamente
P1 = y1 ∨ ¬y1 y Pn = yn ∨ (yn → Pn−1) (para n ≥ 2). Sea Hn la variedad de
álgebras de Heyting que satisface la ecuación adicional Pn = 1. Estas variedades
se utilizan, por ejemplo, para caracterizar las variedades de álgebras de Heyting
finitamente generadas (ver por ejemplo Teorema 4.1 de [2], [37] y [38]).

Analizaremos cómo se relacionan estas variedades con SHn.

(I) Si (H,S) ∈ SHn entonces H ∈ Hn.

Basta probar que para cada m ≥ 1 se tiene que

S(m)(0) ≤ Pm.

El caso m = 1 es inmediato (se desprende de la ecuación (S2)). Supongamos
que vale para cierto m y probemos que vale para m+1. Por (S2) y por hipótesis
inductiva tenemos que

S(m+1)(0) = S(S(m)(0)) ≤ ym+1 ∨ (ym+1 → S(m)(0)) ≤.

ym+1 ∨ (ym+1 → Pm) = Pm+1

(II) Si H ∈ Hn y H admite sucesor entonces (H,S) ∈ SHn.

En efecto, si consideramos yk = S(k)(0) tenemos por (S1) y por (S3) que

Pk ≤ S
(k)(0) ∨ (S(k)(0)→ Pk−1) = S(k)(0) ∨ (S(S(k−1)(0))→ Pk−1) =

S(k)(0) ∨ S(k−1)(0) = S(k)(0).

Luego Pk = S(k)(0) (la otra desigualdad se desprende del ı́tem previo). Por lo
tanto si Pn = 1 entonces S(n)(0) = 1.
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(III) Sea n ≥ 2. Existe H ∈ Hn tal que H no admite sucesor.

En efecto, supongamos que esto no es aśı. Luego por (I) y por (II) tenemos que

Hn = {H : (H,S) ∈ SHn}.

(llamemos V al miembro derecho de la igualdad previa). De este modo V es una
variedad de álgebras de Heyting. Sea H la cadena de tres elementos {0, x, 1}.
Es claro que H ∈ V . Luego, por el Teorema 3.1 de [11], tenemos que existe un
término de Heyting unario t tal que SH = tH ; en particular, x = SH(0) = tH(0).
Esto es absurdo ya que tH(0) ∈ {0, 1} (esto último sale de la descripción del
álgebra libre en un generador en la variedad de álgebras de Heyting. Para una
descripción de la misma ver [1]).

4.4.11. El problema de la completud af́ın

Como SH1 es esencialmente la variedad de álgebras de Boole, tenemos que
dicha variedad es af́ın completa. Sin embargo, para cada n > 1 la variedad SHn

no es af́ın completa. En efecto, supongamos que śı lo es. La S-álgebra dada en
el Ejemplo 4.3.11 es subdirectamente irreducible en SHn (para n > 1). Luego,
por el Corolario 4.2.6 de [36] tenemos que esta álgebra no admite subálgebras
propias. Pero {0, z, 1} es una subálgebra propia, una contradicción. De este
modo tenemos la siguiente

Proposición 4.4.50. Para cada n > 1 la variedad SHn no es af́ın completa.

Notemos que el resultado previo nos da una prueba alternativa (no construc-
tiva) de que la variedad de S-álgebras no es af́ın completa.

4.4.12. Libre en un generador en la variedad SH2

En lo que sigue daremos una descripción del espacio de representación del
álgebra libre en un generador en la variedad SH2.

Consideremos el siguiente poset, al que denominaremos Ω:

•r2 •r4

•r1 •r3

EEEEEEEE

yyyyyyyy
•r5 •r6

EEEEEEEE

Como Ω tiene altura 2 se tiene que Ω+ ∈ SH2, en virtud de la Proposición
4.4.8. Definiendo U = {r4, r6} se verifican las siguientes igualdades:

a. [r1) = ¬U ,

b. {r4} = S(∅) ∩ U ,

c. {r2} = S(∅) ∩ ¬U ,

d. [r5) = ¬¬U ∩ ((U ∪ {r2})→ S(∅)),

e. [r3) = (¬U ∪ ¬¬U)→ S(∅).
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Por lo tanto tenemos que U es un generador de la S-álgebra Ω+. En efecto
todos los elementos de Ω+ se pueden escribir en términos de U porque todos los
subconjuntos crecientes principales de Ω, es decir aquellos que admiten mı́nimo,
se escriben en términos de U y la S-álgebra Ω+ es finita.

Probaremos a continuación que Ω+ es el álgebra de libre en un generador
para la variedad SH2. Para ello daremos algunos resultados previos.

Lema 4.4.51. Sea V una variedad. Si F es el álgebra libre en un generador
sobre la clase de las álgebras subdirectamente irreducibles de V entonces F es el
álgebra libre en un generador sobre V .

Demostración. Sean A ∈ V y a ∈ A. Definimos la función f : {x} → A como
f(x) = a. Por el Teorema 8.6 de [9] tenemos que A es isomorfa a un producto
subdirecto de álgebras subdirectamente irreducibles {Ai}i de V (a cada elemento
b de A lo identificaremos con el elemento (bi)i de

∏
iAi). Por la definición de

álgebra libre tenemos que existen morfismos fi : F → Ai tales que fi(x) = ai.
Luego f : F →

∏
iAi dada por f(y) = (fi(y))i es un morfismo tal que f(x) = a.

Continuando con el abuso de notación es claro que Imf = 〈f(x)〉 = 〈a〉 ⊆ A (en
donde 〈f(x)〉 indica la subálgebra generada por f(x)). Por esta razón podemos
considerar que f tiene como codominio A.

Como consecuencia de la Proposición 4.4.49 tenemos el siguiente

Lema 4.4.52. Las álgebras subdirectamente irreducibles de SH2 son la trivial y
las que tienen la forma [0, S(0)]⊕ 1.

Lema 4.4.53. Las álgebras subdirectamente irreducibles monogeneradas (i.e,
generadas por un elemento) en SH2 son la trivial, la cadena de dos elementos,
la cadena de tres elementos y 4 ⊕ 1, siendo 4 el álgebra libre en un generador
en la variedad de álgebras de Boole.

Demostración. Se sigue de los lemas 4.4.52 y 4.2.5 (ya que un elemento genera,
como álgebra de Boole, el álgebra trivial, la cadena de dos elementos, o la libre
en un generador en Boole).

Lema 4.4.54. Sea (Y,≤) un S-espacio finito de altura 2 tal que X ⊆ Y . Si
X es un subconjunto creciente de Y entonces la función i : X → Y dada por
i(x) = x es un morfismo en la categoŕıa de S-espacios de altura 2.

Demostración. La monotońıa de i es inmediata, la continuidad se sigue del hecho
de que X e Y son conjuntos finitos ,y el hecho de ser p-morfismo es consecuencia
de que X es un subconjunto creciente de Y . Finalmente, el hecho de que i es
un morfismo en la categoŕıa de S-espacios de altura 2 se sigue del Corolario
4.4.5.

Proposición 4.4.55. Ω+ es el álgebra libre en un generador sobre la clase
de álgebras subdirectamente irreducibles monogeneradas en SH2. En particular,
Ω+ es el álgebra libre en un generador sobre la clase de álgebras subdirectamente
irreducibles en SH2.

Demostración. En esta demostración utilizaremos el Lema 4.4.54. Por el Lema
4.4.53 sólo necesitamos considerar los siguientes casos:

a) Cadena de dos elementos: definimos las funciones i1 : {r2} → Ω, i2 :
{r4} → Ω dadas por la inclusión. Como {r2} y {r4} son crecientes de Ω, tenemos
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que i1, i2 son monomorfismos en la categoŕıa de S-espacios. Luego X(i1) : Ω+ →
{r2}

+ y X(i2) : Ω+ → {r4}
+ son epimorfismos en la categoŕıa de S-álgebras

tales que X(i1)(U) = ∅ y X(i2)(U) = {r4} = S(∅).

b) Cadena de tres elementos: definimos las funciones i3 : {r1, r2} → Ω,
i4 : {r4, r5} → Ω, i5 : {r4, r6} → Ω dadas por la inclusión. Como los con-
juntos {r1, r2}, {r4, r5}, {r5, r6} son crecientes de Ω, tenemos que i3, i4, i5 son
monomorfismos en la categoŕıa de S-espacios. Por lo tanto X(i3) : Ω+ →
{r1, r2}

+, X(i4) : Ω+ → {r4, r5}
+ y X(i5) : Ω+ → {r4, r6}

+ son epimorfis-
mos en la categoŕıa de S-álgebras tales que X(i3)(U) = ∅, X(i4)(U) = S(∅),
X(i5)(U) = S(2)(∅) = {r4, r6}.

c) S-álgebra 4⊕ 1: definimos la función i6 : {r2, r3, r4} → Ω dada por la in-
clusión. Como {r2, r3, r4} es un creciente de Ω, tenemos que i6 es un monomor-
fismo en la categoŕıa de S-espacios, por lo cual X(i6) : Ω+ → {r2, r3, r4}

+ es un
epimorfismo en la categoŕıa de S-espacios tal que X(i6)(U) = {r4}, siendo r4 el
elemento y del dibujo del Ejemplo 4.3.11. Este es el único caso que necesitamos
considerar ya que la cadena de tres elementos es una subálgebra de 4⊕ 1 y ese
caso fue considerado.

Teorema 4.4.56. Ω+ es el álgebra libre en un generador de la variedad SH2.

Demostración. Se sigue del Lema 4.4.51 y de la Proposición 4.4.55.

Dado el poset Ω escribiremos i en lugar de ri, para i = 1, ..., 6. Por lo tanto
Ω+ es la S-álgebra cuyo diagrama de Hasse es el siguiente:

123456

12345

sssssssss
12346 23456

KKKKKKKKK

12456

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
1234

sssssssss
2345

KKKKKKKKK

sssssssss
2346

KKKKKKKKK

1245

uuuuuuuuu

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn
1246

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
2456

IIIIIIIII

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
234

KKKKKKKKK

sssssssss

124

uuuuuuuuu

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn
245

IIIIIIIII

uuuuuuuuu

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
246

IIIIIIIII

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
456

IIIIIIIII

12

yyyyyyyy
24

IIIIIIIII

uuuuuuuuu

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
45

IIIIIIIII

uuuuuuuuu
46

IIIIIIIII

2

EEEEEEEEE

uuuuuuuuuu
4

IIIIIIIIII

uuuuuuuuuu

0

IIIIIIIIIII

uuuuuuuuuuu
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4.5. Variedades de S-álgebras generadas por una

cadena finita

En esta sección estudiaremos las variedades V(Hn, S), siendo Hn la cadena
de n elementos y n un número natural (n ≥ 3). Parte de los resultados que men-
cionaremos han sido publicados en [17]. Comenzaremos dando una motivación
para estas variedades (ver [11]). Notemos que V(H2, S) coincide con la variedad
de álgebras de Boole (ya que S coincide con el top en toda álgebra de Boole, y
la variedad de álgebras de Boole está generada por la cadena de dos elementos).

Sea Ln una axiomatización de la lógica intermedia con valores en Hn, para
n ≥ 3. Por ejemplo, podemos agregar a IPC el siguiente esquema de axiomas
([31], ver [62] para una axiomatización diferente):

(φ→ ψ) ∨ (ψ → φ),

(φ1 → φ2) ∨ ... ∨ (φn → φn+1).

La lógica Ln + S la definimos como la unión de Ln junto con el sistema de
axiomas A(S) para el conectivo S. Tenemos que el sistema Ln + S es una ex-
tensión conservadora de Ln, fuertemente completo para valuaciones en el álgebra
(Hn, S) (S resulta ser un conectivo impĺıcito nuevo sobre Ln). Más aún, todo
conectivo impĺıcito nuevo sobre Ln + S es equivalente en este sistema a una
combinación de ∧, ∨, →, ¬ y S (Teorema 6.1 de [11]).

Comenzaremos mostrando cómo se relacionan las variedades V(Hn, S) con
la variedad de S-álgebras prelineales y las variedades de S-álgebras de altura
menor o igual que n + 1. Luego daremos una presentación completa para el
coproducto (utilizando resultados de la sección previa). Finalmente daremos
una descripción del espacio de representación del álgebra libre en un generador
para las variedades V(Hn, S).

4.5.1. Coproducto

Sea n ≥ 3. La variedad V(Hn, S) está caracterizada por las ecuaciones de
álgebras de Heyting, las ecuaciones de la función sucesor y las siguientes ecua-
ciones:

(P) (x→ y) ∨ (y → x) = 1,

(S)
∨n

i=1(xi → xi+1) = 1.

Recordemos que SLH es la subvariedad de S-álgebras que satisface la ecuación
adicional (P). Probaremos en lo que sigue que

V(Hn, S) = SLH ∩ SHn−1.

Para ello daremos primero el siguiente

Lema 4.5.1. Sea n ≥ 3. Sea E1 un conjunto de ecuaciones para las álgebras
de Heyting, ecuaciones del sucesor, ecuaciones (P) y (S). Sea E2 un conjunto
de ecuaciones para las álgebras de Heyting, ecuaciones del sucesor, ecuaciones
(P) y S(n−1)(0) = 1. Luego E1 = E2.
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Demostración. Supongamos primero que valen las ecuaciones de E1, con lo cual
tenemos que

S(n−1)(0) = S(n−1)(0) ∨ S(n−2)(0) ∨ ... ∨ S(0) ∨ 0 =

(1→ S(n−1)(0)) ∨ (S(n−1)(0)→ S(n−2)(0)) ∨ ... ∨ (S(2)(0)→ S(0))∨

(S(0)→ 0) = 1.

Rećıprocamente, supongamos que valen las ecuaciones de E2. Luego S(xn+1) ≤
xn ∨ (xn → xn+1), con lo cual por el Corolario 4.3.4 se tiene que

S(2)(xn+1) ≤ S(xn ∨ (xn → xn+1)) = S(xn) ∨ S(xn → xn+1). (4.18)

Por otro lado, usando que

(xn−1 → xn)→ (xn → xn+1) = [(xn ∧ (xn−1 → xn)]→ xn+1 = xn → xn+1,

tenemos que

S(xn → xn+1) ≤ (xn−1 → xn) ∨ [(xn−1 → xn)→ (xn → xn+1)] =

(xn−1 → xn) ∨ (xn → xn+1). (4.19)

Usando que xn−1 ≤ xn−2 → xn−1 se llega a que xn−1 → xn ≥ (xn−2 →
xn−1)→ xn, con lo cual

S(xn) ≤ (xn−2 → xn−1)∨[(xn−2 → xn−1)→ xn] ≤ (xn−2 → xn−1)∨(xn−1 → xn).
(4.20)

Utilizando las ecuaciones (4.18), (4.19) y (4.20) inferimos que

S(2)(xn+1) ≤ (xn−2 → xn−1) ∨ (xn−1 → xn) ∨ (xn → xn+1)

Iterando el razonamiento anterior, utilizando la ecuación (x→ y)→ (y → z) =
y → z (válida en toda álgebra de Heyting) y el Corolario 4.3.4, se tiene que si
k es tal que 2 ≤ k ≤ n− 1 entonces

S(k)(xn+1) ≤ (xn−k → xn−(k−1)) ∨ ... ∨ (xn → xn+1).

Luego en particular tenemos que

1 = S(n−1)(xn+1) ≤ (x1 → x2) ∨ ... ∨ (xn → xn+1).

Dado que es inmediato que V(H2, S) = SLH ∩ SH1, tenemos el siguiente

Corolario 4.5.2. Para cada n ≥ 2, V(Hn, S) = SLH ∩ SHn−1.

Observación 4.5.3. Para cada n ≥ 3 se tiene que V(Hn, S) ⊂ SHn−1. En
efecto, consideremos el Ejemplo 4.3.11. Se tiene que dicha S-álgebra pertenece
a SHn−1. Sin embargo (x → y) ∨ (y → x) = z 6= 1, por lo cual la misma no
pertenece a V(Hn, S). Además V(Hn, S) ⊂ SLH (para verlo basta considerar el
conjunto N0 ∪ {α}, siendo n < α para todo n ∈ N0. Es claro que esta S-álgebra
es prelineal y no tiene altura finita).
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Sea n un número natural. Consideremos dos S-espacios (X,≤) e (Y,≤) de
altura a lo sumo n que además forman un root system. Sabemos, en virtud de la
Proposición 4.4.46, que (

⋃n
i=1(X̂i × Ŷi),≤) es un S-espacio de altura a lo sumo

n (con la topoloǵıa dada en 4.4.8). Notemos además que este poset es un root
system. En efecto, si (x, y) ∈

⋃n
i=1(X̂i×Ŷi) entonces [(x, y)) es una cadena. Para

probarlo consideremos (a, b), (c, d) ∈
⋃n

i=1(X̂i × Ŷi) tales que (x, y) ≤ (a, b) y
(x, y) ≤ (c, d). Es decir, x ≤ a, x ≤ c, y ≤ b e y ≤ d. Luego (a ≤ c ó c ≤ a) y
(b ≤ d ó d ≤ b). Supongamos que a ≤ c. Si b ≤ d nada hay que probar. Si d ≤ b
entonces d = b y en particular b ≤ d. En efecto, a ≤ c, a ∈ X̂i y c ∈ X̂j , para
ciertos i, j = 1, ..., n. Luego por la parte (b) del Lema 4.4.6 tenemos que j ≤ i.
Además como d ≤ b, por el mismo lema tenemos que i ≤ j. Luego i = j y por
ende b = d. De esta manera (

⋃n
i=1(X̂i× Ŷi),≤) es un root system. Por lo tanto,

en virtud del Corolario 4.5.2 y de la Proposición 4.4.48, tenemos el siguiente

Teorema 4.5.4. Sean (X,≤) e (Y,≤) S-espacios de altura a lo sumo n ≥ 3
tales que forman un root system. Luego (

⋃n
i=1(X̂i × Ŷi),≤) es el producto en la

categoŕıa asociada (por la dualidad de Priestley) a la variedad V(Hn, S).

El resultado anterior nos da una descripción del espacio de representación
del coproducto en la categoŕıa cuya variedad subyacente es V(Hn, S).

4.5.2. Algebras libres

Sea n ≥ 3. En [11] (Teorema 6.1) fue probado que los conectivos impĺıcitos
de Ln + S son términos (i.e una combinación de ∧, ∨, →, ¬ y S).

La demostración de este teorema muestra también que la clase de conectivos
impĺıcitos de Ln coincide con el conjunto de polinomios de Heyting sobre Hn

(en particular, coincide con el conjunto de términos sobre Hn); idénticamente,
por completud af́ın, con el conjunto de funciones compatibles de Hn. Caicedo
probó en [10] que estas funciones (para el caso unario) son exactamente las
funciones f : Hn → Hn satisfaciendo, para algún a ∈ Hn, que f(x) ≥ x, para
x ∈ [0, a] y f(x) = a sobre (a, 1].

Un diagrama del álgebra libre en un generador de V(H3, S) es descripta en
la Figura 2 de [11].

En esta parte del trabajo daremos una caracterización completa para las
álgebras libres en un generador para las variedades V(Hn, S) (para n ≥ 3). Dado
que tenemos una descripción del coproducto en V(Hn, S) se tendrá automática-
mente una descripción del álgebra libre en cualquier cantidad de generadores
para las variedades V(Hn, S). Comenzaremos con algunos resultados previos.

Sean M y N ret́ıculos distributivos acotados. Si M y N son finitos entonces
M⊕N es también finito (recordemos que ⊕ indica la suma ordinal como posets,
ver [1], p. 39), y por ende una S-álgebra. Escribiremos 0 para el ret́ıculo con
un único elemento. Además para cada n ≥ 2 escribiremos Fn para referirnos al
álgebra libre en un generador, xn, en la variedad V(Hn, S).

Lema 4.5.5. El cardinal del universo de Fn es

|Fn| =
n−1∑

j=0

n!

j!
. (4.21)
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Demostración. El caso n = 2 es inmediato. El caso n ≥ 3 es consecuencia de un
argumento de conteo directo basado en la descripción expĺıcita de los elementos
del álgebra libre en un generador de V(Hn, S) como las funciones f : Hn → Hn

dadas previamente.

Notemos que para cada n ≥ 2 tenemos que 0 ⊕ Fn ∈ V(Hn+1, S); por
ende tenemos un único morfismo de S-álgebras αn+1 : Fn+1 → 0 ⊕ Fn tal que
αn+1(xn+1) = xn. También tenemos que Hn+1 ∈ V(Hn+1, S), y en consecuencia
un único morfismo de S-álgebras βn+1 : Fn+1 → Hn+1 con βn+1(xn+1) = 0. Por
la propiedad universal del producto en V(Hn+1, S), tenemos un único morfismo
de S-álgebras δ haciendo que el siguiente diagrama conmute:

Fn+1

αn+1

wwnnnnnnnnnnnn
βn+1

''OOOOOOOOOOOO

δ

��

0⊕ Fn Hn+1

(0⊕ Fn)×Hn+1

π1

ggPPPPPPPPPPPP

π2

77ooooooooooo

(4.22)

Como Fn+1 y (0⊕Fn)×Hn+1 tienen ambos finitos cardinal (y es el mismo,
en virtud del Lema 4.5.5), para probar que hay un isomorfismo de S-álgebras
entre ellos será suficiente ver que δ es una función suryectiva.

Lema 4.5.6. (1, 0) ∈ im δ.

Demostración. Por definición de δ,

δ(xn+1) = (π1δ(xn+1), π2δ(xn+1)) = (αn+1(xn+1), βn+1(xn+1)) = (xn, 0)

Consideremos el término de S-álgebras τ(x) = S(0) → x. Un cálculo directo
nos muestra que

τ0⊕Fn(xn) = 1, (4.23)

τHn+1(0) = 0. (4.24)

(la primer ecuación es consecuencia de que S(0) ≤ xn, y la segunda se deduce de
la ecuación S(0)→ 0 = 0). Consideremos ahora el elemento y0 = τFn+1(xn+1) ∈
Fn+1. Por (4.23) y (4.24), este elemento es tal que

δ(y0) = δ(τ(xn+1)) = τ (0⊕Fn)×Hn+1(xn, 0) = (τ0⊕Fn(xn), τHn+1(0)) = (1, 0).

Lema 4.5.7. El morfismo δ de (4.22) es suryectivo.

Demostración. Consideremos (x,m) ∈ (0⊕Fn)×Hn+1. Como (x,m) = (x, 0)∨
(0,m), consideraremos separadamente los casos x = 0 y m = 0.

Si x = 0, tomemos y1 = S(m)(0) ∧ (xn+1 → 0). Tenemos que

δ(y1) = S(m)(0, 0) ∧ [(xn, 0)→ (0, 0)] = S(m)(0, 0) ∧ (xn → 0, 1) =

S(m)(0, 0) ∧ (0, 1) = (0, S(m)(0)) = (0,m).
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Por otro lado, supongamos que m = 0 y x ≥ S(0). Como Fn es libre, existe
un término t de S-álgebras tal que x = t(xn). Sea t el término que se obtiene

reemplazando por S(0) toda ocurrencia de 0 en t. Tenemos que x = t
0⊕Fn(xn).

Tomando ahora y2 = t(xn+1) e y0 como en el Lema 4.5.6, tenemos que u = y0∧y2
es tal que

δ(u) = δ(y0) ∧ δ(y2) = (1, 0) ∧ δ(t(xn+1)) = (1, 0) ∧ t(δ(xn+1)) =

(1, 0) ∧ t(xn, 0) = (1, 0) ∧ (x, t(0)) = (x, 0).

Por esta razón, si x = 0 entonces (x,m) = (0,m) = δ(y1). Si x 6= 0 (es decir
si x ≤ S(0)), dado que (x, 0) = δ(u) se tiene que (x,m) = (0,m) ∨ (x, 0) =
δ(y1) ∨ δ(u) = δ(y1 ∨ u). Por lo tanto hemos probado que la imagen de δ es
(0⊕ Fn)×Hn+1.

Como una consecuencia inmediata de los lemas 4.5.5 y 4.5.7, tenemos el
siguiente

Teorema 4.5.8. Para cada n ≥ 2 existe un isomorfismo de S-álgebras entre
Fn+1 y (0⊕ Fn)×Hn+1.

Hemos probado en este trabajo que existen dualidades entre las categoŕıas
asociadas a las variedades V(Hn, S), n = 2, 3, ..., y ciertas categoŕıas de espacios
de Esakia. Utilizando las “buenas” propiedades de esta dualidad categorial es
posible explicitar construcciones para los espacios topológicos asociados.

La condición S(0) = 1 fuerza a una S-álgebra a ser un álgebra de Boole.
Luego V(H2, S) = Boole, y en consecuencia F2 es el álgebra de Boole libre en
un generador, cuyo espacio de Stone es

• •

Hemos visto que F3
∼= (0 ⊕ F2) × H3. Como X es parte de una dualidad

categorial, env́ıa productos en coproductos, y X(F3) ∼= X(0⊕F2)
∐

X(H3), que
es simplemente el coproducto de espacios topológicos. Por otro lado, X(0⊕F2)
puede ser visto como

•

��
��

��
�

@@
@@

@@
@

• •

Luego, X(F3) es

• •

��
��

��
�

@@
@@

@@
@

• • •

Observemos que en general X(0⊕Fn) se construye a partir de X(Fn) agre-
gando un nuevo punto sobre él. Luego, por ejemplo, tenemos que X(F4) es
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• • • •

Este procedimiento nos permite hacer una construcción efectiva para los espa-
cios asociados a cada una de las álgebras libres en un generador de las variedades
generadas por una cadena finita. De este modo, en virtud del Teorema 4.5.4 ten-
emos un modo de construir el álgebra libre en cualquier cantidad de generadores
de las variedades generadas por una cadena finita. Por ejemplo, calculemos el
álgebra libre en dos generadores de V(H3, S). Llamemos 2F3 a dicha álgebra.
Como 2F3

∼= F3

∐
F3 y X es parte de una dualidad, X(2F3) ∼= X(F3)×X(F3).

Un cálculo inmediato muestra que X(2F3) puede ser descripta como

• •

@@
@@

@@
@ •

@@
@@

@@
@ •

@@
@@

@@
@

OOOOOOOOOOOOOO

UUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

• • • • • • • • •
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Caṕıtulo 5

Operadores frontales sobre

ret́ıculos residuados

5.1. Preliminares

Las definiciones y propiedades que daremos a continuación fueron extráıdas
de [7] y [35].

Un ret́ıculo residuado (RL para abreviar) es una estructura algebraica

L = 〈L,∧,∨, ·, e, \, /〉

tal que 〈L,∧,∨〉 es un ret́ıculo, 〈L, ·, e〉 es un monoide, \ y / son operaciones
binarias para las cuales las equivalencias

x · y ≤ z si y sólo si x ≤ z/y si y sólo si y ≤ x\z

valen para cada x, y, z ∈ L. Las operaciones \ y / son llamadas el residuo a
derecha y a izquierda de ·, respectivamente. Se sigue de la definición que · es
residuado (es decir, residuado a derecha y a izquierda) si y sólo si preserva el
orden en cada argumento, y para cada x, y, z ∈ L, la desigualdad x · y ≤ z
tiene un elemento máximo para x (llamado z/y) y para y (llamado x\z). En
particular, los residuos están uńıvocamente determinados por · y el orden. Si el
ret́ıculo subyacente a un ret́ıculo residuado 〈L,∧,∨〉 dado tiene último elemento
1 y 1 = e, entonces llamaremos a este ret́ıculo residuado integral . En lo que
sigue para un ret́ıculo residuado y elementos x, y del mismo, escribiremos xy en
lugar de x.y.

La clase de todos los ret́ıculos residuados será denotada como RL. Es sen-
cillo verificar que las equivalencias que definen al residuo pueden ser dadas por
ecuaciones y que RL forma una variedad (Proposición 4.1 de [7]). Si L es un
ret́ıculo residuado cuya estructura de monoide es commutativa, diremos que es
un ret́ıculo residuado conmutativo (CRL para abreviar); la variedad de CRLs
será denotada como CRL.

Proposición 5.1.1. (Lema 3.2 de [7]) Sea L = 〈L,∧,∨, ·, e, \, /〉 un RL. Para
cada x, y, z ∈ L valen las siguientes condiciones:

1. x(y ∨ z) = xy ∨ xz, (x ∨ y)z = xz ∨ yz.
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2. (x ∧ y)/z = (x/z) ∧ (y/z), x\(y ∧ z) = (x\y) ∧ (x\z).

3. x/(y ∨ z) = (x/z) ∧ (x/y), (x ∨ y)\z = (x\z) ∧ (x\y).

4. (x/y)y ≤ x, x(x\y) ≤ y.

5. x(y/z) ≤ xy/z, (x\y)z ≤ x\yz.

6. (x/y)(y/z) ≤ x/z, (x\y)(y\z) ≤ x\z.

7. x/e = e\x = x.

8. e ≤ x/x, e ≤ x\x.

Sea L un RL. Para cada a ∈ L, definimos ρa(x) = (ax/a) ∧ e y λa(x) =
(a\xa) ∧ e. Luego definimos P = {ρa : a ∈ L} and Λ = {λa : a ∈ L}.

Un subconjunto X ⊆ L es llamado convexo si para cada x, y ∈ X y a ∈ L, si
x ≤ a ≤ y entonces a ∈ X; X es llamado normal si X es cerrado con respecto a
todo ρ ∈ P y λ ∈ Λ. La colección de todas las subálgebras convexas y normales
de un ret́ıculo residuado L será denotada como CN(L).

Si H es una subálgebra convexa normal de un ret́ıculo residuado L, definimos
θH = {(x, y) ∈ L × L : ∃h ∈ H,hx ≤ y y hy ≤ x}. En particular, tenemos que
θH = {(x, y) ∈ L × L : (x/y) ∧ e ∈ H y (y/x) ∧ e ∈ H} = {(x, y) ∈ L × L :
(x\y)∧ e ∈ H y (y\x)∧ e ∈ H} es una congruencia sobre L ([7], Lema 4.11). Si
θ es una congruencia de L y x ∈ L, escribiremos θ(x) para referirnos al conjunto
{y ∈ L : (x, y) ∈ θ}.

Teorema 5.1.2. ([7], Teo. 4.12) El ret́ıculo CN(L) de subálgebras convexas y
normales de un ret́ıculo residuado L es isomorfo a su ret́ıculo de congruencias
Con(L). El isomorfismo está dado por las funciones mutuamente inversas H 7→
θH y θ 7→ θ(e).

La subálgebra convexa normal generada por un subconjunto S en un ret́ıculo
residuado L es denotada como cn(S). Si S = {s}, escribiremos cn(s) en lugar
de cn({s}). Para u = (u1, ..., u2n) (con ui ∈ L para i = 1, ..., 2n) usaremos la
notación γu para denotar a λu1

◦ ρu2
◦ λu3

◦ ... ◦ ρu2n
(◦ denota la composición

usual de funciones). En el lema siguiente, escribiremos L− para el cono negativo
de L; i.e., L− = {x ∈ L | x ≤ e}.

Lema 5.1.3. ([35], Cor. 3.7) Sea L un RL y r, s ∈ L−. Luego r ∈ cn(s) si y sólo
si existen m y n números naturales para los cuales existen ui ∈ L

2n(i = 1, ...,m)
tales que

γu1
(s)γu2

(s)....γum
(s) ≤ r.

Definimos los términos d(x, y) = x\y∧ y\x∧ e y d̄(x, y) = x/y∧ y/x∧ e. Los
mismos serán útiles para la descripción de congruencias.

Lema 5.1.4. ([35], Lema 3.1) Sea L un RL. Para cada congruencia θ de L,
tenemos que las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) xθy.

(ii) d(x, y)θe.

(iii) d̄(x, y)θe.
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5.2. Funciones compatibles sobre ret́ıculos

residuados

La lógica intuicionista fue introducida como un sistema de secuentes por
Gentzen en 1934 (ver [27]). Las lógicas subestructurales se obtienen omitiendo
del sistema algunas de las reglas subestructurales (ver [55]). Existen también
algunas versiones axiomáticas de tales sistemas. Luego, la lógica clásica, la in-
tuicionista, la multivaluada, la básica, la relevante y fragmentos de la lógica
lineal pueden ser consideradas como lógicas subestructurales. Es bien conoci-
do que, con una adecuada definición de operador de consecuencia, estas lógicas
son algebrizables en el sentido de Blok-Pigozzi (ver [55], [5]). Luego, para ca-
da lógica subestructural existe una semántica algebraica equivalente, la cual se
corresponde con cierta subvariedad de la variedad de ret́ıculos residuados.

El problema de agregar conectivos para extender una lógica en un modo
“natural” ha sido estudiado por un largo tiempo. Para el cálculo intuicionista
el paper [11] de Caicedo y Cignoli enfatiza el aspecto algebraico del problema a
través de la noción de función impĺıcita compatible, que es la noción algebraica
de lo que ellos denominan un conectivo definido axiomáticamente a partir de un
sistema de axiomas. En general, diremos que un conectivo unario k es compatible
si y sólo si A ↔ B ⊢ kA ↔ kB, para todas las fórmulas A, B. Los resultados
dados en [11] son extendidos por Caicedo para lógicas algebrizables en [12]. Sin
embargo, no es claro qué puede ser considerado como una extensión natural o
buena de la lógica subestructural en términos de conectivos buenos.

Haremos un estudio algebraico del problema antes mencionado, análogo al
dado en [15] para el caso conmutativo, cuya idea básicamente se sigue de la
caracterización dada en [11] para operadores compatibles en términos de la
relación entre las congruencias y ciertas subálgebras particulares.

Surge naturalmente la pregunta acerca de la completud af́ın. La variedad
de álgebras de Boole B es af́ın completa (ver [36]) y la variedad de álgebras de
Heyting H no lo es, aunque śı es localmente af́ın completa (ver [11]). Más aún,
la variedad CRL es localmente af́ın completa (ver [15]).

El objetivo de esta parte del trabajo es extender a ret́ıculos residuados re-
sultados de [15]. Asimismo daremos una posible generalización en este contexto
para los operadores frontales definidos sobre álgebras de Heyting.

Sean L un ret́ıculo residuado, y f : Lk → L una función. Daremos una condi-
ción suficiente y necesaria para la compatibilidad de f . Haciendo uso de dicha
caracterización probaremos que la variedad de ret́ıculos residuados es localmente
af́ın completa. Luego estudiaremos algunas funciones compatibles sobre ret́ıculos
residuados las cuales generalizan a los operadores frontales. También daremos
condiciones sobre dos funciones P (x, y) y Q(x, y) sobre un ret́ıculo residuado L
las cuales implican que la función x 7→ min{y ∈ L : P (x, y) ≤ Q(x, y)} (cuan-
do está definida) es ecuacional y compatible. Finalmente discutiremos sobre la
completud af́ın de ciertas subvariedades de ret́ıculos residuados equipadas con
ciertas operaciones adicionales.

Los resultados de este caṕıtulo fueron publicados en [18].
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5.3. Caracterización de funciones compatibles

Si L es un RL y x, y ∈ L, el subconjunto θ(x,y) de L × L denota la menor
congruencia que contiene al elemento (x, y).

Lema 5.3.1. Sea L un RL y x, y ∈ L. Luego θ(x,y)(e) = cn[d(x, y)] = cn[d̄(x, y)].

Demostración. Se sigue del Lema 5.1.4 y del Teorema 5.1.2. En efecto, para
x, y ∈ L tenemos que

θ(x,y)(e) =
⋂

(x,y)∈θ

θ(e) =
⋂

d(x,y)∈θ(e)

θ(e) = cn[d(x, y)].

Lema 5.3.2. Sean L un RL, f : L→ L una función y x, y ∈ L.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Para cada θ ∈ Con(L), si xθy entonces (f(x), f(y)) ∈ θ.

(ii) d(f(x), f(y)) ∈ θ(x,y)(e).

(iii) d(f(x), f(y)) ∈ cn[d(x, y)].

(iv) Existen números naturales m,n para los cuales existen ui ∈ L2n(i =
1, ...,m) tales que

γu1
(d(x, y))γu2

(d(x, y))....γum
(d(x, y)) ≤ d(f(x), f(y)).

Demostración. La equivalencia entre (i) y (ii) es consecuencia del Lema 5.1.4.
En efecto, supongamos que vale la condición (i). Como (x, y) ∈ θ(x,y) tenemos
que (f(x), f(y)) ∈ θ(x,y), lo que a su vez implica la condición (ii). Rećıpro-
camente, supongamos que vale la condición (ii) y sea θ ∈ Con(L) tal que
(x, y) ∈ θ, por lo cual θ(x,y) ⊆ θ. Por otro lado nuestra hipótesis implica que
(f(x), f(y)) ∈ θ(x,y), y por ende (f(x), f(y)) ∈ θ. La equivalencia entre (ii) y
(iii) se sigue del Lema 5.3.1. Finalmente, la equivalencia entre (iii) y (iv) se
deduce del Lema 5.1.3.

Notemos que el lema previo sigue valiendo si escribimos d(x, y) en lugar
de d(x, y). Notemos también que como consecuencia inmediata del lema previo
tenemos el siguiente

Teorema 5.3.3. Sea L un RL y f : L→ L una función.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f es compatible.

(2) Para cada x, y ∈ L existen números naturales m,n para los cuales existen
ui ∈ L

2n(i = 1, ...,m) tales que

γu1
(d(x, y))γu2

(d(x, y))....γum
(d(x, y)) ≤ d(f(x), f(y)).

(3) Para cada x, y ∈ L existen números naturales m,n para los cuales existen
ui ∈ L

2n(i = 1, ...,m) tales que

γu1
(d̄(x, y))γu2

(d̄(x, y))....γum
(d̄(x, y)) ≤ d̄(f(x), f(y)).
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Corolario 5.3.4. Sean L un RL y f : L→ L una función. Si para cada x, y ∈
L existe un número natural m tal que d(x, y)m ≤ d(f(x), f(y)) ó d̄(x, y)m ≤
d̄(f(x), f(y)) entonces f es compatible.

Demostración. Notemos que para cada x ∈ L− tenemos que λe(x) = ρe(x) = x.
Consideremos ui = (e, e) ∈ L2, para i = 1, ...m. De este modo γui

(d(x, y)) =
d(x, y) para i = 1, ...,m. Por lo tanto, utilizando la hipótesis y el Teorema 5.3.3
(tomando n = 1) se concluye que f es compatible.

Sea L un RL y f : Lk → L una función. Para cada xi ∈ L (i = 1, ..., k)
definimos x = (x1, ..., xk) y x(i) = (x1, ..., xi−1, xi+1..., xk). Luego definimos las
funciones fx(i) : L→ L como fx(i)(a) = f(x1, ..., xi−1, a, xi+1, ..., xk).

Lema 5.3.5. Sea L un RL y f : Lk → L una función.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) f es compatible.

(b) Para cada x ∈ Lk las funciones fx(i) son compatibles.

Demostración. (a)⇒ (b). Sean xi ∈ L (para i = 1, ..., k), θ ∈ Con(L) y (a, b) ∈
θ. En particular, (xi, xi) ∈ θ para cada i = 1, ..., k. Luego usando que f es
compatible se concluye que (fx(i)(a), fx(i)(b)) ∈ θ para cada i = 1, ..., k. De este
modo las funciones fx(i) son compatibles.

(b) ⇒ (a). Sea θ ∈ Con(L) y xi, yi ∈ L tales que (xi, yi) ∈ θ para cada
i = 1, ..., k. Usando el hecho de que fx(i) es compatible se deduce que

f(x1, ..., xk)θf(y1, x2, ..., xk)θf(y1, y2, x3, ..., xk)θ...θf(y1, ..., yk),

con lo cual f es compatible.

El siguiente resultado es consecuencia del Teorema 5.3.3 y del lema previo.

Corolario 5.3.6. Sea L un RL y f : Lk → L una función.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f es compatible.

(ii) Para cada x ∈ Lk las funciones fx(i) satisfacen la condición (2) del Teorema
5.3.3.

(iii) Para cada x ∈ Lk las funciones fx(i) satisfacen la condición (3) del Teo-
rema 5.3.3.

5.3.1. Completud local af́ın

En esta sección aplicaremos el Corolario 5.3.6 para demostrar la completud
local af́ın de la variedad RL. Si a1, ...ak son elementos de un ret́ıculo residuado
dado entonces escribiremos

∏1
i=k ai para indicar al producto akak−1...a1.

Sea f : Lk → L una función compatible. Fijemos x ∈ Lk. Para cada i = 1, ...k
y para cada b ∈ B (siendo B un subconjunto de Lk), definimos los siguientes
elementos de L:

A(x, bi) = γu1bi

(d(bi, xi))γu2bi

(d(bi, xi))....γumbi

(d(bi, xi)),
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donde nbi
,mbi

y u1bi
, ..., umbi

son los números naturales y los elementos de

L2nbi respectivamente asociados para cada (bi, xi) por el Corolario 5.3.6. Luego

definimos A(x, b) =
∏1

i=k A(x, bi) y el conjunto Tx = {f(b)A(x, b) : b ∈ B}.

Teorema 5.3.7. Sea f : Lk → L una función compatible, B un subconjunto de
Lk y x ∈ B. Luego f(x) =

∨
Tx.

Demostración. Sea x ∈ B. Por el Corolario 5.3.6, para cada b ∈ B existen
números naturales nbi

,mbi
para los cuales existen u1bi

, ..., umbi
∈ L2nbi tales

que
A(x, bi) ≤ d(fx(i)(bi), fx(i)(xi)). (5.1)

Probaremos este teorema por inducción sobre k.
Consideremos k = 1. Usando la ecuación (5.1) para este caso se concluye que

f(b1)A(x1, b1) ≤ f(x1). Luego f(x1) es una cota superior de Tx1
. Por otro lado,

como d(x1, x1) = e y γu(e) = ρu(e) = e para cada u ∈ L2nb1 , tomando b1 = x1

se tiene que f(x1)A(x1, x1) = f(x1)e = f(x1) ∈ Tx1
, con lo cual f(x1) =

∨
Tx1

.
Supongamos que el teorema vale para k = n. Vamos a probar que vale para

el caso k = n+ 1. Sea f : Ln+1 → L una función compatible. Definimos

B((x1, ..., xn), (b1, ..., bn)) =

1∏

i=n

A(x, bi).

Usando la ecuación (5.1) para este caso tenemos que

f(b)A(x, bn+1) ≤ f(b1, ..., bn, xn+1). (5.2)

Análogamente a lo hecho en la demostración del Lema 5.3.5, se prueba que la
función f : Ln → L dada por g(a1, ..., an) = f(a1, ..., an, xn+1) es compatible.
Luego utilizando la ecuación (5.2), el hecho de que g es compatible y la hipótesis
inductiva, se concluye que

f(b)A(x, b) = f(b)A(x, bn+1)B((x1, ..., xn)), (b1, ..., bn)) ≤

f(b1, ..., bn, xn+1)B((x1, ..., xn), (b1, ..., bn)) ≤ f(x),

con lo cual f(x) es una cota superior de Tx. Por otro lado, como d(xi, xi) = e y
γu(e) = ρu(e) = e para cada u ∈ L2nbi , tomando bi = xi (para i = 1, ..., n) se
deduce que f(x) ∈ Tx, de lo cual se desprende lo que deseábamos probar.

Corolario 5.3.8. La variedad RL es localmente af́ın completa.

5.4. Generalización de operadores frontales en

ret́ıculos residuados

Recordemos que H denota la variedad de álgebras de Heyting.

Sea L un ret́ıculo residuado y τ : L→ L una función. Diremos que τ es un T -
operador pre frontal a izquierda (T lp para abreviar) si existe un término binario
T en el lenguaje de ret́ıculos residuados tal que para cada H ∈ H tenemos que
TH(x, y) = y → x y para cada x, y ∈ L valen las siguientes ecuaciones:

(l1) τ(x) ≤ y ∨ T (x, y),
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(l2) e ≤ τ(e),

(l3) (x\y) ∧ e ≤ τ(x)\τ(y).

Si τ satisface la ecuación adicional

(f) τ(x) ∧ τ(y) ≤ τ(x ∧ y),

diremos que τ es un T-operador frontal a izquierda (T lf para abreviar).

Similarmente definimos T -operador pre frontal a derecha (Trp para abre-
viar) y T-operador frontal a derecha (Trf para abreviar). Por el Corolario 5.3.4
(tomando m = 1) tenemos que T lp y Trp son funciones compatibles.

Sea L un CRL y τ : L → L una función. Diremos que τ es un T -operador
pre frontal (Tp para abreviar) si es un T lp y diremos que τ es un T -operador
frontal (Tf para abreviar) si es un T lf .

Teorema 5.4.1. Sea H un álgebra de Heyting y τ : H → H una función.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) τ es un Tf .

(b) τ es un operador frontal

Demostración. (a) ⇒ (b). La condición (f3) se sigue de (l1). Por (l2) y (l3)
tenemos que x = 1 → x ≤ τ(1) → τ(x) = 1 → τ(x) = τ(x), con lo cual
x ≤ τ(x) (esta es la condición (f2)). Si x ≤ y entonces (por (l3)) tenemos que
1 = x → y ≤ τ(x) → τ(y), y aśı τ(x) ≤ τ(y). Por esta razón τ es monótona.
Luego por (f) se concluye la condición (f1).

(b) ⇒ (a). La condición (l1) es consecuencia de (f3) y la condición (l2) se
sigue de (f2). Por (f1), τ es monótona. Usando este hecho, (f1) y (f2) tenemos
que τ(x) ∧ (x → y) ≤ τ(x) ∧ τ(x → y) = τ(x ∧ (x → y)) ≤ τ(y), con lo cual
x → y ≤ τ(x) → τ(y) (esta es la condición (l3)). La condición (f) se sigue de
(f1).

El resultado anterior nos dice que si un ret́ıculo residuado dado es un álgebra
de Heyting entonces la definición de T -operador frontal a izquierda (o a derecha,
en este caso ambas definiciones coinciden) equivale a la definición de operador
frontal dada sobre álgebras de Heyting.

5.4.1. Una generalización para la función sucesor

Sea L un RL y fijemos un número natural n. Definimos las funciones
←−
S n :

L→ L y
−→
S n : L→ L a través de las siguientes ecuaciones:

(LS1n)
←−
S n(x)n\x ≤

←−
S n(x).

(LS2n)
←−
S n(x) ≤ y ∨ (yn\x).

(RS1n) x/
−→
S n(x)n ≤

−→
S n(x).

(RS2n)
−→
S n(x) ≤ y ∨ (x/yn).

Proposición 5.4.2. Sea L un RL. Luego las siguientes condiciones valen:

(a)
←−
S n es un T lp tomando T (x, y) = yn\x. Más aún,

←−
S n(e) = e.

(b) Si el ret́ıculo subyacente de L es distributivo entonces
←−
S n es un T lf .
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(c)
←−
S n está caracterizado como

←−
S n(x) = min{y ∈ L : yn\x ≤ y}.

Demostración. (a) Las condiciones (l1) y (l2) son inmediatas. Luego usando el

hecho previo se infiere que e ≤
←−
S n(e)n\e ≤

←−
S n(e), con lo cual

←−
S n(e) = e. La

condición (l3) es equivalente a probar que
←−
S n(x)((x\y) ∧ e) ≤

←−
S n(y), y esto

vale ya que

←−
S n(x).((x\y) ∧ e) ≤ (

←−
S n(y) ∨ (

←−
S n(y)n\x))((x\y) ∧ e) =

(
←−
S n(y)((x\y)∧ e))∨ (

←−
S n(y)n\x)((x\y)∧ e)) ≤

←−
S n(y)∨ (

←−
S n(y)n\y) =

←−
S n(y).

(b) Tenemos que

←−
S n(x) ≤

←−
S n(x ∧ y) ∨ (

←−
S n(x ∧ y)n\x)

y que
←−
S n(y) ≤

←−
S n(x ∧ y) ∨ (

←−
S n(x ∧ y)n\y)

Tomando el ı́nfimo en ambas desigualdades, utilizando que el ret́ıculo subyacente
de L es distributivo, la propiedad a\(b∧ c) = (a\b)∧ (a\c) y la ecuación (LS1n)

se concluye que
←−
S n(x) ∧

←−
S n(y) ≤

←−
S n(x ∧ y).

En efecto,

←−
S n(x) ∧

←−
S n(y) ≤

←−
S n(x ∧ y) ∨ ((

←−
S n(x ∧ y)n\y) ∧ (

←−
S n(y ∧ x)n\x)) =

←−
S n(x ∧ y) ∨ (

←−
S n(x ∧ y)n\(x ∧ y)) =

←−
S n(x ∧ y).

(c) Definamos Ex = {y ∈ L : yn\x ≤ y} y supongamos que
−→
S n(x) =

min Ex. Probaremos las condiciones (LS1n) y (LS2n). Como
←−
S n(x) ∈ Ex

tenemos que vale (LS1n). Por otro lado como y∨ (yn\x) ∈ Ex vale la condición
(LS2n). En efecto, (y ∨ (yn\x))n ≥ yn, por lo cual

(y ∨ (yn\x))n\x ≤ yn\x ≤ y ∨ (yn\x).

La rećıproca es consecuencia de un cálculo inmediato.

Hay una propiedad similar para el caso
−→
Sn.

Si L es un CRL, notemos que existe Sn (ver Sección 5 de [15]) si y sólo si

existen
−→
S n y

←−
S n, siendo Sn =

−→
S n =

←−
S n. Notemos que en el caso de estar en

un álgebra de Heyting, todos estos operadores colapsan en el sucesor.

5.4.2. Una generalización para la función gamma

Sea L un RL con primer elemento, al que llamaremos 0, y fijemos un número
natural n. Definimos las funciones ←−γn : L → L y −→γn : L → L a través de las
ecuaciones:

(Lg1n) ←−γn(0)n\0 ≤ ←−γn(0).
(Lg2n) ←−γn(0) ≤ y ∨ (yn\0).
(Lg3n) ←−γn(x) = x ∨←−γn(0).

(Rg1n) 0/−→γn(0)n ≤ −→γn(0).
(Rg2n) −→γn(0) ≤ y ∨ (0/yn).
(Rg3n) −→γn(x) = x ∨ −→γn(0).
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Proposición 5.4.3. Sean L un RL con primer elemento y n un número natural.
Las siguientes condiciones valen:

(a) ←−γn es un T lp considerando T (x, y) = x ∨ (yn\x).

(b) Si el ret́ıculo subyacente de L es distributivo entonces ←−γn es un T lf. Más
aún, en este caso ←−γn preserva ı́nfimos finitos.

(c) La función ←−γn está caracterizada como

←−γn(x) = min{y ∈ L : (yn\0) ∨ x ≤ y}.

Demostración. (a) Es claro que e ≤ ←−γn(e). Además usando que yn\0 ≤ yn\x se
obtiene que ←−γn(x) ≤ x ∨ y ∨ (yn\x) = y ∨ T (x, y). Finalmente tenemos que

←−γn(x)((x\y) ∧ e) = x((x\y) ∧ e) ∨←−γn(0)((x\y) ∧ e) ≤ y ∨←−γn(0) =←−γn(y).

(b) Se sigue de un cálculo directo.

(c) Para cada x ∈ L definimos el conjunto γx = {y ∈ L : (yn\0) ∨ x ≤ y}.
Supongamos que existe la función ←−γn. Tenemos que ←−γn(0) ≤ ←−γn(x), con lo cual

(←−γn(x)n\0) ∨ x ≤ (←−γn(0)n\0) ∨ x ≤ ←−γn(0) ∨ x =←−γn(x).

Luego ←−γn(x) ∈ γx. Por otro lado, si y ∈ γx entonces ←−γn(x) ≤ y, por lo cual
←−γn(x) = min γx. Rećıprocamente, supongamos que ←−γn(x) = min γx. Usando
que ←−γn(0) ∈ γ0, se concluye que ←−γn(0)n\0 ≤ ←−γn(0). Como yn ≤ (y ∨ (yn\0))n

tenemos que y ∨ (yn\0) ∈ γ0. En efecto, (y ∨ (yn\0))n\0 ≤ yn\0 ≤ yn\0 ∨ y.
Luego ←−γn(0) ≤ y ∨ (yn\0). Finalmente,

((x ∨←−γn(0))n\0) ∨ x ≤ (←−γn(0)n\0) ∨ x ≤ ←−γn(0) ∨ x,

y aśı ←−γn(0) ∨ x ∈ γx. Esto prueba que ←−γn(x) ≤ γn(0) ∨ x. Es inmediato probar
que si y ∈ γx entonces ←−γn(0) ∨ x ≤ y. Luego considerando y = ←−γn(x) tenemos
que γn(0) ∨ x ≤ ←−γn(x). Por lo tanto ←−γn(x) = γn(0) ∨ x.

Hay un resultado similar para el caso −→γn.
Cuando L sea un CRL con primer elemento, escribiremos γn en lugar de

←−γn ó −→γn; para n = 1 escribiremos γ. Notemos que en el caso de que L sea un
álgebra de Heyting todas estas funciones colapsan al operador γ.

5.4.3. Una generalización para el operador de Gabbay

Sea L un RL con primer elemento. Para cada x ∈ L definimos l(x) = x\0
y r(x) = 0/x. En lo que sigue escribiremos rl en lugar de r ◦ l y lr en lugar de
l ◦ r.

Fijemos un número natural n. Definimos las funciones
←−
Gn : L → L y

−→
Gn :

L→ L a través de las siguientes ecuaciones:

(LG1n) (
←−
Gn(x)n\x) ∧ rl(x) ≤

←−
Gn(x). (RG1n) (x\

−→
Gn(x)n) ∧ lr(x) ≤

−→
Gn(x).

(LG2n)
←−
Gn(x) ≤ y ∨ ((yn\x) ∧ rl(x)). (RG2n)

−→
Gn(x) ≤ y ∨ ((x/yn) ∧ lr(x)).
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Lema 5.4.4. Sea L un RL con primer elemento. Luego para cada x, y ∈ L se
verifican las siguientes condiciones:

(a) x\y ≤ l(x)/l(y).

(b) x/y ≤ r(x)\r(y).

Demostración. Se sigue de los siguientes hechos: x\y ≤ l(x)/l(y) si y sólo si
x.(x\y)l(y) = 0, y x/y ≤ r(x)\r(y) si y sólo si r(x)(x/y)y = 0.

Observación 5.4.5. Por el lema previo tenemos que si L es un RL con primer
elemento entonces para cada x, y ∈ L vale que x\y ≤ rl(x)\rl(y), x/y ≤
lr(x)/lr(y) y e ≤ rl(e).

Proposición 5.4.6. Sea L un RL con primer elemento. Fijemos un número
natural n.

Se verifican las siguientes condiciones:

(a)
←−
Gn es un T lp considerando T (x, y) = yn\x. Más aún,

←−
Gn(e) = e.

(b) La función
←−
Gn está caracterizada como

←−
Gn(x) = min{y ∈ L : (yn\x) ∧ rl(x) ≤ y}.

Demostración. (a) Usando la Observación 5.4.5 se sigue que
←−
Gn(e) ≤ e ∨

((en\e) ∧ rl(e)) = e, con lo cual
←−
Gn(e) ≤ e. Por esto (y por la Observación

5.4.5 nuevamente) tenemos que e ≤
←−
Gn(e)n\e, con lo cual

e = e ∧ (
←−
Gn(e)n\e) ≤ (

←−
Gn(e)n\e) ∧ rl(e) ≤

←−
Gn(e).

Luego
←−
Gn(e) = e. Es claro que

←−
Gn(x) ≤ y ∨ (yn\x). Finalmente usando la

Observación 5.4.5 una vez más tenemos que

←−
Gn(x)((x\y) ∧ e) ≤ (

←−
Gn(y) ∨ ((

←−
Gn(y)n\x) ∧ rl(x)))((x\y) ∧ e) ≤

←−
Gn(y) ∨ ((

←−
Gn(y)n\x) ∧ (x\y)) ∧ (rl(x)((x\y) ∧ e))) ≤

←−
Gn(y) ∨ ((

←−
Gn(y)n\y) ∧ (rl(x)((x\y) ∧ e))) ≤

←−
Gn(y) ∨ ((

←−
Gn(y)n\y) ∧ rl(y)) =

←−
Gn(y),

y por lo tanto (x\y) ∧ e ≤
←−
Gn(x)\

←−
Gn(y).

(b) Para cada x ∈ L definimos el conjunto Gx = {y ∈ L : (yn\x)∧rl(x) ≤ y}.

Supongamos que existe la función
←−
Gn. La ecuación (LG1n) implica que

←−
Gn(x) ∈

Gx y luego la ecuación (LG2n) implica que
←−
Gn(x) = min Gx. Rećıprocamente,

supongamos que
←−
Gn(x) = min Gx. Usando que

←−
Gn(x) ∈ Gx se deduce la

ecuación (LG1n). Sea z(x,y) = y ∨ ((yn\x) ∧ rl(x)). Como y ≤ z(x,y) tenemos
que (zn

(x,y)\x) ∧ rl(x) ≤ (yn\x) ∧ rl(x) ≤ z(x,y), con lo cual z(x,y) ∈ Gx. Por lo

tanto
←−
Gn(x) ≤ z(x,y), que es la ecuación (LG2n).

Hay un resultado similar para el caso
−→
Gn.

Cuando L sea un CRL con primer elemento, escribiremos Gn en lugar de
←−
Gn

ó
−→
Gn; para n = 1 escribiremos G. Notemos que si L es un álgebra de Heyting

entonces todas estas funciones colapsan a la función de Gabbay.
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5.4.4. Algunos ejemplos

Ejemplo 5.4.7. Sea L la cadena {0, a, b, 1} con las siguientes operaciones:

. 0 a b 1
0 0 0 0 0
a 0 0 0 a
b 0 a b b
1 0 a 1 1

/ 0 a b 1
0 1 a a 0
a 1 1 a a
b 1 1 b b
1 1 1 1 1

\ 0 a b 1
0 1 1 1 1
a b 1 1 1
b 0 a 1 1
1 0 a b 1

Luego L = 〈L,∧,∨, ., 1, \, /〉 es un RL.

Tenemos las siguientes tablas (en el lado izquierdo n ≥ 1; en el lado derecho
n ≥ 2):

x
←−
S n(x)

−→
S (x) ←−γ n(x) −→γ (x)

0 b a b a
a b b b a
b 1 b b b
1 1 1 1 1

x
−→
S n(x) −→γ n(x)

0 b b
a b b
b b b
1 1 1

x rl(x) lr(x)
←−
Gn(x)

−→
Gn(x)

0 0 0 0 0
a a b a b
b 1 0 1 0
1 1 0 1 0

Ejemplo 5.4.8. Sea L el siguiente ret́ıculo:

•1

•b

||||||||
•e

BBBBBBBB

•a

•c

DDDDDDDD






























•0

Definimos las siguientes operaciones:

. 0 a b c e 1
0 0 0 0 0 0 0
a 0 c 0 0 a a
b 0 0 0 0 b b
c 0 0 0 0 c c
e 0 a b c e e
1 0 a b c 1 1

→ 0 a b c e 1
0 1 1 1 1 1 1
a b c a a a 1
b a 1 1 a a 1
c a 1 1 1 1 1
e 0 a b c e 1
1 0 a b c c 1
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Luego L = 〈L,∧,∨, ., e,→〉 es un CRL. En este caso las operaciones S1, S2,
γ1, γ2 y Gn no existen (para S1, S2 no podemos definir estas operaciones en 0,
y para Gn no podemos definir estas operaciones en c). Para n ≥ 3 tenemos que

x Sn(x) γn(x)
0 e e
a 1 1
b 1 1
c e e
e e e
1 1 1

Ejemplo 5.4.9. En el l-grupo (Q,∧,∨,+,−, 0) (siendo Q el conjunto de números
racionales) tenemos que Sn(x) = x

n+1 , γn(x) = x y que Gn(x) = x ∨ Sn(x).

En la MV -álgebra [0, 1] tenemos que Sn(x) = x+n
n+1 , γn(x) = x ∨ n

n+1 y que
Gn(x) = x ∨ Sn(x) (para la definición de l-grupo y de MV-álgebra ver [20]).

5.5. Operaciones dadas por el operador mı́nimo

En [15] (secciones 4 y 5) para un ret́ıculo residuado conmutativo L y una
función P : L × L → L se da una condición que implica que la función dada
por x 7→ min{y ∈ L : P (x, y) ≤ y} es ecuacional y compatible (cuando dicha
función puede ser definida). En particular, P (x, y) = yn → x, para un número
natural n dado, define la familia Sn. Inspirados por [15] buscamos condiciones
sobre funciones P (x, y) y Q(x, y) en un ret́ıculo residuado L que implican que
la función dada por

x 7→ min{y ∈ L : P (x, y) ≤ Q(x, y)}

es ecuacional y compatible cuando está definida. Presentamos además una condi-
ción suficiente para ecuacionalidad y compatibilidad. Finalmente damos algunos
ejemplos de estas funciones.

5.5.1. Ecuacionalidad y compatibilidad

Definición 5.5.1. Sean P : L × L → L y Q : L × L → L funciones definidas
sobre un orden parcial con supremo (L,∨) tales que

1. si y ≥ z entonces P (x, y) ≤ P (x, z),

2. P (x, P (x, y) ∨Q(x, y)) ≤ Q(x, P (x, y) ∨Q(x, y)),

3. Q(x, y) ≤ y.

En este caso diremos que P es Q-pre-compatible.

Observación 5.5.2. (a) Si P y Q son dos funciones binarias sobre un orden
parcial con supremo (L,∨) tales que satisfacen las condiciones 1. y 3. de
la Definición 5.5.1 con la condición adicional

P (x,Q(x, y)) ≤ Q(x, P (x, y) ∨Q(x, y)),

entonces P es Q-pre-compatible. En efecto, P (x, y) ≤ P (x, y) ∨ Q(x, y),
con lo cual aplicando la condición 1. se tiene que P (x, P (x, y)∨Q(x, y)) ≤
P (x,Q(x, y)) ≤ Q(x, P (x, y) ∨Q(x, y)), que es la condición 2.
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(b) Si Q(x, y) = y y vale la condición 1. entonces las condiciones 2. y 3. de la
Definición 5.5.1 son trivialmente verdaderas. En efecto, dado que P (x, y)∨
y ≥ y, por la condición 1. tenemos que

P (x, P (x, y) ∨Q(x, y)) = P (x, P (x, y) ∨ y) ≤ P (x, y) ≤ P (x, y) ∨ y =

Q(x, P (x, y) ∨Q(x, y)),

que es la condición 2. El hecho de que la condición 3. es verdadera resulta
inmediato.

Si P es Q-pre-compatible, denotaremos como f(P,Q) : L → L a la función
que a cada x en L le asigna el primer elemento del conjunto E(P,Q)(x), donde

E(P,Q)(x) : = {y ∈ L : P (x, y) ≤ Q(x, y)}.

Luegon tenemos el siguiente

Lema 5.5.3. Sean P : L × L → L y Q : L × L → L funciones binarias sobre
un orden parcial con supremo (L,∨) tales que P es Q-pre-compatible.

Luego las siguientes condiciones son equivalentes.

1. Existe la función f(P,Q).

2. Existe una función g : L→ L tal que

(PQ1) P (x, g(x)) ≤ Q(x, g(x)),

(PQ2) g(x) ≤ P (x, y) ∨Q(x, y).

Más aún, en este caso g = f(P,Q).

Demostración. Definimos g : L → L como g(x) = f(P,Q)(x). Luego f(P,Q)(x) ∈
E(P,Q)(x), con lo cual (PQ1) vale. Por 2. de la Definición 5.5.1 tenemos que
P (x,Q(x, y) ∨ P (x, y)) ≤ Q(x,Q(x, y) ∨ P (x, y)). En consecuencia f(P,Q)(x) ≤
Q(x, y) ∨ P (x, y), con lo cual tenemos la condición (PQ2).

Rećıprocamente, asumamos que g satisface las ecuaciones mencionadas en el
enunciado del lema. La condición (PQ1) nos dice que g(x) pertenece al conjunto
E(P,Q)(x). Por otro lado, sea y ∈ E(P,Q)(x). Luego (PQ2) y 3. de la Definición
5.5.1 implican que g(x) ≤ P (x, y) ∨Q(x, y) = Q(x, y) ≤ y. Por ende g(x) es el
primer elemento de E(P,Q)(x). Por lo tanto g = f(P,Q).

Ahora podemos presentar la condición suficiente para la compatibilidad.

Teorema 5.5.4. Sea L un RL y P : L×L→ L, Q : L×L→ L, P una función
Q-pre-compatible y g : L→ L la función dada en el Lema 5.5.3.

Si para cada y ∈ L la función dada por P (., g(y)) : L → L es compatible
entonces g es compatible.

Demostración. Sean x, y ∈ L. Definimos la función F : L→ L dada por F (z) =
P (z, g(y)); esta función es compatible por hipótesis. Luego por el Teorema 5.3.3
existen m,n números naturales para los cuales existen ui ∈ L2n(i = 1, ...,m)
tales que

γu1
(d(x, y))γu2

(d(x, y))....γum
(d(x, y)) ≤ d(F (x), F (y)).
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Definimos A(x, y) = γu1
(d(x, y))γu2

(d(x, y))....γum
(d(x, y)). Luego

F (x).A(x, y) ≤ F (y). Por esta razón, (PQ1), (PQ2) y 3. de la Definición 5.5.1
tenemos que

g(x)A(x, y) ≤ P (x, g(y))A(x, y) ∨Q(x, g(y))A(x, y) ≤

F (x)A(x, y) ∨ g(y) ≤ F (y) ∨ g(y) = P (y, g(y)) ∨ g(y) ≤

Q(y, g(y)) ∨ g(y) = g(y).

En consecuencia g(x).A(x, y) ≤ g(y), con lo cual A(x, y) ≤ g(x)\g(y).
Razonando análogamente y utilizando que F (y).A(x, y) ≤ F (x) se tiene que
A(x, y) ≤ g(y)\g(x). Por lo tanto A(x, y) ≤ d(g(x), g(y)). Usando nuevamente
el Teorema 5.3.3 se obtiene que g es compatible.

Observando la demostración del resultado previo se tiene el siguiente

Corolario 5.5.5. Sea L un RL. Sean P,Q y g como en el Teorema 5.5.4.
Si P es compatible en la primer variable entonces g es compatible.

5.5.2. Algunos ejemplos

Daremos algunos ejemplos en donde P es Q-pre-compatible sobre ret́ıculos
residuados, con P compatible en la primer variable.

Ejemplo 5.5.6. Observemos que los ejemplos de T lp y Trp dados antes se ajus-
tan a este contexto también. Tomemos Q(x, y) = y y consideremos un número
natural n. Las funciones que consideraremos a continuación satisfacen la condi-
ción 1. de la Definición 5.5.1, razón por lo cual van a resultar ser Q-pre com-
patibles, en virtud de la Observación 5.5.2. Si Pr(x, y) = x/yn y Pl(x, y) = yn\x

entonces gr =
−→
S n y gl =

←−
S n. Si Pr(x, y) = (0/yn) ∨ x y Pl(x, y) = x ∨ (yn\0)

entonces gr = −→γ n y gl = ←−γ n. Finalmente, si Pr(x, y) = (x/yn) ∧ lr(x) y

Pl(x, y) = (yn\x) ∧ rl(x) entonces gr =
−→
Gn y gl =

←−
Gn.

Ejemplo 5.5.7. Sean n,m números naturales. Consideremos

Q(x, y) = y,

Pr(x, y) = xm/yn,

Pl(x, y) = yn\xm.

La condición 1. de la Definición 5.5.1 es inmediata. Luego por la Observación
5.5.2 tenemos que Pr y Pl son Q-pre compatibles. Notemos que si m = 1 se

sigue que gr =
−→
S n y gl =

←−
S n.

(a) Sean L el álgebra del Ejemplo 5.4.7, y n = 2. Luego tenemos que

x gl(x) gr(x)
0 b b
a b b
b 1 b
1 1 1
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(b) Consideremos el l-grupo (Q,∧,∨,+,−, 0). Luego g(x) = n
m+1x.

En los siguientes ejemplos consideraremos que el ret́ıculo subyacente de cada
ret́ıculo residuado dado es distributivo.

Ejemplo 5.5.8. Sea n un número natural. Consideremos

Q(x, y) = y ∧ e,

Pr(x, y) = e ∧ (x/(y ∧ e)n),

Pl(x, y) = e ∧ ((y ∧ e)n\x).

Las condiciones 1. y 3. de la Definición 5.5.2 son inmediatas. Por otro lado
utilizando la distributividad del ret́ıculo subyacente al ret́ıculo residuado dado
vemos que

Pr(x,Q(x, y)) = Pr(x, y) ≤ Pr(x, y) ∨Q(x, y) = Q(x, Pr(x, y) ∨Q(x, y)).

Luego en virtud de la Observación 5.5.2 tenemos que Pr es Q-pre compatible.
Un razonamiento análogo prueba que Pl es Q- pre compatible.

Notemos que si L es un ret́ıculo residuado integral entonces gr =
−→
S n y

gl =
←−
S n.

(a) Consideremos la cadena L = {0, a, e, 1} con las siguientes operaciones

. 0 a e 1
0 0 0 0 0
a 0 0 a a
e 0 a e 1
1 0 a 1 1

→ 0 a e 1
0 1 1 1 1
a a 1 1 1
e 0 a e 1
1 0 a a 1

Luego L = 〈L,∧,∨, ., e,→〉 es un CRL.

Para n = 1 tenemos que

x gx
0 a
a e
e e
1 e

En este caso tenemos además que S(0) = a, S(a) = e, S(e) = e y S(1) =
1 6= e = g(1). Esto prueba que g y S no son iguales. Para n ≥ 2 tenemos
que g(x) = e, para cada x ∈ L.

(b) Consideremos el l-grupo (Q,∧,∨,+,−, 0). Luego g(x) = ( x
n+1 ) ∧ 0.

Notemos que y ∈ E(P,Q)(x) si y sólo si y ≥ 0 o x − (ny ∧ 0) ≤ y.
Primero consideremos x ≥ 0. Sea y ∈ E(P,Q)(x). Si y < 0 entonces
x − ny ≤ y, y aśı x ≤ (n + 1)y < 0, una contradicción. Por ende y ≥ 0,
con lo cual E(P,Q)(x) ⊆ [0,∞). La inclusión rećıproca resulta inmedia-
ta. Luego E(P,Q)(x) = [0,∞) para el caso x ≥ 0. Consideremos x < 0.
Sea y ∈ E(P,Q)(x). Supongamos que (n + 1)y < x, en particular y < 0.
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Luego x − (ny ∧ 0) ≤ y, con lo cual x ≤ (n + 1)y, una contradicción.
Por ende E(P,Q)(x) ⊆ [ x

n+1 ,∞) para el caso x < 0. Sea y ≥ x
n+1 , de

lo cual se sigue que x − ny ≤ y. Si y ≥ 0 entonces y ∈ E(P,Q)(x). Si
y < 0 entonces x − (ny ∧ 0) = x − ny ≤ y, con lo cual y ∈ E(P,Q)(x).
En consecuencia [ x

n+1 ,∞) ⊆ E(P,Q)(x) para el caso x < 0. Por lo tanto
E(P,Q)(x) = [ x

n+1 ,∞) para el caso x < 0.

Ejemplo 5.5.9. Sean n,m números naturales. Consideremos

Q(x, y) = y ∧ x,

Pr(x, y) = xn ∧ (xm/(y ∧ x)),

Pl(x, y) = xn ∧ ((y ∧ x)\xm).

Si L es integral entonces Pr es Q-pre compatible y también lo es Pl (notemos
que si n = m = 1 entonces gr = gl = Id, la función identidad). En efecto, las
condiciones 1. y 3. de la Definición 5.5.1 son inmediatas. Además tenemos que

Pr(x,Q(x, y)) = Pr(x, y). (5.3)

Como L es integral, xn ≤ x. Utilizando el hecho previo junto con la distributivi-
dad del ret́ıculo subyacente de L se tiene que

Q(x, Pr(x, y) ∨Q(x, y)) = Pr(x, y) ∨Q(x, y). (5.4)

Luego las ecuaciones (5.3) y (5.4) implican que Pr es Q-pre-compatible,
en virtud de la Observación 5.5.2. Un cálculo análogo prueba que Pl es Q-pre
compatible.

Sea L como en el Ejemplo 5.4.7, y n,m ≥ 2. Tenemos que

x gl(x) gr(x)
0 0 0
a 0 0
b b b
1 1 1

Notemos que si Pr y Pl son las funciones que hemos considerado previamente
con n = 1 entonces ambas funciones son Q-pre compatibles para todo ret́ıculo
residuado.

5.6. Consideraciones finales

Nos preguntamos bajo qué condiciones dado un ret́ıculo residuado finito L y
una familia {fi}i de funciones ecuacionales y compatibles definidas sobre L se
tiene que la variedad V(L, {fi}i) es af́ın completa.

Lema 5.6.1. (Teorema 4.1.1 de [36]). Sea V una variedad que es congruencia
distributiva, que está generada por un álgebra finita que no tiene subálgebras
propias y tal que todos los miembros finitos de V resultan ser álgebras af́ın
completas. Luego V es af́ın completa.
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Proposición 5.6.2. Sea L un ret́ıculo residuado finito y {fi}i una familia de
funciones compatibles dadas por ecuaciones tales que (L, {fi}i) no posee subálge-
bras propias. Luego la variedad V(L, {fi}i) es af́ın completa.

Demostración. Sean B un álgebra finita de V(L, {fi}i) y g : Bn → B una
función compatible. Si C es el álgebra reducto de B en la signatura de RL
entonces g : Cn → C es compatible porque Con(C) = Con(C, {fi}i). Luego por
el Corolario 5.3.8 tenemos que g es un polinomio en la signatura de RL, con
lo cual en particular es un polinomio en la signatura de RL con los śımbolos
de función {fi}i. Usando que V(L, {fi}i) es congruencia distributiva y el Lema
5.6.1 se concluye que la variedad V(L, {fi}i) es af́ın completa.

Ejemplo 5.6.3. Las siguientes variedades están bajo las hipótesis de la Proposi-
ción 5.6.2:

a. V(Hn, S) (ver también la demostración del Teorema 6.1 de [11]).

b. V(L, 0,
−→
S ), V(L, 0,−→γ ), V(L, 0,

−→
Gn,
←−
Gn), V(L, 0,

←−
Gn,
←−γn), con L, γ,

−→
Gn y ←−γn

como en el Ejemplo 5.4.7.

c. V(L, 0, gl) y V(L, 0, gr), con L, gl y gr como en el Ejemplo 5.5.7.

d. V(L, 0, Sn) y V(L, 0, γn) con n ≥ 3 y L, Sn y γn como en el Ejemplo 5.4.8.
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