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0.1. Introduccion

En el cdlculo proposicional intuicionista podemos considerar los simbolos
de conectivos asociados a la implicacion, conjuncion, disyuncion y negacion
respectivamente. Kuznetsov introdujo un simbolo de conectivo unario nuevo (al
que denominamos sucesor), agregando este simbolo en las reglas de formacidn de
formulas del intuicionismo y considerando un esquema particular de axiomas.

El sucesor constituye un caso particular de conectivo implicito nuevo del
cdlculo proposicional intuicionista (esta es una diferencia con respecto al cdlcu-
lo proposicional cldsico, en donde no existen conectivos implicitos nuevos). La
contraparte algebraica del calculo introducido por Kuznetsov son las dlgebras de
Heyting que admiten una funcién unaria S a la que llamamos sucesor (siendo
S parte del lenguaje del dlgebra). Esta funcién forma parte de una familia de
operadores compatibles e implicitamente definidos en dlgebras de Heyting.

Esta tesis se divide en las siguientes tres partes: primero se desarrolla una
dualidad de Priestley para dlgebras de Heyting con ciertos operadores unarios
adicionales y en particular para dlgebras de Heyting con sucesor; sequndo, se uti-
liza como herramienta la tiltima dualidad mencionada para obtener propiedades
de ciertas subvariedades de la variedad de dlgebras de Heyting con sucesor; por
ultimo se extienden algunos resultados para el caso de reticulos residuados.

La dualidad clasica para reticulos distributivos acotados dada por H.A.
Priestley ([56]) ha sido restringida por L. Esakia ([22]), mostrando que hay una
dualidad topolégica para la categoria de algebras de Heyting. Dicho resultado
es conocido en la literatura con el nombre de dualidad de Esakia.

Comenzamos estudiando operadores frontales sobre dlgebras de Heyting ([54],
[23], [16]). Los mismos son siempre compatibles, pero no necesariamente nuevos
o implicitos en el sentido de X. Caicedo y R. Cignoli ([11]). Ejemplos cldsicos
de operadores frontales implicitos son las funciones v (Ejemplo 3.1 de [11]), el
sucesor (Ejemplo 5.2 de [11]), y la operacién de Gabbay (Ejemplo 5.3 de [11]).
En este trabajo utilizamos la dualidad de Esakia, mostrando que existe una
dualidad para la categoria cuyos objetos son algebras de Heyting junto con un
operador frontal. En particular, establecemos una dualidad para las subcate-
gorias de algebras de Heyting con cada uno de los operadores implicitos dados
como ejemplos.

La tesis se centra basicamente en el estudio de la funcién sucesor sobre las
algebras de Heyting ([11], [16], [17], [23], [41], [50], [51], [52], [61]). También
consideramos algunos aspectos logicos de este operador: el mismo es un caso
particular de un conectivo definido axiomdticamente a partir de un conjunto de
formulas del céalculo proposicional intuicionista, razén por la cual posee varias
propiedades interesantes ([11]). En 2 hacemos una descripcién detallada de lo
que actualmente se conoce con respecto al sucesor (también nos referimos a
algunos problemas abiertos). La herramienta fundamental que utilizamos para el
estudio de dicha funcién es la dualidad topoldgica desarrollada para la categoria
cuyos objetos son dlgebras de Heyting que admiten sucesor (como parte del tipo
del algebra). Estas dlgebras se denominan S-dlgebras.

En [14] X. Caicedo prueba, utilizando modelos de Kripke convenientes, que
el célculo proposicional asociado a la variedad de S-algebras posee la propiedad
de modelo finito (se puede probar que esto es equivalente a decir que la variedad
mencionada estd generada por sus miembros finitos). En esta tesis damos una
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prueba algebraica de que el cédlculo proposicional asociado a la variedad de S-
algebras posee la propiedad de modelo finito.

Caracterizamos los espacios asociados a las S-dlgebras prelineales (ver [34],
[44], [46] para propiedades de las dlgebras de Heyting prelineales) y probamos
que la funcién sucesor preserva el supremo y la implicacion en este caso, un hecho
que no vale para cualquier S-algebra. También probamos que dicha variedad
posee la propiedad de modelo finito y que estd generada por las cadenas finitas.

A continuaciéon probamos que ciertas subvariedades de la variedad de S-
algebras (aquellas a las cuales podemos asignarle una altura finita) tienen la
propiedad de amalgamacién. Este resultado, junto con una versién apropiada
del Teorema 1 de [43] (ver tambien [33]), nos permite demostrar la interpo-
lacién en el célculo IPCgs(n), que es el asociado a estas variedades. Utilizamos
el hecho de que cada algebra de estas variedades admite modelo candnico para
mostrar un teorema de completud del cdlculo IPCg(n) con respecto a modelos
de Kripke apropiados. Por otro lado caracterizamos a las subdlgebras dando
un procedimiento geométrico (en el correspondiente espacio de representacion)
para determinarlas. También estudiamos el coproducto para ciertos casos par-
ticulares. Asimismo hacemos algunas observaciones sobre las algebras subdirec-
tamente irreducibles, vemos cémo se relacionan estas variedadades con ciertas
variedades de Heyting y presentamos una descripcion del algebra libre en un
generador para la variedad asociada al cdlculo IPCg(2).

Otra cuestion que tratamos es el estudio de las variedades generadas por
(H,,S), siendo H,, la cadena de n elementos y n un nimero natural mayor o
igual que 2. Comenzamos mostrando cémo se comparan las variedades V(H,,, S)
(es decir, las generadas por (H,,S)) con la variedad de S-élgebras prelineales
y las variedades de S-algebras de altura menor o igual que un nimero natural
dado. Luego damos una presentacién completa para el coproducto. Para finalizar
esta parte damos una descripcion del espacio de representacion del dlgebra libre
en un generador para cada una de las variedades V(H,, S), con lo cual tenemos
un modo para construir el dlgebra libre en cualquier cantidad de generadores de
las variedades generadas por una cadena finita.

En el dltimo capitulo extendemos a reticulos residuados resultados de [15].
Sea L un reticulo residuado, y f : L¥ — L una funcién. Damos una condicién
necesaria y suficiente para la compatibilidad de f. Haciendo uso de la misma
probamos que la variedad de reticulos residuados es localmente afin completa.
Asimismo damos una posible generalizacion en este contexto de los operadores
frontales definidos sobre dlgebras de Heyting.



0.2. Conocimientos basicos

En esta seccién exponemos las nociones fundamentales del dglgebra universal
que son necesarias para este capitulo. Referencias sobre el tema pueden encon-
trarse, por ejemplo, en [9] (ver también [36]).

Sea A un conjunto no vacio y m un nimero natural. Una operacion n-aria
sobre A es una funcién f : A™ — A, donde n se denomina la aridad o rango
de f. Una operacion finitaria sobre A es una operacion de rango n, para cierto
nimero natural n.

Un lenguaje o tipo de élgebras es un conjunto ¥, cuyos elementos se llaman
simbolos de funcion, tal que un nimero natural n es asignado a cada miembro
f de F. Este ntimero es llamado la aridad (o rango) de f,y f se dice un simbolo
de funcion n-aria .

Si F es un lenguaje de algebras, entonces un dlgebra de tipo F es un par
A = (A, F), donde A es un conjunto no vacio y F' es un conjunto de operaciones
finitarias sobre A indexada por F, tal que a cada simbolo de funcién n-ario f € F
le corresponde una operacién n-aria f sobre A que pertenece a F'. El conjunto
A se llama universo de A. En lo que sigue, cuando no haya lugar de confusion,
escribiremos f en lugar de f#, y si F es finito, digamos F = {fi,..., fr} (en
donde la aridad de cada f; es finita y aridad f; < aridad fy <... aridad fy),
escribiremos (A, f1, ..., fx) en lugar de A. Diremos en tal caso que el tipo del
algebra es (aridad fy, aridad fa,..., aridad f).

Sean A y B dos dlgebras del mismo tipo F. Una funcién h : A — B se dice un
homomorfismo si para cada simbolo de funcién n-ario f € F, h(f (a1, ..., a,)) =
fB(h(a1), ..., h(ay)) para cada n-upla (ay, ..., a,) de elementos de A. Si h es in-
yectiva, entonces h se dice un monomorfismo o una inmersion . Si h es suryec-
tiva, entonces h se dice un epimorfismo y en tal caso diremos que B es una
imagen homomorfa de A. Si h es biyectiva, entonces h se dice un isomorfismo.

Sean A y B dos algebras del mismo tipo &. Diremos que B es una subdlgebra
de A si B C Ay para cada simbolo de funcién f € F, fB es la restriccién de
A aB.

Sea A un algebra de tipo ¥y 6§ C A x A una relacién de equivalencia.
Diremos que € es una congruencia sobre A si satisface la siguiente relacién de
compatibilidad: si f es un simbolo de funcién n-ario en &, ay, ..., ayn, b1, ..., b, € A
y (a;,b;) € 0 para cada i = 1,...,n entonces (f(a1,...,an), f(b1,...,b,) € 6. Por
lo tanto, para cada congruencia # sobre A y f € F tenemos definido en el con-
junto cociente A/f una operacién n-aria f4/? que a cada n-upla de clases de
equivalencia de elementos de A/6 le asigna el elemento f*(ay, ..., a,)/6. Luego
el dlgebra cociente es el dlgebra cuyo universo es A/ y cuyas operaciones fun-
damentales satisfacen la condicién antes mencionada. Notemos que las dlgebras
cociente de A tienen el mismo tipo que A.

Sea A un &lgebra. Escribiremos Con(A) para referirnos al reticulo de con-
gruencias de A (con la inclusién como orden). Si este reticulo es distributivo,
diremos que A es congruencia distributiva.

Sea A un dlgebra de tipo Fy f: A" — A una funcién (no necesariamente
un homomorfismo).

(a) Diremos que f es una funcion compatible con una congruencia 0 de A si
(a;, b;) € 0 para i = 1,...,n implica que (f(a1,...,an), f(b1,...,b,)) € 6.
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(b) Diremos que f es una funcién compatible de A si es compatible con todas
las congruencias de A.

Por esta razén, para cada congruencia 6 sobre A tenemos definido en el conjunto
cociente A/0 una operacién n-aria f4/? (no necesariamente un homomorfismo)
que a cada n-upla de clases de equivalencia de elementos de A/6 le asigna el
elemento f2 (a1, ..., a,)/0.

Sea (A;)ier una familia de &lgebras de tipo F. El producto directo A =
[I;c; Ai es un dlgebra de tipo I cuyo universo es el producto cartesiano [ [, ; 4i,
y si f es un simbolo de operacién n-ario, definimos la operacion f4 (a1, ..., a, ) (i) =
fAi(a1(i), ..., an(i)), donde ai, ...,an € [1,c; Ai, y si b =1,..,n, ax(i) denota la
i-ésima coordenada del vector ay,.

Dada una clase de algebras K de un mismo tipo, denotaremos como H(K),
I(K), S(K) y P(K) a las clases de imdgenes homomorfas, imdgenes isomorfas,
subalgebras y productos de algebras de K, respectivamente. Diremos que K es
una variedad si es cerrada bajo imdgenes homomorfas, subalgebras y productos,
es decir si H(K) C K, S(K) C K y P(K) C K. Denotaremos como V(K) a la
menor variedad de dlgebras que contiene a K. Si V' y W son variedades tales
que todo miembro de V' es miembro de W, se dice que V' es una subvariedad de
W. Tarski prob6 que V(K) = HSP(K) (Teorema 9.5 de [9]).

Sea X un conjunto cuyos elementos llamaremos variables y sea F un lenguaje
de algebras. El conjunto T'(X) de términos de tipo F sobre X es el menor
conjunto que contiene a las variables, a los simbolos de funcién O-arios y tal que
sip1y...,pn € T(X) y f es un simbolo de funcién n-ario, entonces f(p1,...,pn) €
T(X). Sean 1, ...,x, variables en X y sea p(z1,...,2,) un término de tipo F
sobre las variables x1, .., x,. Entonces si A es un algebra de tipo F, se define
una aplicacién p® : A” — A como sigue:

(1) Si p es una variable x; entonces p™(ay, ..., a,) = a;.

(2) Sipesdelaforma f(p(z1,....,2n), ..., p(x1, ..., 2,)), donde f es un simbolo
de funcién k-ario, entonces p™(ay, ...,a,) = fA(p (a1, ..., an), -
p?(al,...,an)).

Una identidad de tipo J sobre X es una expresion de la forma p = ¢, donde py ¢
son términos de tipo F sobre X. Se dice que un édlgebra A satisface la identidad
p(x1,...;xn) = q(21,...,2,) si para cada n-upla ay,...,a, de elementos de A,
p2(a1,...,a,) = ¢*(ay, ..., a,). Una clase de dlgebras de tipo F se dice ecuacional
si existe un conjunto de identidades X de tipo &, tal que un algebra estd en K
si y solo si satisface todas las identidades de X. Un teorema fundamental del
Algebra Universal debido a Birkhoff es el siguiente: una clase K es ecuacional
si y sdlo si K es una variedad (Teorema 11.9 de [9]).

Un algebra A se dice producto subdirecto de una familia de dlgebras (A;);cr
del mismo tipo si verifica las siguientes condiciones:

(P1) Existe una inmersién o : A — [[,.; As.

(P2) Simj: Aj — [[;c; Ai es la proyeccion sobre la j-ésima coordenada en-
tonces mjor 1 A — A es surjectiva.

Un algebra A es subdirectamente irreducible si siempre que A sea producto
subdirecto de (A;);e; mediante un monomorfismo « se tiene que existe 7 € I tal
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que m; : A — A, es un isomorfismo. Ademsds se tiene que A es subdirectamente
irreducible si y sélo si existe una congruencia minima en Con(A) — {A}, siendo
A ={(a,b) € Ax A:a="0b} (Teorema 8.4 de [9]).

La importancia del estudio de las algebras subdirectamente irreducibles re-
side en el resultado de G. Birkhoff que afirma que toda algebra es isomorfa a un
producto subdirecto de &dlgebras subdirectamente irreducibles (Teorema 8.6 de
[9]). Este resultado, aplicado al caso del estudio de una variedad en particular,
afirma que toda dlgebra de una variedad es isomorfa a un producto subdirecto
de alguna familia de dlgebras subdirectamente irreducibles que se hallan en la
misma variedad.

Sea K una clase de édlgebras de tipo F. Para cada término n-ario de tipo
F y para cada A € K tenemos una funcién t* : A® — A definida del modo
natural. Una funcién polindmica n-aria de A es una funcién obtenida al evaluar
m — n variables de t* por elementos fijos de A, para cierto término m-ario t
(m > n). Las funciones polindmicas, en particular las constantes, constituyen
los ejemplos mas sencillos de funciones compatibles sobre un algebra A. Un
algebra A es afin completa (o afinmente completa) si toda funcién compatible
de A estd dada por una funcién polindmica de A. Un algebra A es localmente
afin completa si toda funciéon compatible estd dada por una funcién polinémica
sobre todo subconjunto finito de A. Si consideramos una funcién polinémica de
un algebra A haremos abuso de lenguaje y la vamos a llamar polinomio de A.

Sea K una clase de dlgebras de tipo F y sea U(X) el dlgebra de tipo F
generada por X. Si para cada A € K y para cada funcién o : X — A existe un
homomorfismo 3 : U(X) — A que extiende « (es decir, f(x) = a(x) para cada
x € X), diremos que U(X) tiene la propiedad universal para K sobre X. En tal
caso el conjunto X es llamado un conjunto de generadores libres de U(X), y
U(X) se dice que esté libremente generado por X. Si U(X) tiene la propiedad
universal para K sobre X entonces el homomorfismo a mencionado previamente
es unico (Lema 10.6 de [9]). Si X e Y son conjuntos que estdn en biyeccién, y
U(X) y U(Y) tienen la propiedad universal de K sobre X e Y respectivamente,
entonces U(X) y U(Y) son isomorfos (Teorema 10.7 de [9]).

Notemos que si K es una variedad de tipo &, X un conjunto de variables
21,y Ty, U(X) estd libremente generado por X y p,q son identidades de tipo
F, entonces la identidad p(z1, ..., x,) = q(x1, ..., x,) es satisfecha por U(X) si y
sélo la identidad p(z1, ..., 2,) = q(a1, ..., 2,,) es satisfecha en cada A € K.

Sea V una variedad de &lgebras de tipo F' y sea F(C) un conjunto de iden-
tidades de tipo F' U C, siendo C' una familia de simbolos de funciones nuevas.
Diremos que E(C) define implicitamente C, si en cada dlgebra A € V existe a
lo sumo una familia {f4 : A" — A}scc tal que (A, fa) rec satisface la clausura
universal de las ecuaciones de E(C) ([13]). En este caso diremos, alternativa-
mente, que cada f € C esta dada por ecuaciones.
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Capitulo 1

Preliminares

Exponemos en esta seccion las definiciones y propiedades basicas sobre reticu-
los distributivos acotados, dlgebras de Heyting, algebras de Boole, teoria de
categorias, topologia, espacios de Priestley y espacios de Esakia que nos seran
necesarios mas adelante.

1.1. Reticulos, algebras de Boole y algebras de
Heyting

Un estudio detallado de la teoria de reticulos puede verse, por ejemplo, en
[1].

Si (L,<) es un poset y z,y € L, denotaremos al supremo entre = e y como
xVy, y al infimo de ellos como z Ay (si es que existen). Un reticulo es un poset
(L, <) en el cual x Vyy x Ay existen para cualesquiera x,y € L.

Si (L, <) es un reticulo entonces podemos definir el dlgebra (L, A, V) a través
de las siguientes identidades:

(i) (xvy)Vz=azV(yVz) (v) (xVy)Vz=aV(yVz)

(i) xVy=yVuz (Vi) zAy=yAx
(iii) Ve ==z (vil) z Az ==z
(iv) zV(zAy) =2 (viii) x A (zVy) ==

M4s atn, si (L, A, V) es un algebra con dos operaciones binarias que satis-
facen (#) — (viii) entonces

(ix) eVy=ysiiz Ay =x.

La relacién < sobre L definida como = < y sii x Ay = x es tal que el poset (L, <)
es un reticulo, siendo V y A el supremo e infimo del mismo, respectivamente.
En un reticulo L las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:

(@) zA(yVz)=(xAy)V(zAz), para cada x,y,z € L.

(I1) 2V (yAz)=(xVy)A(zVz), para cada z,y,z € L.
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Un reticulo L es distributivo si satisface una (y por lo tanto ambas) de (I) y
(II). Diremos que un reticulo L es acotado si existen elementos 0,1 € L tales
que satisfacen las identidades

(m)zn0=0, M)zAl=1.

De la definicién se desprende que 0 es el primer elemento de L y que 1 es el
ultimo elemento. Diremos que (L, A,V,0,1) es un reticulo distributivo acotado
si (L, A, V) es un reticulo, y 0,1 satisfacen (m) y (M) respectivamente. Alterna-
tivamente, un reticulo distributivo acotado es un édlgebra de tipo (2,2,0,0) tal
que las dos primeras operaciones satisfacen (i) — (viii) junto con (1), y las dlti-
mas dos operaciones satisfacen (m) y (M). Por esta razén la clase de reticulos
distributivos acotados forma una variedad.

Si L es un reticulo y F' C L, diremos que F' es un filtro de L si se satisfacen
las siguientes condiciones:

(a) F#£0.
(b) Size F,ye Lyax<yentonces y € F (es decir, F es creciente).
(¢) Siz,y € F entonces x Ay € F.

Diremos que F' es un filtro propio de L si F' # L,y diremos que F' es un filtro
primo de L si F' es un filtro propio que satisface la siguiente condicién: para
cada x,y € L,sizVy € F entonces v € F 6 y € F. Si X es un subconjunto de
L entonces el filtro generado por X (es decir, el menor filtro que contiene a X)
es igual a

F(X)={zeL:x>x ANxg A ...\ xp, para ciertos xy,...,z, € X}.

Si I C L, diremos que I es un ideal de L si se satisafacen las siguientes
condiciones:

(d) I #0.
(e) Siyel,ye Ly x<yentonces x € I (es decir, I es decreciente).
(f) Sixz,y € I entonces xVy e I
El ideal generado por X (es decir, el menor ideal que contiene a X) es
I(X)={xeL:x<x1VayV..Va,, para ciertos zy,...,x, € X }.

El siguiente resultado es conocido en la literatura con el nombre de Teorema
de Birkhoff-Stone (o Teorema del Filtro Primo):

Teorema 1.1.1. Si L es un reticulo distributivo, F un filtro de L, I un ideal de
L y FNI =0 entonces existe un filtro primo P de L tal que F C P y PNI = 0.

Un reticulo L se dice completo si todo subconjunto del mismo admite supre-
mo e infimo.

Sea L un reticulo acotado. Un elemento = € L es complementado si existe
y € Ltalque xt Ay =0y xzVy = 1. En un reticulo distributivo los complementos
son unicos. Un dlgebra de Boole es un reticulo distributivo complementado.
Si x es un elemento de un algebra de Boole entonces escribiremos T para el
complemento de x.
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Diremos que H es un dlgebra de Heyting si H es un reticulo con 0 y para
cada par de elementos x,y € H existe la operacién binaria — dada por

x—y=max{z € H:zNxz <y}
Toda &lgebra de Heyting H tiene ultimo elemento y verifica que
r<(y—2)siyAz <z,

para cada z,y,z € H. M&s aun, la operacién — estd caracterizada por esta
propiedad.

Si H es un algebra de Heyting y \/ S existe para cierto S C H entonces se
satisface la siguiente ley distributiva generalizada:

x/\(\/S):\/{z/\y:yES}.

Luego toda algebra de Heyting es un reticulo distributivo. En particular, si H
es un reticulo distributivo completo entonces H es un algebra de Heyting si y
s6lo si satisface la condicién z A (\,;c; 2i) = V,;¢;(x A x;), para todo z € H y
toda familia de elementos z; de H. Luego un reticulo finito es distributivo si y
sOlo si existe —.

Alternativamente, un algebra de Heyting es un &lgebra (H,V,A,—,0) (es
decir, un dlgebra de tipo (2,2,2,0)) tal que (H,V, A, 0) satisface las identidades
de reticulo con 0 y ademaés se satisfacen las siguientes identidades:

(1) zA(z—y)=xAy.
(2) zA(z—2)=zA((xANy) — (z A 2)).
B) zA((zAy) —x) ==z

En particular tenemos que la clase de dlgebras de Heyting forma una variedad.
Notemos que toda algebra de Boole es un algebra de Heyting. En efecto, basta
verificar que © — y =y VT.

1.2. Categorias

Los conceptos de categorias que utilizamos durante esta tesis se reducen
bésicamente a las definiciones cldsicas para definir el concepto de categorias
equivalentes ([47]).

Una categoria C consiste de los siguientes datos:

1. Una coleccién de objetos.
2. Una coleccién de morfismos.

3. Para cada morfismo f, un objeto dominio de f y un objeto codominio de f
(usaremos la notacién f : A — B para abreviar la informacién: f es un
morfismo que tiene dominio A y codominio f).

4. Para cada objeto A un morfismo distinguido id 4, al cual llamaremos la iden-
tidad (de A).
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5. Para cualquier par de morfismos f : A — By g : B — C un morfismo
gf + A — C que llamaremos la composicién de g con f, sujeta a las
siguientes restricciones:

a) si f: A— Bentonces idgf = f = fida,
b)sif:A—B,g:B—Cyh:C— D entonces (hg)f = h(gf).

Diremos que un morfismo h : B — C' es un monomorfismo si para todo par
f,g: A — B, hf = hg implica f = ¢. Diremos que h es un epimorfismo si
para todo par f,g : B — C, fh = gh implica que f = g. Diremos que h es
un isomorfismo si existe un morfismo j : B — A tal que jh =ids y hj = idp
(las definiciones de monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo que acabamos de
introducir son con respecto a una categoria. En la seccion Introduccion definimos
monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo con respecto a una variedad).

Para cualquier categoria €, definimos C°? como la categoria cuyos objetos
son los mismos de € pero invierte los morfismos de C.

Dadas dos categorias C y D, diremos que D es una subcategoria de C si para
todo par de objetos A, B de D y todo morfismo f: A — B en D, tenemos que
f+A— B esun morfismo en C.

Dadas dos categorias C y D, un funtor de F' de € en D (notaremos F : C —
D) es una asignacién, que envia objetos de € en objetos de D y morfismos de C
en morfismos de D, y que satisface las siguientes condiciones:

1. Si f: A — B es un morfismo de € entonces F(f) : F(A) — F(B) es un
morfismo de D.

2. F(ida) = idp(a), para cada objeto A de C.

3. F(fg) = F(f)F(g) para todo para par de morfismos en C tal que el dominio
de f coincide con el codominio de g.

A un funtor C°? — D se lo llama contravariante de € en D.

Dada una categoria € notaremos con 1¢ : € — C al funtor identidad, es decir
al funtor tal que 1e(A) = A para cada A objeto de Cy 1e(f) = f para cada
morfismo f de C.

Dados dos funtores F,G : € — D, una transformacion natural & de F en G
(notacién £ : F — G) es una asignacion tal que a cada objeto A de C le asigna
una flecha £4 : F(A) — G(A) en D, cumpliendo que {gF(f) = G(f)€a para
cada morfismo f : A — B en C. Si cada morfismo &4 : F(A) — G(A) es un
isomorfismo entonces diremos que £ es un isomorfismo natural entre F'y G.

Dos categorias C y D son equivalentes si existen funtores F' : € — D, G :
D — €y dos isomorfismos naturales £ : 1p — FG y 0 : 1¢ — GF. Si ademas
para cada C € Cy D € D vale que GF(C) = C'y FG(D) = D entonces diremos
que las categorfas C y D son isomorfas .

Dos categorias C y D son dualmente equivalentes si y s6lo si € y D son
equivalentes.

Sea € una categoria. Un producto de X, Y (si existe) es un objeto X XY junto
con morfismos 11 : X XY — X y 7y : X XY — Y tales que para cada par de
morfismos f: Z — Xy g: Z — Y, existe un tnico morfismo (f,g) : Z — X xY
tal que m (f,g9) = f vy m2(f,g9) = g. Es decir, debemos pedir que el siguiente
diagrama conmute:
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X (f.9) Y
\ 7’
X xY

Sea € una categoria. Un coproducto de X,Y (si existe) es un objeto, al que
denotaremos como X [[Y, junto con morfismos 41 : X — X[[Y eiz: Y —
X]JY tales que para cada par de morfismos f: X — Zy g:Y — Z, existe un
tnico morfismo [f,g] : X [[Y — Z tal que [f,gli1 = f y [f,9)i2a = ¢.

1.3. Topologia

Las nociones de topologia general utilizadas en esta tesis se restringen a
las definiciones bésicas ([49]). Las propiedades utilizadas en este trabajo sobre
espacios topoldgicos pertenecen a la teoria de espacios de Priestley y espacios
de Esakia, respectivamente.

Una topologia sobre un conjunto X es una familia ¢ de subconjuntos de X
cerrada bajo intersecciones finitas, uniones arbitrarias y tal que (), X € o. Un
espacio topoldgico es un par (X, o), donde X es un conjunto y o una topologia
sobre X. Los elementos U € ¢ son llamados abiertos del espacio topolégico
(X,0). Un conjunto F se dird cerrado si F¢ = {x € X : x ¢ F'} es abierto. Un
conjunto abierto y cerrado se llamara clopen. Si x € X, diremos que U, es un
entorno de x si es un conjunto abierto que contiene al elemento x.

Si A C X definimos Int(A), al cual denominaremos interior de A, como la
unién de todos los subconjuntos abiertos contenidos en A. La clausura deA, a la
que denotaremos como A, se define como la interseccién de todos los conjuntos
cerrados que contienen a A. Si z € X diremos que z es un punto de acumulacion
(o punto limite) de A si cada entorno U, de z es tal que U, N (A — {z}) # 0.
Escribiremos A; para referirnos al conjunto de puntos limites de A. Si x € X
diremos que z es un punto aislado de A si existe un entorno U, de x tal que
ANU, = {z}. Escribiremos A, para referirnos al conjunto de puntos aislados de
A. Las siguientes propiedades topoldgicas relacionan a los conjuntos que hemos
definido:

A= AN (A",

A=AU Ay,
Int(A)° = Ac.

Si X es un conjunto, una base para una topologia sobre X es una coleccién B
de subconjuntos de X (llamados elementos bdsicos) tales que:

1. Para cada = € X, hay al menos un elemento béasico B que contiene a x.

2. Si x pertenece a la interseccién de dos elementos basicos By y Bs, entonces
existe un elelemento basico Bs que contiene a z y tal que Bs C By N Bs.

Si B satisface estas dos condiciones, se define la topologia ¢ generada por B
como sigue: un subconjunto U de X se dice abierto en X, si para cada z € U
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existe un elemento bédsico B de B tal que z € By B C U. Se puede probar que
o es igual a la coleccién de todas las uniones de elementos de B (Lema 13.1 de
49)).

Una subbase S para una topologia sobre X es una colecciéon de subconjuntos
de X cuya unién es X. La topologia generada por la subbase S se define como
la coleccion o de todas las uniones de intersecciones finitas de elementos de S
(para probar que o es una topologia ver pag. 93 de [49]).

Dados dos espacios topoldgicos (X, o) y (Y,v), una funcién f: X — Y se
dird continua si f~1(U) € o para cada U € v.

Un espacio topolégico (X, o) se dice compacto si para cada familia A de
abiertos tal que J;c, U = X, existe una subfamilia finita B C A tal que

UvesU = X.

1.4. Dualidad de Priestley y dualidad de Esakia

En esta seccion describimos brevemente la dualidad de Priestley para reticu-
los distributivos acotados ([56], [57]) v la dualidad de Esakia (o dualidad de
Heyting) para las dlgebras de Heyting ([22], [48]).

Denotamos como BDL a la categoria que tiene como objetos reticulos dis-
tributivos acotados y como morfismos funciones entre reticulos distributivos
acotados que preservan todas las operaciones del dlgebra. Denotaremos como
HA a la categoria cuyos objetos son dlgebras de Heyting y cuyos morfismos son
funciones entre algebras de Heyting que preservan las operaciones del dlgebra.

Un espacio topoldgico totalmente disconezo en el orden es una terna (X, <, o)
tal que (X, <) es un poset, y dados z,y € X tal que x j{ y existe un clopen
creciente U tal que 2 € U e y ¢ U. En tal caso diremos que (X, <,0) satisface
el axioma de separacidn de Priestley. En lo que sigue escribiremos (X, <) en
lugar de (X, <,0).

Un espacio de Priestley es un espacio topoldgico compacto que satisface el
axioma de separacion de Priestley. Un espacio topolégico X es Hausdorff si para
x, y € X distintos existen abiertos disjuntos U y V tales que x € U ey € V.
Se verifica que todo espacio de Priestley es Hausdorff y que ademés admite una
base de clopens.

Sean (X, <) e (V,<) posets y f: (X, <) — (Y, <) una funcién. Diremos que
f es mondtona si para cada z,y € X tales que = < y se tiene que f(z) < f(y).

Denotaremos como PS a la categoria que tiene como objetos espacios de
Priestley y como morfismos funciones mondétonas y continuas entre espacios de
Priestley.

Si L es un reticulo distributivo acotado, X (L) denotard al conjunto de todos
los filtros primos de L. Para cada | € L definimos ¢ () = {P € X(L) : | € P}.
Se define una topologfa sobre X(L) considerando a

S={pr(l):le LYU{pL()¢: 1€ L}

como una subbase para la misma. Con esta topologia (X(L), C) resulta ser un
espacio de Priestley. Si f : L — M es un morfismo en la categoria de reticulos
distributivos acotados entonces la aplicacion X(f) : (X(M),<C) — (X(L),<Q)
dada por X(f)(P) = f~'(P) es un morfismo en la categorfa de espacios de
Priestley. Por lo tanto tenemos definido un funtor X : BDL — PS.
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Si (X, <) es un espacio de Priestley, denotaremos por D(X) al conjunto
de clopens crecientes de (X, <). Tenemos que D(X) es un reticulo distributivo
acotado (considerando la unién como el supremo, la interseccién como el {nfimo,
() como primer elemento y X como el dltimo). Si f : (X,<) — (¥,<) es un
morfismo de espacios de Priestley entonces la aplicacién D(f) : D(Y) — D(X)
dada por D(f)(U) = f~!(U) es un morfismo de reticulos distributivos acotados.
Por lo tanto tenemos definido un funtor D : PS — BDL.

Si L es un reticulo distributivo acotado entonces ¢y, : L — D(X(L)) es un
isomorfismo en BDL. Si (X, <) es un espacio de Priestley entonces la funcién
ex (X, <) —» (X(D(X)),C) dada por ex(z) = {U € D(X) : € U} es un
isomorfismo en PS.

Teorema 1.4.1. Los funtores X y D establecen una equivalencia dual entre las

categorias BDL y PS.

Llamaremos al resultado previo dualidad de Priestley . La misma se restringe
a la categoria de algebras de Heyting.

Si (X, <) es un poset y U C X, definimos
(Ul={x € X : 2 < u, para algin u € U},
[U)={x € X :x > u, para algin u € U}.

Siz € X escribiremos (x] en lugar de ({z}] y [z) en lugar de [{z}). SiU,V C X
son crecientes entonces definimos el siguiente subconjunto creciente de X:

U—V=Unvee. (1.1)

El conjunto de crecientes de X, denotado como X, con la unién como supremo,
la interseccién como el infimo, la implicacién dada por la ecuacién (1.1) y el
conjunto vacio como primer elemento forma un dlgebra de Heyting.

Diremos que (X, <) es un espacio de Esakia (o de Heyting) si es un espacio
de Priestley tal que para cada U € D(X) vale que (U] es clopen (esto equivale
a pedir que para cada abierto U, (U] sea abierto). Sea f: (X, <) — (Y, <) una
funcién mondtona. Esta funcién se dird p-morfismo si para cada para z € X
y z € Y tales que f(z) < z, existe y € X tal que x <y y f(y) = z (alterna-
tivamente, si para cada A C Y vale que f~!((A]) = (f~1(A)]). Denotaremos
como HS la categoria que tiene como objetos espacios de Esakia y como mor-
fismos funciones entre espacios de Esakia tales que son mondtonas, continuas y
p-morfismos.

Restringiendo la dualidad de Priestley se obtiene el siguiente

Teorema 1.4.2. Los funtores X y D establecen una equivalencia dual entre las
categorias HA y HS.

El resultado previo es conocido con el nombre de dualidad de FEsakia (o
dualidad de Heyting) . En particular, si (X, <) es un espacio de Esakia entonces
la implicacién del dlgebra de Heyting D(X) estd dada por la ecuacién (1.1).
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Capitulo 2

El conectivo sucesor en el
intuicionismo

2.1. Resena historica

Consideremos una axiomatizaciéon para el cdlculo proposicional cldsico. Fl
lenguaje es construido recursivamente por una cantidad numerable de variables
T1yeee sTpn,... ¥ los conectivos A, V,— = en el modo usual. La tnica regla de
deduccién es modus ponens y los esquemas de axiomas son los siguientes:

(1) a = (8 — a),
2)(a—=(B—=7) = (a=p0) = (a—=7)),

Si reemplazamos el axioma (10) por el axioma -« — (o — (), obtenemos
una axiomatizacién para el cdlculo proposicional intuicionista, al que denotare-
mos como IPC (ver [58], [59]). Definimos oo = 3 siy sélo si « — fy f — « son
teoremas de IPC. Luego, = es una relacién de equivalencia en el conjunto de
férmulas del intuicionismo. Podemos definir entonces operaciones en el cociente
del modo usual, obteniendo asi el dlgebra de Lindenbaum del IPC. Notemos que
los axiomas involucrados son transformados en identidades que valen en todas
las algebras de Heyting. De la definicién resulta inmediato que el algebra de
Lindenbaum del IPC es un édlgebra de Heyting.

El célculo I°, estudiado por Kuznetsov en el articulo [41] y anunciado
primero en [40] (ver también [30], [50] y [64]), se obtiene a partir del cdlcu-
lo TPC junto con una regla de sustituciéon dada por un conectivo unario S y
agregando los siguientes esquemas de axiomas:

(S1) a = S(a),
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(82) (S(a) = a) —a,

(83)" ((B—a)—p) = (S(a) = ).

El axioma (53)* puede ser reemplazado por el axioma
(83) S(a) = (BV (8 — ),

que da un célculo equivalente a I® (este conectivo va a ser denominado sucesor
debido a que Caicedo y Cignoli observaron en conversaciones que era el sucesor
en algebras de Heyting lineales). Esta variante fue construida, luego de varias
discusiones preliminares (ver el final del trabajo [63]) en mayo de 1977. La posi-
bilidad de reemplazar la ecuacién (S3)* por (S3) fue observada por Kuznetsov
en diciembre de 1977. Asimismo descubrié que en I° se podian deducir las
férmulas

(@ = F) = (S(a) = 5(B)), (@<= )= (S(a) = SB)).

Por ejemplo, la validez de la segunda de estas férmulas permitié, desde el punto
de vista algebraico, establecer la propiedad de compatibilidad del sucesor en
todas las dlgebras de Heyting donde existe ([11]).

La interpretacién bésica del cilculo I° se remonta al intento de Godel ([30])
de interpretar la légica IPC via una inmersién en una légica modal, la cual
sistematicamente utiliza la modalidad demostrable y refleja la idea intuicionista
de que la verdad de las proposiciones matematicas estd en su demostrabilidad.
Esta inmersion, luego trabajada en mas detalle por Tarski y Novikov, quedé sin
una interpretacion precisa de la modalidad demostrable, dado que Godel mismo
ya habia observado en [30] que el intentar interpretar directamente esto como
una derivabilidad formal en la aritmética de Peano PA traia dificultades debido
a la incompletitud de PA (ver también el Teorema de Lob [32]). Trabajos pos-
teriores respecto del calculo I° y su contraparte algebraica pueden consultarse
en [51], [52], [53] v [61].

La légica intuicionista ha adquirido una importancia adicional a partir del
descubrimiento de sus relaciones con la teoria de categorias, especialmente con
la teoria de topos. Un problema que se plantea naturalmente es el de encontrar
el analogo intuicionista de las funciones booleanas de la légica clasica o, en otras
palabras, una definicién adecuada de conectivo intuicionista. Se han propuesto
varias definiciones de conectivos intuicionistas, partiendo en cada caso de distin-
tos puntos de vista. Gabbay y su escuela se basan en consideraciones puramente
sintdcticas, mientras que Caicedo llega a su definiciéon a partir de la semanti-
ca dada por los haces sobre espacios topologicos, o, més generalmente, por los
topos de Grothendieck. Caicedo y Cignoli han estudiado en [11] el concepto
mencionado desde el punto de vista de la seméntica algebraica natural, o sea, la
de las algebras de Heyting. Las funciones que merecen el nombre de conectivo
intuicionista, ya sea desde el punto de vista de Gabbay o de Caicedo, satisfacen
cierta propiedad basica que, mirada desde el punto de vista algebraico, expresa
la compatibilidad de dichas funciones con todas las congruencias en cada algebra
de Heyting dada (en donde puedan definirse dichas funciones). Caicedo y Cig-
noli estudiaron extensiones axiomaticas de la logica intuicionista por conectivos
implicitos en relacion a la completitud algebraica (en el sentido de [11]), que de-
pende de la compatibilidad de las funciones asociadas a los conectivos dados. En
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particular, estudiaron el conectivo implicito sucesor. Algunas preguntas abier-
tas (que se desprenden de [11]) son las siguientes: para una logica intermedia I
dada, jes cierto que I admite una completacion al agregar S? ;Qué ocurre si 1
es la logica intuicionista?

En el ano 2006 Leo Esakia estudié al sucesor en el articulo [23] desde enfoques
légicos, algebraicos, topoldgicos y categoriales (ver también [54]).

2.2. Propiedades légicas y algebraicas

Comenzamos estableciendo en marco tedrico necesario para expresar algunas
de las propiedades del sucesor (como conectivo intuicionista, desde la 16gica, y
como funcién, desde el dlgebra). Las definiciones y propiedades que se enuncian
a continuacién fueron extraidas de [11]. Por otro lado, las mismas son necesarias
para el desarrollo de este trabajo.

Sea L el lenguaje de férmulas del IPC, construido en el modo usual con los
simbolos de los conectivos —, A, V, =, correspondientes a la implicacién, con-
juncién, disyuncién y negacién, respectivamente, y las variables proposicionales
i, i = 0,1,.... Escribiremos ¢ < 1 como abreviatura para (¢ — ) A (¢ — ).

Sea V un simbolo de conectivo nuevo (de aridad arbitraria), y L(V) deno-
tard el lenguaje proposicional obtenido agregando V en las reglas de formacion
de férmulas. Para cada conjunto de férmulas A(V) C L(V), le asociamos el
sistema axiomédtico teniendo a A(V)U I como esquema de axiomas, donde I es
un sistema completo para el IPC (como el dado por ejemplo en [58] y [59]), con
sustitucion en los esquemas de axiomas y Modus Ponens como tunicas reglas.
Sélo consideraremos este tipo de sistemas. Dada I' U {¢} C L(V), la notacién
I' 4@y ¢ indicard que ¢ es deducible (o derivable) de I' en este célculo. Es-
cribiremos F4(vy ¢ si I' = (). Es inmediato que el teorema de la deduccion se
satisface:

I'u{a} Facy) @ implica I' F4v) o — .

Cada férmula ¢ € L(V) pude ser vista como un término en el tipo 71UV de
algebras de Heyting aumentadas con el conectivo V de simbolo de operacion,
en las variables ;. Por lo tanto, a cada extensién A(V) del calculo intuicionista
le podemos asociar el sistema de ecuaciones E(V) ={p=1: 9 € A(V)UI},y
la correspondiente variedad de dlgebras de Heyting

V(A(V)) = V(E(V)).

Definicién 2.2.1. (Def. 4.2 of [11]) Un conjunto de férmulas A(V) se dird que
define axiomdticamente un conectivo V si vale que

l_A(V)UA(@) V(T1, ey Tn) < V(71,5 ey M),

donde V es un conectivo n-ario nuevo y A(V) = {o(V/V): ¢ € A(V)}.

Si A(V) define axiomdticamente un conectivo, escribiremos IPCy para el
calculo proposicional intuicionista con los axiomas adicionales dados por las
férmulas de A(V). Para la légica IPCy consideraremos la variedad V(A(V)).

Sea V un simbolo de conectivo nuevo (de aridad arbitraria). Como L(V)
con las operaciones sintécticas es el algebra libre absoluta de tipo 7 U {V}
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sobre el conjunto de variables proposicionales II = {71, 7o,...}, toda funcién
v : II — Dominio(H) con H € V(A(V)) (llamada H-valuacién) puede ser
extendida a un tnico homomorfismo v : F' — H. Luego podemos definir para
cada conjunto I' U {¢} C L(V) una relacidn de consecuencia algebraica como
sigue:

Definicién 2.2.2. T' Ik 4(v) ¢ siy sélo si para cada H € V(A(V)) y H-valuacion
v: T(y) = 1 para todo v € T implica que T(p) = 1.

Es sencillo chequear, por induccion en la longitud de las demostraciones, que
Fa(v) es correcta con respecto a esta semantica. Esto es,

(CT) T'Fa(v) @ implica que T' IF 4wy .

En particular, F4(v) ¢ implica que ¢ = 1 es una ecuaciéon en la variedad
V(A(V)). La reciproca de (CT), la completud algebraica fuerte de = 4.y, no es
en general verdadera.

Teorema 2.2.3. (Teorema 4.1 de [11]) Las siguientes condiciones son equiva-
lentes para cada A(V) C L(V):

(1) Fa(v) es fuertemente completo para la relacion de consecuencia algebraica.
Es decir, T' Ik 4wy @ implica que T' = 4(v) @, para todo T'U {¢o} C L(V).

(2) Para cada oy, ..., 0, B, ..., By se verifica

n

I_A(V) /\(az e 6@) - (V(Oﬂ; "'7a7l) e v(ﬂlv "'7ﬂn))

i=1

Teorema 2.2.4. (Teorema 4.2 de [11]) Si A(V) define axiomdticamente un
conectivo entonces se satisface la condicidn (2) del Teorema 2.2.3.

Diremos que A(V) es una extension conservadora del intuicionismo o, mas
generalmente, de una légica intermedia I, si 4wy I, y Fa(v) ¢ implica que
F1 ¢ para cada ¢ € L.

Diremos que V satisface la propiedad de la disyuncion si 4wy (¢ V 9)
implica que 4(v) ¢ 6 Fav) ¥.

Definicién 2.2.5. Si A(V) define axiomdaticamente un conectivo V y este es
una extension conservadora de una légica intermedia I entonces diremos que V
es un conectivo implicito de I. Si ademaés se satisface que

J’LA(V) V(ﬂ'l, ...,7'('”) = ¥,
para cada ¢ € L, diremos que V es un conectivo implicito nuevo de I.

Un conjunto de ecuaciones E(h) en el lenguaje de dlgebras de Heyting au-
mentada con el simbolo de funcién n-aria h se dird que define una operacion
implicita de dlgebras de Heyting si para cada dlgebra de Heyting H hay a lo
sumo una funcién k7 : H® — H (esto es equivalente a decir que E(h) de-
fine implicitamente h). La funcién h se dird que define una operacidn implicita
compatible si todas las A son compatibles.
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Corolario 2.2.6. (Corolario 4.3 de [11]) Si un conjunto de formulas A(V)
define axiomdticamente un conectivo entonces el correspondiente conjunto de
ecuaciones define un operador implicito compatible de dlgebras de Heyting. Mads
ain, el sistema b 4(v) es fuertemente completo.

Denominaremos A(S) al conjunto que tiene como elementos los axiomas
dados por (S1), (S2) y (S3). En [11] se prueban los siguientes hechos:

(1) A(S) es una extension conservadora de la légica intuicionista.
(2) Fa(s) tiene la propiedad de la disyuncién.

(3) A(S) define axiomdticamente un conectivo S, de lo cual se desprende que
Fa(s) es fuertemente completo. En particular, la 16gica I S es correcta y
completa.

(4) A(S) define un conectivo implicito nuevo.

(5) Sea L,, una axiomatizacién de la légica intermedia con valores en H,, la
cadena de Heyting de longitud n, paran > 3 (ver [31], [45], [62]). La légica
L, + S la definimos como la unién de L,, junto con el sistema de axiomas
A(S) para el conectivo S. Tenemos que el sistema L,, + S es una extensién
conservadora de L,,, fuertemente completa para valuaciones en el algebra
(Hy,S) (S resulta ser un conectivo implicito sobre L,). Més atn, todo
conectivo implicito nuevo sobre L, 4+ S es equivalente en este sistema a
una combinacién de A, V, —, =y S (Teorema 6.1 de [11]).

(7) El sistema de ecuaciones asociado a los axiomas (S1), (S2) y (S3) define
un operador implicito compatible S de dlgebras de Heyting.

(8) La funcién S no es un término, ya que no existe en toda dlgebra de Heyting
(por ejemplo no existe en el intervalo real [0, 1]).

Cabe destacar que la tercera propiedad dada en los items previos puede
extenderse al caso de logicas intermedias con el conectivo S.
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Capitulo 3

Operadores frontales sobre
algebras de Heyting

Un operador frontal en un algebra de Heyting es un operador expansivo que
preserva infimos finitos el cual satisface ademads la ecuacién

() <yV(y — x).

Los operadores frontales son siempre compatibles, pero no necesariamente nuevos
o implicitos en el sentido de Caicedo y Cignoli ([11]). Entre los ejemplos conoci-
dos de operadores frontales implicitos se hallan las funciones v (Ejemplo 3.1 de
[11]), el sucesor (Ejemplo 5.2 de [11]), y la operacién de Gabbay (Ejemplo 5.3
de [11]).

En este capitulo estudiaremos una dualidad para la categoria de algebras de
Heyting frontales (basdndonos en la dualidad de Esakia) y en particular para las
subcategorias de dlgebras de Heyting con cada uno de los operadores implicitos
dados como ejemplos. La mayor parte de los resultados que expondremos fueron
publicados en [16].

3.1. Introduccion

Si consideramos al intuicionismo y a los célculos proposicionales intermedios
como légicas con valores de verdad en dlgebras de Heyting, es natural considerar
nuevos conectivos para estas logicas como operaciones en algebras. En particular
nos interesamos por el cdlculo considerado por Esakia en [23], llamado cdlculo de
Heyting modalizado mHec, el cual consiste en aumentar el calculo proposicional
de Heyting con un operador modal. Los modelos algebraicos de mH ¢ son alge-
bras de Heyting con un operador unario sujeto a identidades adicionales. Estas
identidades deben ser la contraparte algebraica de los axiomas que el operador
modal satisface en la légica.

Un operador frontal T en un algebra de Heyting es un operador unario que
satisface las siguientes ecuaciones:

(f1) 7(zAy) =71(x) AT(y),
(f2) =z < 7(x),
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(3) 7(x) <y Vv (y — ).

Un dlgebra de Heyting frontal es un algebra (H,A,V,—,7,0), en donde 7
es un operador frontal. Para las dlgebras de Heyting frontales (H, A, V,—,7,0)
escribiremos (H, T) para abreviar.

Observacién 3.1.1. Notemos que las ecuaciones (f1) y (f2) son equivalentes
a (f2) junto con la ecuacion adicional
(a) 7(z —y) < 7(z) = 7(y).

En efecto, supongamos que (f1) y (f2) valen. Luego por (f1) se tiene que
7(x — y) < 7(x) — 7(y) (ya que T es mondtona). Reciprocamente, supongamos
que valen las ecuaciones (f2) y (a). En particular resulta que T es mondtona.
Para probarlo consideremos x <y, es decir, t — y = 1. Por (f2) y (a) resulta
quel =2 -y < 7(x = y) < 7(x) = 7(y), es decir, T(x) — 7(y) = 1. Esto
dltimo es equivalente a decir que T(x) < 7(y). Como T es mondtona resulta que
vale la ecuacion T(x Ay) < 7(x) A 7(y). Por otro lado, dado que x — y =z —
(xANy) ey —x=y— (xAy) tenemos por (f2) que

T@)AT(x —y) <7(xAYy),
Ty) AT(y — x) < T(zAY).

Tomando infimo en ambos miembros y utilizando la monotonia de T llegamos a
que T(x) ANT(y) < Tz Ay).

Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto de X. Si §(A4) = A, el
operador dual 7 (co-derivado) serd definido como sigue: 7(A) es el conjunto de
todos los puntos frontales de A, en donde z es un punto frontal de A si existe
un entorno U, de z tal que U, C AU {z}. El dlgebra de Heyting H(X) de
todos los abiertos de un espacio topolégico X junto con el operador 7 definido
previamente forma un dlgebra de Heyting frontal, en donde si A, B € H(X)
entonces A — B = Int (B U A°). Para mds detalles ver [23].

Para cada A € H(X) se verifica que
T(A) = AU (A%),.

En efecto, sea € 7(A) — A. Veamos que = es un punto aislado de A°€.
Tenemos que existe U, entorno de z tal que U, C AU{z}, por lo cual U, NA° =
{z}. Luego, = es un punto aislado aislado de A°. Reciprocamente consideremos
x € (AU(A%),) — A, es decir,  un punto aislado de A°. Luego existe un abierto
U tal que U N A¢ = {z}. De este modo tenemos que U = U N (AU A°) =
(UNA)U{z} C AU{x}. Por lo tanto x es un punto frontal de A.

Si (X, <) esunposet y A C X, Ay denotard al conjunto de elementos mawi-
males de A. Dado un poset (X, <) podemos considerar H(X) = X+, obteniendo
asi la siguiente correspondencia:

Espacio topoldgico H(X) Caso particular X T
Abiertos Crecientes
Cerrados Decrecientes
Entornos de x Crecientes que contienen a [x)
Int(A) {reX: [x) C A} = (A
A {zeX: [z)NA#0}=(A]
Ay {zeX: ([x) —{z})NA#0D}
A, Apn
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Probaremos que si A C X entonces A, = Ap;. Sea x € Ay, con lo cual
[z)NV, = {z} y por ende x € V,. Reciprocamente sea x € V,, con lo cual existe
U, entorno de z tal que U, NV = {z}. Sea < y con y € V. En particular
yely)yNV Clz)NV = {x}, es decir y = z.

Observacion 3.1.2. Si X es un espacio topoldgico podemos definir el operador
O: H(X) — H(X) como (A) = J,cx Int(AU{z}) ([53]). Notemos que si A
es un abierto de X entonces J(A) = 7(A). En efecto, la inclusion T(A) C O(A)
es inmediata. Reciprocamente sea y € T(A), por lo cual existe x € X tal que
y € Int(A U {x}). Luego existe un entorno U, de y tal que U, C AU {x}. Si
y € A entonces y € T(A). Sea y ¢ A. Vamos a probar que U, C AU {y}.
Consideremos z € Uy, lo que implica que z € AU {x}. Si z € A entonces
z € AU{y}. Sea z ¢ A, por lo cual z = x. Comoy € Uy ey ¢ A se tiene
que y = x, es decir, x =y = z € {y} € AU {y}. Por lo tanto y € 7(A) y en
consecuencia ((A) C 7(A).

Observacién 3.1.3. Dado un poset (X, <) podemos considerar el dlgebra de
Heyting H(X) = X+. Si U,V € X* entonces U — V = (UNV*|°. Para cada
Ue X, si 7(U) denota el conjunto de puntos frontales de U entonces vale la
1qualdad

T(U)=UU U .

La clase de todas las algebras de Heyting frontales serd denotada como fHA..
Esta clase puede ser vista como una categoria, en la cual los objetos son algebras
de Heyting frontales y los morfismos son homomorfismos de algebras de Heyting
que preservan el operador frontal.

En [11] (Lema 2.1) se prob6 que una funcién h : H — H (donde H es un
algebra de Heyting) es una funcién compatible de H siy sélo si h(z Ay) Ay =
h(z) Ay, para cada x,y € H (de modo alternativo, h es compatible si y sélo si
x <y < h(z) < h(y) para cada x,y € H). Por esta razén tenemos que si (H, 7)
es un dlgebra de Heyting frontal, 7 es una funcién compatible de H, por (f1) y
(f2).

En el caso de que un operador implicito 7 sea frontal diremos que (H,T) es
una 7-dlgebra. Para cada 7 implicita particular, THA denotard la subcategoria
de fHA cuyos objetos son 7-algebras.

En este capitulo daremos una condicion suficiente para que un operador sea
frontal y estudiaremos algunos ejemplos de ellos: S, v y G (ver [11]). Ademds
probaremos algunas propiedades de estas funciones. Luego construiremos una
dualidad de tipo Priestley para la categoria fHA. Finalmente, como aplicacion,
daremos una sencilla descripcion de la teoria de representacién de las dlgebras
de Heyting con cada uno de los operadores frontales dados como ejemplos.

El caso particular de la teoria de representacién que daremos para las S-
algebras nos sera de gran utilidad para esta tesis.

3.2. Algebras de Heyting frontales

En esta parte del trabajo daremos una condicién necesaria y suficiente para
que un operador resulte frontal y estudiaremos algunos ejemplos de ellos. Note-
mos que para cada algebra de Heyting H existe al menos una funciéon 7 : H — H
tal que el dlgebra (H,7) es un dlgebra de Heyting frontal: la funcién identidad.
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Proposicion 3.2.1. Sean H un dlgebra de Heyting y P : H x H — H una
funcion tal que satisface las siguientes condiciones para cada x,y,z € H:

(a) = < P(z,y),
(b) P(z,y) <yV(y— ),
(¢) P(x ANy,z) = P(x,z) A Py, z),
(d) Siy > z entonces P(x,y) < P(x, z).
Sit:H — H dada por
T(x) =min{y € H : P(z,y) <y}

define una funcion entonces T es un operador frontal. Reciprocamente, si T :
H — H es un operador frontal entonces existe una funcion P: H x H — H tal
que satisface las condiciones (a)-(d) y tal que 7(x) = min{y € H : P(z,y) < y}.

Demostracion. =) Por (a) tenemos que x < P(z,7(x)) < 7(x), con lo cual
x < 7(x). Por (b) se tiene que

Plr,yv(y—z)<yV(y—2)V((yV(y—=x) =) =yV(y—u2),

por lo cual 7(z) < yV (y — z). Por (¢) tenemos que si z < w entonces
P(z,7(w)) < P(w, 7(w)) < 7(w) y por ende 7(2) < 7(w). Como 7 es mondtona
tenemos que 7(z Ay) < 7(x) A 7(y). Por otro lado, tenemos que

T(z) <71(x Ay)V Plz,7(x Ay)), (3.1)

T(y) <7(z Ay)V Py, 7(x Ay))- (3-2)

En efecto, por (d) tenemos que P(x,aVP(z,a)) < aVP(x,a)y P(z,bVP(y,b)) <
bV P(y,b), para cada a,b € H (en particular vale para a = b = 7(xAy)). Toman-
do fnfimo en ambos miembros de las desigualdades (3.1) y (3.2) obtenemos,
utilizando (¢), que 7(z) A 7(y) < 7(x Ay). Por lo tanto 7(x) A 7(y) = 7(x A y).

<) Basta considerar P(z,y) = 7(x). O

El sistema E(.S) que consiste de las siguientes ecuaciones dadas en [11] define
una operacién implicita compatible S de algebras de Heyting:

(81) = < S(x),
(82) S(z) <yV(y— ),
(S3) S(z) - x=u=.

La operacion S sera llamada funcion sucesor. Equivalentemente, el sucesor
puede ser definido como
S(x)=min{y:y — x <y}

Es decir: si consideramos un algebra de Heyting que admite sucesor entonces
para cada x existe el minimo del conjunto {y:y — z < y} y ademés S(z) =
min {y : y — x < y}; reciprocamente, si consideramos un &lgebra de Heyting
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tal que para cada z existe el minimo del conjunto {y : y — = < y} entonces
existe funcién sucesor y ademds S(z) = min {y :y — = < y}.

Para probar esto recordemos que en toda algebra de Heyting vale el siguiente
hecho:

y—rx<ysiy—r=xyz<y. (3.3)

Para cada x podemos definir el conjunto

Se={y:y—az<yh

Supongamos que S(x) satisface las ecuaciones (S1), (S2) y (53). Por (S1) y (S3)
tenemos que S(z) € S;. Si y € S, entonces por (52) tenemos que S(z) < y Vv
(y — ) =y, con lo cual S(z) = min S,. Reciprocamente, sea S(x) = min S.
Como S(z) € S,, por (3.3), las ecuaciones (S1) y (S3) valen. Notemos que
(yV(y—u2z) —a<yV(y—z), conlocual S(z) <yV (y — x). Por lo tanto
vale (52).

Notemos que las ecuaciones (S1) y (53) equivalen a la ecuacién
S(x) — = < S(x).

Como consecuencia de la Proposicion 3.2.1 y el hecho de que para S, P(z,y) =
y — x, tenemos el siguiente

Lema 3.2.2. Sea H un dlgebra de Heyting tal que la funcion S existe. Luego
para cada x,y € H vale que S(x Ay) = S(x) A S(y).

Como consecuencia del lema previo, tenemos la siguiente

Proposicion 3.2.3. La funcion sucesor estd también implicitamente definida
por las ecuaciones (f1),(f2), (f3) y (S3).

Ejemplo 3.2.4. Si consideramos una cadena finita, o el conjunto de los nimeros
naturales con un top (con la estructura usual de dlgebra de Heyting), tenemos
que

S(x):{ zt six#w

w ST =w,

+

en donde xT es el siguiente de x y w representa al ultimo elemento del
dalgebra. Mds dun, si C' es un dlgebra de Heyting tal que es una cadena entonces
C' admite sucesor si y solo si para cada x # 1 el conjunto C, admite minimo,
siendo C, = {y : y > x}. Dado que Sy = {1}, para probar la afirmacidn anterior
bastaria ver que para cada x # 1 vale que S, = C,. Tenemos que y € S, sii
y—orx=zyxysiczr=y=10dy>zsiuy>uzsiuyecC,.

Para un dlgebra de Heyting dada escribiremos —x en lugar de x — 0.

El sistema F(7), que consiste de las siguientes ecuaciones dadas en [11] define
una operacién implicita compatible v de algebras Heyting:

(11) —(0) =0,
(72) 7(0) < (zV —x),
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(v3) v(z) =2V ~(0).

La operacién v sera llamada funcion gamma.

Para cada x definimos el conjunto

Yz ={y:yVa <y}

De un modo equivalente, esta operacién puede ser definida como

V(@) = min ys.

En efecto, supongamos que v satisface las ecuaciones (v1)-(v3). Por (1) y
(73) tenemos que —y(x)Vae = (mxA=y(0)) Ve =z < y(x), con lo cual y(z) € ;.
Siy € 7, entonces por (y2) y (v3) tenemos que y(z) =z V~y(0) < zVyV-y =y,
es decir, v(x) < y. Reciprocamente veremos que () = min 7, satisface (v1)-
(73). Como v(0) € vp tenemos que —y(0) < v(0), es decir, =y(0) = 0. Ademds
como x V -z € vy tenemos que vale (72). Finalmente tenemos que = < v(x)
(se deduce de que () € v,) y que ¥(0) < y(x) (esta condicién se deduce de
la monotonia de . Si 1 < z2 entonces v, < v, lo que a su vez implica que
~¥(z1) < v(x2)). Por lo tanto 2V(0) < (). Para la otra desigualdad utilizamos
el hecho de que z Vv v(0) € 7,.

La siguiente proposicion es inmediata.

Proposicion 3.2.5. Sea H un dlgebra de Heyting. La funcion v estd tam-
bién implicitamente definida por las ecuaciones (f1), (f2), (f3) y las siguientes
ecuaciones adictonales:

(v4) —(0) =0,
(75) () <2V ~(0).

El sistema E(G), que consiste de las siguientes ecuaciones dadas en [26],
definen una operacién implicita compatible G de algebras Heyting:

(G1) G(z) <yV(y — ),
(G2) v -y < G(x) — G(y),
(G3) = < G(a),

(G4) G(z) < -,

(G5) G(z) — = < ~—z — .

Esta operacién serd llamada funcidn de Gabbay. En [65] se probd que (G2)
es consecuencia de las restantes ecuaciones. De un modo equivalente, G puede
ser definida como la funciéon unaria

Gz)=min{y: (y— z) A~z < y}.

Para probar este hecho recordemos que en toda algebra de Heyting vale la
siguiente propiedad:

(y—az)AN—-ax<ysiy—z<-az—-zyz<y. (3.4)
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Sea
Ge={y:(y—a) Nz <y}

Luego por (3.4) concluimos que G, = {y : y —» < -2 — zy z < y}.
Supongamos que G existe. Por (G3) y (G5) tenemos que G(x) € G,. Siy € Gy
entonces por (G1) y (G4) concluimos que G(z) < (yA——z)V ((y — ) A——x) <
(yA——z)Vy =y, asi que G(z) = min G,. Reciprocamente, sea G(x) = min Gy.
Luego (G1) y (G5) es consecuencia de que G(z) € G,. Como =~z € G, tenemos
que (G4) vale. Comox <yV (y—x)y (yV (y — x)) — o < ==z — x se tiene
que y V (y — ) € G, por lo cual (G1) vale.

Teniendo en cuenta la Proposicién 3.2.1 y el hecho de que para G, P(x,y) =
(y — x) A ==, se concluye el siguiente

Lema 3.2.6. Sea H un dlgebra de Heyting tal que la funcion G existe. Luego
para cada x,y € H, G(x Ay) = G(x) A G(y).

Observacién 3.2.7. La funcion de Gabbay estd implicitamente definida por las

ecuaciones (f1), (f2), (f3), (G4) y (G5).

Tenemos otra posible caracterizacién para la funcién de Gabbay, que es la
que se enuncia a continuacion:

Proposicién 3.2.8. Sea H un dlgebra de Heyting. La funcion de Gabbay existe
si y solo si satisface las ecuaciones de operador frontal junto con la ecuacion
adicional

G(x) > =2 —x. (3.5)

Demostracion. Sea G la funcién de Gabbay. En virtud del Lemma 3.2.6, G es
un operador frontal. Por (G4) y (G5) se tiene que G(z) — =z = ——a — 2.
Reciprocamente, sea G un operador frontal que satisface ademads la ecuacion
(3.5). S6lo necesitamos probar la ecuacién (G4). Tenemos que G(——z) — ——x =
1, con lo cual G(——x) < —=—z. Por (f1) se tiene que G es mondtona, lo cual
implica que G(z) < G(——z) < ~—z. O

En [11] Caicedo y Cignoli probaron que las funciones v y G son definibles
en términos de S como

y(z) =2V S(0)y G(x) = S(z) A .
Mas aun, probaron que Gy - definen a S como
S(z) = G(x) Vy(x).

La funcién S no es definible a partir de G 6 de . Para verlo consideremos el
algebra de Heyting totalmente ordenada H. = Ny U {«, 8} obtenida al agregar
dos nuevos elementos «, [ al conjunto de nimeros naturales con cero Ny, de
modo tal que n < a < 8 para todo n € Ny. En el dlgebra de Heyting HP (el
algebra de Heyting H. con el orden inverso) existe v pero no S. Consideremos
el dlgebra de Heyting Ng U {w}, siendo n < w para todo n € Ny. En el dlgebra
de Heyting (No U {w})°P (el édlgebra de Heyting Ng U {w} con el orden inverso)
hay G pero no hay S.

Las funciones Gy 7 no son mutuamente definibles: en (Ng U {w})°? hay G
pero no hay vy en HZP hay ~ pero no hay G.
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El sucesor existe en todas las dlgebras de Heyting finitas. Este hecho es
mencionado en [11]; un modo alternativo de probarlo serfa verificando que si
H es un algebra de Heyting y x € H entonces S, es un filtro (para ello ver
proposiciones 4 y 5 de [23]). Como S existe en toda dlgebra de Heyting finita
tenemos que v y G también existen en toda algebra de Heyting finita.

Consideremos la funcién unaria compatible definida sobre H, como (ver
Ejemplo 2.1 de [11]):

_ « si x es par o x = q,
f(x)—{ 3 sixesimparox=p.

En [11] se prob6 que f es una funcién compatible que no es un polinomio,
con lo cual variedad de algebras de Heyting no es afin completa.

El siguiente lema nos permite demostrar que el algebra de Heyting H. en-
riquecida en su lenguaje por ciertos operadores frontales implicitos no es afin
completa.

Lema 3.2.9. Sip es un polinomio en (H.,S) entonces existen n y xo € Ny
tales que p(x) = S (x) para cada xo < x € Ny, donde SO (z) = z, o existe
xo € Ny tal que p(x) = a para cada xg < x € Ny (siendo a € H,).

Demostracion. La demostracion sera hecha por induccion sobre la complejidad
de los polinomios en (H.,S).

Si p tiene complejidad cero entonces la propiedad vale. Sea p un polinomio
de complejidad m + 1 y supongamos que la propiedad vale para polinomios de
complejidad menor que m + 1. Si xg, 1 v a € Ny, definimos z9 = max{zg, 21}
y 3 = max{xg,x1,a + 1}. Sean ¢ y r polinomios de complejidad menor que
m+ 1.

(i) Sea p(z) = q(x) A r(x). Sea g(x) = S™(z) para cada zo < z € Ny
y r(z) = S®(x) para cada r; < z € Ny. Luego p(z) = S®(z) para cada
zy < x € Ny, con | = min {n,p}. Sea ¢(z) = S" () para cada zo < x € Ny
y r(x) = a para cada 1 < z € Ny. Si a € Ny tenemos que p(xz) = a para cada
r3 < x € Ny. Si a ¢ Ny entonces p(z) = S (z) para cada 29 < z € Nj. Sea
q(z) = a para cada x9 < z € Ny y r(z) = b para cada 21 < z € Ny. Luego
p(z) = ¢ para cada 25 < 2 € Ny, con ¢ = a A b. El caso p(x) = q(x) V r(z) se
razona analogamente.

(ii) Sea p(x) = q(z) — r(x). Sea g(x) = S (z) para cada xg < x € Ny y
r(z) = S®)(x) para cada z; < x € Ny. Si n < p entonces p(x) = 3 para cada
19 < x € Ng. Si n > p entonces p(x) = SP)(z) para cada z2 < r € Ny. Sea
q(z) = S™ () para cada zo < 2 € Ny y r(x) = a para cada z; < z € Ny. Si
a € Ny entonces p(x) = a para cada z3 < x € Ny. Si a ¢ Ny entonces p(z) =
para cada 9 < x € Np. Sea g(x) = a para cada x9 < x € Ny y r(z) = S ()
para cada x1 < x € Ny. Si a € Ny entonces p(xz) = para cada x3 < x € Ng. Si
a ¢ Ny entonces p(x) = S (z) para todo 71 < x € Ny. Sea ¢(z) = a para cada
2o <z € Nyyr(z)=>paracada 21 <z € Ny. Si a < b entonces p(z) = [ para
cada z9 < x € Ny. Si a > b entonces p(x) = b para cada x5 < x € Ny.

(iii) Sea p(z) = S(q(x)). Si q(z) = S (z) para cada zo < = € Ny entonces
p(z) = S+t (z) para cada 29 < = € Ny. Si ¢(z) = a para cada 29 < z € Ny
entonces p(z) = S (a) para cada zg < x € N. O
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Como G(x) = S(x) en H, para x > 0, del lema anterior se deduce que f no
es un polinomio en (H,, I'), siendo F' = S 6 G. En particular, (H,, S) no es afin
completa, y por ende H, tampoco lo es.

Como S, v y G no existen en el intervalo real [0, 1] (con la estructura usual
de dlgebra de Heyting), tenemos que no son términos en el lenguaje de dlgebras
de Heyting. Sin embargo v es un polinomio en toda algebra de Heyting donde
exista, dado que y(z) = zV~(0). Las funciones S y G no son polinomios en H..
En efecto, se puede probar (andlogamente a lo hecho para el Lema 3.2.9) que si
p es un polinomio en H, entonces existen n y xo € Ny tales que p(z) = x para
cada zg < x € Ny 6 bien existe 29 € Ny tal que p(z) = a para cada o < z € Ny
(siendo a € H,).

3.3. Un caso interesante de algebras de Heyting
con sucesor

Un espacio topoldgico X es disperso si todo subconjunto no vacio de X no es
denso en si mismo, es decir, si todo subconjunto no vacio de X tiene al menos
un punto aislado.

Para un espacio topolégico X enunciamos la siguiente condicion, a la que
denominaremos (M): para todo cerrado T en X se tiene que T' C T,.

Luego tenemos la siguiente

Proposicién 3.3.1. Sea X un espacio topoldgico. Luego
1. X es disperso si y sdlo si satisface la condicion (M).

2. SiT: H(X) — H(X) estd dado por 7(U) = {Puntos frontales de U} en-
tonces T es el sucesor en H(X) si y sdlo si X es disperso ([42]).

Demostracion. 1. Sea X disperso, T cerrado, t € Ty Uy entorno de t. Consid-
eremos Y = U; NT, que tiene puntos aislados. Es decir, t € T,. Luego, vale la
condicién (M).

Reciprocamente, supongamos que vale (M) y sea Y C X. Por hip6tesis vale
que Y C Y,. El conjunto Y cumple la condicién: para todo elemento ¢ en Y
vale que todo entorno de t contiene puntos aislados de Y. En particular vale si
t € Y. Pero como Y =Y UY}, los puntos aislados de Y deben estar en Y (pues
no pueden ser puntos limite). Luego Y tiene puntos aislados.

2. Probaremos que 7 cumple (S3) siy sélo si vale (M). Calculemos 74 — A,
para un abierto A. Se tiene:

TA— A=

(AU (A%,) = A=Int((AU(A%),)°UA) =
Int((A° N ((A%)°) UA) =Int(((A%)e)° U A).
Luego la ecuacién (S3) se traduce en

Int(((A%)a)"U A) C A,

que es equivalente a

(Int(((A%)a)" U A))* 2 A%,
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que a su vez equivale a:

(((A%)a)e U A))e 2 AT,

es decir:
(A¢), N Ac D A°.

Pero (A¢), N A° = (A),, de donde la condicién deviene:

(Ac), D A
Podemos enunciarla para cerrados y es la condicién (M). O

Sea (X, <) un poset y H(X) = X*. Un cdlculo directo prueba que si V C X
entonces (V] =V, (es consecuencia de que V,, = V). Luego la condicién (M)
de la proposicion previa se traduce en la siguiente condicién:

(P) Para cada subconjunto decreciente V en X, si x € V entonces
existe y € Vj; tal que =z < y.

Corolario 3.3.2. Sean (X,<) un poset y 7 : XT — XT dada por 7(U) =
{Puntos frontales de U} = U U(U®)ps. Luego 7 es el sucesor en X+ si y sélo si
(X, <) satisface la condicién (P).

Un poset satisface la condicion de cadena ascendente (ACC) si toda cadena
ascendente de elementos eventualmente termina, es decir, si 1 < 29 < z3 < ...
entonces existe un ntmero natural n tal que x,, = x,, para todo m > n. Esta
condicién es equivalente a pedir que todo subconjunto no vacio admita maxi-
males, lo que a su vez es equivalente a pedir que todo subconjunto decreciente
no vacio admita maximales (esto dltimo se deduce del hecho de que para cada
subconjunto V' de X se verifica que (V]a = Viy).

Observacién 3.3.3. Las condiciones (ACC) y (P) son equivalentes.

Teorema 3.3.4. Sea (X, <) un poset.

El dglgebra de Heyting X+ admite sucesor siy sélo (X, <) satisface la (ACC).
Mads ain, S : XT — XT estd dada por S(U) =U U (U°) .

Demostracion. En virtud del Corolario 3.3.2 y de la Observacion 3.3.3, bastaria
ver que si X admite sucesor y 7 : XT — X+ estd dada por 7(U) = {Puntos
frontales de U} = U U (U)p entonces 7(U) = S(U) para cada creciente U.
Hagamos las siguientes observaciones:

1. En toda algebra de Heyting con sucesor, si existe un operador frontal 7
entonces 7(z) < S(x) para todo z.
En efecto, 7(z) < S(z) V (S(z) — x) = S(x) Vo = S(z).

2. En toda élgebra de Heyting completa H con sucesor, para cada familia

{@i}ier € H vale que S(\;c; i) < N\;jer S(@i) (ya que S es una funcién
monotona).
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3. En X el operador frontal 7 preserva infimos arbitrarios.

Sea {U;}icr una familia de subconjuntos crecientes de X. Veremos que
T(Micr Us) = Nier T(Us). La inclusién 7(();c; Ui) € (;e; 7(Us) es conse-
cuencia de la monotonia de 7. Reciprocamente, sea = € (,; 7(U;), con
lo cual para cada i € I vale que z € 7(U;) = U; U (U{)nr- Stz € ;e Us
entonces x € 7(();c; Us). Consideremos el caso en que = ¢ (,c; Us, y sea
x < ycony ¢ (e Ui Por esta razén existe j € I tal que y ¢ U;. En
particular z ¢ U; y por ende = € (Uf)n. De esto iltimo inferimos que
x =y y porende x € ((N;c; Ui)°)n, siendo asi x € 7(;c; Us).

4. Para cada x € X se verifica que S((z]°) = 7((z]°) = (z]°U{z} (un célculo
directo prueba que para cada x € X, 7((z]¢) satisface (53)).

5. Para cada decreciente V' se verifica que V' = J . (].

Luego para cada creciente U tenemos que

T(U) S SW)=5([) @)C () Sl = () 7@ =7( () ]°) = (V).

xeUe xeUc rzeUec zeUec
Por lo tanto 7(U) = S(U), que es lo que querfamos probar. O

Observacién 3.3.5. En general no es cierto que si (X, <) es un poset entonces
X es un dlgebra de Heyting que admite sucesor (ver Ejemplo 4.4.10).

3.4. Teoria de representacion

En este seccion extenderemos la dualidad de Esakia a la categoria fHA
completando resultados dados en [23] y [54] (Seccién 5).

Definicién 3.4.1. Un Rf-espacio es una terna (X, <, R), donde (X, <) es un
espacio de Esakia y R es una relacion binaria en X tal que satisface las siguientes
condiciones:

(RF1) Para cada U € D(X) vale que {z € X : R(x) C U} € D(X), siendo
R(z) ={y € X : zRy};

(RF2) RC <;
(RF3) < CR.

Aqui < es el orden estricto asociado al orden <.

Definiremos los morfismos de R f-espacios como funciones g : (X1, <1, Ry) —
(X2,<5,Rs), en donde g : (X71,<;) — (X2,<5) es un morfismo de espacios de
Esakia tal que para cada U € D(X5) y « € X; vale la siguiente condicién:

(C) Ri(z) C g Y (U)sii Ry(g(x)) C U.

La categoria fSH consiste de todos los R f-espacios y morfismos de Rf-
espacios.
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Si X es un conjunto y R es una relacién binaria en X, para cada U C X
definimos el siguiente subconjunto de X:

r(U)={x € X : R(z) CU}.

Observacién 3.4.2. Si (X, <) es un espacio de Esakia, consideraremos las
siguientes condiciones, para cada U,V € D(X):

(Rf2) U C (V)
(Rf3) mr(U) SV U (V — ).

Las condiciones (RF2) y (Rf2) son equivalentes. En efecto, supongamos que
vale la ecuacion (Rf2) y sea (x,y) € R, es decir, y € R(x). Si x & y entonces
existiria U € D(X) tal que x € U ey ¢ U. Como x € U tenemos que R(x) C U
y por ende y € U, una contradiccion. Reciprocamente, sean U € D(X), x € U
ey € R(x). Luego x <y, y como U es creciente, y € U.

La condicion (RF3) implica la condicion (Rf3). En efecto, sea U € D(X)
yx € X tales que R(x) C U. Supongamos que existe V. € D(X) tal que x ¢
VU(V — U). Luego existey € VNUC tal que x < y. Si x =y entonces x € V,
una contradiccion. Si x < y enlonces por hipdtesis y € R(x), y en particular
y € U, nuevamente una contradiccion.

La condicion (Rf3) no implica la condicion (RF3). Mds ain, las condiciones
(RF1), (RF2) y (Rf3) simultdneamente no implican la condicion (RF3). Para
ello basta considerar el poset X = {x,y,z} con el orden x < y < z, y la relacion
binaria R = {(x,y), (y,2)}. Para este ejemplo tenemos la siguiente tabla:

U ‘ TR(U>
0 {=}
{=t | {v. 2}
{y,2} | X
X X

La condicidn (RF3) no se cumple porque x < z y (x,z) ¢ R.

Consideremos el funtor contravariante D : HS — HA extendido a fHS.

Comenzaremos con algunos lemas preliminares.

Lema 3.4.3. Si (X, <,R) es un Rf-espacio entonces (D(X),Tr) es un dlgebra
de Heyting frontal.

Demostracion. La buena definicién de 75 es consecuencia de (RF'1). Las condi-
ciones (Rf2) y (Rf3) nos dan las ecuaciones (f2) y (f3) respectivamente. Fi-
nalmente (f1) es consecuencia de la definicién de 7g. O

Observacién 3.4.4. Sean g : (X1,<1) — (X2,<2) un morfismo de espacios
de Heyting y (X1,<,R1), (X2,<, Re) Rf-espacios. Luego g es un morfismo de
Rf-espacios si y sélo para cada U € D(X) tenemos que

7r, (D(9)(U)) = D(g)(7r,(U))
En efecto,
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g satisface la condicion (C)  sii
{re X :Ri(z) Cg Y (U)} ={z € X : Ra(g(x)) CU} sii
{re X :Ri(x) SD(9)(U)} =D(9)({y € Y : Ro(y) C U}) si

r, (D(9)(U)) = D(9)(7r, (U)).
Como consecuencia de la observacién previa tenemos el siguiente

Lema 3.4.5. Sig: (X1,<1,R1) — (X2,<s, R2) es un morfismo de Rf-espacios
entonces D(g) : (D(X2),7r,) — (D(X1),7r,) es un morfismo en fHA.

Los dos lemas previos implican que D es un funtor contravariante de fHS a
fHA. En lo que sigue consideraremos al funtor contravariante X : HA — HS
restringido a fHA.

Lema 3.4.6. Sea (H,T) un dlgebra de Heyting frontal y P € X(H). Luego:
(a) 77Y(P) es un filtro.
(b) 7(x) ¢ P siy sdlo si existe Q € X(H) tal que 71 (P) CQ yx ¢ Q.

Demostracion. (a) Es consecuencia de (f1) y (f2).

(b) Supongamos que 7(x) ¢ P, es decir, que z ¢ 77 !(P). Luego por (a) y
por el Teorema del Filtro Primo, existe Q € X(H) tal 77 }Y(P) C Q vy z ¢ Q.
Reciprocamente, sea Q € X(H) tal que 771(P) C Q y z ¢ Q. De este modo
tenemos que x ¢ 7-1(P), es decir, 7(x) ¢ P. O

Sea (H,T) un &lgebra de Heyting frontal. Definimos en X (H) la siguiente
relacién binaria:

(P,Q) € R, sii T }(P) C Q.

Lema 3.4.7. Si (H,T) es un dlgebra de Heyting frontal entonces para cada
r € H wvale que

e (7(r)) ={P € X(H) : R+(P) C ¢ (x)}.

Demostracion. Tenemos que R.(P) C oy (z) es equivalente a (171(P) C Q =
Q € pu(r)), y por definicién de ¢, esto es equivalente a (771(P) C Q = = €
Q). Por el Lema 3.4.6 esta tltima expresién es equivalente a 7(xz) € P. Por lo
tanto concluimos que R, (P) C gy (x) sii P € pu(r(x)). O

Lema 3.4.8. Si (H,7) es un dlgebra de Heyting frontal entonces (X(H), C, R;)
es un Rf-espacio.

Demostracion. (RF1) Sea U un clopen creciente en (X(H), C), por lo cual existe
a € H tal que U = ¢ (a). Por el Lema 3.4.7 la condicién (RF'1) vale.

(RF2) Sea P € U y Q € R, (P). Por esta razén a € Py 771(P) C Q. Por
(f2) tenemos que 7(a) € P, por lo cual a € Q. Luego Q € U, y asi R.(P) CU.
Por este motivo vale (Rf2).

(RF'3) Supongamos que (RF'3) no vale. Luego existen P,Q € X(H) tales
que P C Qy 7 YP) Z Q. Luego existen z,y € H tales que 7(z) € P, x ¢ Q,
y € Q ey ¢ P. Utilizando (f3) llegamos a que y — = € @, y utilizando que
y € Q inferimos que x € @), una contradiccién. O
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Lema 3.4.9. Si f : (H1,71) — (Hz,m2) es un morfismo en fHA entonces
X(f): (X(H2),<, Ryy) — (X(H1), S, Ryy) es un morfismo de Rf-espacios.

Demostracion. Sean X; = X(H;) y R; = R,, para i = 1,2. Sabemos que
<pH2fg0;11 = D(X(f)). Sea U € D(X(Hy)), con lo cual existe z € H; tal que
U = ¢m, (x). Por el Lema 3.4.7 inferimos que ¢, (11(z)) = {P € X(H,) :
Ry (P) C U}, con lo cual hemos probado que ¢p, (11(x)) = 7, (U). Luego por
hipdtesis se concluye que

D(X(/)(7r, (V) = (1 fom, ) ommi(2)) = o, fr1(2) = oo f(x). (3.6)

Ademas, nuevamente por el Lema 3.4.7, se tiene que

Tr,(DX(N)U)) = TRy (P11, f 07 ) 11, (%) = TR 011, f(2) =

{P e X(Hs) : Rr,(P) € ¢u, f(2)} = on, (12 f (1)) (3.7)

Por (3.6) y (3.7) deducimos que
D(X(f))(7r, (U)) = Tr,(D(XPF(f))(U)). (3.8)
Por (3.8) y la Observacién 3.4.4 (considerando g = X(f)) tenemos que D(g) es
un morfismo en fHS. O

Los dos lemas previos nos aseguran que X es un funtor contravariante de
fHA en fHS. Probaremos ahora que estas categorias son dualmente equiva-
lentes.

Proposicién 3.4.10. Si (X, <,R) un Rf-espacio entonces ex : (X,<,R) —
(X(D(X)),<, R;y,) es un isomorfismo en fHS.

Demostracion. Escribiremos Rp en lugar de R, . Para cada clopen creciente V'
en X(D(X)) debemos probar que

R(z) C ex' (V) sii Rp(ex(x)) C V.
=) Sea P € Rg(ex(z)), con lo cual

75 (e(z)) C P. (3.9)

Notemos que (3.9) vale sii [U € 75 (e(x)) implica U € P] sii [tr(U) € ex(z)
implica U € P]sii [z € 7p(U) implica U € P] sii [R(z) C U implica U € P].

Por hipétesis R(z) C ex'(V), con lo cual e (V) € P. Como P € X(D(X))
existe y € X tal que ex(y) = P. Como e (V) € ex(y) tenemos que y € ex* (V),
yasiex(y)=PeV.

<) Sea y € R(x). Nuestra hipétesis es equivalente a la condicién

X' Rr(ex(2)) € 5 (V).
Si probéramos que y € €' Rr(ex(z)) entonces tendriamos que y € €' (V),
que es lo que queremos demostrar. Notemos que

y € ex' Rp(ex(2)) sii ex (x) Rpex (y) sii Tgl(ex(x)) Cex(y) sii
[U € 75" (ex(x)) implica U € ex(y)] sii [Tr(U) € ex(z) implica U € ex (y)] sii
[ € Tr(U) implica y € U] sii [R(z) C U implica y € U].

Como y € R(z), de la observacién previa deducimos que y € ex' Rp(ex(z)). O
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Como consecuencia del Lemma 3.4.7 se sigue la siguiente

Proposicién 3.4.11. Si (H,7) es un dlgebra de Heyting frontal entonces oy :
(H,7) — (D(X(H)),Tr,) es un isomorfismo en fHA.

Como fHA y fHS son subcategorias de HA y HS (respectivamente) el
siguiente resultado se sigue de las proposiciones 3.4.10 y 3.4.11.

Teorema 3.4.12. Los funtores D y X establecen una equivalencia categorial
dual entre fHA y fHS.

3.4.1. Teoria de representacion para S-algebras

Sea (X, <) un espacio de Esakia y R una relacién binaria en X. Definimos
la siguiente condicién para cada U € D(X):

(RF4) Six ¢ U entonces existe y € U¢ tal que x <y y R(y) CU.

La condicién previa es equivalente a la condicién 7r(U) — U C U.

En el caso de que (X, <) sea un espacio de Esakia y R una relacién binaria
en X tal que satisface (RF'4), escribiremos Sg en lugar de 7x.

Definimos la categoria SHS como aquella cuyos objetos son R f-espacios
(X, <, R) tales que para cada U € D(X) se satisface la condiciéon (RF4), y
cuyos morfismos son los mismos de fHS.

Como consecuencia de la Proposicién 3.2.3 y del Teorema 3.4.12, tenemos el
siguiente

Teorema 3.4.13. Eziste una equivalencia categorial dual entre SHA y SHS.

En lo que sigue daremos algunos resultados que nos permitiran describir mas
sencillamente a la categoria SHS.

Diremos que un espacio de Esakia (X, <) es un S-espacio si para cada U €
D(X) el conjunto U U (U®) s es clopen. Notemos que (X, <) es un S-espacio sii
es un espacio de Esakia tal que para cada clopen decreciente V', Vs es clopen.

El siguiente resultado es conocido (ver por ejemplo Lema 2.4 de [4]).

Lema 3.4.14. Si (X, <) es un espacio de Esakia y F es un subconjunto cerrado
de X entonces F' C (Fyr]. Mds adn, Fyr es un subconjunto cerrado de X.

El lema previo implica que un espacio de Esakia (X, <) es un S-espacio sii
para cada U € D(X) el conjunto U U (U®) s es abierto sii para cada clopen
decreciente V', Vi es abierto.

Lema 3.4.15. Sea (X, <) un espacio de Esakia. Si existe una relacidn binaria
R en X tal que satisface las condiciones (RF2), (RF3) y (RF4) entonces para
cada U € D(X) wvale que Sp(U) =U U (U) .

Demostracion. Sea x € Sgr(U), x € U¢y x < y, con y € U°. Supongamos que
y £ x. Luego existe V € D(X) tal quey € Vyz ¢ V. Por (Rf3),z€V — U.
Sin embargo, como z < y con y € U° NV, tenemos que x ¢ V — U, una
contradiccién. Por esta razén « € (U°) .
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Reciprocamente, sea © € U U (U®) . Si @ € U, por (Rf2) tenemos que
x € Sr(U). Six € (U, por (RF4) se tiene que z ¢ Sr(U) — U. Por lo tanto
x <y para cierto y € Uy R(y) C U. Como = € (U°)) resulta que x = y. Por
lo tanto R(x) C U.

Hemos probado la igualdad Sr(U) =U U (U°) . O

Proposicion 3.4.16. Sea (X, <) un espacio de Esakia. Existe una relacion
binaria R en X que satisface las condiciones (RF1), (RF2), (RF3) y (RF4) si
y sdlo si (X, <) es un S-espacio.

Demostracion. =) Para cada U € D(X) vale que U U (U)ps es clopen, en
virtud de (RF'1) y del Lema 3.4.15.
<) Definimos la siguiente relacién binaria R en X:

(x,y) € Rsii Para todo V € D(X), siz € VU (V) entonces y € V. (3.10)

Probaremos que R satisface (RF'1), (RF2), (RF3)y (RF4):

Sea U € D(X), x € U e y € R(x). Por definicién de R se tiene que y € U y
por esta razén R(x) C U, con lo cual (Rf2) vale.

Supongamos que existen z,y € X tales que x < y e y ¢ R(z). Luego existe
UeD(X) tal que x € UU (U%)ps e y ¢ U. Tenemos de este modo que x ¢ U,
con lo cual & € (U®) ). Sin embargo z < y e y ¢ U, una contradiccién con la
maximalidad de z. Luego (RF3) vale.

SeaU € D(X) y x € U°. Por el Lema 3.4.14 existe y € (U) s tal que z < y.
En particular, < y e y € U°. Ademds R(y) C U. En efecto, sea z € R(y).
Como y € (U°)pr vale que z € U. Por esta razén @ ¢ Sr(U) — U, y por lo
tanto vale (RF4).

Por el Lema 3.4.15 inferimos que para cada U € D(X), Sg(U) = UU(U°) .
Por hipdtesis resulta que Sg(U) es clopen y por definicién este conjunto es
creciente. Por lo tanto tenemos que vale (RF1). O

Luego tenemos que si (X, <, R) es un objeto de SHS entonces para cada
UeD(X), SU)=Sgr(U)=UU (U, vy si (X,<) es un S-espacio entonces
S existe en D(X) y estd dado por la férmula

S(U) = U U (U

Sean (X1,<1) y (X2, <s) S-espacios y g : (X1,<1) — (X2, <2) un morfismo
en HS. Diremos que g es un S-morfismo sii para cada V clopen decreciente en
(X2> <2)a

g7 (Var) = lg7 (V)]

Proposicion 3.4.17. Seag: (X1,<1) — (Xo, <2) un morfismo en HS. Existen
relaciones binarias Ry y Ry en Xy y Xo respectivamente tales que la funcion
g: (X1,<1,R1) — (X2,<2,Ry) es un morfismo en SHS si y sdlo si g es un
S-morfismo.

Demostracion. Es consecuencia de la Observacién 3.4.4, la Proposicion 3.4.16 y
el hecho de que para cada U C Xo, g U U (U] = g~ HU) U [g7H(U)]ar sii
lg™ (U)nm = g7 (U*) ] 0
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Observacién 3.4.18. Si (X1,<;) y (X2, <2) son S-espacios, entonces g :
(X1,<1) — (X2,<3) es un S-morfismo si y sélo si para cada V' clopen de-
creciente en (X1, <1) vale que

9 (Var) g7 (V)]

En efecto, sean x € [g7(V)|m v g(z) < 2, con z € V. Como g es p-morfismo
existe y € X tal que x <y y g(y) = z. Como y € g~ (V) tenemos que x =y,
con lo cual g(z) = g(y) = z. Por lo tanto x € g~ (Vas).

Sea SHg la categoria cuyos objetos son S-espacios y cuyos morfismos son
S-morfismos.
Como consecuencia de las proposiciones 3.4.16 y 3.4.17 tenemos el siguiente

Teorema 3.4.19. Eziste una equivalencia categorial entre SHS y SHg.
En lo que sigue haremos una observacién acerca de la Proposicién 3.4.16.

Observacién 3.4.20. Sean H la S-dlgebra NgU{w} y X = X(H). Los elemen-
tos de X son de la forma p, = [n) (paran > 1) yp, = {w}. Luego los elementos
de D(X) son de la forma Uy = 0, U, = [pn) (paran > 1) y U, = [p,,) = X.
Llamemos R a la relacion definida en (3.10) de la Proposicion 3.4.16. Luego
valen las siguientes afirmaciones:

» (X,<,R)e SHS y (X,<,<) € SHS.
Para probar que (X, <, <) satisface las condiciones (RF1) y (RF4) note-

mos que:
< (pl) = Q]7

< (anrl) = Pn,

< (pw) = U DPns
n=1

T<(Un) = Unt1,
’7—<(Uw) ES Uw.
Las condiciones (RF2) y (RF3) son inmediatas.

= <CR.

Veamos primero que < C Rg C R. La inclusion < C Rg es consecuencia
de la Proposicion 3.4.13. Para probar que Rg C R, supongamos que existe
(x,y) € Rs tal que (z,y) ¢ R. Luego existe U € D(X) tal que = €
UU Uy eyeUc. Comoy ¢ U, por la condicion (RF4) existe z € U°
tal que y < z y R(z) CU. Como (x,y) € R C<, resulta que x < y < z.
Six € U entonces z € U (pues U es creciente), una contradiccion. Si
xz € (U entonces v =y = z. Luego y € R(x) C U, con lo cual y € U,
una contradiccion nuevamente. De este modo Rs C R. Mds aiun, R = Rg.
En efecto, por la demostracion de la Proposicion 3.4.16 tenemos que para
cada U € D(X),Sgr(U) = Srs(U). Supongamos que existe (x,y) € R tal
que (x,y) ¢ Rs. De la definicion de Rg se infiere que Rg(x) es cerrado y
creciente. Como y ¢ Rg(x), existe U € D(X) tal que Rg(z) CU ey ¢ U.
En particular, se tiene que R(x) C U. Como y € R(x) vale que y € U,
una contradiccion.
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= REZ<.
En efecto, (py,pw) € R Y (Pu,pPw) <.

Por lo tanto la Proposicion 3.4.16 no nos asegura la unicidad de las relaciones:
es decir, si (X,<,Ry) € SHS entonces (X, <) es un S-espacio, lo que a su vez
implica que existe una relacion Ry (construida del modo hecho en la proposicion
mencionada) tal que (X, <, Ry) € SHS. Sin embargo, puede ocurrir que Ry #
Ry, como ocurre con en el ejemplo dado considerando Ry =< y Ry = R.

3.4.2. Teoria de representacion para y-algebras

Sea (X, <) un espacio de Esakia y R una relacién binaria en X. Definimos
las siguientes condiciones:

(Rv4) Para cada z € X existe y € X tal que z <y y R(y) = 0.
(Rvs5) Para cada U € D(X), si R(z) C U entonces R(z) =0 6z € U.
Las condiciones previas son equivalentes, respectivamente, a las siguientes:
(1) ~7r(0) = 0;
(i) 7r(U) C U U (D), para cada U € D(X).

En el caso de que (X, <) sea un espacio de Esakia y R una relacién binaria tal
que satisface las dos condiciones anteriores, escribiremos vz en lugar de 75.

Definiremos como vSH a la categoria que tiene como objetos R f-espacios
(X, <, R) tales que satisfacen las condiciones (R7y4) v (Rvs), ¥y cuyos morfismos
son los mismos que los de la categoria fHS.

Como consecuencia de la Proposicién 3.2.5 y del Teorema 3.4.12 tenemos el
siguiente

Teorema 3.4.21. Existe una equivalencia categorial dual entre yHA y ~vHS.

En lo que sigue daremos algunos resultados que nos permitiran dar una
descripcién sencilla de la categoria YHA.

Diremos que un espacio de Esakia (X, <) es un y-espacio si (X, <) es un
espacio de Esakia tal que para cada U € D(X), U U X, es clopen. Notemos
que el espacio de Esakia (X, <) es un 7-espacio sii X, es clopen.

Lema 3.4.22. Sea (X, <) un espacio de Esakia. Si existe una relacion binaria
R en X tal que satisface las condiciones (RF2), (RF'3), (Rvs4) y (R7s) entonces
para cada U € D(X) tenemos que

Yr(U) =UU X

Demostracion. Sea A = {x € X : R(x) = (}. Probaremos primero que A = X ;.
Sean z € A. Supongamos que existe y € X tal que z < y. Por (RF'3) tenemos
que (z,y) € R, es decir y € R(x) = 0, una contradiccién. Reciprocamente, sea
x € X Por (Ryy) existe y € X tal que R(y) =0y z < y. Como z € Xy
resulta que = y, y as{ R(z) = (). Por lo tanto A = X ;.

Por lo que acabamos de probar, por (Rf2) y por (R~s), para cada U € D(X)
tenemos que Yr(U) = U U Xyy. O
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Proposicién 3.4.23. Sea (X, <) un espacio de Esakia. Existe una relacion
binaria R en X tal que satisface las condiciones (RF1), (RF2), (RF3), (Rva)
y (Rs) siy sdlo si (X, <) es un y-espacio.

Demostracion. =) Por (RF1) y el Lema 3.4.22 se tiene que para cada U €
D(X), UU X es clopen.

<) Definimos a R del siguiente modo:
(z,y) € Rsii Para todo V € D(X), sixz € VU X entonces y € V.

Probaremos que R satisface (RF'1), (RF2), (RF'3), (Ry4) v (Ry5).

Las mismas ideas de la demostracién de la Proposicién 4.4.8 prueban (RF2)
y (RF3).

Para probar (R+v,) consideremos x € X. Por el Lema 3.4.14, existe y € X
tal que z < y. Veremos que R(y) = (). Supongamos que R(y) # (), con lo cual
existe z € R(y). Luego como y € (X,UD), se tiene que z € @), una contradiccién.

Para probar (R7ys), consideremos R(z) C U con U € D(X). Siz ¢ U
entonces z ¢ R(x) y asi & € Xj;. Luego se tiene, por el razonamiento que
prueba (Rvy4), que R(z) = 0.

Finalmente, por el Lema 3.4.22 se tiene que para cada U € D(X), yg(U) =

U U Xys. Luego vg(U) es clopen, y por definicién es creciente. De este modo
vale (RF'1). O

Tenemos que si (X, <, R) es un objeto de YHS entonces para cada U €
D(X),v(U) =vr(U) =UUXp, v si (X, <) es un y-espacio, v existe en D(X)
y esta dado por la férmula

’V(U) =UUXy.

Sean (X1,<1) y (X2, <2) y-espacios y ¢ : (X1,<1) — (X2, <3) un morfismo
de espacios de Esakia. Diremos que g es un y-morfismo si

(X2)m =g~ (X1)m)

Proposicién 3.4.24. Sea g : (X1,<1) — (X2, <2) un morfismo de espacios de
Esakia. Fxisten relaciones binarias Ry y Ro en Xy y Xo respectivamente tales
que la funcion g : (X1,<1, R1) — (X2, <a, R2) es un morfismo en yHS si y sdlo
si g es un y-morfismo.

Demostracion. Se sigue de la Observacion 3.4.4, la Proposicion 3.4.23 y de que
vale la siguiente afirmacién: ¢ {U U (X2)n] = g7 (U) U (X1)ur sii (X1)p =
97 ((X2) ). O

Sea SH, la categoria cuyos objetos son y-espacios y cuyos morfismos son
~-morfismos.
Como consecuencia de las proposiciones 3.4.23 y 3.4.24 tenemos el siguiente

Teorema 3.4.25. Existe una equivalencia categorial entre vHS y SH., .
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3.4.3. Teoria de representacion para (G-algebras

Sea (X, <) un espacio de Esakia y R una relacién binaria en X. Definimos
las siguientes condiciones para cada U € D(X):

(RG4) mr(U) C ——U;
(RG5) p(U) - U C—-U —U.

En el caso de que (X, <) sea un espacio de Esakia y R una relacién binaria
que satisface (RG4) y (RG5), escribiremos G en lugar de 7g.

Denotaremos como GHS a la categoria que tiene como objetos son Rf-
espacios (X, <, R) tales que satisfacen las condiciones (RG4) y (RG5), y cuyos
morfismos son los mismos de fHS.

Como consecuencia de la Observacion 3.2.7 y del Teorema 3.4.12 tenemos el
siguiente

Teorema 3.4.26. Eziste una equivalencia categorial entre GHA y GHS.

Daremos algunos resultados que nos daran una descripcién sencilla de la
categoria GHS.

Diremos que (X, <) es un G-espacio si es un espacio de Esakia tal que para
cada U € D(X), UU[-=UN (U] es clopen. Equivalentemente, (X, <) es un
G-espacio si es un espacio de Esakia tal que para cada U € D(X), =—=UN(U°) p
es clopen.

Lema 3.4.27. Sea H un dlgebra de Heyting y (X, <) = (X(H), C). Definimos
en (X, <) la siguiente relacion binaria:

(P,Q) € R sii Para todo U € D(X), si P € UU[--UN(U) ]| entonces Q € U.

Para cada P € X(H) se verifica que R(P) # 0.

Demostracion. Sea P € X(H). Definimos el fillro N = {y € H : =—y € P}y
luego el filtro F = F(P U N). Tenemos que 0 ¢ F. En efecto, supongamos que
0 € F. Luego existe p € Py n € N tales que p < —mn, y por ende -n € P. Como
n € N, tenemos que -—n € Py asi 0 € P, una contradicciéon porque P es primo.
Luego por el Teorema del Filtro Primo existe @ € X(H) tal que P C F C Q.
Sea U € D(X) tal que P € U U [-=U N (U°)y]. En particular existe z € H tal
que o (z) = U. Luego Q € U. Hemos asi probado que R(P) # (. O

Como consecuencia del lema previo tenemos el siguiente

Corolario 3.4.28. Sea (X, <) un espacio de Esakia y R la siguiente relacion
binaria:

(z,y) € R sii Para todoU € D(X), siz € UU [-=U N (U°) | entoncesy € U.
(3.11)
Para cada © € X se verifica que R(z) # 0.

Lema 3.4.29. Sea (X, <) un espacio de Esakia. Si existe una relacion binaria
R en X tal que satisface (RF2), (RF3), (RG4) y (RG5) entonces para cada
U € D(X) tenemos que

Gr(U) =UU[-U N (U%)).
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Demostracion. Sea U € D(X), R(x) C U,z € Uy ax <y, cony € U-.
Supongamos que y % z. Luego existe V € D(X) tal que y € V y « ¢ V. Por
(Rf3), z € V — U. Sin embargo, como = < y con y € U° NV tenemos que
x ¢ V — U, una contradiccién. Por esta razén x € (U¢)ys. Por otro lado, de
(RG4) se deduce que x € =—U.

Reciprocamente, tomemos x € U U [-=U N (U)p]. Six € U, por (Rf2)
tenemos que z € Gr(U). Si x € (U°)p N —~=U entonces por (RGH) existe
yeUtal que z <yy R(y) CU. Luego x =y y por lo tanto R(z) C U. O

Lema 3.4.30. Sea (X, <) un espacio de Esakia. Eziste una relacion binaria
R en X tal que satisface (RF1), (RF2), (RF3), (RG4) y (RGb) si y sdlo si
(X, <) es un G-espacio.

Demostracion. =) Por (RF'1) y el Lema 3.4.29 tenemos que para cada U €
D(X), UU[==U N (U°) ] es clopen.

<) Definimos relacién binaria R en X dada en (3.11) del Corolario 3.4.28.
Probaremos que R satisface (RF'1), (RF2), (RF3), (RF4)y (RG5).

Las mismas ideas de la demostracién de la Proposicién 4.4.8 prueban (REF2)
y (RF3).

Para probar (RG4), consideremos U € D(X) y R(z) C U. Supongamos que
x ¢ —=U. Luego © € (—U]. Por esta razén existe y € —U tal que x < y. En
particular, y ¢ U. De este modo, por hipétesis vale que y ¢ R(z). Luego existe
VeDX)talquexz e VUI[(-=V N (V)] ey ¢ V. Como z <y deducimos
que z =y. Como y € =U, x € -U.

Por otro lado, por el Corolario 3.4.28 existe z € R(x). Luego, por hipdtesis,
z€U.Comox € -Uyzé€ R(z), z€ —=U. De este modo U N =U # ), una
contradiccién.

Para probar (RG5) supongamos que U € D(X) y que ¢ =—U — U. Luego
x < z para algin z € ==U N U*®. Por el Lema 3.4.14 existe y € (U¢) s tal que
z < z < y. Probaremos que R(y) C U. Consideremos w € R(y). Como z < y,
y € ==U N (U)ps. Por este motivo w € U.

Finalmente, por el Lema 3.4.29 tenemos que para cada U € D(X), Gr(U) =
U U [-=U N (U°)p). Usando la hipétesis inferimos que Gr(U) es clopen. Un
célculo directo prueba que Gr(U) es creciente. Por lo tanto vale (RF'1). O

Notemos que si (X, <,R) es un objeto de GHS entonces para cada U €
D(X), GU) = Gr(U) = UU[-=UN (UM, v si (X,<) es un G-espacio
entonces G existe en D(X) y

G(U) = U U [==U N (U%) ).

Sean (X1,<1)y (X3, <) G-espacios y g : (X1,<1) — (X2, <) un morfismo
de espoacios de Esakia. Diremos que g es un G-morfismo si para cada U clopen
decreciente en (X3, <3) se tiene que

g U N (U M] = g7 (==U) N g™ H(U)] -

Proposicién 3.4.31. Sea g: (X1,<1) — (X2, <2) un morfismo de espacios de
Esakia. Fxisten relaciones binarias Ry y Ro en X1 y Xo respectivamente tales
que la funcion g : (X1,<1,R1) — (X2,<2,R2) es un morfismo en GHS si y
solo si g es un G-morfismo.
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Demostracion. Es consecuencia de la Observacién 3.4.4, la Proposicion 3.4.30 y
del siguiente hecho:

g UV (U N Um)] =g (U) Ulg™H (==0) N [(g~H(U)]nd]
g7 (U Ng™ (==U) = g~ [(U)u N ==U].
O

Sea SH¢ la categoria cuyos objetos son G-espacios y cuyos morfismos son
G-morfismos.
Se sigue de las proposiciones 3.4.30 y 3.4.31 el siguiente

Teorema 3.4.32. Eziste una equivalencia categorial entre GHS y SHg.
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Capitulo 4

Subvariedades de la
variedad de S-algebras

4.1. Introduccién

En [14] X. Caicedo prueba, utilizando modelos de Kripke convenientes, que el
calculo proposicional asociado a la variedad de S-dlgebras posee la propiedad de
modelo finito (notemos que esto es equivalente a decir que la variedad menciona-
da estd generada por sus miembros finitos). Comenzaremos el capitulo dando
una prueba algebraica de que el cdlculo proposicional asociado a la variedad de
S-algebras posee la propiedad de modelo finito.

Continuaremos el capitulo presentando una caracterizacion para los espacios
asociados a S-algebras prelineales. Probaremos la propiedad de modelo finito
para el calculo proposicional asociado a la variedad de S-algebras prelineales,
cuya demostracién implicard que dicha variedad esta generada por las cadenas
finitas.

En la cuarta secciéon probaremos que ciertas subvariedades de la variedad de
S-élgebras (a las que podemos asignarle una altura finita) tienen amalgamacion.
Este resultado junto con una version apropiada del Teorema de interpolacion de
Craig nos permitird demostrar la interpolacién en el cdlculo IPCg(n), que es el
asociado a estas variedades. Utilizaremos el hecho de que cada algebra de estas
variedades admite modelo candénico para mostrar un teorema de completud del
célculo TPCg(n) con respecto a modelos de Kripke apropiados. Por otro lado
caracterizaremos a las subdlgebras dando un procedimiento geométrico (en el
respectivo espacio de representacién) para determinarlas. También estudiaremos
el coproducto para ciertos casos particulares. Finalmente haremos algunas ob-
servaciones sobre las dlgebras subdirectamente irreducibles, veremos la relacion
que tienen estas variedadades con ciertas variedades de Heyting y daremos una
descripcion del algebra libre en un generador para la variedad asociada al cdlculo
IPCs(2).

Por tltimo vamos estudiaremos las variedades generadas por (H,,S) (con
n un ndmero natural, n > 3), siendo H,, la cadena de n elementos. Comen-
zaremos mostrando cémo se vinculan las variedades V(H,,, S) con la variedad
de S-algebras prelineales y las variedades de S-algebras de altura finita. Luego
daremos una presentacion completa para el coproducto. Finalmente daremos
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una descripcién del espacio de representacion del dlgebra libre en un generador
para cada una de las variedades V(H,,, S), con lo cual tendremos un modo para
construir el dlgebra libre en cualquier cantidad de generadores de las variedades
generadas por una cadena finita.

4.2. Propiedad de modelo finito para la variedad
de S-algebras

En [14] X. Caicedo probd, utilizando modelos de Kripke convenientes, que el
calculo proposicional asociado a la variedad de S-algebras posee la propiedad de
modelo finito. En lo que sigue haremos una demostracién puramente algebraica
de este resultado. Luego de haber desarrollado la prueba que daremos aqui hal-
lamos un articulo de A. Yu. Muravistkii [52] que siguiendo una linea semejante
a la nuestra demuestra este resultado.

Definicién 4.2.1. Diremos que I° tiene la propiedad de modelo finito (PMF) si
para cada ¢ € L(S) tal que ¥ 4(g) ¢ se tiene que existe una S-dlgebra finita H y
una valuacion v : II — H tales que la extensiéon de v a un tinico homomorfismo
v : L(S) — H satisface que T(p) # 1.

En lo que sigue enunciaremos y probaremos algunos lemas técnicos que nos
permitiran luego demostrar que la variedad de S-algebras posee la PMF. La
prueba de este resultado estd inspirada en la prueba que dan Dunn y Harde-
gree en [21] para demostrar que el cdlculo proposicional intuicionista posee la
propiedad de modelo finito.

Si M es un reticulo distributivo acotado y T' C M, denotaremos como (T)
al subreticulo acotado generado por T' (en particular el 0 y 1 de (T) y de M
coinciden). Recordemos que si M es un reticulo distributivo finito entonces M
es un dlgebra de Heyting. Més ain, M es una S-dlgebra. Si {M;}, es una familia
de S-algebras entonces llamaremos —; a la implicacién en M; y S* al sucesor
en Mz

Lema 4.2.2. Sean M; un reticulo distributivo finito y My una S-dlgebra tal que
M es un subreticulo acotado de My. Si x,y,x —o y € My entonces © —o y =
r—1Y.

Demostracion. Ver demostracién del Teorema 11.9.1 de [21]. O

Lema 4.2.3. Sean My un reticulo distributivo finito y M una S-dlgebra tales
que My es un subreticulo acotado de Mo. Si x,S*(x) € My entonces S*(z) <
S?(z).

Demostracion. Sean x,S%(x) € M;. Para cada y € M; tenemos que S(x) <
yV (y —1 o). En particular vale para y = S?(x). Luego tenemos que

S(x) < 8%(x) v (S%(x) —1 z). (4.1)
Como x, 8?(x), S?(x) —o = x € My, tenemos por el Lema 4.2.2 que S?(z) —
r = S%(z) —2 z = x. Luego de la ecuacién (4.1) se deduce que S'(x) <
S%(z) V= S%(x). O
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Si H es un algebra de Heyting y a,b € H (a < b) escribiremos [a, b] para
referirnos al conjunto {z € H : a < x < b}.

Lema 4.2.4. Sea H un dlgebra de Heyting y supongamos que a < b en H son
tales que [a,b] como subreticulo de H es booleano (i.e., para cada x € [a,]
existe T € [a,b] tal que t N'T =a yx VT =b). Luego si x € [a,b] entonces
T=bA(z — a).

Demostracion. Sea x € [a,b]. Es inmediato que z A (b A (x — a)) = a. Por otro
lado zV (bA(z — a)) = 2V ((zVT)A(x — a)) = 2V (TN (x — a)) =2VT =b. O

Lema 4.2.5. Si H es una S-dlgebra y a € H entonces [a, S(a)] como subreticulo
de H es booleano. En particular, para cada x € [a,S(a)] el complemento de x,
al que denominaremos x®, coincide con (x — a) A S(a).

Demostracion. Sea x € [a, S(a)]. Luego se tiene que zAz® = xA(z — a)AS(a) =
zAaNSa)=ayzVa®=xV((zr —a)AS(a)=(zV(z—a)A(xVS(a)) =
S(a). O

Definicién 4.2.6. Sean ¥ € L(S), H una S-dlgebra y v : L(S) — H un
homomorfismo. Sean — y S la implicacién y el sucesor de H respectivamente.
Si ¥y,..., ¥, son todas las subférmulas de ¥ definimos a; como v(¥;) (para
it =1,..,n) y luego consideramos los conjuntos A = {ay,...,a,} C H, Lo = (A)
y B={a € A:S(a) € A}. Disponiendo los elementos de B en una lista ay,...,
ar, podemos definir recursivamente los conjuntos

K; = {(IE — ai) A\ S(al) rx el N [ai,S(ai)]},
Li = <Li—1 U Kz> s
para i = 1,...k. Notemos que cada a;, S(a;) € Lo.

Notemos ademéas que cada L; es un reticulo distributivo finito, K; C L; y
Li_; C L.

Lema 4.2.7. Sea H una S-dlgebra. Para cada i = 1,....,k, Li N[a;, S(a;)] como
subreticulo de L; es booleano. En particular, para cada x € [a;, S(a;)] N L; se
tiene que el complemento de x en [a;, S(a;)] N1 coincide con x%. Mds ain,
% = (x — a;) A S(a;).

Demostracion. Para i = 1,...,k definimos B; = L N [a;,S(a;)] v sea z € B;.
Luego z se puede escribir como \/; \,,, Zim, para finitos z;,, € Li_1UK;. Notemos
que en particular z = \/; A\, Zim, con zim = (m V a;) A S(a;), por lo cual cada
Zim € Bj. Como cada zj,, € [a;,S(a;)], por el Lema 4.2.5 tenemos que (2, )%
es el complemento de z, en el dlgebra de Boole [a;, S(a;)]. A continuacién
probaremos que cada (2y,,)% € B;.

Si a1, € Lij—1 entonces zj, € Li—1. Luego zi, € Li—1 N [a;, S(a;)], con lo
cual (zim)* = (2 — ai) A S(a;) € K; C Lj y por ende también pertenece a
B;.

Si ay, € K; entonces zj, = (z — a;) A S(a;), para cierto z € Li_; N
[ai, S(a;)]. Luego zim = (x — a;) A S(a;) = %, por lo cual (zp,)% = (x%)% =
reli 1N [ai, S(ClZ)] C B;.

Hemos probado que (z,,)% es el complemento de 2, en B;. Un cédlculo
directo prueba que A, V,, (z1m)® es el complemento de z en B;, por ende B; es
un dlgebra de Boole. Ademaés como B; es un subreticulo booleano de L; tenemos
que 2% = (z —; a;) A S(a;), en virtud del Lema 4.2.4. O
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Proposicion 4.2.8. Sea H una S-dlgebra. Para cadai,j =1,...,k tales que i <
J se tiene que Lj N [a;, S(a;)] como subreticulo de L es booleano. En particular,
para cada x € LyN|a;, S(a;)] se tiene que el complemento de x en LyNa;, S(a;)]
coincide con x%. Mds ain, % = (x —; a;) A S(a;).

Demostracion. Fijemos un numero natural ¢, i < k. Probaremos por induccién
que la propiedad deseada vale para todo j tal que ¢ < j < k. El caso j =i es
consecuencia del Lema 4.2.7. Supongamos ahora que L,N[a;, S(a;)] es un dlgebra
de Boole para cierto h tal que ¢ < h < k. Probaremos que Lyt N [a;, S(a;)] es
un algebra de Boole.

Un célculo directo prueba que la funcién f;, : Lyy10[apt1, S(ant1)] — LpsiN
[a;, S(a;)] dada por fp(x) = (£Va;)AS(a;) es un homomorfismo de reticulos. Sea
z € Lyy1Nla;, S(a;)], con lo cual z se puede escribir como \/; A,,, Zim, para finitos
T € Ly U Kpqq. En particular z = \/; A\, zim, con zim = (21m V a;) A S(a;).
Para probar que Ly11 N{a;, S(a;)] es un dlgebra de Boole basta probar que cada
Zim tiene complemento en Ly 1 N [a;, S(a;)].

Si @y, € Ly entonces zj, € Ly N [a;, S(a;)]. Por hipétesis inductiva Ly N
lai, S(a;)] es un édlgebra de Boole, con lo cual zi € Ly N [a;,S(a;)] € Ly N
[ai, S(as)]-

Consideremos el caso en que xj,, € Kpyi. En particular, x,, € Ly N
[ans1,S(ap+1)]- Por esta razén zy, = fr(@m) € Lnt1 N [aq, S(a;)]. Definimos
los elementos

a = fulans1), w = fu(S(ant1)), v = zim = fu(@im), = fu(zn),

v=(W" Va)Aa™.

El elemento v pertenece a Lyy1 N [a;,S(a;)]. En efecto, es claro que v €
[a;, S(a;)]. Ademds como api1,a:, S(ant1),S(a;) € Lo tenemos que a,w € L,
con lo cual a,w € Li N [a;, S(a;)]. Usando el Lema 4.2.7 se tiene que a%,w% €
LinJa;, S(a;)] € Lyy1Nlai, S(a;)]. Como ademds @ € Ly 41 N[a;, S(a;)] se infiere
que v € Lytq N ai, S(a;)]. Veremos a continuacién que u Vv = S(a;) y que
uAv = a;, lo que va a implicar que 2z, = u* =v € Ly11 N [a;, S(a;)].

Como apy1 < xppm < S(apy1), usando la monotonia de f, se tiene que

a<u<w
Luego usando que fj es homomorfismo de reticulos se llega a que
vVu=(wVa)ANa)Vu = (w*VuVu)A(a®Vu) = (w" Vw)A (e Vu) =
S(a;) A (@ Vu) > S(a;) A (e Va)=S(a;)AS(a;) = S(a;).
De esta manera llegamos a que u V v = S(a;). Por otro lado,
vAu = (W Va)Aa®)Au=a® A((w" Au)V (TAu)) = a® A((w* Au)Va) <
a® A (U Au)Va)=a* A(a;Va)=a" Aa=a;.

De esta manera u A v = a;. Por lo tanto Lyy1 N [a;, S(a;)] es un dlgebra de
Boole. O

Teorema 4.2.9. I° posee la PMF.
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Demostracion. Sean ¥ € L(S), H una S-algebra y v : L(S) — H un homo-
morfismo tal que T(¥) # 1. Sean — y S la implicacién y el sucesor de H
respectivamente. Queremos hallar una S-algebra finita L y un homomorfismo
w : L(S) — L tales que w(W¥) # 1.

Sean Uy, ..., ¥, todas las subférmulas de ®. Definimos a; como v(¥,), para
t=1,..,n. En lo que sigue usaremos la notacién dada en la Definicién 4.2.6.

Cada L; es una S-dlgebra finita. Veamos que S'(a1) = S(a;). Como S(a;) €
Lo entonces S(aj) € L;. Luego por el Lema 4.2.3 tenemos que S'(a1) < S(ay),
por lo cual S*(a;) € Ly N [ay, S(a1)]. Por la Proposicién 4.2.8 tenemos que

(Sl(al))al = (Sl(al) —1 al) N S(al) =a1 N\ S’(al) =aq. (42)

Luego concluimos que (S(a1))* = a;. Esto es equivalente a decir que S'(a;) =
S(a1) (ya que en toda &lgebra de Boole el sucesor de todo elemento coincide
con el top), que es lo que desedbamos probar.

Similarmente se prueba que S?%(az) = S(az). Ademéas notemos que por el
Lema 4.2.3 y por la Proposicién 4.2.8 se tiene (razonando como lo hicimos
previamente) que S(a1) = S%(ay). Iterando este proceso llegamos a que L = Ly,
es un subreticulo acotado (y finito) de H tal que satisface las siguientes dos
condiciones:

1. Sia,b,a — b € L entonces a — b = a — b (por el Lema 4.2.2).
2. Para cadai=1,....k, S(a;) = S*(a;).

Sea V el conjunto de variables proposicionales que aparecen en la féormula
W, Definimos una funcién w : II — L del siguiente modo:

v(r) simeV,
“’(W):{o simg V.

Sabemos que w se puede extender a un unico homomorfismo w : L(S) — L.
Por la construccién que hemos hecho para L. y para w, haciendo inducciéon
sobre cada subférmula de ¥ se llega a que w(¥;) = o(¥,;) parai = 1,...,n. En
particular se concluye que wW(¥) = v(¥) # 1. O

Corolario 4.2.10. La variedad de S-dlgebras estd generada por sus miembros
finitos.

4.3. S-algebras prelineales

En esta secciéon daremos una caracterizacion para los espacios asociados a
S-algebras prelineales y probaremos que la funcién sucesor preserva supremos
finitos en este caso, un hecho que no vale para cualquier S-algebra. Luego pro-
baremos la propiedad de modelo finito para el cadlculo proposicional que esta aso-
ciado a la variedad de S-édlgebras prelineales, cuya demostraciéon implicara que
dicha variedad estd generada por las cadenas finitas.

Las dlgebras de Heyting prelineales fueron consideradas por Horn en [34]
como un paso intermedio entre la légica cldsica y la intuicionista, y fueron
estudiadas también por Monteiro [46], G. Martinez [44] y otros. Esta es la sub-
variedad de algebras de Heyting generada por todas las cadenas, y puede ser
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axiomatizada con un conjunto de ecuaciones que caractericen a las algebras de
Heyting mas la ecuacién de prelinealidad

(r—=y)V(y—2) =1

En ([1], ch.IX) y en [46] se dan caracterizaciones para las algebras de Heyting
prelineales.

4.3.1. Teoria de representacion

Diremos que un espacio de Esakia (X, <) es un root system si para cada
x € X, el conjunto [z) = {y € X : y > x} es una cadena. Monteiro probé en [46]
(ver también [34]) que las dlgebras de Heyting prelineales estédn caracterizadas
en términos de los filtros primos. Especificamente, un algebra de Heyting H es
prelineal si y sélo si (X(H),C) es un root system.

Sea SLH la subcategoria de SHA cuyos objetos son S-dlgebras prelineales
(vamos a utilizar la misma notacién para referirnos a la variedad subyacente
a dicha categorfa). Un SL-espacio es un S-espacio (X, <) el cual es también
un root system. La categoria SLS es la subcategoria de SHS cuyos objetos son
S L-espacios.

Por la dualidad dada entre SHA y SHg (ver teoremas 3.4.13 y 3.4.19)
tenemos el siguiente

Teorema 4.3.1. Euxiste una equivalencia categorial dual entre SLH y SLS.

En lo que sigue daremos un modo equivalente de describir al sucesor en la
S-algebra de clopens crecientes de un S L-espacio.

Sean (X, <) un SL-espacio y V un clopen decreciente no vacio de (X, <).
Para cada x € V existe maximo del conjunto [2)NV, el cual serd denotado como
xy. Primero veremos que el conjunto [x) NV admite maximales. Para ello es
suficiente probar que si H = D(X), P € X(H) y V es un clopen decreciente de
X(H) no vacio tal que P € V, entonces el conjunto [P) NV admite maximales.
Este hecho se deduce de que V¢ = pp(a) para cierto a € H, y del Lema de
Zorn. Ahora veremos que existe maximo del conjunto [z) N V. Sea y € [z) NV
tal que y es un elemento maximal en dicho conjunto. Si z € [z) NV entonces
x<zyzxz<y.Luegoy<z6z<y. Comoy,z € [x)NV ey esmaximal en este
conjunto, si y < z entonces y = z. En cualquier caso z <y, por lo cual [z) NV
tiene elemento méaximo.

Si (X, <) es un SL-espacio y V es un clopen decreciente no vacio de (X, <),
para cada x € V escribiremos zy para el méximo del conjunto [z) N V.

Proposicion 4.3.2. Si (X, <) es un root system y V es un clopen decreciente
no vacio entonces Vay = J ey iov}.

En particular, si (X, <) es un SL-espacio, U € D(X) y U # X entonces
SW)y=vu(|J {zuvd.
zeUe

Demostracion. Si x € Vi entonces x € [z) N V. Sea y € [x) NV, por lo cual
x <ycony € V. Usando que x € Vs se llega a que = y. Luego [z)NV = {x}
y ast x € |J, ey {zv}. Reciprocamente, sea y € |,y {2v}. Luego y = zy para
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cierto x € V' y en particular y € V. Seay < zcon z € V. Luegoy € [x) NV y
por ende y = z. Por lo tanto y € Vj,. O

El siguiente resultado nos permitira demostrar que toda S-dlgebra prelineal
preserva supremos finitos.

Lema 4.3.3. Sea (X, <) un poset con la propiedad de que para cada x € X el
conjunto [x) es una cadena. Luego para cada A y B subconjuntos decrecientes
de X tenemos que (AN B)y C Ay U By

Demostracion. Sean A, B decrecientes y x € (A N B)j. Supongamos que = ¢
A, por lo cual existe y € A tal que © < y. Sea z € B con x < z. Veremos
que x = z y por esta razén serd x € Bj;. Notemos que y, z € [z), por lo cual
por hipétesis tenemos que y < z 6 z < y. Si y < z entonces y € AN B. Sin
embargo x < y, con lo cual x = y, una contradiccién. Luego z < z < y, por lo
cual z € AN B y asi x = z, que era lo que desedbamos probar. O

Corolario 4.3.4. En toda S-dlgebra prelineal vale la ecuacion
S(@Vvy)=S5()VSy).

Demostracion. La ecuacion S(z) vV S(y) < S(xV y) se sigue de la monotonia de
la funcién sucesor (dado que S es un operador frontal, ver Lema 3.2.2). La otra
desigualdad es una consecuencia directa del Lema 4.3.3 y del Teorema 4.3.1. En
efecto, si U y V son clopens crecientes de un SL-espacio entonces

SUUV)=UUVUUNV)y CUUVU U UV =SU)USV).

O

4.3.2. Propiedad de modelo finito

Sea LI7 el cilculo I con el axioma adicional (a — () V (8 — «).

Definicién 4.3.5. LI° tiene la propiedad de modelo finito (PMF) si para cada
@ € L(S) tal que ¥ 4(g)  existe una S-dlgebra prelineal finita H y una valuacién
v : II — H tal que la extensién de v a un tinico homomorfismo @ : L(S) — H
satisface que T(p) # 1.

En lo que sigue probaremos que LI° tiene la PMF.

Lema 4.3.6. (Lema 1.1 de [34]) Sea H un dlgebra de Heyting prelineal. Si P
es un filtro primo de H entonces H/P es una cadena.

Sea C' una S-dlgebra que es una cadena (llamaremos — y S a la implicacién
y al sucesor de C, respectivamente), y sea L un subconjunto finito de C' tal
que contiene al primer y al ultimo elemento de C. El siguiente resultado es
inmediato.

Lema 4.3.7. L es un subreticulo acotado de C' tal que tiene implicacion —1, y
sucesor St,. Mds aun, se satisfacen las siguientes dos condiciones:

1. Siz,y € L entonces v — y =z — y.

2. Sixz,S(x) € L entonces Si,(xz) = S(x).
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Proposicién 4.3.8. LI° posee la PMF.

Demostracion. Sean U € L(S), H una S-dlgebra prelineal y v : L(S) — H un
homomorfismo tal que T(¥) # 1. Sean — y S la implicacién y el sucesor de
H respectivamente. Vamos a hallar una cadena finita L y un homomorfismo
t: L(S) — L tal que t(¥) # 1.

Como T(W¥) # 1, por el Teorema del Filtro Primo se tiene que existe un filtro
primo P de H tal que 5(¥) ¢ P, es decir, tal que 7(¥)/P # 1. Llamando C a
H/P, se tiene que C' es una cadena, en virtud del Lema 4.3.6.

Por otro lado, dado que el sucesor es un operador compatible, tenemos que
la aplicacién cociente p : H — C es un homomorfismo de S-algebras y por ende
w = pv : L(S) — C también lo es. Notemos que w(¥) =v(¥)/P # 1.

Sean Suby = {V1q,..., ¥, } el conjunto de todas las subférmulas de ® y L el
subconjunto de C' dado por {0,1} U {w(«) : o € Subs}. Si V es el conjunto de
variables proposicionales que aparecen en ¥, podemos definir la funcién ¢ : IT —
L del siguiente modo:

f ow(r) simeV,
t(”){o siméV.

Sabemos que ¢ se puede extender a un tinico homomorfismo ¢ : L(S) — L.
Por la construccion que hemos hecho para L y para ¢, utilizando el Lema 4.3.7
y haciendo induccién sobre las subférmulas de ¥ se llega a que t(¥;) = w(¥;)
para i = 1,...,n. En particular se concluye que ¢(¥) = w(¥) # 1. O

La demostracién de la propiedad anterior nos permite enunciar el siguiente

Corolario 4.3.9. La variedad de S-dlgebras prelineales estd generada por las
cadenas finitas.

Observacion 4.3.10. Notemos que como en todas las cadenas finitas el sucesor
preserva supremos finitos, esta propiedad vale también en toda S-dlgebra prelin-
eal (esto es una prueba inmediata del Corolario 4.5.4). Un argumento andlogo
prueba que en toda S-dlgebra prelineal vale la ecuacion S(x — y) = S(z) —

S(y)-

Si bien en toda S-dlgebra valen las desigualdades S(x) vV S(y) < S(xVy) y
S(x — y) < S(x) — S(y), tenemos que las igualdadades no valen en general,
como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.11. Consideremos la siguiente S-dlgebra:

o]l

.C
'’
N\
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Tenemos que S(a) vV S(b) = ¢ <1 = 5(c) = S(aVb)y que S(a — 0) =
S)y=c<l=c—c=5(a) — 5(0).

4.4. S-algebras de altura finita

En esta seccién probaremos que ciertas subvariedades de la variedad de S-
algebras tienen amalgamacion. Este resultado, junto con una versién apropiada
del Teorema 1 de [43], nos permitird demostrar la interpolacién en el cdlculo
IPCg(n), que es el que estd asociado a estas variedades. Utilizaremos el hecho
de que cada algebra de estas variedades admite modelo canénico para probar
un teorema de completitud del cdlculo IPCgs(n) con respecto a modelos de
Kripke apropiados. Por otro lado caracterizaremos a las subalgebras dando un
procedimiento geométrico (en el respectivo espacio de representacién) para de-
terminarlas. También estudiaremos el coproducto para ciertos casos particulares.
Finalmente haremos algunas observaciones sobre las algebras subdirectamente
irreducibles, veremos la relaciéon que tienen estas variedades con ciertas var-
iedades de Heyting y daremos una descripcién del algebra libre en un generador
para la variedad asociada al calculo IPCg(2).

Parte de estos resultados fueron publicados en [17] y en [19].

4.4.1. La altura en posets, espacios topoldgicos y algebras

Sea (X, <) un poset y N el conjunto de niimeros naturales . Para cadan € N
definimos la siguiente sucesién de conjuntos {X,, },,>1:

Xl :XMa
X7),+1 = Xn U (X'ICL)M

Luego para n > 2 definimos los conjuntos Xn como

X1:X1,

X = (XS =X — X1

Diremos que un poset (X, <) tiene altura n si X = X,, y n es el minimo de
los niimeros naturales con esta propiedad.

Observacién 4.4.1. Sea (X, <) un poset y n € N.
(1) X, es un conjunto creciente.

(i) X, = U, X;. En efecto,

con lo cual de manera equivalente podemos decir que un poset (X, <) tiene altura
menor o igual que n si y sélo si X =J_, X;.
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Definimos la altura de un S-espacio como la altura de su poset subyacente.
Escribiremos TSH,, para la categoria cuyos objetos son S-espacios de altura
menor o igual que n y cuyos morfismos son los mismos de SHg.

Diremos que una S-dlgebra H tiene altura n si S (0) =1y n es el menor
nimero natural con esta propiedad. Escribiremos SH,, para la clase de S-algebras
de altura menor o igual que n. Esta clase es una variedad caracterizada por las
ecuaciones de S-algebras y la ecuacion adicional

SM(0) =1,

0, de manera equivalente, la ecuacién S () = 1. Notemos que SH; es justa-
mente la variedad de dlgebras de Boole (en este caso el sucesor coincide con el
ultimo elemento del dlgebra), y ademés

SH; CSH, C...SH, C ...

También escribiremos SH,, para la categoria cuyos elementos son S-algebras de
altura menor o igual que n y cuyos morfismos son los mismos de SHA.

El siguiente resultado es una consecuencia directa de los teoremas 3.4.13 y
3.4.19.

Teorema 4.4.2. FEuxiste una equivalencia categorial dual entre SH,, y TSH,,.

El siguiente lema y la siguiente proposiciéon nos permitiran dar una mejor
descripcién para los morfismos de la categoria TSH,,.

Lema 4.4.3. Sean (X,<) e (Y, <) S-espacios, y sea [ : (X,<) — (YV,<) un
morfismo en SHg. Luego las siguientes condiciones valen:

(a) f71(v3) = X,
(b) fﬁl(ﬁ') =X;.

(c) Si (X,<) e (Y,<) son S-espacios de altura k y I respectivamente entonces
k<L

(d) Sif es suryectiva en (c) entonces k = 1.

Demostracion. (a) Haremos la demostracién por induccién.
Caso i = 1: tenemos que f~'(Y;) = f~'(Yy) = Xy = Xi. Supongamos
ahora que la propiedad vale para cierto 7 € N. Luego

FH i) = FHS(Y) = S(FT1(Y0) = S(Xi) = X1

(b) Es consecuencia de (a). El caso i = 1 es immediato. Para ¢ > 1 tenemos
que f71(Y;) = X;, con lo cual f~1(Y;_) U f~*(¥;) = X;_1 U X;. Tomando la
interseccién con respecto a X; en ambos miembros (y utilizando (a)) se tiene
que X; C f~(Y;). Tomando la interseccién con respecto a f~1(Y;) en ambos
miembros (y utilizando (a) nuevamente) llegamos a que f~1(Y;) C X;.

(¢) Por (a) tenemos que X = f~1(Y) = f~1(V}) = X;, con lo cual k < .

(d) Por (c¢) sblo necesitamos probar que I < k. Sea y € Y. Como [ es
suryectiva existe z € X = X}, tal que y = f(z). Por el item (a) tenemos que
y €Y. Luego Y =Y, y por ende [ < k. ]
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Sea f : (X,<) — (Y¥,<) un morfismo en HS y sean (X,<) e (Y,<) S-
espacios. Consideremos la siguiente condicién:

(E) Para cada x,y € X, z < y implica que f(x) < f(y).

Proposicién 4.4.4. Si [ satisface la condicion (E) entonces [ es un morfismo
en SHg. Reciprocamente, si f : (X,<) — (Y,<) es un morfismo en TSH,
entonces f satisface la condicion (E).

Demostracion. Supongamos que [ satisface la condicién (E) y sea U € D(X).
Por la Observacién 3.4.18 sélo necesitamos probar que f~1(U§,) C (f~1(U°)) -
Sean z € f~H(U§) y o < z con z € f~HU®). Si z < z entonces f(z) < f(2)
(por la condicién (FE)), una contradiccion. Luego f es un morfismo en SHg.
Reciprocamente, supongamos que f : (X, <) — (Y, <) es un morfismo en
TSH,, y sea z < y. En particular, f(z) < f(y), as{ que supongamos que f(z) =
f(y). Luego existe un ntimero natural i tal que f(z) € Y;. Por (b) del Lema
4.4.3 tenemos x,y € X,;, una contradiccion ya que x < y. ]

Corolario 4.4.5. Sean (X,<) e (Y,<) S-espacios y f : (X,<) — (Y, <) un
morfismo en HS. Luego f es un morfismo en TSHy, si y sélo si f satisface la
condicion (E).

4.4.2. Extension candnica

Las extensiones canénicas de reticulos distributivos con operadores fueron
introducidas por Gehrke y Jénsson en [29] como una generalizacién natural de
extensiones canonicas de las dlgebras de Boole con operadores (ver también
28]).

Supongamos que L es un reticulo. Un par (C,e) es una completacion de L
si C es un reticulo completo y e : L — C' es un monomorfismo de reticulos.

Una completacién (C,e) de un reticulo L se dice densa si cada elemento ¢
de C es un supremo de infimos y un infimo de supremos de elementos de e(L).

Una completacién (C,e) de un reticulo L se dice compacta si para cada par
de subconjuntos A y B de L tales que Ae(A) < \/e(B) se tiene que existen
subconjuntos finitos Ag y By de A y B respectivamente tales que A e(4y) <
V e(Bo).

Una extension canonica de un reticulo L es una completacion densa y com-
pacta de L. La misma es inica salvo isomorfismo (ver [3]).

De modo anélogo podemos definir extensiéon candnica de algebras cuyos re-
ductos sean reticulos.

Si H es un algebra de Heyting, una extensién canoénica de H es el par
(X(H)*, on).

En lo que sigue veremos que todas las dlgebras en SH,, tienen una extension
canonica.

Lema 4.4.6. Sea (X, <) un poset. Luego
(a) Sii+#j entonces X; N X; = 0.

(b) Si:cgy,xe)zieye)zj entonces j < i.
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Demostracion. (a) Supongamos que X n Xj # 0y que i < j. Luego existe
r € X tal que = € XN Xj, siendo ¢ < j — 1. En particular = ¢ X;_1, con lo
cual z ¢ X;. Luego x ¢ Xiz una contradiccion.

(b) Sean z < y, v € X; e y € X;. Tenemos que z € X; y por ende, que
y € X;. Luego existe k < i tal que y € Xj. Por (a) inferimos que j =k <4i. O

Lema 4.4.7. Sea (X, <) un poset. Sii>2 yx € X, entonces existe y € X1
tal que x < y.

Demostracion. Consideraremos dos casos.

Caso i = 2: supongamos que T € Xg, por lo cual ¢ X)s. Luego existe
y € X tal que x < y. Usando que z € X5 llegamos a que y € X5. De este modo
como z < y se concluye que y € Xl.

Caso i > 2: sea x € X;. Por (a) del Lema 4.4.6 tenemos que z ¢ X; ;| =
(Xf 5)m- Luego como ademds x ¢ X, 5 se tiene que existe y ¢ X;_o tal que
x < y. Por otro lado existe j = 1,...,7 tal que y € Xj. Si j = i, usando que
T,y € X; vy que x < y tenemos una contradiccién. Supongamos que j < 7 — 2.
Usando que y ¢ X;_o tenemos que y ¢ X para cada k = 1,...,7 — 2. En
particular y ¢ Xj, una contradiccién. Por lo tanto j =4 — 1. ]

Ahora probaremos la siguiente

Proposicion 4.4.8. Sea (X, <) un poset. Si (X, <) tiene alturan € N entonces
X™T es una S-dlgebra de altura n. Mds ain, para cada U € X tenemos que

S(U) =U U (U)ar.

Demostracién. Por el Corolario 3.3.2, para probar que X T admite sucesor sélo
necesitamos probar la condicién (P). Sea V' un conjunto decreciente en (X, <) y
sea x € V. Tenemos que existe 7 € {1,...,n} tal que x € X;. Luego [z)ﬂVﬁXi #*
(). Consideremos el conjunto

M={k=1,...n:[z)NVNX; #0}.

Como i € M se concluye que M # (). Sea j = min M. Luego [z) NV N Xj # (),
por lo cual existe v € [x) NV N Xj. Por esta razén z < v y v € V. Supongamos
que v < w para cierto w € V. Existe k € {1,...,n} tal que w € Xk, y por esto
w e [z) NV N Xy Luego [2) NV N X, #0, y ke M. Por lo tanto j < k.

Por otro lado por (b) del Lema 4.4.6 tenemos que k < j; por ende k = j.
Usando que v < w con v,w € X}, se tiene que v = w, y asi v € Vjs. Luego

Finalmente por hipétesis tenemos que S () = X,, = X. Si S®) () = X, =
X entonces n < k ya que X = X,, = Xj. O

Observacion 4.4.9. La demostracion de la proposicion previa nos dice que si
un poset tiene altura finita entonces satisface la condicidn (P). Sin embargo la
reciproca no es cierta en general. Si consideramos el poset N (recordemos que
este es el poset de nimeros naturales con cero con el orden inverso) se tiene que
satisface la condicion (P) y sin embargo no tiene altura finita.

En general, si H es una S-dlgebra entonces X(H)™ no es necesariamente
una S-algebra, como lo muestra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 4.4.10. Notemos que si @ es la suma ordinal de posets (ver [1], pdg.
39) entonces Ng @ N° es una S-dlgebra. Sin embargo (X (Ng ® N°))T no es una
S-dlgebra.

Llamaremos: [w) = p,, [i) =pi, [7i)=p_s, p=N.

Algebra H = Ny ® N°  Poset P de primos  Algebra P*

w b1 I12%)
-1 P2 [ _1)
-9 p3 [ _2)
-3
p
[p)
(p)®
pb-3
p—2
? [p3)
pP-1
2
[p2)
Puw
1
[p1)
0

4.4.3. Propiedad de amalgamacion

La propiedad de amalgamacién fue considerada primero por Schrwier en
[60], donde la misma fue investigada para grupos. En una forma general, la
propiedad de amalgamacién fue formulada primero por Fraissé ([24]) en conexién
con ciertas propiedades de inmersiones.
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Definicién 4.4.11. Sea K una clase de dlgebras. Para Hy, H; Hy € K, e inmer-
siones i1 : Hy — Hy y is : Hy — Ha, la estructura (Hy; i1, Hy; 12, Ha) es llamada
una K-amalgama. Diremos que esta K-amalgama puede ser amalgamada en K
si existe algin H € K e inmersiones €1 : Hy — H y €5 : Hy — H, tales que
€111 = €2io. Esto es, si el siguiente diagrama conmuta:

Hy —2> H,

H2T>H

Diremos que K tiene la propiedad de amalgamacién (o bien que K es amal-
gamable) si cada K-amalgama puede ser amalgamado en K. La terna (H, €1, €3)
serd llamada una extension comun de Hy y Hs sobre Hy.

En esta parte del trabajo probaremos que para cada n € N, SH, tiene la
propiedad de amalgamacién. Para ello utilizaremos la equivalencia categorial
dual dada en el Teorema 4.4.2; y el Corolario 4.4.5.

Para j = 1,2, sea i; : Hy — H; un monomorfismo en la categoria SH,,. Si
consideramos « : X(Hy) — X(Hp), dada por o = X(i1) vy 8 : X(Ha) — X (Hp),
dada por 8 = X(iz), tenemos que o y 3 son epimorfismos en la categorfa TSH,,.
Tomemos X = X(H;), Y = X(Hz), Z = X(Hyp) y consideremos el conjunto

W={(z,y) € X xY :a(z) =By}

Por (d) del Lema 4.4.3 tenemos que X, Y y Z son S-espacios de la misma
altura h < n. Notemos que

h
Wguxxﬁ (4.3)
=1

En efecto, sea a(x) = B(y). Luego existe i € {1,...,h} tal que = € )A(i.APor
(b) del Lema 4.4.3 tenemos que f(y) = a(z) € Z;. Por esta razén y € Yj, y
(z,y) € X; x Y;.

Con la notacion de arriba, tenemos la siguiente

Proposicién 4.4.12. El poset (W, <) tiene altura h.

Demostracion. Probaremos por induccién sobre el indice de nivel 1 € N que
W N (X; xY;) CW,. (4.4)

Sea (z,y) € W,z € Xy e y € Y. Supongamos que (z,w) € Wy que (z,y) <
(z,w). Usando que & € X e y € Y tenemos que (z,y) = (z,w), y por lo
tanto (z,y) € Wy. Luego

Wwn (Xl X }}1) g Wl.
Supongamos ahora que W N (X; x ;) € W; para todo i < k (k € N). Tomemos

(z,y) € WN (Xpy1 X Yiey1). Luego a(z) = B(y), # € Xpyr ey € Yi41. Supong-
amos que (z,y) € Wy. En particular existe ¢ < k tal que (x,y) € W;. Por otro
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lado, por el Lema 4.4.7 existe x; € X; tal que z < x;, y por la Proposicién
4.4.5 se deduce que ax) < a(z;). Como [ es suryectiva existe z; € Y tal que
o(x;) = B(z). Por (b) del Lema 4.4.3 tenemos que z; € Y;. Usando que § es
un p-morfismo y que S(y) < B(z), llegamos a que existe y; € Y tal que y < y;
y B(y;) = B(z). Nuevamente por (b) del Lema 4.4.3 tenemos que 1; € Y;. De
este modo se concluye que (z,y) < (z;,1:) € W N (X; x ¥;) € W, una con-
tradiccién dado que (z,y) € W;. Luego (z,y) € (Wi)°. Sea (x,y) < (z,w) con
(z,w) € (W)¢. Supongamos que x < z, con lo cual por el Lema 4.4.7 tenemos
que z € X, para algtn i < k. Luego por (4.3) y (a) del Lema 4.4.6 se tiene que
w € Y;, con lo cual (z,w) € WN ()A(Z X f’z) C W;, una contradiccién porque
(z,w) € W¢. Luego (z,y) € W1, y por lo tanto

W N (X1 X Y1) € Wi

De este modo la condicién (4.4) vale para todo ¢ € N. Por (4.3) y (a) del Lema
4.4.6, llegamos a que . A R

wn (Xl X Y;) =W,
para cada ¢ € N. Por (4.3) se obtiene que

h h

W= JWn(X; xYy)) =] W

i=1 i=1

En particular, Wj, = W. Sea m un ntmero natural tal que W,, = W. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que h es la altura de (X, <). Probaremos
primero que X = X;, = X,,. Sea z € X}, con lo cual existe i € {1,...,h}
tal que € X;. Por (b) del Lema 4.4.3 tenemos que a(z) € Z;. Como f3 es
suryectiva existe y € Y tal que a(x) = 5(y), siendo en particular y € Y;. Luego
(z,y) € W = W,,. Por esta razén existe j € {1,...,m} tal que (z,y) € W;, de
lo cual se deduce que x € Xj, y asi, x € X,,. De este modo X = X, C X, es
decir, X = X}, = X,,. Como la altura de (X, <) es h inferimos que h < m, con
lo cual la altura de (W, <) es h. O

Por las proposiciones 4.4.12, 4.4.8 y con la notacién de arriba, tenemos el
siguiente

Corolario 4.4.13. W es una S-dlgebra de altura h.

Para i = 1,2 definimos las funciones f; : H; — W™ como
fl(b) :{(P17P2) GWZbEPZ‘}.

Estas funciones son monomorfismos de algebras de Heyting tales que fi1i; = fais
(ver [33], Seccidn 2.5). Como ¢u, (Sb) = ¢om, (0)U(vw, (D)5, v S(fi(d)) = fi(b)U
(fi(b)°) s, se puede probar que

fi(S(b)) = S(fi(b))'

Para probarlo fijemos i € {1,2}. Sea (Py, P2) € fi(S(b)), con lo cual (P, Py) €
Wy S(b) € P;. Luego P; € vm,(S(b)) = pu, (b)U (¢, (b)) ar. Queremos probar
que (P, Py) € S(fi(b)) = fi(b)U(fi(b)°)nr- Si P; € ¢, (b) entonces b € P; y por
ende (P1, P) € fi(b). Sea P; € (pm, (b)) y sea (Q1,Q2) € (fi(b))¢ (es decir,
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(Q1,Q2) €W y b ¢ Q) tales que Py C Q1 y P, C Qa. Como P; € (pu, (b)) m
se tiene que P; = ;. Luego por (4.3) se infiere que P, = Q1 y P» = Q2. Por
esta razén (Pr, P2) € (fi(b))m, y ast f;(S(b)) C S(fi(D)).

Reciprocamente sea (P, P2) € S(fi(b)) = fi(b)U(f;(b)°)ar. Debemos probar
que (P1, Py) € fi(S(D)), es decir, que P; € o, (S()) = ¢om,(b) U (wm, (b)) Si
(P, Py) € fi(b) entonces b € P;. Luego P; € g, (b) y por ende P; € g, (S(D)).
Consideremos el caso en que (P, Py) € (fi(b))ar. Sea P; C Q; tal que b ¢ Q.
Supongamos que ¢ = 1 (el caso i = 2 se prueba de modo similar), con lo cual
P C Q1 yb¢ Qp. Notemos que 3(P2) = a(Py) € «(Q1). Utilizando el hecho
de que 3 es p-morfismo se tiene que existe un filtro primo @2 de Hy tal que
Py C Q2 y B(Q2) = a(Q1). Luego (P1, P2) < (Q1,Q2) v (Q1,Q2) € fi(b)".
Por esta razén Py = Q1 y Po = Q2. En particular, Py € (pg, (b)¢)r. Por ende
(P1, Py) € fi(S(b)), quedando asi probado que S(f;(b)) C fi(S(b)).

Por lo tanto tenemos el siguiente

Teorema 4.4.14. SH,, tiene la propiedad de amalgamacion.

4.4.4. Teorema de interpolacion de Craig

Esta parte del trabajo tiene como meta principal probar que el calculo
proposicional correspondiente a la la variedad SH,, satisface el Teorema de In-
terpolaciéon de Craig.

Definicién 4.4.15. Supongamos que A(V) define axiométicamente un conec-
tivo V. Por el Teorema de Interpolacién de Craig (CIT) en la logica I PCy nos
referiremos a la siguiente proposicién: para cada par de férmulas «, 5 € L(V),
si Fa(v) @ — (3 entonces existe v en L(V) tal que Fa(vy o — v, Facwy B— 7y
~ contiene sélo aquellas variables las cuales ocurren simultdneamente en o'y 3.

Supongamos que K es una clase arbitraria de dlgebras. Si x es un conjunto
de k variables y p(z) es una ecuacién en K, escribiremos =g p(z) en caso de
que para cada H € K y para cada aq, ...,a; € H tengamos que la ecuacién dada
por p(ay,...,ax) es verdadera en H.

Si K es una clase de algebras parcialmente ordenadas y x tiene k variables,
definimos =g t(x) < u(x) (donde ¢ y u son términos) en caso de que para
cada H € K y para cada ay,...,ar € H tengamos que la desigualdad dada por
t(ay,...,ar) <wulay,...,ar) es verdadera en H.

Sea K una clase de dlgebras. Si p y ¢ son igualdades (podemos suponer con
igual cantidad de variables k) escribiremos =k p/Aq¢ para indicar Ex py Ex q.
Escribiremos =, p = ¢ para referirnos a la siguiente afirmacién: para cada
HeKyay,..,a € H, sip(ay,..,a;) vale en H entonces g(ay, ..., ax) vale en
H.

Por el principio de interpolacion para igualdades (IPE) en la clase K nos
referiremos a la siguiente proposicion: dados conjuntos de variables x,y, z dis-
juntos de a pares e igualdades pi(x,y),....pn(z,v), ¢(z, 2), si

=k A\ piley) = alz, 2)

i=1

entonces existen m igualdades 7 (z), ..., 7, (x) tales que
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Fr N pile,y) = NiZy75(@) y Fr N2 7i(2) = (@, 2).

Si todas las algebras en K estdn parcialmente ordenadas, definimos el princi-
pio de interpolacion para desigualdades (IPI): para cada par de términos t(x, y)
y u(z,2), si Ex t(z,y) < u(z,z) entonces existe un término v(x) tal que
x Ho,y) < (@) < ule, 2),

Una clase K de dlgebras es llamada fuertemente amalgamable si para cada
Hy, H Hy € K la Definicién 4.4.11 se satisface y €1 (Hy) Nea(Hz) = €141 (Hp).
Si todas las algebras en K estan parcialmente ordenadas, K es llamada su-
peramalgamable si la Definicién 4.4.11 se satisface para Hg, H1,Hy € K, vy si
para j,k € {0,1}, si €;(2) < ex(y) entonces existe z € Hy tal que x <; ij(z) e
ix(2) <t y (donde <, es el orden en H; para i =1,2).

Sea K una clase de algebras tal que en cada H € K podemos definir el
supremo de dos elementos. Diremos que H estd completamente conectada si
para todos z,y € H,sizVy=1entoncesx =106y =1.

El siguiente teorema es consecuencia de una reformulacién del Teorema 1
dado en [43], cuya prueba utiliza también el Teorema 4.1, el Teorema 4.2 y el
Corolario 4.4 de [11], respectivamente.

Teorema 4.4.16. Supongamos que A(V) define axiomdticamente un conectivo
V. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) CIT es verdadero en IPCy;

2) La variedad V(A(V)) satisface la IPI;

3) La variedad V(A(V)) satisface la IPE;

4) V(A(V)) es superamalgamable;

5) V(A(V)) es fuertemente amalgamable;

6) V(A(V)) tiene la propiedad de amalgamacion;

7) La Definicion 4.4.11 is satisface para cualesquiera dlgebras totalmente conec-
tadas Hy, Hy, Hy € V(A(V))

Sea n € N. El siguiente conjunto A(S),, de esquema de axiomas define ax-
iomaticamente un conectivo del célculo intuicionista (ver Ejemplo 5.2 de [11]):

(Sn1) a — S(a),
(Sn2) S(a) — (BV (8 — a)),
(Sn3) (S(a) —a) — o,
(Sn4) S0 (a).

En particular, tenemos V(A(S),) = SH,. Escribiremos IPCgs(n) para el
célculo proposicional intuicionista con los axiomas adicionales (Sn1)-(Sn4), con
Modus Ponens y sustituciéon como tnicas reglas. Luego por los teoremas 4.4.14
y 4.4.16 tenemos el siguiente

Corolario 4.4.17. IPCg(n) satisface CIT.
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Queda abierta la pregunta de si el calculo I° posee el CIT (o equivalente-
mente, si la variedad de S-algebras satisface la propiedad de amalgamacion).

Lo que haremos en lo que sigue es demostrar una serie de lemas que probaran
luego en detalle el Teorema 4.4.16. Antes de hacer esto aclararemos algunas
cosas. Los lemas que daremos son la adaptacion de los lemas que da Maksimova
en [43] para demostrar el Teorema 1 del trabajo citado (para demostrar estos
lemas utilizaremos el Teorema 4.1, el Teorema 4.2 y el Corolario 4.4 de [11],
los cuales fueron enunciados en la seccién 2). Por una cuestiéon de completitud
del trabajo haremos en detalle las respectivas demostraciones, las cuales son
esencialmente las mismas que han sido hechas originalmente por Maksimova.

Supongamos que p es la igualdad de términos u = v. Luego p denotard al
término (u — v) A (v — u).

Lema 4.4.18. Sea f un operador implicito compatible de dlgebras de Heyting.
La cuasi-identidad (p1 A ... A pn) = q es verdadera en V(E(f)) si y sdlo si
la identidad (P1 A ... ADp) — G =1 es verdadera en V(E(f)).

Demostracion. =) Supongamos que la identidad (py A ... AP,) — g = 1 no vale
en V(E(f)). Sean x4, ..., z,, las variables que aparecen en esta identidad. Luego,
existe p € V(E(f)) y a1, ..., am € p tales que ((F1A...ADr) — @)(a1, ..., am) # 1.
Sea ® el filtro generado por el elemento (p1 A ... A pp)(at, ..., am). Como f es
un operador implicito compatible de algebras de Heyting concluimos que p; =
w/® € V(E(f)). Luego tenemos que

Di(a1/®,...,am/P)=1parai=1,..,n,

q(al/d), ceny am/@) 7é 1.

Por lo tanto obtenemos que =y (g(f)) (P1 A ... App) = ¢ no vale, una contradic-
cion.
<) Se sigue de que Fy gy (t=1A(zr —y=1))= (y=1).
O

Lema 4.4.19. Sean 1),2),3),4),5),6) y 7) los items del Teorema 4.4.16.
Luego 1) & 2) & 3) yd) =5)=6)= 7).

Demostracion. 1) < 2) < 3). Se deduce del siguiente hecho vélido para férmu-
las de la l6gica Ly: Fy(a(vy) @ — B sii (por teoremas 2.2.3 y 2.2.4) Ik 4 vy a — 3
sii |:V(A(V)) a — (3, con lo cual vale que

Fawy @ — Bsil Fyaw)) o — 6.

1) & 2). =) Supongamos que t(z,y) y u(z, z) son términos tales que =y (4(v))
t(z,y) < u(w,z), con lo cual F4(y) t(z,y) < u(z, z). Por hipdtesis tenemos que
existe un término c(x) tal que F4(v) t(x,y) — c(z) y Facv) c(x) — u(z, 2), es
decir =y awy) tz,y) < c(r) < u(zx, z). La reciproca es similar.

2) & 3). =) Sean z,y, z conjuntos de variables disjuntos dos a dos. Sean
p1(x, ), (2, y), q(z, 2) igualdades tales que

n

Fvaw) /\ pi(z,y) = q(=, 2).

i=1
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Por el Lemma 4.4.18 tenemos que A, pi(z,y) — q(z,z) = 1 en V(A(V)), es
decir A, pi(x,y) < q(x, z). Luego por hipétesis existe un término v(z) tal que
ALy Fi@.y) < v(@) < gz, ), con lo cual A, 7i(a.y) — o(@) = 1y v(x) —
q(x,z) = 1. Si V(z) es la igualdad de términos v(z) = 1 entonces V (z) = v(z).
Aplicando el Lema 4.4.18 deducimos que =y (a(v)) ANy pi(z,y) = V(z) y
Fviaw) Vz) = q(z, 2).

3) = 2). =). Sean t(z,y) y u(z,z) términos tales que Fy(a(v)) t(z,y) <
u(z, z), siendo x,y,z conjuntos de variables disjuntos dos a dos, con lo cual
Fvaw) t(x,y) — u(z,z) = 1. Sean T'(z,y) y U(x, 2) las igualdades de térmi-
nos t(z,y) = 1y U(x,z) = 1, respectivamente. Luego T(x,y) = t(z,y) y
U(z,z) = u(w,z), con lo cual T(x,y) — U(z,z) = 1 vale en V(A(V)). Por
el Lema 4.4.18 tenemos que =y (a(vy) T(z,y) = U(x,z). Por hipdtesis exis-
ten m y términos 71(x), ..., 7 () tales que =y (acvy) T(z,y) = AL, 7i(z) y
FvAw) AL, 7i(z) = U(x, z). En particular, para cada ¢ = 1, ..., m tenemos
que

Fvawy) T(z,y) = 7i(z).
O

Notemos que (A!~, 7i(z)) = (A, Ti(z)) y llamemos v(z) a este término.
Aplicando el Lema 4.4.18 tenemos que

Fvaw)) tlz,y) = Ti(z) = 1 (para cada i = 1,...,m),
Fviaw) v(e) = u(z, 2),

de lo cual se deduce en particular que =y (a(vy) t(z,y) = v(z) = 1. Por lo tanto
concluimos que =y (a(vy) t(z,y) < v(r) < u(z,2).

4) = 5). Sean pq, p1,p2 € V(A(V)) e i1 : g — p1, 12 : flg — fl2 MONOMOT-
fismos tales que satisfacen la condicién de superamalgamabilidad. La inclusiém
€1(10) C €e1(p1) Nea(pz) se deduce de manera inmediata de la condicién (A).
Reciprocamente, sea a € e1(u1) Nea(pz2), con lo cual a = € (x) = e2(y), para
ciertos & € py e y € uo. Por hiptesis existen z,w € g tales que = <y i1(2),
i1(2) <oy, y <o iz(w), iz(w) <y x. Dado que €1(x) = e2(y) tenemos que
a=¢€(x) = €141(2), con z € ug. Es decir, a € €111 (o).

5) = 6) = 7). Se deduce de manera inmediata a partir de las definiciones.

Lema 4.4.20. Supongamos que el conjunto de formulas A(V) define axiomdtica-
mente un conectivo V. Si Ly satisface el teorema de interpolacion de Craig
entonces V(A(V)) es superamalgamable.

Demostracion. Supongamos que pg, 1, 2 € V(A(V)) y que 41 : pg — p1 e
ig 1 ftp — o son monomorfismos, siendo pg subdlgebra de py y po. Lo primero
que debemos probar es que se satisface la condicién (B). Sea i = 0,1,2. A cada
a € ju; le asociamos una variable 2, de modo tal que #¥ = 2. = 22 en caso de que
a € uo y el resto de las variables son distintas. Sean F; el conjunto de variables
proposicionales en las variables % y F el conjunto de férmulas formadas por las
variables proposicionales en las variables 29,21 22. Si H € V(A(V)) ya € H
fijamos una interpretacién de las variables, asignando a cada ! el valor a,
y escribiremos H Fy(a(vy) @ = (8 si la igualdad a = ( es verdadera en la

interpretacién dada. Para 7 = 1,2 definimos los conjuntos

T, = {a o € F; Y M ':V(A(V)) o = ].}
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Notemos que T; es cerrada bajo MP y que F; N L C T}, siendo L el conjunto de
teoremas asociado a la légica Ly. Ahora definamos el conjunto

TZ{O(IO(EFyT;[UTQ l_A(V) a}.
Para {7,7} = {1,2}, o € F; y [ € Fj, probaremos que

T 4wy (@ — () sii existe vy € Fp tal que (u; Fyaw)) a <7y

i Eviawy v < 6. (4.5)

Supongamos que existe v € Fy tal que p; Fyaw)) @ < vy 1 Fvamwy)
v < B, es decir, ;i Fyvaw)) @ — v =1y i Fvw) ¥ — 8) = 1. Luego,
a — v,v— B €T, por lo cual @« — 8 € T. Reciprocamente, supongamos que
a — v € T. Luego existen subconjuntos finitos A; C T; y A; C T} tales que
Ai, Aj F vy a — 3. Denotemos por ¢ a la conjuncién de todas férmulas de
Ty, para k =i, j. Aplicando el teorema de la deduccién se tiene que

Faw) Ai = (45 — (a = 5)),
lo cual es equivalente a
l_A(V) (Al A a) — (AJ — 6)

Por el teorema de interpolaciéon de Craig en Ly, existe una formula v € Fj tal
que Fawy (A ANa) =)y v — (4 — B). Luego, A; Fav)y a =7y Aj Farw)
v — (. Como A; € T; (por definicién de T;) tenemos que « — v € T;. Por lo
tanto, u; Fyacv)) (@ — v) = 1, es decir, p; Fyacv)) o < 7. Similarmente,

1 Eviawy) v < 6.
Poniendo o = 1 en la ecuacién (4.5) obtenemos lo siguiente, para j = 1,2 y
6 S Fji

T vy a=1sii existe y € Fp tal que pi Fyacwy 1 <7y p Fvarwy) ¥ <08

sii py Fv(acey) 8= 1. (4.6)

Sobre el conjunto de férmulas F' definimos la relacion de equivalencia
a= @i T Faw (@« f).

Consideremos «, 5 € F; (con i = 1,2). Luego, usando la ecuacién (4.6) deduci-
mos que

T Faww) (@« B)sil pi Fyaw) o« 8= 1siiu; Faw) o =0,
y por esta razén tenemos que

a = ﬂ sii i }ZV(A(V)) o = ﬁ (47)
Sea u = F/ ~. Notemos que u € V(A(V)), ya que V, considerado alge-
braicamente, es compatible y dado por ecuaciones, por Corolario 2.2.6.
Definimos las funciones €; : p; — pu (i = 1,2) como

i) =i/ =~
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Por la ecuacién (4.7) y por cémo definimos la interpretacién de las variables en
i, tenemos que €; son monomorfismos. Si a € pg entonces 20 = x! = 22, por
lo cual €1(a) = €1(b). De este modo se satisface la condicién (B).

Falta ver que vale la superamalgamacién. Supongamos que j,k € {0, 1},
a € pj, b € pk, €j(a) < €x(b). Luego €;(a) — ex(b) = 1, es decir, zJ —
x’g ~ 1, ie, T Fuwy ) — x’b“ ~ 1 y por lo tanto T' F4(v) 2] < x’g (en
donde el orden parcial se define del modo usual, como en el caso del célculo
proposicional intuicionista). Por la ecuacién (4.5) tenemos que existe v € Fy tal
que iy Fvaw) Ta <Y Mk Fvaw)) ¥ < 2. Luego el valor ¢ de la férmula
v ocurre bajo la interpretacién en pg y a <; ¢, ¢ <j b.

O

La demostracion del siguiente lema podria omitirse ya que es consecuencia
directa del Lema 3 de [43].

Lema 4.4.21. Sean f un operador implicito compatible de dlgebras de Heyting,
w1, e € V(E(f)) y po una subdlgebra de py y pe. Si para cada a € py y b € s
no existe ¢ € g tal que a <1 ¢ y ¢ <9 b entonces existen filtros primos ®1 en
w1y Po en uo tales que a € 1, b € Py y &1 N pg = P2 N pp.

Demostracion. Definamos los conjuntos V={z € pup:a <y 2z} y A={z € pp:
z <5 b}. Definamos ahora el conjunto

¥, ={J:J esun ideal de po, {b} UA C J,J NV = 0}.

Es inmediato notar (por nuestra hipdtesis) que {z € s : ¥ <5 b} € ¥4, por lo
cual X1 # (). Por el lema de Zorn tenemos que existe Jo un elemento maximal
en Y. En particular, J; es un ideal primo de p9. Para probar esto, supongamos
que no lo es, por lo cual existen z,y € Jo tales que x Ay € Jo, 2 ¢ Jo ey & Jo.
Sea I el ideal generado por {x} U Jy e Iy el ideal generado por {y} U J. Si
LNV=061NV =0, como I,I, € X1y Jo C Iy, I, tendriamos que Jo = I;
6 Jo = Iy y por esta razon x € Jo 6 y € Jo, una contradiccién. Luego debe valer
que [1 NV # 0 e I NV # . De este modo, existen iq,i € Jo, m, k € V tales
quea<om<saxViyya<sk<s5yVis, con lo cual

a<osmAk<s(xAy)V (i1 ANy)V(zAiz)V (i1 Aiz).

Como xAy, i1 Ay, ©Nia, i1 Nig € Ja, tenemos que (zAy)V (i1 Ay)V (xAiz)V (i1 Aig) €
Jo, 1o que a su vez implica que m Ak € Jo. Pero mAk € V (pues V es un filtro),
por lo cual Jo NV # @, una contradiccién nuevamente. Por lo tanto J> es un
ideal primo de 9. Ahora definamos los siguientes conjuntos:

Oy = g — Ja,
(Do = (DQO/L(),
Jo = Ja N .

Notemos que V C ®q ya que V N Jy = (). Consideremos el conjunto

Yo ={®: P es filtro de puy,{a} UPy C P, DN Jy =0},
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Probaremos que el conjunto ® definido como {x € p; : existe z € pp tal que
2z <y a— x} es tal que € Xy, Es inmediato probar que ® es un filtro de uy
tal que {a} U ®g C ®. Veamos que ® N Jy = . Supongamos que esto no vale,
con lo cual tenemos que existe z € pp tal que x € & N Jy. Luego hay un z € pyg
tal que a <q z — x. Como x € Jy, vale que

x € Jo. (48)

y que x € pg. Como pg es subdlgebra y z € g, resulta que z — = € ug y
asi z = x € V C ®y. Pero z € @y y P es un filtro de g, con lo cual x € &g, es
decir, z ¢ J2, una contradiccién con la ecuacién (4.8). Por esta razén tenemos
que ®NJy = 0 y de esto se deduce que ® € 5. Por lo tanto X # (). Luego por
el Lema de Zorn Y5 contiene un elemento maximal ®;. Probaremos que ®; es
un ideal primo de pq. Para probar esto, supongamos que no lo es, por lo cual
existen x,y € p; tales que x Ay € 1, x ¢ 1 ey ¢ Dy. Sea F el filtro generado
por {x} U ®; y Fy el filtro generado por {y} UP1. Si F1NJy =06 FonJy =0,
como Fy, Fy € Yoy &1 C Fy, Fy, tendriamos que &, = F} 6 &1 = F5 y por esta
razén x € ®; 6 y € @1, una contradiccién. Luego debe valer que Fy NJy # 0 y
Fy N Jy # 0. De este modo, existen fi, fo € @1, m, k € Jy tales que m >1 x A fi
y k>1yA fa, con lo cual

mV k>, (xVy)/\(fl\/y)/\(x\/fg)/\(fl\/f2).

Como z Vy, fi Vy,xV fa, f1 V fo € ®q, tenemos que (zVy) A (f1 Vy) A (zV
f2) A (f1V f2) € P, lo que a su vez implica que m V k € ®1. Pero mV k € Jy
(pues Jy es un ideal y x,y € Jy), por lo cual mV k € JoN®y y asi JoN Py # 0,
una contradiccion nuevamente. Queda asi probado que ®; es un filtro primo de
Y.

Observemos lo siguiente: como ®; € Y5 entonces a € ;. Como Jy € ¥
entonces b € Jo y asi b ¢ ®5. Por tdltimo, supongamos que z € ®1 N puo. Luego
x € ppyx € ;. Como @1 NJy = B, concluimos que z ¢ Jy, por lo cual
x € Py, De este modo @1 N g € pp N Po. Reciprocamente, supongamos que
T € pp NPy = &y. Como P € Yy tenemos que x € Py C P1. De este modo,
o N Po C g N P@y. Por lo tanto @1 N pg = P2 N pyp.

O

Lema 4.4.22. Sea f un operador implicito compatible de dlgebras de Heyting.
Si en la variedad V(E(f)) se satisface la Definicion 4.4.11 para cualesquiera
algebras completamente conectadas pig, 11 y p2 entonces el principio de interpo-
lacion para desigualdades vale en V(E(f)).

Demostracion. Sean x,y, z conjuntos de variables disjuntos dos a dos, y sean
t(x,y),u(z, z) términos. Supongamos que no existe ningtn término v(z) tal que
Fveg)) Hz,y) < v(r) < u(z,z). Sean Fy un dlgebra libre con generadores
z en la variedad V(E(f)) y Fy un algebra libre con generadores z,y,z en la
misma variedad. Como Fj es una subdlgebra de Fy, t(z,y),u(z,z) € Fy y no
existe v(x) € Fy tal que t(x,y) < v(z) < u(w,z), por el Lema 4.4.21 existen
filtros primos ®1, Py de F tales que t(z,y) € @y, u(x,2) ¢ ®oy &1 N Fy =
®y N Fy. Como f es implicito compatible, uy = F/®;1 y pe = F/®Po pertenecen
a V(E(f)). Ademads, como ®; y P9 son filtros primos las dlgebras pq, ua son
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completamente conectadas tales que t(z,y)/®1 = 1, u(x, z)/P2 # 1. Del hecho
de que &1 N Fy = &5 N Fy se desprende que para vi, v € Fy vale que

’Ul/q)l :Ug/@l <:>’U1/<I)2 = 1}2/@2.

Luego, definiendo el dlgebra g = {v/®;1 : v € Fy}, la cual pertenece a V(E(f)),
tenemos que i : po — p1 € i : pg — po dadas por i1(v/®1) = v/Py e
i2(v/®1) = v/Py son monomorfismos (mds atn, 12 es un isomorfismo). Por
hipétesis del lema, existe p € V(E(f)) y monomorfismos €; : g — py
€ 1 na — p tales que €147 = €2is. Sea X el conjunto cuyos elementos son
las variables de x,y, z respectivamente. Definimos la funcién h : X — p co-
mo h(x) = e (x/P1), h(y) = €1(y/P1), h(z) = e2(z/P2) (notemos que estamos
haciendo abuso de notacién). Esta funcién se extiende a un tnico homomor-
fismo H : F — p (por definicién de un &lgebra libre). Luego H (t(x,y)) =
ei(t(z,y)/®1) vy H(u(z,2)) = ex(u(z,2)/P2) # 1 (va que i(z,y)/®1 = 1,
u(z,z)/®s # 1y €2 es monomorfismo). Por lo tanto, v gy t(z,y) < u(z, 2)
no vale en V(E(f)), que es lo que querfamos probar. O

Observacion 4.4.23. Queremos remarcar una cuestion algebraica utilizada en
la demostracion de los lemas previos. Si f es un operador compatible definido
en un dlgebra de Heyting H y 6 es una congruencia de H, entonces es posible
definir una funcion f : H/O — H/0 como f([z]s) = [f(2)]e. Si ademds f es
implicito, dado que f y [ satisfacen las mismas ecuaciones entonces definen
el mismo operador, y en particular H/0 € V(E(f)). Si [ estuviese presenta-
do a partir de un esquema de ecuaciones pero mo fuera implicito (es decir, si
no estuviese caracterizado por las mismas), tendriamos de todas maneras que
H/0 € V(E(f)) ya que las ecuaciones se trasladan al dlgebra cociente: lo que
ocurre en este caso es que no podemos asequrar a priori que f y f coincidan.

Los lemas previos implican automéaticamente el Teorema 4.4.16. En efecto,
1), 2) y 3) son equivalentes por el Lema 4.4.19. El hecho de que 3) implica 4) se
sigue del Lema 4.4.20 y del hecho de que 1) y 3) son equivalentes; 4) implica 3)
se sigue de que 4) implica 6), de que 6) implica 7) por el Lema 4.4.19, de que 7)
implica 2) por el Lema 4.4.22 y de que 2) implica 3) por el Lema 4.4.19. De este
modo 3) y 4) son equivalentes. Luego por el Lema 4.4.19 y las observaciones
previas tenemos que 4) implica 5) y que 5) implica 6), 6) implica 2), 2) implica
3) y 3) implica 4), con lo cual 4) y 5) son equivalentes. Luego por el Lema
4.4.19 y las observaciones previas tenemos que 5) implica 6) y que 6) implica
4), 4) implica 5), con lo cual 5) y 6) son equivalentes. Por el Lema 4.4.19 vale
que 6) implica 7) y 7) implica 6) se sigue del Lema 4.4.22 y de que 2) y 6) son
equivalentes. De este modo 6) y 7) son equivalentes.

4.4.5. Modelos de Kripke

En [14] X. Caicedo propone una seméntica de Kripke para I 3. En esta parte
del trabajo aplicaremos una variacién de esta semantica para estudiar resultados
de completitud de TPCg(n).

Seann € Ny M = ((X, <), K), donde (X, <) es un poset de altura menor o
igual que n 'y K : L(S) — X7 es una funcién. Escribiremos

K(a)={peX: Mk, a},
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donde la relacién =, satisface las siguientes condiciones para cada «, 3 en L(S):

(1) Ep siy sélosi ¢ > pimplica que F,q,

(2) Epavp siysélosi F,a 6 =, 0,

B) Epanp siysélosi E,a y =0,

(4) Epa—pF siysblosi paraq>p:sif=, o entonces =, [,
(5) Ep Sa) siy solosi para cada g > p tenemos que =, a.

El item (5) se puede traducir como K(S(«)) = {p : si ¢ > p entonces
g€ K(o)}.

En este caso diremos que M es un modelo de Kripke de IPCg(n) (ver [25]
para resultados generales de modelos de Kripke para IPC).
Las condiciones (1) — (5) son equivalentes, respectivamente, a las siguientes:

(D) K(-a) =-K(a),

(I1) K(aVp) = K(a)UK(3),
() K(anpB) = K(a) N K@),
(IV) K(a— B) = (K(a) N K ()]
(V) K(S(a)) = K(a) U (K(a)) -

Veremos en detalle la demostracién de que las condiciones (5) y (V) son
equivalentes, es decir, que

{p: siq>pentonces ¢ € K(a)} = K(a) U (K())ps-

Sea p € {p:si ¢ > pentonces g € K(a)}. Sip ¢ K(a) y g > p entonces
p € (K (a)¢)p. Reciprocamente, sea p € K (a) U (K («)%) . Sea g tal que ¢ > p.
Sip ¢ K(«) entonces p € (K(a)®)ar, con lo cual g no estd en (K (a))¢, es decir,
q € K(a). Sip € K(a) entonces q € K(a) dado que K («) es creciente.

En lo que sigue daremos algunas definiciones conocidas. Sea T una teoria de

IPCg(n) (es decir, un subconjunto de L(.S) cerrado por Modus Ponens). Luego
definimos la siguiente relacién de equivalencia en L(S):

OéETﬁSﬁTI—A(S)n Oé.<—>6

Escribiremos [a]r para la clase de equivalencia de «. Notemos que la relacién
binaria en L(S) dada por @ < 8 sii T' F4(g), (o — ) es un preorden (i.e es
reflexiva y transitiva). Luego es posible definir el siguiente orden en el conjunto
cociente: [a]p < [B]r sil a < (.

Lema 4.4.24. Sea oo € L(S) y T una teoria de IPCg(n). Luego
(a) [Oé]T =1suT I_A(S),,L Q.

(b) L(S)/ =1 es una S-dlgebra de altura menor o igual que n. En particular
tenemos que

Demostracion. La primera afirmacion se prueba del mismo modo que para el
caso intuicionista. El segundo hecho se sigue de que el esquema de ecuaciones
dado por el conjunto A(S),, define axiomdticamente un conectivo (ver Teorema
2.2.4). O
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Definicién 4.4.25. Sean o € L(S) y T una teorfa. Diremos que la férmula
« vale en un modelo de Kripke M = ((X, <), K) de T sii para cada p € X,
tenemos que si para toda v € T, p € K(v) entonces p € K(a).

Luego tenemos la siguiente
Proposicién 4.4.26. Sean o € L(S) y T una teoria de IPCg(n). Luego
T Facs), a siia vale en todo modelo de Kripke de T.

Demostracion. Sea M = ((X, <), K) un modelo de Kripke de T y supongamos
que T' I 4(s), a. Luego tenemos que T I 4(g), a (ver Definicién 2.2.2). Usando
que (X, <) es un poset de altura menor o igual que n y la Proposicién 4.4.8,
tenemos que X+ € SH,,, donde S(U) = U U (U®) s para cada U € X . Luego
K(S(a)) = S(K(a)). Por esta razén, K : L(S) — XT es un homomorfismo.
Sea p € X tal que p € K(v) para todo v € T. Definamos el conjunto ¥ =
{ZN[p): Z e X*}. Como K es un homomorfismo, un calculo directo prueba
que la aplicacién K, : L(S) — Y dada por K,(8) = K(8) N [p) es también un
homomorfismo. Dado que p € K(v) para todo v € T se tiene que p € K,(7v)
para todo v € T'. Esto tltimo implica que p € K,(«), es decir, que p € K(«).
Por lo tanto « vale en todo modelo de Kripke M de T

Para la reciproca utilizaremos el Teorema 4.4.2 y la Proposicion 4.4.8. Sea
a una férmula que vale en todo modelo de Kripke M de T'. Sea p : L(S) —
L(S)/ =r dada por p(3) = [B]r. Por (b) del Lema 4.4.24 tenemos que L(S)/ =r
€ SH,, con lo cual en particular X(L(S)/ =r) es un poset de altura menor o
igual que n. Sea i : D(X(L(S)/ =7)) — (X(L(S)/ =r))* el morfismo inclusién,
y definamos K : L(S) — (X(L(S)/ =r))" como K = ipp, siendo ¢ = ¢r,(s)/=,-
Por (b) del Lema 4.4.24 tenemos que

K(S(a)) = ipp(S(a)) = ip(S(p(e))) =

i(p(p(e)) Ulp(p(a)]is) = plp(@)) U lp(p(a)]i-

Por otro lado tenemos que

S(K (@) = K(a)U(K())m = i(e(p(a) Vli(p(p(@)]i = ¢ (p(a))Ulp(p())li-

Luego M = (X(L(S)/ =r), K) es un modelo de Kripke de T'. Supongamos que
T = 4(s), 7 para todo v € T Por (a) del Lema 4.4.24 tenemos que [y]r = 1 para
cada v € T. En particular vale que K(v) = X(L(S)/ =r) para cada v € T,
y por ende K(a) = X(L(S)/ =r). Usando que ¢r,(sy/=, es inyectiva tenemos
que [a]7 = 1. Luego en virtud (a) del Lema 4.4.24 nuevamente se concluye que
T l_A(S)n Q. O

4.4.6. Subalgebras

La variedad de S-dlgebras es cerrada bajo imagenes homomorfas y productos
cartesianos, pero no lo es con respecto a subdlgebras de Heyting. Por ejemplo,
si tomamos la cadena de tres elementos, considerada como S-dlgebra, tiene a
{0,1} como subédlgebra de Heyting pero la misma no es una subdlgebra como
S-dlgebra dado que S(0) ¢ {0,1}.

Sea H una S-algebra y M C H. Diremos que M es una S-subdlgebra de
H si es una subédlgebra de Heyting cerrada por la operacion sucesor. Para una
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S-dlgebra de altura finita construiremos una biyeccién entre las S- subalgebras
y ciertas relaciones de equivalencia definidas en el conjunto de filtros primos.
Dicha construccién nos dard un procedimiento geométrico para determinar las
S-algebras de una S-dlgebra de altura finita dada. Los resultados que veremos
generalizan los que hemos dado en la Seccién 4.1 de [17], en donde estudiamos
solo el caso de S-dlgebras finitas (que resultan un caso particular de S-dlgebras
de altura finita).

Sean X un conjunto y R una relacién de equivalencia definida sobre X. Para
cada x € X escribiremos [z] para la clase de equivalencia de x con respecto a
R y consideraremos la funcién pr : X — X/R dada por pg(x) = [2]g. Luego si
(X, <) es un poset y R una relacién de equivalencia definida sobre X podemos
definir en X/R (el espacio cociente de X) el siguiente preorden:

[*]r <g [y]g sii para cada z € [z]g existe w € [y|r tal que z < w (4.9)

Para més detalles sobre este preorden ver [§1, Ejercicio 2] de [8] y la seccién 4
de [57].
Para cada n € N escribiremos (R1)y, ¥ (R2)y, para las siguientes condiciones:

(R1)y R=U", Ry, siendo R, = RN (X; x X;) (parai =1,...,n).
(R2), Sean z,y € X. Si x <y entonces [z|r <gr [y]r-

Notemos que si (X, <) es un poset y R una relacién de equivalencia definida
sobre X tal que satisface (R1), 6 (R2), entonces el preorden definido en (4.9)
es un orden. Notemos también que para n € N se tiene que si R es una relaciéon
de equivalencia definida sobre un poset (X, <) tal que satisface la condicién
(R1),, entonces para cada z,y € X se tiene que vale la siguiente condicién: si
(z,y) € Ry = € X; entonces y € X; (en virtud de (a) del Lema 4.4.6). Ademés
en este caso se verfica que z € X,, sii [z]r € pr(Xm).
Luego tenemos el siguiente

Lema 4.4.27. Si (X, <) es un poset de alturan y R una relacion de equivalencia
sobre X tal que satisface las condiciones (R1), y (R2), entonces cada m < n
tenemos que

pr(Xm) = (X/R)m.

Demostracion. Para cada € X escribiremos [z] en lugar de [z]g v p en lugar

de pg.
Supongamos que m = 1y sea [z] € (X/R)pn. Si @ <y para cierto y € X,
por la condicién (R2), tenemos que [x] <g [y]. Por esta razén [z] = [y] y en

particular z = y (por la condicién (R1), y la desigualdad = < y), con lo cual
x € X Reciprocamente sean [z] € p(Xp) vy [2] < [y]. Como z € Xy y
x < z para cierto z € [y], tenemos que 2 = z y por ende [z] = [z] = [y], siendo
asi [z] € (X/R)p. Por lo tanto (X/R)y = p(Xar). Sea i € N y supongamos
que p(X;) = (X]R)l para cada [ < i < n. Probaremos que

p(Xip1) = (X/R)is1.

Sea [z] € p(X;41). Luego = € X;11 = (XF)ar vy en particular [z] ¢ (X/R);
(en efecto, supongamos que [z] € (X/R);, con lo cual [z] € (X/R); para cierto
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j < i, es decir, z € Xj. Esto es un absurdo por (a) del Lema 4.4.6). Sea
[z] <gr [y], con [y] ¢ (X/R);. Luego & < z para cierto z € [y|. Usando que
2 € X para cierto j (dado que (X, <) es un poset de altura finita) y (b) del
Lema 4.4.6, obtenemos que j < ¢ + 1. Probaremos ahora que = = z. Para ello
supongamos que x < z. Si j = ¢ + 1 entonces z € Xi+1, una contradiccion
porque z < zy x € X;11. Luego j < ie [y = [2] € (X?R)j. Sin embargo,
(X]R)j C (X/R); € (X/R);. Luego [y] € (X/R);, una contradiccién. Por ende
x=zy [z] = [z] = [y], por lo cual

p(Xit1) € (X/R),,,. (4.10)

Reciprocamente, sea [z] € (X7R)i+1' Probar que [z] € p(Xiy1) es equiva-
lente a probar que x € Xi+1. Es claro que = ¢ X; (si no fuera as{ existirfa j <4
tal que = € X, una contradiccién por (a) del Lema 4.4.6). Sea z <y, y ¢ X;.
Por la condicién (R2)y, se tiene que [2] <g [y] y ademds vale que [y] ¢ (X?R) i
Luego [x] = [y] y por la condicién (R1), y la desigualdad z < y llegamos a que
r =y, es decir, x € )A(H_l. Por lo tanto

(X/R); 1y © P(Xi+1)~ (4.11)
Las ecuaciones (4.10) y (4.11) implican que (X7R)i+1 = p(Xis1). O

Si X es un conjunto, R una relacién de equivalencia sobre X y U C X,
diremos que U es R-saturado si U = pg'(pr(U)). En particular tenemos que si
X es un espacio topolégico entonces la familia dada por

Br={U C X/R: pp'(U) es abierto en X}.

es una base de para una topologia sobre X /R, denominada topologia cociente([49]).
Haremos abuso de notacién y escribiremos X /R para referirnos a este espacio
topoldgico. Notemos que si A C X/R entonces A es abierto en X/R sii p~1(A)
es abierto en X.

Si (X, <) es un espacio topolégico ordenado y R una relacién de equivalencia
definida sobre X, vamos a considerar la siguiente condicién:

(R3),, Sean z,y € X. Si [z]g £r [y]r entonces para cada z € [z]g y w € [y]r
existe U € D(X) tal que U es R-saturado, z € Uy w ¢ U.

Lema 4.4.28. Sea n € N. Si (X, <) es un S-espacio de altura n y R una
relacidn de equivalencia sobre X tal que satisface las condiciones (R1)n, (R2)n
y (R3)y entonces (X/R,<g) es un S-espacio de altura n. Mds ain, la funcidn
pr es un S-morfismo.

Demostracion. Como en el lema previo, escribiremos [z] en lugar de [x]g y p en
lugar de pg.

Paso 1: (X/R, <g) es un espacio topolégico compacto. Sea X/R = {J,; Ua
con {Uq }aer € Br. Luego X = J,c; p ! (Uq). Como X es compactoy p~ ! (Us)
son abiertos en X, tenemos que X = |J;, p~*(U,,) para cierto m € N. Luego
X/R = U:il Uai .

Paso 2: (X/R, <g) satisface el axioma de separacién de Priestley. Sean z,y €
X tales que [z] £g [y]. Por la condicién (R2), tenemos que z % y. Por la
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condicién (R3), existe U € D(X) tal que U es R-saturado, z € U ey ¢ U.
Como U es R saturado tenemos que [x] € p(U), [y] € p(U) y p(U) es clopen
en X/R. Ademds p(U) es un conjunto creciente. En efecto, sea [p] < [g¢], con
[p] € p(U). Luego existe r € U tal que [p] = [r], por lo cual r < s para cierto
s € [q]. Como U es creciente se tiene que s € U, con lo cual [¢] = [s] € p(U).

Los pasos 1 y 2 implican que (X/R, <g) es un espacio de Priestley.

Paso 3: (X/R,<g) es un espacio de Esakia. Primero probaremos que si V'
es un subconjunto de X/R entonces

(P (V)] = p~H((V]). (4.12)

Sea x € p~1((V]). Luego [z] € (V], es decir, [x] <g [y], para cierto [y] € V.
En particular, < z, para cierto z € [y]. Luego z < z y [z] € V. Por ende
z € (p~1(V)]. Reciprocamente, sea = € (p~1(V)]. Luego =z < y, para cierto
[y] € V. Por (R2), tenemos que [z] <p [y] y asi x € p~1((V]).

Sea U un clopen en X/R. Luego tenemos que p~*(U) es clopen. Usando que
(X, <) es un espacio de Esakia inferimos que (p~1(U)] = p~1((U]) es clopen y
por ende (U] es clopen en X/R. Por lo tanto (X/R, <g) es un espacio de Esakia.

Paso 4: (X/R,<g) es un S-espacio. Primero probaremos que si U es un
subconjunto de X/R entonces

P (Unm) = (p~ " (U)m- (4.13)

En efecto, sea z € p~1(Ups). Luego [x] € Up. Sea x < y, con [y] € U. Por
(R2), tenemos que [z] <g [y] v por ende [z] = [y]. Luego & < y < z, para
cierto z € [z]. Por (R1), se tiene que = z. Por esta razén x = y. Luego
x € (p~Y(U))n- Reciprocamente, sean = € (p~1(U))ar y 7] <gr [y], para cierto
[y] € U. Luego = < z para cierto z € [y], y asi [z] = [y] € U. Por lo tanto z = z
vy [z] = [y], por lo cual z € p=1(Upy).

Sea U un clopen decreciente en (X/R,<g). Luego p~ (Ups) = (p~(U)) s
es clopen en X dado que (X, <) es un S-espacio. Por lo tanto Uy es clopen en
X/R y por ello (X/R,<p) es un S-espacio.

Paso 5: (X/R, <p) es un S-espacio de altura n. Por el Lema 4.4.27, tenemos
que X/R=U_, p(Xi) = UL, (X/R); = (X/R),.. Sea j € N tal que (X/R); =
X/R. Nuevamente por el Lema 4.4.27 tenemos que X = X;. Por lo tanto n < j.

Finalmente probaremos que p es un S-morfismo. Un cédlculo inmediato prue-
ba que p es un morfismo de espacios de Esakia. Por la condicién dada en (4.13)
tenemos que p es un S-morfismo. O

Sea H una S-algebra y M una S-subdlgebra de H. En X(H) definimos la
siguiente relacion de equivalencia:

(P,Q)e RMsiiPNM =QnN M.

Definimos a continuacién el siguiente orden parcial en X(H)/RM:

[P]RM <wm [Q]RM siiPNM CQnNM.
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Lema 4.4.29. Sean H una S-dlgebra de altura n y M una S-subdlgebra de H.
Se verifican las siguientes condiciones:

(a) La funcion f : (X(H),C) — (X(M),CQ) dada por f(P) = PN M es un
epimorfismo en la categoria de S-espacios.

(b) Si <gum es el preorden en X(H)/RM dado por (4.9) entonces <p; = <pu.
Mds atin, RM satisface (R1)n, (R2)y y (R3)n. En particular <pm es un
orden.

(c) (X(H)/RM, <pw) es un S-espacio de altura n. Mds atin, la funcion gy :
M — D(X(H)/RM) dada por gy(x) = {[Plgm : @ € PN M} es un
isomorfismo en la categoria de S-dlgebras.

Demostracion. (a) La funcién inclusién i : M — H es un monomorfismo en la
categoria de S-algebras. Definiendo a f como X(¢) tenemos que f(P) =P NM
y que es un epimorfismo en la categoria de S-espacios.

(b) Sean P, () € X(H). Escribiremos [P] en lugar de [P]gum, y p en lugar de
prM. Debemos probar lo siguiente:

[P] <ar [Q) sit [P] <q Q]

Sea [P] < [Q], por lo cual PN M C QN M. Sea T € [P]. Consideremos la
aplicacién f dada en (a). Como TNM C QN M se tiene que f(T) C f(Q). Dado
que f es un p-morfismo, existe Z € X(H) talque T C Zy ZNM = f(Z) =
f(Q) = QN M. Luego [P] <gm [Q]. Reciprocamente, sea [P] <gm [Q]. Por
definicién tenemos que [P] <js [Q]. Por lo tanto <p; = <zpm. A continuacién
probaremos que RM satisface las condiciones (R1)y, (R2)n v (R3)y.

(R1)y. Sean P € (X(AH))i vy (P,Q) € RM, para cierto i € {1,...,n}. Por (a)
de este lema y (b) del Lema 4.4.3 concluimos que @Q € (X(AH))l En efecto, como
Pe (X(AH)) si f es la funcién dada en (a) entonces f(P) € (X(A]\/[))l Como

(P,Q) € RM, f(P) = f(Q), con lo cual f(Q) € (X(M)),. Luego Q € (X(H)),.
Por lo tanto (P, Q) € (RM);.

(R2),. Esta condicién vale porque <p; = <pu.

(R3)yn. Sean P, Q € X(H) tales que [P] £ [Q], y sean Z € [P] y W € [Q].
Tenemos que Z N M < W N M. Por esta razén existe x € Z,x € My x ¢ W.
Consideremos U = ¢ (x), y notemos que U € D(X), Z € Uy W ¢ U. Veamos
que U es RM-saturado. Como siempre vale que U C p~1(p(U)) sélo necesitamos
probar la inclusién contraria. Sea P; € p~1(p(U)), con lo cual [P] = [P] para
cierto P, € U. De este modo x € P, N M = P, N M, por lo cual P, € U. Por lo
tanto U es RM-saturado.

(¢) Por (b) y Lema 4.4.28 tenemos que (X(H)/RM, <pu) es un S-espacio de
altura n. Sea g : (X(H)/RM,<pm) — (X(M), C) la funcién dada por g([P]) =
f(P). Notemos que (a) y (b) implican que la funcién g es biyectiva, preserva el
orden y es un p-morfismo. Ademds g es continua. En efecto, sea U un abierto
de X(M). Luego tenemos que p~1(¢~1(U)) = f~1(U). Usando que f es una
funcién continua se concluye que g~ *(U) es un abierto de X(H)/RM. Por ende
g es una funcién continua. Luego tenemos que g es un morfismo de espacios de
Esakia y en particular es un isomorfismo de S-espacios (esto es consecuencia de
la dualidad dada para S-algebras y del hecho de que si tenemos un isomorfismo
de algebras de Heyting entre S-dlgebras entonces el mismo es un isomorfismo
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de S-élgebras, ya que el sucesor estd caracterizado por ecuaciones). Definimos
g1 = D(g) : D(X(M) — D(X(H)/RM). Como gy y pas : M — D(X(M)) son
isomorfismos de S-algebras, tenemos que gy : M — D(X(H)/RM) dada por
gMm = g1em es un isomorfismo de S-dlgebras. Mas aun, gu(z) = g1(om(z)) =
{[P]:z € PN M}. O

Lema 4.4.30. Si H es una S-dlgebra n y R una relacion de equivalencia defini-
da en X(H) tal que satisface las condiciones (R1)y, (R2)n y (R3)n entonces
D(X(H)/R) es isomorfa a cierta S-subdlgebra M de H. Mds aiin, R = RM.

Demostracion. Definimos X = X(H). En virtud del Lema 4.4.28 (y de la
equivalencia entre las categorias de S-algebras de altura n y la de S-espacios
de altura n) tenemos que pr es un epimorfismo de S-espacios, por lo cual
hi = D(pr) : D(X/R) — D(X) es un monomorfismo de S-dlgebras. Luego
la funcién gr = ¢ h1 : D(X/R) — 5 hi(D(X/R)) es un isomorfismo de
S-algebras. Més atin, se tiene que gr(U) = 5 (pp' (U)) (notemos que estamos
haciendo abuso de notacién ya que ap;II se refiere a la funcién inversa de ¢ y
pr' se refiere a D(pg)). Definimos la siguiente S-subalgebra de H:

M = ¢ hi(D(X/R)).
Con la nueva notacién tenemos que gg : D(X/R) — M. Notemos ademéds que
x € M sii existe U € D(X/R) tal que g (z) = pg'(U)

Por otro lado se tiene que las aplicaciones ho = X(gr) : X(M) — X(D(X/R))
y ex/r : (X/R,<g) — X(D(X/R)) son isomorfismos de S-espacios. Por esta
razén hs = G;(}Rhg : X(M) — (X/R,<g) es también un isomorfismo de S-
espacios tal que h3(P N M) = [P]r. Veamos este hecho mds en detalle. Probar
que hg estd definida del modo en que se explicité equivale a probar que

ha(P N M) = ex/r([P]r).
Luego, V € ho(PN M) sii gr(V) € PN M sii gr(V) € Py gr(V) € M sii
gr(V) € P. Para V € D(X/R) tenemos que p,' (V) € D(X), por lo cual existe

z € H tal que g (x) = pgr' (V). Por esta razén gr(V) € Psii o' (pp' (V) € P
sii z € Psii P € pg(z) sii [Pl € V. Luego

gr(V) € Psii [Plr € Vsii V € ex/r([P]r),

por lo cual hy(P N M) = ex/r([P]r). Por otro lado, por argumentos similares
a los utilizados en la demostracién de (c¢) del Lema 4.4.29 concluimos que g :
(X/RM <pun) — X(M) dada por g([P]grm) = PN M es un isomorfismo de S-
espacios. Luego h = hzg : (X/RM,<zpm) — (X/R,<gr), dada por h([P]zpm) =
[P]R, es un isomorfismo de S-espacios también. Por lo tanto tenemos que

(P,Q) € Rsii [P]g = [Q]g sii [P]gm = [Q]gw sil (P,Q) € RM.
En consecuencia, R = RM. L]

Finalmente tenemos el siguiente
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Teorema 4.4.31. Sea H una S-dlgebra de altura n. Existe una biyeccion
M — RM

entre las S-subdlgebras de H y las relaciones de equivalencia en X(H) que sat-
isfacen las condiciones (R1)n, (R2)n vy (R3)y.

Demostracion. Por (b) del Lema 4.4.29 tenemos que la funcién dada por M —
RM esta bien definida. Sean M y N S-subélgebras de H tales que RN = RM.
Luego D(X(H)/RM) coincide con la S-subélgebra D(X(H)/RY). Sea z € M.
Por (¢) del Lema 4.4.29 existe y € N tal que gy (z) = gn(y). Queremos probar
que z = y. Para ello supongamos que z £ y. Luego por el Teorema del Filtro
Primo existe P € X(H) talquex € Pey ¢ P,porlocualz € PNM ey ¢ PNN.
En consecuencia, [Plrm € gup(z) v [Plry ¢ gn(y). Como [Plpa = [Plgn
tenemos que gnr(x) # gn(y), una contradicciéon. Luego x = y € N y de este
modo vale que M C N. La otra inclusién se prueba igual. Por lo tanto M = N.
La suryectividad de la aplicacién es consecuencia del Lema 4.4.30. O

Sea (X, <) un poset y R una relacién de equivalencia definida sobre X tal
que satisface la condicién (R2),. Sean z,y € X tales que [z]g £ [y]r, y sean
z€[xlpyw € [ylr. Sea U = {t € X : [tjg >r [z]r}. Notemos que z € U y
w ¢ U. Ademds U es un conjunto creciente. En efecto, sea t < r, con t € U.
Luego por la condicién (R2), tenemos que [z]gr <gr [t|r <r [r]r, es decir,
r € U. Veamos ahora que U es R-saturado. Sea t € pgl(pR(U)), por lo cual
[t|r = [r]r para cierto r € U. Luego [z]r <g [r]r = [t|r, es decir, t € U.

En particular, hemos probado que si (X, <) es un poset finito y R una
relacién de equivalencia definida sobre X tal que satisface la condicién (R2),
entonces R satisface la condicién (R3)y, considerando a X como un espacio
topolégico con la topologia discreta. Por lo tanto en virtud del Teorema 4.4.31
tenemos el siguiente

Corolario 4.4.32. Sea H una S-dlgebra finita de altura n. Existe una biyeccion

M — RM

entre las S-subdlgebras de H y las relaciones de equivalencia en X(H) que sat-
isfacen las condiciones (R1)y, y (R2)y.

La descripcion dada sobre las S-subéalgebras de una S-algebra de altura finita
nos proporciona un procedimiento geométrico para determinarlas.

Ejemplo 4.4.33. Consideremos el siguiente ejemplo concreto: encontrar todas
las S-subdlgebras de Hs x Hy, siendo H,, la cadena de n elementos. El S-espacio
asociado a esta S-dlgebra es el siguiente:
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Notemos que debemos preservar la estructura de nivel del espacio. Como conse-
cuencia del corolario previo, las posibles relaciones de equivalencia asociadas a
las S-subdlgebras son la trivial y aquellas descriptas a continuacion:

Los S-espacios asociados a las S-subdlgebras distinta de la total son:

SN
e e

Observacién 4.4.34. Sea (X, <) el poset dado por

oy

VRN

.y YA

Si consideramos la relacion de equivalencia cuyas clases son {v}, {w}, {z}
y {y,z} entonces la misma satisface la condicion (R1), pero no satisface la
condicion (R2)y,. En cambio, si consideramos la relacion de equivalencia cuyas
clases son {y,w}, {z,z} y {v}, la misma satisface la condicion (R2),, pero no
satisface la condiciom (R1)y. Por lo tanto, dado un poset (X, <) y una relacion
de equivalencia R definida sobre él, en general las condiciones (R1)y y (R2)n
son independientes.

4.4.7. Caracterizaciones para los posets de altura finita

En esta seccion daremos algunas caracterizaciones para los posets de altura
finita.
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Esta parte no es esencial para el desarrollo de este trabajo, sin embargo me
parece interesante ya que gran parte de esta tesis se centra en el estudio de
posets de altura finita.

Definicién 4.4.35. Sean (X, <) un poset y n € N. Diremos que (X, <) tiene
nivel n si la cadena mas larga posee n elementos.

Veremos que la Definicion 4.4.35 coincide con la definiciéon que hemos dado
nosotros para un poset de altura finita (de hecho, la definicién que hemos dado
de poset de nivel n es la definicién stdndard de poset de altura n. Ver, por
ejemplo, la Definicién 8.29 del Capitulo 8 de [66]).

Comenzaremos viendo algunos lemas previos.
Lema 4.4.36. En toda S-dlgebra vale que S(x) = x si y sdlo si x = 1.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de las ecuaciones (S1) y (S3).
O

Lema 4.4.37. Si (X, <) es un poset de alturan y X #+ (), entonces para cada
i €{1,...,n} tenemos que X; # (.

Demostracion. En lo que sigue utilizaremos la Proposicion 4.4.8. Sin = 1 en-
tonces X, # ) porque X # (). Consideremos el caso n > 1. Supongamos que
X'n = (). Luego tenemos que S(X,,_1) = X,,_1, con lo cual por el Lema 4.4.36
llegamos a que X = X,,_1, una contradiccién pues la altura de (X, <) es n.
Luego X, # . Supongamos ahora que X,_1 = 0. Por esta razén S(Xp_2) =
X2 y por ende X = X,,_5, nuevamente una contradiccion. Iterando este ra-
zonamiento se concluye que para cada i € {1,...,n} vale que X; #0. O

Observacién 4.4.38. Sin > 1 y (X,<) es un poset de altura n entonces

X #£90.

Lema 4.4.39. Sea (X,<) un poset tal que toda cadena tiene a lo sumo n
elementos. S1Y C X ey €Y entonces existe z € Yy tal que y < z.

Demostracion. Siy € Yy nada hay que probar. Si y ¢ Y, entonces existe
y1 €Y tal que y < y1. Si y1 € Y terminamos acd, y de no ser asi repetimos
este proceso. Usando la hipdtesis e iterando este razonamiento (que es finito)
llegamos a que existe z € Y); tal que y < z, que es lo que desedbamos probar. [

Luego se tiene la siguiente

Proposicién 4.4.40. Sea (X, <) un poset tal que X # (. Luego (X, <) tiene
altura n si y solo si (X, <) tiene nivel n.

Demostracion. Supongamos que (X, <) tiene altura n. Por el Lema 4.4.37 se
tiene que existe xz,, € )A(T, Luego por el Lema 4.4.7 existen z,_1 € Xn,_l,...,
T € Xl tales que x, < r,_1 < ... < x1, siendo esta cadena de longitud n.
Por otro lado, sean x1, ...,z € X tales que z1 < x5 < ... < zp, para cierto
k € N. Como z1,....,xz; € X = X,,, tenemos que existen iy,...,i, € {1,....,n}
tales que z; € Xil,..., T € Xik. Luego por (b) del Lema 4.4.6 se tiene que
I < ig—1 < ...<1y. Por lo tanto k < n 'y por esta razén (X, <) tiene nivel n.
Reciprocamente, supongamos que (X, <) tiene nivel n y sea x € X. Probare-
mos primero que z € X,,. Supongamos que ¢ X,,. Luego en virtud del Lema
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4.4.39 existe x,4+1 € Xn+1 tal que © < x,41. Si & = 2,41 entonces por el Lema
4.4.7 existen z; € X; (con i =1,..,n) tales que z = xp11 < x, < ... < T7.
Sin embargo esta cadena tiene n + 1 elementos, esto es una contradiccién. Si
x < Tn41 entonces razonando de un modo analogo a lo hecho anteriormente se
puede construir una cadena de n + 2 elementos, una contradicciéon nuevamente.
Luego z € X,, y por ende X = X,,. Sea k € N tal que X = X},. Queremos probar
que n < k. Supongamos que X, =10 (con lo cual n > 1 dado que X # (), lo
que implica que X = X,,_1. Sea x7 < 2 < ... < x, una cadena de n elemen-
tos (que existe por hipétesis), por lo cual existen iy, 1o, ...,7, < n — 1 tales que
r € Xil,xg € )A(iz, ey Ty € Xin. Usando (b) del Lema 4.4.6 se concluye que
I < in_1 < ... <11. Esto contradice el hecho de que i; < n — 1. Por esta razon
X, # (). Consideremos = € X,,. Como z € X, se tiene que existe j < k tal que
x € Xj. Luego = € X,, N X, por lo cual en virtud de (a) del Lema 4.4.6 se
concluye que n = j < k. Por lo tanto hemos probado que el poset (X, <) tiene
altura n. O

Sean (X, <) un poset y n € N. Observando la demostracién anterior se
deduce que toda cadena de X tiene a lo sumo n elementos si y sélo si X tiene
altura a lo sumo n.

Sea (X, <) un poset tal que X # () y sea n € N. Luego tenemos la siguiente

Proposicién 4.4.41. El poset (X, <) tiene altura n si y sdlo si existe una
familia de subconjuntos {Y;}_, de X tal que satisface las siguientes condiciones:

(1) {Yi}2 es una particion de X.
(2) Siz<yyax €Y, entonces existe j < i tal que y €Y.
(3) Sii>2yxeY; entonces existe y € Y;_1 tal que x < y.

Demostracion. Supongamos que el poset (X, <) tiene altura n, y definamos los
conjuntos Y; = X'Z-, para i = 1,...,n. Veremos que esta familia satisface las
condiciones (1), (2) vy (3).

(1) Se sigue de la hipdétesis, del item (a) del Lema 4.4.6 y del Lema 4.4.37.

(2) Sea x <y, x € X;. Por hipdtesis existe j tal que y € Xj, por lo cual en
virtud del item (b) del Lema 4.4.6 se tiene que j < 4. Si fuese j = i entonces
serfa x = y, una contradiccion. Luego j < 1.

(3) Es consecuencia del Lema 4.4.7.

Reciprocamente, supongamos que {Y;}7 ; es una familia de subconjuntos
de X tal que satisface las condiciones (1), (2) y (3). Probaremos primero por
induccién que para cada ¢ = 1,...,n vale que Y; = XZ

Sea z € X = X;. Por (1) sabemos que existe i = 1,...,n tal que = €
Y;. Si i > 2 entonces por (3) se tiene que existe y € Y;_; tal que x < y,
una contradiccién. Por lo tanto ¢ = 1, quedando asi probado que X, C Y.
Reciprocamente, sea € Y;. Si x ¢ X, entonces existe y € X tal que = < y.
Luego por (2) esto es una contradiccién. De este modo queda probado que

Y, = X;.

Supongamos que Y; = Xj, para todo j < i (i > 2). Vamos a probar que Y; =
X;. Para ello consideremos x € Y;. Debemos probar que z € X, = (X M-
Supongamos que x € X;_1, con lo cual existe j <i—1 tal que x € Xj =Y. Por
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(1) se tiene que i = j < ¢ — 1, una contradiccién. Luego x € X¢ ;. Sea v < y
con y € X{ ;. Queremos probar que = = y. Supongamos que x < y, con lo cual
por (2) existe j < italquey € ¥; = Xj. Por otro lado y ¢ X;_1, con lo cual en
particular y ¢ va una contradiccion. Luego x = y y por lo tanto

Y; C X;. (4.14)

Reciprocamente, sea = € X;. Por (1) existe j tal que z € Y;. Veremos que
J = 1. Supongamos primero que j < 7. Luego dado que z € Y; = Xj se tiene
que x € X n Xj. Por el item (a) del Lema 4.4.6 se llega a que i = j, una
contradiccién. Supongamos ahora que j > 7, con lo cual j > 2. Como = € Y}
se tiene por la condicién (3) (iterando) que existe y € Y; tal que z < y. En
particular, y € Y; C X; (esta tltima inclusién ya fue probada), por lo cual
r <yconzx,yeE Xi, una contradiccién. De este modo queda probado que

X; C Y (4.15)

Por las condiciones (4.14) y (4.15) se concluye que Y; = X;.

Por la condiciéon ( ) sabemos que X = X,,. Veremos a continuacién que n
es el menor de los ntimeros naturales con esta propiedad. Sea k € N tal que
X = Xj. En particular sabemos que Xn £ ), por lo cual existe AS Xn Como
z € X}, se tiene que existe j < k tal que = € X Luego z € X, N X Esto
dltimo implica, por la condicién (1), que n = j < k. Por lo tanto hemos probado
que el poset (X, <) tiene altura n. O

Definicién 4.4.42. Para cada n € N escribiremos [n] para referirnos a la ca-
dena {1,...,n} con el orden inverso al usual (escribiremos =< para este orden).
Sean (X, <), (Y, <) posets y f : (X, <) — (Y, <) una funcién mondtona suryec-
tiva. Diremos que f es de fibra disconeza si para cada ¢ € Y, f~1(q) es una
anticadena de (X, <). Diremos que (X, <) es un n®-poset si existe una funcién
a: (X, <) — [n] tal que para cada p € X la restriccién de « a [p) induce una
funcién mondétona de fibra disconexa ay, : [p) — [a(p)), en donde [a(p)) posee
el orden inducido por [n]. Si «a es suryectiva diremos que (X, <) es un n-poset.

Sea (X, <) un poset tal que X # ) y sea n € N. Luego tenemos la siguiente
Proposicién 4.4.43. (X, <) tiene altura n si y sélo si (X, <) es un n-poset.

Demostracion. Supongamos que (X, <) tiene altura n.
Definamos a : (X, <) — [n] como
ap) =isiysolosiieX;.

Supongamos que p < g. Sabemos que existen ¢, j tales que p € X; yqe€E Xj, con
lo cual por el Lema 4.4.6 tenemos que j < 7. Luego a(p) = a(g). Por lo tanto «
es mondtona. Sii € {1,...,n} entonces por el Lema 4.4.37 existe p € X;. Luego
a(p) =iy asi « es suryectiva. Para p € X consideramos la funcién a,,. Usando
que a es monétona vemos que oy, estd bien definida, asi que probaremos que
es surjectiva. Sea i € [a(p)), es decir, a(p) > i. Si p € X, entonces a(p) = 1.
Supongamos que p € Xj con j > 2. Sii = j entonces a(p) = i. Si i < j, por
el Lema 4.4.7 tenemos que existe ¢ € X; tal que p < ¢, con lo cual ¢ € [p) vy
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a,(q) = . Por lo tanto ay, es suryectiva. Finalmente tenemos que si ¢ € {1 ,n}
y p € X entonces a; ' (i) es una anticadena de (X, <) ya que o, ' (i) = Xi.
Reciprocamente probaremos que si (X, <) es un n-poset entonces para cada
k € {1,...,n} tenemos que
a (k) = Xy (4.16)

Sin pérdida de generalidad supondremos que el codominio de « es N y haremos
la prueba por induccién.

Supongamos que p € a~ (1), con lo cual a(p) = 1, y sea ¢ € X tal que p < q.
Como ¢y, es mondtona, tenemos que 1 = a(p) > «(g), con lo cual a(q) =1, es
decir, ¢ € a~!(1). Ademds p < q, y asi p,q € a’l( ). Luego usando que a’l(l)
es una anticadena se infiere que p = ¢. Por ende p € X, y en consecuencia

a~l(1) C X. Reciprocamente consideremos p € X;. Como la funcién oy es
suryectiva y 1 € [a(p)), existe ¢ € X tal que p < gy ap(g) =1. Luegop < gqy
p € X1, por lo cual p = ¢. Por lo tanto ap(p) =1y asi a(p) = 1. Luego

o (1) = X,.

Supongamos ahora que para cada j < i tenemos que o~ 1(j) = X j. Probaremos
que o (i+1) = X,41. Para probar esto consideremos p € a~'(i+1). Sip € X;
tenemos que existe [ < ¢ tal que p € X;, yasi i+ 1 = a(p) =1 < i, una
contradiccién. Luego p ¢ X;. Sea p < ¢ con ¢ ¢ X;. Usando que ¢y, es monétona
vemos que i + 1 = a,(p) > a,(q). Si ap(q) = 1 < i entonces ¢ € X,. Sin
embargo ¢ ¢ X;, con lo cual ¢ ¢ X, una contradiccién. Luego ap(q) =i+ 1y
asi p,q € a;l(i +1). Comop<gqy a;l(i + 1) es una anticadena se infiere que
p = q. Por lo tanto
“Li+1) C Xipa.

Reciprocamente, sea p € Xi+1~ Por el Lema 4.4.7 tenemos que existe g € X;
tal que p < ¢. Usando que «; es mondtona tenemos que i = a,(q) < a,(p)
(notemos que si a,(q) = a,(p) entonces p € X;, pero p < q con q € X;, una
contradiccién). Usando que i+ 1 < ayp(p) ¥ que « es suryectiva, tenemos que
existen r > p tales que i + 1 = ay(r), por lo cual r € a~ (i +1) C X;4;.
Luego p = r porque p < ry p,r € Xi+1, y asi a(p) =i+ 1. En consecuencia
p €a!(i+1),y por ende

Luego tenemos que

Finalmente tenemos que n = min {k € N: X}, = X}. Supongamos que existe
k <mn tal que Xy = X. En particular k <n — 1, y por esto X C X,,_1. Luego
X, =0y asf a=t(n) = 0. Esto es una contradiccién ya que « es suryectiva. [

Notemos que de un modo similar puede probarse que si (X, <) es un poset

(X #0) y n € N entonces el mismo tiene altura menor o igual que n si y sélo
si es un n®-poset.
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4.4.8. Coproducto

Sea n un ntumero natural. En esta parte del trabajo daremos una descripcién
para el coproducto de dos S-algebras de altura a lo sumo n, en donde al menos
una de ellas es prelineal (es decir, satisface la ecuacién (z — y) V (y — x) = 1).
Para tal fin utilizaremos la equivalencia categorial obtenida entre S-algebras y
S-espacios, dando una descripcién para el producto de dos S-espacios de altura
a lo sumo n, en donde al menos uno de ellos es un root system.

Si (X, <) e (Y, <) son posets, consideraremos en X x Y el orden usual.

Sean (X, <) e (Y, <) S-espacios de altura menor o igual que n. Definamos
como k al minimo de las alturas entre (X, <) e (¥, <), y sea K = {1,2,...,k}.
Ademads consideremos By = {Ay}aea ¥ By = {Bgs}seq dos bases de clopens de
X eY respectivamente, y definamos los conjuntos E; , g = (X'iﬂAa) X (YZ NBg).
Finalmente definamos al conjunto

B ={E; o, plick, aca, peq-

Observacién 4.4.44. B es una base para una topologia sobre |JI, (X; x Y)
En efecto, sea (z,y) € \JI_,(Xi x Yi). Luego existe i € K tal que © € X; e
Yy € Y;. En particular eriste « € A y € Q tales que x € A, ey € Bg. Luego
(z,y) € E; o, g. Por otro lado sean cq, as € A, 1,02 € Q e i1,is € Q tales
que (2,Y) € Ei\ oy, 8 N Eiy. ay, o- Por (a) del Lema 4.4.6 tenemos que i1 = is
(definamos i = i1 ). En particular, existen o € A y 8 € Q tales que v € A, C
Ap, NAa, ey € Bz C Bg, N Bg,. Luego (x,y) € Ei, o, 3 C Ei oy, 8, NE;, oz, fa-

Mds dun, B es una base de clopens para una topologia sobre U (X X Y)
Para probarlo consideremos i € K, o € A y 8 € Q. Veremos que (E; o, 3)°
es abierto. Para ello consideremos (x,y) € (Ei o, 5)°. Luego © € X¢ U A
ETRS }A’f UBj. Supongamos que x € XfUAg. En consecuencia existe j € K tal
que T € Xj N (Xf U AS). Usando que Ay y )A(l son clopens en X se tiene que
existe ay € A tal que x € Ay, C (XFUAS)NX;. Ademds existe By € Q tal que
Yy e f/] N Bg, . Luego

(xa y) € Ej7 ar,f1 c (Ei, a, 5)6

En efecto, supongamos que existe (a,b) € Ej o,.38N E; op. En particular, a €
An, y por ende a € X° U AS. Luego (a,b) ¢ E; o, g, una contradiccion. Por lo
tanto (E;, o, 3)° es abierto en |J!— (X x Y3).

Para cada n € N definimos 0,, para la n-upla (0,...,0) y

Kn - {(kla"'ak ) (kb 3 ) ({0 ]‘}n n})}

Si (X, <) es un poset y U C X entonces definimos U = U¢ y Ut = Uy,.
El siguiente resultado nos sera 1til en lo que sigue:

Lema 4.4.45. Sea (X, <) un poset. Si U; son decrecientes en (X, <) para cada
j€{1,...,n} entonces

(o Uj)m = U (UM n...nUk.

j=1 (k1yeokn)EK
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Demostracion. Haremos esta demostracion por induccion.
Veremos primero que si Uy, Uy son decrecientes en (X, <) entonces

(1) (U VU2 = ((Ur)m NU3) UUF N (Uz)ar) U ((Un)ar O (U2) m)-

Sea x € (U UUsz)p y supongamos que x € Uy NUS. Sea x <y con y € Uy.
En particular, y € Uy UUs. Luego x =y y « € (Uy)p NUS. Ahora supongamos
que z € Uy NUs. Sea x < y con y € Uy. En particular, y € U; U Us, por lo
cual z =y y « € (Uy)p. Del mismo modo se prueba que x € (Uz) s, siendo
asi © € (Uy)y N (Uz)par. De un modo similar se puede considerar el caso que
x ¢ U;. Reciprocamente, sea © € (U)py NUS) y x <y, cony € Uy UUs.
Tenemos que y ¢ Us porque x ¢ Us. Luego y € Uy. Por esta razén ¢ = y y
x € (U UUsz)y. De modo andlogo se prueba que si @ € Uf N (Usz)pr entonces
x € (U; UUs) . Finalmente supongamos que x € ((Uy)ar N (Uz)ar). Sea x <y
con y € Uy UU,. En particular x € U UUy y = y. Luego tenemos que
x € (Ul U UQ)M.

Supongamos ahora que la propiedad vale para cierto m y veamos que vale
para m + 1. Sean U, subconjuntos decrecientes de X, con i = 1,...,m + 1. En
particular,

m—+1 m
(U U = (J V) WU (117)

Definimos a continuacién los siguientes conjuntos:

Am :U(lﬂ kn)GKn(Ulkl ﬂﬂUT]jn ﬂU;;H»l),

By = m;n:1(U]C N (Um+1)m),
Cp = U(kl,...,kn)eKn(Ufl N NUF O (U1 ),

knl
Dy = U(kl,m,km,kmﬂ)GKmﬂ(U{Cl n..n0 U;f{"' N Um++11)'

Por (i), la ecuacién (4.17) e hipétesis inductiva tenemos que

m—+1
(U U = A4n 0B, UC,.
j=1

Necesitamos probar que A,, U B,, UC,,, = Dpy,.

Seax € A,,. Luego existe (ki, ..., kp,) € K, tal que x € Uflﬂ...ﬂU,’f;"ﬂUﬁLH.
En particular, (k1, ..., kmn,0) € Ky41. Por esto, x € D,,. De un modo similar
podemos probar que si x € C), entonces z € D,,. Sea x € B,,. Usando que
(0,...,0,1) € K,;,4+1 se concluye que x € D,,.

Reciprocamente, sea x € D,,. Luego existe (ki,..., km,km+1) € Kpy1 tal
que x € Ufl N..nUF N U:zri+11~ Si k41 = 0 entonces (k1,...,km) € K, y
r€Ap. Sikpi1 =1y k =ky=...=k, =0 entonces z € By,. Si kjpy1 =1
y existe k; # 0 para cierto [ € {1,...,m} entonces (ki,....,km) € K,,. Luego
z € Ch.

Por lo tanto hemos probado que
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m—+1

k k:m
(U U = U UP N ..U,
Jj=1 (k1yeoskmy1) EKmy1

O

En lo que sigue consideraremos en |JI_,(X; x ¥;) el orden inducido por
(X x ¥, <).

Proposicién 4.4.46. Si (X, <), (Y, <) € TSH,, entonces (U:lzl(f(Z xY;),<) e
TSH,.

Demostracion. Sea k el minimo entre las alturas de (X, <) e (Y, <).

(i) (U, (X; x Y3), <) satisface el axioma de separacién de Priestley.

Sean (z,y), (z,w) € U, (Xix ;) tales que (z,y) £ (2, w). Supongamos que
z £ 2. Luego existen U € D(X) ei € K tales que (z,y) € (X;nU)xY; y (z,w) ¢
(X;NU) x Y; (ya que z ¢ U). Definimos el conjunto V = U?Zl(f(j NU) x ;.
En particular tenemos que (z,y) € V, (z,w) ¢ V' y V es un creciente. El hecho

de que Y; es clopen en Y implica que Y; = UZFl Bﬂmj para cierto s; € N, y el
hecho de que U € D(X) implica que U = Uizl A,, para cierto | € N. Luego

v = WU, 1 4a) < (50 By, ).

gt my

Por lo tanto V' es un clopen creciente de U?:l(f(,» x Y;).

(i1) U, (X; x Y;) es compacto.

Sean ® C Ay I' C Q tales que J_,(X; x Y;) = Uiek, aca, ger Bi, a, -
Supongamos que k es la altura del S-espacio (X, <). En particular, tenemos
que X = Uaeé A, eY, = Uﬁel‘ Bg. Por ser X e Y}, compactos (Y} es compacto
ya que es un subconjunto cerrado del espacio topolégico compacto Y) tenemos
que X = JyepAae Yy = Uﬁez Bg, para ciertos subconjuntos finitos P C ® y
> CT'. Luego

n

LJ()A(Z X }A/l) = U Ei7 a, B-

i=1 i€K, aeP, BES

(iid) (U7, (X; x ¥;), <) es un espacio de Esakia.

Sea V un clopen de (U?:I(Xi X Y;),<). Luego V = Uick, aep, pes Ei a, 8
para ciertos subconjuntos finitos P, ¥ de Ay & respectivamente. Luego tenemos
que (V] =U; aep, gex(Bi, a, 8] ¥ (Bi, o, g] = (XiNAa]x (YiNBg]) N (Ui, (Xi
YZ) Usando que (X, <) e (Y, <) son espacios de Esakia inferimos que (E;, o, ]
es clopen. Por lo tanto (V] es clopen en (J, (X; x ;).

(iv) (Uznzl(X} x Y;), <) es un S-espacio de altura k.

Sea V un clopen decreciente de (U:L:l(f(z x Y;), <). Usando la notacién de
(#4i) tenemos que V =,k nep. pes(Ei, o, g)- Un célculo directo prueba que

n

(Br, o, plar = [(X: 0 Aalar x (%0 Balar) 0 ((J (K x ¥2)).

i=1
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Como (X, <) e (Y, <) son S-espacios entonces (X; N Au]ar y (Yi N Bsla son
clopens en X e Y respectivamente. Luego (E;, o, g]a es clopen. En consecuencia
por el Lema 4.4.45 tenemos que Vs es clopen en (UZL:I()AQ xY;), <). Finalmente
se deduce de la Proposicién 4.4.40 el hecho de que (J;_, (X;xY;), <) es un poset
de altura k. O

Corolario 4.4.47. Si (X,<),(Y,<) € TSH, entonces las aplicaciones m :
(U?:] (XZ X Y;)7 S) - (Xa S) dada por 7T1(.13, y) =T YT (U;Lzl(Xl X Y;)7 S) -
(Y, <) dada por ma(x,y) =y son morfismos en TSH,,.

Demostracion. Un calculo directo prueba que para ¢ = 1,2, 7; son morfismos en
la categorfa de espacios de Priestley (la monotonia es inmediata, y la continuidad
de por ejemplo w1 se deduce de la igualdad 7r1_1(Ei, o, 8) = Ao N Xl) Para
probar que 7; es un p-morfismo, sean (z,y) € U:LZI()A(I X Yl) y z € X tales
que 7 (z,y) < z. En particular (x,y) € X; x Y; para cierto i € {1,...,n}y
z € Xj para cierto j € {1,...,n}. Mds ain, por (b) del Lema 4.4.6 tenemos que
j<iSii=1 2 € Xy yasiz =z Luego (z,y) < (z,y) € Xpy x Yy y
z = m(z,y). Sii > 1, por el Lema 4.4.8 tenemos que existe w € f’j tal que
y < w. Luego (z,y) < (z,w) € Xj X Y/J y z = m(z,w). Por lo tanto m es un
p-morfismo. Finalmente supongamos que (x,y), (z,w) € UZL:I()A(I X Ai) vy que
(z,y) < (z,w). Si & = z entonces y = w, una contradiccién. Por lo tanto en
virtud del Corolario 4.4.5 tenemos que m; € TSH,,. Una demostraciéon andloga
prueba que mo € TSH,,. O

Proposicién 4.4.48. Sean (X, <), (Y,<) € TSH,, en donde (X,<) 6 (V,<)
son S-espacios asociados a S-dlgebras prelineales (es decir, donde al menos
uno de ellos es un root system). Luego (U:L:1(Xz x Y;),<) es el producto en
la categoria TSHy,.

Demostracion. Sean f: (Z,<) — (X,<), g: (Z,<) — (Y,<) € TSH,,. Luego
definimos h : Z — (U?=1(Xz x Y;), <) como h(z) = (f(2),9(2)). Notemos que
esta funcién estd bien definida. En efecto, sea z € Z. Luego existe i € {1,...,n}
tal que z € Z;. Por (b) del Lema 4.4.3 tenemos que h(z) € X; x Y;. Luego
h(z) € U?:I(Xi x Y;). Més atin, probaremos que h € TSH,. Es claro que h es
monétona (esto se desprende de la monotonia de f y g). Si (X;NAy) x (Y;NBg)
es un elemento basico de |J'_, (X; x ;) entonces tenemos que i~ ((X; N A,) X
(YZ NBg)) = f_l(Xi NAy) ﬂg_l(ffi N Bg), que resulta ser un clopen en Z por la
continuidad de f y de g; por ende h es una funciéon continua. Veamos que h es
p-morfismo, suponiendo por ejemplo que (Y, <) es un S-espacio asociado a una
S-algebra prelineal (es decir, un root system). Sea h(z) = (f(2),9(2)) < (¢, s).
Luego existen a,b € Z tales que z < a,z < b, f(a) =ty g(b) = s. En particular,
g(z) < gla) y g(z) < s. Como (Y, <) es un root system, g(a) < s 6 s < g(a).
Por otro lado, existe i € {1,...,n} tal que (¢,s) € X; x Y;. Por (b) del Lema
4.4.3 tenemos que a,b € Z; y por el mismo resultado se tiene que g(a),s € Y;.
Luego g(a) = s (puesto que g(a) < s 6 s < g(a)). De este modo, z < a y
h(z) < (t,s) = (f(a),g(a)) = h(a), i.e. la funcién h es p-morfismo. El hecho de
que h es S-morfismo se sigue del Corolario 4.4.5. O
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4.4.9. Algebras subdirectamente irreducibles

Un &lgebra subdirectamente irreducible esta caracterizada a partir de sus
congruencias (ver por ejemplo Teorema 8.4 de [9]). Como la funcién sucesor es
compatible en toda dlgebra de Heyting, si (H,S) es una S-dlgebra entonces H
es subdirectamente irreducible en la variedad de algebras de Heyting si y sélo
si (H,S) es subdirectamente irreducible en la variedad de S-dlgebras. Es sabido
que un algebra de Heyting es subdirectamente irreducible si y sélo si es trivial
(es decir, consta de un tinico elemento) o existe un elemento u # 1 tal que si
x # 1 entonces x < u (ver por ejemplo Ejercicio 9 de [9]). Lo que haremos a
continuacion es dar una descripcién explicita del elemento u para las dlgebras
subdirectamente irreducibles en la variedad de S-algebras de altura n, en donde
n es un numero natural dado.

Sea H € SH,, subdirectamente irreducible. Veremos que si la altura de H es
k (k > 2) entonces el elemento u es S*~1)(0). En efecto, por (S2) tenemos que

1=5®0)=uV (u— S*1(0)).
En particular, v — S*=1(0) = 1, por lo cual u < S*=1(0). Por otro lado
SE=1(0) # 1, por lo cual SF=1(0) < u. Luego u = S*F=1(0).

Proposicién 4.4.49. Sea H € SH, y supongamos que la altura de H es k
(k > 2). Luego H es subdirectamente irreducible sii H es trivial o bien no existe
ningin elemento entre S*=1)(0) y el dltimo elemento del dlgebra.

4.4.10. Relacion con ciertas variedades de Heyting

En el contexto de un dlgebra de Heyting, podemos definir inductivamente
Pr=y1V-y1y Po=ynV (Yo — Pn_1) (para n > 2). Sea H,, la variedad de
algebras de Heyting que satisface la ecuacién adicional P, = 1. Estas variedades
se utilizan, por ejemplo, para caracterizar las variedades de algebras de Heyting
finitamente generadas (ver por ejemplo Teorema 4.1 de [2], [37] y [38]).

Analizaremos cémo se relacionan estas variedades con SH,,.

(I) Si (H,S) € SH, entonces H € 3,,.
Basta probar que para cada m > 1 se tiene que
S (0) < P,,.

El caso m = 1 es inmediato (se desprende de la ecuacién (S2)). Supongamos
que vale para cierto m y probemos que vale para m+ 1. Por (52) y por hipStesis
inductiva tenemos que

St (0) = S(SU™(0) < Y1 V Yms1 — ST(0)) <.

Ym+1 V (Ym41 — Pr) = P

(II) Si H € H,, y H admite sucesor entonces (H,S) € SH,,.

En efecto, si consideramos y;, = S*)(0) tenemos por (S1) y por (S3) que

P, < S®(0) v (S®(0) = Ppy) = ST(0) v (S(S*1(0)) — Proy) =

S®(0) v §E=D(0) = sR)(0).

Luego P, = S (0) (la otra desigualdad se desprende del ftem previo). Por lo

tanto si P, = 1 entonces S (0) = 1.
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(IIT) Sea n > 2. Existe H € H,, tal que H no admite sucesor.
En efecto, supongamos que esto no es asi. Luego por (I) y por (II) tenemos que
H,={H:(H,S)e SH,}.

(lamemos V' al miembro derecho de la igualdad previa). De este modo V' es una
variedad de dlgebras de Heyting. Sea H la cadena de tres elementos {0, z,1}.
Es claro que H € V. Luego, por el Teorema 3.1 de [11], tenemos que existe un
término de Heyting unario t tal que Sy = t; en particular, z = Sz (0) = t¥(0).
Esto es absurdo ya que t1(0) € {0,1} (esto tltimo sale de la descripcién del
algebra libre en un generador en la variedad de algebras de Heyting. Para una
descripcién de la misma ver [1]).

4.4.11. El problema de la completud afin

Como SH; es esencialmente la variedad de dlgebras de Boole, tenemos que
dicha variedad es afin completa. Sin embargo, para cada n > 1 la variedad SHy,
no es afin completa. En efecto, supongamos que si lo es. La S-dlgebra dada en
el Ejemplo 4.3.11 es subdirectamente irreducible en SH,, (para n > 1). Luego,
por el Corolario 4.2.6 de [36] tenemos que esta algebra no admite subélgebras
propias. Pero {0, z,1} es una subdlgebra propia, una contradiccién. De este
modo tenemos la siguiente

Proposicién 4.4.50. Para cada n > 1 la variedad SHy, no es afin completa.
Notemos que el resultado previo nos da una prueba alternativa (no construc-

tiva) de que la variedad de S-dlgebras no es afin completa.

4.4.12. Libre en un generador en la variedad SH,

En lo que sigue daremos una descripcion del espacio de representacion del
algebra libre en un generador en la variedad SHs.
Consideremos el siguiente poset, al que denominaremos €:

L8] L Y
o7 o3 oy

Como 2 tiene altura 2 se tiene que Q% € SHy, en virtud de la Proposicién
4.4.8. Definiendo U = {r4,rg} se verifican las siguientes igualdades:

T g

a. [r) =-U,
b. {T4}:S(®)HU,
. {TQ}ZS(@)Q—'U,

[¢]

d. [r5) = ==UN (U U {r2}) — S(0)),
e. [r3) = ("UU—--U) — S(0).
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Por lo tanto tenemos que U es un generador de la S-dlgebra Q7. En efecto
todos los elementos de Q7 se pueden escribir en términos de U porque todos los
subconjuntos crecientes principales de €2, es decir aquellos que admiten minimo,
se escriben en términos de U y la S-algebra Q7 es finita.

Probaremos a continuacién que Q7 es el dlgebra de libre en un generador
para la variedad SH5. Para ello daremos algunos resultados previos.

Lema 4.4.51. Sea V una variedad. Si F es el dlgebra libre en un generador
sobre la clase de las dlgebras subdirectamente irreducibles de V' entonces F' es el
dalgebra libre en un generador sobre V.

Demostracion. Sean A € V' y a € A. Definimos la funcién f : {z} — A como
f(z) = a. Por el Teorema 8.6 de [9] tenemos que A es isomorfa a un producto
subdirecto de dlgebras subdirectamente irreducibles { A;}; de V' (a cada elemento
b de A lo identificaremos con el elemento (b;); de []; A;). Por la definicién de
algebra libre tenemos que existen morfismos f; : F' — A; tales que f;(x) = a;.
Luego f : F — [[; A; dada por f(y) = (fi(y)): es un morfismo tal que f(z) = a.
Continuando con el abuso de notacién es claro que Imf = (f(x)) = (a) C A (en
donde (f(z)) indica la subélgebra generada por f(x)). Por esta razén podemos
considerar que f tiene como codominio A. O

Como consecuencia de la Proposicién 4.4.49 tenemos el siguiente

Lema 4.4.52. Las dlgebras subdirectamente irreducibles de SHy son la trivial y
las que tienen la forma [0,S(0)] @ 1.

Lema 4.4.53. Las dlgebras subdirectamente irreducibles monogeneradas (i.e,
generadas por un elemento) en SHy son la trivial, la cadena de dos elementos,
la cadena de tres elementos y 4 ® 1, siendo 4 el dlgebra libre en un generador
en la variedad de dlgebras de Boole.

Demostracion. Se sigue de los lemas 4.4.52 y 4.2.5 (ya que un elemento genera,
como algebra de Boole, el algebra trivial, la cadena de dos elementos, o la libre
en un generador en Boole). O

Lema 4.4.54. Sea (Y, <) un S-espacio finito de altura 2 tal que X CY. Si
X es un subconjunto creciente de Y entonces la funcion i : X — Y dada por
i(x) = x es un morfismo en la categoria de S-espacios de altura 2.

Demostracion. La monotonia de ¢ es inmediata, la continuidad se sigue del hecho
de que X e Y son conjuntos finitos ,y el hecho de ser p-morfismo es consecuencia
de que X es un subconjunto creciente de Y. Finalmente, el hecho de que 7 es
un morfismo en la categoria de S-espacios de altura 2 se sigue del Corolario
4.4.5. O

Proposicién 4.4.55. Q7 es el dlgebra libre en un generador sobre la clase
de dlgebras subdirectamente irreducibles monogeneradas en SHs. En particular,
Qt es el dlgebra libre en un generador sobre la clase de dlgebras subdirectamente
irreducibles en SHs.

Demostracion. En esta demostracion utilizaremos el Lema 4.4.54. Por el Lema
4.4.53 sélo necesitamos considerar los siguientes casos:

a) Cadena de dos elementos: definimos las funciones i; : {rs} — Q, iy :
{ra} — Q dadas por la inclusién. Como {ro} y {r4} son crecientes de 2, tenemos
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que i1, i3 son monomorfismos en la categorfa de S-espacios. Luego X (i1) : QT —
{ro}t y X(i2) : QT — {ry}* son epimorfismos en la categoria de S-dlgebras
tales que X (i1)(U) =0 y X (i2)(U) = {rs} = S(0).

b) Cadena de tres elementos: definimos las funciones iz : {r1,r2} — €,
ig : {ra,r5} — Q, i5 ¢ {ra,r6} — Q dadas por la inclusién. Como los con-
juntos {ry,ro}, {re,rs5}, {rs,r¢} son crecientes de €2, tenemos que is,i4,i5 son
monomorfismos en la categoria de S-espacios. Por lo tanto X(i3) : QT —
{ri,m}™, X(ig) : QT — {ry,r5}T y X(i5) : QF — {r4,76}" son epimorfis-
mos en la categorfa de S-algebras tales que X (i3)(U) = 0, X (i4)(U) = S(0),
X(is)(U) = SE0) = {r4, e}

c¢) S-dlgebra 4 @ 1: definimos la funcién ig : {ra, 3,74} — Q dada por la in-
clusiéon. Como {ra, 73,74} es un creciente de €2, tenemos que ig es un monomor-
fismo en la categorfa de S-espacios, por lo cual X (ig) : QT — {ra, 73,74} es un
epimorfismo en la categoria de S-espacios tal que X (ig)(U) = {r4}, siendo r4 el
elemento y del dibujo del Ejemplo 4.3.11. Este es el inico caso que necesitamos
considerar ya que la cadena de tres elementos es una subdlgebra de 4 & 1 y ese
caso fue considerado. O

Teorema 4.4.56. Q% es el dlgebra libre en un generador de la variedad SHs.

Demostracion. Se sigue del Lema 4.4.51 y de la Proposicion 4.4.55. O

Dado el poset Q escribiremos ¢ en lugar de r;, para i = 1,...,6. Por lo tanto
QT es la S-algebra cuyo diagrama de Hasse es el siguiente:

123456
12345 12346 23456

2345 2346

1245 1246



4.5. Variedades de S-algebras generadas por una
cadena finita

En esta seccién estudiaremos las variedades V(H,,, S), siendo H,, la cadena
de n elementos y n un nimero natural (n > 3). Parte de los resultados que men-
cionaremos han sido publicados en [17]. Comenzaremos dando una motivacién
para estas variedades (ver [11]). Notemos que V(Hj, S) coincide con la variedad
de dlgebras de Boole (ya que S coincide con el top en toda dlgebra de Boole, y
la variedad de dlgebras de Boole estd generada por la cadena de dos elementos).

Sea L,, una axiomatizacién de la légica intermedia con valores en H,,, para
n > 3. Por ejemplo, podemos agregar a I PC el siguiente esquema de axiomas
([31], ver [62] para una axiomatizacién diferente):

(=) V(¥ — ¢),
(¢1 — B2) V... V(I — bpy1)-

La logica L,, + S la definimos como la unién de L,, junto con el sistema de
axiomas A(S) para el conectivo S. Tenemos que el sistema L,, + S es una ex-
tensién conservadora de L,,, fuertemente completo para valuaciones en el dlgebra
(H,,S) (S resulta ser un conectivo implicito nuevo sobre £,,). Mds atn, todo
conectivo implicito nuevo sobre L, + S es equivalente en este sistema a una
combinacion de A, V, —, =y S (Teorema 6.1 de [11]).

Comenzaremos mostrando cémo se relacionan las variedades V(H,, S) con
la variedad de S-dlgebras prelineales y las variedades de S-algebras de altura
menor o igual que n 4+ 1. Luego daremos una presentaciéon completa para el
coproducto (utilizando resultados de la seccién previa). Finalmente daremos
una descripcion del espacio de representacion del algebra libre en un generador
para las variedades V(H,,S).

4.5.1. Coproducto

Sea n > 3. La variedad V(H,, S) estd caracterizada por las ecuaciones de
algebras de Heyting, las ecuaciones de la funcién sucesor y las siguientes ecua-
ciones:

(P) (z—y)V(y—x)=1,
(S) V?:l(xz' — Ziq1) = L.

Recordemos que SLH es la subvariedad de S-algebras que satisface la ecuacién
adicional (P). Probaremos en lo que sigue que

V(H,,S)=SLHNSH,_;.
Para ello daremos primero el siguiente

Lema 4.5.1. Sea n > 3. Sea E; un conjunto de ecuaciones para las dlgebras
de Heyting, ecuaciones del sucesor, ecuaciones (P) y (S). Sea Ey un conjunto
de ecuaciones para las dlgebras de Heyting, ecuaciones del sucesor, ecuaciones
(P) y S™=1(0) = 1. Luego E; = Fs.
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Demostracion. Supongamos primero que valen las ecuaciones de E7, con lo cual
tenemos que

Sn=1(0) = S*=D(0) v S=2(0) V..V S0) V0=
(1 — S™=D(0)) v (S®=1(0) — S=2(0)) V... v (SP(0) — S(0))V
(5(0) = 0) = 1.

Reciprocamente, supongamos que valen las ecuaciones de Es. Luego S(z,41) <
Zpn V (2, — Tpy1), con lo cual por el Corolario 4.3.4 se tiene que

S (211) < S V (20 — Tny1)) = S(@n) V S(2n — Tpii). (4.18)
Por otro lado, usando que
(1 = @n) = (20 = Tnp1) = [(@n A (Tn1 = @0)] = Tnp1 = Tn = oy,
tenemos que
S(@n = Tng1) < (Tn-1 = ) V [(@n-1 = ) = (B0 = Tpp1)] =

(L1 — Zn) V (T — Tpy1). (4.19)

Usando que z,—1 < Xp_o — z,_1 se llega a que 2,1 — x, > (Tp_2 —
Tp—1) — Tp, con lo cual

S(fn) é (xn72 - xnfl)v[(xn72 - iCnfl) - xn] S (1’»,172 - xnfl)v(fnfl - ‘rn)
(4.20)
Utilizando las ecuaciones (4.18), (4.19) y (4.20) inferimos que

S(g)(anrl) S (xn72 i :L'nfl) V (l’n,1 - xn) V (xn g $n+1)

Tterando el razonamiento anterior, utilizando la ecuacién (x — y) — (y — z) =
y — z (vélida en toda dlgebra de Heyting) y el Corolario 4.3.4, se tiene que si
k es tal que 2 < k <n — 1 entonces

S(k)(xnﬂ) < (Tnak = Tp—(o—1)) Voo V (T = Tg1).
Luego en particular tenemos que
1= S(”_l)(xnﬂ) <(x1 = x2) V... V(Ty — Tpy1).
O
Dado que es inmediato que V(Hs, S) = SLH N SH;, tenemos el siguiente
Corolario 4.5.2. Para cadan > 2, V(H,,S)=SLHNSH,_;.

Observacién 4.5.3. Para cada n > 3 se tiene que V(H,,S) C SH,_1. En
efecto, consideremos el Ejemplo 4.3.11. Se tiene que dicha S-dlgebra pertenece
a SHy_1. Sin embargo (x — y)V (y — x) = z # 1, por lo cual la misma no
pertenece a V(H,,S). Ademds V(H,,,S) C SLH (para verlo basta considerar el
congunto Ng U {a}, siendo n < « para todo n € Ny. Es claro que esta S-dlgebra
es prelineal y no tiene altura finita).
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Sea n un nimero natural. Consideremos dos S-espacios (X, <) e (Y, <) de
altura a lo sumo n que ademds forman un root system. Sabemos, en virtud de la
Proposicién 4.4.46, que (I, (X; x ¥;), <) es un S-espacio de altura a lo sumo
n (con la topologia dada en 4.4.8). Notemos ademds que este poset es un root
system. En efecto, si (z,y) € U?:l(f(i x Y;) entonces [(,y)) es una cadena. Para
probarlo consideremos (a,b), (c,d) € U, (X; x V;) tales que (z,y) < (a,b) y
(z,y) < (¢,d). Es decir, x < a,z < ¢,y <bey <d. Luego (a <cdb6c<a)y
(b <déd<b). Supongamos que a < c¢. Si b < d nada hay que probar. Si d <b
entonces d = b y en particular b < d. En efecto, a < ¢, a € X; ycéE Xj, para
ciertos 4, j = 1, ...,n. Luego por la parte (b) del Lema 4.4.6 tenemos que j < i.
Ademads como d < b, por el mismo lema tenemos que i < j. Luego i = j y por
ende b = d. De esta manera (Ule()z'z X Y;), <) es un root system. Por lo tanto,
en virtud del Corolario 4.5.2 y de la Proposicién 4.4.48, tenemos el siguiente

Teorema 4.5.4. Sean (X, <) e (Y, <) S-espacios de altura a lo sumo n > 3
tales que forman un root system. Luego (U, (X; x Y;), <) es el producto en la
categoria asociada (por la dualidad de Priestley) a la variedad V(Hy, S).

El resultado anterior nos da una descripcion del espacio de representacién
del coproducto en la categorfa cuya variedad subyacente es V(H,,S).

4.5.2. Algebras libres

Sea n > 3. En [11] (Teorema 6.1) fue probado que los conectivos implicitos
de L,, + S son términos (i.e una combinacién de A, V, —, =y S).

La demostracién de este teorema muestra también que la clase de conectivos
implicitos de L,, coincide con el conjunto de polinomios de Heyting sobre H,
(en particular, coincide con el conjunto de términos sobre H,); idénticamente,
por completud afin, con el conjunto de funciones compatibles de H,,. Caicedo
probé en [10] que estas funciones (para el caso unario) son exactamente las
funciones f : H, — H, satisfaciendo, para algin a € H,, que f(z) > z, para
x €[0,a] y f(z) = a sobre (a,1].

Un diagrama del dlgebra libre en un generador de V(Hs, S) es descripta en
la Figura 2 de [11].

En esta parte del trabajo daremos una caracterizacién completa para las
algebras libres en un generador para las variedades V(H,,, S) (paran > 3). Dado
que tenemos una descripcién del coproducto en V(H,,, S) se tendrd automdtica-
mente una descripcion del algebra libre en cualquier cantidad de generadores
para las variedades V(H,,, S). Comenzaremos con algunos resultados previos.

Sean M y N reticulos distributivos acotados. Si M y N son finitos entonces
M @ N es también finito (recordemos que @ indica la suma ordinal como posets,
ver [1], p. 39), y por ende una S-dlgebra. Escribiremos 0 para el reticulo con
un unico elemento. Ademds para cada n > 2 escribiremos F,, para referirnos al
algebra libre en un generador, x,,, en la variedad V(H,,5).

Lema 4.5.5. FEl cardinal del universo de F,, es
n—1 TL'

Fo =) L (4.21)

j=0 /"
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Demostracion. El caso n = 2 es inmediato. El caso n > 3 es consecuencia de un
argumento de conteo directo basado en la descripcion explicita de los elementos
del algebra libre en un generador de V(H,, S) como las funciones f : H, — H,
dadas previamente. O

Notemos que para cada n > 2 tenemos que 0 ® F,, € V(H,41,S5); por

ende tenemos un tnico morfismo de S-dlgebras a1 : Frip1 — 0 @ F,, tal que
nt1(Tnt1) = x,. También tenemos que H, 11 € V(H,11,S5), y en consecuencia
un dnico morfismo de S-dlgebras B,,4+1 : Frp1 — Hpaq con Byy1(xpe1) = 0. Por
la propiedad universal del producto en V(H,,11,5), tenemos un inico morfismo
de S-algebras ¢ haciendo que el siguiente diagrama conmute:

Foii (4.22)

0 F, & Hn+1
\ /
(0 D Fn) X Hn+1

Como F, 11y (08 F,) x H,1 tienen ambos finitos cardinal (y es el mismo,
en virtud del Lema 4.5.5), para probar que hay un isomorfismo de S-dlgebras
entre ellos serd suficiente ver que § es una funcién suryectiva.

Lema 4.5.6. (1,0) € im 4.
Demostracion. Por definicién de 6,
§(n41) = (M0(Tn41), m20(Tn41)) = (@nt1(Tnt1)s Bnt1(Tnt1)) = (2, 0)

Consideremos el término de S-dlgebras 7(z) = S(0) — z. Un célculo directo
nos muestra que

7O%Fn (2,) = 1, (4.23)
rHe1(0) = 0. (4.24)

(la primer ecuacién es consecuencia de que S(0) < z,,, y la segunda se deduce de
la ecuacién S(0) — 0 = 0). Consideremos ahora el elemento yo = 75 +1 (2,11) €
Fp+1. Por (4.23) y (4.24), este elemento es tal que

8(yo) = 0(7(ny1)) = 7OV (g, 0) = (10057 (2,), 7H+1(0)) = (1,0).
O
Lema 4.5.7. El morfismo ¢ de (4.22) es suryectivo.

Demostracion. Consideremos (x,m) € (0®F,,) x Hy4+1. Como (z,m) = (z,0)V
(0,m), consideraremos separadamente los casos © =0y m = 0.
Si x = 0, tomemos y; = S(™)(0) A (2,1 — 0). Tenemos que

8(y1) = SU(0,0) A [(n,0) — (0,0)] = ST (0,0) A (2, — 0,1) =
S (0,0) A (0,1) = (0,57 (0)) = (0, m).
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Por otro lado, supongamos que m = 0 y « > S(0). Como F,, es libre, existe
un término ¢ de S-4lgebras tal que x = t(x,). Sea t el término que se obtiene
reemplazando por S(0) toda ocurrencia de 0 en ¢. Tenemos que z = ¢ 0En (zn)-
Tomando ahora yo = t(z4+1) € Yo como en el Lema 4.5.6, tenemos que v = yoAys

es tal que
6(u) = 6(yo) N 6(y2) = (1,0) A 6(E(zn+1)) = (1,0) AE(8(2nt1)) =

(1,0) A F(zn,0) = (1,0) A (2,£0)) = (x,0).

Por esta razén, si = 0 entonces (x,m) = (0,m) = d(y1). Si = # 0 (es decir
si x < 5(0)), dado que (x,0) = d(u) se tiene que (x,m) = (0,m) V (z,0) =
d(y1) Vo(u) = 8(y1 V u). Por lo tanto hemos probado que la imagen de ¢ es
(0 (S5 Fn) X Hn+1~ ]

Como una consecuencia inmediata de los lemas 4.5.5 y 4.5.7, tenemos el
siguiente

Teorema 4.5.8. Para cada n > 2 existe un isomorfismo de S-dlgebras entre
Frni1 y (0©F,) X Hypr.

Hemos probado en este trabajo que existen dualidades entre las categorias
asociadas a las variedades V(H,, S), n = 2,3, ..., y ciertas categorias de espacios
de Esakia. Utilizando las “buenas” propiedades de esta dualidad categorial es
posible explicitar construcciones para los espacios topologicos asociados.

La condicién S(0) = 1 fuerza a una S-dlgebra a ser un algebra de Boole.

Luego V(H,,S) = Boole, y en consecuencia Fq es el dlgebra de Boole libre en
un generador, cuyo espacio de Stone es

Hemos visto que F3 = (0 @ F2) x Hs. Como X es parte de una dualidad
categorial, envia productos en coproductos, y X(F3) =2 X(0®F2) [[ X (Hj3), que
es simplemente el coproducto de espacios topoldgicos. Por otro lado, X(0 & F5)

puede ser visto como
L]
[ ] [ ]

Luego, X(F3) es

N

Observemos que en general X (0 @ F,,) se construye a partir de X(F,,) agre-
gando un nuevo punto sobre él. Luego, por ejemplo, tenemos que X(F4) es
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Este procedimiento nos permite hacer una construccién efectiva para los espa-
cios asociados a cada una de las algebras libres en un generador de las variedades
generadas por una cadena finita. De este modo, en virtud del Teorema 4.5.4 ten-
emos un modo de construir el dlgebra libre en cualquier cantidad de generadores
de las variedades generadas por una cadena finita. Por ejemplo, calculemos el
algebra libre en dos generadores de V(Hs,S). Llamemos oF3 a dicha dlgebra.
Como 9F3 2 F3][[F3 y X es parte de una dualidad, X(2F3) = X (F3) x X(F3).
Un célculo inmediato muestra que X (2F3) puede ser descripta como
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Capitulo 5

Operadores frontales sobre
reticulos residuados

5.1. Preliminares

Las definiciones y propiedades que daremos a continuacion fueron extraidas
de [7] v [35].
Un reticulo residuado (RL para abreviar) es una estructura algebraica

L=(LAV,e\,/)

tal que (L, A, V) es un reticulo, (L,-,e) es un monoide, \ y / son operaciones
binarias para las cuales las equivalencias

z-y<zsiysélosiz<z/ysiysdlosiy<z\z

valen para cada z,y,z € L. Las operaciones \ y / son llamadas el residuo a
derecha y a izquierda de -, respectivamente. Se sigue de la definicién que - es
residuado (es decir, residuado a derecha y a izquierda) si y sélo si preserva el
orden en cada argumento, y para cada x,y,z € L, la desigualdad =z -y < z
tiene un elemento méximo para x (llamado z/y) y para y (llamado x\z). En
particular, los residuos estan univocamente determinados por - y el orden. Si el
reticulo subyacente a un reticulo residuado (L, A, V) dado tiene tltimo elemento
1y 1 = e, entonces llamaremos a este reticulo residuado integral . En lo que
sigue para un reticulo residuado y elementos x,y del mismo, escribiremos zy en
lugar de x.y.

La clase de todos los reticulos residuados serda denotada como RL. Es sen-
cillo verificar que las equivalencias que definen al residuo pueden ser dadas por
ecuaciones y que RL forma una variedad (Proposicién 4.1 de [7]). Si L es un
reticulo residuado cuya estructura de monoide es commutativa, diremos que es
un reticulo residuado conmutativo (CRL para abreviar); la variedad de CRLs
serda denotada como CRL.

Proposicién 5.1.1. (Lema 3.2 de [7]) Sea L = (L,\,V,-,e,\,/) un RL. Para
cada x,y,z € L valen las siguientes condiciones:

1. z(yVz)=ayVaz (xVy)z =22V yz.
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(@ Ay)/z=(x/2) N(y/z), 2\(y A 2) = (2\y) A (2\2).
af(yVz) = (x/2) A(x/y), (2 Vy)\z = (2\2) A (2\y).
(z/y)y <z, 2(z\y) < y.

x(y/z) < wy/z, (x\y)z < x\yz.

(@/y)(y/z) < x/z (2\y)(y\z) < z\z.

x/e=e\x = 2.

S B A T

e<z/x,e<x\zx.

Sea L un RL. Para cada a € L, definimos p,(x) = (ax/a) Ne 'y Ao(z) =
(a\za) A e. Luego definimos P = {p, :a € L} and A = {\, : a € L}.

Un subconjunto X C L es llamado convezo si para cada z,y € X y a € L, si
x < a <y entonces a € X; X es llamado normal si X es cerrado con respecto a
todo p € Py A € A. La coleccién de todas las subdlgebras convexas y normales
de un reticulo residuado L serd denotada como CN(L).

Si H es una subalgebra convexa normal de un reticulo residuado L, definimos
O ={(z,y) € Lx L:3h € Hyhx <yy hy <z}. En particular, tenemos que
0gp ={(zv,y) e LXL:(z/yyNe€ Hy (y/x)Ne € H} = {(z,y) € Lx L :
(x\y)Ae € Hy (y\x) ANe € H} es una congruencia sobre L ([7], Lema 4.11). Si
6 es una congruencia de L y « € L, escribiremos 6(z) para referirnos al conjunto

{ye L:(z,y) €6}

Teorema 5.1.2. ([7], Teo. 4.12) El reticulo CN (L) de subdlgebras convezas y
normales de un reticulo residuado L es isomorfo a su reticulo de congruencias

Con(L). El isomorfismo estd dado por las funciones mutuamente inversas H +—
O y 0 — 0(e).

La subdlgebra convexa normal generada por un subconjunto S en un reticulo
residuado L es denotada como c¢n(S). Si S = {s}, escribiremos c¢n(s) en lugar
de en({s}). Para u = (uq,...,u2,) (con u; € L para i = 1,...,2n) usaremos la
notacién -, para denotar a Ay, 0 pu, 0 Ayg © ... © Py, (0 denota la composicién
usual de funciones). En el lema siguiente, escribiremos L~ para el cono negativo

de Lyie, L- ={z e L|x<e}.

Lema 5.1.3. ([35], Cor. 3.7) Sea L un RL yr,s € L™. Luegor € cn(s) siy sdlo
si existen m y n nimeros naturales para los cuales existen u; € L*"(i = 1,...,m)
tales que

Yy (S)’yu2 (S)....'yum (3) <r.

Definimos los términos d(z,y) = 2\y Ay\z Aey d(xz,y) = z/y Ay/xz Ne. Los
mismos seran utiles para la descripciéon de congruencias.

Lema 5.1.4. (/35], Lema 8.1) Sea L un RL. Para cada congruencia 6 de L,
tenemos que las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) z0y.
(ii) d(z,y)0be.

(iii) d(x,y)0e.
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5.2. Funciones compatibles sobre reticulos
residuados

La l6gica intuicionista fue introducida como un sistema de secuentes por
Gentzen en 1934 (ver [27]). Las légicas subestructurales se obtienen omitiendo
del sistema algunas de las reglas subestructurales (ver [55]). Existen también
algunas versiones axiomaticas de tales sistemas. Luego, la légica clasica, la in-
tuicionista, la multivaluada, la bésica, la relevante y fragmentos de la légica
lineal pueden ser consideradas como légicas subestructurales. Es bien conoci-
do que, con una adecuada definicién de operador de consecuencia, estas logicas
son algebrizables en el sentido de Blok-Pigozzi (ver [55], [5]). Luego, para ca-
da logica subestructural existe una semantica algebraica equivalente, la cual se
corresponde con cierta subvariedad de la variedad de reticulos residuados.

El problema de agregar conectivos para extender una légica en un modo
“natural” ha sido estudiado por un largo tiempo. Para el calculo intuicionista
el paper [11] de Caicedo y Cignoli enfatiza el aspecto algebraico del problema a
través de la nocién de funcién implicita compatible, que es la nocién algebraica
de lo que ellos denominan un conectivo definido axiomaticamente a partir de un
sistema de axiomas. En general, diremos que un conectivo unario k es compatible
siy sélosi A« BtE kA « kB, para todas las férmulas A, B. Los resultados
dados en [11] son extendidos por Caicedo para lgicas algebrizables en [12]. Sin
embargo, no es claro qué puede ser considerado como una extensién natural o
buena de la logica subestructural en términos de conectivos buenos.

Haremos un estudio algebraico del problema antes mencionado, andlogo al
dado en [15] para el caso conmutativo, cuya idea béasicamente se sigue de la
caracterizacion dada en [11] para operadores compatibles en términos de la
relacion entre las congruencias y ciertas subalgebras particulares.

Surge naturalmente la pregunta acerca de la completud afin. La variedad
de élgebras de Boole B es afin completa (ver [36]) y la variedad de algebras de
Heyting H no lo es, aunque s{ es localmente afin completa (ver [11]). Més atin,
la variedad CRL es localmente afin completa (ver [15]).

El objetivo de esta parte del trabajo es extender a reticulos residuados re-
sultados de [15]. Asimismo daremos una posible generalizacién en este contexto
para los operadores frontales definidos sobre algebras de Heyting.

Sean L un reticulo residuado, y f : L*¥ — L una funcién. Daremos una condi-
cién suficiente y necesaria para la compatibilidad de f. Haciendo uso de dicha
caracterizacion probaremos que la variedad de reticulos residuados es localmente
afin completa. Luego estudiaremos algunas funciones compatibles sobre reticulos
residuados las cuales generalizan a los operadores frontales. También daremos
condiciones sobre dos funciones P(x,y) y Q(z,y) sobre un reticulo residuado L
las cuales implican que la funcién z — min{y € L : P(z,y) < Q(x,y)} (cuan-
do estd definida) es ecuacional y compatible. Finalmente discutiremos sobre la
completud afin de ciertas subvariedades de reticulos residuados equipadas con
ciertas operaciones adicionales.

Los resultados de este capitulo fueron publicados en [18].
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5.3. Caracterizacion de funciones compatibles

Si Lesun RLy x,y € L, el subconjunto 60, ,) de L x L denota la menor
congruencia que contiene al elemento (z,y).

Lema 5.3.1. Sea L un RL yx,y € L. Luego 0, ,(e) = cn[d(z,y)] = enld(z, y)].

Demostracion. Se sigue del Lema 5.1.4 y del Teorema 5.1.2. En efecto, para
z,y € L tenemos que

Oz, (e) = ﬂ O(e) = ﬂ 0(e) = en[d(z,y)].

(z,y)€0 d(z,y)€b(e)

Lema 5.3.2. Sean L un RL, f: L — L una funcion y x,y € L.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Para cada 6 € Con(L), si 20y entonces (f(x), f(y)) € 6.

(i) d(f(2), f(Y)) € Oy (€).

(iii) d(f(z), f(y)) € enld(z,y)].

(iv) Ezisten mimeros naturales m,n para los cuales existen u; € L?"(i =
1,...,m) tales que

Your (A2, Y)Y (A2, Y)) ooV, (2, ) < d(f(2), f(y))-

Demostracion. La equivalencia entre (i) y (i4) es consecuencia del Lema 5.1.4.
En efecto, supongamos que vale la condicién (7). Como (z,y) € 0, ) tenemos
que (f(x), f(y)) € Ozy), lo que a su vez implica la condicién (7). Recipro-
camente, supongamos que vale la condicién (ii) y sea § € Con(L) tal que
(w,y) € 0, por lo cual 0,y C 6. Por otro lado nuestra hipdtesis implica que

(f(x), f(y)) € Ozy), y por ende (f(x), f(y)) € 0. La equivalencia entre (ii) y
(791) se sigue del Lema 5.3.1. Finalmente, la equivalencia entre (iii) y (iv) se

deduce del Lema 5.1.3. O]

Notemos que el lema previo sigue valiendo si escribimos d(x,y) en lugar
de d(zx,y). Notemos también que como consecuencia inmediata del lema previo
tenemos el siguiente

Teorema 5.3.3. Sea L un RL y f: L — L una funcion.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f es compatible.

(2) Para cada x,y € L existen nimeros naturales m,n para los cuales existen
u; € L?™(i = 1,...,m) tales que

Yaur (A5 Y)Y (A5 Y)) oo Yy, (A, y)) < d(f(2), f(Y))-

(3) Para cada x,y € L existen nimeros naturales m,n para los cuales existen
u; € L*(i = 1,...,m) tales que

Yar (A(@, Y))Vur (A2, Y)) oY, (d(, ) < d(f(2), f(y))-
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Corolario 5.3.4. Sean L un RL y f: L — L una funcién. Si para cada x,y €
L eziste un naimero natural m tal que d(z,y)™ < d(f(x), f(y)) ¢ d(z,y)™ <
d(f(z), f(y)) entonces f es compatible.

Demostracion. Notemos que para cada x € L™ tenemos que Ao () = pe(x) =
Consideremos u; = (e,e) € L?, para i = 1,...m. De este modo 7, (d(x,y)

d(x,y) para i = 1,...,m. Por lo tanto, utilizando la hipdtesis y el Teorema 5.3.
(tomando n = 1) se concluye que f es compatible.

Ow Il B

Sea L un RLy f : L* — L una funcién. Para cada z; € L (i = 1,....k)
definimos T = (21, ..., xx) y T(7) = (@1, cey Tie1, Tig1..., Tk ). Luego definimos las
funciones fz(;) : L — L como fzy(a) = f(x1, ..., Zi—1,0, Tig1, ..., Tk).

Lema 5.3.5. Sea L un RL y f : L* — L una funcién.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) f es compatible.
(b) Para cada T € L* las funciones fz(i) son compatibles.

Demostracion. (a) = (b). Sean x; € L (parai=1,....k), 0 € Con(L) y (a,b) €
0. En particular, (z;,2;) € 0 para cada i = 1,...,k. Luego usando que f es
compatible se concluye que (fz;)(a), fz(i)(b)) € 0 para cada i = 1, ..., k. De este
modo las funciones fz(;) son compatibles.

(b) = (a). Sea 0 € Con(L) y wz;,y; € L tales que (x;,y;) € 0 para cada
i =1,....k. Usando el hecho de que fz(; es compatible se deduce que

flay, e xp)0f (y1, o, .oy k)0 f (Y1, Y2, 3, ooy )00 f (Y1, -y Yk),

con lo cual f es compatible. ]

El siguiente resultado es consecuencia del Teorema 5.3.3 y del lema previo.

Corolario 5.3.6. Sea L un RL y f: L¥ — L una funcion.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f es compatible.

(ii) Para cada™ € L* las funciones fz(i) satisfacen la condicion (2) del Teorema
5.3.5.

(iii) Para cada T € L* las funciones Jzqy satisfacen la condicion (3) del Teo-
rema 5.3.3.
5.3.1. Completud local afin

En esta seccién aplicaremos el Corolario 5.3.6 para demostrar la completud
local afin de la variedad RL. Si aq,...ar son elementos de un reticulo residuado
. 1 . .
dado entonces escribiremos [[;_, a; para indicar al producto ayag_i...a;.

Sea f: Lk7—> L una funcién compatible. Fijemos 7 € L*. Para cadai = 1,...k
y para cada b € B (siendo B un subconjunto de LF), definimos los siguientes
elementos de L:

A, 0i) = s, (d(bis i)Yz, (d(bis 20)- Ny, (d(bi 24)),
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donde ny,,mp, y u1, ,..., Um, son los numeros naturales y los elementos de
L?™: respectivamente asociados para cada (b;, x;) por el Corolario 5.3.6. Luego
definimos A(%,b) = [[,_, A(T,b:) y el conjunto Ty = {f(b)A(Z,b) : b € B}.

Teorema 5.3.7. Sea f: L* — L una funcién compatible, B un subconjunto de
L* y7 € B. Luego (%) = \/ Tx-

Demostracion. Sea T € B. Por el Corolario 5.3.6, para cada b € B existen
nimeros naturales ny,,mp, para los cuales existen uy, ,..., Uy, € L*" tales
que

A(T,b;) < d(fz0)(bi), fa) (@) (5.1)

Probaremos este teorema por induccién sobre k.

Consideremos k = 1. Usando la ecuacién (5.1) para este caso se concluye que
f(b1)A(z1,b1) < f(x1). Luego f(z1) es una cota superior de Ty, . Por otro lado,
como d(x1,71) = e y yu(e) = pu(e) = e para cada u € L?"1 | tomando by = x;
se tiene que f(z1)A(x1,21) = f(x1)e = f(z1) € Ty, con lo cual f(x1) =V Ty, .

Supongamos que el teorema vale para k = n. Vamos a probar que vale para
el caso k =n+ 1. Sea f: L™t — L una funcién compatible. Definimos

1

B((21, .. ), (b1, .y bn)) = [ [ A@. by).

i=n

Usando la ecuacién (5.1) para este caso tenemos que

FO)VA@, boi1) < F(biy oo, bn, Tg1)- (5.2)

Anélogamente a lo hecho en la demostracién del Lema 5.3.5, se prueba que la
funcién f : L™ — L dada por g(ay,...,a,) = f(a1,...,an, Tp+1) es compatible.
Luego utilizando la ecuacién (5.2), el hecho de que g es compatible y la hipotesis
inductiva, se concluye que

FOVAT,B) = FO)AT, bus 1) B(@1, s ), (b1, o b)) <
f(bl, ceey bn, $7L+1)B((I‘1, ceey ,:En), (bl, ceny bn)) S f(f),

con lo cual f(Z) es una cota superior de 7%. Por otro lado, como d(x;,z;) = ey
Yu(€) = pu(e) = e para cada u € L?™: | tomando b; = x; (para i = 1,...,n) se
deduce que f(T) € T, de lo cual se desprende lo que desedbamos probar. O

Corolario 5.3.8. La variedad RL es localmente afin completa.

5.4. Generalizacion de operadores frontales en
reticulos residuados

Recordemos que JH denota la variedad de algebras de Heyting.

Sea L un reticulo residuado y 7 : L — L una funcién. Diremos que 7 es un 7 -
operador pre frontal a izquierda (Tlp para abreviar) si existe un término binario
T en el lenguaje de reticulos residuados tal que para cada H € JH tenemos que
TH(z,y) =y — o y para cada x,y € L valen las siguientes ecuaciones:

(11) 7(z) <y VvT(x,y),
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(12) e < 7(e),
(13) (z\y) Ae < 7(2)\7(y).

Si 7 satisface la ecuacién adicional

(f) (@) A7(y) <7(zAY),
diremos que 7 es un T-operador frontal a izquierda (Tlf para abreviar).

Similarmente definimos T'-operador pre frontal a derecha (Trp para abre-
viar) y T-operador frontal a derecha (T'r f para abreviar). Por el Corolario 5.3.4
(tomando m = 1) tenemos que T'lp y Trp son funciones compatibles.

Sea L un CRL y 7 : L — L una funcién. Diremos que 7 es un T-operador
pre frontal (Tp para abreviar) si es un Tlp y diremos que 7 es un T-operador
frontal (T'f para abreviar) si es un TIf.

Teorema 5.4.1. Sea H un dlgebra de Heyting y 7 : H — H una funcion.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) T esunTf.
(b) 7 es un operador frontal

Demostracion. (a) = (b). La condicién (f3) se sigue de (I1). Por (12) y (I3)
tenemos que x = 1 — = < 7(1) — 7(2) = 1 — 7(x) = 7(x), con lo cual
x < 7(x) (esta es la condicién (f2)). Si x < y entonces (por (I3)) tenemos que
l=x—>y<7(x) — 7(y), vy asi 7(x) < 7(y). Por esta razén 7 es mondtona.
Luego por (f) se concluye la condicién (f1).

(b) = (a). La condicién (I1) es consecuencia de (f3) y la condicién (I12) se
sigue de (f2). Por (f1), 7 es monétona. Usando este hecho, (f1) y (f2) tenemos
que T() A (z — y) < T(@)AT(x = y) =7(xA(x — y)) < 7(y), con lo cual
r —y < 7(x) = 7(y) (esta es la condicién ({3)). La condicién (f) se sigue de

(f1). O

El resultado anterior nos dice que si un reticulo residuado dado es un algebra
de Heyting entonces la definicién de T-operador frontal a izquierda (o a derecha,
en este caso ambas definiciones coinciden) equivale a la definicién de operador
frontal dada sobre algebras de Heyting.

5.4.1. Una generalizacion para la funcion sucesor

-
Sea L un RL y fijemos un numero natural n. Definimos las funciones S, :
—
L— Ly S, :L— L através de las siguientes ecuaciones:

(LS1n) En(x)"\x < S a(2). (RSn) S u(z) < (@)
(LS2n)  S,(x) <yV(y™\x). (RS2n)  S,(x) <yV(xz/y™).

Proposicién 5.4.2. Sea L un RL. Luego las siguientes condiciones valen:
— —
(a) S, esun Tlp tomando T(x,y) = y™\x. Mds ain, S,(e) =e.

(b) Si el reticulo subyacente de L es distributivo entonces gn es un TIf.
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(c) gn estd caracterizado como
A= .
Sp(x)=min{y € L:y™"\z <y}.
Demostracion. (a) Las condiciones ({1) y (12) son inmediatas. Luego usando el
— — —
hecho previo se infiere que e < S,,(e)"\e < S, (e), con lo cual S, (e) =e. La
T—
S

condicién (13) es equivalente a probar que S, (z)((z\y) Ae) < <gn(y), y esto
vale ya que

Sa(@)((@\y) Ae) < (Su(®) V(S aly)\0)((2\y) Ae) =
(Su@)(@\) AV (5 ulm)\2)(2\9) Ae) < Su(®) V(S u(m)\9) = Suly):
(b) Tenemos que
5a(@) < SalwAy) V(SalzAy)"\2)

y que - -
Su(y) < Sl Ay V (Sul@Ay)"\y)
Tomando el infimo en ambas desigualdades, utilizando que el reticulo subyacente
de L es distributivo, la propledad a\(b/\c) (a\b) A (a\c) y la ecuacién (LS1n)
se concluye que S, (x) A 5 n(y) < S (T Ay).
En efecto,

S (@) A Su(y) < Snlx Ay) vV (Sa(@Ay)™\y) A(Saly Az)"\z)) =

Sa@Ay)V (SalzAy)™\(@Ay) = SalzAy).

—

(¢) Definamos E, = {y € L : y"\z < y} y supongamos que S ,(z) =
min E,. Probaremos las condiciones (LS1n) y (LS2n). Como gn(m) € E,
tenemos que vale (LS1n). Por otro lado como y V (y"\x) € E, vale la condicién
(LS2n). En efecto, (y V (y™\x))™ > y", por lo cual

(yV (y"\z)"\z < y"\z <y V (y"\z).

La reciproca es consecuencia de un célculo inmediato. ]

Hay una propiedad similar para el caso ST,L)

Si L es un C'RL, notemos que existe S,, (ver Seccién 5 de [15]) si y sélo si

A — — . — —
existen S, y S,, siendo S, = 5, = S,. Notemos que en el caso de estar en
un algebra de Heyting, todos estos operadores colapsan en el sucesor.

5.4.2. Una generalizacion para la funcién gamma

Sea L un RL con primer elemento, al que llamaremos 0, y fijemos un niimero
natural n. Definimos las funciones 3, : L — Ly v, : L — L a través de las
ecuaciones:

(Lgln)  7u(0)™\0 < 7, (0). (Rgln)  0/7,(0)" < 7,(0).
(Lg2n)  u(0) <y V (y™\0). (Rg2n)  m(0) <y Vv (0/y")
(Lg3n) Fnl(w) =2V 7,(0). (Rg3n)  An(z) =z V 7,(0)
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Proposicién 5.4.3. Sean L un RL con primer elemento y n un ndimero natural.
Las siguientes condiciones valen:

(a) ¥, es un Tlp considerando T(x,y) = = V (y™\z).

(b) Si el reticulo subyacente de L es distributivo entonces v, es un TLf. Mds
aiin, en este caso v, preserva infimos finitos.

(c¢) La funcion %, estd caracterizada como
Yn(x) =min{y € L: (y"\0) Vo < y}.

Demostracion. (a) Es claro que e < 5, (e). Ademas usando que y™\0 < y™\z se
obtiene que ¥, (r) < xVyV (y"\z) =y V T(z,y). Finalmente tenemos que

Fu(@)((2\y) Ae) = 2((2\y) Ae) VA (0)((2\y) Ae) <y VHu(0) = Fn(y).

(b) Se sigue de un cédlculo directo.

(¢) Para cada x € L definimos el conjunto v, = {y € L : (
Supongamos que existe la funcién ,,. Tenemos que %, (0) < %, (z), con lo cual

Luego %, (z) € 7. Por otro lado, si y € 7, entonces ¥,(z) < y, por lo cual
— . . — .

Fn(x) = min v,. Reciprocamente, supongamos que %, (z) = min ~,. Usando
que ¥,(0) € 7, se concluye que ¥,(0)"\0 < ,(0). Como y™ < (y V (y™\0))"
tenemos que y V (y™\0) € . En efecto, (y Vv (y™\0))™"\0 < y™\0 < y™\0 V y.
Luego %, (0) <y V (y™\0). Finalmente,

(2 V42(0))"\0) V& < (72(0)"\0) V& < ,(0) V =,

y asi ¥,(0) V 2 € 7,. Esto prueba que ¥, (z) < 7,(0) V z. Es inmediato probar
que si y € v, entonces ¥, (0) V z < y. Luego considerando y = ¥, () tenemos
que 7, (0) V z < 5, (z). Por lo tanto %, (z) = v,(0) V z. O

Hay un resultado similar para el caso 7¥,,.

Cuando L sea un C'RL con primer elemento, escribiremos ~,, en lugar de
— = )
Yn 0 Yn; para n = 1 escribiremos . Notemos que en el caso de que L sea un
algebra de Heyting todas estas funciones colapsan al operador +.

5.4.3. Una generalizacion para el operador de Gabbay

Sea L un RL con primer elemento. Para cada = € L definimos [(z) = 2\0
y r(xz) = 0/z. En lo que sigue escribiremos 7l en lugar de r ol y Ir en lugar de
lor.

— —
Fijemos un ndmero natural n. Definimos las funciones G,, : L — Ly G, :
L — L a través de las siguientes ecuaciones:

(LG1n) (Gn(2)™\2) Arl(z) < Gn(z). (RGIn) (2\Gy(2)") Alr(z) < G ().
(LG2n) Gu(x) <y V ((y"\2) Arl(2)). (RG2n) Go(z) < yV ((x/y") Alr(x)).
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Lema 5.4.4. Sea L un RL con primer elemento. Luego para cada x,y € L se
verifican las siguientes condiciones:

(@) @\y <I(x)/U(y).
(b) z/y <r(@)\r(y).

Demostracion. Se sigue de los siguientes hechos: 2\y < I(x)/l(y) si y sblo si
z.(2\Y)l(y) = 0, y z/y < r(x)\r(y) si'y solo si r(z)(z/y)y = 0. O

Observaciéon 5.4.5. Por el lema previo tenemos que si L es un RL con primer
elemento entonces para cada x,y € L wale que z\y < rl(x)\rl(y), x/y <

Ir(x)/lr(y) ye <rl(e).
Proposicion 5.4.6. Sea L un RL con primer elemento. Fijemos un niumero

natural n.
Se verifican las siguientes condiciones:

(a) b_n es un Tlp considerando T(x,y) = y™\x. Mds ain, a(e) =e.

—
(b) La funcion G,, estd caracterizada como

«—

Gn(x) =min{y € L: (y"\z) Ari(z) < y}.

Demostracion. (a) Usando la Observacién 5.4.5 se sigue que C<}’_n(e) < eV
i

((e™\e) Arl(e)) = e, con lo cual G,(e) < e. Por esto (y por la Observacién

5.4.5 nuevamente) tenemos que e < G,,(€)™\e, con lo cual

e=eA(Gnle)\e) < (Gu(e)™\e) ATi(e) < Gnle).

Luego 6;(6) = e. Es claro que Gn(x) < y V (y™\z). Finalmente usando la
Observacion 5.4.5 una vez mas tenemos que

Gn(@)((2\y) A €) < (Guly) V (Galy)\2) Ari(2)))(\y) Ae) <
Gn(W) V (G (y)™\2) A (2\9) A (r(z) ((2\g) A €))) <
G(y) V (Ga(®)™\9) A (rl(2) ((#\y) A €))) <
Guy) V (Gu()"\9) A ri(y)) = Galy).

y por lo tanto (z\y) Ae < G (_( )\G (y).

(b) Para cada = € L definimos el conjunto G, = {y € L : (y"\x)Arl(z) < y}.
Supongamos que existe la funcién (GTn La ecuacién (LG1n) implica que (GTn(x) €
G, y luego la ecuacién (LG2n) implica que (<}'_n(x) = min G,. Reciprocamente,
supongamos que ((?_n(x) = min G,. Usando que gn(x) € G, se deduce la
ecuacion (LG1n). Sea z(, ) = y V ((y™\z) A rl(x)). Como y < 2(,,,) tenemos
que (2, \\2) Arl(z) < (y"\z) Arl(x) < Z(z,y), con lo cual z(; ) € G,. Por lo

tanto C(J_n(:r) < Z(z,y)» que es la ecuacién (LG2n). O

.
Hay un resultado similar para el caso G,,.

—
Cuando L sea un C'RL con primer elemento, escribiremos G,, en lugar de G,,

B
6 G,,; para n = 1 escribiremos G. Notemos que si L es un algebra de Heyting
entonces todas estas funciones colapsan a la funciéon de Gabbay.
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5.4.4. Algunos ejemplos

Ejemplo 5.4.7. Sea L la cadena {0,a,b,1} con las siguientes operaciones:

[0 a b 1 /10 a b 1 \[0 a b 1
0[0 0 0 © 0[1 a a 0 01 1 1 1
a0 0 0 a all 1 a a alb 1 1 1
b0 a b b b1 1 b b b0 a 1 1
1[0 a 1 1 11 1 1 1 1[0 a b 1

Luego L = (L, A, V,.,1,\,/) es un RL.

Tenemos las siguientes tablas (en el lado izquierdo n > 1; en el lado derecho

— — —
2| Su(@) S@) Fu@ F@ v | Su@) Al
0 b a b a 0 b b
a b b b a a b b
b 1 b b b b b b
1 1 1 1 1 1 1 1
— —
z | rl(z) Ir(x) Gplz) Gplx)
0 0 0 0 0
a a b a b
b 1 0 1 0
1 1 0 1 0
Ejemplo 5.4.8. Sea L el siguiente reticulo:
ol
Y] ec
b /
oC
o(
Definimos las siguientes operaciones:

0 a b ¢ e 1 — 10 a b ¢ e 1
00 0O 0O O O O 0/1 1 1 1 1 1
al0 ¢ 0 0 a a al|lb ¢ a a a 1
b0 O O O b b b la 1 1 a a 1
c| 0O O 0 0 ¢ ¢ cla 1 1 1 1 1
el0 a b ¢ e e e |0 a b ¢ e 1
110 a b ¢ 1 1 110 a b ¢ ¢ 1
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Luego L = (L,\,V,.,e,—) es un CRL. En este caso las operaciones S1, Sa,
Y1, Y2 y Gy, no ezisten (para Si, Sz no podemos definir estas operaciones en 0,
y para G, no podemos definir estas operaciones en c). Para n > 3 tenemos que

Shn x)

—

) Yo

— 0o 0 o O
L S T e s
0 O = = 0|~

Ejemplo 5.4.9. En ell-grupo (Q,A,V,+,—,0) (siendo Q el conjunto de nimeros
racionales) tenemos que Sp(v) = 55, yn(r) = x y que Gp(x) = xV Sy ().
En la MV -dlgebra [0,1] tenemos que Sp(x) = %’ () = oV 257y que
Gn(z) =z V S,(z) (para la definicion de l-grupo y de MV-dlgebra ver [20]).

5.5. Operaciones dadas por el operador minimo

En [15] (secciones 4 y 5) para un reticulo residuado conmutativo L y una
funciéon P : L x L — L se da una condicién que implica que la funcién dada
por & — min{y € L : P(x,y) < y} es ecuacional y compatible (cuando dicha
funcién puede ser definida). En particular, P(z,y) = y™ — x, para un nimero
natural n dado, define la familia S,,. Inspirados por [15] buscamos condiciones
sobre funciones P(x,y) y Q(z,y) en un reticulo residuado L que implican que
la funcién dada por

xr—min{y € L: P(z,y) < Q(z,y)}

es ecuacional y compatible cuando esta definida. Presentamos ademaés una condi-
cion suficiente para ecuacionalidad y compatibilidad. Finalmente damos algunos
ejemplos de estas funciones.

5.5.1. Ecuacionalidad y compatibilidad

Definicion 5.5.1. Sean P: L XL — Ly @ : L x L — L funciones definidas
sobre un orden parcial con supremo (L, V) tales que

1. si y > z entonces P(z,y) < P(z,z),
3. Q(z,y) <.
En este caso diremos que P es QQ-pre-compatible.

Observacién 5.5.2. (a) Si P y Q son dos funciones binarias sobre un orden
parcial con supremo (L,V) tales que satisfacen las condiciones 1. y 3. de
la Definicion 5.5.1 con la condicion adicional

P(z,Q(z,y)) < Qz, P(z,y) V Q(z,y)),

entonces P es Q-pre-compatible. En efecto, P(xz,y) < P(x,y) V Q(z,vy),
con lo cual aplicando la condicion 1. se tiene que P(x, P(z,y)VQ(x,y)) <
P(z,Q(x,y)) < Q(z, P(z,y) V Q(z,y)), que es la condicion 2.
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(b) Si Q(z,y) =y y vale la condicion 1. entonces las condiciones 2. y 3. de la
Definicion 5.5.1 son trivialmente verdaderas. En efecto, dado que P(x,y)V
y >y, por la condicion 1. tenemos que

P(x, P(z,y) vV Q(x,y)) = P(x, P(z,y) Vy) < P(x,y) < P(z,y) Vy =

Q(x, P(z,y) vV Q(=,y)),

que es la condicion 2. El hecho de que la condicion 3. es verdadera resulta
inmediato.

Si P es QQ-pre-compatible, denotaremos como f(p ) : L — L a la funciéon
que a cada x en L le asigna el primer elemento del conjunto E(p g)(z), donde

Epg)(z) :={y € L:Px,y) <Qz,y)}.
Luegon tenemos el siguiente

Lema 5.5.3. Sean P: L XL — L y @ : L x L — L funciones binarias sobre
un orden parcial con supremo (L,V) tales que P es Q-pre-compatible.
Luego las siguientes condiciones son equivalentes.

1. Eziste la funcion fpq)-
2. Emiste una funcion g : L — L tal que

(PQ1) P(z,g(z)) < Q(z,9(x)),
(PQ2) g(z) < P(z,y) vV Q(z,y).

Mids aiin, en este caso g = f(pq)-

Demostracion. Definimos g : L — L como g(z) = f(p,q)(x). Luego fipqy(z) €
E(p,o)(x), con lo cual (PQ1) vale. Por 2. de la Definicién 5.5.1 tenemos que
P(z,Q(x,y) V P(x,y)) < Q(z,Q(x,y) V P(x,y)). En consecuencia fp q(x) <
Q(z,y) V P(z,y), con lo cual tenemos la condicién (PQ2).

Reciprocamente, asumamos que g satisface las ecuaciones mencionadas en el
enunciado del lema. La condicién (PQ1) nos dice que g(z) pertenece al conjunto
E(pg)(r). Por otro lado, sea y € E(p q(x). Luego (PQ2) y 3. de la Definicién
5.5.1 implican que g(z) < P(z,y) V Q(x,y) = Q(x,y) < y. Por ende g(z) es el
primer elemento de E(p o)(z). Por lo tanto g = f(p,q). O

Ahora podemos presentar la condicién suficiente para la compatibilidad.

Teorema 5.5.4. Sea Lun RL yP:LxL — L, Q:LxL— L, P una funcion
Q-pre-compatible y g : L — L la funcion dada en el Lema 5.5.3.

Si para cada y € L la funciéon dada por P(.,g(y)) : L — L es compatible
entonces g es compatible.

Demostracion. Sean x,y € L. Definimos la funcién F : L — L dada por F(z) =
P(z,9(y)); esta funcién es compatible por hipétesis. Luego por el Teorema 5.3.3
existen m,n nimeros naturales para los cuales existen u; € L*"(i = 1,...,m)
tales que

Yur (A2, 9)) 7y (A2, ) - Y, (A, ) < d(F (), F(y))-
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Definimos A(z, 5) = Y, (A, 5) Y (A2, ) -, (A, ). Litego
F(z).A(x,y) < F(y). Por esta razén, (PQ1), (PQ2) y 3. de la Definicién 5.5.1

tenemos que

9(x)A(z,y) < P(z,9(y) T
F(z)A(z,y) vV g(y) < F(y) Vg(ly) = P(y,9(y)) Vgly) <
Qy,9(y)) Vv a(y) = g(y).

En consecuencia g(z).A(z,y) < g(y), con lo cual A(z,y) < g(z)\g(y).

Razonando andlogamente y utilizando que F(y).A(z,y) < F(x) se tiene que
A(z,y) < g(y)\g(z). Por lo tanto A(z,y) < d(g(x),¢(y)). Usando nuevamente
el Teorema 5.3.3 se obtiene que g es compatible. ]

Observando la demostracion del resultado previo se tiene el siguiente

Corolario 5.5.5. Sea L un RL. Sean P,Q y g como en el Teorema 5.5.4.
Si P es compatible en la primer variable entonces g es compatible.

5.5.2. Algunos ejemplos

Daremos algunos ejemplos en donde P es QQ-pre-compatible sobre reticulos
residuados, con P compatible en la primer variable.

Ejemplo 5.5.6. Observemos que los ejemplos de T'lp y T'rp dados antes se ajus-
tan a este contexto también. Tomemos Q(x,y) = y y consideremos un nimero
natural n. Las funciones que consideraremos a continuacion satisfacen la condi-
cion 1. de la Definicion 5.5.1, razon por lo cual van a resultar ser Q-pre com-
patibles, en mrtud de la Observaczon 5.5.2. Si Po(z,y) = x/y™ y Pi(z,y) = y™"\x
entonces g, = Sn yg=Sn SZP (z,y) = (0/y") Vz y Pi(z,y) =2V (y"\0)
entonces gr = Vn Y g = Fmalmente st P, ( y) = (z/y™) ANlr(z) y
Pi(z,y) = (y"\z) Arl(zx) entonces gr = Gn Y gL = Gn,

Ejemplo 5.5.7. Sean n, m niumeros naturales. Consideremos
Qz,y) =y,

Po(z,y) =" /y",
Py(x,y) = y"\z™

La condicion 1. de la Definicion 5.5.1 es inmediata. Luego por la Observacion
5.5.2 tenemos que P. y P, son Q-pre compatibles. Notemos que si m = 1 se
— —

sigue que g = S Yy g = Sn.

(a) Sean L el dlgebra del Ejemplo 5.4.7, y n = 2. Luego tenemos que

v | g(x)  g(x)
0 b b
a b b
b 1 b
1 1 1
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(b) Consideremos el l-grupo (Q, A,V,+,—,0). Luego g(x) = e

En los siguientes ejemplos consideraremos que el reticulo subyacente de cada
reticulo residuado dado es distributivo.

Ejemplo 5.5.8. Sea n un nimero natural. Consideremos
Qz,y) =y Ne,
Br(z,y) =en(@/(yne)™),

Pz,y)=en((yNe)"\z).

Las condiciones 1. y 8. de la Definicion 5.5.2 son inmediatas. Por otro lado
utilizando la distributividad del reticulo subyacente al reticulo residuado dado
VEMOS qUE

P2, Q(z,y)) = Pr(z,y) < Pr(z,y) V Q(z,y) = Qz, Pr(z,y) V Q(z,Y))-

Luego en virtud de la Observacion 5.5.2 tenemos que P, es Q-pre compatible.
Un razonamiento andlogo prueba que P, es Q- pre compatible.
-
Notemos que si L es un reticulo residuado integral entonces g, = S, y
—
g1 = Sn

(a) Consideremos la cadena L = {0, a,e, 1} con las siguientes operaciones

.‘anl —>‘an1
00 0O 0 O 0|1 1 1 1
al0 0 a a ala 1 1 1
el 0 a e 1 e |0 a e 1
110 a 1 1 110 a a 1

Luego L = (L,A,V,.,e,—) es un CRL.

Para n =1 tenemos que

gr

— o0 Q OR
SIS

En este caso tenemos ademdas que S(0) = a, S(a) =e, S(e) =e y S(1) =
1 #e=g(1). Esto prueba que g y S no son iguales. Para n > 2 tenemos
que g(z) = e, para cada x € L.

(b) Consideremos el l-grupo (Q, A, V,+,—,0). Luego g(z) = (;57) N O.

Notemos que y € Epg)(z) siy solo siy > 0 o0x— (nyAN0) < y.
Primero consideremos x > 0. Sea y € Epo)(x). Siy < 0 entonces
x—ny <y, yasiz < (n+ 1)y <0, una contradiccion. Por ende y > 0,
con lo cual Epg)(z) C [0,00). La inclusion reciproca resulta inmedia-
ta. Luego Ep,qy(r) = [0,00) para el caso x > 0. Consideremos v < 0.
Sea y € Epg(x). Supongamos que (n + 1)y < x, en particular y < 0.
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Luego © — (ny A 0) <y, con lo cual x < (n + 1)y, una contradiccion.
Por ende Epg)(r) C [;57,00) para el caso v < 0. Sea y > 5, de
lo cual se sigue que x —ny < y. Siy > 0 entonces y € Epg)(z). Si
y < 0 entonces x — (ny AN0) = x —ny <y, con lo cual y € Epo)(x).
En consecuencia [57,00) C E(pq)(z) para el caso x < 0. Por lo tanto
Epq)(z) = [57,00) para el caso x < 0.

<
-

Ejemplo 5.5.9. Sean n,m nimeros naturales. Consideremos
Qlz,y) =y,
Pr(z,y) =2 A (2™ /(y A x)),

Bi(z,y) = 2™ A((y Aw)\z™).

Si L es integral entonces P, es Q-pre compatible y también lo es P, (notemos
que sin =m =1 entonces g. = g; = Id, la funcion identidad). En efecto, las
condiciones 1. y 3. de la Definicion 5.5.1 son inmediatas. Ademds tenemos que

P,.(x,Q(x,y)) :PT(J;vy)' (53)

Como L es integral, ™ < x. Utilizando el hecho previo junto con la distributivi-
dad del reticulo subyacente de L se tiene que

Qz, Pr(z,y) V Q(x,y)) = Pr(x,y) V Q(x, y). (5:4)

Luego las ecuaciones (5.3) y (5.4) implican que P, es Q-pre-compatible,
en virtud de la Observacion 5.5.2. Un cdlculo andlogo prueba que P, es Q-pre
compatible.

Sea L como en el Ejemplo 5.4.7, y n,m > 2. Tenemos que

Notemos que si P, y P, son las funciones que hemos considerado previamente
con n = 1 entonces ambas funciones son @-pre compatibles para todo reticulo
residuado.

5.6. Consideraciones finales

Nos preguntamos bajo qué condiciones dado un reticulo residuado finito L y
una familia {f;}; de funciones ecuacionales y compatibles definidas sobre L se
tiene que la variedad V(L,{f;}:) es afin completa.

Lema 5.6.1. (Teorema 4.1.1 de [36]). Sea V' una variedad que es congruencia
distributiva, que estd generada por un dlgebra finita que no tiene subdlgebras
propias y tal que todos los miembros finitos de V resultan ser dlgebras afin
completas. Luego V es afin completa.
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Proposicién 5.6.2. Sea L un reticulo residuado finito y {f;}; una familia de
funciones compatibles dadas por ecuaciones tales que (L, { fi};) no posee subdlge-
bras propias. Luego la variedad V(L,{f;};) es afin completa.

Demostracion. Sean B un &dlgebra finita de V(L,{f;};) v g : B® — B una
funciéon compatible. Si C' es el dlgebra reducto de B en la signatura de RL
entonces g : C™ — C' es compatible porque Con(C) = Con(C,{f;}:). Luego por
el Corolario 5.3.8 tenemos que g es un polinomio en la signatura de RL, con
lo cual en particular es un polinomio en la signatura de RL con los simbolos
de funcién {f;};. Usando que V(L,{f;};) es congruencia distributiva y el Lema
5.6.1 se concluye que la variedad V(L, {f;};) es afin completa. O

Ejemplo 5.6.3. Las siguientes variedades estan bajo las hipdtesis de la Proposi-
cion 5.6.2:

a. V(H,,S) (ver también la demostracion del Teorema 6.1 de [11]).

— _ — — —
b. V(L7O> 5)7 V(L7O7 ’7)7 V(Lu()»Gnan)) V(L707Gn7’7n); con L7 v Gn Y In
como en el Ejemplo 5.4.7.

c. V(L,0,q1) y V(L,0,9,), con L, gi y g como en el Ejemplo 5.5.7.
d. V(L,0,5,) y V(L,0,v,) conn >3 y L, S, yyn como en el Ejemplo 5.4.8.
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