Tesis Doctoral

Desarrollo de herramientas basadas en la
transformada wavelet para su aplicacién en la
resolucion numérica de ecuaciones
diferenciales

Departamento de Matematica
Facultad de Ciencias Exactas
Universidad Nacional de La Plata

Victoria Vampa
Director: Dr. Eduardo Serrano
Co-Director: Dra. Maria Teresa Martin

Noviembre, 2011






Indice general

Indice general

1.

2.

3.

Introduccion General

1.1. Motivacion y estado del arte . . . . . . . . . ...
1.2. Desarrollo de la tesis . . . . . . . . . . ... ..
1.3. Objetivos de la Tesis . . . . . . . . . .. .
1.4. Organizacion de la Tesis . . . . . . . .. ... . oo

Wavelets: Teoria Basica

2.1. Sistemas de Riesz y sistemas ortonormales . . . . . . . . ... .. ... ...
2.2. Sistemas generados por operaciones de traslacion y dilatacion. . . . . . . ..
2.3. Analisis de Multirresoluciéon AMR, . . . . . . . .. .. ... ... ... ...
2.3.1. Definicion . . . . . ..
2.3.2. Propiedades basicas . . . . . . .. ...
2.3.3. Condiciones suficientes para la funcion de escala . . . . . . . . .. ..
2.3.4. Bases ortogonales de wavelets . . . . ... ... ... ... ... ...
2.3.5. Ejemplos de bases wavelets . . . . . . . ... ... 0.
2.3.6. Algoritmo de Mallat . . . . . .. ... .. ... ... ...
2.3.7. Extensiones y generalidades . . . . . ... ... ... .. ... ..
2.4. AMR Splines . . . . . ..
2.4.1. Splines polinomiales . . . . . . .. .. ...
2.4.2. Propiedades basicas de las B-splines . . . . . ... ... .. ......
2.4.3. Splines de soporte compacto . . . . . ... ...
2.4.4. Wavelets spline . . . . . . . ... ...
2.4.5. Funciones de escala y B-splines . . . . . . ... ... ... ... ...
2.5. AMR Daubechies . . . . . . . ...
2.5.1. Wavelets de Daubechies . . . . . .. .. ... ... ... .......
2.5.2. Funcién deescala . . . . . . .. ... L
2.6. AMRenunintervalo . . . . . .. ... ... ..
2.6.1. Restriccién al intervalo . . . . . . .. .. ..o
2.6.2. Definiciéon de AMR en el intervalo . . . . . . ... .. ... .. ....

Problemas de valores de contorno. Método de Galerkin

3.1. Formulacién variacional . . . . . . . . . ..o
3.2. Estimaciones del error . . . . . . ...
3.3. Coeficientes de conexién . . . . . . . . .

w

— © 3

13
14
15
17
17
19
21
21
23
24
24
24
25
26
29
29
30
32
32
33
35
36
36



4. Wavelets y Ecuaciones Diferenciales I. FEM-WAVELETS 49

4.1. Problemas de vigas . . . . . . . . ... 51
4.2. Problemas de placas . . . . . . . ... 61
4.3. Problemas transitorios . . . . . . . . . .. ..o 69
4.4. Comentarios finales sobre FEM-Wavelets . . . . .. .. ... ... ... ... 70
5. Wavelets y Ecuaciones Diferenciales II. Diseno de un Método en el con-
texto de un AMR. 71
5.1. Planteo del Problema . . . . . . . . ... ... ... 71
5.2. Estructuras de AMR splinesen [0,1] . . .. ... ... ... ... ..., . 72
5.3. Método de Galerkin Modificado . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 75
5.4. Refinamiento de la solucién aplicando wavelets . . . . . . . .. .. ... ... 78
5.5. Algoritmo de refinamiento iterativo . . . . . .. ... ... L. 82
5.6. Error de la aproximaciéon en escala 7 . . . . . ... ..o 82
5.7. Ejemplos Numéricos . . . . . . . . . .. 85
6. Conclusiones 95
A. Coeficientes de los filtros 99
Al B-splines . . . . . . 99
A.2. Funciones de escala de Daubechies . . . . . ... ... ... ... ... .. 100
B. Funciones de escala de Daubechies 105
B.1. Calculo de momentos . . . . . . . . ... Lo 105
B.2. Calculo de los coeficientes de conexién . . . . . . . . . ... ..., 106
Bibliografia 115



A mis padres

Muchas gracias:

A FEduardo y a Tere, por su amistad, por su confianza, por el aporte de sus
conocimientos y experiencia, y por su constante y fundamental apoyo.

A mis hijos, Martin, Santiago y Daniela, por estar siempre.

A mas amigos y a mis companeros de los Departamentos de Matemdtica de
la Facultad de Chiencias Fxactas y de Ciencias Badsicas de la Facultad de
Ingenieria, de quienes recibi permanente estimulo para llevar esto adelante.

A mas alumnos, en particular, por haberme alentado en la ultima etapa.






Capitulo 1

Introduccion General

1.1. Motivacion y estado del arte

Wavelets en la solucién numeérica de ecuaciones diferenciales

La Teoria de Wavelets es una poderosa herramienta matemaética desarrollada a fines del
siglo XX ([51],[52],[56],[65],[59]) que ha despertado gran atencién en diversos campos de la
ingenieria, la fisica y las ciencias aplicadas, tales como el procesamiento de senales e imagenes,
el reconocimiento de patrones, la fisica cuantica, el diagndstico médico por imagenes, etc.

Las wawvelets u onditas son funciones elementales oscilantes, suaves y de soporte compacto
o rapido decaimiento. Brindan bases ortogonales, bases de Riesz o marcos del espacio de
senales de energia finita.

Posibilitan un eficiente esquema de andlisis y de sintesis de una senal: el Analisis de Mul-
tirresolucién de L?(R). Esta metodologia puede implementarse mediante algoritmos répidos
de baja complejidad.

Sus propiedades las convierten en elementos atractivos para las soluciones de forma débil
de ecuaciones diferenciales, ya que pueden ser usadas para representar con eficacia las solu-
ciones con gradientes pronunciados o discontinuidades.

El analisis basado en la transformada wavelet representa una combinacién perfecta del
analisis funcional, la transformada de Fourier, el andlisis arménico y el andalisis numérico.

Numerosos articulos de los ultimos anos presentan aplicaciones de elementos finitos con
wavelets para la resolucion de diversos problemas de ingenieria, en particular, asociados
con operadores diferenciales. Por ejemplo, existen propuestas de métodos de descomposicién
wavelet para la resolucién de las ecuaciones de Navier-Stokes [5] y métodos tipo Wavelet-
Galerkin para el problema de Dirichlet [6].

En mecanica estructural se desarrollan métodos numéricos y algoritmos basados en
wavelets para la resolucién de ecuaciones diferenciales correspondientes a problemas de vigas
y placas en una y dos dimensiones.

En general, en la construccion del elemento finito basado en wavelets, la funcién de escala
de un Analisis de Multirresolucion se utiliza como funcién interpolante. En muchos trabajos
se usan las funciones B-splines de orden arbitrario, que son funciones de escala de un Analisis
de Multirresolucién de L?(R), y muestran excelentes propiedades de convergencia.
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En particular, en el ano 2006, J.Han, W. Ren y Y. Huang utilizaron las funciones de
escala splines ([1],[2]) como interpoladoras de los desplazamientos en la formulacién de varios
elementos para problemas de mecanica estructural en una, dos y tres dimensiones. Xiang et.
al [8] proponen el uso de funciones wavelets spline sobre un intervalo para la construccién
de elementos planos para problemas de elastomecénica. Entre ellos, el modelo de placa de
Reissner-Mindlin.

Los problemas que presentan discontinuidades, singularidades o gradientes altos, re-
quieren funciones interpolatorias que posean una mejor localizacion.

Las wavelets de Daubechies, por sus ventajosas propiedades de ortogonalidad, soporte
compacto minimo y varios momentos nulos, permiten obtener muy buenas aproximaciones
en una amplia variedad de casos. Pueden citarse los trabajos [54] y [3] donde se aplican las
wavelets de Daubechies para resolver problemas en vigas y en placas.

Wavelets en métodos adaptativos

Las singularidades que se presentan al modelar ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
o ecuaciones integrales, como es el caso de ecuaciones elipticas en dominios con esquinas re-
entrantes, ademas de ser fuente de dificultades tedricas, traen dificultades en la convergencia
de los métodos numéricos, en el sentido que se deteriora la velocidad de decrecimiento del
error.

Como consecuencia, se deben hallar soluciones débiles a los problemas diferenciales co-
rrespondientes. Para alcanzar una tolerancia prescripta se requiere una solucién muy refinada
y, por lo tanto, un mayor costo computacional en comparaciéon con soluciones suaves. Muchas
veces estas singularidades tienen importancia fisica, como es el caso de concentraciones de
tensiones en problemas de elasticidad, o problemas de capas limite en fluidos y es importante
que sean bien aproximadas por el método numérico.

Por esta razén, el uso de métodos adaptativos es una solucién natural para mejorar las
aproximaciones con un costo computacional razonable.

El término adaptatividad tiene dos sentidos: en primer lugar permite el refinamiento de
la discretizacién sélo localmente y, en particular, cerca de la singularidad de la solucion. En
segundo lugar, el algoritmo de resolucion utiliza la informacién en un nivel para deducir una
nueva discretizacién para el paso siguiente. El caso mas tipico es el refinamiento adaptativo
basado en estimadores de error a-posteriori en el método de elementos finitos.

En los ultimos anos, las bases wavelets aparecen como un método alternativo para el
refinamiento adaptativo, que se implementa eligiendo o actualizando las funciones basicas
que describen la solucién aproximada en cada paso del algoritmo. De esa forma, la seleccion
de la base adecuada juega un rol similar a la eleccion de los puntos de la malla en los métodos
de elementos finitos estandar.

Existen distintos enfoques para desarrollar esquemas adaptativos basados en wavelets.
Entre ellos, los presentados por Cohen ([33]-[38]) y las técnicas de procesamiento adaptativo

de Harten ([39], [40]).

Se han desarrollado numerosas familias de wavelets en las tltimas dos décadas, basadas
en la transformada de Fourier en cuyo dominio la traslacion y dilatacién son operaciones
algebraicas.

Nos referimos a las wavelets introducidas en los trabajos de (en orden alfabético) Al-
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droubi and Unser [41], Battle [45] and Lemarie [46], Chui and Wang ([47],[48]), Cohen and
Daubechies ([49],[50]), Daubechies ([51],[53]), Mallat ([55],[57],[58]), Meyer [59] y otros.

Estas wavelets de primera generacion proveen bases para funciones definidas en R", mien-
tras que aplicaciones orientadas a la solucién de ecuaciones diferenciales e integrales sobre
dominios generales requieren wavelets definidas sobre dominios arbitrarios de R", eventual-
mente no suaves.

Es necesario entonces, una generalizaciéon de las wavelets de primera generacién que
mantenga sus ventajosas propiedades y son referidas como wavelets de sequnda generacion.
Ejemplos de estas wavelets son las wavelets sobre un intervalo y las multiwavelets de Hermite

[66].

En cuanto a la utilizacién de wavelets para la resolucién de EDPs otros autores han
desarrollado métodos de colocacion wavelet proponiendo ecuaciones de colocacién y diferentes
bases wavelets. Bertoluzza [70], por ejemplo, usa funciones de autocorrelacion con wavelets
de soporte compacto (wavelets de Daubechies) mientras que en el trabajo [69] se utilizan
wavelets spline.

Cabe senalar que Cai et al. [67] y Kumar et al. [68], incorporaron técnicas adaptativas
con splines cubicas optimizando la cantidad de funciones bésicas usadas en la solucion del
problema. Destacamos que los métodos de colocacion son eficientes, pero requieren ciertas
condiciones de regularidad y por esa razon en muchos casos los métodos variacionales resultan
una mejor alternativa.

Por tultimo, desde hace un poco maés de cinco anos, existe una nueva metodologia desa-
rrollada por T. Hughes [83] para el refinamiento de soluciones numéricas correspondientes a
problemas en dos y tres dimensiones, conocido como analisis isogeométrico. En este nuevo
enfoque, se incorporan a los métodos estandar h — p, que consisten en refinar la malla o
aumentar el grado del polinomio, el avance en la escala j de la resolucion. La novedad es
que, basados en los programas CAD, utilizan para aproximar la solucién las mismas funciones
que modelizan la geometria del problema, y son las splines las mas usadas por sus conocidas
propiedades de aproximacion.

1.2. Desarrollo de la tesis

La presente investigacion parte de una primera experiencia de la autora en el tema
del método de los elementos finitos, en el calculo de laminas de revoluciéon y de laminas
con comportamiento membranal dominante. En esta area, con un trabajo publicado [18],
completa su tesis de maestria en el afio 2004 [30], y luego publica otro trabajo en el tema
[31].

Prosiguiendo esta linea de investigacion, luego incursiona en la linea de FEM-Wavelets
y sus aplicaciones. Se plantea aportar modificaciones originales y competitivas utilizando
splines y wavelets de Daubechies y se procura demostrar la factibilidad y eficiencia de estos
métodos en algunas aplicaciones.

En particular, se trabaja en la resolucién de problemas de mecanica estructural que
describen el comportamiento de vigas y placas sometidas al efecto de cargas transversales.

También se realizan aportes en la formulacién de problemas transitorios, EDPs que de-
penden del tiempo, extendiendo los métodos desarrollados y utilizando el método de lineas
que conduce a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.



Los resultados obtenidos dan lugar a seis nuevas publicaciones y constituyen la primera
parte de esta tesis doctoral.

Los mencionados avances motivan el desarrollo de métodos para resolver problemas de
contorno que aprovechen las ventajas del Andlisis de Multirresolucién y aprovechen las re-
levantes propiedades de las funciones splines en un contexto Galerkin variacional. Esto
constituye la segunda parte de la tesis y su contribucién central.

A partir de esta perspectiva, se desarrolla un esquema hibrido que combina ecuaciones
variacionales y de colocacién. De esta forma, se propone un tratamiento de las condiciones
de borde que resulta adecuado y conduce a aproximaciones con buenas propiedades de con-
vergencia. Al mantener la estructura de multirresolucion, esta estrategia permite definir una
aproximacién jerarquica, refinada por escalas. El método es implementado con B-splines y los
resultados numéricos obtenidos en distintas aplicaciones dan lugar a una nueva publicacion
internacional.

Prosiguiendo, se define un esquema que aprovecha las ventajas del andlisis multirreso-
lucién, y permite pasar de la aproximacién en una escala, a la siguiente mas fina con el menor
esfuerzo computacional.

Se desarrolla, entonces, empleando wavelets spline sobre intervalos, una técnica para
resolver problemas de borde de segundo orden, que permite mejorar las aproximaciones con
una significativa disminucion del costo computacional.

Los resultados numéricos en distintas aplicaciones y las comparaciones con resultados
obtenidos con métodos de colocacién adaptativos se publican en un tultimo trabajo, culmi-
nando el trabajo de la Tesis.

Trabajos publicados:

L. Alvarez Diaz y V. Vampa, Cdlculo de Estructuras Laminares mediante el Método
de Elementos Finitos, Reporte de Investigacién del ICIMAF (Instituto de Cibernética,
Matemaética y Fisica, La Habana, Cuba) N° 137 (2001). ISSN 0138-891.

= V. Vampa, Mejoras en el comportamiento membranal del elemento de lamina MITCY,
Tesis de Maestria en Simulacion Numérica y Control, Facultad de Ingenieria, Univer-
sidad de Buenos Aires, 2004.

= V. Vampa, Analysis of in-layer strains in the low order MITC shell element, Latin
American Journal of Solids and Structures 4 (2007), 87-102. ISSN 1679-7817.

s L. Alvarez Diaz, M. T. Martin and V. Vampa, Daubechies wavelet beam and plate finite
elements, Finite Elements in Analysis and Design., Elsevier, 45 (2008), 200-209.

= V. Vampa and M. T. Martin, FEM WAVELETS para la placa de Mindlin-Reissner,
1° Congreso Argentino de Ingenieria Aerondutica (2008), 320-328. ISBN 978-950-34-
0496-6.

s L. Alvarez Diaz, M. T. Martin and V. Vampa, The construction of plate finite elements
using wavelet basis functions, Revista Investigacién Operacional, Fac. de Matematica

y Computacién, Universidad de La Habana, 30 (2009), 193-204.
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1.3.

M. T. Martin y V. Vampa, Wawvelet-Galerkin method for numerical solutions to differ-
ential equations, 111 International Conference on Approximation Methods for Design
and Control ITI ICAMDC, Universidad de Buenos Aires Buenos Aires, Argentina, 9-11

de Marzo de 2009. http://www.icamdc.unsam.edu.ar/

V. Vampa and M. T. Martin, The use of Daubechies bases in Wavelet-Galerkin method,
Mini-Symposium WWlet 2009- wavelets Applications in Numerical Methods for PDEs

and Signal Processing. 8th Brazilian Congreso on Dymamics, Control and Applications,
Sao Paulo State University, UNESP (2009). ISBN 978-85-86883-45-34

M. T. Martin, E. Serrano y V. Vampa, Wavelets de Daubechies en la resolucion de
FEcuaciones Diferenciales, II Congreso de Matematica Aplicada, Computacional e In-
dustrial (2009).

V. Vampa, M. T. Martin, and E. Serrano, A hybrid method using wavelets for the
numerical solution of boundary value problems on the interval, Appl. Math. Comput.,

Vol 217, 7 (2010), 3355-3367.

V. Vampa, M. T. Martin y E. Serrano, Application of wavelet analysis for the re-
finement of the numerical solutions of differential equations, Argentinean Congress on
Computational Mechanics and IT South American Congress on Computational Meth-
ods in Engineering. XXXI CILAMCE-Iberian Latin American Congress on Compu-
tational Methods in Engineering, Asociacién de Mecanica Computacional, 29 (2010),
2253-2264. ISSN 1666-6070.

Objetivos de la Tesis

El objetivo principal de esta tesis es el desarrollo de herramientas y estrategias basadas en la
transformada wavelet para su aplicacion en la resoluciéon numérica de ecuaciones diferenciales.

Se plantean como objetivos parciales:

Extension de los desarrollos de FEM-Wavelets, utilizando las wavelets de Daubechies
en problemas de mecéanica estructural en dos dimensiones.

Estudio de la estructura del Analisis de Multirresolucion y sus capacidades, como
esquema-contexto de las aplicaciones numeéricas por desarrollar.

Estudio de las propiedades generales de las funciones de escala y wavelets ortogonales
de Daubechies, ortogonales y semiortogononales, comparando sus respectivas regula-
ridades, ventajas y desventajas.

Analisis de las capacidades de las wavelets B-splines y de las wavelets de Daubechies,
en funcién de su aplicacion en el método de Galerkin, para la resolucién numérica de
ecuaciones diferenciales.

Desarrollo de una modificacion novedosa del método.
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= Diseno e implementacién de una estrategia de refinamiento adaptativo localizado, ex-
plotando la autosimilaridad, regularidad y localizacién de las mencionadas funciones
elementales.

= Analisis del error del método de Galerkin Modificado propuesto en esta tesis.

1.4. Organizacién de la Tesis

La organizacion de la tesis es la siguiente: en el Capitulo 2 se presentan los aspectos basicos
del analisis wavelet y la estructura multirresolucién. Se presentan las B-splines y las wavelets
de Daubechies con sus propiedades bésicas en la recta real. En la Seccién 2.6 se describe en
forma general la construccion de un Analisis de Multirresolucién restringido a un intervalo,
necesario para las aplicaciones que motivaron el trabajo y que luego utilizan los métodos
propuestos en el Capitulo 5.

La formulacién débil y el método de Galerkin para resolver un problema de valores de
contorno se presentan en el Capitulo 3. Se describe, ademaés, el calculo de los coeficientes de
conexion.

El Capitulo 4 estd dedicado a la formulacién de elementos finitos utilizando wavelets
(FEM-Wavelets) en una y dos dimensiones, para resolver problemas de mecanica estructural.

Se desarrolla la construccién de elementos finitos para vigas con splines. Luego, se describe
la formulacion de nuevos elementos finitos en una dimension y mediante producto tensorial
para el problema de placas (2D), usando la familia de wavelets de Daubechies.

La resolucién de un problema de valores de contorno de segundo orden en el espacio
wavelet y en el marco de un Anadlisis de Multirresoluciéon en un intervalo se presenta en
el Capitulo 5. Se utiliza el método de Galerkin en forma conjunta con un esquema hibri-
do usando como funciones de forma las B-splines. El método disenado permite calcular la
aproximacion en una escala j y constituye otro de los aportes originales de esta tesis.

Luego se completa el método propuesto con el desarrollo de un esquema que utiliza las
wavelets para avanzar en la escala optimizando el costo computacional. Se analiza el error
del nuevo esquema. Por ultimo, se presenta la experimentaciéon numérica.

En el Capitulo 6 se exponen las conclusiones generales y las lineas futuras por desarrollar.
Se complementa con dos Apéndices: uno, sobre los coeficientes de los filtros en el uso de
los B-splines y de las funciones de escala de Daubechies y el segundo, con los calculos de
los momentos y de los coeficientes de conexién. Estos temas resultan necesarios para las
implementaciones numéricas y son parte importante del trabajo desarrollado en la tesis.

12



Capitulo 2

Wavelets: Teoria Basica

Nuestros desarrollos principales constituyen una aplicacion numérica de la Teoria de Wavelets.
En este capitulo damos una breve introduccién de la teoria basica, en particular exponemos
aquellos resultados que enmarcan nuestras ulteriores aplicaciones. Enfocamos principalmente
la estructura de Analisis de Multirresolucion y las bases ortonormales y biortonormales de
funciones de escala y wavelets spline polinomiales y de Daubechies.

La teoria de wavelets comienza a desarrollarse a fines de los 80, aunque con anteri-
oridad habian surgido construcciones similares en teoria de campos y en el tratamiento de
senales sismicas ([61],[62]). El objetivo era encontrar algoritmos simples que permitieran
descomponer funciones arbitrarias en funciones especiales combinando las ventajas del sis-
tema trigonométrico y del sistema de Haar. Las bases de Haar son el ejemplo mas simple y
antiguo de base ortonormal: estan soportadas en pequenos subintervalos de [0, 1) y son fun-
ciones escalonadas, por el contrario, las bases de Fourier no se anulan en [0, 1) y son C* en el
intervalo. Respecto a la aproximacion de funciones, las bases de Haar permiten representar
en forma eficiente funciones con segmentos suaves y discontinuidades o picos, mientras que
las bases de Fourier representan en forma eficiente funciones con comportamiento oscilatorio
o suave. Estos dos sistemas ocupan posiciones extremas en el sentido que las funciones del
sistema trigonométrico estan perfectamente localizadas en la variable de frecuencia, pero no
tienen ninguna localizacion en la variable espacial, mientras que, las funciones del sistema de
Haar tienen localizacién espacial pero no frecuencial. Lo que se busca es, entonces, construir
bases que permitan tener esa doble localizacion, tanto en espacio como en frecuencia.

Al comienzo de este capitulo, en las Secciones 2.1 y 2.2, se definen los sistemas de Riesz y
sistemas ortonormales, como introduccion a la construccion de bases ortonormales de R y se
analizan en particular los espacios generados por traslaciones y dilataciones de una funcion
simple. El marco para la construccion de bases wavelets involucra el concepto de Analisis
de Multirresolucion, que es lo que permite reconciliar el andlisis en variable de espacio con
el andlisis en variable de Fourier o frecuencia, de manera compatible con el principio de
incertidumbre de Heisenberg [65].

Como se mencioné antes, se trata de aproximar una funcién por una sucesion de funciones
simples. Esta simplicidad se traduce en que las funciones aproximantes sean suficientemente
regulares como para estar completamente caracterizadas por sus valores sobre la red de
puntos diddicos (con espaciado 277) y sus transformadas de Fourier soportadas por las bolas
de radio 27 correspondientes. Justamente, la relacién entre el paso y el radio de estas bolas
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es la que resulta del principio de incertidumbre. En la Seccién 2.3. se define un Analisis de
Multirresoluciéon (AMR), se dan las propiedades bésicas y se presentan algunos ejemplos.
Luego, se describen las bases ortogonales de wavelets construidas a partir de la funcién de
escala de un AMR.

En la Seccion 2.4 se realiza un analisis general de las wavelets spline y sus propiedades
de regularidad y ortogonalidad. Se describen las splines polinomiales, las splines ortogonales,
semi-ortogonales y biortogonales. Luego se analizan en particular las B-splines y sus ven-
tajosas propiedades. Se describe el AMR y las wavelets correspondientes a las funciones de
escala B-splines.

En la Seccién 2.5 se presenta el AMR de las wavelets de Daubechies, que son ortogonales
y de soporte compacto.

Por 1ltimo, en la Seccién 2.6 se muestra el desarrollo del Anélisis de Multirresolucién en
el intervalo [0, 1], necesario para el objetivo de esta tesis, que es la aplicacién del andlisis
wavelet en la resolucion numérica de ecuaciones diferenciales, en particular, de problemas de
valores de contorno en una dimension.

Los fundamentos tedricos presentados en este Capitulo se encuentran desarrollados en
detalle en textos cléasicos del Anédlisis Wavelet, como son los de C. Chui [65], S. Mallat [56],
I. Daubechies [52], D. Walnut [75] y M. Pinsky [76].

2.1. Sistemas de Riesz y sistemas ortonormales

Dado un espacio de Hilbert separable V' con producto interior (.,.) y norma asociada ||.||, se
realizan las siguientes definiciones:

Definicién 2.1:
Una familia (z5) con k € K donde K es un conjunto numerable de indices, es un sistema
de Riesz, si existen constantes 0 < A < B < oo tales que para cualquier conjunto finito de
nimeros complejos (ay), se tiene

A arl? < 1D arwil* < B Jag)? (2.1)
k k k

Notar que si () es un sistema de Riesz, entonces los zj, son linealmente independientes. A
y B se llaman cotas de Riesz de la familia (zy).

Definicién 2.2:
Una familia (xj) es un sistema ortonormal, si (zg, Zp) = dgm. Se demuestra que el conjunto
(xy) es ortonormal si y sélo si para todo conjunto finito de niimeros complejos (ay), se tiene

1Y ael® = laxf? (2:2)
k k

Definicién 2.3:
La familia (z) es completa en el espacio V si y sélo si (z,zx) = 0 para todo k € K implica
]| = 0.
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En particular, un sistema de Riesz es un sistema ortonormal si y sélosi A = B =1
y es importante notar que estas condiciones no implican la completitud del sistema.

Definiciéon 2.4:
La familia () es una base de Riesz (base ortonormal) si es un sistema de Riesz (ortonormal)
completo. En este caso, la familia (x;) es densa en el espacio V' y dado x en el espacio V
existen coeficientes nicos ay, en [*(Z) tales que z =Y, ayxy.

Ejemplo 2.5: El sistema trigonométrico dado por la coleccién de funciones

€ 2m

{E}kez

es un sistema ortonormal en L2[0, 27].

2.2. Sistemas generados por operaciones de traslacion
y dilatacion

Cuando el sistema esta generado mediante una tinica funcién por accién de las operaciones de
dilataciéon y traslacion, es un caso especial y se pueden demostrar propiedades particulares.

Dada f(x) € L*(R), denotaremos al operador de traslacién en L*(R) como T f(z)
= f(z—1),yparan > 1, T" =T"'oT y al operador de dilatacién,
Df(z) =22 f(2z) y andlogamente D" .

Denotamos por I a los intervalos diadicos,
Lip=127k27(k + 1)) (2.3)
y dada una funcién ¢(x) € L*(R), para cada j, k € Z denotamos por ¢, x(z)

$ji(z) = 22¢(Px — k) = DT (z) (2.4)

y por {¢;«}jkez ala familia de funciones generadas a partir de la composicién de ¢ mediante
dilataciones diadicas y traslaciones enteras.

Ejemplo 2.6: Sea ¢(x) = x[o,1)() que genera, mediante traslaciones funciones que son
constantes sobre los intervalos Iy, kK € Z. Para cada j € Z, {¢;;}rez definida en (2.4),
forman una base ortonormal del subespacio V; de funciones constantes sobre los intervalos
diddicos Ij .

Ejemplo 2.7: Sobre el esquema del ejemplo anterior, se define

h(x) = X[o,1/2)(95) - X[1/2,1)(l’) = \/§¢1,0(9€) - \/§¢1,1(i€) (2.5)
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1 si0<z<1/2
h(m)_{—1 sil/2<z<1

Si denotamos h; (), como en (2.4),
hjr(z) = 29202z — k) = DIT h(z) (2.6)

se tiene que h;; estd soportada en el intervalo diddico /. Ademads, para j > 0y 0 < k <
29 — 1, {h;x} son una base ortonormal de L?[0, 1].
Es importante destacar que vale la ortogonalidad de las funciones para una escala j dada,

(Mjges hjar) =0,k # K (2.7)
y también entre funciones de distintas escalas

<h‘j,k'7 h’j’,k’> = 07 k 7& kl?j 7£ j/ (28)

Observacién 2.8: Notar que hj . (2.6) se anula fuera del intervalo [, de longitud 277
y que para j grande la longitud de I;; es pequenia. Se dice, entonces, que la funcién h;(z)
estd bien localizada en el espacio (o, dependiendo del contexto, en el tiempo). Esta propiedad
contrasta con las bases del sistema trigonométrico del Ejemplo 2.5 pues para todo x en [0, 27]
los elementos de la base tienen médulo 1 y no se anulan para ningin z. Se vera mas adelante
que las funciones (2.6) son las funciones de escala en el sistema de Haar.

Observaciéon 2.9: Los Ejemplos 2.6 y 2.7 se pueden extender a toda la recta. La familia
de funciones {h;x};x ez, constituye la base de Haar de L*(R).

Ejemplo 2.10: Sea V; el espacio de funciones continuas y lineales sobre cada intervalo
diadico I;. La familia {¢;}rez en Vj, definida en (2.4), donde

T si0<z<1
¢(x)_{2—x sil<az<?2

es una base de Riesz para cada 7, pero no constituyen una base ortonormal.

La proposicion siguiente caracteriza los sistemas de Riesz y los sistemas ortonormales en
términos de la transformada de Fourier.

Proposicién 2.11:
Sean ¢ € L2(R) y 0 < A < B < 0o. Las dos condiciones siguientes son equivalentes

1. La transformada de Fourier 5 de ¢ satisface

A< i ’&E(w + 2k:7r)‘2 < B ct.p. (2.9)

k=—o00
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2. Se cumple para ¢p(x — k), k € Z la condicion de Riesz (2.1) con las mismas constantes

(A, B).
En el caso ortonormal (A = B = 1), se obtiene la 1itil caracterizacién que sigue:

Corolario 2.12:
Las traslaciones ¢(xz — k), k € Z de ¢ € L*(R) son ortonormales si y sdlo si

i ‘(E(w + 2/{;7r)’2 =1 ctp. (2.10)

k=—o0

Si ¢ es continua, esto implica que (E(O) =1y gg(ka) =0, Vk # 0.

Ejemplo 2.13: Para la funcién de escala de Haar del Ejemplo 2.6 (¢(x) = xp,1)(x)), es
evidente que las traslaciones ¢(z — k) son ortonormales; de donde A = B = 1. La transfor-

—imw sen(Tw

mada de Fourier se calcula explicitamente como qg(w) =e p ) de modo que para casi

todo w,

sen?(mw) Z 1 _

2 2
s ~ (w+ 27k)

La serie de la izquierda converge uniformemente sobre cada intervalo finito, de donde la serie
define una funcién continua y, por consiguiente, la igualdad se cumple para todo w.

Ejemplo 2.14: Para la funcién de escala de Shannon

sen(mx)

¢(x) = ——=, z#0, ¢(0)=1

T

La transformada de Fourier es g(w) = X[-1/2,1/2](w). Se tiene que vale (2.10) en casi en todo
punto ya que para w no entero todos los términos de la serie son 0, excepto uno en el cual
vale 1. De donde ¢(x — k) es un sistema ortonormal en L*(R).

Observacién 2.15: Este tipo de sistemas y bases particulares generadas por traslaciones
y dilataciones de una sola funcién estdn asociados a una estructura muy particular del espacio

de Hilbert, V', denominado Analisis de Multirresolucion, concepto que se desarrollard en las
secciones siguientes.

2.3. Analisis de Multirresolucion AMR

2.3.1. Definicién

Un Analisis de Multirresolucién (AMR) consiste en una secuencia {V;, j € Z}, de subespacios
cerrados de L?(R)
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- CVocVayacVogcVicVoCn- (2.11)
que verifican:
(ML) V; C Vi, j € Z
(M2) f(z)eV; e f(2x) eV ,j €L
(M3) V; = {0}
(M4) UV, =L*(R)

(M5) Existe una funcion de escala ¢(z) en Vy tal que la familia {¢(x — k), k € Z} constituye
una base ortonormal de V4.

Observaciéon 2.16:
1 La funciéon de escala ¢ es unica, salvo traslaciones enteras.
2 En (M35) la condicién de ortogonalidad puede relajarse a una base de Riesz.

3 Las condiciones (M1), (M2) y (M5) implican (M3), y también implican que los sub-
espacios son cerrados por traslaciones diddicas f(z) € V; si y sdlo si f(x —277k) €
V, kjeL.

4 Como consecuencia de las condiciones (M1)-(Mb5) se tiene que para cada j € Z, la
familia {¢;(z)};kez constituye una base ortonormal (de Riesz) de V.

5 Si la sucesién {V}, j € Z} C L*(R) verifica las condiciones (M1), (M2) y (M5) y ‘a‘ es
continua en w = 0, entonces gg(O) #0 <= (M4).

Ejemplos 2.17:

En los casos que se presentan a continuacién es posible definir los espacios V; y V; de forma
tal que se verifiquen las inclusiones (2.11) y se tiene una sucesién de subespacios encajados
densa en L?(R). Ademés, como estd demostrado en [75], se satisfacen las condiciones (M1)-

(M5).

(1) AMR de Meyer. Desarrollado por Y. Meyer [59], la base wavelet correspondiente es el
primer ejemplo de una base ortonormal suave. La transformada de Fourier esta sopor-
tada en el intervalo [—1/2,1/2] y es una funcién campana € C*, k € N o k = oo.

(2) AMR de Haar. V} consiste en el subespacio de funciones escalonadas f(z) tal que f(z)
€ L?(R) es constante sobre los intervalos Iy, k € Z. V;, j € Z es el subespacio de
funciones escalonadas de L?(R) en los intervalos diddicos I, k € Z.
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(3) AMR de funciones lineales a trozos. Vj es el subespacio de funciones f(z) € L*(R),
lineales y continuas en los intervalos Iy, k € Z, mientras que V;, j € Z, es el subespacio
de las funciones lineales y continuas en los intervalos diddicos [, k € Z.

(4) AMR de funciones splines polinomiales, (incluye como casos particulares los dos ejem-
plos anteriores).

Una spline polinomial de orden m + 1 es una funciéon polinomial a trozos, de grado
m y con m — 1 derivadas continuas. Es bien conocido que cualquier funcién de L%(R)
puede aproximarse por una spline polinomial tanto como se quiera haciendo la escala
j tender a infinito.

Los puntos de ensamble, llamados nodos estan, en general, igualmente espaciados y
ubicados en los enteros. Se definen los subespacios spline de grado m, {ij}jez, donde
V™ es el subespacio de funciones de L%(R) que son polinomios de grado m en cada
intervalo diddico I, k € Z (2.4). Claramente una funcién f(z) € V™ que es polinomial
a trozos en cada segmento [, = [2790k, 2770 (k +1)) estard también en los subespacios
més finos V™ con j > jo.

(5) AMR de banda limitada. En este caso Vi consiste en las funciones f(z) con banda
limitada 1, o sea funciones de L?(R) tales que su transformada de Fourier est4 soportada
en el intervalo [—1/2,1/2]. V; es el subespacio de las funciones de banda limitada 27.

(6) AMR de Daubechies. Son familias de funciones suaves, ortogonales y de soporte com-
pacto que fueron disenadas en 1988 por I. Daubechies en una verdadera obra de or-
febreria [52]. Vj es el espacio generado mediante traslaciones de la funcién de escala
de Daubechies y V; los subespacios del AMR, generados de acuerdo a la definicién
realizada al comienzo de la seccién.

Observacién 2.18: Es importante resaltar que dentro de las familias presentadas en
el ejemplo anterior, las mas utilizadas en las aplicaciones numéricas son las spline wavelets
polinomiales y las wavelets de Daubechies, expuestas en los ejemplos 2.17(4) y 2.17(6). Con
estas dos familias se desarrollaran los métodos y aplicaciones de los Capitulos 4 y 5.

2.3.2. Propiedades basicas

Sea un AMR con funcién de escala ¢(z). Se dice que es r-reqular (r € N) si la funcién de
escala ¢(x) es tal que

(6 ()] < (1 +]a) ™ (2.12)

con 0 <a<rym>1ydonde ¢ denota la derivada a-ésima de ¢(z).

Esta regularidad se relaciona, como es sabido, con el orden de decaimiento en el infinito
de la transformada de Fourier de ¢. En cuanto a la regularidad de los ejemplos de AMR
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tratados anteriormente se tiene r = 0 para el AMR de Haar, » = 1 en las afines o splines
de orden 2 y 7 = m en las splines polinomiales de grado m (casos 2.17(2), 2.17(3) y 2.17(4)
respectivamente).

Observacion 2.19: Los conceptos tedricos que se desarrollan en este capitulo corres-
ponden al caso unidimensional y en R. Es importante notar que es posible realizar formu-
laciones tanto del concepto de AMR, como de funciones de escala y wavelets en RY. En ese
caso, se pueden construir via matrices de dilatacién y para casos particulares de la geometria
mediante el producto tensorial de bases de L?(R). También se generaliza para un AMR en
R? la, definicién anterior de regularidad.

» Relacion de dos escalas

La relacién de dos escalas es una propiedad fundamental que para la funcién de escala se
demuestra en el lema siguiente [75]:

Lema 2.20: Si ¢ es ortogonal existe una sucesién de coeficientes hy € [*(Z) tal que

$x) =v2 > hpp(2r — k) (2.13)

k=—00

estd en L?(R). Es decir, que la funcién de escala es una suma de dilataciones y traslaciones
enteras de si misma (composiciones de los operadores T y D, definidos al comienzo de la
Seccién 2.2), con factor de escala 2. Ademas, en el dominio de frecuencias,

b(w) = H(w/2)p(w/2) (2.14)
donde, H(w) es el llamado filtro de la escala

H(w) = % > by (2.15)

keZ

siendo H (w) una funcién periédica de periodo 27 que verifica,

1= |Hw)| +|H(w+ )| (2.16)

Ademas, estd demostrado que la sucesion hy obedece las propiedades:

hy = \/5/ o(x)p(2x — k)dx k€ Z (2.17)
R
D ] = V2 (2.18)
keZ
y las condiciones de ortogonalidad,
> Bremhion = Omn (2.19)
kez
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2.3.3. Condiciones suficientes para la funcién de escala

Es importante notar que un AMR no sélo puede construirse a partir que se verifiquen
las condiciones (M1) — (M5). Otra forma de obtener un Andlisis de Multirresolucién es a
partir de una funcion de escala que verifique ciertas propiedades, como las siguientes:

Si ¢ € L2(R) NLY(R) es tal que

= verifica las condiciones dadas por el Corolario 2.12 y

» existe una funciéon H(w) de perfodo 27 € L?[0, 27], que realiza la ecuacién de doble
escala (2.13),

entonces, ¢ es una funcién de escala ortogonal.

Por ltimo, también puede generarse un AMR a partir de la existencia de los filtros
y ciertas propiedades. Sea {hj}rez una sucesién € [(Z) y la funcién H(w) de perfodo 27
definida como en (2.15). Si se verifican las condiciones:

= hy verifica la relacién (2.18)

» H(w) satisface la igualdad (2.16) o, equivalentemente la relacién de ortogonalidad
(2.19)

= Es vélida la cota inferior in focj—r/2,7/9 | H(w)| > 0

Entonces, tomando gg(()) = 1, se define una funcién de escala ortonormal en la forma

J

S(w) = limy .y | [ H(w/2)

J=1

y obtenida la funcién de escala se genera un Anélisis de Multirresolucion, a partir de con-
siderar

Vo = gen{op(x — k), k € Z} (2.20)

2.3.4. Bases ortogonales de wavelets

En el contexto del AMR regular de L?(R), se define W;, como el complemento ortogonal de
‘/j en ‘/}+17
Wi @ Vi = Vin (2.21)
Para funciones u en L?(R) y para cada j € Z, se definen el operador de aproximacién P;
de la forma siguiente,

Piu(z) = (u, k) () (2.22)

k

y el operador de detalle, @);,
Qu(x) = Pyu(z) — Pu() (2.23)
El operador (2.22) da la proyeccién ortogonal sobre V.
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Asociada a la funcion de escala ¢ existe una funcién v, llamada wavelet madre en V; tal
que {¢; () }rez, constituye una base ortonormal (de Riesz) de W; y {¢; ()}, kez, donde

Yin =222 — k) (2.24)

es una base ortonormal (de Riesz) de L?(R). Es importante sefialar que esta funcién es tinica
(médulo traslaciones enteras).

Con el fin de describir las ecuaciones de definicién sobre la wavelet madre 1, basta tomar
j = 0. Dado que ¢ € Vi, y Vi estd generado por ¢(2z — k), k € Z, existe un desarrollo
convergente en L?(R) tal que:

v(x) =Y gd(2e —k) (2.25)

k=—o00

y como ) debe ser ortogonal a Vj,

/ (@ — k)b(a)de =0, keZ (2.26)

Estas dltimas expresiones se trasladan al dominio de frecuencia:

3 ‘@Z(w + 2’”)‘2 —1 (2.27)
P(w) = G(w/2)(w/2) (2.28)

1 « :
G(w) = 7 Z gre 2k (2.29)
k=—0o0

y resultan expresiones analogas a (2.14) y (2.15) de la funcién de escala y donde, la funcién
periddica GG de periodo 27, es llamado filtro de la wavelet.

El teorema que sigue provee un algoritmo para construir una base wavelet ortonormal en
el marco de un Anélisis de Multirresolucion [75].

Teorema 2.21:
Sea V; un AMR con funcidn de escala ¢ vy filtro de escala hy, € I'(Z). Se define el filtro de
la wavelet gy por
g = (=1)"hy_y, (2.30)

y la wavelet 1(x) tiene la expresion

Y(@) =v2 > gud(2x — k) (2.31)

k=—o00
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Regularidad de las bases ortogonales de wavelets

La wavelet de Meyer proporciona un ejemplo de regularidad C*°, y decae maés rapido
que el inverso de cualquier polinomio (aunque no llega a decaer exponencialmente). Las
wavelets de Battle-Lemarié también pueden disefiarse para estar en C*, k finito, y tienen
decaimiento exponencial (mayor decaimiento cuanto méas grande es k). Del teorema que sigue
de I. Daubechies [52] surge que las bases ortonormales de wavelets no pueden reunir las
propiedades de ser C* y tener decaimiento exponencial. Por otro lado, y como se demuestra
en [65], los marcos no tienen esta restriccion.

Teorema 2.22: .
Supongamos dos funciones no constantes f y f tales que

(Fier i) = 05,406k

donde f;5 = 22 f(2x — k), fop = 22 F(2x — k). Si ‘f(m)’ <OQ+|z)™ a>m+1,y

f e 0™ con fU acotada para | < m, entonces, f(x) tiene m momentos nulos, es decir se
verifica,

/Oo fx)a*dr = 0, 0<k<m (2.32)

Observacién 2.23: La propiedad de las wavelets de tener momentos nulos sale de un
Corolario del Teorema 2.22 [52] considerando que el caso particular f = f =1y que Y
son un sistema ortonormal de L*(R). Es importante resaltar que la suavidad de la wavelet
estd limitada, entonces, por la cantidad de momentos nulos que tiene y de acuerdo a (2.32)
es un pardmetro que muestra cudn habil es la wavelet para suprimir un polinomio de grado
dado y estd relacionado, ademas, con la multiplicidad de la raiz w = 0 de ¢ (w). En un AMR,
la condicién que la wavelet v tiene m momentos nulos resulta equivalente a la posibilidad
de la funcién de escala ¢ de reproducir polinomios de hasta grado m [75].

2.3.5. Ejemplos de bases wavelets

» En el sistema de Haar del Ejemplo 2.17(2) los coeficientes del filtro de la funcién de

escala son: ) .
=1 7 sik=0,1
0 sik#0,1

y por el Teorema 2.21 y por la expresién del filtro (2.30)

L o sik=

‘/51 C 7
g = -7 sik=1

0 sik#0,1

Luego, usando (2.31), se obtiene la expresién de la wavelet
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1 1

= Eqﬁl,() - ﬁgbl,l

Observacion 2.24: Mientras la funcion de escala de Haar tiene una expresion en la
variable x sencilla y su filtro tiene sélo dos coeficientes no nulos, la funcién de escala
de Shannon del Ejemplo 2.17(1) es sencilla en la variable de frecuencias w pero su
filtro tiene infinitos coeficientes no nulos. Se consideran, en cierto sentido, que estas
dos wavelets son duales.

= En el MRA de funciones lineales a trozos del Ejemplo 2.17(3), la funcién de escala es

1 1 1
r)=—F=¢1,1(x) + —= T)+ —= x
¢( ) 2\/§¢1, 1( ) \/§¢170( ) 2\/§¢1,1( )
de donde,
H(w) = cos?(r V(L
B(w) = cos’(x2)o( )
y luego, a partir de una expresion similar para @/ZJ\(M) [75], se obtiene la wavelet, ¢ (z).

2.3.6. Algoritmo de Mallat

Las operaciones de Andlisis y de Sintesis de una funcién de L?(R) definida a partir de valores
de muestreo se realiza en forma recursiva, utilizando los coeficientes de los filtros hi v g&
mediante un esquema denominado Algoritmo de Mallat [56], cuya complejidad es equivalente
a la de la transformada rapida de Fourier.

2.3.7. Extensiones y generalidades

La estructura del AMR es el marco apropiado para el andlisis y sintesis de una funcién.
Actualmente, las funciones de escala y las wavelets pueden emplearse para otro tipo de
aplicaciones, como casos especiales de funciones de forma a utilizar en aproximaciones del
tipo Galerkin de operadores diferenciales, interpolaciones y problemas inversos.

2.4. AMR Splines

Las funciones splines han tenido un impacto significativo en la teoria de la transformada
wavelet ([65],[80]). El primer ejemplo de wavelets spline es la wavelet de Haar, mencionada
anteriormente, que es una spline de grado 0, y cuya construccion fue extendida a splines de
6rdenes mas altos por Stromberg [79]. Ademds de tener las mejores propiedades en cuanto
a su capacidad de aproximar funciones suaves, las wavelets spline poseen una formulacion
explicita tanto en el dominio del tiempo o espacio como en el de frecuencia.
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Uno de los ejemplos més conocidos de las wavelets spline son las wavelets ortogonales de
Battle-Lemarié ([45],[46]), que pueden verse como las precursoras del AMR y de la trans-
formada wavelet de Mallat. Por otro lado, también las splines se han utilizado para la
construccién de bases no ortogonales, como las semi-ortogonales, las biortogonales y las
shift-ortogonales. La razon de esto 1ltimo es que, a pesar de relajar la ortogonalidad estas
splines tienen caracteristicas muy ventajosas, como por ejemplo, las wavelets B-splines, que
tienen soporte compacto y se describirdn en detalle méas adelante. Por tltimo, las wavelets
de Cohen-Daubechies-Feauveau son wavelets biortogonales que también son splines.

La expresion explicita de las wavelets spline constituye una de sus ventajas principales
con respecto a otras wavelets, ya que se facilita la implementaciéon computacional. En otros
casos, como las wavelets de Daubechies [51], estan especificadas via la relacién de dos escalas.
Deben implementarse, en esos casos, algoritmos que permiten el célculo y la evaluacion de
la funcién y sus derivadas, con la desventaja que, con frecuencia, resulta necesario el analisis
de convergencia de los mismos.

2.4.1. Splines polinomiales

Las splines polinomiales fueron introducidas en el Ejemplo 2.17(4). Schoenberg [77] de-
mostré en 1946 que cualquier spline polinomial puede ser representada en términos de las
B-splines, las que se definen recursivamente mediante convoluciones:

p1(r) = Xpu(z)
g0m+1($) = Spm*(pl(x> (2'33)

La B-spline de orden m + 1 satisface la relacién de 2-escalas (2.13)

Pme1(2) = V2D hpomer (22 — k) (2.34)
P

donde hy, es el filtro binomial de orden m + 1 cuya funcién de transferencia (2.15) es,

1 + efiw

Hynia(w) = V2(—

ymt (2.35)
Para un m dado el espacio V; puede especificarse como Vo = {v2Y, ck@mi1(z — k)}
donde los pesos ¢; € [*(Z) son los llamados coeficientes B-spline.
Ademas, puede demostrarse que las B-splines constituyen una base de Riesz de V| en el
sentido de la desigualdad (2.1), i.e. existen constantes 0 < A,,11 < B,,41 < 0o tales que,

o
Amiallell <10 Y crpmir(@ = k)72 < By llexl (2.36)
k=—o00

Las B-splines son funciones linealmente independientes que constituyen las funciones de
escala de una estructura AMR. Es importante destacar que son las funciones de escala de
soporte mas pequeno y las méas regulares para un grado de polinomio dado [77]. En las Figuras

2.1 y 2.2 se muestran las B-splines correspondientes a m = 2 y m = 3 respectivamente.
En ese Analisis de Multirresolucién Vj puede elegirse como el subespacio generado por
traslaciones de la funcién de escala ¢,,,1, como se dijo antes, y para cada j € Z, la familia

{@m+1,jk }kez, donde
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Figura 2.1: Relacién de dos escalas B-spline, m = 2

Pr+1,5k(T) = 2201 (2 — k) (2.37)

es una base de V. Estos subespacios V; satisfacen las propiedades descritas en la Seccion
2.3.1.

2.4.2. Propiedades basicas de las B-splines

Las wavelets semi-ortogonales son ortogonales entre escalas diferentes. Se relaja el reque-
rimiento de las funciones base de ser ortogonales a sus trasladadas para una misma escala.
Chui et. al [47] y Unser et. al [43] en forma independiente construyeron el primer ejemplo:
las B-spline wavelets de soporte compacto que se muestran en Figura 2.3(b) que son las
wavelets que se corresponden con las B-splines. Se demostrd, ademas, que pueden generarse
otras wavelets spline semi-ortogonales tomando combinaciones lineales adecuadas [41]. Estas
wavelets son versatiles, porque es posible elegir la sucesion de coeficientes tal que las funciones
tengan determinadas propiedades de interpolacion, ortogonalidad o localizacién en tiempo-
frecuencia 6ptima. Algunas de las funciones de escala y wavelets semi-ortogonales resultan
de soporte compacto, sin embargo, esto no siempre ocurre y en esos caso hay que utilizar
implementaciones recursivas particulares [41].
Entre las propiedades que tienen las B-splines, las méas importantes son:

= Tienen una formulacién explicita tanto en el dominio del tiempo como en el de fre-
cuencia. Expresando la propiedad de convolucién (2.33) como producto en el dominio
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Figura 2.2: B-spline cubica, m = 3

de Fourier,
1 — efiw

N m+1 — (
w

Pmy1(w) = (P1(w))

que puede reescribirse usando la expansién binomial,

pun) =2 (") (2.39

k=0

ymt (2.38)

de donde se obtiene,

1 m+1 L (m +1 .
(@) = S (") @ -k (2.40)
k=0
donde ()7 = max(0,2)™. @m1(x) es un polinomio a trozos de grado m, con m — 1
derivadas continuas.
= Soporte compacto: sop(¢mi1) = [0, m + 1].

= Simetria con respecto a z. = (m + 1)/2 (para m impar):

Pmi1(T) = Pmir(m +1— ) (2.41)
s Relacidén de 2 escalas:
m+1
m m+ 1
ena@) =23 (" gate - 1 (242)
k=0



Esta expresion (cuya obtencién se muestra en el Apéndice A) es conocida como Relacion
de 2 escalas para las B-splines de orden m + 1.

La expresion (2.40) de ¢,,+1(x) puede interpretarse como la diferencia hacia adelante
m-ésima de la funcién ()™, o sea,

o1 (z) = Ap(2)" (2.43)

donde A,, se obtiene de aplicar m veces el operador hacia adelante Af(z) = f(z) —
flx—1)

Méaxima regularidad para un orden dado: son las funciones de escala més suaves para
una longitud de filtro dada.

Derivadas de orden 1 < k < m — 1 se obtienen directamente por diferencia:

dk
%@mﬂ(fﬁ) = Ak@mﬂ—k(I) (2.44)

donde AF es el operador diferencia de orden k. Corresponde, entonces, a una reduccién
en k del orden de la spline. Similarmente, la integracion produce un incremento en su
orden. Estas relaciones resultan muy ttiles al utilizar las wavelets spline en la resolucién
de ecuaciones diferenciales.

Propiedades de interpolacion: Para cualquier f(x) cuya derivada m-ésima sea de cuadra-
do integrable, el interpolante de grado 2m — 1 mediante splines es 6ptimo en el sentido
que minimiza la norma de la energia, dando la minima oscilacién. Para m = 3 inter-
polantes con spline ctibicas garantizan la propiedad de minima curvatura.

Mejor aproximacion: Para una spline polinomial de orden m + 1, el error de aproxi-
macién decrece con la potencia m + 1 de la escala 27 [42]. Es més, se tiene la siguiente
relaciéon asintotica

limj ol f = Pifllze = Cp27 /D f0m D] 2 (2.45)

donde P;f es la proyeccién de f sobre el espacio de multirresoluciéon en la escala j
(2.22). Esta férmula del error es valida siempre que 277 sea suficientemente pequeno
con respecto a la suavidad de f y la constante C,, es la menor que puede obtenerse entre
todas las transformadas wavelet del mismo orden [43]. Asi, por ejemplo, las constantes
con las wavelets de Daubechies son mas grandes y, entonces, las splines verifican las
mejores propiedades para aproximar funciones suaves.

()ptima localizacion en tiempo-frecuencia
Del producto de convoluciones:
Pmt1 * Pnt1(T) = Pmini2(T) (2.46)

resulta:

[ emislo = Bgunle = = gmensaln +141- 1 (2.47)
R

O sea que calcular productos internos de las funciones splines consiste en la simple
evaluacion en los enteros de splines de orden maés alto.
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2.4.3. Splines de soporte compacto

La construccion de wavelets biortogonales involucra dos Analisis de Multirresolucion de
L%(R): uno para el an4lisis y otro para la sintesis (mencionados en la Seccién 2.3.6). Ellos se
denotan {V;(¢)}jez v {V;(¢)}jez donde ¢(x) y é(z) son las funciones de escala del andlisis
y de la sintesis, respectivamente (y son soluciones arbitrarias de relaciones de dos escalas,
no necesariamente B-splines). Las wavelets correspondientes al andlisis y a la sintesis, ¢(x)
y ¥(z) son construidas tomando combinaciones lineales con esas funciones de escala

P(x) =V2) Fd(2x — k) (2.48)

@) = v2Y g2 — k) (2.49)
k

y forman un conjunto biortogonal en el sentido que se tiene,

(Yiges 1) = 0imje— (2.50)

teniendo en cuenta que -como se hizo con la funciéon de escala-, las funciones wavelets se
gene-

ran a partir de la composicién de dilataciones y traslaciones enteras de la wavelet madre (ver
(2.24)). Las bases subyacentes, en este caso, estan especificadas indirectamente en términos
de cuatro sucesiones hy, hy, gr ¥ G, que son los filtros para el algoritmo de la transformada
wavelet [56].

2.4.4. Wavelets spline

Se tiene una transformada wavelet spline si las funciones de sintesis ¥ (z) y ¢(x) son splines
polinémicas. Esto significa, -a partir de la propiedad mencionada en la Seccién 2.4.1- que la
wavelet puede ser representada por su expansion en B-splines

Y(r) = ) wipm (20 — k) (2.51)

k=—00

Es importante observar que la funcién de escala no es necesariamente la B-spline de grado
m, al menos que hy, sea precisamente el filtro binomial (2.35). Esta funcién es especificada,
generalmente, como la solucién de la relacién de dos escalas de la (2.13). En el caso particular
de las splines, se demuestra que siempre existe una sucesion p; tal que

o0
$x) = Y Prpm1(2x — k) (2.52)
k=—00
y entonces, la sucesién py define un operador de convolucién invertible de [?(Z) en I*(Z) que
hace el cambio de coordenadas de un sistema a otro (de ¢ a ¢,,11). Luego, combinando la
(2.49) con la funcién de escala de la (2.52), se obtienen los coeficientes B-spline de la wavelet

().
En el cuadro a continuacion se describen los cuatro tipos principales de wavelets spline.
Estos se diferencian por sus propiedades de ortogonalidad, soporte compacto y regularidad
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y se resumen en el mismo. En la Figura 2.3 se presentan ejemplos de wavelets spline ciibicas
de cada tipo.

Tipo de wavelet Propiedades importantes

Simetria y regularidad
Ortogonalidad
No tienen soporte compacto

Splines ortogonales
(Battle-Lemarié, Mallat)

Simetria y regularidad
Splines semiortogonales Optima localizacién en tiempo-frecuencia
B-splines (Unser-Aldroubi) Ortogonalidad entre escalas distintas

Pueden disenarse para tener soporte compacto

Simetria y regularidad
Cuasi-ortogonalidad
Répido decaimiento de la wavelet

Splines shift-ortogonales
(Unser-Aldroubi)

Splines biortogonales Simetria y regularidad
(Cohen- Soporte compacto
Daubechies-Feauveau) No son ortogonales

2.4.5. Funciones de escala y B-splines

A partir de la propiedad (2.45) referida a la propiedad de aproximaciéon de una B-spline
puede darse la definiciéon general,

Definicién 2.25:
Una funcién de escala ¢ tiene orden de aproximacién v si y sélo si

VfeFNf = Pifllz < C27 fO 12 (2.53)

donde C' es una constante que depende de ¢ pero no de f. (F es alguna clase de funciones
adecuada [44] y P; la proyeccién definida en (2.22)).

Una funcién de escala ¢ de orden v serd vélida si y sélo si su transformada de Fourier ¢
puede factorizarse P(w) = 3771 (w).Po(w), donde B771(w) es la transformada de Fourier de
una B-spline fraccional y @p(w) es una funcién de w acotada en cualquier intervalo cerrado.
Esto equivale a una convolucién bien definida en el dominio del tiempo, p(x) = (87 xpp)(x)
donde ¢y es una distribucién con integral 1 [44]. Esto significa que siempre es posible expresar
una funcién de escala como la convolucién entre una B-spline y una distribucién.

Se deduce de lo anterior que las propiedades buenas de las wavelets, como son orden
de aproximacién, reproduccion de polinomios, momentos nulos y suavidad de las funciones
base, se deben enteramente a la componente B-spline en la funcion de escala. Esto implica,
més ain, como demostré Unser en [44], que no es posible construir bases multirresolucion
de L?(R) sin factores B-spline.
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SYNTHESIS WAVELET wy(x)

ANALYSIS WAVELET 1j(x)
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(d) Biorthogonal spline ( L. =4, £=6)

Figura 2.3: Funciones de escala y splines ciibicas: a) ortogonales b) semiortogonales, c) shift-
ortogonales d) biortogonales
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2.5. AMR Daubechies

2.5.1. Wavelets de Daubechies

Si la familia {1} es una base de wavelets ortonormal, y la wavelet 1)(z) es suave, entonces
debe tener momentos nulos (ver (2.32)) y cuanto mayor suavidad, mas cantidad de momentos
nulos. Esto fue demostrado por Walnut en [75] y es consecuencia del Teorema 2.22 y la
Observacion 2.23.

En 1988 Ingrid Daubechies [52], con el interés de construir bases ortogonales de funciones
suaves y con el requerimiento de varios momentos nulos, pudo construir una familia de bases
ortonormales, suaves y de soporte compacto. Las wavelets de Daubechies son las que tienen
mayor cantidad de momentos nulos para su soporte.

15 —~ 15 : — 15
1 1 1t 1 1 -
05} 1 os} {1 o0&} -
0 {1 o {1 0 j
a5 05 : [ :
0 5 0 5 10 0 10
hi ® H

Figura 2.4: Funciones de escala de Daubechies. N =6, N =12y N = 20

De lo anterior surge que, como en el caso de las B-splines, sélo finitos coeficientes del
filtro de la escala hy en (2.15) son no nulos, y en este caso, ademds, su longitud es 2N.
Esta demostrado por Daubechies en [52] que para que la funcién de escala ¢ y la wavelet ¢
sean regulares, el filtro de la funcién de escala deberd ser de la forma,
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Hi(w) = (ﬂ)%w (2.54)

con N > 1, y £ un polinomio trigonométrico.

Teniendo en cuenta que se debe cumplir la condicién (2.16), y siguiendo la notacién
utilizada por Walnut [75] es posible hallar los coeficientes para cada N luego de realizar
varias operaciones algebraicas. En el Apéndice A se muestra en detalle el desarrollo para
N =1,2y 3, con 2,4 y 6 coeficientes respectivamente.

2.5.2. Funcion de escala

La familia de wavelets de Daubechies [53] esta gobernada por un conjunto de N (entero par)
coeficientes pi : k= 0,1,..., N — 1. Para cada N € N se tendran la wavelet y la funcién de
escala que llamaremos de orden N, y denotamos ¥n y ¢n.

La funcién de escala ¢y (z) satisface la relaciéon de dos escalas (2.13)

on () = ipk¢N(2$ — k) (2.55)

Su regularidad aumenta al aumentar N como se muestra en la Figura 2.4.
De la misma forma, como se describié en (2.30) y (2.31) la wavelet madre puede escribirse,

Un(r) = > aon(2z— k) (2.56)

k=2—N

En las ecuaciones (2.55) y (2.56), pr v qx son los coeficientes del filtro de la funcién de
escala y de la wavelet correspondiente, cuyos soportes son, respectivamente,

soppn(x) = [0, N — 1] (2.57)
Y N N
soppa(a) = 1= 5, 7] 259

En la Figura 2.5 se muestran la funcién de escala y la wavelet correspondientes a N = 6.

En su trabajo , I. Daubechies [53] encontré la relacién entre momentos nulos y regularidad
de la wavelet ¢y (z) y de la funcién de escala ¢xn(x). Una condicién necesaria y suficiente
para tener m momentos nulos es que las trasladadas enteras de la funcién de escala ¢n(x)
interpolen polinomios de grado hasta m, es decir, que para cada k, 0 < k < m existan
constantes tales que,

o= 3 ei(a) (2.59)

2

Estos coeficientes ¢; estaran dados por los momentos, es decir,
o0
ci=MF= / o ¢(x —i)dax (2.60)
—00

Estd demostrado que m = N/2 — 1 para la funcién de escala ¢ (z) y también que existe
un A > 0 tal que ¢y (x) tiene A(N/2 — 1) derivadas continuas y para N pequeno, A > 0.55
[82]. Asi, por ejemplo, se tiene que en el caso N =6, A-2~ 1.1, y para N = 12, A- 5 ~ 2.5.
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Figura 2.5: Funcién de escala y wavelet de Daubechies. N = 6

Evaluacién de la funcion y de sus derivadas

Como la funcién de escala no tiene una expresion explicita, se deberan considerar puntos
especiales para evaluar, tanto la funcion de escala como sus derivadas. Para esto, comenzamos
por derivar la relacién de dos escalas, (2.55), m veces, y denotamos ¢(Nm) () la m—ésima
derivada de la funcion de escala

N—-1
o (@) =2 pr oy (22 — k) (2.61)

k=0

A partir de la evaluacién de (2.61) en todos los valores enteros del intervalo [0, N — 1],
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se tiene el siguiente sistema lineal de ecuaciones:

o0 (0) = 2™ pooy” (0)
3" (1) = 2 [P (2) + Py’ (1) + paoy” (0)]

. (2.62)
WV = 2) = 2" (o (N = 1) + pa—adf (N = 2) + pyoidly” (N = 3)
WV 1) = 2" pr 1 (N - 1)
que también puede escribirse en forma matricial como
2P - D[ =0 (2.63)

donde , [_53”)] = [gbg:,n)(O), E\T,n)(l), E\T,n)(N —1)J%, I es la matriz identidad y P la matriz
compuesta de los coeficientes del filtro, que puede expresarse

P = DP2i—k-11<i k<N (2.64)

En (2.64),s1 2i—k—1<00 2i—k—1>N—1, py;_1=0.
Es claro que la solucién de (2.63) no es unica. Se debe agregar, entonces, una condicién

Sy —(m) .
de normalizacién para obtener un autovector, ¢y '], que sea unico.
A partir de las propiedades de las funciones de escala de Daubechies, se tiene que:

m _.m < _1\k m! m—k 2 ro
donde,
M,‘fN:/ on(2)2"dz (2.66)

son los momentos de la funcién ¢n. En el Apéndice B se presenta un algoritmo recursivo
para su calculo.

Cabe senalar que la (2.65) es conocida cuando todos los momentos son nulos. El caso
general se obtiene mediante transformada de Fourier o usando la regla de Leibniz [82].
Agregando esta condicién de normalizacién a (2.62), el sistema no-homogéneo de ecuaciones
puede resolverse y las derivadas pueden evaluarse en valores enteros de x y luego utilizarse
para obtener los valores en los puntos didadicos. Usando la relacion de dos escalas nuevamente

pueden ser determinados los valores de qbg:,n) (r) en * = 57, con n € Z, para los enteros
i =1,3,5,...,2"(N — 1) — 1. De esa forma, las funciones son evaluadas primero en los
enteros {0,1,..., N — 1}, y luego en todos los diddicos, aumentando el valor de n desde 0

hasta la resolucién deseada.

2.6. AMR en un intervalo

Hasta ahora se han discutido wavelets sobre la recta real. Para muchas aplicaciones es nece-
sario restringirse a un conjunto acotado (en el caso unidimensional a un intervalo I = [a, b])
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sobre el que esta definida la funcién e interesa localizar la estructura del Analisis de Mul-
tirresolucion. El problema que se plantea es, entonces, la definiciéon de wavelets sobre el
intervalo, que sin pérdida de generalidad se asumira el [0,1]. Dada una funcién fen el inter-
valo [0,1], la solucién més obvia es extenderla a la recta real definiendo la funcién f como
f(x)=0 fuera del intervalo y utilizar la teoria anterior. Sin embargo en general, esta solucién
provoca discontinuidades fuera en los limites del intervalo. Otra aproximacion esta basada
en considerar que la funcién es periddica con periodo 1, f(x+1)=f(x). Esto permite reescribir
las expansiones de funciones en la recta real en el intervalo [0,1] mediante la periodizacién
de las funciones basicas.

En este trabajo se desarrolla la construccion de bases wavelets sobre el intervalo de una
forma andloga al caso en L*(R).

2.6.1. Restriccidon al intervalo

La simple restriccion de las funciones de escala y las wavelets al intervalo no conllevan
a una solucion eficiente del problema, ya que los coeficientes correspondientes reflejan la
informacion de la funcion fuera del intervalo o el efecto de los bordes que implica su eventual
extensién nula fuera de I.

En efecto: si f € L} (R) y {¢;r} es una base ortonormal de wavelets en el AMR de

loc

L*(R), denotemos J;, K al conjunto de indices tal que sop(v;k)jes; kex; N |a,b] # 0.

Entonces f() = > s D rer, ([s¥ir) ¥jx(x) @ € [a,b] siendo (-, -) el producto usual
en L%(R). Pero tales productos reflejan la informacién de f fuera del intervalo si sop(v; ) ¢ 1.
Si se restringe la funcién, definiéndola como nula fuera del intervalo

fi(@) = f(@)xn (@) (2.67)

los coeficientes < fr ,wj7k> reflejaran las discontinuidades de los bordes. Por otra parte, las
wavelets ya no son ortogonales si se toma el producto usual en I,

(f. ), = / f(@)g(x)dz (2.68)

Pueden encontrarse en la literatura (Mallat, [56], Meyer, [60]) que las extensiones por perio-
dicidad o por simetria de f fuera del intervalo permiten definir estructuras AMR locales,
utiles para ciertas aplicaciones. Citamos especialmente las wavelets periddicas [59] para el
andlisis de funciones en el toro (periddicas en un intervalo [a, b]).

Sin embargo, estas estructuras y otras posibles, se basan siempre en extensiones apropia-
das de f fuera del intervalo. Esto hace inevitable reflejar la informacién de borde, en par-
ticular, las discontinuidades en las derivadas. Resulta mas eficiente definir una estructura
especial, analoga a la AMR, modificando apropiadamente los espacios de escala y los espa-
cios wavelets, de modo que las correspondientes proyecciones reflejen la informacion de la
funcién f estrictamente soportada en el intervalo [64].

2.6.2. Definicion de AMR en el intervalo

Un AMR en L*(I) consiste, bajo este enfoque, en una sucesién de subespacios
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‘//\tflmin - ?fmin—‘rl e C ‘7—11 C ‘//\E)I C ‘7le C ‘/721 C - (269)

de dimension finita que comienza en una escala Jmin que dependera del intervalo I y del
diseno particular del AMR.
Los subespacios cerrados ij verifican las propiedades siguientes:

(MI1) dimV},, ~ 2 dimV/

(MI2) =, € ‘A/fmm para todo polinomio de grado 0 <r <m

(MI3) UV =L2()
(MI4) /VV]-I C \A/J[H es el complemento ortogonal de \7j1 en XA/jIH de dimensién 27

Observaciéon 2.26: La escala Jmin no es unica: cualquier j > Jmin servird, pero existe
una cota inferior. En un AMR sobre un intervalo no se tiene la propiedad de los subespacios
encajados para j, lim;_,_o como en la recta real definido en la Seccién 2.3.

Dado que los subespacios son de dimension finita, es inmediato que tienen bases de Riesz
que las generan. La cuestiéon reside en definir las funciones elementales en ij y Wj] , de escala
y wavelets apropiadas y en lo posible preservar las propiedades de invariancia de escala y
traslacion. Obsérvese que la condicién (M 12) implica que si ¢, € VVjI tiene m+1 momentos
nulos (ver 2.32).

Sin pérdida de generalidad, sea I = [0, 1] y consideremos un AMR en L*(R) donde la
funcién de escala ¢(z) € V; es de soporte compacto sop(¢) = [0,S] S € N. Por ejemplo,
las funciones de escala de Daubechies o las B-splines. En tal caso, la relacion de doble escala
estd dada por filtros finitos de longitud S + 1. Por otra parte, existe una wavelet 1) € V; tal
que posee soporte compacto minimo en [—S + 1, S], centrado en x = 1/2. Asi, en el caso de
las splines cibicas, el soporte de la funcién de escala es [0,4] y el de la wavelet [—3, 4].

En tales condiciones, y dado que sop(¢; ) definida en (2.4) es =[k/27,(S + k)/27] , se
tiene que sop(¢;x) N[0,1] #Bsiysolosil—S <k <2/ —1,y sop(¢jr) C [0,1] si y sblo si
0<k<2-8Sy2 —S5>0.

La clase que interseca a [0,1] consta de 2745 —1 funciones y la clase de funciones interiores
29 — S + 1. Hay, pues, 25 — 2 funciones de borde: (S — 1) funciones donde 0 € int sop(¢;),
y (S — 1) funciones donde 1 € int sop(¢;).

Tomando jy tal que 2) > S se define o5 (@) = ¢jr(@)x (). Tales funciones son
idénticamente nulas, a menos que intersequen a [0, 1]. Luego, se define

Vli=gen{¢l,,1-S<k<2 -1} (2.70)
de dimensién 27 + S — 1.
I

Es facil verificar que estos espacios satisfacen las condiciones ‘/}jj C ‘/7] Yy las (M12) y
(M13). En particular, notar que si f; € V;, en L?(R) puede escribirse

£i = bixdj (2.71)

keZ
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y, por tanto
21
fixpn = ij,k¢]l',k = Z bk} 1 (2.72)
keZ k=1-5
Luego, la convergencia de las f; a f en L*(R) implica la de fjxo,1) a fx[o,1) en L2[0, 1]. Sin
embargo, observar que f;X[,1) es una proyeccién en V';, pero no necesariamente la ortogonal
de L2[0,1] en \A/jl.

Las funciones qu{k pueden considerarse las de escala en ‘7]-1 . Las interiores coinciden con
las wavelets cldsicas y siempre son las restricciones de las ¢(2/x — k) al intervalo. Méas atn,
verifican la misma relaciéon de doble escala, tomando en cuenta los indices de las gbjlk no
nulas. .

El caso de las wavelets es distinto. Vemos que la dimension de Wj[ es 2. Si gl sopw‘f’k =
[(1+k—5)/27,(S + k)/2’], vemos que intersecan al [0,1] si 1 =S <k <2 +85 -2y
son interiores si S — 1 < k < 29 — S, lo cual, por un lado impone que 2%°¢ > 25 — 1 y hay
27 — 25 + 2 wavelets interiores que coinciden con las clésicas.

Por otro lado, hay 27 + 25 — 2 que intersecan al [0, 1], lo cual indica que las restricciones
¥ kX[0,1) no forman una base de /I/I7j[ , son sobre completas. El disetio, pues, de las wavelets del

borde, que junto a las interiores generan una base de ﬁ/\jf debe realizarse en forma especial
(ver [59]). En nuestro caso, lo detallaremos sélo para el caso de funciones splines en el
Capitulo 5, Seccién 5.2.

38



Capitulo 3

Problemas de valores de contorno.
Método de Galerkin

En este capitulo damos una breve descripcién de la formulacién variacional de un proble-
ma general de valores contorno y establecemos resultados que fundamentan los ulteriores
desarrollos. En particular, introducimos las aproximaciones a las soluciones variacionales
por medio de funciones de escala B-spline y funciones de escala de Daubechies. También
presentamos formulas generales de error y el calculo de los coeficientes de conexién.

3.1. Formulacién variacional

Supongamos dado el siguiente problema general de valores de contorno:

Lu = f en Q
{ u = 0 sobre I' = 0N (3.1)

donde L es un operador diferencial lineal y acotado de orden 2m, definido en un espacio de
Hilbert H y £ es un dominio acotado con frontera I'. Bajo apropiadas hipdtesis sobre €2 y su
frontera I', existe una unica solucién u, que no siempre es posible hallar en forma analitica
0 exacta.

La alternativa es, entonces, buscar una solucién aproximada, siendo el Método de Galerkin
una técnica clasica comunmente utilizada para obtenerla.

Consideremos la forma bilineal definida por a(-,-) = (Lu,v),de V xV — Ry la funcional
F(v) = (f,v), donde V es un subespacio de H y (.,.) el producto interno del espacio de
Hilbert H. La formulacién variacional o débil correspondiente al problema diferencial (3.1)
puede establecerse, entonces, de la siguiente forma:

Dado F € V', encontrar u € V tal que a(u,v) = F(v) YveV (3.2)
donde la forma bilineal a(-, -) es continua (i.e. existe C tal que |a(v,w)| < Cljv|lv ||w]v,
Vo, w € V) y coerciva en V, (i.e. existe p > 0 tal que a(v,v) > p||v||3- ) y F es un operador
lineal y continuo en V.

El Método de Galerkin consiste en aproximar la solucién del problema variacional (3.2)
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resolviendo un problema algebraico de dimensién finita. El problema se plantea entonces de
la siguiente forma:

Dado un subespacio finito-dimensional Vi, CV y F € V', encontrar u, € V}, tal que:

a(uh,vh) = F(Uh) Yo, € Vi, (33)

Por el Teorema de Lax-Milgram [12] sabemos que tanto el problema (3.2) como el (3.3)
tienen solucién unica. Ademads, por el Lema de Céa [12]:

C.
lu —unlly < Emfvevhllu—vlli (3.4)

donde C'y p son las constantes de continuidad y coercividad de la forma bilineal a. De (3.4)
se infiere que la solucién obtenida por Galerkin minimiza la norma del error, salvo un factor
constante, y converge a la solucién exacta cuando V}, se aproxima a V.

La cota anterior (3.4) es conocida como estimacion de Céa y es el punto de partida para
derivar las propiedades de convergencia en los métodos de elementos finitos. Para el caso de
los métodos estandar, donde V}, es el subespacio de funciones que restringidas a un elemento
finito son polinomios de cierto grado, existe una teoria muy completa de estimaciones de error
([12],][14]) en términos de h, que es el valor asociado al mayor didmetro de los elementos en
una malla.

Ademas, si F' es continua, (i.e. existe A > 0 tal que |F(v)| < Al|v||y) se tiene, que la
solucién tnica u € V verifica la estimacién de estabilidad [14]:

A
Jully < —. (3.5)
v 5
Problema algebraico equivalente
Sea {¢1, ¢a, - -+ , dn, } una base de V. Entonces, la inica solucién del problema planteado

en (3.3) puede escribirse como una combinacién lineal de estas funciones uy = > i g B,

de modo que dicha ecuacién puede reescribirse como

Np
> algid;) oy =F(g) 1<i<N, (3.6)
j=1
o, en forma matricial,
Ka=R (3.7)
donde K es la matriz de rigidez con elementos K;; = a(¢;, ¢;), R el vector de cargas,

R, = F(¢;) v a = (q;); el vector de coeficientes. Puede notarse que, como la forma bilineal
a es V-eliptica, K es una matriz definida positiva y entonces el problema algebraico (3.7)
también tiene solucién tunica.
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El método admite muchas variantes. En particular, la elecciéon del subespacio V}, y de la
base {¢1, ¢2,- -+, ¢n, } estard orientada fundamentalmente al disefio de algoritmos eficientes
para resolver el sistema lineal cuando aumenta la dimensién del espacio de aproximacion.

Interesa que:

= [a matriz K sea rala y con un numero de condicion razonablemente pequeno.

» la aproximacion uy, obtenida con la solucion del sistema (3.7), debe ser una buena
aprorimacion de la solucion exacta u y en lo posible mejorable.

Si, por ejemplo, H = L?(R) y L es un operador diferencial de orden 2m, m > 1, con
condiciones de borde clésicas en I = [a, b], la base elegida debe estar formada por funciones
soportadas en [, suficientemente derivables y que verifiquen condiciones de borde nulas. Por
otra parte, y como ya mencionamos, los elementos de matriz a(¢;, ¢;) deben ser faciles de
calcular y a(¢;, ¢;) =0, si |i—j |>> 0.

De lo anterior y por las propiedades y caracteristicas vistas, surge que los espacios de
funciones en el contexto de un AMR (Secciones 2.4 y 2.5), con su restriccién al intervalo
(Seccién 2.6), resultan adecuados para aproximar la solucién al problema general de valores
de contorno presentado en (3.1).

De esa forma, se combinan soporte pequeno, suavidad, ciertas condiciones de ortogo-
nalidad y la simplicidad del calculo, al estar las funciones basicas ¢; generadas a partir
de una o varias funciones. Mas atn, al ser las bases combinaciones lineales de dilaciones,
traslaciones o modulaciones de las funciones madre generadoras que satisfacen ecuaciones de
autosimilaridad o de escala, sera posible refinar y ajustar la precisién en forma eficiente.

3.2. Estimaciones del error

A partir del Lema de Céa (3.4), el problema de hallar cotas para el error ||u —uyl|? se reduce
al problema local de evaluar los errores de interpolacion. Este tema esta desarrollado, por
ejemplo, en [14] y es consecuencia de la acotacién

lu = wnlly < flu = mully (3.8)

donde 7u € V}, es el elemento del espacio V}, que interpola a u en los nodos con un polinomio
de grado < r. Las desigualdades que resultan son [14]:

|u — 7ullF: < Ch M ul3m (3.9)

|u — 7ul|3: < ChJulfe (3.10)

Las cotas del error dependen de la regularidad de la solucién exacta u. Si u € H™ se
dice que el orden del método es 7.

Observacién 3.1: De lo anterior surge la eficacia de la formulacién variacional de los
problemas elipticos: si se demuestra que la forma bilineal es continua, V-eliptica y la forma
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lineal continua, se concluye existencia y unicidad de solucién del problema variacional, tam-
bién llamada solucién débil del problema. Finalmente, si ademas se demuestra regularidad
suficiente en dicha solucion débil, se recupera la solucién en sentido clasico.

Observacion 3.2: En todos los casos las cotas del error tendran expresiones de la forma
O(h?), donde el orden p dependerd, como se dijo antes, de la regularidad de la solucién u. En
el caso que u no sea suficientemente regular los 6rdenes anteriores r y r 4+ 1 no se alcanzan.
Entonces, si u € H®, con 1 < s <r+ 1, en las cotas (3.9) y (3.10) aparecera s en lugar de
(r 4+ 1) y la convergencia es mas lenta.

Consideremos ahora los casos particulares de los espacios de dimensién finita que seran
utilizados en los capitulos siguientes para obtener soluciones numéricas a diferentes problemas
de valores de contorno, como el presentado en (3.1). En el contexto de un AMR, como fue
presentado en el Capitulo 2, la escala 7 adquiere el rol de h, el espaciado en la malla es
h =277y V; es el espacio de dimensién finita.

= Aproximacion mediante funciones splines ctubicas

Se demuestra en [78], que la funcién spline cibica Sj, que interpola una funcién suave
u € C* en una red uniforme de nodos, de paso h es:

35
e = Sullfn < SR llulloe (3.11)

Para el error de la aproximacion, es valida, entonces, la cota

1
o= w3 < O()* (3.12)

= Aproximacion mediante funciones de escala de Daubechies

En el caso de los espacios de funciones de escala de Daubechies también se conocen
cotas para el error [6].

Si u € C? es solucién del P.V.C. (3.1) y u; es la aproximacién con las funciones de
escala de Daubechies de orden NN, entonces se tienen las cotas:

1

Ju— w2 < Ol (313
2 = 1 m
o= s < ) (3.14)

donde las constantes C'y C dependen de N, de Q y de las derivadas de u, y 2m es el
orden del operador diferencial (3.1).
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Observacién 3.3: Estas estimaciones de error seran utilizadas en la Seccion de Ejemplos
Numéricos, del Capitulo 5.

3.3. Coeficientes de conexion

En las formulaciones variacionales de problemas de ecuaciones diferenciales (3.1), aparecen
productos interiores entre las funciones base y sus derivadas. Son los llamados coeficientes
de conexién y son productos interiores de dos términos para el caso de derivadas y de tres
términos para el caso de coeficientes no-lineales [82].

Cuando se utilizan splines estos coeficientes se calculan facilmente mediante evaluaciones
en los enteros de splines de orden mas alto [65]. En el caso de las wavelets de Daubechies,
como fue demostrado por Beylkin y Latto, ([81],[82] ), puede hacerse la evaluacién exacta
de estos coeficientes en varios casos particulares.

Esto resulta esencial, ya que con las wavelets de Daubechies, los integrandos son muy
oscilatorios y las aproximaciones numéricas de esas integrales presentan dificultades. En las
Figuras 3.1 y 3.2 se muestran la funcién de escala y su derivada segunda para los casos N = 6
y N =12.

B3] OB
1.4 T T T T 25 . .

05t 1

Figura 3.1: ¢y v qﬁg\?), N =6
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Figura 3.2: ¢y y ¢\, N = 12

Considerando en particular, en un contexto Wavelet-Galerkin, problemas lineales de va-
lores de contorno en una dimensién, con un operador diferencial de orden 2m, los coeficientes
de conexiéon que se deben calcular para la matriz de rigidez y el vector de cargas, son integrales
de la forma siguiente

I = / T ()89 (I — k) ¢ (i€ — 1) de (3.15)

[e.9]

R = / Nou (©EW(ie — k) de (3.16)

donde j es la escala, k,l € Z, ¢(x) denota las funciones bésicas y los supraindices d; y dy
son los ordenes de las derivadas.
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Coeficientes de conexién para las funciones de escala B-splines

Como demuestra Chui [65], los productos interiores de derivadas de las B-splines se calculan
muy facilmente. Para un operador de segundo orden, en particular, se tienen las relaciones
siguientes:

(Omt1jls Pmtijk) = Yomie(m+1+1—k) (3.17)
(mrtits Pmsrge) = 2 Pompa(m+1+1-k) (3.18)
(vt Pmirin) = —27 Phnpp(m+1+1—k) (3.19)

Para probar (3.17), se hace un cambio de variables y luego se aplica (2.47):

<90m+1,j,l7 me—i—l,j,k) = 2 / gpm+1<2jx - l>90m+1<2jx - k)dx

R
= [ ennile = Dpnalo - ks (3.20)
R

= Pomr2(m+1+1-k)

Por otro lado, aplicando (2.47) y las expresiones de la derivada en (2.44) se obtiene (3.19),

<90m+1,j,l>90;;z+1,j,k> = - /RSOIm+1(2j$ - l)90/m+1(2j37 — k)dx
= Y [ Gnle U= B (@) (3:21)
R
S / (@1 ) — p(@ + 1=k — 1)] [pm(@) — gl — D}dz
R

= ¢l a(m+14+1—Fk)
El mismo principio permite calcular los coeficientes de conexién en casos de operadores
y splines de mayor orden.

Coeficientes de conexién para las funciones de escala de Daubechies

Desarrollemos los coeficientes para el caso de las funciones de escala de Daubechies de orden
N, ¢n. Partiendo de (3.15) y utilizando la relacién de 2 escalas se tiene:

1
Tt = 2t N " / (26 — 2k — 5) ¢\ (26 — 21 — 1) de (3.22)
st 0
donde d = d; + dy que puede reescribirse de la forma [82] como

idyd d—1 ~ - jdid idyd
Fi,ll ?=2 Zpspt [PJQii;zﬁt + FJQi-ll-s2—l,2j+t—l]
s,t
| (3.23)
= 247! Z[ﬁsf%ﬁthj + ﬁsf2i+1]§t72j+1]r1j»ild2

s,t
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o, en forma matricial
[Ihd2 — gd=1 p Tz (3.24)

donde IV eg ahora un vector columna y P es una matriz con combinaciones de los coefi-
cientes wavelet. La ecuacién (3.24) puede también escribirse,

(271 P — DT = g (3.25)

donde I es la matriz identidad y los elementos de [idid2 ge corresponden con los de una
matriz de dimensién (27 +2N —2) x (27 +2N — 2). Estos cdlculos se detallan en el Apéndice
B.
Para determinar univocamente los coeficientes de conexién Ff:’lf@, deben agregarse ecua-
ciones adicionales para generar una cantidad suficiente de ecuaciones no homogéneas.
Como se mostrd en la Seccion 2.5, las funciones de escala de Daubechies de orden N
pueden representar exactamente polinomios de orden m, con 0 < m < N/2 — 1,

" = Z crto(x —k) (3.26)
k
Entonces, derivando d; veces la expansién (3.26), se obtiene,
m(m—1)...(m—(dy = 1)) 2™ =" ¢! (2 — k) (3.27)
k

Luego, utilizando (3.27) con n (0 < n < N/2—1) y dy en lugar de m y d;, respectivamente,
multiplicando ambas ecuaciones e integrando el producto, se tiene

1 1
/ m...(m—dy+1n... (n—dy+1)mmd¢ = Z CZLC;‘/ ¢](€d1) gbl(dZ) d¢ (3.28)
0 o 0

donde d = d; + dy. O en forma equivalente,

mn...(m—(d =D)n=(d=1)) N~ m ppjdids
P — _%:ck T (3.29)

Una cantidad suficiente de ecuaciones no homogéneas pueden obtenerse usando diferentes
valores de m y n. Agregédndolas a (3.25) pueden finalmente determinarse univocamente los
coeficientes de conexién. Desafortunadamente, como fue estudiado en los trabajos ([81],[82]),
para valores grandes de N y d existen dificultades numéricas y deben utilizarse algoritmos
disenados especialmente.

Para calcular los coeficientes de (3.16) se considera en primer lugar el caso d; = 0.

R = [ xon©on(@e - k) de (3.30)
y se llega a,
. 1 . . .
Ry’ = 3 Z(pi—2k + Pi-okyer ) R (3.31)

i
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mediante calculos que se muestran con detalle en el Apéndice B. Nuevamente es necesario
agregar ecuaciones no homogéneas para que la solucién sea unica. Integrando la expresion

(3.26)
1 0
7= e
q+1 -

Agregando esta ecuacion a (3.31) pueden hallarse Ri’o.

Por tultimo, para el caso d; > 0 se tiene

. 1 .
Ry — /0 £ (2E — ) de

1 .
_ § ~ 1 pJd1 § Jdlfs
- 2d1+1 pZ[RQk;—H . S 'S' 2k+i_2j]
7 s= 0d1
|

.d m: j.dy—
(2d1+1[ B Rj P = E Di—2k429 E —Rf e

(m — s)!s!

s=0,d

donde

B = Z(ﬁiﬁk + Di—ok+2i)
ik

El vector de cargas R se obtiene resolviendo el sistema algebraico (3.35).
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Capitulo 4

Wavelets y Ecuaciones Diferenciales 1.
FEM-WAVELETS

En este capitulo se formulan distintos elementos finitos que permiten resolver problemas
de mecénica estructural, como es el caso de las ecuaciones diferenciales correspondientes a
problemas de vigas y placas, suponiendo un modelo de elasticidad lineal. Se utiliza el método
de Galerkin presentado en el Capitulo 3 y como funciones de forma se usan las funciones de
escala de distintas familias de wavelets (B-splines y Daubechies), en lugar de los elementos
lagrangianos clasicos de los métodos de elementos finitos.

Se formularon elementos finitos de vigas (1D) y placas (2D) bajo las hipétesis de dos
modelos tedricos que se diferencian en cuanto al tratamiento de las deformaciones por corte.
Las aproximaciones obtenidas se mejoran a partir de refinar las mallas en forma uniforme.
Se utiliza en todos los casos la transformacién matricial de los grados de libertad del espacio
fisico a los coeficientes en el espacio wavelet.

El Método de Elementos Finitos comenzé a desarrollarse en los anos 60 y actualmente
continia siendo de gran utilidad para resolver problemas de ingenieria civil, mecanica y
aeronautica. En particular, es de gran aplicacion en problemas de mecdnica estructural,
como por ejemplo, en el modelado de estructuras laminares.

Dentro del analisis de elasticidad lineal, la modelacién de placas y laminas estd basada
en simplificaciones del modelo tridimensional clasico que considera el comportamiento de un
material isotrépico y homogéneo bajo la accién de fuerzas externas. La caracteristica més
importante es la reduccion del problema a dos dimensiones.

En términos generales, el estudio de estructuras laminares cubre una familia de proble-
mas con comportamientos muy diferentes, dependientes tanto de la geometria de la superficie
media, como de las condiciones de borde y de las cargas aplicadas. Los modelos de laminas
pueden ser formulados en términos de desplazamientos, y conducen a una formulacién bidi-
mensional cuando se integran sobre el espesor. También pueden ser formulados a partir del
equilibrio de las fuerzas resultantes.

Si bien existen diferentes métodos numéricos propuestos, la posibilidad de obtener un
método general que aproxime los diversos comportamientos de una lamina es todavia lejana.
En particular, los casos de comportamiento membranal y de curvatura pura corresponden a
problemas de distintas caracteristicas. En el caso de placas, uno de los modelos mas utiliza-
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dos, es el de Reissner-Mindlin [73] que describe el desplazamiento de una placa de pequeno
espesor bajo el efecto de una carga transversal. Resulta en un modelo bidimensional cuyos
grados de libertad son el desplazamiento vertical y los angulos de rotacién de fibras normales
a la superficie media de la placa con respecto a los ejes x e y.

La formulacién de Ahmad-Irons-Zienkiewicz en los ’70, resulté muy exitosa, ya que produ-
jo un elemento con interpolacion independiente de los desplazamientos de la superficie media
y de las rotaciones de los vectores normales a dicha superficie media. Como contrapartida,
introdujo el problema numérico del bloqueo, tanto bloqueo por corte, como membranal [73].
Mas tarde, logran obtenerse buenos resultados a partir de la utilizacion de integracién reduci-
da y selectiva, aunque aparece el problema de los modos rigidos espiireos. La interpolacion
mixta de las componentes tensoriales, que introducen en el elemento MITC4 (Mixed Inter-
polation Tensorial Components) Bathe y Dvorkin ([73] y [28]), logra solucionar el problema
tanto del bloqueo como de los modos rigidos esptireos. Si bien el MITC4 constituye uno de los
elementos de lamina estandar utilizado en muchos programas de elementos finitos de calculo
estructural, se continiia trabajando para obtener mejoras en las aproximaciones cuando el
comportamiento de la lamina es membranal dominante.

Una alternativa para mejorar el comportamiento membranal fue la desarrollada en los
trabajos ([30],[31]), que consisti6 en utilizar las interpolaciones de un elemento plano [29]
para la parte membranal de la ldmina. Si bien se obtuvo una leve mejora, los resultados
motivaron el comienzo de la investigacién del analisis wavelet como nueva alternativa para
resolver problemas de mecanica estructural.

Como es conocido, los métodos de elementos finitos convencionales utilizan funciones
polinomiales para la interpolacién de los desplazamientos (o funciones incégnita que se desean
aproximar). En la construccién del elemento basado en wavelets, la funcién de escala del
analisis wavelet es utilizada como funcién interpolante.

En la literatura a esta combinacién de elementos finitos con bases wavelets se le da el
nombre de FEM-Wavelet o Wavelet-Galerkin. Existen numerosos articulos en la literatura
de elementos finitos que presentan aplicaciones FEM-Wavelets para la resolucion de diversos
problemas de ingenieria. Por ejemplo, se han presentado métodos de descomposiciéon wavelet
para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes [5], métodos Wavelet-Galerkin para trabajar
con el problema de Dirichlet [6], como también en mecanica estructural se desarrollaron algo-
ritmos numeéricos utilizando wavelets de Daubechies de orden alto para solucionar ecuaciones
diferenciales de vigas y placas [7]. En este sentido, el andlisis wavelet ofrece algunas venta-
jas, como son sus propiedades multirresolucién y diferentes funciones base para el analisis
estructural. La escala adoptada puede cambiarse libremente, de acuerdo a los requerimientos
para mejorar la precision. En especial, las funciones wavelet con soporte compacto y ortogo-
nalidad, tales como las wavelets de Daubechies, resultan ser poderosas herramientas en el
analisis de problemas con alto gradiente local.

J.Han, W. Ren y Y. Huang, utilizaron las funciones de escala wavelets spline ([1],[2]) como
funciones interpolatorias de los desplazamientos para desarrollar elementos wavelets spline
tales como elementos de viga, triangular y rectangular en el plano y rectangular 3D. Por
otra parte, J. Ma, J. Xue, S. Yang, Z. He, utilizaron las wavelets ortogonales de Daubechies
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para resolver las ecuaciones de vigas y placas ([3],[54]).

El método FEM basado en wavelets ofrece ademas la ventaja de proporcionar soluciones
jerarquicas adaptativas, las cuales son muy convenientes en muchos casos. Las soluciones
adaptativas han sido estudiadas en la literatura de FEM usando técnicas diferentes, siendo
éste un tema que aun permanece abierto. Por otro lado, una solucion jerarquica adaptativa
permite optimizar el tamano del elemento en las regiones con errores de aproximacion grande
0 pequeno, sin calculos excesivos.

En este capitulo se describe la utilizacion de las funciones de escala como funciones de
forma para resolver distintos problemas de vigas y placas, bajo las suposiciones de diferentes
modelos.

4.1. Problemas de vigas

Modelo de viga de Euler-Bernoulli

Basados en la teoria de Euler-Bernoulli, se desarrolla la formulacion de dos elementos finitos
para vigas. Cabe senalar que la suposicién mas importante en este modelo es que una normal
a la superficie de la viga permanece recta durante la deformacion y su rotacion es igual a la
pendiente de la superficie media de la viga.

Elemento finito wavelets spline

Se formula, en primer lugar, un elemento finito para vigas planas que utiliza las funciones
de escala wavelets apline lineales (m = 1) y cibicas (m = 3) para aproximar los desplaza-
mientos.

El problema de flexién de una viga plana de longitud L sometida a una carga puede
plantearse como la minimizacién de la energia potencial total dada por [73],

o=y [ (D) - @R (41
donde )
D = diag(EA, EI), (4.2)
@' = [@,@]" es el vector de desplazamientos nodales, € el vector de deformaciones,
£ = [eg, K] (4.3)
donde, ¢, = %, K= —‘3271;’. I es la longitud del elemento y [R]© el vector de fuerzas nodales.

En (4.2), Ae I son el drea y el momento de inercia de la seccién de la viga respectivamente,
y E es el médulo de Young del material y en (4.3) k representa la curvatura de la flexién de
la viga .

Siguiendo el modelo de Bernoulli, en el que se desprecian las deformaciones debidas al
corte, el campo de desplazamientos (i, w) de un elemento de viga puede representarse por
funciones de escala de las wavelets spline,
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U = ayp2,00(&) + a220.1() (4.4)

W = b194,0,0(&) + b201,01(&) + b304,0.2(§) + baap3(§) (4.5)

donde £ es la coordenada local en un elemento de longitud [

Tj — Xy {

Las funciones de escala 2 1(£), v ©4,0,x(£) son B-splines de orden 2 y 4 (con la notacién
introducida en la Seccién 2.4.1) y los coeficientes a; y b; se determinan a partir de las
condiciones de borde nodales del elemento:

£:0>&Zui>w:wi7u},:_9i
1 - T P
E=1,10=uj, 0 =wj w0 =—0;

En este elemento finito, cada nodo tiene tres grados de libertad: u, w y 6 que corresponden
a desplazamientos en las direcciones x e y y a las rotaciones en el plano z —y respectivamente
como se muestra en la Figura (4.1).

Para satisfacer las condiciones de borde en la frontera y compatibilidad interelementos, la
matriz de rigidez debe ser transformada al espacio fisico y los grados de libertad elementales
también deben ser transformados del espacio wavelet al fisico.

4 ei ‘ a4 e/

Figura 4.1: Elemento de viga de 2 nodos
La relacién entre los vectores de los grados de libertad (DOFs) en el espacio fisico

W = [u;, w;, 0;,u5,w;,05], v en el espacio wavelet & = [aq, aq, by, by, bs] puede expresarse
matricialmente como,
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[ ;| [ @2,1(0) @2,2(0) 0 0 0 0 171 a1 ]
% 0 0 @4,1(0) @4,2(0) @4,3(0) @4,4(0) as
o[ 0 0 S0 E0 P FO | b
uj Pa1(1) Paa(l) 0 0 0 0 by '
W 0 0 Pui(l)  Pua(l)  Pas(l)  Dua(l) bs

L0 1 L —@41(1) —Pua(1) —@hs(1) —Pya(1) | | ba

o bien,
[w] =T o] (4.8)

donde T es la matriz de la transformacién que depende de los valores nodales de las funciones
de escala y de sus derivadas. Cabe senialar que denotamos ©,, 1 1(§) = @m+1,04(§). Evaluando
y luego resolviendo el sistema se tiene,

ai 0 O 0O 1 0 0 U;
as 1 0 0 0 0 0 w;
bb | |0 2 =210 -1 -1 0;
b | |0 -1 3 0 2 2 u; (4.9)
by | O -1 I 0 2 2|6

Sustituyendo (4.9) en las ecuaciones, (4.4) y (4.5) se pueden escribir @ y @ como combi-
nacion de los valores en los nodos, es decir

| — |

IS

—_
Il

[N100N400 0;

0 N2 N3 0 N5 N6 U, (410)

donde N; son las funciones de forma wavelets spline en coordenadas locales. Y si llamamos N
a la matriz de las funciones de forma, lo anterior puede escribirse, U = N@© , siendo U el vector
de desplazamientos, U = [a,w]" . Por otro lado, la relacién deformacién-desplazamiento para
una viga, bajo la suposicién de pequenas deformaciones, puede expresarse en forma matricial,

R

%

@ 8N1 8N4 .

7 _ | o 0 0 e 0 0 0,

_0%*% 0 _9* N> 9°N3 0 _0?Ns _ 3*Ng Us

Oz2 Oz2 Ox2 Ox2 Ox? J

Wi

| 05 ]
o bien,

e = B0 (4.12)



donde B es la matriz de deformacién anterior que contiene las derivadas de las funciones de
forma.
Sustituyendo (4.12) en (4.1), el total de energia potencial se reescribe como

1 ~1(e)tz.(e)r1(e ~1(e D) (e
Moy = §[w]( O[] — (@] ©[R] (4.13)

donde £© es la matriz de rigidez wavelets spline , definida en el espacio wavelet,
~ l ~ ~
k@ = / B'DBdzx (4.14)
0

y [R](e) es el vector de cargas nodales que, en el caso de una viga sometida a una carga
uniforme g, tiene la forma,

7] = /0 (N]'gds (4.15)

donde g es el vector [0, ¢,]" y N la matriz de las funciones de forma.

La minimizacién del funcional anterior (4.13), es equivalente a pedir dme = 0 i.e. que
se anule su variacion, y el procedimiento es el de los métodos de elementos finitos estandar.
Teniendo en cuenta (4.8), las relaciones entre las matrices de rigidez y vectores de carga en
los espacios fisico y wavelet son:

E© = (Tt k© 77! (4.16)

(R = (1) [R]") (4.17)

Ensamblando todas las matrices y vectores elementales k®) y [R](®), se obtiene la matriz de
rigidez global y los valores nodales son hallados luego de imponer en el sistema las condiciones
de borde. Si ademés de los desplazamientos, son requeridas las tensiones -que se calculan a
partir de las derivadas de la solucién- el procedimiento también es el estandar de FEM.

Finalmente, para obtener la aproximacién, se resuelve un sistema de ecuaciones lineales.
Teniendo en cuenta los desplazamientos exactos para este caso,

q xt 2

we =515~ 5t g

) 0<az<L

se verificé que con 2 elementos el error relativo en los nodos es del orden de la unidad de
redondeo.

Elemento finito Daubechies wavelet

Se utilizan en segundo lugar las funciones de escala de Daubechies para una simplificacion
del problema anterior en la que el desplazamiento transversal w es la tnica variable. La
energia potencial total del sistema es [73],

o= o / {[E@)[(2)a" (@) — 200(x)q" (2)}dx (4.18)
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donde, como en (4.1), ¢*(z) es la carga externa, w(x) es la deflexién, el producto E(x)I(z)
es la rigidez a la flexién definida por el médulo de Young E(x) y el momento de inercia I(z).
La minimizacién del funcional anterior (4.18) conduce a

L
oy =0 = / w"(2)EIdw" — dwqg*(x)dx (4.19)
0

En este caso, la formulacién diferencial es una ecuacién ordinaria de cuarto orden,

0*w
ox4
y se busca aproximar la solucion como combinacion lineal de funciones de escala de Daubechies
de orden N,

B(2)I(x) = = ¢ () (4.20)

0

D)= > axpn(E—k) (4.21)

k=—(N—2)

donde € es la coordenada local, 0 < & < 1,y a; son los coeficientes wavelet a ser determina-
dos.

La formulacién en (4.18) requiere para w continuidad C* por lo cual, debe elegirse ade-
cuadamente el orden de las funciones de escala de Daubechies.

De acuerdo a la expresién para w en (4.21), el método de elementos finitos conduce -como
en el caso con splines descritos antes- a un sistema lineal donde, en el caso que E(x)I(z) sea
constante, los elementos de la matriz de rigidez y del vector de cargas estaran formados por
los coeficientes de conexién I'F y R’ ((3.15) y (3.16)) y toman la forma,

=~
N
I

© — pr /0 G (€ — D) (€ — j)de (4.22)
RY = /Oszv(f—i)Q(f)df (4.23)

Estas expresiones estan definidas en el espacio wavelet y los DOFs son los coeficientes wavelet
ay. Esta transformacion puede expresarse matricialmente como en (4.8), donde 7" es la matriz
de la transformacion que depende de los valores nodales de la funciéon de escala y de su
derivada.

Es importante resaltar que al no tener expresion explicita, los valores de las funciones de
escala de Daubechies en los puntos diadicos, deben obtenerse con los algoritmos descritos en
la Seccion 2.5.2.

Como ejemplo se presenta el elemento D12 en el cual el desplazamiento tiene la expresion
(4.21) con N = 12. Se conoce que la cantidad de grados de libertad o coeficientes [56] son 11,
asi que deberd haber 11 también en el espacio fisico, y para asegurar compatibilidad interele-
mentos se incluyen las rotaciones de los 2 extremos. Quedaran, entonces, 9 grados de libertad
correspondientes a los desplazamientos w, que se consideran distribuidos uniformemente y 2
que corresponden a las rotaciones o giros, entonces,

w = [wl,el,wz,wg, ........ ,wg,'wg,eg] (424)

En este caso considerado, la matriz 7' de (4.8) es la siguiente
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¢n(10) on(9) én(@8) . o o ON(2) on(1)  on(0)
¢ (10) Pn(9) On(8) o PN(2) on(1)  ¢n(0)
¢N(10+§) ON(O+1) onB+3) . o2+ 1) on(1+1D) qu(%)
¢n (10 + §) ¢N(§)
T=| ¢on(10+3) N (3)
on (10 + 2) on(3)
dn(10+ 2) on(3)
on (10 + §) on(g)
on(11) on(10) on(9) o o ON(3) on(2)  on(1)
AOD  (10) 9 o OB o) )

Es importante senalar que la implementacion computacional resulta mas eficiente si los
coeficientes de conexién se calculan al principio y se almacenan para luego ser utilizados en
el calculo de las matrices elementales.

Pueden disenarse diferentes elementos para vigas utilizando distintos érdenes de las fun-
ciones de escala de Daubechies, tales como D6, D8, D10, etc. Como fue mencionado en la
Seccion 2.5, la funcién de escala ¢y puede representar exactamente polinomios de grado
hasta N/2 — 1. Al aumentar N, las funciones de escala son més suaves, como se mostré en
la Figura 2.4 y, entonces, la solucién puede aproximarse con mas precision. Sin embargo,
como al aumentar N, aumenta la cantidad de DOFs, los elementos resultan menos eficientes
computacionalmente. Por otro lado, si se consideran como grados de libertad en la viga
los desplazamientos nodales y las rotaciones, para asegurar compatibilidad entre elementos
vecinos, las rotaciones de los los extremos deben estar incluidas y, entonces, el orden de la
funcién de escala debe ser de la forma N = 2¥ + 4, para k natural. Las posibilidades son
N = 6,8,12,20..., que fueron analizadas para el problema de la viga presentado. Algunas
consideraciones que surgieron de este andlisis son las siguientes (ver [21]):

= ¢l nimero de condiciéon de la matriz de rigidez global aumenta significativamente con
el orden N de la funcién de escala

s para N = 20 los resultados no son buenos: hay inconvenientes en el cdlculo de los
coeficientes de conexién, ya que la matriz se vuelve singular

Para el problema general de la viga de la ecuacién (4.18) aparecen derivadas segundas
en los coeficientes de conexién y el menor orden que produce resultados precisos es N = 12,
coincidiendo con lo presentado en el trabajo de Ma et al. [54]. Esa funcién de escala resulta
adecuada para aproximar los desplazamientos de la viga.

Se consideran, a continuacion, tres casos particulares :

Caso 1. Viga biempotrada sometida a una carga uniforme

Una viga biempotrada de seccién constante, de longitud L y rigidez Fyl, estd sometida a
una carga constante ¢* (ver Figura (4.2)). Utilizando tanto splines de orden 4 (m = 3) como
con las funciones de escala de Daubechies de orden N = 12 se obtienen valores nodales de
desplazamientos que coinciden con la solucién exacta.
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Figura 4.2: Viga biempotrada carga uniforme

Caso 2. Viga biempotrada sometida a una carga no uniforme

Como segundo problema se presenta una viga de longitud 2L con seccién transversal cons-
tante y rigidez a flexion Eylj esta sometida a una carga no uniforme. Sélo la mitad derecha de
la viga esta sometida a una carga lineal que tiene expresion, ¢*(x) = kogo(F —1), L<z<2L
como se muestra en la Figura (4.3).

La solucién exacta puede obtenerse integrando la ecuacién diferencial de cuarto orden,
resultando la siguiente expresién para la deflexion:

y .1 kL? 1, kL .
W o= E((I)().To (G2 + Gz + 5(04 + 06 )+ 6(63 — 07)1:3} 0<z<L (4.25)
- qo ]{30335 ]{Z()IA . LU3 - LE2 ]{70[—/3 k’offl ~ ~
_ S AP - L<e<2l (42
E0[0[12()L o TG tagy - ol lses (4.26)

donde las constantes de integracién ¢;,7 = 1,2,3,4 seran determinadas de acuerdo a las
condiciones de borde que se impongan. Se aplica esta solucién para el caso de una viga
empotrada en ambos extremos y kg = 480 (ver Figura (4.3). Las constantes de integracién
se determinan, entonces, con las condiciones de borde w(0) = @' (0) = @(2L) = @'(2L) = 0.
Las funciones correspondientes a la solucion y sus derivadas fueron analizadas y comparadas
con el caso de la viga sometida a una carga uniforme equivalente ¢* = f—%, observandose una
diferencia importante en el caso del corte que se corresponde con la derivada tercera debido
a la discontinuidad de esa derivada en la solucion. Esto fue analizado en detalle en el trabajo
[21].

Aproximando el desplazamiento @ en (4.21), por funciones de escala de Daubechies de
orden N = 12 (D12), se obtuvieron soluciones numéricas para diferentes cantidades de
elementos finitos y la convergencia se muestra en la Tabla 4.1. Puede verse que los errores
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w A

q(x)=480qg,(i —1)
y T}
gl ' V X
7 EL=El El,=El, '
L L
et B

cant. elem. | oo enx =1L
2 1.110°2 9.8 1073
4 2.71073 2.71073
8 6.9 1074 6.8 1074
16 1.5 1074 1.5 1074

Tabla 4.1: Error relativo en la deflexién, viga bi-empotrada. Carga no uniforme

relativos, ambos, en || - [|» ¥ en el punto medio de la viga (z = L), decrecen rapidamente.
Como en el trabajo [54], dos elementos finitos se consideraron para la malla mds gruesa
inicial, consistiendo en las mitades izquierda y derecha de la viga, cada una de longitud L.

Caso 3. Viga con rigidez a flexion discontinua

En este ejemplo se considera una viga simplemente apoyada, de longitud 2L, con carga
uniforme ¢*(z) = 1. Presenta una discontinuidad en la rigidez a flexién en z = L, modelizada
con un escalén. Esto fue analizado en el trabajo de Biondi et al. [9] y la rigidez a flexién
tiene la expresion siguiente,

E(x)I(x) = Eoly[l — H(z — x0)] (4.27)

donde 0 < x¢ < 2L, H(x — x¢) es la funcién de Heaviside.
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La ecuacidén diferencial es en este caso
[Eolo[1 — FH(z — zo)]@"(2)]" = ¢*(x) (4.28)

y modela una viga con una variacién abrupta de la secciéon transversal o del médulo de
Young, resultando en una discontinuidad tipo salto en la rigidez a flexion en el punto de
abscisa xg, siendo en otro lugar, constante. 7 es un pardmetro que representa la intensidad
de la discontinuidad. Para satisfacer la restriccion de no negatividad de la rigidez a flexién
se requiere la condiciéon 0 < 7 < 1. En este ejemplo, la viga esta simplemente soportada
(w(0) = w(2L) = 0) y presenta un cambio abrupto en la rigidez a flexién en = = L, del valor
Eyly al valor 41, que corresponde al valor 7 = 3/4. Como se muestra en la Figura (4.4), la
carga a la que estd sometida la viga es ¢*(x) = 1. Este salto se traduce en una disminucién
de la deflexién con respecto al caso que la carga fuera uniforme y rigidez a flexion Eyly. En
cuanto a la regularidad de la solucién, la curvatura (que corresponde a la derivada segunda)
resulta discontinua en z = L. En la Tabla 4.2 se muestra la convergencia de los resultados
numeéricos para este caso.

q’(\’):l
K T T / T ? T A
,_
7777 El,=El, EL=4El, /727
L [
l Lol | L

Figura 4.4: Viga con rigidez a flexion discontinua

Modelo de viga de Timoshenko

En el modelo de Timoshenko, a diferencia del anterior, se considera la deformacion por corte.
La energia potencial total correspondiente a la formulacion general de una viga de longitud
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cant. elem. I oo enz =1L

2 3.8107° 3.1107°
4 9.9 104 7.8 1074
8 2.6 1074 1.91074
16 9.2107° 7.9107°

Tabla 4.2: Error relativo deflexién viga. Rigidez a flexién discontinua, ¢*(z) = 1

L sometida a una carga uniforme, estd dada por

EI (L dp CrE aw L
mr =g || (glte=a [ G oo [oras 2
donde
di
) = — — 4.
- (4.30)
y
Ak
6 GT (4.31)

Como antes, w es el desplazamiento perpendicular al eje de la viga, E es el médulo de Young
del material, I es el momento de inercia de la seccién, y ¢* la carga en direccién perpendicular
al eje de la viga a la que esta sometida la viga. Ademads, v indica la deformaciéon por corte
transversal, G = ﬁ es el modulo de corte del material, v el coeficiente de Poisson, k
es un factor de correccion debido a la distribuciéon no uniforme de los esfuerzos de corte y
considerada para una seccién rectangular % (73], y A = hb, es el drea de la seccién transversal
de la viga. Es importante senialar que, en la expresién del funcional anterior (4.29), la primera
integral corresponde a la energia de flexién, mientras que la segunda a la energia de corte.
Considerando, como antes, la matriz de transformacion T entre el espacio fisico y el espacio
wavelet y las funciones de escala ¢y, las expresiones de Galerkin para 6 y w, que en este
modelo tienen interpolaciones independientes, son:

0 =onT " 0, w=¢y T' @ (4.32)

Luego, sustituyendo (4.32) en (4.29) e imponiendo como antes, la condicién de estacionarie-
dad del funcional myp i.e. dmyr = 0, se obtienen la matriz y el sistema algebraico elemental

correspondiente,
K K2174 0
Gy 8 ]8R] 39

Las matrices K, y el vector carga R tienen la expresién siguiente,

RY = (1)) / §(€)dhyde

K. = EIAY 4+ GAEA™ (4.34)
K, = —GAkA™
K2} = GAEAY
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donde,
Ad1d2 — l;—(d1+d2) (T_l)t deldQ T_l’ (435)

l. es la longitud del elemento, T%41% son los coeficientes de conexién definidos antes en (3.15).

Cada elemento tiene 5 grados de libertad: dos en los extremos y 3 nodos interiores.
Utilizando Daubechies de orden N = 6, D6, y diferentes cantidades de elementos se ob-
tuvieron resultados numéricos para el caso de una viga empotrada con carga uniforme y
L/h = 10. Con 32 elementos, el error obtenido resulté menor al 1% (la solucién exacta es

Uniax = 0.002604 [1]).

4.2. Problemas de placas

Teniendo en cuenta las consideraciones realizadas en la Observacién 2.19 de la Seccién 2.3.2,
en esta Seccién se presenta una extension del AMR a dos dimensiones para resolver problemas
de placas.

Suponiendo que las funciones de escala en una dimensién, ¢*(€) y ¢*(n) generan un
andlisis de multirresolucién {V}'} y {V;?} respectivamente, el producto tensorial de V}' y V2,

V= ‘/}1 ® VJ? (4.36)

con j € Z, es tal que {V;} genera un anélisis de multirresolucién de L?*(R?). Asi, por ejemplo,
considerando las N — 1 funciones de escala de Daubechies en {V}'} y {V}

o' = {0'(€), (E+1),..., 0 (E+ (N —2))} (4.37)
> = {*(n), ¢*(n+1),...,6°(n+ (N —2))}

las funciones de escala {V;} pueden expresarse usando el producto tensorial de las expan-
siones en funciones de escala en cada coordenada, i.e.:

p=¢ ¢’ (4.38)
El desplazamiento w(€, n) puede expresarse de la forma
w(&,m) = ¢ aw (4.39)

donde «,, es el vector de coeficientes wavelet correspondientes a w. Ahora, la matriz de
transformacién elemental entre el espacio fisico y el wavelet, T es

T=T'®T? (4.40)

donde T* y T? son las matrices de la transformacién correspondientes al problema unidi-
mensional.

Se describe a continuacién la formulacién de elementos finitos para dos modelos diferentes
de placas:

Modelo de placas de Kirchhoff

La hipétesis mas importante en la teoria de Kirchhoff es similar a la de Euler Bernoulli
presentada para vigas: una fibra normal a la superficie media de la placa permanece normal
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luego de la deformacion. En otras palabras, puede decirse que se desprecia la deformacion
transversal por corte. Con esta suposicién, el desplazamiento en el plano de un punto de
coordenadas x, y y z puede expresarse como

U=—z— 0=—2z — (4.41)

donde z e y son los ejes del plano en la superficie media de la placa, y z estd en la direcciéon
del espesor de la misma. Ademads, % y v son los desplazamientos en los ejes x e y a respecti-
vamente, mientras que w es el desplazamiento transversal, también denominado deflexién a
lo largo del eje z.

De acuerdo a esta teoria, el funcional elemental de la energia potencial generalizada, bajo
las hipotesis del analisis estatico lineal para una placa delgada, es

1
WKZE/ K'Cyi dady — / q" W dxdy (4.42)

donde €2, es el dominio elemental, ¢* es la carga distribuida,

2w o 0w
Fo= {2 -2 -2 4.4
" { oz’ Oy?’ 81’83/} (443)
1 v 0
Et3
@ = naom |l (4.44)

2
son las deformaciones generalizadas, y la matriz constitutiva, respectivamente, y ¢ el espe-
sor de la placa (que se supone constante). El desplazamiento transversal w, (4.39), puede

reemplazarse por la expresion,
Ww=pT'w (4.45)

donde w tiene los grados de libertad correspondientes al espacio fisico, que en este caso se
corresponden con los desplazamientos nodales.

Entonces, sustituyendo, (4.43) y (4.44) en (4.42) y de acuerdo a la condicién de esta-
cionariedad del funcional 7g, 7 = 0, obtenemos la matriz de rigidez elemental K, y el
sistema elemental a resolver es:

K@ =R (4.46)

En la ecuacién anterior, la matriz de rigidez K*' y el vector de cargas R estdn constituidas
por los coeficientes de conexién y tienen la expresion siguiente:

R = (Tl)t/O /O q(&,m)¢'dedn (4.47)

K' = DofAP © A3 + (AT © AT + AP & A7)
+2(1 — p) AP @ A+ AP @ AP} (4.48)

donde
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we/(qL*/100Dy)

Malla Splines m =3  DSCW10 MITC4
1x1 - 0.4019

2x2 0.2866 - 0.3189
4x4 0.3699 - 0.3969
8x8 0.3967 - 0.4042
Valor exacto 0.40625

Tabla 4.3: Desplazamientos centrales para una placa cuadrada simplemente apoyada y
sometida a carga uniforme t/L =0.01. Modelo de Kirchhoff-Love

Et3
Do — 4.49
T 12(1 - 1?) (4.49)
y
AgldQ — l;;(d1+d2) (T;l)t ﬁgdld? T;l, s = 1, 2 (450)

le,s eslalongitud del lado del elemento, fgdld? es la matriz de los coeficientes de conexién
definidos en la Seccién 3.3 (3.15) y (3.16) , y s denota la funcién de escala ¢® considerada
en (4.37).

Con las funciones de escala de Daubechies de N coeficientes adaptadas para dos dimen-
siones, pueden considerarse mallas uniformes en el dominio. Al elemento finito que resulta,
con N coeficientes lo denominamos DSCWN vy tiene (N — 1)? nodos en total.

La matriz elemental es de dimension m x m si se utilizan B-splines de orden m, y
(N —1) x (N — 1), en el caso de las funciones de escala de Daubechies de orden N. Es
importante resaltar que, para la correspondencia uno a uno con los grados de libertad del
espacio fisico, N debe ser de la forma 2* + 2.

Como se mencion6 antes, una vez realizado el ensamble de matrices de rigidez y vectores
de carga elementales, el procedimiento en la formulacién Wavelet-Galerkin es el convencional
que se utiliza en el método de elementos finitos.

En la Tabla 4.3 presentamos los desplazamientos centrales obtenidos para el modelo de
placa de Kirchhoff-Love, considerando el espesor ¢/ L = 0.01. Teniendo en cuenta los valores
exactos, aproximaciones muy buenas fueron obtenidas con splines de grado m = 3 y con
las funciones de escala de Daubechies de orden N = 10, y similares a las obtenidas con
el elemento de placa MITC4 (MITC significa mixed interpolation tensorial components)
disenado por Dvorkin-Bathe [28]. Puede observarse que con un sélo elemento DSCW10, el
error en la aproximacién es menor al 1 %. Es importante notar también que en este caso se
utilizé DSCW10 porque en este modelo aparecen derivadas segundas en la matriz de rigidez
y para obtener buenas aproximaciones es necesario considerar N > 2¥ + 2 con k = 3 para
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asegurar estabilidad. Esto fue analizado con més detalle en el trabajo [22].
Modelo de placas de Reissner-Mindlin

Por tdltimo, la formulacion que sigue esta basada en la teoria de placas en la que las defor-
maciones transversales por corte estan incluidas. En esta teoria, desarrollada por E. Reissner
y R. D. Mindlin, sélo se requiere continuidad C° y utiliza la suposicién que particulas de
la placa que estan originalmente sobre una recta normal a la superficie media antes de la
deformacion, permanecen en una recta, pero que no es necesariamente normal a la super-
ficie media una vez deformada. Bajo éstas hipdtesis (en la teoria de flexién con pequenos
desplazamientos), las componentes del desplazamiento en un punto de coordenadas x, y y z
son:

o= —20,(z,y) U= —20,(z,y) W = w(z,y) (4.51)

donde @ y v son los desplazamientos en el plano, w es el desplazamiento transversal, 6,
y 0, son las rotaciones de la normal a la superficie sin deformar en los planos zz e yz
respectivamente (ver Figura (4.5)). Es importante destacar que en la teoria de placas de
Kirchhoff que excluyen deformaciones por corte, se tiene 6, = % 0, = aa_f’ similar a las
suposiciones cinematicas de la teoria de vigas de Euler-Bernoulli, mientras que la teoria de
placas que ese describe en esta seccién, tiene similitud con el modelo de viga de Timoshenko.

z,w 14

Figura 4.5: Elemento de placa de Reissner-Mindlin

De acuerdo a la teoria de Reissner-Mindlin, la energia potencial generalizada para el
problema de flexion de la placa en analisis estatico lineal es,
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WRM:l/ K'Cyr dxdy +1/ YOy dxdy — / ¢ W dxdy (4.52)
2 Ja, 2 Ja. Q.
donde
20, 96, 90, 96," Ow oW !
= T e =324, = 4.
" {61" oy’ Oy 8:1:'} 7 {6:L'+9x’ 0y Oy} (4.53)
1 v 0
Et? Etk [1 0
Co 12(1 — 12) g 0 & CS 2(1+v) { 01 } s

2

Q. es el dominio del elemento, ¢* es la carga distribuida, ¢ es el espesor de la placa (que se
supone constante), £ es el médulo de Young, v es el coeficiente de Poisson y k es el factor
de correccién del corte (que se considera %), como en el modelo de viga de Timoshenko.

Para este problema de la placa, (4.52), se consideran interpolaciones independientes, y
las mismas funciones de forma se utilizan para desplazamientos y rotaciones. De esta forma,
las funciones elementales, (4.41), pueden reemplazarse por

0, =0T 0, O,=0T'0, =T 0 (4.55)

donde é\x, /Q\y y w, son los grados de libertad (correspondientes a los valores nodales) en el
espacio fisico (ver Figura 4.5).

Entonces, sustituyendo (4.55) en (4.52) y de acuerdo a la condicién de estacionariedad
de mryr (0mrar = 0), se obtiene la matriz de rigidez elemental y las ecuaciones elementales a
resolver son:

K' K? K3 0, 0
4 5 6 ~ _
K* K K 0, | = 01, (4.56)
K™ K8 K°Y i R
donde
R = / / (€, n)gtdedy
Kl — DO{All AOO )/2 ADO Aél}“_c() A(1)0®A80
Ko 2 DM A (02 A )
K = —Cy A% @AY
K4 — (K2)t
K° = Do{A® @ AY + (1 —pu)/2 A' @ AP} + Cy AY ® AP (4.57)
K¢ = -y A?O®Agl
K? — (KS)t
KS — <K6>t

K’ = Cy Al' @ AY + AP @ A}
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we/(qL*/100Dy)

t/L (1x1)DSCW6  (2x2)DSCW6 BSWI23 Exacto
0.001 0.3121 0.3441 1.8 10~ 0.4063
0.01 0.3125 0.3452 0.0173  0.4063
0.05 0.3203 0.3647 02174  0.4107
0.1 0.3411 0.4006 0.3510  0.4273
0.15 0.3713 0.4397 04152  0.4536
0.2 0.4104 0.4842 0.4678  0.4906
0.3 0.5166 0.5979 0.5861  0.5956
0.35 0.5843 0.6691 0.6579  0.6641

Tabla 4.4: Desplazamientos centrales para una placa cuadrada simplemente apoyada y
sometida a carga uniforme w,./(q*L*/100Dy)

donde Dy y A% fueron definidos en el modelo anterior (4.50) y Cy = 2(?1‘;).

En este modelo cada nodo tiene tres grados de libertad, de donde resulta que un elemento
DSCWN de Reissner-Mindlin tiene en total 3 x (N — 1)? DOFs.

Aplicamos la formulacién del elemento 2-D para la placa de Reissner-Mindlin obtenida
mediante el producto tensorial de las funciones de escala de Daubechies, a un ejemplo clasico:
una placa isoparamétrica cuadrada simplemente soportada en los cuatro lados esta sometida
a una carga. Consideramos dos casos: carga uniforme y carga puntual. Se fijo el coeficiente

de Poisson v en 0.3, t denota el espesor de la placa y Lla longitud del lado.

En los problemas de placas muy delgadas, es conocido el fenémeno del bloqueo debido al
corte que presentan muchos elementos finitos y son conocidas diversas propuestas para mini-
mizar este fendmeno. Como se mencioné al comienzo del capitulo y en el modelo de placas
de Kirchhoff, una de esas propuestas es la que desarrollaron Bathe y Dvorkin con el diseno
de los elementos mixtos MITCn (n se refiere a la cantidad de nodos del elemento [28]). Esta
familia utiliza interpolacion mixta para los desplazamientos, rotaciones y deformaciones de
corte transversales. El elemento MITC4 es muy utilizado por resultar eficiente en una amplia
variedad de casos.

Las Tablas 4.4 y 4.5 muestran la comparacion de los desplazamientos centrales obtenidos
con los elementos Reissner-Mindlin DSCW6 (con 6 coeficientes) con los presentados en el
trabajo de Xiang [8], obtenidos con un sélo elemento BSWI23 (B-splines de orden m, con
m = 2y escala j = 3) para el rango de espesores desde 0.001 hasta 0.35. Se presentan,
ademas, las soluciones exactas.

Como puede observarse en los resultados obtenidos con el método propuesto no hay
bloqueo cuando el espesor es muy pequeno aun en la escala j = 0 y un sélo elemento
(75 DOFs). Nuestros resultados son mejores que los obtenidos en el trabajo de Xiang con
elementos BSWI23 (243 DOFs) para t/L < 0.05. Con una malla 2x2 se obtuvieron excelentes
resultados para todos los espesores considerados.
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Figura 4.6: Desplazamiento central de una placa simplemente soportada y sometida a carga
uniforme. Comparacién de resultados del elemento propuesto DSCW6 con BSWI23 [8] y
con la solucién exacta. 0.001 < ¢/L < 0.35.

Se realizé, ademas, una comparacion con el elemento finito multivariable desarrollado por
Han en [4] para resolver problemas de flexién de placas moderadamente gruesas. En la Tabla
4.6 se muestra, que con una malla de 6 x 6 elementos DSCW6, la aproximacién obtenida es
mejor.

En la Tabla 4.7 se presentan los desplazamientos obtenidos y, como en el caso del modelo
de Kirchoff (Tabla 4.3), aproximaciones muy buenas fueron obtenidas tanto con las funciones
de escala B-splines como con las de Daubechies. En particular, con la malla de 2 x 2 los
resultados son excelentes y similares a los obtenidos con el elemento MITC4. En este caso se
utilizo el elemento DSCW6, de orden mas bajo que en el modelo clasico de Kirchoff, porque
sélo aparecen las derivadas primeras en la matriz de rigidez [21].

Se investigd, por ultimo, el esfuerzo computacional que requiere el uso de las funciones de

67



t/L (I1x 1)DSCW6  (2x 2)DSCW6  BSWI23  Exacto
0.001 0.7990 0.7991 0.0504 102 -
0.01 0.8009 0.8059 0.0485 1.127
0.05 0.8429 0.9296 0.6325 1.209
0.1 0.9589 1.157 1.0973  1.353
0.15 1.134 1.418 1.416 -
0.2 1.368 1.727 1.752 1.851
0.3 2.016 2.540 2.614 .
0.35 2.432 3.054 3.159 -

Tabla 4.5: Desplazamientos centrales para una placa cuadrada simplemente apoyada y
sometida a carga puntual w,/(q*L*/100Dy)

we/(q* L* /100Dy)
Malla [4] DSCW6 Exacta
6x6 0.3218 0.3224  0.3227

Tabla 4.6: Desplazamientos centrales para una placa cuadrada empotrada sometida a carga
uniforme ¢/L = 0.3

w,./(qL*/100Dy)
Malla Splines m =3  DSCW6 MITC4
1x1 0.3125
2x2 0.3636 0.345 0.3189
4x4 0.3941 0.3961  0.3969
8% 8 0.4033 0.4042  0.4042
Valor exacto 0.40625

Tabla 4.7: Desplazamientos centrales para una placa cuadrada simplemente apoyada y
sometida a carga uniforme ¢/L = 0.01. Modelo de Reissner-Mindlin
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we/(qL*/100Dy)

Malla MITC4 CPU(seg.) DSCW6 CPU(seg.) DSCWI10 CPUf(seg.)
1x1 - 0.3125 0.375 0.3570 1.65
2x2 0.3189 1.91 0.3454 0.453

Valor exacto 0.40625

Tabla 4.8: Desplazamientos centrales y tiempo computacional requerido para una placa
cuadrada simplemente apoyada y con carga uniforme ¢/L = 0.01

escala del analisis wavelet. Con los elementos finitos estandar el tiempo requerido de CPU
resulté aproximadamente unas tres veces mayor que con los elementos finitos basados en
wavelets para obtener similar precisién.

La Tabla 4.8 muestra la comparacién entre los resultados obtenidos con el elemento
MITC4 y los obtenidos con elementos DSCW10, para t/z = 0.01. Se presenta, ademas,
el tiempo computacional requerido, y resulta unas cuatro veces mayor cuando se utiliza el
MITC4 que usando el elemento DSCW6 para obtener una precision similar. Por otro lado,
con un so6lo elemento DSCW10 se obtiene una muy buena aproximacion y el esfuerzo com-
putacional es comparable con el del MITC4. Esto confirma que los elementos de Daubechies
son una muy buena propuesta para aproximar la solucion.

4.3. Problemas transitorios

Existen en la literatura desarrollos de métodos Wavelet-Galerkin o FEM-Wavelet para la
resolucion de ecuaciones en derivadas parciales, como por ejemplo los resultados presentados
por Bindal et. al [17] para la ecuacién unidimensional de difusién-conveccién transitoria.
Ecuaciones en derivadas parciales aparecen con frecuencia ya que corresponden a modelos que
evolucionan y describen la dindmica a lo largo del tiempo de una variable (también llamada
estado). Dentro de los métodos numéricos para la resolucién de problemas transitorios, esté la
posibilidad de mantener la variable temporal continua y discretizar la variable espacial,
reduciéndose el problema a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Estos métodos
son también conocidos como métodos de lineas.

Como aplicacién con las funciones de escala de Daubechies se considerd la ecuacion del
calor unidimensional:

Up — Upy = 0 0<x<l, t>0 (4.58)
u(0,8) =u(l,t) =0 ¢t>0 (4.59)
u(z,0) =ug(x) z€(0,1) (4.60)

la aproximacion en la escala j, puede expresarse de la siguiente forma:

20 -1

(e, t) = Y aju(t)onu(@) (4.61)

k=2—-N

La formulacién variacional en el espacio discreto consiste en hallar para cada ¢, u;(z,t) en

69



el subespacio correspondiente a la escala j . Para la aproximacién de la condicion inicial se
considera su proyeccién ortogonal de ug sobre el mismo subespacio.

Reemplazando (4.61) en la formulacién variacional discreta se tiene un sistema de (27 +
N —2) ecuaciones diferenciales lineales acopladas en las incégnitas «; (), ¢ > 0.

27 -1 27 -1

d 1 1
> i) [ oxalonalolde = 3 azult) ([ (oo +(1oma(D)

k=2-N 0 k=2-N 0
(4.62)

donde ahora denotamos ¢y () = ¢n ;x(x). La ecuacién algebraica:
271
> ajr(t)éns(1) =0 (4.63)
k=2—-N

que corresponde a la condicién de borde en el extremo z = 1 es agregada a las ecuaciones
(4.62). El sistema contiene matrices de los coeficientes de conexién Fiflf@ presentados en
el Capitulo 3, (3.15): el lado izquierdo de (4.62) corresponde a la matriz T
término del lado derecho a la matriz T

Los coeficientes a; () correspondientes a la escala j, son facilmente obtenidos mediante
rutinas estandar como las de Matlab que realizan la integracion en el tiempo de los sistemas
de ecuaciones diferenciales algebraicas resultantes (en general, son sistemas de tipo rigido o

stiff al tomar incrementos espaciales pequenos).

y el primer

Al resolver la ecuacion del calor unidimensional presentada, se obtuvieron muy buenos
resultados con las funciones de escala de Daubechies de orden N = 6. Los mismos fueron
presentados en el trabajo [26] y dan lugar una perpectiva interesante en la resolucién de
EDPs no lineales mediante la utilizaciéon de bases wavelets.

4.4. Comentarios finales sobre FEM-Wavelets

En los ejemplos resueltos se constata la factibilidad y capacidad que tiene el uso de las
bases wavelets en el método de los elementos finitos. Los resultados numéricos obtenidos
demuestran la buena exactitud y eficiencia al usar las funciones de escala splines y también
las funciones de escala de la familia de wavelets de Daubechies. En el caso de los problemas de
mecanica estructural, las excelentes propiedades de estas wavelets permiten obtener buenos
resultados tanto para el caso de vigas con singularidades, como en el caso de placas finas,
resaltando, ademds, que en estas tltimas evitan el bloqueo.

Esta es un darea donde aiin queda mucho por investigar. En el proximo capitulo se presenta
una propuesta que se desarrolla en el espacio wavelet y consiste en el diseno de un método que
incorpora, ademas del uso de las bases wavelets, las ventajas del Anélisis de Multirresolucion.
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Capitulo 5

Wavelets y Ecuaciones Diferenciales
II. Diseno de un Método en el
contexto de un AMR.

En este capitulo se expone el segundo desarrollo original de esta tesis, que constituye el
aporte mas importante y que comprende:

= Un método de Galerkin Modificado, que consiste en la resolucién del problema varia-
cional -equivalente a un problema diferencial de segundo orden- mediante la utilizacion
de subespacios spline, con nivel de resolucién j y con especiales condiciones de borde.

= Un método de refinamiento de escala, mediante el uso de wavelets para pasar de la
escala j a la escala j 4 1.

= Diseno del algoritmo iterativo que incluye estimaciones de error local.
= Analisis del error.

Para esto, previamente planteamos el problema diferencial y la formulacién variacional
asociada. Luego, disenamos las funciones de escala y wavelets spline, asociadas a esquemas
del AMR sobre el intervalo [0, 1].

5.1. Planteo del Problema

Como caso particular de lo planteado en (3.1), consideramos el siguiente problema lineal
unidimensional de valores de contorno en el intervalo I = [0, 1]:

Lu= —u'(z) + pla () + a(x)ulz) = (2) (5.1)
u(0) =u(l)=0

donde p(z), q(x) y f(x) son funciones continuas en I.
Luego de integrar por partes el primer término de (5.1) el problema presentado puede
asociarse con uno variacional a(u,v) = F(v) como (3.2), en el que la forma bilineal es:

a(u,v) = /0 o' (2)v(x) + pla)u (x)v(x) + q(x)u(z)v(x)de (5.2)
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y la forma lineal,

F(v) = /0 v(z)f(x)de (5.3)

para u y v € Hj(I), y funciones p(x) y q(x) tales que la forma bilineal a resulte coerciva.

Como fue mencionado en la Seccién 3.1 para aplicar el método de Galerkin se elige
un subespacio adecuado V° C H}(I), de dimensién finita de funciones que satisfacen las
condiciones de borde homogéneas y en el que se buscara u aproximacién de u. Pretendemos
utilizar subespacios generados por las funciones de escala splines en el contexto de un AMR.
Como nuestro problema estd planteado en el intervalo I debera adaptarse el andlisis de
multirresolucién spline definido en R al intervalo [0, 1]. Este tema fue analizado para el caso
general en la Seccién 2.6.

5.2. Estructuras de AMR splines en [0, 1]

En esta seccién disenamos el AMR en el intervalo [0, 1] para el caso especial de funciones
splines cubicas, por ser un espacio adecuado para aproximar la solucion del problema de
segundo orden planteado en (5.1).

Partimos de la funcién de escala B-spline cibica p(z) = p4(x) ya definida en la Seccién
2.4.1, soportada en [0, 4]. El paso en la discretizacién es 277, lo que da lugar, para j > 0
a 2/ segmentos en su soporte. Entonces, para tener al menos una funcién de escala con su
soporte contenido propiamente en [0, 1], j deberd cumplir la condicién j > 2.

Denotamos ¢!, (z) = ¢;xXj01)(2) las funciones de escala restrictas al [0,1]. Estas fun-
ciones cpj{ (), cumplen las siguientes propiedades:

tienen soporte en [277k, 277 (k + 4)] y son splines en Z/27
= son interiores si 0 < k < 2 — 4,

» sonde borde si —3 < k< -1y2 -3<k<2 -1 (correspondientes a los bordes
izquierdo y derecho, respectivamente)

= son idénticamente nulas si k < —3 0k > 2/ — 1

Hay, en suma, 2/ — 3 funciones interiores y 6 de borde, que totalizan 2/ 4 3 funciones no
nulas. Definimos

VIi=gen{ol, —3<k<2 -1}, j>2 (5.4)

‘7; son subespacios de dimensién 27 + 3, que definen un AMR en [0, 1]. Cada subespacio

consiste en funciones spline polinomiales de grado m = 3 con nodos en 0 < k/2/ < 1y
contiene polinomios de grado r < 3. Mds aun se tiene [78], para 0 < x < 1:

27 -1
: k+2.,
"= Y () (@)

k=—3
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Las funciones gp§ () no nulas constituyen una base de Riesz de V}I [65]. La relacién de
doble escala simplemente es la misma que la relacién entre las B-splines, afectando tinica-
mente a las funciones no nulas. Denotamos

[@]] = (90§,—3> 90;,—2> ------ ‘P]I‘,Qj—1) (5.5)

al arreglo de dimensién 1 x (27 +3) y H ; ala matriz de doble escala, de dimensién (271 +3)x
(27 + 3), tal que se verifica,

~

(@5] = [@j41)-H; (5.6)

La matriz de doble escala, f-\Ij, se obtiene a partir de la transformada de Fourier de la
relacién de dos escalas de la B-spline de orden m = 3 (ver Seccién 2.4 y [65]). H ; tiene una
estructura recursiva, contiene los coeficientes del filtro [h] = [1/8,1/2,3/4,1/2,1/8] y es tal
que se verifica la expresién (5.6). Puede verse que con j varia la dimensién de H j Pero no
los elementos de la matriz. Esto se muestra en detalle en el Apéndice A.

La correspondiente matriz grammiana, }A’j[ € R&+)X@43) g

P]I = [@ﬂt . [{5][] = (<W§7k7w§,n>)*3§”:k§2j*1 (57)

y es importante remarcar que esta matriz puede normalizarse de modo que los autovalores
minimo y maximo se corresponden con las cotas marco de la base de Riesz de @’ [65], lo
cual mejora su nimero de condicion.
Una vez definidas las funciones de escala, para obtener las wavelets, se define el espacio
I i1 i1
W, complemento ortonormal de V' en V4,

Vi, =View (5.8)

La dimensién de W\j[ es 27. En el Anélisis de Multirresolucién descrito en la Seccién 2.3.4,
existe una unica funcién ¥ (z) € Vj, centrada en x = 1/2 y soportada en [—3,4] que genera
por traslaciones y dilataciones en Z una base de Riesz del espacio W, (wavelet biortogonal
spline). Sin embargo, la simple restriccién de estas wavelets al intervalo [0, 1], no genera una
base de wavelets de /I/[?f [56]. Es menester un disefio particular, para lo cual existen diversas
variantes ([56], [59]). Una opcién es la siguiente:

Proposicion 5.1 -
Toda base [@ZJJI] = ( ]{0, Jl',p ...... wjl.%l) del complemento ortogonal le, es de la forma,

~

(1] = [@},4].G; (5.9)

donde la matriz @j de dimension (2711 4+3) x 27, j > 2 es tal que sus columnas son vectores
del espacio nulo de H;.leﬂ, de dimension 27.

Demostracion:
A partir de (5.6) y (5.9), y requiriendo la condicién de ortogonalidad

@ - W] = o (5.10)



es posible hallar esta matriz G; cuyas columnas estan en el nicleo de H ;PJI 41- Se tiene,

entonces, que las componentes de [¢);] estdn en VVJI , v forman una base de ese espacio. [

Diseniamos la matriz G; con estructura banda a partir de la estructura simple y recursiva

de las matrices PAIj y Pjy1, de modo que las wavelets interiores, esto es {t; 1,0 < k < 2/ — 1}
coincidan con las wavelets biortogonales de igual soporte. En definitiva, las 6 funciones de
escala y las 6 wavelets afectadas al borde se modifican convenientemente ([59], [32]).

A partir de las matrices G iy H ; v sus duales, pueden disenarse los proyectores ortogonales
[65]: .

f’f : ‘A/JIH — ‘7].[ @j : ‘/7]1;1 — le (5.11)
que posibilitan el andlisis y la sintesis clasicos restrictos al intervalo [0, 1]. La accién de estos
proyectores modifican en cada paso las condiciones de borde en ‘A/jl , por lo cual esta estructura
AMR no es consistente con el problema diferencial definido por (5.1). Esto impone modificar
este esquema AMR clasico para que sea capaz de preservar en cada paso las condiciones de
borde.

Definimos ahora los espacios con las funciones de escala interiores

VI=gen{ol,,0< k<2 —4}, j>2 (5.12)

de dimensién 2/ — 3 y denotamos VVjI al complemento ortogonal de V}I en VJIJrl que resulta de

dimensién 27. Claramente V;I C VjI y ademas ij C H}. Dado que Wj] C V;IH sus elementos
son combinaciones lineales de las funciones goj[ 41 interiores. Ademds, se tiene que VVjI C Hj
y su codimensién es 27.

En forma andloga denotamos las funciones de escala interiores:

[(‘OJI] - (‘PJI‘,OM%I',M iy 80,1',23',4) (5.13)
de dimensién 1 x (27 — 3), H; € R -3)x (27 -3) v

P/ = ({¢], ¢})) € R¥ =) (5.14)

J

las matrices de doble escala tales que ([¢]] = [¢],,].H;) y la matriz grammiana, respectiva-
mente. La construccion de una base de wavelets de VVjI es analoga a la realizada en el espacio

W, y es valida la siguiente proposicion:

Proposicion 5.2
Toda base [wjl] del complemento ortogonal WjI, es de la forma,

[¥5] = [¢541]-G; (5.15)

donde la matriz G; de dimensidn (2971 —3) x 27, j > 2 es tal que sus columnas son vectores
del espacio nulo de H;f.PJIH, de dimension 2.

Es decir que se procede en forma andloga al caso anterior: GG, es obtenida a partir del
espacio nulo, pero ahora su dimensién es (297! — 3) x 2.
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Es importante observar que dim(W/) = dim(W]) = 27 y que las wavelets interiores
coinciden, no asi las de borde.
Los espacios de wavelets verifican, entonces, las relaciones siguientes:

ij Z WJ'I’ Wj] £ ‘71‘1 y VVJ‘I C VJIH

Teniendo en cuenta que, para u; € le , es valida la siguiente representaciéon

20 -1
= Z Lt
k=—3
-1 271
= T Z bJI',k "DJI',k: + Z bgl‘,k 9%{14: (5.16)
k=-3 k=213
Definimos la proyeccion natural de le en le €omo
214
uj = Z b;,k%l',k (5.17)
k=0

Esta no es una proyeccion ortogonal, pero satisface condiciones de borde nulas para la
funcién y sus derivadas, ug-z)(()) = uy)(l) =0, i=0,1,2. Més atin, vale JV;/ =L1%0,1] y
la secuencia de subespacios V' definen un AMR interior en [0, 1].

Observemos que para ciertas aplicaciones también pueden definirse los subespacios spline
intermedios V! que verifiquen las condiciones de borde u;(0) = u;(1) = 0, y claramente se

tiene V! C V' C \A/J y tales espacios son densos en HY[0, 1] [70].

En la Figura 5.1 se muestran las splines interiores y de borde correspondientes a la escala
j = 3 (6 de borde y 5 interiores). En la Figura 5.2 se presentan para la misma escala las
wavelets construidas a partir de la Proposicién 5.2: las 3 wavelets de borde correspondientes
a r =0y 2 wavelets interiores.

Estas estructuras AMR, sus funciones de escala y sus funciones wavelets seran utilizadas
en el resto de este capitulo.

5.3. Meétodo de Galerkin Modificado

Si consideramos el problema variacional en le , debe resolverse un sistema algebraico de
dimensién 27 — 3:
A o = b (5.18)
donde, para 0 < n,k < 27 — 4,
1

1 1
Ay j(n k) = / ¢;{n¢;{kd$ + p;(n, k)/ gpé{ngoikdm + ¢j(n, k)/ goingo]{kdx (5.19)
0 0 0
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Figura 5.1: Wavelets de borde e interiores, correspondientes a las B-splines ctibicas

baj(n) = U(¥],) (5.20)

Notar que en la ecuacién (5.19), gj(n, k) y p;(n, k) son valores adecuados de las funciones
p(z) y q(x) elegidos en la interseccién no vacfa de los soportes de ¢f ,, y ¢! ;.

Utilizando relaciones de las B-splines descritas en (3.17) -(3.19), la expresion anterior
(5.19) puede simplificarse y reescribirse como:

Ay j(n, k) = 22j<,0g’(4 +n—k)+ ijj(n, k)og(4+n—k)+qi(n, k)ps(4+n—k)  (5.21)

donde, de acuerdo a la notacién introducida en la Seccion 2.4.1, ¢g es la B-spline de orden
siete. _

Al resolver el sistema (5.18), la solucién aproximada que se obtiene, u; = ZZJ:_(f Qjk goik,
satisface las condiciones de borde, u}(0) = u}(0) = u}(1) = uj(1) = 0. Como consecuencia
de ello, los residuos pueden ser significativos cerca de los extremos del intervalo, ya que
f(0) v f(1) pueden no ser nulos. Esto hace que la velocidad de convergencia sea baja y son
necesarias escalas muy altas para obtener buenas aproximaciones. La razoén de esta “falla”
es que en el subespacio V;I las funciones y sus derivadas se anulan en ambos extremos del
intervalo y entonces la aproximacion es pobre.

Una mejora en la velocidad de convergencia puede obtenerse si la solucién aproximada
se busca en el espacio mas amplio, V}I (5.4), de dimensién (27 + 3), que incluye las splines
de borde. La primer alternativa para obtener u; es considerar las ecuaciones variacionales en
XA/jI utilizando las funciones @!, para —3 < k < 2/ — 1. El problema que se presenta en ese
caso es que la matriz no resulta bien condicionada, y aumenta su condicionamiento con la
escala j. Esto se debe a que al restringirnos al intervalo I, el soporte que corresponde a la
interseccién de las splines de borde con el resto de las funciones de escala es cada vez més
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Figura 5.2: Wavelets de borde e interiores, correspondientes a las B-splines ctibicas

pequeno al aumentar la escala j, y las filas correspondientes a las ecuaciones que involucran
a los bordes son casi nulas. De aqui surge la necesidad de disenar una segunda alternativa,
utilizando ambos espacios, V;I y le para construir un sistema algebraico, de cuya resoluciéon
se obtenga u;.

Esta propuesta que denominamos Método de Galerkin Modificado se describe a con-

tinuacién y permite obtener una mejor aproximacién u; en la escala j, de la forma u; =
20-1 ~ 1,
k=—3 X5,k¥; k-

= Sistema algebraico: aproximacién en la escala j

e Ecuaciones variacionales: son las obtenidas a partir de la formulacién varia-
cional, considerando que la incégnita u estd en le mientras que la funcion de

prueba v estd en V. Esto conduce a un sistema rectangular de dimensién (27 —
3) x (27 + 3):

2{47]’&]' :/547]' (522)

Los elementos de la matriz de rigidez y del vector de cargas son similares a los
que se describen en (5.19) y (5.20), con ¢!, en V.

e Ecuaciones de colocacion: obtenidas a partir del requerimiento que el residuo
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sea cero en los extremos del intervalo y en los puntos de colocacién, 277 y 1 —277,
u”(0) + p(0)u'(0) + q(0)u(0) = f(0)
u'(277) +p27)d (277) + g2 )u(2) = f(27)
(5.23)
W1 =2 +pl =2/ (1-277) +q(1 =2 Nu(l—-277) = f(1-27)
u’(1) +p(Wu'(1) + ¢(Du) = f(1) (5.24)

e Condiciones de borde: obtenidas del requerimiento de las condiciones que debe
cumplir la solucién en los extremos del intervalo,

a3 @;,73(0) +a-p 9031',72(0) +ay ()031‘,71(0) = 0 (5.25)
Qigi 3 ‘;0][‘,23‘—3(1) + Qai 2 SDJI‘,QJ‘—Q(I) + Qai 90]‘72'7?1(1) (5.26)

I
o

= Aproximacién en V}I : Resolviendo el sistema algebraico se hallan los 2743 coeficientes
Qj y se tiene u;.

En cuanto a las caracteristicas del sistema algebraico a resolver se puede verificar lo
siguiente:

Proposicion 5.3
La matriz Ay correspondiente a las ecuaciones variacionales del método Galerkin Modi-
ficado, (5.22) es una matriz banda Toeplitz. Al agregarle las seis filas correspondientes a
las ecuaciones adicionales (de colocacion y borde) la matriz conserva buenas propiedades en
cuanto a su estructura, ain en el caso que los coeficientes p y q en el problema (5.1) no sean
constantes.

Esto permite una resolucién eficiente del sistema lineal, ya que existen métodos que
aprovechan esa estructura particular. En la Figura 5.3 se muestra la estructura de la matriz
para la escala j = 3.

5.4. Refinamiento de la solucién aplicando wavelets

En esta seccion describimos la utilizacion de wavelets para pasar de la escala j a la escala
J+ 1
Una vez obtenida la aproximacion en la escala j
27 -1

uj = Z Qjk Spik (5.27)
k=—3

se quiere avanzar a la escala j+ 1. Una posibilidad para obtener la aproximacion en la escala
J + 1 es repetir el proceso ya descrito. En ese caso se obtiene la siguiente expansion,

27+t 1

Ujy1 = Z Q1 90§+1,k; (5.28)
k=—3
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Figura 5.3: Matriz del sistema algebraico (5.22)

donde los coeficientes son solucién del sistema algebraico de 27+ — 3 ecuaciones variacionales
-en la escala j + 1-

<Laj+17 9031'+17n> = <f> 90]1'+1,n> 0<n< 2(j+1) —4 (529)

y las 6 ecuaciones de colocacién y de borde similares a las ecuaciones (5.23)-(5.24) y (5.25)-

(5.26), pero en la escala j + 1. Remarquemos que éstas son unicamente las funciones de

escala interiores en V7 i+1, Y que esta alternativa no explota apropiadamente la estructura de
un AMR.

Una segunda opcién consiste en mejorar la propuesta anterior. Para ello consideramos

otra base de V]IJr1 de acuerdo a lo siguiente:

Ujp1 = E Qji1,k 90]+1k+ E b] k%,

k=-3
20+1_1
+ Z aJJrl k S0j+1 k + Z Cj, kwj k (530)
k=27+1_3

en donde se ha utilizado la relacion:

Via=Vlew/ (5.31)

En esta nueva base de 17]11 las 27! — 3 ecuaciones variacionales son reemplazadas por las
siguientes:

<Laj+17 ¢§,n> = <f7 QOJIn>

0<n<2 —4 (5.32)
<Laj+17w]{n> = < ’ jITL> 1 2

J (5.33)



y las ecuaciones de borde se transforman en otras similares.
Consecuentemente, incorporando las ecuaciones adicionales, se concluye el siguiente re-
sultado:

Proposicion 5.4
Si en el sistema algebraico de dimension 297 + 3 obtenido con Galerkin Modificado corres-
pondiente a la escala j + 1 se reemplazan las ecuaciones variacionales (5.29) por (5.32) y
(5.33), se obtiene un sistema algebraico equivalente.

Teniendo en cuenta el importante resultado anterior, Proposicién 5.4, en lo que sigue se
utilizard la nueva estructura de las ecuaciones variacionales (5.32) y (5.33), lo que permi-
tird realizar el refinamiento de escala minimizando el nimero de incognitas.

Para ello escribimos la aproximacion en el espacio V41, de la siguiente forma:

Ujr = Uj + [Uj1 — U] = U; + 75 (5.34)

y consideramos para el incremento v; € Vj; la expansion:

20+l
v; = Z 7j+1,k9/5]['+1,k = [@I'H] [yl (5.35)
k=-3

en la base de funciones de escala de V.

Observacién 5.5: Es importante remarcar que v; y %; no son ortogonales.
Primeramente exponemos el siguiente resultado:

Proposicién 5.6
El incremento v; € Vi1 (5.85) verifica la siguiente condicion de ortogonalidad:

(Lv;,@5,) =0 0<n<2 -4 (5.36)

(asociada a un sistema lineal homogéneo de (27 — 3) ecuaciones y (27 + 3) incdgnitas).

Demostracioén:
Se tiene reemplazando (5.34) en (5.32),
y de la ecuacién variacional de la escala j, (L, 85 ,,) = (f, ] ,,). O

Observacién 5.7: Es interesante observar que Lv; no pertenece a un espacio spline, en
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particular Lv; ¢ /le :

Teorema 5.8
(Reduccién del niimero de incégnitas)
Sea Dj la matriz correspondiente al producto ((Lol,, ¢t V) _s<nk<aiot ¥ 05 = [Ph4] - [vj41]
el incremento (5.54). Siv; satisface las ecuaciones (5.36), entonces existe una matriz N; de
dimension (2711 + 3) x (27 +6), de estructura simple y recursiva tal que los coeficientes del
incremento en la base de funciones de escala de ‘A/jﬂ son

[’Yj+1] = N; [ajﬂ] (5.38)

Esto permite reducir la cantidad de incégnitas de (2771 4+ 3) a (27 +6).

Demostracién: R
Reemplazando (5.35) en (5.36) y teniendo en cuenta la matriz grammiana, P/ (5.7), y las
similares que surgen del operador diferencial L, se obtiene un sistema lineal homogéneo. La
reduccién surge porque la dimensién del espacio nulo de la matriz es (271 +3) — (27 — 3) =
(27 +6). O

Observacién 5.9: Es muy importante destacar que la cantidad de ecuaciones que se
resuelven es la minima y ademds que en el teorema anterior se supone rango maximo de la
matriz N;. Esto ultimo tendrd relacién con la matriz D; que depende del operador L y si el
rango de NN; no resulta maximo puede haber mas incognitas. Sin embargo, esto no altera la
reduccion significativa de incégnitas que se logra.

Finalmente, el sistema algebraico que hay que resolver para avanzar a la escala j + 1 se
presenta en el teorema que sigue:

Teorema 5.10

Una vez hallada w; con Galerkin Modificado, con las ecuaciones (5.22)-(5.26), el incre-
mento U; = [yj41] - [8),1] se obtiene en términos de los coeficientes [aj41] como solucidn del
sistema algebraico proveniente de las 27 ecuaciones variacionales:

<L®\j7¢j7n> = <f - Laj’¢j,n> (5'39)

agregando las seis condiciones de borde.

Demostracion:
Reemplazando ;41 por la descomposicién (5.34) en las ecuaciones (5.33), quedan 27 ecua-
ciones variacionales. El término que es conocido de la escala j, (Lu;,;,) pasa al término
independiente. Agregando las seis condiciones de borde, escritas en las incégnitas [yj41], se
obtiene el sistema algebraico a resolver para obtener los coeficientes [cj41] de la aproximacion
en la escala j + 1. Luego, para hallar v;, se utiliza la relacién (5.38). O
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En resumen, la estructura del MRA permite obtener u;;; en una forma eficiente, re-
solviendo un sistema lineal de dimensién 27 + 6 en la escala j + 1 en el espacio Vj{rl (5.39).

5.5. Algoritmo de refinamiento iterativo

m Paso 1

Se elige una escala inicial j = jo y se hallan los coeficientes correspondientes a las fun-
. . . R R ~ 201 ~ I
ciones de escala resolviendo el sistema algebraico (5.22), se tiene u; = ;5 Qj kPj k

s Paso 2

Se hallan los coeficientes [@j41] de v; resolviendo el sistema (5.39)

s Paso §

Dado un umbral adecuado € se aplica el criterio de terminacion siguiente: si ||0;]|3 < e,
PARAR se tiene una buena aprozimacion, SI NO ir al paso siguiente

= Paso 4
Uj1 = Uj + 0y,
7 =7+1 yvolver a Paso 2

5.6. Error de la aproximacion en escala j

En esta Seccion se analiza el error de la aproximacion obtenida en la escala 7 con el método de
Galerkin Modificado propuesto en la Seccién 5.3. Se debe tener en cuenta que la aproximacion
u; en el espacio ij se obtiene del sistema algebraico correspondiente al método de Galerkin
Modificado (5.22) y las 6 ecuaciones adicionales una vez calculados los (27 + 3) coeficientes
Q.

Dado que el desarrollo realizado para aproximar la solucién en la escala j no es un
problema variacional puro en el espacio V;.I realizaremos una estrategia para aplicar el Lema
de Céa (3.4). En ese sentido, probaremos que u; es solucién de un problema variacional puro
en un subespacio U jl de ‘A/jl especialmente definido.

Recordando que en el método propuesto la diferencia esté en las ecuaciones adicionales
que corresponden a los extremos del intervalo, es natural suponer que el subespacio Ujf
requerido va a estar generado por

{95]1‘,07 @;,17 9031'727 ''''' ) 90]1‘7N—17 SEJI',N} (540)

donde N =27 —4, ¢!, 1 <k < N — 1 son las bases interiores, excluyendo ¢}, y ¢f vy
agregando nuevas funciones gbj{o y gZa]{ ~ en los extremos izquierdo y derecho respectivamente.

Para definir ¢}, y @} y se consideran las funciones que se utilizan en el método Galerkin

. . ]77 I I . . . I
MIodlﬁcadOI, es decir ¢;_3, ¢j_o, ¥ ¢j_1 correspondientes al extremo izquierdo y ¢j n,q,
©iNt2 Y Pjnys al extremo derecho del intervalo.
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Por simplicidad se desarrolla el analisis del error sélo en el extremo izquierdo. Es decir,
proponiendo que

I _ I I I I
©jo = C=3Pj _3 T C2pj o+ C190; 1 + CoPjo

cumpla con las cuatro condiciones siguientes:

SEJI',O(O) =0
L@JI;O(O) = f(O)
Lgjo(277) = f(27)
(Lu— f,@%0) 0 (5.41)

Es facil ver que las tres primeras ecuaciones del sistema (5.41) son linealmente indepen-
dientes respecto de los coeficientes ¢;, y que el sistema resulta compatible. Existe entonces,
una solucién ¢!, # 0. La definicién anterior implica que @}, € Hgl0,1], soppl, = sopel, =
[0,4R], donde h = 277 y se tendrd ademds que, en general, ©(0) # 0y ¢(0) # 0. En
forma analoga se define ¢ y.

Luego, considerando el subespacio Uf , generado por (5.40), resulta la inclusion Ujl C
‘//\;I . Es necesario probar que u;, que es solucién del sistema algebraico en el espacio ‘//\;f ,

estd también en U ]I , esto es:

N-1

U= aoplo+ Y sk @y + ANl (5.42)
k=1

Teniendo en cuenta los soportes correspondientes, resulta:

Li;(0) = ao L o(0)
Lu;(277) = aoLgjo(27) (5.43)

Pero, de acuerdo a como fueron diseniadas las funciones en el borde (5.41), se tiene,

Lu;(0) = f(0)

L) = f2) (5.44)
y como, f(0) o f(277) # 0 se tiene que &y = 1, y andlogamente, ay = 1. Por lo tanto (5.42)

se reescribe
N-1

Uj=lo+ Y a ohp+ @y (5.45)
k=1

~ . . . 3T .
y se concluye que u; satisface el problema variacional puro en Uj:

recordando que para k =0y k = N se cumplen por disefio (ver (5.41)).
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El sistema algebraico se reduce entonces a

=z

-1

&j,k <L> SDJI,k(pin> = <La7 Spjl,n> - <¢§,O + SEJI',Nu QOJI,n> 1 S n S N-1 (547>
1

i

Se deduce de lo anterior que u; C [7]] C H}0,1] C ‘73-1 y queda demostrado el siguiente
teorema fundamental:

Teorema 5.11 R
La aproximacion u; en el espacio V}I obtenida con el método de Galerkin Modificado es

solucion de un problema variacional puro en Ujj.

Como consecuencia del resultado anterior es posible utilizar el Lema de Céa, dando lugar
a la estimacion del error:

Corolario 5.12 _
Dada la aprozimacion i; = S 2 L Q0!

D § = 2ak=—3 X kP
se tiene

& obtenida a partir del sistema algebraico (5.22),

Ju =313 < Zinf eyl — vl (5.45)

donde C' 1y~ son las constantes de continuidad y coercividad de la forma bilineal a.

De (5.48) se infiere que la solucién obtenida por Galerkin Modificado minimiza la norma
del error salvo un factor constante y converge a la solucién exacta al aumentar la escala j.

Una segunda estimacion del error puede realizarse teniendo en cuenta (5.34) y (5.35), y
normalizando se tiene que

2j+1_1
15513 < C; D Pjeral (5.49)
k=-3

Dado que las gpik son una base de Riesz de I//\;IH se tiene (5.49) para cierta constante Cj,
con C; < C, para todo j [65].

Tales coeficientes constituyen una expresion natural del error en el sentido de la norma en
L?. Mas atn, dado que las <p]I-7k estan bien localizadas, se cuenta también con una estimacién
del error local, lo cual permite aplicar estrategias de mejoramiento local.

Observacién 5.13: Es importante notar que se tendran entonces estimaciones tanto
para el incremento v; como también para el residuo f — Lu;.

Los coeficientes wavelet de la solucion aproximada pueden ser obtenidos mediante el
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algoritmo de Mallat presentado en la Seccion 2.3.6. y también ofrecen informacién acerca
del error dado que resultan estimadores locales naturales del error y en escala, en particular,
en las partes no suaves de la solucion. Permitiran determinar, entonces, si la aproximacion
obtenida es suficientemente buena o no. Consecuentemente, un esquema adaptativo podria
implementarse refinando la soluciéon en las zonas de interés, evitando asi un incremento
significativo en la cantidad de wavelets.

5.7. Ejemplos Numéricos

En esta seccion se describen los resultados numéricos obtenidos mediante la implementacién
del método propuesto y descrito en la Seccién 5.5 para varios problemas de valores de con-
torno de segundo orden. Se consideraron en todos los casos (salvo el Ejemplo 6) problemas
no homogéneos y con condiciones de Dirichlet nulas.

Se utilizaron las funciones de escala B-splines y las wavelets correspondientes como se
describié en el método de Galerkin Modificado (Seccion 5.3) y se implement6 el refinamiento
de la solucién aplicando wavelets (Seccién 5.4). En cada caso, se analizaron los errores de
las aproximaciones de acuerdo a las cotas presentadas en la Seccién 3.2.

Los tres primeros ejemplos corresponden a problemas con coeficientes constantes y solu-
ciones regulares en [0, 1]. Se utilizaron especialmente para analizar y comparar las velocidades
de convergencia al tomar los dos espacios de splines que fueron presentados en la Seccién
5.2: el espacio con splines interiores y el espacio que agrega las splines de borde.

En el Ejemplo 3, que es un problema con solucién regular y periddica, se comparan de los
resultados obtenidos usando las B-splines con los presentados en la bibliografia que utilizan
las funciones de escala de Daubechies.

Los Ejemplos 4 y 5 son ecuaciones diferenciales con coeficientes que son funciones de la
variable independiente y en los que la regularidad de la solucién exacta depende de ciertos
parametros.

Por 1ultimo, en los Ejemplos 6 y 7 se consideraron problemas perturbados correspondientes
a las ecuaciones de conveccidon-difusion y reaccién-difusion. Fueron tomados de la bibliografia
para realizar la comparacién de los resultados numéricos obtenidos.

Teniendo en cuenta las estimaciones del error presentadas en la Seccion 3.2, se utilizé para
medir los errores con respecto a la solucion exacta la seminorma siguiente:

), (5.50)

ol x ol
vl . = max U\ —
IO p=01,..21—1 2

Para verificar el orden de convergencia R se tiene en cuenta, entonces, que

E(j) = llu —ul; ,, = C277% (5.51)
de donde se tiene, % = 2% y entonces,
R = loga(E(j)) — log2(E(j + 1)) (5.52)

Ejemplo 1
En primer lugar se considero el problema de valores de contorno,
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4] 55x%x 1076
5] 3.7x10°7
6| 24x10°8
71 20x107°

Tabla 5.1: Errores relativos para distintas escalas. Ejemplo 1

Lu= —u"(z)+u(z)+u(z)=2+1

cuya solucién es:

(1-V5)/2 = (1+V5)/2 = +

u(x) = cre + coe

con

Se obtuvieron soluciones numéricas en los dos espacios de B-splines, \A/jl y V;-I definidos en
(5.4) y (5.12) respectivamente. Se verificé que la convergencia es lenta en el espacio V}' y

que resulta mas ventajosa la aproximacion en el espacio le , donde se agregan las splines de
borde. Ese aspecto fue analizado en la Seccion 5.3.
Los 6rdenes de convergencia en los dos casos resultaron

lu—wll; o = O27%)

en V', y

I =l . = O(27Y)

en le . Esto significa, por ejemplo, que se necesita llegar a la escala j = 10 para que el error
relativo sea inferior a 10™* en V}I , mientras que en el espacio \//\}I se alcanza con la escala
7 = 3. En la Tabla 5.1 se presentan los errores obtenidos con las diferentes escalas j .

Es importante senalar que si se consideraran splines de orden uno (splines lineales), es
necesario tomar la escala j = 5 para esa misma tolerancia en el error relativo. En ese caso
es importante resaltar que los espacios de splines interiores e interiores y bordes, le y le
coinciden.

Ejemplo 2
Para el problema de valores de contorno,

Lu= —u"(x)+ r?u(x) = 27 sin(rz)
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g le=gll,, |
1.2 x 107°
3.1x 1077
1.1 x 1078
3.7 x 10710
2.5 x 10711

Ol 3| S| O i~

Tabla 5.2: Errores relativos para distintas escalas. Ejemplo 2

cuya soluciéon exacta es,
u(z) = sin(mx)
se obtuvieron resultados numéricos para distintas escalas que se presentan en la Tabla 5.2.

Se verificd, como en el ejemplo anterior, que el orden de convergencia es O(27%).

Ejemplo 3
El problema

Lu= —u"(x)+u(r) = (4% + 1) sin(27x)

que tiene solucion exacta,
u(z) = sin(27x)

se presenta con los fines de realizar una comparacién con los publicados en el trabajo [71],
en el que se utilizaron las funciones de escala de Daubechies.

’ J ‘ |u— 1, B — splines ‘ |u— 1, D4 ‘ |u— 1, D6 ‘
3 4.6 x 1073 1.4 x 1073 2.9 x 107°
4 9.4 x 107 6.4 x 107 5.3 x 1077
5! 7.1x 1078 1.2 x 107° 1.3 x 107
6 5.0 x 10719 2.2 x 1078 3.4 x 10712
7 3.5 x 10712 4.0 x 10710 83 x 1071
8 2.5 x 107 7.4 x 10712 1.7 x 10717
9 2.46 x 10~ 1.4 x 10713 8.48 x 10718

Tabla 5.3: Errores relativos para distintas escalas. Ejemplo 3

Los valores de la primer columna de la Tabla 5.3 fueron obtenidos por el método pro-
puesto y se hallan comprendidos entre los valores de las columnas segunda y tercera que
corresponden a los errores obtenidos con las funciones de escala de Daubechies, de orden
N =4y N = 6, respectivamente. Los errores de las aproximaciones utilizando las funciones
de escala de Daubechies fueron presentados en el trabajo [71] y resultan ser de orden O(27"7).
Se verifican los 6rdenes de convergencia teéricos, relacionados con los N/2 momentos nulos
de las funciones de escala de Daubechies de orden N, aspecto que fue analizado en la Seccién
2.5.
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Ejemplo 4
Se analiza la familia de problemas de valores de contorno con coeficientes variables,

Lu = —u"(x) + Z5u/(x) + u(z) = f(x)

siendo f(z) la funcién correspondiente a la solucién exacta,

sin(z + \) cos(x + A) N 1
@tn TN (@A

u(z) =

donde,

—cos(1 4+ A) + cos(N)

sin(A) cos(1 + A) — cos(A) sin(1 + A)
—sin(A) 4+ sin(1 + A)

sin(A) cos(1 + A) — cos(A) sin(1 + )

cT =

Co

Se observa de la expresion de la solucion exacta que para valores grandes de A la solucion
es regular, mientras que resulta casi singular para valores pequenos de ese pardmetro (tiene
alto gradiente en x = 0, pero luego es muy suave en el resto del dominio). Para el anédlisis se
consideraron valores del pardametro 0.01 < A < 5. En la Figura 5.4 se muestra la convergencia
al aumentar la escala para el valor del parametro A = 0.01 y en la Tabla 5.4 se presentan los

errores obtenidos para diferentes valores de A en la escala j = 10.

0.5 0.2
0 0 _
) /
-0.5, / -0.2 Phd
7/ Pe
-1f! e -0.4| -7
| - | —~
-15¢! - -0.6f% — ~
| _ -
—2le— -0.8
0 0.5 1 0 0.5 1
0.2 0.2
0
-0.2
|
-0.4
-0.6 -0.6
0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 5.4: Aproximaciones correspondientes a escalas j = 4,6,8,10, A = 0.01. Ejemplo 4
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5 [31x10°10
1 4.5 % 1078

0.5 | 20x 1077
0.01 | 6.7 x 107%

Tabla 5.4: Errores para distintos valores de A, en escala 7 = 10. Ejemplo 4

Ejemplo 5
La funcién u definida por

u(z) = (1 —x).(tan "Mz — 20)) + tan™*(A\zy))

es solucion del problema diferencial [13],

donde,

f(z) =2(1 + XMz — 20)(tan ' (ANz — ) + tan~'(Axq))

En la Tabla 5.5 se muestran los errores para distintas escalas para valores del parametro
A que corresponde a una solucién con gradiente alto en zy. En las Figuras 5.5 y 5.6 se
muestran para las escalas j = 4 y j = 5 las aproximaciones y los errores puntuales obtenidos,
respectivamente.

L lu=all,. |
3.8 x 1072
2.0 x 1072
49 % 1073
1.1 x 1073
29 x 10714

O] 00| | O Ot

Tabla 5.5: Errores relativos para distintas escalas, xo = 0.75, A = 50. Ejemplo 5
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0.6 \ 0.7

Figura 5.5: Aproximaciones escalas j =4y j =5, g = 0.75, A = 50. Ejemplo 5

Ejemplo 6
El problema de conveccion-difusion,

con solucion exacta,
1—e /e
u(z) = TRV
presenta una capa limite en x = 0 para valores pequenos del parametro de perturbacién e,
0<e<l.

En la Tabla 5.6 y la Figura 5.7 se muestra la convergencia de las aproximaciones au-
mentando la escala para el valor del pardmetro ¢ = 1073. Se realizé la comparacién con los
resultados obtenidos por el método de colocacién con wavelets spline de Radunovic presen-
tado en el trabajo [69]. En la Figura 5.8 se muestran ambas velocidades de convergencia.
La pendiente de la recta continua indica que es mas ventajoso el método propuesto en este
trabajo.

Ejemplo 7
Se considera, por ultimo, un problema que corresponde a una perturbacion de la ecuacion
de reaccién-difusion

Lu= —¢ u"(z) + u(z) = — cos*(wx) — 2em? cos(2mx)
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0.15 0.04
0.03f
0.1}
0.02f
0.05} 0.01f
g ° o
[} [
0 -0.01
-0.02
-0.05}
-0.03|
-0.1 : -0.04 :
0 0.5 1 0 0.5 1
X X

Figura 5.6: Error puntual. Escalas j =4y 57 =5, o = 0.75, A = 50. Ejemplo 5

L lu=all,. |
6 | 6.0x 1071
7 | 3.6 x10°!
8 | 2.6 x 1071
9 | 1.1 x 1071
10| 1.5 x 1072

Tabla 5.6: Errores relativos para distintas escalas Ejemplo 6

que tiene solucién exacta,

(2-1)/VE | p—/VE
e +e
u(z) = T — cos?(7x)

Este problema tiene una capa limite en x = 0 y = 1. En la Tabla 5.7 se muestra la
convergencia para distintos valores del parametro ¢ y los resultados superan los obtenidos
con un método de colocacién adaptativo presentados por Kumar en su trabajo [68].

En la Figura 5.9 se muestra la convergencia al aumentar la escala para ¢ = 271%. Para
la escala j = 10 el error de la aproximacién es del orden de 1078, alcanzando los valores
méximos en ambos extremos del intervalo (ver Figura 5.10).
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Figura 5.7: Aproximaciones correspondientes a escalas j = 6,7 v 8, ¢ = 1072, Ejemplo 6

1.4

130

1.2

1.1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5}

14

1.3

1.2

11

0.9

0.8

0.7F

0.6

0.5}

—
—
+

0.1 0.2

0

0.1 0.2

14

13r

1.2

11p

09}

0.8f

0.7}

0.6}

05F

0

0.1

0.2

L lu=all, . e=27 [ lu—all, ., e=2"" | lu—al, , e=27"
6 3.3 x107° 5.9 x 1072 3.6 x 107!
7 5.8 x 1076 1.2 x 1072 2.0x 1071
8 5.5 x 1077 1.6 x 1073 1.1 x 1071
9 4.6 x 1078 1.4 x107* 2.9 x 1072
10 2.9 x 1079 1.1 x107° 4.6 x 1073
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Tabla 5.7: Errores relativos para distintas escalas. Ejemplo 7




-4 Sl -

5+ - 4

-8+ -

-10}+ o

“11 I I I I I I I I I
6 6.2 6.4 6.6 6.8 7 7.2 7.4 7.6 7.8 8

Figura 5.8: Comparacién de érdenes de convergencia (Linea continua: método propuesto,
punteada [69]). Ejemplo 6

0.2

-1.2} b

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.9: Aproximaciones correspondientes a escalas j = 5,6,7 y 8, € = 271°. Ejemplo 7
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x 10"

Figura 5.10: Error puntual, escala j = 10, ¢ = 271°. Ejemplo 7
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis se han desarrollado novedosas herramientas y estrategias basadas en la trans-
formada wavelet para su aplicacion en la resolucién numérica de ecuaciones diferenciales,
concretandose asi los objetivos planteados.

En el inicio, se han comprobado y explotado las ventajas algoritmicas que tienen las
funciones B-splines, asociadas a técnicas de simulacién muy eficientes, en particular, que
conducen a aproximaciones con buena exactitud en subespacios de dimension relativamente
baja, siendo posible combinar la suavidad y el orden de la aproximacion. También, se ha
comprobado que su estructura jerarquica y autosimilar permite el refinamiento adaptativo
y que el empleo de estas funciones, bien localizadas, conducen a sistemas algebraicos ralos
al ser implementados en esquemas del tipo Galerkin o elementos finitos.

Se han analizado y comparado también las capacidades de las funciones de escala de
Daubechies para la resolucién de ecuaciones diferenciales, en el contexto del método de los
elementos finitos. A diferencia de las funciones B-splines, se organizan en bases ortonor-
males, pero no poseen una regularidad bien definida y los calculos algebraicos asociados son
relativamente mas complejos.

Se ha comprobado, en suma, que ambas clases de herramientas constituyen la base
metodoldgica apropiada de la tesis.

Los resultados obtenidos sobre esta base, y en funciéon de los objetivos planteados, se
sintetizan a continuacion.

= Se realizé un recorrido exploratorio y critico sobre la teoria basica de las wavelets y la
estructura de Analisis de Multirresolucién, en el caso general y, en particular, de las
funciones splines y las wavelets de Daubechies, enfocado hacia la implementacién de
los métodos propuestos.

= Se presentd el método de Galerkin describiendo el uso de las funciones wavelets spline
y las wavelets de Daubechies en el Método de los Elementos Finitos. Se esclarece cémo

es la técnica, sus ventajas y su posible competitividad respecto a los FEM clésicos.

= Se resolvieron varios ejemplos de ecuaciones diferenciales, en distintas aplicaciones,
para ilustrar el empleo de las técnicas numéricas propuestas.
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= En particular, se obtuvieron aproximaciones en problemas de mecanica estructural,
como calculo de vigas y de placas y en problemas de EDPs dependientes del tiempo.

= Utilizando B-splines se desarroll6 un procedimiento para aproximar la solucién en la
escala j planteando un sistema algebraico con ecuaciones variacionales y de colocacién
que se ha denominado Método de Galerkin Modificado.

= Se disend un algoritmo adaptativo que permite el paso de la aproximacién de la solucién
en una escala j a una escala 7 + 1. En el esquema propuesto se utilizan las wavelets y
se logra reducir significativamente el costo computacional.

= Se realizo el analisis del error en la escala j. Considerando que el Método de Galerkin
Modificado propuesto no es un problema variacional puro, se demuestra su convergen-
cia, mediante un esquema variacional clasico, equivalente.

= Se verificé) mediante la experimentacion numérica, la competitividad del método desa-
rrollado. Se obtuvieron aproximaciones en problemas de valores de contorno de segundo
orden en ecuaciones diferenciales ordinarias y se realizaron comparaciones respecto a
los resultados reportados por otros autores.

Como conclusion general, esta tesis propone una novedosa técnica para el refinamiento
de las soluciones, que mejora notablemente la complejidad computacional y esta abierta a
futuras extensiones.

La propuesta principal, desarrollada en el Capitulo 5, combina las ventajas numéricas y
computacionales que proporcionan las funciones B-splines con las capacidades de las wavelets,
en el contexto de una estrategia Galerkin-variacional.

El analisis en el contexto de un Anélisis de Multirresolucion spline permite aprovechar la
estructura de espacios sucesivamente refinables para interpolar las soluciones hasta alcanzar
la precisiéon deseada.

El caracter localizado de las funciones B-spline y wavelets permite estimar los errores
locales mediante los respectivos coeficientes. Esto posibilita implementar una estrategia de
segmentacion del dominio de la ecuacion.

Algunas lineas futuras de investigacién abiertas son:

= A partir de los desarrollos efectuados y de la estructura de refinamiento iterativo se
plantea el diseno de funciones elementales, o pseudo-wavelets, ortogonales en el sen-
tido de la forma bilineal. Esto puede simplificar atin mas el esquema adaptativo vy,
eventualmente, conectarse con las técnicas de vaguelets.

= La investigacion desarrollada permite constatar que existe una atractiva perspectiva de
aplicacion en el amplio campo de la resolucién numérica de ecuaciones diferenciales no-
lineales. En particular, el uso de las wavelets es perfectamente aplicable para casos de
soluciones no-regulares, con comportamientos tipo shocks, oscilaciones locales o capas
limites.

Esto sugiere el analisis de distintos enfoques para el desarrollo de esquemas adaptativos
basados en wavelets para resolver problemas de distintas areas que correspondan a
EDPs no-lineales con soluciones no regulares.
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= El estudio e implementacion en esquemas analogos, de otras familias de funciones
elementales, como las splines de Hermite y, en general, multi-wavelets o wavelets de
segunda generacién para su aplicacion en la resolucion de EDPs.

= La generalizacién de las técnicas desarrolladas sobre la base de las funciones de escala
y wavelets de Daubechies y splines, en varias dimensiones.

= El estudio y analisis de la posibilidad de utilizacién de splines sobre dominios irregu-
lares.

En suma, este trabajo de tesis expone una novedosa aplicacién numérica del Anélisis
Armonico en el campo de la resolucion numérica de ecuaciones diferenciales, abierta a ulte-
riores y promisorios desarrollos.
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Apéndice A

Coeficientes de los filtros

Se presenta en este Apéndice una sintesis del calculo de los coeficientes del filtro para el caso
de las B-splines y de las funciones de escala de Daubechies. El desarrollo en detalle puede

encontrarse en los libros de C. Chui [65] y de D. Walnut [75].

A.1. B-splines

Para obtener los coeficientes de los filtros de las B-splines se comienza con la relacion de dos

escalas,

Pmi1(2x) = Z Pem1 (27 — k)

k=—o00

y se toma la Transformada de Fourier,
~ [ N
Pmi1(w) = 5( Z pre” ) Pmia (w/2)
k=—0c0
Como se tiene, para las B-splines, la expresion (2.38)

1— e—iw

1w

Prmi1(w) = ( )

se obtiene,

% Z pre~Rl2 = (1—6—z’w)m+1( iw/2 ymtl

iw 1 —e /2

k=—o00

_ (1 + 6_“"/2)m+1

2
Resulta, entonces, la expresion (2.42)
m~+1
—m m+ 1

Pmi() =27 < f )somﬂ(?w — k)

k=0

de donde los m 4 2 coeficientes no nulos del filtro son:
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(Y si0<k<m+1
PE=79 0 en otro caso

Para las splines cibicas, es decir para m = 3, se tiene
[h] = [1/8,1/2,3/4,1/2,1/8

y la relacién entre la escala j y la escala j + 1, considerando sélo las funciones de escala
: : : I I )
interiores, entre los espacios V' y Vi, es:

1000 . 0]
Looo .0
51
i3 8
2 2
1 3 0
(€505 1,21 —a] = [P41,05 P11, Pjr1,20+1 4] 8 i 1
2 5
T i
03 7
0 0 L3
00 0 %
[0 0 0 3 |
0 equivalentemente con la notacién introducida en la Seccién 5.2, [¢f] = [p],].H;. H; es la

matriz ciclica anterior, de dimensién (271! — 3) x (29 — 3) que contiene el vector [h] con los
m + 2 coeficientes del filtro de la funcién de escala.

A.2. Funciones de escala de Daubechies

El filtro para la funcion de escala de Daubechies de orden NN tiene la expresion,

Hi(w) = (ﬂ)%(w) (A4)

con N > 1,y L(w) un polinomio trigonométrico. Teniendo en cuenta que se debe cumplir la
condicién (2.16),

1 = |Hy(w)]* + [Hy(w + )| (A5)
y llamando M (w) = |Hx(w)|*, se tiene que

M(w) = cos* (rw) L(w)
donde £(w) = |£(w)|* es un polinomio en cos(2rw). Es conveniente reescribir £(w) como un
polinomio P en sin?(mw) = (1 — cos(27w) /2, entonces,
M (w) = cos™ (mw) P(sin?(rw))
y en términos de P la restriccion (A.5) se convierte en
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1=—y)"Py)+y"PL—-y) =1 (A.6)

donde y = sin?(7w) y se debe cumplir para todo y € [0, 1]. Luego de utilizar el teorema de
Bezout [52], puede demostrarse que el problema es hallar un polinomio P que satisfaga (A.6)
y ademds, P(y) > 0 Vy € [0, 1] y eso puede realizarse de distintas formas [75].

Fijando N € N, luego de un cambio de indices y operaciones algebraicas se obtiene lo
siguiente:

1=(1—y)"Pyaly) +y" Pva(l—y) (A7)
donde Py_1(y) es el polinomio de grado N — 1 definido por

N-1

P =3 (- (A8)

k=0

Resultan, entonces, para N =1,2,3 y 4:

Ry) = 1,

Pi(y) = 142y,

Py(y) = 1+ 3y+ 6y

Py(y) = 1+ 4y+ 10y* + 20y°

Teniendo en cuenta (A.4), donde L(w) = |£(w)]> = Py_1(sin?(7w)), para calcular los
coeficientes del filtro se debe factorizar Py_;(sin*(7w)) y hallar £(w).

Para pequenos valores de V:

= Para N =1, como Fy(y) = 1, }Z(w)|2 = Py(sin*(7w) = 1, la factorizacién es trivial

L) =1, and Hy(w) = (B572) = L35 . em2mike

Entonces

hi=1

en otro caso

{ L if k=0,1

y se recupera el sistema de Haar.

» Para N =2, como P(y) =1+ 2y,

IL(w)|* = Py(sin?(nw) = 1 4 2sin?(7w2) = 2 — cos 2nw
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Tabla A.1: Coeficientes h; para la funcién de escala de Daubechies D6, N = 6

h,
0.235233603892
0.570558457915
0.325182500262

-0.095467207783
-0.060416104155
0.024908749865

Se debe hallar un polinomio trigonométrico £(w) de la forma L(w) = a+be~*, a,b € R

Se obtiene |£(w)|> = (a + be~™)(a + be™™) = a® + b* + 2ab cos 27w,

luego, igualando coeficientes,

a>+b0*=2y 2ab=—1tal que (a+b)?=1, and (a —b)* = 3.

Como Hy(0) = £L(0) = 1, resolviendo resultan a = 1+2‘/§ yb= 1*2\/3

Entonces, los coeficientes del filtro para N = 2 son

5

ifk=0
itk=1
iftk=2
itk=3

IS

5

hy, =

w
+
B

S

De la misma forma se calculan los seis coeficientes para N = 3, y se presentan en
la Tabla (A.1). El gréfico de la funcién de escala de Daubechies, de soporte [0, 5] se
presenta en la Figura (A.1).

Para N > 4, resulta complicada la forma utilizada para la resolucién de los coeficientes
del filtro de las funciones de escala de Daubechies. Se obtienen a partir de la técnica
de factorizacién espectral para hallar los filtros [75]. En su libro, Mallat [56] presenta
los coeficientes en tablas para varios valores de N.
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Figura A.1: Funcién de escala Daubechies N = 6
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Apéndice B

Funciones de escala de Daubechies

B.1. Calculo de momentos

Una condicién necesaria y suficiente para tener K momentos nulos es que las trasladadas
enteras de la funcién de escala ¢y () interpole perfectamente polinomios de grado hasta K,
es decir, que para cada k, 0 < k < K existan constantes

o =" citi(x) (B.1)

7

Como fue mencionado en la Seccién 2.5.2, estos coeficientes ¢; estaran dados por los
momentos,

MF = /_OO 2*on(z —i)da (B.2)

o0

La funcién de escala ¢(r) estd normalizada tal que M = 1, y por un cambio de variables
se muestra que M = 0 para todo 4. Se calculan los momentos M} (B.2) por induccién sobre
k: se asume se conocen M} para [ < k. La relacién de 2 escalas da la férmula,

o ) N-1
M = / 'on(v)dr = / ! Zﬁk¢N(2x — k)dx
- T k=0

haciendo u = 2z,

=z

-1

2llzpk/ won(u—Ddu=2""10>  ppM}) (B.3)

0

>
Il

Para reducir la cantidad de incégnitas en esta ecuacién, se elimina M! para i # 0, la
sustitucién v = x — k implica

M = /_OO don(z — k)dr = /oo (u+ k) o(u)du

[e.9] — 00

l l
l! oo {!
= —kl_s S — —k‘l Sk?l sMs
Zso (1 — s)Ik! / won(u Z (I —s)ls!

S=

(B.4)
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Sustituyendo esto en la ecuacién (B.3), se obtiene,

N-1 N-1 ! 1
Ml — 2—l—1 ~SMZ — 2—l—1 ~8 : l—er
0 (SZOP s) (szop g(l—r)'r's 0)
-1 Il N—-1 N—-1
M= 2 S (S g 2 Y )
r= ’ s=0 s=0
-1 1 N-1
My =271 G MY(S st ™) 2710 (B.5)
Despejando MY, se tiene la férmula
1 -1 1 N-1
ML — M s B.6
0 2(21 . 1) ; (l ),74 (; DsS ) ( )

Una vez determinado el [—ésimo momento M, los momentos M} de las trasladadas de ¢ ()
puede obtenerse de la férmula

l!
l l r r
M! = §0 T M (B.7)

r=

y de acé resulta la formula explicita

l r—1
—1 Z l_rlrv”; r_tltl Zpu (B.8)

donde quedan expresados los momentos de la funcién de escala en términos de los momentos
"discretos’ de los coeficientes de escala.

B.2. Calculo de los coeficientes de conexion

En esta Seccién se desarrolla el cédlculo de los coeficientes de conexién (3.15) para el caso
de las funciones de escala de Daubechies de orden N, ¢y.
Se verifica facilmente que la funcién caracteristica

1 si0<e<L1
0 en otro caso

Xjo,1(§) = {

satisface la relacion de 2 escalas

g) = X[O,l](g) + X[1,2](5> = X[O,l](g) + X[O,l](§ - 1) (B.9)

asi que, reemplazando en (3.15), se tiene:

X[o,l](
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Tig = / Xi0g(€)2" Y B (P7€ - 2k — ) 2% Y gl (2716 — 20— 1) dé (B.10)

t

donde se hizo el cambio de variables v = 2£. Luego,

oo

Tjfde — gt / X0 (7/2) Y Db (P =2k =) D puol (P —20—1) dy (B.11)
o0 s t

Jjdida _ di+do—1
Fk,l = 2

(e 9]

/ Xoar (V) + X (v = 1) D pepN (20 — 2k — 5) = Y prp? (20 — 21 — t) dy
- s t

[e.9]

rjgt = ghtd-l / Xoa) (1) D Bsrd S (27 — 2k — 5) (B.12)
- st

W20y — 20— 1)+ xpn (v = 1) Y BBy (2 — 2k — 5) oD (2 — 2L — 1) dy

s,t

El segundo término en la ecuacién (B.12) puede reemplazarse por

2 [ € SR e+ 2 — 2k — ) P+ 20— ) dg

—00

s,t
obteniendo, entonces,
1
ot = gditd N7 5 / P (26 — 2k — 5) PN (26 — 21 — 1) de (B.13)
0

s,t

donde d = d; + dy. Teniendo en cuenta (3.15), (B.13) puede expresarse en términos de
los coeficientes de conexién originales [82] como

jdid2 _ od—1 ~ ~ jdida jdida
Fk,l =2 PsDPt [F2i+s,2j+t + F2i+871,2j+t71]

s,t

o ) ) ) i o (B.14)
= 2%~ Z[ps_Qipt—Qj +ps—2i+1pt—2j+1]rr,1s ?
s,t
o en forma matricial
fjdldg — 2d*1P ﬁjdle (B15)

donde I'7%192 es ahora un vector columna y P es una matriz con combinaciones de los coefi-
cientes wavelet.
La ecuacién (B.15) puede también escribirse,

(241 P — N[Ihdz — g (B.16)
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donde I es la matriz identidad y [¥%1% es una matriz de dimensién (27 —142N—-2+1) =
(27 4+ 2N — 2)x(27 + 2N —2).
Para determinar univocamente los coeficientes de conexion Fj 12 deben agregarse ecua-
ciones adicionales para generar una cantidad suficiente de ecuac10nes no homogéneas.
Como se mostré en la Seccién 2.5, las funciones de escala de Daubechies de orden N
pueden representar exactamente polinomios de orden m, con 0 < m < N/2 — 1.

A Z cpro(r —k) (B.17)

Entonces, derivando d; veces la expansién (B.17) , se obtiene la expresién siguiente,

mim—1)...(m—(dy —1)) 2™ % = Zcm¢<d1 z — k) (B.18)

Ademés, se utiliza (B.18) conn (0 <n < N/2—1) y dy en lugar de m y dy, respectivamente.
Luego, multiplicando ambas ecuaciones e integrando el producto, se tiene

1
/m...(m—dl+1)n...(n—d2+1)§m+”_dd§ kcl/ Pl g% (B.19)
0

donde d = d; + dy. O, en forma equivalente,

mn(m—(dl—l))(n— d2_1 m nmdids
m+n—d+1 Z il (B20)

Una cantidad suficiente de ecuaciones no homogéneas pueden obtenerse usando diferentes
valores de m y n. Agregédndolas a (B.16) pueden, finalmente, determinarse univocamente los
coeficientes de conexién. Desafortunadamente, como fue estudiado en los trabajos ([82], [81])
para valores grandes de N y d existen dificultades numéricas y deben utilizarse algoritmos
disenados especialmente.

Ahora, los coeficientes de (3.16), primero para d; = 0

R = [ xon(©on(@s - k) de (B.21)
R = Zpl / X0 On (2770 — 2k — i) d¢ (B.22)

R = sz/ (0.1 (7) + X, (v = 1)on (277 — 2k —4) dy

, 1 .
0 0 0
R?ﬂ = 5 Zpi(R%k-H + R;k—&-z 21)
donde —(2N — 2) < k < 27 — 1. Se obtiene, entonces,

108



1

= (Picok + Pioopyas) B2

R =
)

%

(B.23)

Nuevamente es necesario agregar ecuaciones no homogéneas para que la solucién sea unica.

Integrando (B.17)
1 ,
_ R0
g+1 Zk: Ok

Agregando esta ecuacion a (B.23) pueden hallarse Ri’o. Ahora para d; > 0
Ri = [ et ox(ic— b dg
0
Ri’dl sz/ X(0,11(§ (©)ER o (27T1¢ — 2k — i) dé

= Sar ZPZ/ Yx0.(Y) + X (v — 1)on (20 — 2k — i) dy

1 g > ; .
— g LA+ [ A (= Dow(2y — 2k 1) d

i

1 o0 , . ,
= Qdit1 > BilRLL, + / X (M) (Y + D) pn (27 + 27 — 2k — i) dn]

_ 1 E Jdl + E Jdlfs ]
T 9di+1 2k+z 'S' 2kz+i—27

7 s= 0d1

!
di+1 7 Z Z m: g1 —s
(271 = B)R;™ Di—2k+t2i 1 'Ri '
oy (m — s)!s!

donde

B= Z(ﬁi—% + Di—ok+29)

ik

Resolviendo (B.31) se obtiene el vector de cargas R¥ 4!,

109

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)
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(B.29)

(B.30)

(B.31)
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Notacion

(.,.) producto interior en H
® producto tensorial Seccion 4.2
a(-,-) forma bilineal, Seccién 3.1
a; coeficientes del desplazamiento @ (4.4)
A area de la seccién transversal de la viga (4.2) y (4.31)
A4 j matriz rectangular ecuaciones variacionales (5.19)
121\4,j matriz rectangular ecuaciones variacionales del Método Galerkin Modificado (5.23)
A constante de Riesz en la desigualdad (2.9)
Ap11 constante de Riesz para las B-splines en la desigualdad (2.36)
A%z matrices con los coeficientes de conexién que constituyen las matrices K en (4.35)
A4z matrices con los coeficientes de conexién y K1 en (4.50)
A érea de la seccién transversal de la viga Seccién 4.1.
b ancho de la viga, A = bh
b; coeficientes del desplazamiento w (4.5)
b; 1 coeficientes de f; en V; (2.71)
bl coeficientes de @; (5.31)
by,; término independiente sistema algebraico (5.19)
/b\47]~ término independiente sistema algebraico (5.23) de la forma bilineal a (3.2)
B constante de Riesz en la desigualdad (2.9)
Byn41 constante de Riesz para las B-splines en la desigualdad (2.36)
B matriz del sistema algebraico que permite obtener el vector de cargas (3.36)
B matriz de la relacién deformacién-desplazamiento (4.12)
c; i coeficientes wavelets de @41 (5.31)
¢, coeficientes de las funciones de escala Seccién 5.6
¢, i =1,2,3,4 coeficientes de la solucién exacta Seccién 4.1, caso 2, (4.25)
D matriz de la relacién constitutiva para el problema de la viga (4.2)
Dy constante en el Modelo de Kirchhoff Seccién 4.2 (4.49)
D, matriz que depende del operador diferencial L, Teorema 5.4.6
DN elementos finitos 1D con las funciones de escala ¢y, Seccién 4.1
DSCW N idem 2D, Seccién 4.2
E moédulo de Young, Capitulo 4
Eyl rigidez a flexion en el problema de viga Seccién 4.1 caso 3 (4.28)
E(j) = [Ju — uj|; ., Error de la aproximacién en la escala j (5.51)
f término independiente del problema diferencial (3.1)
F funcional correspondiente a la formulacion variacional (3.2)
gr. € [? coeficientes del filtro de la wavelet (2.25)
G médulo de corte transversal (4.31)
G(w) filtro de escala asociado con la wavelet
(; matriz de los coeficientes de las wavelets (5.15)
@j matriz de los coeficientes de las wavelets (5.9)
h espesor de la viga Seccién 4.1
h = 277 espaciado entre puntos diddicos de la escala j
hy. coeficientes del filtro de la funcién de escala (2.13)
h;r funciones de escala sistema de Haar (2.6)
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H espacio de Hilbert

H}(I) subespacio de funciones de H'(I) que se anulan en los extremos del intervalo
H(w) filtro de escala asociado con la funcién de escala ¢ en un AMR (2.15)
H,,+1(w) filtro de escala asociado con la funcién de escala B-spline ¢, 1
Hy(w) filtro de escala asociado con la funcién de escala de Daubechies ¢y

H, H(x — x¢) es la funcién de Heaviside, (4.27)

H; matriz de doble escala para las funciones B-splines

H ; idem agregando las funciones de escala del borde ((5.6) y A.1)

I momento de inercia Capitulo 4

Iy momento de inercia en (4.27)

I; ;; intervalos diadicos (2.4)

J escala

Jmin €scala en que comienza la sucesién de subespacios en un AMR en el intervalo (2.69)
k factor de correccion por el corte, 2 (4.31)

ko constante en la expresién de la carga del problema de vigas caso 2, (4.25) y (4.26)
k) matriz de rigidez en el espacio fisico (4.16)

k(©) matriz de rigidez spline-wavelet (4.14)

l%fje ) elementos de la matriz de rigidez en el espacio wavelet (4.22)

K matriz de rigidez (3.7)

K matriz de rigidez modelo de placa (4.42)

K! . i=1,2,3 componentes de la matriz de rigidez, viga de Timoshenko (4.29)
[ longitud del elemento de viga

le; longitud del elemento (i = 1,2 en 2D) (4.50)

L operador diferencial (3.1)

L(w) polinomio trigonométrico (2.54)

L longitud de la viga en Seccién (4.1), lado de la placa cuadrada Seccién 4.2
m + 1 orden de B-spline, splines polinomiales de grado m (2.33) y (2.34)

N orden de la funcién de escala de Daubechies (N + 1 coeficientes)

N; matriz que permite la reduccién de incégnitas (5.39)

Nj, dimensién de V}, (3.6)

N matriz con las funciones de forma N; de las B-splines en Seccién 4.1

N; funciones de forma de las B-splines (Seccién 4.1)

Pju es la proyeccion ortogonal de u sobre V; (2.22)

Pj] matriz grammiana de las funciones de escala del espacio V;-I , (5.14)

Igjl matriz grammiana 17]-[, (5.7)

p(x) coeficiente en el problema de valores de contorno (5.1)

pr. coeficientes de las funcién de escala como combinacién lineal de B-splines (2.52)
pr coeficientes de las funcion de escala de Daubechies, Seccién 3.3

7 = [¢x, qy]" vector de cargas, Seccién 4.1

q*(x) carga (escalar), Seccion 4.1

o constante en la expresion de la carga del caso 2 problemas de vigas (4.25)
Q)ju es la proyeccién ortogonal de u sobre W; (2.23)

R vector de cargas (3.7)

RI™ vector de cargas (3.16)

[R]®) vector de cargas nodales en el espacio fisico (4.15)

[R] vector de cargas nodales en el espacio wavelet (4.15)
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Rz(e) elementos del vector de cargas en el espacio wavelet del problema (4.16)
R orden de convergencia para los experimentos numéricos, E (4) = C(277%)
S soporte de la funcién de escala ¢(x) € Vj sop(¢)=[0, S| en Seccién 2.6

t espesor de la placa

T matriz de la transformacién entre el espacio fisico y el espacio wavelet (4.8)
T' y T? matrices de transformacién para T en el caso bidimensional (4.36)
uy, solucién del problema variacional discreto (3.3)

u; desplazamiento del nodo ¢ en la direccién x en el elemento de viga (4.7)
u desplazamientos en la direccion x Secciones 4.1y 4.2

u; solucién del sistema algebraico mixto en el espacio V}I

U vector de desplazamientos Seccion 4.1

Unax solucién exacta del problema de viga (4.29)

17]-[ subespacio de XA/].I

?; incremento en el espacio Vi (5.35)

v desplazamientos en la direccién y Seccién 4.2

V][ 00 = M8Xk=0,1,...20 1 v(2), seminorma definida en (5.50)

V' subespacio de H donde se plantea el problema variacional (3.2)

V; subespacios cerrados de L?(R) que constituyen un AMR (2.11)

V. subespacio de dimensién finita (3.3)

V} i = 1,2 subespacios del AMR en 2D

V! subespacios de un AMR en el intervalo (2.69), (2.70) y (5.4)

le subespacio se B-splines interiores

‘A/jl subespacio se B-splines interiores y de borde

w, solucién exacta problema de la viga 1D (4.1)

w grados de libertad en el espacio fisico (4.8)

w; desplazamiento del nodo 7 en la direccién transversal

wy, coeficientes de la wavelet como combinacién lineal de B-splines (2.51)
w desplazamientos en la direccién z Secciones 4.1 y 4.2

w desplazamientos transversales en el espacio fisico

ﬁ\/}\(e) desplazamientos nodales en el espacio fisico

W/ subespacios de wavelets de dimensién 27 (5.8)

W;, complemento ortonormal de Vj en V1, W; @& V; = V4
W!. complemento ortonormal de \7j1 en XA/jIH

j
xo punto de discontinuidad en el elemento de viga del problema del caso 3 (4.25)

a coeficientes wavelet

a grados de libertad en el espacio wavelet (4.7)

ay, coeficientes wavelets del desplazamiento w (4.19)
a; coeficientes wavelets del sistema (5.19)

oy, coeficientes wavelets en (4.39)

a;(t) coeficientes en (4.61)

& coeficientes wavelet problema de la viga (4.27)

& coeficientes de u; en (5.44)

a; coeficientes de u; solucién de Galerkin Modificado
a grados de libertad en el espacio wavelet (4.7)
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[@j11] coeficientes de u; en las funciones de escala de I//\}-H

@\7*1(00) transformada de Fourier de una B-spline fraccional, Seccién 2.4

0 variacién de un operador, Capitulo 4

Om,n delta de kroneker

e vector de deformaciones (4.3) de componentes €, y &

¢ umbral del criterio de corte en el Algoritmo 5.5

¢(z) funcién de escala en un andlisis de multirresolucién

¢n funcion de escala de Daubechies de orden N

¢, x(x) funciones generadas componiendo traslaciones y dilataciones de ¢(z)
a(w) transformada de Fourier de ¢, definida por [*°_¢(t)e ?"d¢

$m+1(w) transformada de Fourier de ¢,,,1 (2.38)

©m+1(x) B-spline definida en ¢! y ¢? vectores de funciones de escala (4.33)
©m+1,5,k funcion de escala B-spline de orden m + 1, escala j

Pmnr1.k(8) = Pmr1,04(8) (4.7)

() = Pagrxp ()

©*. k = 1,2 vectores de funciones de escala Seccién 4.2

¢! o(x) redefinicién de las funciones de escala (Seccién 5.6)

Po(w) funcién de w acotada (Seccién 2.4.5)

[90]1] vector fila de las funciones de escala de interiores de Vi

[p1] vector fila de las funciones de escala de 17j+1

A constante de continuidad de F' (3.5)

v deformacién por corte transversal en el modelo de viga de Timoshenko (4.27)
[vj+1] coeficientes de v; en la base de Vjﬂ

7 parametro en la ecuacién del problema caso 3 (4.26)

p constante de coercividad de la forma bilineal a (3.2)

" frontera del dominio de definicién del operador L (3.1)

r ifllldz , coeficientes conexion dy y ds son los 6rdenes de las derivadas (3.15)

r ﬁldQ matriz que contiene los coeficientes de conexion, Capitulo 4

k curvatura de la flexién de la viga, Seccion 4.1

A constante de continuidad de F' (3.5)

v coeficiente de Poisson, Capitulo 4

mu el elemento del espacio V}, que interpola a u en los nodos

Tp1, Tpo Funcionales de energia potencial para la viga (1D) y (2D) respectivamente
myr Funcional de energia potencial para la viga Timoshenko

mr Funcional de energia potencial para la placa de Kirchoff

myr Funcional de energia potencial para la placa de Mindlin-Reissner

7, polinomios de grado r

0 giro en el problema de la viga (4.27)

0; grado de libertad correspondiente al giro elemento de viga (ver Seccién 4.1)
0, grado de libertad correspondiente al giro con respecto al eje x

8, grado de libertad correspondiente al giro con respecto al eje y

~

6 giro en el espacio wavelet en el problema de la viga (4.27)
p constante de coercividad de la forma bilineal a de (3.2)

w variable de frecuencia

¢ es la coordenada local, 0 < ¢ <1, (4.4), (4.5) y (4.20)
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Y (x) wavelet madre

Y (x) wavelet de orden N en el AMR Daubechies

Y; x(x) funciones generadas componiendo traslaciones y dilataciones de ¢(x) (2.24)
[1)1] vector de las funciones wavelets (5.10)

Q2 dominio de definicién del operador L (3.1)

Q. elemento finito para la placa, Seccién 4.2
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