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ordini di grandezza delle molecole dei corpi e delie onde elei-
tromagnetiche adoperate,

Infine, in un appendice, I'A. deduce in modo facile dalle
equazioni di lertz le formole delln riflessione e delly vifra-
zione sui dicletivici, spiegando I'apparente contraddizione tra
irisultati di Fitgerald, J. 6. Thomson, Rayleigh, Lorentz,
ed Helmholtz,

A. Rovipa.

DIE PRINZIPIEN DER MECHANIK IN NEUGEM ZUSAMMENHANG DARGESTELLT
peis AL ITERTZ.

(Leiprg. 1. AL Barth. 19945 1),

Conoscere le fegui della natura ¢ essere in grado di de-
durre dallo stato attuale delle cose lo stato loro per un istante
qualunque. Ora la via che segue lo spirito umano per giun-
gere a questa conoscenza ¢ la seguente: nol ¢l formiamo de-
gli oggetti esteriori delle imagini, e cerchiamo di formarcele
in modo tale che le conseguenze logiche delle Imagini siano
alla loro volta imagini delle consecuenze naturali degli og-
getti *).

Il solo tentare di raggiungere un simile risultato presup-
pone la nozione di un fatto che ci viene attestato dall’ espe-
rienza (uotidiana, 1" esistenza cioé di un certo accordo fra il
modo di procedere della natura e il modo di procedere dello
spirito umano. Constatiamo la cosa senza cercare di decidere
se questa coincidenza sia data a priori o se invece non abbia
I'uomo a poco a poco e quasi inconsciamente modellatio la logica
del suo intelletio sulla logica della natura.

La condizione Imposta come necessaria alle imagini che
noi ci formiamo degli oggetti esteriori non & sufliciente per de-
terminarle in modo univoco; termine medio fra le Imagini e la
verilicazione delle loro conseguenze & un sistema @’ equazioni,
el & possibile giungere per diverse vie al medesimo sistema.

1) 11 dibry & citatn rel seguity eon la lettora P.

2) P, opag. 1.
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Basterebhe ricordare esempio dell”ottica. Le teorie mec-
caniche e la teoria elettromagnetica rendono conto in modo
ugualmente soddisfacente della maggior parte dei fenomeni
luminosi. E la cosa =i comprende {acilmente, 1 simboli hanno

cambiato significato ma le equazioni, nella maggior parte dei

casi, sono rimaste le stesse: il vantagoio della teoria di Maxwell
sulle altee si riduce a {oreive un criterio sul valore numerico
delle costanti.

I’Hertz ha svolto ricorosamente la questione di cud parlo:
egli ha definito ') degli enti che chinma jnodelli dinainici di
un sistema materiale, sono, per ogni sistema assegnato in nu-
mero infinito ¢ godono delle proprieti seguenti:

1) il numero delle coordinate nel sistema proposto e nel
modello ¢ lo stesso:

2) se le coordinate del modello si fanno corrispondere a
quelle del sistema in modo conveniente le equazioni dei vin-
coli sono le stesse nei due casi;

s

-

3) stabilita fra le coordinate la corrispondenza che s

detto 1" espressione che da la grandezza di uno spostamento
la stessa per il sistema e per il suo modello.

Le teorie della fisica matematica sono in generale modelli
dinamici delle cose, anzi, in un ordine di idee pin largo si puod
dire che, ogni rappresentazione che noi ci formiamo dell’uni-
verso sensibile ¢ un modello dinamico dell’universo medesimo.
Come poi questi modelll siano costituit, da un certo punto di
vista, non importa. Bensl importano le equazioni.

Quello c¢he & vero per le singole {eorie della fisica mate-
matica ¢ vero anche per I intero ecditizio della meccanica ra-
zionale, che, in certo modo, le raccoglie tutte in sé.

Come quando si trattano 1 feromeni elettromagnetici e
luminosi cido che vi € di essenziale sono le equazioni di Ma-
xwell-Hertz, quando si parla di fatti meccanici in senso gene-
ralissimo 1" essenziale si riduce pure ad un sistema di equa-
zioni, alle equazioni di Lagrange.

1) P. pag. 197, 11 eancetto non ¢ nuavo, almeno in easi particolar’; basti accennare
i medelli deld etere costrutti da Fitzgeradd ¢ Ledze e quelli della Jegge dell” induzioue
elettrodinamica di Boltzmaun od Ehat,
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bal riconoscere clie le equazioni a cui una teoria conduce
anno un significato pit largo ¢ piit profondo che le ipotesi da
cul siosono ricavate, al respingere del tutto quelle prime ipo-
tesi assumendo le equazioni, una volta trovite, come punto di
partenza non vi @ che un passo. E tale passo si ¢ tentato di
fare.

Seonow crvro fu il Lorenz il primo che espresse chinra-
mente quest’idea,

Inun suo lavovo Nidlea teopio detla tuce Y, dopo aver ri-
cavito da ipotesi convenienti le equazioni fondamentali del-
Pottica eghl osservava ) una volta trovate queste equazioni
rimane, in sostanza, indifferente la strada per cui visi ¢ glunti;

Pesattezza delie equazioni apparici invece da ¢io che esse si-

ranno in grado di spiczare i fenomeni che presenta la luce...

Nello stesso ordine d'idee il Poincaré, esposte con molta
chinrezza certe proprictiv delle equazioni di Lagrange, ne con-
chiuaeva ®) che: so un fenomeno ammetie una spiegazione
meccanica completa ne ammette infinite che rendono conto
ugualmente bene di tutte le particolariti rivelate dall” espe-
rienza.

E soggiungeva: fra tutte le spiegazioni possibili come fare
una scelta nella quale ¢ viene meno il soccorso della espe-
rienza? verri un giorno forse in cui i fisici si disinteresseranno
di queste quistioni inaccessibili ai metodi positivi.

i non era lontano il giorno. Quasi contemporancamente
all’ opera del Poincaré venne in luce la memoria d Hertz
Nulle equaziond [ondeainentali dell’ elettrodinaniica ner i corpi
e riposo che &, si pud dire, lo svolgimento di queste parole,
che si legeono nella introduzione *): Una volta che sié giunti
a trovare queste equazioni (le equazioni del campo clettroma-

1) Pogg. Ann. (XXI, 579, 1864,

2) Lo, cit. pag. 584, I interessante osservare come Je equazioni date da Lorenz in
questa memoria coincidino anche per la ferma con queile dell’ elettrodinamica 4 Hertz
per Hocasy dei corpi dielettrici, isotcopi, in auiete.

3) H. Poineard, Electricitd et optigue, 1, pag. IX e seg. Paris, (. Carre, 1860,
4) Uwtersuclhungen, pug. 214.
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anetico) pave chie non siac pia opportuno di continuare a de-
durle da ipotesi sulla costituzione dell’etere o sulla natura delle
forze agenti, come se queste fossero cose meglio note. Sara
anzi pin conveniente i prendere le equazioni stesse come
punto di pavtenza per ubteriori indagint sulla costituzione del-
I' etere.

Malgrado 1 vispetto dovuio ad autoriti come quelle che
ho addotto mi sembrac che il porre ad effetio ¢io che Lorenz e
Poincaré ed Hertz si propongono conduca in oeni caso a dif-
ficolti, gravi.

Non parlo di considerazioni didattiche benche ritenga che
ad un principiante debbono parere ostiche assai delle ipotesi
date sotto forma di equazioni differenziali; vi sono delle ditli-
coltit logiche di ben altra graviti. E consisiono nel determinare
il senso delle gnantith scalari e vetwriali che compaiono nelle
equazioni assante.

L7 esposizione che Hertz ha daio dell elettrodinamica di
Maxwell offre un esempio caratteristico di questo. Hertz in-
fatti definisce fin da principio il vettore di componenti X,Y,Z
per mezzo delle azioni ponderomotrici che s’ esercitano in un
campo elettrico sopra un piccolo corpo recante una certa quan-
tita d'elettricitii; ma piv tardi la quantith d'elettricith vien de-
finita con le X, Y, Z.

Anche meno opportuno si deve rivelare il metodo di cui
parlo quando lo scopo dell’esposizione sia di dare rilievo a con-
cetti ancoira informi e poco chiari: e la cosa s intende sen-
2z’ altro.

Sono probabilmente considerazioni di questa natura che
hanno indotto Hertz ad abbandonare la via prima battuta o
meglio ¢lie hanno determinato una fase nuova del suo pensiero.

Accingendosi a rifare 17 editizio della meccanica razionale,
dal riconoscere I iinportanza capitale delle eguazioni di La-
grange egli non deduce punto la necessita di cominciare da
queste; solo ritiene che ognl esposizione della meccanica che
conduce alle equazioni stesse rigorosamente costituisce un’ima-
gine accettabile (e7n zuldssiges Bild) dell’universo sensibile.

Forse anche pensava egli che, come ha alfermato il Lodge
in quel suo curioso libro sopra le teorie moderne dell’ elettri-
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citic unomaodello pud riuscire di aiuto grande per la scoperta
di fatti e relazioni nuove: ed ¢ interessante vedere come Vilelm-
holtz nella prefazione che ha scritto per 'overa d Hertz ri-
conosca appunto il graade valore ewislico di essa.

Se nell” exporre [ meccanica non si tengono a punto di
partenza le equazioni di Lagrange bisognerd in ogni caso am-
mettere come gia noti aleunt concelti ed introdurre alcune
proposizioni fondamentali (Principi) che =i considereranno come
dati dell’esperienza; la scelta che si ¢ fatia di quei primi con-
cetti e di quelle prime proposizioni servieh di eriterio per
gindicare delloppertunitic det modo 4 esposizione adotiato,

E dei modl di esposizione gid impiegati o che si potreebbero
mpicgare Heriz, nella prefazione al suo libro ne esamina tre.

I pirimo e il metodo classico ') che segue nell” insegnare
la scienza Mordine in cul exsa si & andata formando attraverso
i secoli. Qui sono quattiro i concetti che si assumono come datis
temnpo, spazio, massa e forza e sono quatlro pure le proposi-
zioni in cud si espongono i risultati dell’esperienza: le tre lezgi
di Newton e il principio di d’Alembert.

Orya, per quel che riguarda la forma di questo metodo 1'Hertz
osserva anzitutio, acutamente, come sia molio diflicile di esporre
nel modo eonsueto ¢li elementi della meccanica ad ascoltatori
che pensino con la loro testa senza provare un certo imba-
razzo, e prosegue ?): lo credo chie Newton stesso lo abbia sen-
tito questo imbarazzo quando definiva, un po” violentemente,
I massa come prodotto del volume per la densiii. Credo che
Thoms=on e Tait abbiano avuto un’impressione analoga quando
osservavano essere quella di Newton una definizione della den-
sitd piuttosto che della massa. Credo che anche Lagrange si
sia trovato nella medesima condizione di spirito, che anch’egli
abbia sentito il desiderio di andare innanzi a qualunque costo
quando seriveva essere la forza una causa che Linprime un

) Popag. 5 ¢ sog.

)
2 b pug. s,
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moto ad un corpo o che tende ad fipriiiergliclo, certo non
senza sentire tutta la durezza di questa sopradetermina-
zione.

Quanto alla sostanza poi & certo che il contenuto della
meccanica ordinaria & pitc ampio di quello della natura, vi ono
dei movimenti che la meceanica contempla e che pure non si
possono realizzare con meccanismiz noi possiamo affermare doi
moti e delle forze e dei vineoli naturali molto pitt di quello
che le leggi assunte a fondamento non dicono 9.

Queste osservazioni non valzono certo a menomare il va-
lore, speciaimente didattico, che la meccanica classica ha; ha-
stano perd per mostrare Uoppertunith di cercare altra via,

Un secondo metodo possibile, benché ancora non sia stito
svolto, consisterebbe *) nell” introdurre fin da principio come
quarto in luogo del concetto di forza il concetto d” energia.
Qui bixognerebbe dare come un fatto sperimentale 1 esistenza
di due specie @’ energia e la sua indistruttibilith. Finalmente,
per raccogliere I quattro concetii fondamentali in una relazione,
st dovrebbe scegliere come dato dell” esperienza esteriore uno
dei principi integrali della mecceanica comune. 11 principio di
Hamilton, per esempio.

Ma, senza parlare delle difficoith di forma, che certo si
incontrerebhero in questa come nelle alire exposizioni, si an-
drebbe incontro a gravi ostacoli di altra natura.

Quando dalle leggi fondamentali della meceanica ordinaria
si vuol dedurre il principio di Hamilion bisogna fare delle
ipotesi le quali, benché generalissime restringono pure 1" ap-
plicabilita del principio stesso. Bisogna ammettere per esempio
che le equazioni che esprimono i vineoli siano integrabili, e pure
vi sono dei casi che si possono realizzare con meccanismi, al-
meno per approssimazione, nei quali non ¢ possibile integrare
tutte le equazioni dei vincoli, dei casi cioé in cui si pud delle
variazioni delle coordinate affermare qualche coxa di pitt che
delle. coordinate medesime ). B

1) P. pag. 12
2) P.opag. 16 v sep.
20,

3) P opu.
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Segue xubito di qui ¢he se si asswme il principio di Hamilton
a rappresentare i risultati dell” esperienza certi moti naturali
resteranno, per questo solo, esclusi dalla trattazione.

E non si guadagnerehhe nulla sostituendo al principio di
Hamilton, a mo’ d esempio, quello della minima azione.

Cn terzo metodo & guello chie Teriz svolge nel suo libro
e di questn dird naturalmente un poco pitt a lungo. Solo vor-
rel prima di passare all’esame minuto dell’opera dare un cenno
delle due idee principali che la informano tutia.

Hertz introduce da principio tre soli concetti: di tempo,
cioé, di spazio e di massa, di un quarte conceito non s puo a
rigore fare a meno, ma vi si puo supplire nel modo che ve-
dremo pin tardi,

Sitratta di trovare anzitutto una legge che, come espres-
stone dei risultamenti sperimentali, colleghi fra loro i tre con-
cetti assunti come noti,

E vi si pud arrivare per questa via.

Prendiamo le equazioni di Lagrange (della seconda forma)
determinanti il moto di un sistema soggetto a nessuna forza:
sl potranno scrivere:

ORI 1 0E
(1) (‘I Ay 1 oK
Qdpi AL} dl T O

essendo

=0 i=1..4

7 3"

E o= Zn Zy i dpu iy
1 1

le « sono, come si sa, funzioni delle p.
Il principio delle forze vive fornisce la relazione
i
art

= C,

da cui s oottiene
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Sostituiamo questo valore di 7/ nelle (1) esse prenderanno
la forma:

AR i/( \ 0K
7 . - .= (I
(O 1 w/ E/ T O

I

0, e si vuole:

0, ancora:

7 3 VP: oV F
7

Qdpe o

Sono yueste le condizioni perché si annulli Ta prima va-

riazione dell’inteorale
/.. -
i/ i

preso fra due limitl clie non si fanno variare.

Se definiamo ¥ K come wn elemento lineare si vede su-
bito che la //nea percorsa dal sistema nel moto naturale sar
una l(inew uiindia. LT equazione delle forze vive dice di pid
che il sixtema si muove sulla sua traiettoria di moto equabile.

Invece di VI «i puo manifestamente definire come ele-
mento lineare il prodotto di VE per una quantita costante, &
facile trovare un valore conveniente per quesia cosiante. Poi-
cheé E &, a meno del divisore @£ la forza viva del sistema, se
si passa a coordinate cartesiane sari:

i

; 1 5
E = »_)Wzlv (A A= 122 iy,

di qui 8" oftiene subito

. n
* 2K S, (A Ay e d 22 e,
= : s Ty T ey ) 1A

11 m

indicando con 72 la massa totale del sistema. Ora & appunto la
yuantita LR che conviene definire come elemento, lineare.
1
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nel caso in cui il sistema si viduce ad un punto esso diventa

Vi T e

che & 1" espressione ordinaria dell” arco elementare descritto
dal punto (w, y, ).

Il procedimento seguito da Hertz per ricavare le equazioni
del moto s riduce in sostanza a questo: egli definisce I'espres-
sione (]) come il quadraio dell elemento lineare ed assume
come un postulato dedotto dall’esperienza la proprieth che un
sistema libero (almeno in un caso di cui si dird in SCIuito)
percorre di moto uniforme una linea minima. ;

E chiaro che lo equazioni i Lagrange o il principio della
conservazione dell’energia seguono immediztamente da queste
premesse.

IF concetto della traietioria di nn sistema e tutti quelli che
ad exso =i riattaceano sono nuovi ¢ proprii dell’Hertz, ma molte
delle proprieti che si dimostiano per queste traiettorie e molti
dei caleoli che occorrono per le dimosirazioni si incontrano
gia in due memorie non recenti di Beltrami ') e di Lipschitz 2).

Lespressione (¥) si puo prendere a rappresentare il gqua-
drato dell’clemento di curva percorso da un punto in un iper-
spazio e 1 lavori citatd si occupano appunto di studiare le legei
del moto in uno spazio superiore *). Resta ad ogni modo ad
Hertz il merito di aver trasportato quelle considerazioni dal
punto nell” iperspazio al sistema nello spazio ordinario, siccheé
quelle che nei predecessori potevano parere eleganti ma vane
generalizzazionl di formole vengono, per dirla con una frase
del Lipschitz, ad assumere un significato nel campo della mec-
canica renle.

Un altro punto di capitale importanza nell” esposizione di
Hertz consiste nell'introduzione di un’ipotesi la quale conduce

1) E. DBeltrami. Sulls teorica gensrale dei paramotri Qifferenziali (memerie di
Bolegna (2) VIIL £49 186~).

2) It. Lipschitz. Untersuchung eines Problems der Variationsrechnung  (Crelle's
Journal LXXIV, 116, 157z).

3) T problema trattato da Lipschitz & anzi pit generale di quello di eni si occupa
Hertz. 11 Lipschitz ha considerato cone elcmento lincare la radice » — csima di una
orma di grado p doi differauziali delle condinato:
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a dare della forze un’interpretazione dinamica. Traduco lette-
ralmenie *):

«Se ¢l proponessimo di comprendere i moti dei corpi che

A

ne circondano ¢ di ridorli a regole semplici e chiare ¢ se in

A

questo tentativo volessimo tener conto solamente di cio che

A

cade sotto 1 sensi la nostra fatica, almeno in generale riu-
scirebbe o vuoto.

A

« Noi ¢i dovremmo ben tosio convineere che il complesso

A

di ¢id che possiamo vedere e toceare non forma punto un

A

universo regolare, un universo nel quale da condizioni uguali

A

scaturiscono sempre le stesse conseguenze. Né dovremmo

A

conchiudere che vi sono nel mondo pitt cose di quelle che
sono immediatamente osservabill col sensi.

A

« Volendo formarei dell’uaiverso una rappresentazione com-

A

pleta e chiusa in sé e regolare ci e ginocoforza dietro le cose
che vediamo supporne altre invisibil, dobbiamo, dietro le
barriere che il senso ¢l impone, ricercare ancora degli ent?
nascosti.

« Queste influenze nascoste c¢i si sono presentate nelle due
prime esposizioni della meccanica di cul abbiamo discorso; la

A

A

A

A

A

erano intese come cose di una natura affatto particolare, per
rappresentare la lovo parte nell’ universo s”erano creati i

S

concetti di forza e d’energia.

A

«Ma questo modo di procedere non ¢ il solo possibile,
un’ altra via ci si offre.

« Si pud ben ammetiere che qualche cosa di nascosto per
«noi ¢l sia, ma si pud negare che questo qualche cosa appar-
«tenga ad una categoria particolare.

« 12 sempre libero a noi di supporre che quel substrato
ignoto non sin a sua volta che massa e movimento; massa e
movimenio che differiscono dagli osservabili non in sé, ma
solo per rispetto ai mezzi di cui ¢i serviamo per le nostre
osservazioni.

A

A

A

A

A

« Questo modo di considerare le cose & appunto 1" ipotesi

A

che noi voglimo introdurre.

1) P. opaz. 30
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« Nob supporremo cioe che, oltre alle masse <onsibili no
« esixtano nell'universo altre, retie dalle medesime leged, in

«<wmodo tale che il tutto guadagni in recolarith e in compren-
«sibilitd; vogliamo anzi supporie che la cosa si verifichi affatto

2

in generale, che non vi sia dei fenomeni altra causa, da
< questa in fuori. Cio che =i chiama di <olito coi nomi di forza
<o d'encrgia non sard per voi aliro che unazione i masse
«e di moti, solo ammenereno che non SCIMPIC (UEOSTE Masse
« e questh moti siano di natura tade che possano cadere sotio
«la percezione immediata dei sensi ».

Il concetto non & e non poteva essere completamente nuovo.
SEopuo osservare infatti come tatta Fammirabile teoria dinamica
del campo clettromagnetico di Maxwell ¢ condotta nell” ordine
di idee svolte da Hertz nel passo che ho riportato: e di vero
bisogna ammettere tacitamente Uipotesi fondamentale di Herz
per poter adoperave le equazioni di Lagrange nel modo in cui
Maxwell le adopera.

La nozione pit chiara poi ¢ il termine di moto nascosto
¢ di Helmholiz. Ma veramente, almeno da principio, il vocabolo
ha presso di Hertz un senso pin largo che in quel primo au-
1ore.

Se fra le variabili generali che deteroinano il moto d’un
sistema ve ne sono ¢ per cui le equazioni di Lagrange si ri-
ducono alla forma
(2) d o(:/j;h =0 J=1...0
¢ chiaro che si ottengono subito i ¢ integrali
Ok
(T{]jlh -

'

Sono queste equazioni lineari non omogence nelle tdpn e
permetiono di determinarle univocamente in funzione di quelle
altre vapiabili che non soddisfano a relazioni del tipo (2) e dei
rispettivi differenziali.

- Per questa proprieta i moti che corrispondono al variare
di quelle p che soddisfano ad equazioni come le (2) furono da
Helmholtz chiamati nascosti ).

1) Crelle’s Journal. €. 137, 1887,
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Hertz da del termine « moto naxcosio » un’alura definizione
meno explicita.

« 8i dice, scrive egli '), che un sistema contiene delle
«masse nascoste quando, dando i valori di twite quelle coor-
« dinate che sono accessibili all’osservazione, non si determina
«ancora la posizione di tuite le masse del sistema ».

Quelle masse la cul posizione rimane cosl ignota si chia-
mano nascoste e 1 loro moti prendono il nome di moti nasco-
stioe le coordinate quello di coordinate nascoste.

All'incontro le altve masse del sistema si divanno visibili,
i loro moti moti visihili ¢ le coordinate coordinate visibili.

I moti che rientrano in se, vale a dire 1 moti cielici,
SONo spesso naxcosti, poiché essi da soli non producono altera-
zioni nella distribuzione delle masse, cioe nell’aspetto dell’” u-
niverso esteriore.

Reciprocamente 1 moti che rimangono nascosti sono quasi
sempre ciclici, poiché se non lo fossero avrebbero presto o tardi
per conseguenza un’alterazione nella distribuzione delle masse
del sistema che i considera.

Ma anche i moti ciclici possono diveniare visibili se ci si
porge un mezzo di agire sopra le coordinate cicliche e di va-
riare ad arbitrio le intensiti.

Questo caso € escluso se il sistema ciclico €, a priori, sot-
tratto all’azione di cause esteriori, c¢io si verifica se il sistema
€ adiabatico vale a dire se é fale che sulle coordinate cicliche
non possa agire alcuna forza *).

Conviene dungue considerare 1 moti nascosti come moti di
sistemi ciclici adiabatici, e cosi »i ricade nella definizione di
Helmholtz.

Nella divisione del suo libro Hertz ha seguito la consuetu-
dine, vi sono infaiti due parii la prima delle quali & dedicata
alla geometria ed alla cinematica dei sistemi materiali, la

1) . pag. 252.
2) P opag. 204,
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seconda alla dinamica. La statica & ridotta ad un capitolo di
dinamica,

Perd la cinematica di Hertz e piit larga della cinematica
ordinaria; egli vi ha introdotto infatti la nozione di massa la
quale, secondo lui, =i pud stabilive indipenrdeniemente da ogni
ssperienza.

Una particcla materiale ¢ per lui ') « nna caratteristica
«per mezzo della quade ad un punto date nello spazio in un
<certo istante si fa corrispondere in ogni istante un punto
«univocamente determinalo ».

Questa definizione della massa e 1 due concetii di tempo e
di spazio che si ammetiono come dati della considerazione in-
teviove (die innere Anschawiiig) bastano per traliare la prima
parte della meceanica.

2 notevole che fin da principio viene introdotta la nozione
1 sistema, e non sitratta a parte del punto materiale. Iertz
ne div Ia ragione osservando ) che, in realth, 1 esperienza ci
pone in rapporto con sistemi e non con punii isolati, la mee-
canica del sistema ha dunque un interesse pitt grande che la
meccanica del punto, e d"altra parte questa & compresa in
yuella come caso particolare.

B per irattare la meccanica dei sistemi Tlertz definisce
anzitutto lo spostainento di wi sistena & ®) la media quadratice
degli spostamenti delle particelle materiali ¢he lo COmMpongono,

Cio posto si prova facilmente che, se si trasporta un sistema
da una prima posizione in una seconda, da questa in una terza
¢ calla terza daccapo nella prima la somma di due qualunque
degli spostamenti subiti dal sistema ¢ minore del ierzo. Dun-
que con tre spostamenti che riconducono un sistema nella po-
sizione iniziale si pud sempre cosiruire un triangolo .

Dei tre spostamenti che s” ¢ detto due gqualungue partono
da una stessa posizione del sistema; si dice che questi due spo-

1) P. pag. 54,

2) P. pag. 87,

3) I pag. 62. Per media quadratica di una serie di grandezze si intende Ja radice
(]lli\dl:ﬂtil delta medin aritmetica dei Joro guadrati.

E facile vedere come da questa definizione segua per ' elemento lincare I" espressione

a eni 8¢ aceennato pin su.
4) T. pag. €35 e seg.
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stamentl concorrenti hanne, in conevade, una coria differenza
di direzione, a misuvare la quale si prende I aneslo che 1 due
seamenti rappresentanti gli spostienti chie st considerano rac-
chindono nel triangolo dei tre spostamenti '),

Siodice che due spostamenti (non concorrenti) sono ppral-
teli quando in essi gli spostamenti dei singoli punti sono pa-
ralleli e rispeltivamente proporzionali: si chiama poi wngoie
di due spostamenti non concorrenti I'angolo che uno dei due
[a con uno spostainento che ha comune con esso origine ed
e parallelo all’altro ).

Tn zistema st puo (rasportare da una prima ad una se-
conda posizione, in generale, in una infinith di modi. Si chia-
ma Liedettorio seguita dal sistema 1 complesso delle posizioui
che esso occupa nel suo moio ?).

Elewenlo di liraieticrio e una porzione della traiettoria
limitata da due pesizioni infinitamente vicine del sistema. Un
elemento di traieitoria ¢ in realtd uno spostamento (infinita-
menic corto): come tale ha una lunghezza ed una direzione.

Arco di traielloria compreso ra due posizionl qualungue
¢ la somma delle lunghezze degli elementi di traieitoria che
stanno fra quelle due posizioni *). Si chinma curvatura della
trajettoria in una certa posizione i Hmite del rapporto fra la
differenza i direzione e Ia distanza (contata sulla trajettoria)
di due elementi che s avvicinano indefinitamente a quella po-
sizione *).

Siodanno le equazioni della traiettoria di un sistema se
si esprimono le coordinate del sistema in funzione di una va-
riabile indipendente; in particolare pud essere utile di sceglie-
re come variabile 1" arco della traiettoria stessa ®).

Fissate le nozioni che " é detto € chiaro che, nel modo
che si segue nell’” ordinaria meccanica del punto, si potranno
delinire semplicemente la relocita del sistema sulla sua traict-

1) P. pag. 64. Per gqnesta definizione ¢ per i1 teorema che conduce ad essa confronta:
Beltrami 7. ¢. pag. 559 ¢ seg.

2) P. pag. 66.

3) P. pag. 83.

4) P. pag. 83,

5) P. pag. 84.

6) P. pag. 83. Confronta: Beltrami 2 ¢, pag. H61.

Serie 4, Tol. L 4
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tovia e 1" energia che il sistema possiede (energia cinetica
della meccanica classica 1),

Le coordinate di un sistema possono essere sottoposte a
certe condizioni le quali a priori escludono dalla trattazione
alcuni spostamenti; Ilertz non si occupa che dei sistemi per i
quali le condizioni xi possono mettere sotto la forma di equa-
zioni lineari omogenee fra i differenziali [delle coordinate, a
simili sistemi attribuisce in particolare il nome di sistes; na-
teriali *).

Qui viene anche introdotta una nozione che & propria del-
I’ Hertz e che si ravvisa nel seguito molto importante, quella
cioe di sistema olonoimo )5 con uesto termine si designa un
sistema per il quale tutte le equazioni di condizione sono in-
tegrabili.

Existendo equazioni di condizione segue subito che per un
dato sistema non tutte le traiettorie pensabili sono  possibili ;
fra le possibili ve n’ ha alcune che godono di proprietd specia-
li, una é importantissima fra tuite.

Hertz chiama elemento direttissiino un elemento di trajot-
toria possibile la cui curvatura & minore che la curvatura di
ogni altro elemento di traiettoria possibile avente la stessa
origine e la stessa direzione ).

Traiettoria direttissima (geradeste Bahn ) € una traiet-
toria di cui tutti gli elementi sono direttissimi %). Si prova che
partendo da una data posizione in una certa direzione vi e
sempre per un sistema assegnato una ed una sola traicttoria
direttissima, & facile ricavarne le equazioni *).

Questo nelle linee generalissime il contenuto del primo
libro.

#
*

Nel secondo libro che, come dissi, contiene la dinamica il
tempo & definito per mezzo del cronometro, la massa per mez-

1) P. pag. 144 e 150.
2) P. pag. 90 e sog.

3) P. pag. 91, 95 ¢ seg.
4) P. pag. 100.

5) P. pag. 101,

6) P.opag. 105,
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z0 della bilancia, lo spazio ¢ come prima quello euclideo. 1A,
si riserva di introdurre a suo luogo 1" ipotesi delle masse na-
scosle.

Qui & necessario ricorrere all’ esperienza per ricavarne
una legge che leghi fra loro i tre concefti fondamentali.
Hertz propone la legge seguente : « Ogni sisleme Libero o -
«ianane in quicte 0 st wore di iwolo uniforine in e Lro-
«detloria direlttissima » ).

Questa levge e le cquazioni gl trovate della fraiettoria
direttissima permettono di ottenere senz’ altro le equazioni del
moto s sl trovano le equazioni di Lagrange ?).

Se un sistema materiale libero si considera come risultan-
te da due riuniti in qualche -modo fra loro, si vedri che in
generale nessuno dei due sistemi componenti segue la sua tra-
iettoria direttissima, mentre la segue il sistema risultante. Vuol
dire che, appunto in virtu della legge fondamentale, il moto
di uno dei sistemi componenti & alterato per la presenza del-
I" altro; si suol esprimere questo fatto dicendo che due sistemi
cosi accoppiati esercitano uno sull’ altro delle forze. Di queste
si pud dare una definizione analitica conveniente.

E chiaro che, introdotta a gquesto modo, la forza non é piu
che un artificio di calcolo, una quantila ausiliare le cui pro-
prictd sono immediatamente in nostro potere 3).

Hertz deduce con facilita dalla sua definizione le proposi-
zioni che si danno ordinariamente per precisare la nozione
della forza; per esempio le cquazioni di Mac Laurin %), la legge
di Newton dell’ uguaglianza fra azione e reazione ).

Dimostrate le equazioni di Lagrange e introdotio il con-
cetto di forza si passa allo studio dei sistemi ciclici e qui

1) P. pag. 162, “ Systema omne liberum perseverare in statu suo quiescendi vel
movendi uniformiter in directissimam ,,. Le equazioni di Lagrange che regolano il moto
@' un sistema si possono mettere tutte sotto Ja forma (1) (confronta pii su) solamente
nel caso dei sistemi olonomi, per questi soli si pud dire dungue che la traicttoria, quan-
do il sistema & libero, & una linca minima. Hertz dimostra appunto che per un sistema
olonomo la traicttoria direttissima ¢ traiettoria minima; questo perd non & vere in gene-
rale (P. pag. 116 e seg.).

2) P. pag. 180 ¢ seg.

3) P. pag. 33.

4) L. pag. 220.

5) P.opag. 213,
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I exposizicne di Hertz sioovvicing molio a quella ben nota di
Hebuholtz: sono considorati in particolare i sistemi ciclici adin-
batici a cui ho el aecennato pite su, di questi si dimostra che
possiedono sempre una funzione dolle forze '), Ri prova anche
che la funzione delle fopze o teuale atla duninuzione che
Pencrgin (cineticn) del sistomn ha =ubito a partire da un
istante arbitrio %),

L a questo punto che, nel modo che ho detio, Ilertz in-
troduce la nozione dei moti nascos:. E ristringe le sue con-
siderazioni, come sapplamo, al caso in cul le masse HASCOSLEe
costituiscono un sistema ciclico adiabatico. Ad un sistema cos
composto div Hertz il nome di conxeciraltiro, un nome che &
gl nell” uso comune: e chima energia polenziale del sistema
conservativo I’ energia (cinetica) del sistema delle masse na-
scoste ),

Dalle premesse seguono immediatamente le proprieti ben
note dei sistemi couservativi, Perceho il principio della conser-
vazione dell’ energia, nella sua forna consueta, ¢ una conse-
guenza immediata delia locge fondamentale, ed ¢ chiaro che

le forze che per Ia presenza delle masse Bascoste agiscono
sulle coordinate visibili si otterranno derivando la funzione
delle forze (dal sistema delle masse nascoste) senza che sia
necessario aggiungere nulla circa i mot chie queste masse
compiono per loro conto *).

3

Nell” esporre succintamente il contenuto doi due libri dela
meccanica i IHertz ho evitto (i parlare di un argomento
che vi ¢ anche trattato ma che non ha NCS30 necessario con
il rimanente. Voglio dire dei capitoli che sono dedicati alla fun-
zione caratteristica di Hamilton e al metodo che riconduce al ri-
trovamento di questa funzione lo studio dei problemi meccanici.

In alcune ricerche di geomdétvia si presentano certe fun-
zioni che godono delle proprieta della tunzione caratteristica,

1) P. pag. ¢
2) P, pag.
%) P.opag. €f
4) T paz,
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i particolare chie soddistano alla stessa cquazinone alle dervivate
parziali. 1 risultati a cul comlnee I soluzionn di auesti pro-
blemi geometrici sono perfetiunenie paeadlell af risultati che
Sottengono risolvendo il problema della wieccanicn,

Netle « Disquisitiones generales civean superiicies curvas »,
Gass ha dimosteato Jl tesrema sezuente ')y Re net diversi
purth di una cirva qualungue deseritta soprac vpa superticie
siocon lucono 1o linece wminime ortozonall alle curva ¢ sopru
guesta a partire dalla iniersezione con fa curva stessa e sew-
pre dalla medesima banda st prendono del tratti tuttl uguali
il Tuogo delle estremith ¢ una curva che é pure ortogonale a
tu.te le linee minime.

ursio teorema e suscettibile di generalizzazione. Se con
Herviz <t chiama supepficie 7 posizion? o semplicemente su-
periicie *) il luogo delle posizioni di un sistema le cui coordi-
nate soddisfano ad una deferminata equazione (finita); se si
dice che una teaiettoria ¢ ortogonale in una certa posizione
ad una superficie quando ¢ ortogonale a tutte le traicttorie che
ginceiono welln superficie e passano per quella posizione, =i
pud enunciare la proposizione secuente *): Se in tutte le po-
sizioni che contiene una superficie si conducono le traiettorie
minime ‘) normali alla saperlicie, e sopra queste a partire
dalla intersezione con la superficie stessa <i prendono dei tratti
tutti vguali il luogo della estremith & una superficie che & pure
ortogonzie a tutte le traiettorie minime.

Ora s dimosira che se R = cost. rappresenta la famiglia

di superiici che si costruiscono nel modo ora detto, la funzione
R soddixia ad una certa equazione alle devivate pavziali: o,
per la forma, I equazione hen nota della funzione caratteri-
stica.

Reciprocamente ogni iutegrale compleio della equazione
alle derivate parziali, uguagliato ad una costante rappresenta
una fumicglin di supertici della natura che ho detto,

1) V. p. eo 1l Darbowe Tléorie des Surfaces, Lib, ¥V, cap. IV, § 529,
2) P. pag. 120,

3) P.opag. 130,

4y Vale w divs e fral Horke diretticime se il sistema & clenomo.
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Le funziomd R godono della proprietd notevole che Ie loro
devivate parziali rispetto alle costanti arbitrarie non additive,
tguagliate a nuove costanti danno le equazioni delle {raietto-
vie ortogonali alle supertici R = cost., vale a dive delle linee
minime *).

St riconosce in questo enunciato la proprieta fondamentale
della funzione caratieristica.

Se sirammenta che le linee minime sono (per i sistemi
olonomi) le traicitorie naturali del moto, si vede subito che
la funzione caralieristica deve avere una grande analogia di
significato con le R. Ma, come <1 riconosce senz’ altro, R ¢ la
tunghezza dell” areo percorso dal sistema a partire da una po-
sizione assegnata o qualche cosa che, analiticamente, pud te-
nerne le veco.

Non credo sla il easo di dire qui come si possa precisare
megtio Ia relazione che corre fra la funzione caratteristica e
Farco di teaiettoria minima e come 1° una si possa esprimere
per-mezzo dell” altro: per questo mi & givocoforza rimandare
al libro di Hertz ).

Ho cercato in quello che precede di dare un’ idea del con-
tenuto di quest’ opera postuma dell’ Hertz e vi sard riuscito
probabilmente solo in parte. 11 libro ha altri pregi che non

1) P. pag 134,

2) P. pag. 193. B questa forse la parte meno originale dell’ opera di Hertz; molte
dell”idee ¢ dei caleoli ehe vi s incontrano sono gin nelle memorie citate del Beltrami o
del Lipschitz, nella prima in ispecis.

Cost per esempio el Tavoro i Belbrami a pag. 562 ¢ data la generalizzazione del
teorema di Gauss; a pag. HO7 teq. 12) si incontra Iequazione alle derivate parziali a
cni soddisfa Ja funzione R (U i Beltrami )y ivi ancora a pag. 568 ¢ seg. & dimostrato
per la R e le equazioni che si ottengono nguagliando a nuove costanti le sue derivate
parziali rispetto alle costanti arbitrarie il teorema che corrisponde a quello della funzione
caratteristica.

11 Lipschitz poi al luogo citato pag. 119 riproduce i risultati del Beltrami indican-
done il significato meccanico. Ritorna sulle stesse cose nel modo pi esplicito a pag. 129
e seguenti,

Si noti anche che di alcune delle proposizioni dimostrate nel capitolo 6 del primo
Jibro dell’opera i Hertz mon si trova fatto wuso nel seguito quando si viene a trattare
di proposito della funzione caratteristica o della funzione principale. Questa ¢ forse una
delle parti che avrebbero subito ulteriori modificazioni se 1™ autore avesse potuto curare
eli stesso I stampa del suo libro.,
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sono quelli della sostanza, discorrere di questi mi pare che sa-
rebbe pit che inutile inopportuno; le cose belle vanno ammi-
rate nell” originale.

Ed & bello veramente questo lavoro, bello per la poderosa
unitd, per la forma esteriore pertetta, bello anche per lo stu-
dio costante di mantenere la ricerca, per quanto ¢ possilile
vicina alle cose della natura.

il libro questo di un grande matematico che fu arandis-
simo [isico ed ebbe anima d’ artista ).

A. GARBASSO.

RISPOSTA ALLE OSSERVAZIONI DEL DOTTOR LUSSANA
« 4 proposito della Nota del Sig. Déguisne » 2).

di C. DEGUISNE.

Mi permetto, a proposito delle osservazioni del Dott. Lus-
sana, pubblicate nel luglio 180, nel Nuovo Ciimnento, di
dichiarare che io non posso, in alcun modo, approvare 1’in-
terpretazione che il Dott. Lussana div alle mie osservaziond.

Sembrami che il Dott. Lussana creda che io abbia voluto
provargli che il potere condutlore elettrico delle soluzioni
acquee, sia una funzione lineare della temperatura.

Che ¢i6 non sia, € noto; dovrebbe perd essere anche noto
che, trattandosi di un intervallo di temperatura di 5° {da 1,5°
a 6,5°) e di una determinazione di resistenze della precisione
di circa '/, per 1000, non si pud, colla richiesta precisione, de-
terminare il coeflicente del termine al quadrato di una formola.

Cio del resto non ha a che fare colle anomalie asserite
dal Dott. Lussana. ‘

Per le ragioni ora esposte io ho posto al calcolo, come

1) L’ esecuzione materiale det libro ¢ buona, la stampa molto accurata, solo qua e
la ¢ sfuggito gnalche rarissimo ervore di impressione: noto p. es. 1" equazione 63 nella
quale fu scambiato un segno, davanti al terzo termine del secondo membro si deve porra
il segnn meno.

2) Nuovew Cimento, Serie 3, Vol XXXV, 1894,
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fondianento, una dipendenza lineave, dol che visotio i « o)
POIC > CRE G pegyiinge i ‘;‘H,m el caloge.

L'andamento rezolare delle differenze il quale corrisponde
alla crrvatira delle curve (non ad un flesso come asserisce
il Dotl. Lussana) prova il noio atto, da me sopra citato, che
cioé Paggiunta di un termine al quadrato, ancora meglio cor-
risponderehboe alle mie osservaziond.

Una tade differenza si mostreri, con osseivazioni di tom-
peratura uzualinente  prese, dovungue, nel medesimo  inter-
vallo di temperatura, per esc anche fm 10° ¢ 15%, non solamen-
te dntorno a 4% dove doveebbe sussistere 1 anomalin OsseTVain
dal Dott. Lussana. Per confermare 1 osservazione del Datt.
Lussana, le differenze doviebhero raguinnzere non Yot
del potere condnttore, e inoltre, I andamento delle medesime,
come sl vede dalie curve (Pav, U, doveshhe essero hon diverso.

Come ordinate furono por e curve posti | poterl condut-
tort. Xelle curve del Doty Lussia, e ordinate furono calco-
fate dalle resistonze da lud date e rviterite ad una unita la
quale, per wemperature pin elevate, porta le sue curve o coin-
cidere colle mie. Se il potere condutiore delle sue soluzioni
fosse stato un po” magwiore od un po’ minore. <o cioe T con-
centrazione della sua soluzione fosse siata un po’ diversa dalia
concentrazione della mia soluzione, in tal caso la direzio-
ne delle curve sarehbe stata di peco differente: giacché per
=001 gr=Aecq. in litri, il coefMcente della temperatura e
guasi indipendente dally concentraziono,

Le curve deviano sino a 10 unitiy, par KNO, sino a pitidi 30
uniti, ossia a pitcdi Y., del potere conduitore, 1 una dadlattra,

Questa divergenza dimostia chinramente c¢he qui si tratia,
non di una differenza di caleolo, o dol modo di intendere lo
osservazioni, ma bensi di una differenza delle osservaziont
stesse, O de mie, o le osservazioni del Dott. Lussana <ono false.

Ipunti viportati delle mie curve cono la media di 5 os-
servazioni, e per KNO, di 10, delle guali nessuna devia di
dalla curva,

1
i[mm)

Del resto anche il Prof. Kohlrauseh ed il Dott. Heydweiler
nella loro monografin « Uebher roines Wasser » ") rimarcano che

1) Sitsungber. der Akademie de Wissensel. 21 Ber lin. JESE B TR RTER
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a1 nulla di ecceztonale si ha da osservare sul potere con-
duttore dell’acqua.

Quanto poi alla osservazione, che le mie resistenze siano
state troppo piccole, devesi rispondere che per la determina-
zione del coeflicente di temperatwra, cido che importa si @ Ia
precisione relativa Jdella misura, non gia la grandezza assoluia
delle resistenze, sempre quando gueste siano appropriate alle

nmisure.
Strasshuwe, dall” Istituto Fisico.
- § €O i W -
RIVIsSTA
Comptes Rendus, Decembre 1894,
23, — J. ViorLs. Sulla temperatura dell’arco eletirico (pagi-
ne 949-950 ). — L’A. ricorda che il Moissan ha indicato che la tem-

peratura dell’ arco sembra ammentare coll’ intensitd della corrente.
Le sue esperienze che sono state spiute fino a 1000 e a 1200
amperes confermano il fatto, mentre provano che la temperatura
del cratere positivo ¢ la medesima a 10 come a 1200 ampéres.

24, — D. Hurmvzescu. Forza elettromotrice di calamitazione
{pp. 1006-1008) — L’ A. ricorda che quando due elettrodi di uno
stesso metallo magnetico, privo di forza coercitiva immersi in un
liquido da cul vengono attaccati siano magnetizzati differentemente
danno luogo ad una forza elettromotrice; che tutti gli sperimen-
tatorl che hanno adoperato campl magnetici assal intensi, hanno
riconosciuto questa forza elettromotrice senza perd essere d’ accordo
sul senso di essa. L' A, ha ripetuto queste ricerche con un di-
spositivo particolare ed ha determinato il senso della forza elet-
tromotrice, e la curva rappresentativa della variazione del suo valore
in funzione dell’ intersita del campo magnetico, per il ferro, per
il nichel e per il bismuto, trovando che per 1 due primi il metallo
calamitato & positivo rispetto a guello non calamitato, e che 1’ op-
posto accade per il terzo.

25. 26, — Vasouy. Sulla capacit di wna linex percorsa da
una corrente (pp. 1193-1201). — L’ A. dopo aver ricordato che il

Potier ha fatto osservare ') come la capacitdh di una linea elet-
trica per unitd di lungherza quando i fili sono percorsi da una

1y Comptes vendis, Vomi CXVIL po 2270 tenpaio 1894,





