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ORGANIZACION DE LA TESIS 1

Introduccion

Un concepto fundamental en el andlisis funcional y sus aplicaciones en fisica-matematica, es
la existencia de conjuntos completos de vectores ortonormales en un espacio de Hilbert. Existen
también conjuntos sobrecompletos, que pierden la propiedad de ortogonalidad pero conservan
la resolucién de la identidad. En particular, los denominados sistemas de estados coherentes son

ubicuos en Mecédnica Cudntica.

Los estados coherentes han sido considerados en el marco de la Mecdnica Cuantica por Schrodin-
ger y von Neumann, pero fue mucho mas tarde que comenzoé el desarrollo sistemético de
sus definiciones y del andlisis funcional sobre tales bases sobre-completas ([Berezin 1971],
[Berezin 1974], [Glauber 1963]). Esta serie de trabajos dio lugar al sistema estdndar de es-
tados coherentes en el plano complejo, asociado al grupo de Heisenberg-Weyl como grupo de
simetria del espacio de fases de la dindmica clasica de particulas libres. La variable compleja,
como pardametro del sistema de estados coherentes, permite describir los vectores del espacio
de Hilbert como funciones analiticas enteras en el espacio de Segal-Bargmann. Es precisamente
la analiticidad la que permite describir operadores mediante simbolos y permite desarrollar el

calculo simbdlico.

Posteriores generalizaciones [Perelomov 1986] permitieron definir y utilizar estados coherentes
en variedades mas elaboradas, localmente isomorfas a C™. Diversos conceptos de analisis funcio-
nal se generalizan casi trivialmente a estas variedades [Bates 1997, Hurt 1983, Simms 1976]
siguiendo el formalismo de estados coherentes del plano. Este formidable aparato analitico ins-
pird la introduccién de estados coherentes en la descripcion de sistemas fermiénicos en Mecanica
Cuantica. En este caso las variables que parametrizan el sistema de estados coherentes no son
puntos en una variedad compleja sino las llamadas variables de Grassmann, elementos nilpo-
tentes, con la propiedad de conjugacién pero con un producto anticonmutativo.

El eje de esta tesis es la revision, extension de propiedades y utilizacién de estados coherentes

en distintos contextos de interés en Mecdnica Cudntica y Andlisis Funcional.

Organizacion de la tesis

Este trabajo estd dividido en tres partes centrales. En la primera de ellas se recuerda

el proceso de construccién de los estados coherentes como fue propuesto por Perelomov en
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[Perelomov 1986]. Utilizando estos estados, estudiamos los operadores Toeplitz (definicién
2.3) en el espacio de Segal-Bargmann! F?(C, du) como realizacién de otros mas generales como
son los anti Wick (definicién 2.8). En este contexto analizamos como caso particular aque-
llos operadores que tienen simbolo radial, demostrando un resultado que precisa condiciones
necesarias y suficientes por las cuales ciertos operadores Toeplitz radiales son unitariamente
equivalentes a operadores diagonales particulares en (?(C) (espacio de las sucesiones complejas

cuadrado sumables). El teorema 2.9 especificamente enuncia lo siguiente:

TEOREMA. 2 Sea una funcion radial ¢(|z|) en la case P, definida como
P = {¢(]z|) tal que para todo n € N, 2" € Dom(T,)}.

el operador Toeplitz T, se transforma unitariamente por la isometria W dada en (2.17) en un

operador lineal t, que es diagonal en la base candnica de 12(C) definido como

ty {an} = {an.on}

con @y, = 2 I o(r)r2 e dr.

Este, y otros resultados y ejemplos relacionados, pueden encontrarse en nuestro traba-
jo A discussion on the natural domain of radial Toeplitz operators in Segal-Bargmann space
[Ramirez 2012]. A partir este andlisis logramos revertir algunas imprecisiones cometidas por
Grudsky y Vasilevski en [Grudsky 2002].

A partir de este teorema podemos demostrar la proposicién 2.10, que nos proporciona una
herramienta 1til para visualizar los inconvenientes que existen al componer operadores Toeplitz

bien definidos con simbolo radial, problema que ain continua abierto.

En la segunda parte, presentamos el algebra Grassmann, su definicién, el calculo, y los es-
tados coherentes asociados. En Fisica la utilizacion de estas variables es central en tratamiento
de sistemas fermiénicos. En este caso, teniendo como finalidad homologar las construcciones y
resultados de la primera parte, realizamos un estudio funcional del algebra definiendo derivacio-

nes, integracion, una forma sesquilineal, un nicleo reproductivo, una proyeccion, positividad y

Wer definicién 1.9

2El dominio Dom(T,) se definira en (2.5) y es el dominio natural del operador de Toeplitz T,.
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los subespacios de funciones holomorfas y anti-holomorfas. Luego, fijando el espacio de Hilbert
‘H como un espacio vectorial de dimensién 2 se define un mddulo libre K de rango 2 sobre H
donde los operadores de creacién y destruccién actian, lo que nos permitira en la seccién 2,
determinar los estados coherentes fermionicos. La existencia de un nicleo reproductivo sobre
las funciones anti-holomorfas nos da la posibilidad de definir operadores Toeplitz sobre ellas,
los operadores Toeplitz Grassmann, y los operadores anti-Wick Grassmann. Aqui obtenemos
como en la primera parte, condiciones suficientes y necesarias para que un operador de Toe-
plitz Grassmann sea unitariamente equivalente a un operador diagonal sobre Cy (espacio de las
sucesiones complejas donde los elementos de la sucesién a partir del tercero son todos nulos).

Especificamente demostramos e el teorema 5.7 que

TEOREMA. 2 Si ¢ un simbolo Grassmann radial, el operador Toeplitz Grassmann Tg actuan-
do en Bape es unitariamente equivalente al operador multiplicacion por la sucesion {pn}nen

actuando en el espacio de sucesiones Co donde

On, = /dn (L +Tm)en,m)n"n" « di.

En este caso, y poque la nilpotencia de grado dos nos permite trabajar sin problemas de con-
vergencia, demostraremos la reciproca del teorema anterior (Teorema 5.8) que, como aplicacién

inmediata, nos permitird garantizar la composicién de operadores Toeplitz Grassmann.

En la dltima parte de este trabajo, y aprovechando el marco construido para el algebra
Grassmann, se estudian sistemas con estadistica de exclusién generalizada conocidos como para-
fermiones. La construccién de estados coherentes hace necesaria la introduccién de variables de
Grassmann generalizadas, nilpotentes de orden maés alto, (dlgebra paraGrassmann). El célculo
diferencial e integral sobre este tipo de variables presenta en la actualidad serias limitaciones;
por eso siguiendo propuestas muy recientes exploramos la consistencia de un calculo simbélico
en variable paraGrassmann 6,  para trasladar de manera consistente los resultados de la primer

y segunda parte al caso de para-fermiones.

3La definicién de Baor puede encontrarse en 7.3.
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Estableciendo los estados coherentes, definimos los operadores anti-Wick y Toeplitz para-
Grassmann y demostramos la equivalencia entre aquellos que tienen simbolo radial y un ope-
rador multiplicacién de manera andloga al caso complejo y Grassmann. Asi demostramos los

siguientes dos teoremas (para mas detalle ver teorema 8.8 y 8.10):

TEOREMA. Si @ un simbolo paraGrassmann radial (dependiente de 06 ), entonces el operador
Toeplitz paraGrassmann T es unitariamente equivalente al operador SL que actia en el espacio
de sucesiones Cp+1 siendo la sucesion {¢,} dada por

1 o
%:[‘/ww@@m@me@a

nlq!
TEOREMA. Para cada sucesion {vn}nen € Cpt1 existe un simbolo paraGrassmann radial

a(0,0) tal que el operador Toeplitz TY es unitariamente equivalente al operador multiplicacion

por la sucesion {vn tnen-

Finalmente estudiaremos el limite de estas algebras cuando p tiende a infinito. Este estu-
dio tiene su motivacién en el hecho que en el limite, las relaciones de conmutacién entre los
operadores creacion y destruccién g-bosonicos p-nilpotentes se reducen a las relaciones de con-
mutacion bosénicas estandar. Esto permite representar bajo ciertas restricciones a un operador
de F2(C,du) en él mismo como limite de operadores Toeplitz paraGrassmann. Este an4lisis nos

permite demostrar el resultado més relevante de la seccién que enuncia (teorema 8.18):

TEOREMA. Sea A:D C F?(C,du) — F?(C,du) un operador tal que ¢,(Z) = % € D para

todo n € N, entonces existe una sucesion de simbolos
~ 0)gig)
_ -
op(bp, Op) = Z %5- 0,0,
i,j=0

tal que la sucesion de operadores Toeplitz paraGrassmann Tg;) : BZHO[ — BZHOI tiene por limite

lim T®) = A,

p—+00 “p

Este resultado, en el caso particular del corolario 8.19, nos permitira tratar el problema de la
composicién de operadores Toeplitz complejos en F?(C,dy) como limite de operadores Toeplitz
paraGrassmann, operadores simples en el sentido no poseen restricciones sobre su dominio por

la nilpotencia de las variables 6.

4Definamos el espacio Cp11 = {{an }n>0 donde a, = 0 para todo n > p}.
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Al finalizar esta tercera parte, describimos como a partir de integrales de funciones de
variables paraGrassmann podemos encontrar férmulas de trazas de operadores que se utilizaran
para estudiar la termodindamica de Hamiltonianos simples. Los resultados de esta seccién se

encuentran publicados en [Cabra 2012].

Resultados preliminares.

e Teorema de representaciéon de Riesz.

TEOREMA. Teorema de representacion de Riesz. Si H es un espacio de Hilbert, y
© € H* espacio dual de H, existe un unico xy € H tal que p(x) = (x,xz0) para todo © € H.

Ademas ||¢||x+ = |||

Demostracién. Ver Rudin [Rudin 1966] Teorema 6.19.

e Representaciones irreducibles. Lema de Schur.

DEFINICION 0.1. Una representacion de un grupo de Lie G en un espacio vectorial V (sobre
un cuerpo K ) es un homomorfismo de grupo G — Aut(V') desde G al grupo de automorfismos
de V. Si se elige una base para el espacio vectorial V', la representacion se puede expresar como

homomorfismo en el GL(n, K) conocida como representacion matricial.

Entre las representaciones podemos encontrar las llamadas representaciones irreducibles.
Estas, son representaciones de grupo sobre un espacio vectorial que carece de subespacios in-
variantes por la accién del grupo. El interés practico de las representaciones irreducibles es que
bajo ciertas circunstancias las representaciones de un grupo pueden caracterizarse en términos
de la representaciones irreducibles.

Sean Il y 3 representaciones de un Grupo de Lie G actuando en espacios V' y W. Una
aplicacion que entrelaza representaciones es una aplicacién lineal ¢ : V' — W con la propiedad

que
(0.1) p(IL(A)v) = E(A)(¢(v))

para todo v € V y todo A € G. El lema de Schur es un resultado de suma importancia que nos

describe como se comporta la aplicacion que entrelaza representaciones irreducibles. Parte del
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Lema de Schur se aplica a representaciones complejas y reales, pero parte de este se aplica a

representaciones complejas inicamente.

TEOREMA. Lema de Schur.

1. Sean Il y ¥ representaciones irreducibles reales o complejas actuando sobre V.y W y sea
¢V — W una aplicacion que verifique (0.1). Entonces ¢ =0 o ¢ es un isomorfismo.

2. Sea 11 una representacion irreducible compleja. Si ¢ es una aplicacion que cumpla con
(0.1) entonces ¢ = X\ con A € C.

3. Si Il y X son representaciones irreducibles y ¢1,¢p2 : V. — W aplicaciones no nulas que

verifiquen (0.1) entonces g1 = Apa.
Demostracién. Ver Teorema 4.26 de [Hall].

TEOREMA. Para un valor de A fijo A # 0, dos representaciones irreducibles del grupo Wi

son isomorfas.

Demostracién. Ver [Stone 1930] y [von Neumann 1931].

e La medida de Haar.

La medida de Haar es una manera de asignar un “volumen invariante” a los subconjuntos
de grupos topolégicos localmente compactos y de definir posteriormente una integral para las
funciones sobre esos grupos.

Sea G un grupo topoldgico localmente compacto °. Si a es un elemento de un grupo G y S
es un subconjunto de GG, entonces definimos el trasladado por la izquierda y por la derecha de
S de la siguiente manera:

» La traslacién izquierda: aS = {a-s:s € S}.
» La traslacién derecha: Sa = {s-a:s € S}.

Las traslaciones izquierda y derecha trasladan conjuntos de Borel a conjuntos de Borel.

DEFINICION 0.2. Una medida du en los subconjuntos de Borel de G se llama invariante por
traslacion izquierda si y sélo si para todos los subconjuntos de Borel S de G y para toda a en G
5Si X es un espacio topolédgico entonces es localmente compacto si, y sélo si, cada punto geométrico admite

una base entornos compactos, es decir, si cada entorno de un punto x € X contiene un conjunto compacto que

sea un entorno de x.
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se tiene 8

dyu(aS) = du(S).

Una medida de Haar a izquierda (resp. a derecha) es una medida regural Borel en G que es
finita en subconjuntos compactos e invariante por traslaciones a izquierda (resp. a derecha). El
ejemplo mas familiar es la medida de Lebesgue en R"”, visto como un grupo aditivo, En este caso

como el grupo es abeliano, la medida de Haar es invariante a izquierda y derecha (bi-invariante).

TEOREMA. Ezxistencia y unicidad de la medida de Haar. Si G es un grupo localmente

compacto, entonces existe una medida de Haar a izquierda (y derecha) unica salvo escalar.

Demostracién. Ver teorema 6.8 en [Knapp 2005].
Consideremos una medida de Haar a izquierda djz. Como traslaciones a izquierda en G
conmutan con traslaciones a derecha, d;(-g) en una medida de Haar a izquierda para cualquier

g € G. Las medidas a izquierda de Haar son proporcionales, de donde

di(-9) = Alg™Hdi()

donde A : G — Ry se denomina funciéon modular de G.

TEOREMA. Sea G un grupo localmente compacto y H un subgrupo cerrado. Sean Ag y Ay
sus respectivas funciones modulares. Entonces, G/H tiene una medida G invariante no nula si
y solo si la restriccion de Ag a H es igual a Ap. En este caso, la medida du(gH) de G/H es

unica salvo un escalar y verifica

/G f(g)dig = /G I /H F(gh)dih)dp(gH)

para toda f a soporte compacto en G.

Demostracién. Ver teorema 6.18 en [Knapp 2005].

6Una definicién similar se hace para la invariancia por traslacién derecha.
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Capitulo 1

Estados coherentes

1. Resena historica

En lineas generales, un sistema de estados coherentes es un conjunto de vectores en un
espacio de Hilbert que verifica dos propiedades centrales: la parametrizacién continua de esta
familia de estados sobre un conjunto particular y la denominada resolucién de la identidad.
Existen varias definiciones de estos vectores, pero todas ellas involucran estas dos propiedades
como centrales.

En el proceso de definicién podemos encontrar a Schrodinger ([Schrédinger 1926]), quien
fue el primero en proponer un sistema de funciones de onda no ortogonales para osciladores
cudnticos. Luego, von Neumann utilizé un subconjunto de estas funciones de onda para estudiar
procesos de medida de la posiciéon y el momento en teorias cuanticas.

Fue recién en la década del 60 cuando Klauder, Segal, Bargmann y Berezin estudiaron este
tema sistemdticamente [Klauder 1960] [Klauder 1963][Klauder2 1963]. El nombre de es-
tados coherentes les fue otorgado por Glauber [Glauber 1963][Glauber2 1963], ya que eran

los adecuados para describir un rayo coherente de luz ldser en el marco de la teoria cuantica.

Un sistema de estados coherentes esta intimamente relacionado con un grupo de simetrias. El
primer sistema estandar (el propuesto por Schrodinger) estd relacionado con el grupo de trasla-
ciones. Este grupo no es el tinico grupo de simetrias dindmicas de un sistema. Otro grupo natural
es el de rotaciones y alli también puede realizarse la construccién de los estados coherentes que
fue desarrollada por Radcliffe en el espacio de tres dimensiones [Radcliffe 1971]. Un ano mas
tarde, Perelomov generaliz6 la construccién para grupos de Lie en general. [Perelomov 1986|

Otros autores como Barut y Girardello [Barut 1971] realizaron una propuesta diferente de
generalizacién de los estados coherentes, definiendolos como autoestados del operador destruc-
cién. Sin embargo, esta no es efectiva para todos los grupos de Lie (por ejemplo no es aplicable

para los compactos).

11



12 1. ESTADOS COHERENTES

Dedicaremos este capitulo a la descripcién de los estados coherentes como fueron propuestos
por Perelomov en [Perelomov 1986|. Estudiaremos sus caracteristicas, sus propiedades, y
su tratamiento utilizando en anélisis y el calculo en funciones complejas como herramienta

principal.

2. Estados coherentes de Perelomov

La caracteristica principal de la generalizacion propuesta por Perelomov para los estados
coherentes, es que puede ser aplicado para cualquier grupo de Lie permitiendo parametrizar
estos estados por puntos de espacios homogéneos donde el grupo actia. Es por esto que se
interpreta estos espacios homogéneos como el espacio de fase de un sistema fisico. Asi tenemos
una correspondencia entre los estados coherentes y puntos en el espacio de fases que representan
estados del sistema clésico.

El proceso de construccién definido por Perelomov es sistematico y puede ser aplicado a
varios grupos. Sin embargo, en este trabajo solo dedicaremos un espacio al grupo de Heisenberg
Weyl. Esta estructura sera suficiente para motivar més adelante la construccion de los estados

coherentes para el dlgebra Grassmann y paraGrassmann.

2.1. Estados coherentes: definicion general. Consideremos G un grupo de Lie arbi-
trario y siendo B(#H) el conjunto de los operadores acotados en un el Hilbert , consideremos
T : G — B(H) una representacién irreducible.! *Para distinguir los elementos de un espacio de
Hilbert abstracto de lo que préximamente seran sus realizaciones como funciones o sucesiones,
elegimos usar la notacién de Dirac usual en fisica cuantica. En la tabla (ver 1.1) resumimos la
notacién a utilizar.

Siendo [t)p) un elemento genérico de H llamemos |¢b4) = T'(g)|1o) siendo g € G. Observemos
que en Mecédnica Cudntica dos vectores |1)4,) ¥ [1g,) representan el mismo estado (i.e difieren

en una fase) solo si T(g;lgl)Wo) = €"|¢hg) con a € C. Supongamos que H es un subgrupo de

INo existe un resultado general que caracterice las representaciones de cualquier grupo de Lie. Kirillov pudo

resolver este problema para grupos de Lie nilpotentes en 1962 [Kirillov 1962].
°Notacién usual para representaciones: T : G — B(H) o T : G — Aut(V) donde Aut(V) son los automorfis-

mos de un espacio vectorial.
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notaciéon mat. | notaciéon de Dirac | glosario de Dirac
vector P [1)) “ket”
forma lineal dual p* (| “bra”
proyector ortogonal Py, [0) (1| “ket-bra”
operador lineal Ty T|)

CuaDRO 1.1. Notacién de Dirac para espacios de Hilbert.

G de elementos h € H tales que T'(h)[1)) = €™Mt con o : G — C. Cuando este subgrupo
es maximal se denomina grupo de isotropia del estado |¢)g).

Esta construccién nos permite identificar a todos los vectores |1),) que difieren en una fase,
en la misma clase de equivalencia G/H. Eligiendo un representante g(z) con x € X tenemos un

conjunto de estados |¢)(,)) que llamaremos |x).

DEFINICION 1.1. Siendo g elementos de un grupo de Lie G, y T(g) una representacion
irreducible del mismo que actia en un espacio de Hilbert H, el sistema de estados |1g) =

T(g)|wo) es llamado sistema de estados coherentes {T, [1o)}.

Si H es el subgrupo de isotropia para el estado |tg), un estado coherente |¢,) estd determi-

nado por un punto z = z(g) € G/H

OBSERVACION 1.2. En algunos casos es 1itil considerar un espacio de Hilbert H mds grande
que H llamado espacio de Hilbert equipado (rigged Hilbert space). Entonces la accion de la
representacion debe extenderse al nuevo espacio H. Este es el caso de la construccién de estados

coherentes del dlgebra Grassmann y paraGrassmann que serdn desarrollados mas adelante.

Entre las propiedades de un sistema de estados coherentes podemos mencionar

» El producto interno de dos estados coherentes |z) = |z(g)) y |2') = |2/(¢’)): siendo

|0> = Wo%
(1.1) (z]2’) = e'l@=e@lo|T (g7 ¢)|0)
y es independiente de los representantes g y ¢ 3

3Esto es porque a(gg’) = a(g) + a(g)



14 1. ESTADOS COHERENTES

» Si dz es la medida invariante en el espacio G/H entonces

(1.2) 1= [ du@)a)al

siendo du(z) = [[ dz|{0|z)[*]~! dz. En efecto, supongamos que existe para el grupo G
una medida dy(g) que es invariante por la accién del grupo. Esto induce una medida
invariante dx para el espacio cociente X = G'/H*. Consideremos, asumiendo condiciones

de convergencia, el operador

B:/dz |z)(z]

donde |x)(z| es el proyector para el estado |z). Como la medida dz es invariante, tenemos
que T(9)B[T(g)]~! = B. Entonces B conmuta con todos los operadores T'(g). Como T'(g)
es irreducible, por el Lema de Schur debe ser B = d.I (proporcional a la identidad). La
constante d = (y|Bly) tomando (y|y) = 1.

La expresion (1.2) se denomina resolucién de la identidad.

» Cualquier estado [1)) puede desarrollarse en el sistema de estados coherentes
(13) ) = [ duta)eta)la)
donde ¢(x) = (x|¢). Ademas
(14) o) = [ du(@e(a)®

Cabe destacar que c¢(x) = (z|¢)) denominado simbolo de |¢), no es arbitrario aunque

siempre verifica
(15) (o) = [ dn(w)(aly)ety).
« Si K(z,y) = (z]y) entonces
(16) K(@,2) = [ dulw)K(e,0)K(5.2)

llamada propiedad reproductiva.

» El sistema de estados coherentes es sobrecompleto. °

4Ver teoremas y .

SPor (1.2) podemos establecer dependencias lineales entre los estados coherentes.
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e Estados coherentes: caso Heisenberg Weyl.

DEFINICION 1.3. El dlgebra de Heisenberg Weyl es un dlgebra de Lie real tridimensional

generada por {ey, e, es} con las siguientes relaciones de conmutacion bdsicas

(1.7) le1,e2] = ez [e1,e3] = [e2,e3] = 0.
Consideremos el llamado operador creacién a* = % y su conjugado el operador destruccion

a= qj;%p adimensionalizados, donde ¢ y p son los llamados operadores coordenada y momento

que actian en un espacio de estados [1)) que llamaremos H y satisfacen las llamadas reglas de
conmutacién candénicas dadas por

~

(1.8) lq.p] = ihI [¢.1) = [p, 1] = 0

con I el operador identidad en #. Siguiendo (1.8) tenemos que

~ ~

(1.9) [@,a =1 [@,1]=[a"1]=0

Por la definicién 1.3, vemos que los operadores @, af, T son los generadores del Algebra de

Heisenberg Weyl denotada por W;.

DEFINICION 1.4. Un espacio de Fock F (con un grado de libertad) es un espacio de Hilbert
que contiene un vector |0) (llamado vector vacuum), con un operador a (llamado operador
destruccion) tal que al0) = 0, y su adjunto a* (llamado operador creacién), verificando las
reglas de conmutacion candnicas aal — a'a = I, con I el operador identidad en F de manera

tal que

(1.10) {im = W}N

que resulta ser ortonormal y completa en F.

La completitud queda expresada por la resolucion de la identidad

(1.11) =Y In)n|

neN

donde la suma se entiende en el sentido debil, significando que para cualquier par de vectores

[¥), In) en el espacio de Fock, (n|¢) =3 ,cn(nin)(nly).
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La construccién del grupo de Lie W asociado al dlgebra de Heisenberg Weyl W, se realiza

por exponenciacién de los elementos del dlgebra: si x = isI + za* — Za € VW, entonces

T isl+za*—za

T — e — eisfeza*ffﬁ —. eist(Z)

donde D(z) = S DS operador es conocido como operador desplazamiento.

Formalmente, el grupo de Heisenberg sobre un anillo conmutativo A es el grupo real de

matrices triangulares superiores 3 x 3 de la forma

1 a ¢
0 1 b
0 0 1

donde a, b, ¢ son elementos de A. A menudo se toma como anillo A el cuerpo de los ntimeros
reales, en cuyo caso el grupo resulta Wj.

El problema ahora radica en considerar todas las representaciones irreducibles de Wy, si-
tuacién que fue resulta independientemente por Stone en 1930 y von Neuman en 1931
[von Neumann 1931] [Stone 1930]. En primer lugar, notemos que el centro del grupo W;
estd formado por los elementos g = (s,0). Entonces, si T'(g) es una representacién irreducible
del grupo Wi, T'((s,0)) es una representacion irreducible unitaria del subgrupo {(s,0)}. Esta
representacién estard caracterizada por un nimero \: T*((s,0)) = ¢i*T. Esto se resume en el
teorema de Stone y von Neumann enunciado en la secciéon de preliminares.

Teniendo W el grupo de Lie de Heisenberg Weyl, y T'(¢g) una representacién irreducible
unitaria de W actuando en el espacio de estados H podemos aplicar el esquema de construcciéon
de los estados coherentes como vimos antes. Tomemos [1p) un vector fijo y a partir de él un

nuevo vector

(1.12) [¥g) == T(9)th0)-

Es fécil ver que el estado representado por [1)y) bajo la accién de operadores T'(s,0) permanece
en la misma clase de equivalencia de donde los elementos (s, 0) pertenecen al grupo de isotropia
del estado [¢g). Por otro lado, la accién de operadores T'(0, ) con o # 0 blah .. Esto nos dice

que el subgrupo de isotropia del estado |1y) consta solo de los elementos de la forma (s, 0).
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Aplicando el operador desplazamiento D(z) al vector |¢y) con z € C, podemos generar un

conjunto de estados para z € C
(1.13) |2) = D(2)|¢o)-

DEFINICION 1.5. El sistema {|z)} dado por (1.13) construido a partir de la representacion

irreducible T'(g) y del vector fijo |1g) se denomina sistema de estados coherentes estindar (o de

Heisenberg Weyl).

Algunas propiedades que serdn ttiles mas adelante son:

= Son estados no mutuamente ortogonales, en el sentido que el producto interno

(1.14) (zlw) = (o] D(z — w)ltho)

es en general no nulo para z # w.

» El operador D(z) aplica estados coherentes en estados coherentes.
(1.15) D(2)|w) = ™|z 4 w)

= La completitud del sistema de estados coherentes estd dada por la resolucion de la

identidad en H

(1.16) 1= [ EE R,

donde la igualdad es entendida en el sentido débil, significando que para cualquier par

de vectores [¢), |n) en el espacio de Fock

dzdz
(1.7 nlv) = [ EE lapatn).
C T
con dz dz medida de Lebesgue del plano complejo. En efecto, si A estd dado por
(118) a= [ ),
C T

por la construccion de los estados coherentes el conmutador [A, D(z)] = 0 para cualquier
z. Entonces por el lema de Schur A = d.I. El valor de d se encuentra calculando el
promedio de A sobre los estados coherentes, siendo entonces d~! = (a|A|a).

= Sobrecompletitud o dependencia lineal, consecuencia de la resolucién de la identidad

(1.19) wh = [ EE L) elw)
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Utilizando (1.16), cualquier estado |¢)) puede representarse como

(1.20) 0 = [ EE e,

entendida en sentido débil como

(1.21) MW—A“*uxmv

DEFINICION 1.6. La funcion (z|y)) se llama simbolo del estado |).

OBSERVACION 1.7. Si llamamos K (z,w) = (z|w) por (1.21) tenemos que

(1.22) K(z,w) = / do;daK(z, Q) K (o, w),

caso particular de la denominada férmula reproductiva de los nicleos reproductivos.

Recordemos que el proceso de construccién de estados coherentes depende implicitamente de
un vector inicial fijo |tg). Si 1)) = |0) tenemos una propiedad adicional: se satura el principio

de incerteza. En este caso particular puede verificarse también que

-: Los estados coherentes son autoestados del operador destruccién, es decir ala) = a|a)

-: Pueden escribirse en la base niimero de ocupacion

(1.23) |2) = eI /22\/>]n

(féormula de Glauber).

Una construccién diferente de los estados coherentes, fue desarrollada unos anos antes que
Perelomov por Barut y Girardello [Barut 1971]. Alli, los estados coherentes de definen como
los autoestados del operador destrucciéon. Aunque en el caso de Heisenberg Weyl ambas cons-

trucciones proveen el mismo sistema de estados coherentes, esta ttima forma de definirlos no

6Para méas detalle, ver el apéndice final.
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es aplicable para todos los grupos de Lie. En particular, solo es valida para grupos de Lie com-
pactos. Mas adelante en este trabajo, usaremos esta forma de definicién ya que su aplicacién es

mas practica que la propuesta por Perelomov.

e Representacién de Bargmann Fock. Como hemos visto en (1.20), todo estado |t))
esta representado por su simbolo (z|t). Consideremos un estado |1)) = > ¢p|n) normalizado,

i.e. Yo% o |en|? = 1. Usando (1.23), tenemos que

e A
<Z|¢> € nz:;)\/ﬁcn

DEFINICION 1.8. Diremos que
(1.24) Y(z) = <z|w>e|z‘2/2, siendo z € C
es la funcion de onda de Bargmann del estado |).

Observar que utilizando la convergencia de la serie > o |c,|? resulta que la funcién (%)

es anti-analitica en C. Notemos que, siendo dv(z) = %dx dy la medida usual sobre el plano

complejo
(1.25) W) = [ o) wlad )
(1.26) - /dv(z)e"'z'?\w(z)]Q.

Esta igualdad nos permite relacionar el espacio de estados |1) con el espacio de las funciones
anti-analiticas en z cuadrado integrables con la medida du(z) = e 17 dv(z).
La accién de (9| -dual del estado |i)-sobre el estado |¢) usando la resolucién de la identidad

puede representarse como
(1.27) e = [ do@)wlz)ele)
— [ e T@0)

Esto motiva la siguiente definicién y proposicion:

DEFINICION 1.9. Llamaremos F?(C,du) al espacio de las funciones anti-analiticas f(Z)

cuadrado integrables con la medida du(z) = e~ dv(z) con dv(z) = Ldz dy.

T
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PROPOSICION 1.10. El espacio F?(C,du) es un espacio de Hilbert con el producto interno

(- ) La(C,ap) dado por

(1.28) (2 9) L) = / dp(z)e 1 £(2)93).

Demostracién. Ver demostracién y propiedades de este espacio en la seccién 1.6 de [Folland 1989].

Con esta proposicién, podemos precisar las ideas de la tabla (1.1) en término de funciones

anti-analiticas como puede verse en la tabla (1.2).

F2(C, dy) F
vector »(Z) (z|)
forma lineal dual V*(2) (¥|z)

producto interno | (¢(2),n(%)) (n|)
(lineal en 1))

proyeccién ortogonal | Pyl¢](Z) | (2|¢)(¥]¢)
operador lineal TY(Z) (z|T|¢)

CUADRO 1.2. Correspondencia entre estructuras de F2(C,du) y el espacio de

Fock genérico F.

El espacio F%(C,du) tiene la estructura de espacio de Fock con un grado de libertad (ver
definicién 1.4). Los operadores destruccién y creacién estan dados por los operadores lineales

0

—~ ~
a=—, a =2Z.

0z’

definidos respectivamente como la derivacién de una funcién respecto de z y la multiplicacién por
z. El vector vacuum normalizado segin la norma inducida por el producto interno (.,.) L2(C,du)>

es la funcién constante ¢(z) = 1, ya que apy = 0. La accién recursiva del operador creacién af

sobre el vector vacuum genera un conjunto infinito numerable en F?(C, du)

(1.29) {@;@}nm N {\j?%}nel\!.

Este conjunto es completo, como lo manifiesta la existencia del desarrollo de Taylor de las

funciones anti-analiticas.
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Nos referiremos como espacio de Fock abstracto al espacio de Hilbert definido desde el vector
vacuum y el par de operadores de creacién y destruccion (el tltimo adjunto formal respecto del
producto interno) verificando las relaciones de conmutacién canénicas. Un ejemplo concreto de
espacio de Hilbert con tal estructura como F?(C,du), serd llamado en lo sucesivo como una
realizacion del espacio de Fock abstracto. En este sentido, la funcién ¢g(Z) realiza el vector

vacuum |0), % realiza el operador @, etc., en F2(C,du).

e Sobrecompletitud y proyeccion de Bargmann. Hemos visto que el desarrollo de un

vector [¢) en término de estados coherentes se puede escribir de manera conveniente como
(1.30) ) = [ do(@)e 1) 12
C

con f(z,z) = e%|z|2<z|1/)). Esta igualdad debe ser entendida en sentido débil.
La sobrecompletitud implica que para cualquier vector |¢), la funcién f(z,%) en (1.30) no

es Unica: existen funciones g(z,%) tales que

(1.31) /Cd”(z)e_é'ﬁg(z,@ |2) = |¢)

Es importante notar que (1[1)) < oo si y solo si g(z,z) € L?(C,du). Podemos entonces
considerar una relacién de equivalencia en L?(C,dpu): dos funciones son equivalentes si estas
desarrollan el mismo vector en (1.31). Con el objetivo de caracterizar la clase de equivalencia
de funciones g(z,%) en L?(C,du) de un vector dado |¢), calculamos las proyecciones de (1.31)

sobre estados coherentes obteniendo

(1.32) (zly) = e 21" P(g)(2),

donde P(g) es la proyeccién de Bargmann anti-analitica de g (ver Capitulo 2, (2.2)). Entonces

usamos (1.16) para recuperar

(1.3 9 = [ EFael = [ EE (@),

mostrando que para un vector dado [¢) existe una funcién cuadrado integrable anti-analitica

¥(Z) := P(f)(Z) que lo desarrolla en el conjunto de estados coherentes. Mds ain, como las
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funciones F2(C, du) son invariantes ante la proyeccién de Bargmann, esta funcién (%) es tinica.

La relacién de equivalencia sobre L?(C, du) queda entonces caracterizada:

DEFINICION 1.11. Diremos que g € L?*(C,dp) pertenece a la clase de |v) si y solo si
P(g)(z) = el=F2(z[y).

Asi, la aplicacién no inyectiva pero bien definida de L?(C, du) en F dada por (1.31), establece
un isomorfismo al restringirse a F?(C,du). Podemos asi establecer una transformacién lineal

invertible U : F — F?(C,du) dada por,

(1.34) U(J$)) = $(2) = ezl (z[y).

Esta aplicacién es unitaria, y aplica el conjunto ortonormal completo {|n)} sobre el conjunto

ortonormal {Z"/v/n!}. Su inversa, por (1.33), es

(1.35) U ((2)) = [$) = /C Q2 3y,

T
Estas ecuaciones (1.34) y(1.35) describen, via estados coherentes, la conexién entre el espacio
de Fock abstracto H y su realizacién F?(C,du), que resulta una isometria como se puede ver

en (1.27).



Capitulo 2

Operadores y simbolos

En el capitulo anterior hemos visto que un estado |¢)) de un espacio de estados abstracto
H, estda univocamente determinado por una funcién anti-analitica, simbolo del estado [¢). El
mecanismo natural para expresar esta correspondencia estd en la existencia de los estados
coherentes y a su propiedad de resolucién de la identidad.

De la misma manera, es posible representar operadores que actiian en el espacio de Hilbert
‘H a través de funciones llamadas simbolos del operador. En este sentido, la correspondencia
entre funciones y operadores puede ser concebida como un proceso de cuantizacion.

Los estados coherentes permiten establecer esta correspondencia debido a su completitud

expresada en la resolucién de la identidad.

La principal ventaja que tiene esta correspondencia es que muchos de los interrogantes y

propiedades del operador pueden reescribirse en términos de los simbolos que los representan.

1. Preliminares: Operadores Anti Wick y Toeplitz

Los operadores Toeplitz fueron introducidos en fisica por Berezin en el contexto de procesos
de cuantizacién [Berezin 1971| [Berezin 1974|. En este contexto, los operadores Toeplitz en el
espacio de Segal-Bargmann F?(C, dp) aparecen como un caso particular de un concepto més ge-
neral: los operadores con simbolo contravariante definidos en el espacio de Fock [Berezin 1972],

los cuales llamaremos operadores Anti Wick.

Considerando distintas realizaciones de los operadores anti Wick, estableceremos en este
capitulo condiciones necesarias y suficientes para determinar la equivalencia unitaria de opera-
dores Toeplitz radiales en el espacio de Segal Bargmann con operadores diagonales en [%(C).
Para esto, utilizaremos el formalismo del espacio de Fock y sus estados coherentes, usuales en la
mecdanica cuantica moderna. Los resultados serdn ilustrados a través de ejemplos que permitan

evidenciar la imprecisién de los resultados dados en [Grudsky 2002].

23
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1.1. Operadores Toeplitz. Llamemos L?(C,du) el espacio de Hilbert de las funciones
g(z,%Z) en el plano complejo C, no necesariamente analiticas, que son cuadrado integrables
con la medida Gaussiana du(z). El espacio de Segal-Bargmann F?(C,du) definido en (1.9), es
un subespacio cerrado de L?(C,du), y un espacio de Hilbert con nicleo reproductivo ! (ver
Apéndice, Capitulo 4) dado por
(2.1) Ky(Z) =™,

Consideremos la aplicaciéon P : L?(C,du) — F?(C,du) dada por

(2.2) mm&-mm&mmmmzéwwwwmw

Notemos que, para f(w) € F?(C,du)

ﬂmaﬂmm&wmmwzéwwfwwzﬂm

es decir P resulta la identidad sobre F?(C,du). Por lo anterior, y como g(w,w) € L?(C,du),
Plg(w,w)] € F?(C,du) de donde P?[g(w,w)] = P[g(w,w)], resultando P una proyeccién de
L*(C, du) sobre F2(C,du).

DEFINICION 2.1. La proyeccion P : L?>(C,du) — F?(C,du) definida en (2.2) se denomina

proyeccion de Bargmann sobre F?(C,du).

La existencia del nicleo reproductivo (2.1) y de la proyeccién de Bargmann, es la clave para

la definicién de los operadores Toeplitz (ver [Brown 1963]):

DEFINICION 2.2. El operador T, : F2(C,dp) — F?(C,du) con ¢(z,%) medible no necesaria-

mente analitica, definido como

(2.3) T,(f)(z) = P(¢f)(z),

con P la proyeccion de Bargmann, se llama operador de Toeplitz con simbolo .

Es decir, la accion del operador Toeplitz en una funcién en el espacio de Segal-Bargmann se
obtiene como la proyeccion de Bargmann de la multiplicacién del simbolo con la funcién. Por

(2.2), la expresion integral del operador Toeplitz T, resulta

(2.4) Tmmaz/mwwwwWMﬂw.

C

1E] nicleo reproductivo K, (z) € F2(C,du) también es llamado vector de Poisson.
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Notemos que dado un simbolo ¢, la proyeccién de Bargmann en (2.3) puede no estar bien
definida para cualquier funcién f € F?(C,du): la condicién suficiente sobre f es que pf €

L?(C,du). Entonces (ver [Berezin 1971)):

DEFINICION 2.3. Dada la funcidn medible ¢(z,%Z) definida en C, el dominio natural para el

operador Toeplitz con simbolo ¢ es el subconjunto de F2(C,dpu)
(2.5) Dom(T,) = {f € F*(C,dp) : ¢f € L*(C,du)} .

OBSERVACION 2.4. Un endomorfismo en un espacio de Hilbert se dice bien definido si su
dominio es denso en este espacio. En consecuencia, diremos que el operador T, estd bien definido

solo cuando su dominio natural sea denso en F*(C,dy).

Con el objetivo de tratar con operadores Toeplitz bien definidos, debemos precisar las clases
de simbolos en consideracién. Por ejemplo Berger y Coburn [Berger 1986] construyen el célculo
simbédlico para operadores Toeplitz con simbolos acotados, cuyo dominio natural es todo el
espacio F?(C,du). Més generalmente, Folland [Folland 1989] considera una clase que contiene

sfmbolos no acotados ¢ caracterizados por la condicién para cualquier z € C

(2.6) 3C >0,0 <1/2, tal que  |p(2,%)| < Cexp(d]z]?).

En [Coburn 2001}, Coburn opta por utilizar una clase mas general de simbolos ¢ verificando
(2.7) Vw € C, oK, € L*C,du),

Esto significa que todos los vectores de Poisson estén en el dominio natural de T,.

En la préxima seccién mostraremos que los operadores de Toeplitz en F?(C, dy) son un caso

particular -o realizacion- de los operadores anti-Wick

2. Operadores Toeplitz como realizaciéon de operadores anti Wick

Introducimos una clase de operadores integrales formalmente dados por una expresién dia-
gonal en el conjunto de los estados coherentes. Sea H el espacio de Hilbert de estados |¢) d un

sistema, bosénico,
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DEFINICION 2.5. Para una funcion medible o(w,w), el operador

(2.8) Ap = /C dwwdw w)p(w, W) (w] : F — F

se llama operador anti Wick y la funcion p(w,w) se denomina simbolo anti-Wick o simbolo

contravariante de A,. 2

Este operador estd definido en sentido débil, es decir que su dominio esta formado por todos
aquellos estados [¢) tal que para todo )z| elemento del dual del sistema de estados coherentes

la integral

| ot w) )
es convergente.

Cabe senalar que esta clase de operadores se puede definir en cualquier espacio de Hilbert
dotado de un sistema de estados coherentes. Un ejemplo de amplia aplicacion en Fisica es el de
SU(2) estados coherentes de spin.

Tenemos que enfatizar, que para un simbolo dado ¢(w,w), el operador en (2.8) puede no

estar bien definido en #H. De acuerdo al trabajo original de Berezin[Berezin 1971], decimos

que

DEFINICION 2.6. Dada una funcién medible p(z,%), el dominio natural del operador anti-

Wick A, es el subconjunto de H
(2.9) Dom(Ap) = {|¥) € H: v € L*(C,du)},
donde ¥(Z) = ez (z|y).

Por supuesto, este es el subconjunto de vectores |¢)) € F tiene como realizacién funciones
¥(z) € F?(C,du) que pertenecen al dominio natural del operador de Toeplitz T},. Diremos que
el operador A, es un endomorfismo bien definido si'y solo si su dominio natural es denso en F.

Exploramos ahora la realizacién de los operadores anti-Wick en F2(C, dp). Por realizacién de
un operador A que acttia en F entendemos un operador 7' que actiia en F2(C, dp), unitariamente
transformado en A. Para ser mas precisos, T = UAU !, donde U es la isometria en (1.34).

Tenemos entonces la siguiente relacion:

2Ver [Berezin 1971].
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PROPOSICION 2.7. Dada una funcidn medible p(z,Z) definida en C, no necesariamente
analitica, y U la isometria en (1.34), el operador UA%;U_1 que realiza el operador anti- Wick

A, en F%(C,du), es el operador Toeplitz T,.

Demostracién. Sea [¢)) € Dom(A,) y denotamos (z) = e%|z‘2<z|w> su realizacién en

F2(C,dy). La realizacién de A, en F?(C,du) actia en ¢ (z) como
(2.10) UALU™ () (2) = UAJ) = o3 (2] A o).
La definicién de A, en (2.8) resulta

(2.11) tmw"wwa=/wwv%wam»

C

una proyeccién de Bargmann bien definida L?(C, dpu),

(2.12) UALU™ (¥) (2) = P (¢¥)(2).

Esto es justamente el operador T;, como esta definido en (2.3). El dominio natural A, definido

en (2.9) estd en correspondencia uno a uno con el dominio natural de 7, definido en (2.5). B

Este resultado permite la discusién de las propiedades de los operadores Toeplitz en término
de operadores anti-Wick. En particular, uno puede explorar la manera en la que los operado-
res Toeplitz se realizan en otros espacios de Fock isométricos. Nuestro interés se concentra en
la realizacién de los operadores anti Wick en el espacio de las sucesiones complejas cuadrado

sumables [?(C).

2.1. TIsomorfismo entre el espacio de Fock y /%(C). Un vector |¢)) € H puede desa-
rrollarse en el conjunto ortonormal (1.29) como |¢)) = 3" 1y, |m) con coeficientes ¢, := (m|y)

en 12(C), el espacio de Hilbert de sucesiones complejas cuadrado sumables. La transformacién

lineal V : F — [*(C) definida por
(2.13) V(I1¥) = {{(ml¢) men

es unitaria y preserva el producto interno

(2.14) > mntm = >_(nlm){mlep) = (nv)

m
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por (1.11). Esto hace de [2(C) una realizacién del espacio de Fock F, aplicando el conjunto
{In)} en (1.29) uno a uno con el conjunto ortonormal de sucesiones {(m|n)}mnen.

Dado el isomorfismo unitario V', un operador lineal A en F estd realizado en [?(C) como el
operador unitariamente transformado ¢t = VAV ~!. De esta manera, los operadores creacién y
destruccion estan realizados en [2(C). Explicitamente, si un vector |1)) pertenece al dominio de

A, el operador t actia en la realizacién {¢,} como ¢ ({¢y,}) = {¢],} con
(2.15) Wi = (m]Al)).

Asumiendo que todos los vectores de la base candnica estdn en el dominio de A podemos usar

(1.11) nuevamente para obtener
(2.16) W =Y (ml|Aln)n,

expresando como serie convergente los elementos de {¢/,} € I2(C). Los coeficientes (m|A|n) son
denominados en fisica cudntica como los elementos de matriz del operador A.
Todo lo anterior puede ser usado para establecer una isometria entre F2(C,du) y 12(C),

como realizaciones del mismo espacio de Fock F. ® La isometria estd transitivamente dada por

W : F2?(C,du) — 12(C) definida por
(2.17) W =vUul
3. Operadores Toeplitz con simbolo radial

Como hemos visto, los operadores Toeplitz pueden ser interpretados como realizaciones de
operadores anti Wick. Un caso particular, es el de los operadores Toeplitz con simbolo radial
donde esta realizacién simplifica drasticamente su estudio.

El principal punto de discusién estéd en determinar que un operador Toeplitz con simbolo
radial, bien definido es particularmente simple cuando se lo realiza en [?(C). Esta propiedad
ha sido extensamente trabajada en [Grudsky 2002], como herramienta para analizar algunas
propiedades del operador Toeplitz. Sin embargo, no toda funcién radial puede ser simbolo de
un operador de Toeplitz bien definido.

3La presente construccién es una de las tantas maneras de mostrar la isometria entre el espacio de Segal
Bargmann F' 2((C, dup) y 12((C). En efecto, como el espacio de Fock es una representaciéon unitariamente equivalente
del grupo de Heisenberg-Weyl [Perelomov 1986], estos isomorfismos son ejemplos del teorema de Stone y von
Neumann [Stone 1930] que enuncia que dadas dos representaciones unitarias e irreducibles de este grupo son

unitarias.
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Este simple hecho ha sido la fuente de algunas malas interpretaciones en [Grudsky 2002]
y en trabajos sucesivos. Por eso, destinaremos un espacio a la correcta formulaciéon. El primer

paso es la definicién de una clase apropiada de simbolos radiales:

DEFINICION 2.8. Denotaremos por P la clase de simbolos radiales
(2.18) P = {¢(]z|) tal que para todo n € N, 2" € Dom(T,)}.

donde Dom(T,), definido en (2.5), es el dominio natural del operador de Toeplitz T,.

Para simbolos en esta clase, un operador de Toeplitz T, estd bien definido, teniendo un
dominio denso en F?(C,du) pues contiene cualquier polinomio. Utilizando la isometria que
provee la realizacién en F2(C,du), podemos ver que esta condicién sobre el dominio de T,, hace
que el operador anti-Wick A, tenga dominio denso en F, ya que contiene cualquier vector |n).

Entonces estamos en condiciones de probar:

TEOREMA 2.9. Dada una funcién radial o(|z|) € P, el operador Toeplitz T, definido en
(2.3) se transforma unitariamente por la isometria W definida en (2.17) en un operador lineal

que es diagonal en la base candnica de [*(C) .

Demostracién. Dada la funcién radial ¢(|z|) € P, consideremos el operador anti-Wick A,
definido en (2.8). Su dominio natural, en correspondencia uno a uno con el dominio natural de
T, contiene cualquier vector |n) en la base canénica (1.10), por lo cual los elementos de matriz
(m]Ay|n) resultan bien definidos. Estos estdn dados por

=m n

zZm oz
vVm!vn!

Aqui o(]z]) € P asegura que la integral es un producto interno bien definido en L?(C,du).

(2.19) (m| Agln) = /C dp(2)p(2))

Usando coordenadas polares para resolver esta iltima integral, se ve que
(2.20) (m|Agn) = dmnen
con 0.,y delta de Kronecker y

2
(2.21) On = gp(r)r2”+1e_r2dr.

=/,
Entonces, el operador lineal t, = VASQV_1 realizando A, en I2(C), expresado en la forma (2.16),

tiene elementos de matriz no nulos en la diagonal. Aplicado a sucesiones {i,}, esto da

t@ ({wn}) = {Spnwn}'
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Por otro lado, por la proposicién 2.7, A, se transforma unitariamente por U en (1.34) al ope-

rador Toeplitz T}, con simbolo ¢(|z]), T, = UA,U L. Entonces WT,W =1 =t¢,. R

La clave en la demostracién anterior es que A, puede aplicarse a cualquier vector en el
conjunto (1.10). Sin esta condicién, algunos de los elementos de matriz en (2.19) pueden no

estar bien definidos y la equivalencia entre T}, y t, fallaria. Esto es lo que decimos

PROPOSICION 2.10. Dado un simbolo radial ¢(|z|) ¢ P, el operador Toeplitz T, no es

unitariamente equivalente a ningin operador lineal en 1%(C).

Demostraciéon. Sea ¢(|z|) ¢ P, entonces existe n € N tal que n(z) = % no pertenece
al dominio natural del operador T,,. Asumiendo que un operador S : F2(C,du) — I%(C) es
una transformacién unitaria. Entonces ST,57! no est4 definida para la sucesién finita S(n(z)).

Pero sucesiones finitas pertenecen al dominio de cualquier operador diagonal /2(C). Entonces,

ST,S~! no puede ser un operador diagonal en (?(C). B

Por el teorema 2.9 vemos que los operadores Toeplitz bien definidos con simbolo radial son
muy simples. Usando la isometria W, vemos que las autofunciones normalizadas de autovalor
©n en F2(C,du) son 2"/ v/n!. Todo esto permite caracterizar propiedades como acotacién o
compacidad de operadores Toeplitz radiales a través de su simbolo.

Este programa ha sido planteado en [Grudsky 2002], con algunos enunciados erréneos.
Los autores toman la isometria entre F2(C,dy) y 1?(C), pero consideran la clase de simbolos

radiales L{° (R, e*TQ), definida como el conjunto de las funciones medibles ¢(r) en R, tal que
> 2
(2.22) Vm e N, / lo(r)|r™e™" dr < oo,
0

y enuncian que un operador Toeplitz con simbolo radial en esta clase es unitariamente equi-
valente a operadores diagonales en [2(C). Observamos que la condicién (2.22) hace que ¢, en
(2.21) pueda calcularse. Sin embargo la clase L3°(R, e‘r2) es muy amplia y contiene simbolos
que no estan en nuestra clase P. Tales simbolos dan operadores Toeplitz que no estdn bien

definidos y que en consecuencia como se ha demostrado en la proposicién 2.10, no pueden ser
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transformados en operadores diagonales en 1?(C).

2 . . .
Para mostrar que la clase L{°(Ry,e™"") es demasiado amplia, presentaremos el siguiente

ejemplo.

V3.
EJEMPLO 2.11. Sea ¢(r) = ezt 20" Fgta funcién pertenece a L°(Ry,e™") permitien-

do calcular, por (2.21), una sucesién acotada (asociada) ¢, = (3 — @i)_(”“). Sin embargo,
(|w|) ¢ P: es suficiente observar que para n = 0, n(%Z) no pertenece a Dom(T,). En conse-
cuencia, el operador Toeplitz T, no es unitariamente equivalente a ningtin operador diagonal

en [?(C). Més atin, Dom(T,,) = {0} en este ejemplo, mientras que Dom(t,,) = I>(C)! O

Con la hipdtesis que el simbolo radial esté en nuestra clase P, los resultados de las secciones
4 y 5 de [Grudsky 2002] son vélidos. Notar en particular que todos los ejemplos analizados

en [Grudsky 2002] pertenecen a la clase P.

4. Problemas relacionados

Hemos probado que un operador Toeplitz con simbolo radial en la clase P puede ser unita-
riamente aplicado en un operador diagonal en [?(C). El problema inverso es entonces relevante:
dada una sucesién definiendo el espectro de un operador diagonal en la base canénica de [2(C),
;Es posible relacionarlo con un operador Toeplitz bien definido en F?(C,du)?

En [Grudsky 2002], encontramos una buena construccién basada en continuacién analiti-
ca y transformadas de Fourier. All{ los autores construyen funciones en LTO(RJr,e_T?) desde
la sucesién (2.21) para cualquier sucesién acotada compleja. Sin embargo, como vimos en la
seccion 3, tomando una funcién en este conjunto como simbolo radial para el operador Toe-
plitz no garantiza que este sea equivalente a un operador diagonal en I?(C). En consecuencia,
el enunciado del resultado 3.7 de su trabajo, que aplica operadores diagonales en [?(C) con
espectro acotado en operadores Toeplitz con simbolo radial no es valido. En particular, para

la sucesién en el ejemplo 2.11, el simbolo resultante da un operador Toeplitz con dominio trivial.

El problema inverso descripto, permanece atin abierto. Aqui nos limitamos a dar una familia

de situaciones (generalizando el ejemplo anterior) que ilustra diversas posibilidades.
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EJEMPLO 2.12. Consideremos la sucesion {'y?(zk)} con 77(1k) =k"" keC.
Para Re(k) > 1/2, estas sucesiones se obtienen por (2.21) desde el sfmbolo radial 4*)(|z|) =
ke(1=k)I=? que pertenece a P. Entonces, el operador Toeplitz Ty(k) es equivalente al operador
en [?(C) con elementos diagonales de matriz {’yr(lk)}. Esto vale aun para sucesiones no acotadas
cuando |k| < 1.
Para 0 < Re(k) < 1/2, las sucesiones pueden obtenerse por (2.21) desde una funcién radial
’y(k)(]z\) = ke(l=R)IzI? que pertenece a L3°(R4, e‘TQ), pero no a P. El ejemplo 2.11 falla en este

caso con |k| = 1. O

Notemos sobre este ejemplo:

-: Los simbolos 7" (|z|) = ke =PIz pertenecen simultdneamente al conjunto P en (2.18),
a la clase de Folland en (2.6) y la case de Coburn en (2.7), o a ninguna de ellas.
Ellas entonces ilustran la equivalencia de operadores Toeplitz radiales con operadores
diagonales en [2(C) también en ese contexto.

-: Como aplicacién en fisica cudntica, el operador matriz densidad p con temperatura
inversa [ se construye desde el hamiltoniano H como proporcional a e=PH Para el
oscilador arménico con H = ata+1 /2, el operador p puede escribirse como un operador

1-k)|z|

anti-Wick con un simbolo de esta forma, proporcional a e “con k> 1. El espectro

en este caso es acotado.

Finalmente recordemos que esta clase de ejemplos fueron utilizados en Ref. [Coburn 2001]
para mostrar que la composicién de operadores Toeplitz no es cerrada. Este problema puede
describirse segiin nuestro analisis. En efecto, consideremos un simbolo v*)(|z|) con Re(k) > 1/2
pero 0 < Re(k?) < 1/2, y |k| = 1 (tal como k = 2 + %z) El operador Toeplitz Ty(k) es
equivalente al operador diagonal en [?(C) con elementos de matriz 1/k™. Consideremos ahora
la composicion de Ty(k) con el mismo. Realizando esta operacién en 12(C), resulta un operador

diagonal con elementos de matriz 1/k?".
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En esta instancia, y siguiendo [Grudsky 2002], podriamos construir desde esta sucesién aco-
tada un sfmbolo 7(|z|) = k2e@=*)I=* en L‘fO(R+,e_T2) pero no pertenece a P. Observemos
que siguiendo el resultado 3.7 en [Grudsky 2002] tendriamos que Ték)T.gk) puede escribirse
como un operador Toeplitz con simbolo 7(|z|). Contrariamente, nuestro resultado prueba, como
fue discutido en [Coburn 2001}, que T,,T, no es un operador Toeplitz bien definido, i.e. la

composicion no es cerrada en la clase P.






Apéndice.

Espacios de Hilbert con nucleo reproductivo.

Los ntcleos reproductivos, objetos pertenecientes al andlisis funcional, han sido construidos
de forma paralela por Nachman Aronszajn [Aronszajn 1950] y Stefan Bergman [Bergman 1950]
en el anio 1950. En esta seccién, presentamos algunos resultados bésicos sobre espacio de Hil-
bert con nucleos reproductivos (RKHS). Estos resultados subyacen la construccién de Segal
Bargmann. Su validez sera discutida en esta tesis en situaciones radicalmente diferentes.

Consideremos H un espacio de Hilbert de funciones f : X — C con X un conjunto cual-
quiera. En H el producto interno, lineal en la primera componente y antilineal en la segunda,

serd denotado por (,).
DEFINICION 2.13. Para cada t € X, el funcional lineal E; : H — C definido por

(2.23) f= Elf] = f(t)

se llama funcional evaluacion en t.

DEFINICION 2.14. Un espacio de Hilbert H de funciones definidas en un dominio X se dice
que es un espacio de Hilbert con nicleo reproductivo si los funcionales evaluacion -para cada

t € X- son acotados en H.

Esto quiere decir, que para que un espacio de Hilbert resulte con nicleo reproductivo, debe

existir, para cada t € X, una constante positiva M; tal que |f(t)| < M| f| para toda funcién .

Notar que para cada t € X, por el teorema de representacién de Riesz, existe un tnico

elemento k; € H tal que f(t) = (f, k) para cualquier f € H 5. Esto nos conduce a definir:

4Sean X e Y dos espacios normados y T : X — Y un operador lineal. Entonces T es continuo si y solo si

existe una constante M > 0 tal que |Tz| < M|z| para todo z € X.

STeorema de representacién de Riesz. Si ‘H es un espacio de Hilbert, y ¢ € H™, existe un dnico xg € H tal

que p(z) = (x,z0) para todo z € H. Ademds [|¢|n+ = ||z|x-

35
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DEFINICION 2.15. La funciéon k : X x X — C definida como
k(t,s) := (ks, ki)
para (t,s) € X x X se llama nicleo reproductivo del espacio H.
Por esta definicién tenemos las siguientes

PROPIEDADES 2.16.
» Para s € X fijo, la funcion k(.,s) = ks(.) € H.
» Para toda f € H y para todo s € X
(2.24) f(s)=(f(),k(.,5)) = (O f, Ks)
» Para toda f € H y para todo s € X

(2.25) F&)P < k(s )l fI”

DEFINICION 2.17. La propiedad (2.24) se llama propiedad reproductiva de H.

PROPOSICION 2.18. Si H es un espacio de Hilbert de funciones definidas en X tal que existe
una funcion h : X x X — C que verifica las propiedades 2.16, entonces H es un espacio de

Hilbert con nicleo reproductivo.

Demostracién. Por la desigualdad de Cauchy Schwartz,

[E())] = [FO = [(FC), kG )| < I 1]

Entonces el funcional evaluacién es acotado y en consecuencia H es un espacio de Hilbert con

ntcleo reproductivo. B
PROPOSICION 2.19. El niicleo reproductivo es inico.

Demostracion. Si K : X x X - Cy H: X x X — C son dos nicleos reproductivos para

el espacio de Hilbert H de funciones definidas en X, entonces, dados t,s € X

K(t,8) = (ke hy) = (h, ky) = H(s,t) = H(t,s). W

El ntcleo reproductivo se puede construir facilmente si se conoce una base ortonormal del

espacio H. La demostracién es trivial utilizando (2.24).
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PROPOSICION 2.20. Sea {ey(t)}n>1 una base ortonormal de H. Para cada t,s € X

K(t,s) =Y en(t)en(s).

n>1

Supongamos que H es un espacio de Hilbert con nicleo reproductivo, subespacio cerrado de
un espacio de Hilbert H que no es necesariamente espacio con nticleo reproductivo. Bajo estas

condiciones podemos demostrar:

PROPOSICION 2.21. Si el espacio de Hilbert con micleo reproductivo H es un subespacio

cerrado de un espacio de Hilbert H. Entonces, para toda funcion f € H
(f7 ks) = PHf(S)
donde Py es la proyeccion ortogonal sobre H.

Demostracion. Sea f € H. Por ser cerrado, existe una tnica descomposicion de f = fi+ fo

donde f; € H 'y fo € H' complemento ortogonal de H. Entonces como fo L k(.,s)

(fk(s8) = (fi+ f2 k(. 9))
= (fl,k(.,S))+(f2,ki(.,S))
= (f1,k(,9)) = fi(s)

siendo fi(s) € H la proyeccién de f sobre H denotada por Py f(s). B

EJEMPLO 2.22. Consideremos H = F?(C, dpu) el espacio de las funciones analiticas cuadrado
integrables con la medida du(z) = e *’dv(z) y H = L2(C,du) espacio de Hilbert con el
producto interno

(F.9) = [ 1,256 Fau(z)
Si f(2,2) € Hy kuw(Z) = €2 es el niicleo reproductivo de H, entonces (f, k) es la proyeccién

de f(z,z) sobre el espacio F?(C,dpu).






Parte 2

Estados coherentes fermidnicos y calculo en

variables de Grassmann



Con el desarrollo de la supersimetria, los conceptos matematicos que proporcionaban el
lenguaje formal para describir los sistemas bosénicos, debieron ser adaptados para incorporar
el sector fermidnico en particular un sistema de estados coherentes fermidnicos. Elementos nil-
potentes de orden 2 anticonmutantes, resultaron indicados para describir las nuevas teorias.
Asi fue como el dlgebra de Grassmann tomé protagonismo en esta descripcion.

En esta parte del trabajo, presentaremos el dlgebra Grassmann desde el punto de vista del
andlisis de funciones, interpretacion que fue desarrollada por Berezin en su primer libro Method
of the Second Quantization [Berezin 1966]. Alli asegura la existencia de una forma andloga
de analisis en donde los elementos del algebra Grassmann son interpretados como funciones
dependientes de una variable anticonmutante, haciendo posible la definicién de la derivacion y la
integracion. Esta conceptualizacién del dlgebra Grassmann como funciones hace que los nuevos
elementos que describen la supersimetria sean tratados en pie de igualdad con las funciones
analiticas de variable compleja.

Asi, la definicién de producto interno y nicleo reproductivo para funciones con variables
Grassmann surge de manera natural, permitiendo arribar al establecimiento de un sistema de
estados coherentes sin mayores complicaciones. Su utilizacién serd muy eficaz por la similitud
con el caso complejo, pero debera ser cuidadosamente tratada para no olvidar la naturaleza

propia del algebra Grassmann que se encuentra involucrada.



Capitulo 3

Algebra de Grassmann

1. Descripcién general

Un algebra sobre un cuerpo K (K-algebra), es un espacio vectorial A sobre K con una
nocién compatible de multiplicacién de elementos de A. Una generalizacién de esta definicién
admite que K sea cualquier anillo conmutativo. Muchas veces se utiliza el término “algebra”
como sinénimo de “dlgebra asociativa’”.

De forma precisa, sea (Vi,+) un espacio vectorial sobre el cuerpo K, y supongamos que

existe una operacién binaria definida entre vectores
() : Vi x Vg = Vi
bilineal y distributiva respecto a la suma, es decir que para todo u,v,w € V, A € K:
u-(vtw)=u-v+u-w

(vtw) - u=v-ut+w-u
u-(Av) = (Au)-v=Au-v)

Entonces con esta operaciéon, A = (Vi,+,) se denomina algebra sobre K. La segunda
operacién se llama producto. Si el producto es asociativo, se dira que el dlgebra es asociativa, y
si ademads existe un elemento 1x € A tal que para todov € A, 1gv = v,1x = v se dird que A
es un algebra asociativa con unidad.

Sea A un algebra sobre C con unidad I y consideremos 2 C A. Denotamos por A(2) la
coleccién de todos los posibles polinomios de elementos de €2 y la unidad I, i.e. las sumas finitas

de la forma

§ § Jir i Qi - @iy,

k>0 1,0
con fi i € Cy a; € Q,indicando cuando k = 0 el término proporcional a la unidad. A(2) es
una subdlgebra de A y se la denomina subdlgebra generada por Q. Si A = A(Q2), entonces ) es

llamado sistema de generadores del algebra A.

41
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DEFINICION 3.1. Un dlgebra asociativa A,, con unidad es llamada dlgebra de Grassmann abs-

tracta o dlgebra exterior de orden n € N, si contiene un sistema de generadores Q = {11, .., ¥n}

con la propiedad que {1;,;} =: Yip; + Y0 = 0 para todo i,j = 1,..,n.

De forma compacta, podemos decir que el algebra de Grassmann es el cociente del alge-
bra libre generada por Q = {41, ..,1,} con el ideal homogéneo generado por la condicién de
anticonmutacion, es decir

Ap = C(h1, . hn) /(i) + hjabi).

Observemos que la condicién de anti-conmutacién ;1; = —1;1; de los generadores, junto
con la existencia de la unidad, define la multiplicacién. Nos interesa destacar que la condicién
de anti-conmutacién es equivalente a verificar que toda combinacién lineal de generadores es
nilpotente de orden 2: (av); + bwj)2 = 0 para todo i, = 1,..,n y para todo par de elementos

a,b € C. En efecto, si 1;1); = —1;1; tenemos que para a,b € C
(3.1) (athi + bapj)? = a7 + abihiy; + abija; + b*7 = 0

Reciprocamente, supongamos que para cualquier a,b € C (ayy; + bwj)2 = 0. En particular

tomando a =0y b = 1 tenemos que 1/)]2- = (0 para todo j = 1,..,n. Entonces sia =b=1

(32) 0= (i +15)* = U7 + ithj + b + &7 = P + il

recuperando la anti-conmutacién de los generadores ;.
Teniendo en cuenta esta equivalencia sobre los generadores del algebra Grassmann, podemos

dar una definicién alternativa:

DEFINICION 3.2. Un dlgebra asociativa con unidad es llamada dlgebra de Grassmann abs-
tracta o dlgebra exterior de orden n € N, si contiene un sistema de generadores = {1, ..,¢¥n}

con la propiedad que (a; + bwj)2 =0 para todo i,5 = 1,..,n para todo a,b € C.

Esta definicion serd la base de la generalizacion desarrollada en la parte 111 de esta Tesis.
Observemos que aunque cualquier elemento de A, es de la forma
Z Z ity Wiy i,
k>0 i1,
con fi, 4. € Cy 1 generador del dlgebra de Grassmann, su expresiéon no es uinica. Teniendo
en cuenta la condicién de anti-conmutacién de los generadores, los términos con generadores

repetidos se anulan y los términos con ciertos generadores son proporcionales a términos con
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los mismos generadores permutados. Para lograr la unicidad, los coeficientes f;,, ;, € C deben
anularse o ser antisimétricos en sus indices (i.e el coeficiente f;,  ; cambia de signo ante una
permutacién de dos de sus indices).

Como mencionamos en la apertura de esta Parte 2, los elementos del dlgebra Grassmann
pueden ser dotados de estructuras semejantes a las funciones de variable compleja. Es por eso
que introducimos la notacién

(3'3) f(w) = f(wb ﬂpn) = E Z fil,..,ik¢i1-~-'wik

k>0 i1 <..<ig
para denotar los elementos del algebra de Grassmann como funciones de variables Grassmann
{Witi=1,.n-
Mencionamos dos descomposiciones del dlgebra de Grassmann A,, que serdn utilizadas en

este trabajo:

s Por paridad: A, = Ay ® A1, donde

(3.4)
Ao ={f() = Z Z firoin Wiy - bidondef;, ;. = Opara cantidad de indices impar}
k>0 i1 <..<ij,
A ={fl) = Z Z fir, i Wiy -...bi dondef;, ;. = Opara cantidad de indices par}
k>0 i1 <..<ij,

denominados respectivamente elementos pares y impares del dlgebra de Grassmann. Si
consideramos que 0 € Aj, tenemos que A; es subespacio de A. De aqui A, es una
super-dlgebra Zs graduada
» En cuerpo y alma (body-soul) [DeWitt 1985]: A, = B&S con B € C el cuerpo (body)
y el alma (soul)
S={fW)=> > firrirlir-tbi,}
E>1i1<..<ig

Considerando que 0 € S, tenemos que S es subespacio de A.

Sin = 2k con k € N, se puede introducir la nocién de conjugacién sobre el algebra de
Grassmann Agy. Podemos establecer un antiautomorfismo * : A(2) — A(€2) que sea una in-

volucién [Berezin 1991]!. En esta situacién, es posible elegir algiin sistema de generadores,

1Un antiautomorfismo es una aplicacién 7 de un &lgebra en si misma lineal tal que 7(1) = 1y T(fg) =

T(9)T(f). Si T? =1 se dice que T es una involucién.
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Q= {M,s oo My i, -y my . Llamaremos a 7 el generador conjugado de 7;, y lo denotaremos
por 1j;.
La conjugacién de funciones de variable Grassmann estéd definida a través de la involucién

( )*: s f(w) = Zkzo Zi1<_,<ik fh,..,ikd}il""wik entonces

(3.5) F@)=Y" D" Fuintiy i,
k>011<..<i
siendo f;,,. 4, el complejo conjugado de f;, ;.-

Junto con este automorfismo, el dlgebra de Grassmann A(f2) es una *- algebra .

A partir de ahora y sin pérdida de generalidad, trabajaremos con n = 2 considerando el
algebra de Grassmann Ag 4lgebra nilpotente de orden dos con generadores {7, n}. Llamaremos
a n y 7 variables Grassmann, y como en (3.3) escribiremos los elementos del dlgebra A como

funciones de tales variables

(3.6) f(m,1) = foo + fion + forn + funm,

donde las condiciones n? = 7% = fn + i = 0 aseguran su univoca representacién por 4 coefi-
cientes complejos. La forma en la ec.(3.6) se conoce como el desarrollo de f en la base ordenada
anti-Wick de Ag, en la cual el producto aparece ordenado con 7 a la izquierda de 7.

Un interrogante que surge al considerar As un dlgebra con unidad, es la existencia del inverso
multiplicativo para los elementos del algebra Grassmann. La respuesta es afirmativa sélo para

los elementos de A con cuerpo (descomposicién cuerpo-alma) no nulo.
PROPOSICION 3.3. Si a = cop + c107 + co1m + c11mm € Ao con cog # 0, existe

1 2 ) 2
b= coy — C10Co 1 — Co1Co0 1 — Cop €117 € As

tal que ab = ba = 1. El elementos b es dnico. 3

2Un #-anillo es un anillo asociativo con una aplicacién * : A — A que es un antiautomorfimo y una involucién.
Una *-dlgebra A es un *-anillo con involucién * que es un algebra asociativa sobre un *-anillos conmuntativo R
con involucién ’ tal que (rz)* = z*r’ parar € Ry x € A.

3Denotaremos a b =: a~*
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2. Derivacién

El primer paso para replicar propiedades analiticas en funciones de variable Grassmann es

definir la derivacién [Berezin 1991]|[Floratos 1991].

DEFINICION 3.4. Si f(n,7) := coo + c107 + co1n + cuunfp € A2 con ¢;j € C, definimos la
derivacion a izquierda

(3.7) of(m,m) = ci0 — c11n af(m,m) = co1 + cun

y la derivacion a derecha

(3.8) f(@,1)0 = ci0 + c1n f(@,m)0 = co1 — cu1”

En general utilizaremos las derivadas a izquierda. Utilizando estas definiciones, se puede demos-

trar:

PROPOSICION 3.5. Si f(n,7) € Ay

= {0,0} f(n,7) =: 9[0f (n,m)] + 0[O f (n.7)] = 0.
» Las derivadas son operadores nilpotentes: 02 f(n,7) = 52f(77,ﬁ) =0.

» Se verifica que {57 ﬁ}f(naﬁ) = {87 U}f(ﬂaﬁ) = f(nvﬁ) ) {5777}f(777ﬁ) = {87ﬁ}f(777ﬁ) =0

Dentro de Ay podemos definir en analogia al caso de funciones a variable compleja, el

conjunto de las funciones holomorfas y anti-holomorfas.

DEFINICION 3.6. Si 0f(n,7) = 0 (resp. 0f(n,7) = 0), entonces f(n,7n) se dird holomorfa

(resp. anti-holomorfa)

OBSERVACION 3.7. Notese que no tiene sentido especificar el dominio de una funcién holo-
morfa de variable Grassmann. En este sentido las funciones holomorfas se asemejan a funciones

enteras en C.

Resolviendo las ecuaciones anteriores, quedan determinados los espacios de funciones holo-

morfas y anti-holomorfas de variables Grassmann 7 y 7 respectivamente

(3.9) Bror ={f(n) = fo+ fin donde fo; fi € C}

(3.10) Baro = {f(@) = fo+ fin donde fo; f1 € C}.
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3. Integracion

La forma de integrar funciones de variable Grassmann se denomina integral de Grassmann
o més precisamente integral de Berezin. Esta, no es una integral en el sentido de Lebesgue
ni Riemann, sino que es llamada asi por la semejanza en sus propiedades con una integral
convergente sobre el eje real o sobre el plano complejo. Esta técnica de integracién fue construida
y desarrollada por Berezin en [Berezin 1974] y resulta en un operador lineal e invariante ante
traslaciones.
Consideremos Ag, dlgebra de Grassmann generada por 1 y 7. El primer paso para definir la

integracién de funciones de variable Grassmann es dar sentido a la expresién [ d7jf(7) donde

f@) = fo+ fil € Bano y dij un elemento formal. Entonces, por la linealidad

(3.11) [smin=r [van s 7

y en consecuencia sélo es necesario determinar [1dny [7d7.
La invarianza ante traslaciones significa que, si ' = n + v donde 1) es otro elemento del

algebra de Grassmann independiente de 7 y 7, entonces
(3.12) /n’dﬁ’=/(n+¢)dn=/ndﬁ+(/ldn)w
de donde [ 1dn = 0. Como la operacién integraciéon no debe ser idénticamente nula, entonces

[7di = N # 0. Sin pérdida de generalidad normalizamos la “medida” eligiendo ' = 1. Es

decir,

(3.13) /1dn_0 /ndﬁ_l.

Anslogamente, para f(n) = fo + fin € Bua la integraciéon [ dnf(n) estard dada por las

reglas

(3.14) /dm =0 /dnn =1.

Finalmente, la integral para f(77,7) € A2 se obtiene por la integracién sucesiva en 77 y 7.
Debe notarse que, por las relaciones de anticonmutacion de las variables Grassmann, importa el
orden en que se escriban las variables y los diferenciales. Adoptaremos para definir la integracion

la forma ordenada anti-Wick del integrando, con dn a la izquierda y dnj a la derecha.

4En este trabajo hemos optado por definir la integracion de funciones de variable Grassmann partiendo de
la propiedad de invarianza ante traslaciones y linealidad. En [Berezin 1991] se puede encontrar la definicién

general y luego la verificacién de estas dos propiedades.
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Con esta motivacién,

DEFINICION 3.8. Dada f(n,7) € Ag, se define la integral de Berezin [ dnf(n,7)dn como una

forma bilineal en 7 y 1 que cumple las reglas (3.13, 3.14), con f(n,7) ordenada anti- Wick.
Entre las primeras propiedades que se desprenden de esta definicién mencionamos

PROPOSICION 3.9. Para toda f(n,7) € Ay se verifica el Teorema de Stokes: [ dndf(n,7,)dn =

Es usual destacar que cada integral caracterizada en (3.13, 3.14) cumple

PROPOSICION 3.10. Dada f(7) € Banot, €l operador integral de Berezin es equivalente a la
derivacion,
| taan=asm.

Dada f(n) € Byol, el operador integral de Berezin es equivalente a la derivacion,

/ dnf(n) = ().

Esta proposicién provee una regla practica para integrar sobre la variables Grassmann,

recordando que la integracién actia como una derivada.

4. Forma sesquilineal

Como hemos visto en la primera parte del trabajo, el espacio de las funciones en z y Z de
modulo cuadrado integrable con medida gaussiana es un espacio de Hilbert. Al interpretar el
algebra de Grassmann como un espacio de funciones en variables anticonmutantes, nos pregun-
tamos si es posible definir un producto interno por el cual A, resulte un espacio de Hilbert.

Consideremos el espacio lineal bidimensional By, subespacio de Ay y sobre él una aplica-
cion® (, ) : Bro X Bro — C definida para f(n) = fo+ fin'y g(n) = go + gin con f;,g; € C

como

(3.15) (f,9) := fogo + frg1.

Esta aplicacién resulta un producto interno sobre By, lineal en la primera componente y
antilineal en la segunda. Asi como para el caso de funciones en variables complejas el producto

5La eleccién de esta aplicacién tendréd su fundamento en el capitulo siguiente. A través de ella se podra es-
tablecer un isomorfismo entre los espacios lineales bidimensionales Baro vy Brot con el espacio de estados con

grado de libertad fermidnico.
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interno tiene su expresién de forma integral (1.28), aqui también podemos hallar una expresién
alternativa para (3.15) en forma de integral sobre variables anticonmutantes. Para esto, es

necesario determinar un elemento w € As que cumplird el rol de peso, de manera que

(3.16) [ ns@win.matman
coincida con (f, g) dado en (3.15) para cualquier funcién f,g € By.
Siendo
w(n, M) = woo + w107 + woe1N + W11M7

con Wy, € Cy considerando f(n) y g(n) como antes, tenemos que

/ dnf(n)w(n,m)g(n)dy = / dn(fo + fin)(woo + w0l + worn + wi1mM) (Jo + g1 M)dn

= fogow1i1 + gofiwor + gifowio + g1.f1woo-

Para que esta tltima expresién coincida con (3.15) debemos tomar wig = wor = 0y woy =

wy1 = 1. De esta manera el peso w resulta

(3.17) w(n,m) =1+ 7.

Con el objetivo de tener un producto interno en As veamos que sucede si extendemos (3.16)

a Bagor- Cuando f,g € Bagor, la integral

(3.18) / dnf Ty (n, Mg (m)dn

puede ser calculada siguiendo la definicién (3.8), dando una aplicacién de Bapgo X Bago a
valores complejos. Sin embargo, sobre este espacio la aplicacién dada por la integral (3.18) no
verifica las condiciones para definir un producto interno. Por ejemplo si f(77) = g(7) = 7 y

recordando la anticonmutacién de n y i al ordenar anti-Wick el integrando,

(3.19) /dnn(l + ni)ndn = —1,

no resultando definida positiva. Si se modifica la funcién peso en (3.17) para obtener un producto
definido positivo en B4, se encuentra que el mismo deja de ser positivo en Byy.

Esta situacién inconveniente puede ser modificada reordenando las variables anticonmutan-
tes para corregir el signo. Como mencionamos antes, se dice que una expresién que involucra
generadores Grassmann estd dada en orden anti-Wick o antinormal cuando los generadores 7

aparecen a la derecha de 7. Se dice ademds que una expresion se ordena anti-Wick cuando se la
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modifica escribiendo 7] a la derecha de n sin tener en cuenta las relaciones de anticonmutacion

entre las variables. Esta operacion se anota : :. Por ejemplo,

P ago + a1 + ao1n + a11”mn @ = aoo + ai0” + ao1M + a11nn

Con estas consideraciones, la extension de la aplicacién anterior a Ay naturalmente es la

siguiente:

DEFINICION 3.11. Para f,g € A, la aplicacion ( , ) : A2 x Ay — C estd dada por

(3.20) (f.9)c = / dn - fn,7) w(n,Ma(n,7) : d.

Aunque la aplicacién (3.20) es de forma evidente una forma sesquilineal hermitica sobre
Ao, nos preguntamos si este espacio resultard con ella un espacio de Hilbert. La respuesta es
no. Tan solo considerando f(n,7) = 17 elemento no nulo de Ay tenemos que (f, f)g = 0. Sin

embargo podemos demostrar:
PROPOSICION 3.12. El subespacio de Ao
(3.21) B = Bho + Baro = {f(7,1) = coo + c107 + co1n  con ¢;; € C}

es espacio con producto interno (.,.)q dado en (3.20). Ademds, By Y Bamo son espacios

vectoriales de dimension 2 con bases ortonormales dadas respectivamente por ¢1(n) = n y

d1(n)* =7 y do(n) = do(n)* =1

Demostracion.Mencionamos sélo los aspectos a destacar:

e La aplicacién (.,.)q es definida positiva pues si f(1,7) = coo + c107 + co1n € B
(F-he = [ dns fom) wnm o) : dn
= /dn : (€00 + c10m + co1m) (1 +1m)(coo + 10 + co1n) : di
= Jeool* + |cot|* + [c10> = 0

verificando la igualdad sélo cuando f(n,7) = 0.
e Se verifica la ortonormalidad de la base ¢,(n)* = 7" (de igual manera para ¢,(n) en

Bpor)- En efecto,
(s bm)a = / a0 () (1 + 1)) - d7

= /dnn”(1+7777)77’”dﬁ=53‘ u
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OBSERVACION 3.13. En la descripcion de sistemas fermidnicos, la anticonmutatividad de los
generadores Grassmann expresa la antisimetria de la funcion de onda de particulas idénticas.
En algunas circunstancias se utiliza la prescripcion de orden Wick, con la debida intepretacion

de la diferencia entre la expresion original y la que se obtiene ordenando normalmente.

5. Nicleo reproductivo

En esta seccion definiremos la nocién de nicleo reproductivo para el dlgebra de Grassmann.
Representaremos de manera consistente, la estructura y propiedades de la teoria estandar de
ntcleos reproductivos que fuera dada en el apéndice de la primera parte. Si bien la idea de
esta construccion se desprende de la definicién de nicleo reproductivo para algebras paraGrass-
mann dada por Sontz en [Sontz 2013| , cabe destacar que el uso en variables Grassmann no es
estandar. No debemos olvidar que Ay es un espacio vectorial de dimensién 4, donde los resul-
tados que siguen son algebraicamente triviales; nuestro objetivo en el resto de este capitulo es
investigar la consistencia del tratamiento de dlgebras de Grassmann como espacios de funciones,
mas alla de la derivacion e integracion usuales en las aplicaciones en Fisica. Por otro lado, tiene
interés no trivial aplicar nuestros resultados a otras algebras, como el dlgebra paraGrassmann

que presentamos en la Parte 3, y a diversos limites de dimensién infinita.

Como vimos en el apéndice de la primera parte, un espacio con ntcleo reproductivo es un
espacio de Hilbert de funciones en el cual la evaluacién puntual es un funcional lineal acotado
(continuo).

En el caso del algebra de Grassmann, los espacios By, v Bagor no son especificamente espa-
cios de funciones. Sin embargo, al ser interpretados como tales, la nocién de ntcleo reproductivo
puede ser adaptada cobrando sentido a través del producto interno (3.20).

Consideremos en primer lugar el espacio de Hilbert Bp,. Sélo en esta seccién, y porque
el rol de la variable que lo define serd relevante, denotaremos a este espacio como By (1)
para destacar que la variable Grassmann presente es 1. Cada elemento de By (n) es de la
forma fp+ fin univocamente determinado por las constantes { fo, f1}, y puede ser interpretado
como una funcién de n. En efecto, si consideramos x como una indeterminada, y tomamos

flz) = Zi]\io Bixt € C[z] un polinomio de grado N, podemos definir la evaluacién en un elemento
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a € By (n) como f(a) := vazo Bia’ con N > 1. Tomando f; = f; para i = 0,1, tenemos que

f(n) es el elemento fo + fin. Motivados por esta descripcion definimos

DEFINICION 3.14. Sea f(z) = Zf\io Biz' € Clz]. La aplicacion Y, : Clz] — Bpo(n) dada

por

(3.22) Q[ f] = Bo + Bin = f(n)
es la aplicacion evaluacion en 1.

Esta aplicacion es un morfismo de algebras que es suryectivo pero no inyectivo. En este
contexto, la aplicacién evaluacién es quien reemplazard el concepto de funcional evaluacion
(2.23) en la teorfa usual de espacios de funciones con nticleos reproductivos.

Las aplicaciones {2 son acotadas de manera uniforme, pues la norma es independiente de
la variable Grassmann que define la funcién. En efecto, si f(n) € By (n) entonces existen dos
constantes complejas tal que f(n) = fo + fin y utilizando el producto interno (3.20) tenemos
que || f|l = v/|fol? + | f1]?. Por otro lado, siendo & otra variable Grassmann Q¢[f] = fo + fi&, de
donde

19211 = WI£1I-

Nuestro interés estda en poder establecer dentro del marco del algebra de Grassmann, la

férmula reproductiva. Esto es que para todo f(x) € Clz] se verifique

con un elemento K(n,&) € Buo(n) X Bamo(€) y el producto interno sea calculado como una
integral sobre la variable Grassmann 7.

Apelando a la base ortonormal de By, (n) y en analogia a la proposicién 2.20, es posible

construir un elemento K (1,£) € Broi(n) X Bamoi(€§) como

1
K(Thg) = Zén(n)%(f)
n=0

= 14né
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A través de este elemento se verifica la férmula anédloga a la propiedad reproductiva (2.24)

ahora para el dlgebra de Grassmann. En efecto, si f(z) = Zﬁio fix!
(K@ 0(fe = [ dns KO 1+ mfen) s dn
= [an: g+ o

- / dn [itfo + Emmfr) d

= fo+ fr& =[]
de donde
(3.23) (K (n,€), lf])e = Qlf].
DEFINICION 3.15. La funcidn
(3.24) K(n,€) =1+ né € Bua(n) x Bamo(£)

se llamard nicleo reproductivo de Bpo. Lo denotaremos por Kg(n).

De la misma manera, puede encontrarse para el espacio Bap, su ntcleo reproductivo,

resultando éste
(3.25) Kem) =1+&n.
En efecto, si f(z) = SN, fiz
(ke sl = [ dus Ketw'(1+m) f0):

= [an: L )L+ i

= / dn [mifo +Enmfir] di

= fo+ f1€ = Qg f].

6. Proyeccién

Como hemos visto en la primera parte del trabajo, el espacio L?(C, du) se puede proyectar
de forma ortogonal sobre el subespacio de las funciones antiholomorfas por la proyecciéon de
Bargmann. Esto es posible ya que ambos espacios son espacios de Hilbert. En el caso de funciones
con variables Grassmann la situacién es diferente: B4 g, es espacio de Hilbert con el producto

interno dado por (3.20) y A2 no lo es. Por esto hablar de proyeccién ortogonal en este caso
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carece de sentido. Sin embargo, como (3.20) es una forma sesquilineal sobre A9, la proyeccién
de un elemento de As sobre el espacio de las funciones holomorfas o anti-holomorfas de variable
Grassmann se puede calcular. En analogia a la proyeccién de Bargmann (2.2) si f(n,77) =

coo + c107] + €017 + c1177], entonces

(Kg(n), f(n.M)a = /dn t [+ m€)" (L + ) [coo + c10m + corn + crnm) = dn

= coo+ c11 + co1€ € Bro(§)

También, considerando K¢(7) niicleo reproductivo de Bapy tenemos

(Ke(@), fn. ) = / dn - [1+ 78| (1 +7m)leon + 107 + corn + co] < df

(3.26) = oo+ 11+ c10€ € Bagol(€)

DEFINICION 3.16. Llamaremos Pane : A2 — Bamo(§) a la aplicacion definida como

(3.27) Pano()(€) = (Ke(m), f(n,7))c

Y Pror: Ao — Broi(§) a la aplicacion definida como

(3.28) Pra(f)(€) = (Kg(n), f(n,7))c-

Notemos que las aplicaciones Papo v Proi sSOn proyecciones aunque no pueden decirse orto-
gonales (Az no estd dotado de un producto interno).6 Ambas verifican la suryectividad, aunque

no la inyectividad. Es claro ver que toda la clase de elementos

(3.29) Clap) = 1f(0,0) = a—x+bn+yn + xnn}

es proyectada por Papo sobre la funcién f(€) = a + b€ € Bapo(€) para cualquier valor de z e

y complejos.

6Un operador de proyeccién P en un espacio vectorial es una transformacién lineal idempotente, es decir,
satisface la igualdad P? = P. Cuando un operador proyeccién actiia sobre un espacio de Hilbert y es autoadjunto,

se dice que es una proyecccién ortogonal.
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7. Positividad

La interpretacién de los elementos del algebra de Grassmann como funciones de variables
anticonmutantes sin duda le otorgd una visién maés familiar a los mismos. Esta forma de re-
presentarlos nos dejé en posicion de analizar cada uno de los conceptos y herramientas que se
utilizan en el analisis funcional estandar, como fue por ejemplo el caso del producto interno, la
derivacién y la integracion. La positividad de funciones de variables Grassmann es otro punto
que también podemos intentar extender.

Mediante la incorporacién de la nocién de positividad sobre el dlgebra Grassmann, buscamos
reproducir desigualdades basicas del analisis funcional. Por ejemplo 2.z > 0 para cualquier
z € C, la positividad de la integral de funciones positivas, la desigualdad que relaciona la norma
del niicleo reproductivo con la norma de una funcién (2.25), entre otras.

En esta Tesis proponemos la siguiente relacién:

DEFINICION 3.17. Dadas f,g € Ao, diremos que f < g si y sélo si existen T,v € By tales

que

(3.30) g = f=rmrn) +vimvn).

Seria natural intentar que esta igualdad que caracteriza la relacion < tuviera un solo su-
mando. Como obstdculo consideremos el niimero complejo positivo 1 + |z|2. Si por analogfa
pensamos que el elemento 1 + 177 € Ao debe ser positivo, es simple ver que no existe ninguna
funcién 7 € By, tal que 1+ 5 = 7(n)7(n). Técnicamente lo que sucede es que, si considera-
ramos (3.30) con un solo sumando, la relacién < no resultaria transitiva y en consecuencia no

seria una relacién de orden. Definiendo positividad segin 3.17 podemos probar
PROPOSICION 3.18. La relacion < definida en 3.17 es una relacion de orden en As.

Demostracion.
eReflexividad. Para cualquier funcién f € Ay f(n,7) — f(n,7) = 0(n)0(n) siendo 0(n) = 0,
de donde naturalmente f < f.

eAntisimetria. Si f < g con f,g € Ay entonces existen 7,v € By, tales que

g—f=r1m7n) +vnvn).

Sig < f, existen 7', € By, tales que

f=g=7m7(n) +v'n)[n).
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Sit(n)=a+bn, v(n)=c+dn, 7'(n) =d +tn, V' (n) = + d'n, tenemos que
0 = g—f+f—g = al+[p+c*+[d+|a' P+ 5 [+ |*+|d [*+(ab+ed+a'b +c d )+ (ba+de+b'a +d' )

dedondea=b=c=d=d =V =¢ =d =0. En consecuencia f —g=g— f=0y f=g.

eTransitividad. Si f < g, g < h con f,g,h € Ay existen 7,v, 7",V € By, de manera que

g—f=r1mrn) +vnvin)

h=g=1"(n)7' )+ 0 (n).
Siendo las funciones 7,v, 7',/ como antes, y llamando A := |a|? + |d/|?> + |c|? + |d|?, B =

ab+cd+a'b +dd y C:= b2 +|d|2 + |V/|2 + |d'|?, tenemos que

h—f = h—g+g—1f

= 7'(m)'(n) + V' (v (n) + 7(n)7(n) + v(n)v(n)

= A+ Bn+Bn+Cny
Si A =0 entonces a =a' =c= ¢ =0dedonde 7(n) =bn, v(n) =dn, 7'(n) =tn, V' (n) =dny
h—f = (o] +[d]* + o' + |d'[*)nm = 0.
SiA#0

h—f = A+ Bn+Bn+Cny

— 2
= (VA+ Zm(A+ Zm) +(C - uj)nn

Observemos que C — % = K > 0. Entonces, definiendo T(n) = vV A+ %n y ®(n) = VKn,
se obtiene h — f = Y (n)Y(n) + ®(n)®(n) como era esperado. [ |
Con esta relacién de orden, la idea de determinar cudndo una funcién f de variables anti-

conmutantes es positiva, tiene sentido. La siguiente proposicién nos provee una forma practica

de caracterizar la positividad para los elementos de As.

PROPOSICION 3.19. Una funcién f(n,7) = a + bn + ¢ + dnij € As es positiva, si y solo si

a,d son nimeros reales positivos, b=7¢ € C y |b|* < ad.
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Demostracion.

Si f(n,m) > 0, existen 7,v € By, como antes, tales que

o= rmr(n) +vin)v(n)
= |a]*+ |a|* + (ab + a'b)n + (ab/ + a’b) 7 + (|b]* + |V'[*)nn
Claramente A = |a|? + |d/|?, D = |b|? + |V'|? son relales positivos, B = ab/ +a'b = C, y
|B|? < A.D
Reciprocamente, para f(n,7) = a+bn+bi+dni con a, d niimeros reales positivos y |b|? < a.d

tenemos que

f,m) = a+bn+bg+dnn
= (Va+ Zn)(Va+ Lm) + (@

Como d — F = § > 0, entonces llamando 7(n) = (va + %n) y v(n) = Vkn, verificamos la

2
a

positividad representando a f(n,7) = 7(n)7(n) + v(n)v(n). B

Una vez establecida la positividad como en la Definiciéon 3.17 podemos demostrar las de-
sigualdades propuestas al comienzo de la seccién. Si f € Ao y 0 < f, entonces 0 < [dnf(n,7) di
(resultado que depende sdlo de la condicién d > 0 para f(n,7) = a+bn+crfj+dn7). La reciproca
no siempre se verifica al igual que en el caso complejo.”

Respecto de la teoria de nucleos reproductivos, entre otras relaciones podemos demostrar

una cota con la forma (2.25) para el caso de funciones de variable Grassmann
PROPOSICION 3.20. Si f € By y K7(n) =1+ 07, entonces

(3.31) F)f(n) < Kg(n)I £

Demostracién. Dada f(n) = fo + fin

KyIIfII? = £(n)f(n) 1+ mm)(Lfol* + [£11%) — (fo + fim)(fo + f17)
= |2+ | fol*nm — fofin — fifom

= (fi— fon)(fr— fom) u

"Considerar por ejemplo f(n,7) =1 + 17.



7. POSITIVIDAD 57
En base a estos resultados esperamos que el criterio de positividad propuesto en esta Tesis,
nos proporcione una herramienta mas para interpretar a los elementos del dlgebra de Grassmann

como funciones de tales variables y tratarlas segiin métodos del andlisis funcional.






Capitulo 4

Estados coherentes fermionicos

1. Operadores fermiénicos

Consideremos operadores fermiénicos nilpotentes de orden 2, a, a' actuando sobre un espacio

de Hilbert de estados H, que satisfacen la relacion de anticonmutacién
(4.1) {a, a'} :=a a' +ala=0.

Estos operadores describen un sistema con un grado de libertad exhibiendo la estadistica de
exclusién de Pauli. El operador a es el llamado operador de destruccién fermiénico y af, su
conjugado Hermitico, es el operador de creacién fermidnico.

El operador N es el operador niimero y esta dado por
(4.2) a'a = N.

Desde el vector vacuum |0), vector destruido por el operador a, se puede construir el espacio

de Fock generado por el conjunto ortonormal segtin el producto interno de H
n
(4.3) In) = (aT) 10), n=0,1.

DEFINICION 4.1. Llamaremos H al espacio vectorial de dimension 2 generado por {|0),|1)}

sobre C.

En esta base, la accion de los operadores basicos resulta

(4.4) Nin) =nln), a¥ln) = /(n+Dlal(n+1)]2) aln) = Vn|(n = 1)]2).

donde als es el entero médulo 2 de a.

Para la descripcion de un sistema fermionico con L grados de libertad, contamos con ope-

radores nilpotentes de orden 2 {ay,..,an, aJ{, s CL;[V} verificando para cada ¢ =1, .., L

(4.5) {ai, a;r} =0.

59
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La antisimetria de los estados fermidnicos, caracteristica de la llamada estadistica de Fermi-
Dirac, impone que los operadores fermiénicos correspondientes a diferentes grados de libertad

anticonmuten,

{ai,a;} = {az,a}}:{ai,a}} =0 para i # j.

El vector vacuum para este tipo de sistemas, esta dado por el producto directo de los vectores

vacuum para cada uno de los modos, es decir |0) := |01)..|01) donde cada |0;) es el vector vacuum
T

del sistema con un grado de libertad cuyo operador creacién es a; y el destruccion a;. El espacio
de Fock del sistema para multiples particulas indistinguibles con estadistica de exclusion de

Pauli se construye mediante la accién de los operadores de creacién aZT sobre este vacio.

2. Estados coherentes fermidnicos

Trabajaremos ahora sobre un sistema fermiénico con un grado de libertad, con operador

creacién af, destruccién a y espacio de Fock H.

Los estados coherentes en H puede definirse como vectores propios de a!. Sin embargo, es
facil notar que el tnico vector propio de a en el espacio H de dimensién dos es el vacuum |0).
Una forma de solucionar este inconveniente es ampliando el espacio de Hilbert H, permitiendo
combinaciones lineales con coeficientes no complejos. Asi introducimos las variables Grassmann,
adecuadas por su nilpotencia de orden 2 para hacer frente a la construccién de estados coherentes
fermiénicos. Las combinaciones lineales de {|0),|1)} con coeficientes Grassmann no extienden

el espacio de Fock ‘H un médulo:
DEFINICION 4.2. Llamaremos K al mddulo libre generado por {|0),|1)} sobre el anillo As.

1En el esquema de Perelomov, la construccion del sistema de estados coherentes estd determinada por el
. s . at
operador desplazamiento que para el caso fermidénico resulta W(n) =1+ na' = e" . Actuando sobre el estado

|0) y siendo {n,7} el sistema de generadores del dlgebra de Grassmann Ao [Pellizola 1992] resulta que

W(0)[0) =: |vg) = 10) +nl1).
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Dentro de este médulo se encuentran autovectores formales de a. En efecto, consideremos

el generador Grassmann 7 y vectores formales | ) € K de la forma?
1) = 0[0) +naa 1),
(usamos la notacién | ) para distinguirlo de verdaderos vectores | ) € H) donde agp, a7 € C.
Actuando con el operador destruccion,
al ) = noal0).

Dado que n?> = 0, encontramos que este resultado es proporcional a | ), con constante de
proporcionalidad 7, si a; = «g. Asi tenemos que |n) = ap(|0) + n|1)) es un autovector de a, es

decir un estado coherente fermioénico,

aln) = nln).
Introducimos los duales formales por conjugacion: siendo 7 la variable conjugada de 7, y los
vectores duales (n| en H*, tenemos que
(n] = (0ao + (1| aon.

y se puede verificar que (n|a’ = (n|7.
En K se define naturalmente una forma sesquilineal (,) : £ x K — Ay por extensién del

producto interno en H: dado |v) = vo(n, 7)[0) + 1 (0, M) ¥ 1) = po(n,7)[0) + pa (n, ML),

(M’V) - /7'0(77777)V0(77777> + /11(77777/)1/1(77777)'

Esta operacién no estd valuada en C, sino en Ao, luego no define un producto interno. Sin
embargo, de acuerdo a nuestra definicién de positividad 3.17 para elementos en Ay, 0 < (u|p).
También es 1til escribir la proyeccién de elementos en K sobre la base {|0),|1)}: de acuerdo

con la notaciéon anterior, para n =0, 1
<n‘1/) = Vn(naﬁ)a
(uln) = (nlp)* = fin(n, 7).
En particular, para n = 0,1

(nln) = aon™

2En notacién tensorial K ~ Ay ® V siendo V = spanc{|0), |1)} espacio vectorial generado por |0) y |1) sobre
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La accién de (n| sobre |n) da un elemento de Ag,

(nn) = |aol® + || *mm,

que puede ser caracterizado como positivo segin 3.17 y como invertible segin nuestra proposi-
cién 3.3. Si bien podemos normalizar el estado coherente |n) imponiendo (n|n) = 1, adoptaremos

sin pérdida de generalidad la normalizacion estdndar oy = 1.

DEFINICION 4.3. Los elementos |n) := |0)+n|1) de K forman el sistema de estados coherentes

fermidnico.

Completitud. La completitud de los estados coherentes fermidnicos se expresa como una

resolucion de la identidad en H a través de la integral

(4.6) / dn [)u(n, Mol d =T H — H,

donde p(n,n) es un peso adecuado de la medida para la integral.
Esta igualdad debe ser interpretada al igual que en el caso bosénico. Asi, dados dos vectores
cualesquiera |u) = up|0) +uy|1), |[v) = vo|0)+wv1|1) en H, nos preguntamos como debe ser p(n, 77)

para, verificar
ol [ dn it ] dil) = (el

Usando la expresién de los estados coherentes definidos en 4.3 tenemos que

(4.7) / dn ™ u(n, M di = G-

Escribiendo u(n,7) en la forma antiWick general (3.6), la expresiéon completa dentro de la
integral resulta ordenada en forma antiWick y puede resolverse directamente segin la convencion
adoptada como definicién en (3.8). El factor peso debe contener términos con iguales potencias

de n y 7 de manera que resulte no nulo sélo para n = n/. Asi tomamos

(4.8) w(n,n) =1+n7

como el unico nicleo (ordenado anti Wick) que da sentido a la ecuacién (4.6).

La ecuacién (4.6) destaca el rol auxiliar de las variables Grassmann y de los vectores del
modulo K ya que al calcular elementos de matriz en H, los vectores del médulo K se proyectan
sobre ‘H dando valores Grassmann, a partir de los cuales la integral en As permite finalmente

calcular valores complejos.
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DEFINICION 4.4. Para un vector formal arbitrario |¢) € K y |n) dual de un estado coherente,

diremos que la expresion (n|y) es el simbolo Grassmann de |1).

Notemos que si |£) y |17) son estados coherentes fermidnicos dados por (4.3), la accién de (¢]

sobre |n) resulta

(4.9) (Eln) =1+ &n,

coincidiendo con el nicleo reproductivo K (&,n) dado en (3.24). Esto nos dice que el simbolo
Grassmann de un estado coherente es el nicleo reproductivo, enunciado analogo a la observacion

1.7 para el caso bosénico.

Representacion de Bargmann Fock. Dado un vector de estado del sistema fermionico
|) € H C K, el simbolo Grassmann (7)) := (n]y) serd interpretado como la funcién de onda

Grassmann del estado |¢). Consideremos un estado |¢) = ¢o|0) 4 ¢1|1) € H. Entonces
(@) = (O + (17 )(c0ol0) + e1]1))
(4.10) = c¢o+cn.

siendo ¢ (7) un elemento de Bapo;-
Usando la resolucién de la identidad (4.6) con peso (4.8), el vector de estado |¢)) queda

representado como

(4.11) ) = / dnlm)(n, ) ) d

expresion que en analogia con (1.20) se interpreta como una superposicién de estados coherentes.

Para la norma de este estado tenemos que

W) = (wl / dnlm) (o, 7)ol [)
- / dn(ln)(1 + ) (nleb)dn

= / dnp (1) (1 + m) () dn
(W, ¥)a =t |¥|?

donde el producto interno (.,.)q definido en Bag o X Bago estéd dado en (3.20). Esto nos sugiere

pensar en una relacién entre el espacio de estados H con el espacio Bag-
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De manera similar tenemos que la accién del dual (1| sobre el estado |¢) puede representarse
como
Wle) = ([ dns It m) ol o)
— [ an T+ o) dn
= (¥, 9)c-
Motivados por lo anterior, podemos definir una transformacién lineal U : H — Bapgo dada
por
(4.12) U(ly)) = () = (nlv)

que es invertible, y la inversa se define como
(1.13) U wim) = ) = [ dn o)L+ moa) < dn
Las ecuaciones (4.12) y(4.13) describen, via estados coherentes, la isometria entre el espacio

de Fock H y su realizacién B
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Operadores y simbolos sobre variables Grassmann

1. Operadores anti Wick y Toeplitz sobre variables Grassmann

La existencia del nicleo reproductivo de Bag,; permite definir en el sentido usual los ope-

radores Toeplitz.

DEFINICION 5.1. Llamaremos proyeccion de Bargmann del dlgebra Grassmann al operador

P : Ay — Bapo definido para todo f(n,m) € Ay como

(5.1) P(IE) = (Ke(m), f(n,1))a-

Observar que el operador P restringido a B g, resulta el operador identidad debido a la

propiedad reproductiva de la funcién K.

DEFINICION 5.2. Dada P la proyeccion de Bargmann sobre del dlgebra Grassmann, y g(n,7) €

Ao, definimos el operador TgG : Barol — BaHoi como

(5:2) T3 [F1(€) = P(9£)(€)

con P definida en (5.1) para f € Bape. El operador TgG serd llamado operador de Toeplitz

Grassmann en Bago con simbolo g.

Observar que el dominio de TgG es todo el espacio B4 g, haciendo que su estudio - compara-
do en los operadores Toeplitz en C - sea evidentemente mas simple. Esto se debe a la nilpotencia

finita de orden 2 de las variables Grassmann que evita todo inconveniente de convergencia.

De manera analoga al caso bosénico, los operadores de Toeplitz en B4fr, pueden ser vistos
como una realizacién de otro tipo de operadores que actiian sobre H, espacio abstracto de

estados del sistema fermidnico.

DEFINICION 5.3. Dada una funcién o(n,7) € As, definimos el operador AS como

(5.3) AC = / dn - (o, m)e(n,7)(n] - dn

65
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La funcion ¢ se denomina simbolo anti- Wick o simbolo contravariante de Ag, Y nos referimos

a Ag como un operador anti Wick Grassmann con simbolo ¢ € As.

La igualdad (5.3) debe ser entendida como igualdad entre operadores en H, es decir que

para vectores |1}, |¢) de H,

(5.4) (61 AC|) = / dn I u(n, M, m)(ml) - dn.

Entonces si consideramos los estados coherentes |€) , y un estado arbitrario |¢) € H

(1AS 1Y)

[ n s €utnmetn.mnls) « dn

_ / dn = (1+0€)(1+ nm)e(n. 1) () - di
_ / dn = Ke(n)* (1 +ni)e(n, m) (@) : di
T,0(E)

Por (4.12) y (4.13), tenemos que T, es la realizacién del operador anti Wick Ag.

Siguiendo la definicién 3.17, se puede ver como la positividad del simbolo determina la
positividad del operador Toeplitz Grassmann, propiedad que se verifica sencillamente para el

caso de operadores Toeplitz en el plano complejo.

PROPIEDADES 5.4. Si el simbolo ¢(n,7) es positivo segin la definicion 3.17, el operador T,

es positivo.

Demostracién. Si ¢(n,7) es positivo, por la Proposicién 3.19 ¢(n,7) = a + bij + by + ey

donde a, b son reales positivos y |b|? < ac. Para f(7) = fo + fi7) € Bano tenemos que

(5.5) Tof (M) = fo(lal> + [b]*) + frab + [foab + filal?]n.

Entonces usando (3.20)

(Tpf@). fMa = [fol*(lal* + [b]*) + fofrab+ fifoab + | f1]?|al”

> |fob+ fra> >0 |
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2. Operadores Toeplitz Grassmann diagonales

Entre los operadores Toeplitz en B4p,; encontramos aquellos que son diagonales en la base
de este espacio, es decir Tg n" = Apn"™ conn = 0, 1. En alusién a nuestros resultados en la Parte

1 sencillamente podemos demostrar:
PROPOSICION 5.5. El operador Tg es diagonal en la base de Bapo sty solo si o = a+ bn.

Demostracién. Sea f(77) = fo + f17 en el espacio Bag, y un simbolo general ¢ = ¢go +

@011 + @107 + @117 € Az
TSE) = (K en.m)f)e
— [ (L7 (W ) o+ prom + oo+ i) (o + i)
= foprr + fopoo + fipro + fo€por + fi€poo

<) Trivial, considerando pg; = p19 = 0.

=) Si Tg es diagonal en la base de Bapor
-: siendo f(f) = 1, se tiene que Tg [£1(0) = p11 + Op10. Entonces p19 = 0

-: siendo f() = 0, entonces Tg [£1(0) = @01 + Opoo lo que implica que oy = 0

de donde ¢ = pog + w117m7.1

DEFINICION 5.6. Llamaremos a los elementos de la forma ¢ = a+bn7 funciones Grassmann

radiales.

Observar que cualquier funcién Grassmann radial puede ser considerada simbolo de un
operador Toeplitz definido en (5.2), ya que no existen limitaciones sobre el dominio del opera-
dor. En consecuencia, estos operadores no presentan las dificultades discutidas en la Parte 1.

Mencionamos a continuacién un paralelismo con aquella discusién.

Como en el caso bosénico, es posible establecer una equivalencia entre el operador TE con

sfimbolo Grassmann radial ¢, y un operador que actia en el espacio

(5.6) C2 = {{an}n>0 donde a, =0 para todo n > 2},

lEn analogfa a la representacién polar de los ntimeros complejos (Zz = r2).
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subespacio de las sucesiones cuadrado sumables l5(C). Esto se traduce en la posibilidad de
encontrar una realizacién del los operadores Toeplitz Grassmann en operadores en el espacio de

sucesiones.

TEOREMA 5.7. Sea ¢ un simbolo Grassmann radial. Entonces el operador Toeplitz Tg
actuando en Bapo es unitariamente equivalente al operador multiplicacion por la sucesion

{on}nen actuando en el espacio de sucesiones C3 donde
(5.7) Pon = /dn s+ mm)e(n, mn" 0" di
Demostracion. Si p(n,7) = so + s197]
on = /dn 2 (1 +nm)(so + sugm)n™ 0" = dn
= / dnlson™n™ + som" T+ s T 4 sy P2 dn
= 500n,1 + S00n+1,1 + 5105411

coincidiendo con el espectro encontrado en la Proposicién 5.5. B

TEOREMA 5.8. Para cada sucesion {y, }nen € C3 existe un simbolo Grassmann radial a(n,7)
tal que el operador Toeplitz TaG es unitariamente equivalente al operador multiplicacion por la

sucesion {Vn }nen-

Demostracién. A partir de la sucesion {7y, }nen € C3 definimos

1

(5.8) a(,m) = (1 —nmm) > v-sn'n"
k=0
Entonces
Ya(n) = / dn : (1 -+ ym)a(n, " : di

= / dn : (v + o1 —nam) (L + )7 n" : di
= Y10p1+7%0n+11 =7, M

2.1. Composicion. El problema de la composicién de operadores Toeplitz en el caso de
variables Grassmann tiene simple solucién por la nilpotencia de las mismas. Para operadores
Toeplitz en B4, con simbolo radial, y con la ayuda de la equivalencia dada en el Teorema 5.7,

se pueden obtener rapidas conclusiones sobre este problema.
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Consideremos dos operadores Toeplitz Grassmann Tg yT f con simbolo Grassmann radial.
Estos operadores son unitariamente equivalentes respectivamente a ¢, y t, que actian sobre Cg

de la siguiente manera

(5.9) to({an}) = {vp(n)an} ty({an}) = {yp(n)an}.

con Y,(n) y vy(n) calculadas mediante (5.7). Entonces el operador composicion Tg Tg es equi-

valente al operador multiplicacién por la sucesion {y,(n)yy(n)}.

La funcién asociada a la sucesion {y,(n)yy(n)} que resultard simbolo del operador compo-

sicién se puede construir usando (5.8) resultando

A(n,m) =1 + Yoni — yn.

Por transitividad de las equivalencias entre los operadores tenemos que Tg Tf =Ty.






Parte 3

Estados coherentes ¢g-bosoénicos y calculo en

variables paraGrassmann



La estadistica de exclusion es una manera posible de generalizar el patrén de particulas
bosénicas o fermidnicas [Gentile 1940]. Un operador creacién al puede crear a lo sumo p
particulas en un sitio dado (o modo) si suponemos la nilpotencia de orden p + 1: actuando en

un vector vacuum |0)

(a™0) #0  paran=0,..,p

(ahy*0) =0

Los bosones estdandar se recuperan en el limite de p — oo, mientras que el principio de
exclusion de Pauli corresponde a p = 1. En general, esta condicién aparece ligada a modifica-
ciones del édlgebra de relaciones de conmutacién/anticonmutacién de los operadores creacién y
destruccién [Biedenharn 1989, Green 1953]. Entre las propuestas de sistemas que cumplan
con las estadisticas de exclusién para enteros finitos p > 2, nos interesan las llamadas particulas
g-bosénicas p + 1-nilpotentes [Biedenharn 1989].

En primer lugar revisaremos la formulacién de operadores de la mecanica cudntica para un
grado de libertad y para un sistema de m modos de g-bosones independientes. Luego discutire-
mos la construccion de los estados coherentes, para lo cual serd necesaria la introduccién de las
llamadas variables paraGrassmann p+ 1 nilpotentes (generalizacién de las variables Grassmann
del caso fermionico).

Al generalizar el dlgebra de Grassmann discutida en la parte 2 de esta Tesis, las nuevas
reglas de nilpotencia se pueden relacionar con nuevas reglas de conmutacién de los generado-
res [Filipov 1993b] (de manera similar que para el caso fermidnico la nilpotencia de orden 2
conduce a la anticonmutacién de las variables Grassmann). Las cuestiones referidas al orden
de las variables son entonces importantes, llevando a una manipulacién engorrosa de los es-
tados coherentes. Varios autores han tratado este problema [Baulieu 1991, Filipov 1993a,
Cugliandolo 2004, Cabra 2006] generando una variedad de convenciones, y encontrando
inevitables dificultades, en particular cuando se trata el problema de estados coherentes para
multiples modos.

En esta parte de la Tesis, exploraremos la consistencia del uso de relaciones de conmutacion
distintas de las usuales en la literatura y de una convencién de orden normal [El1Baz 2010,
Sontz 2013], que simplificara drasticamente las operaciones, pero conservard la esencia de las
estadisticas de exclusion. Luego escribimos la expresion simboélica para la traza de operadores

como integral en variables paraGrassmann que se utilizard para estudiar la termodindmica de
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los sistemas de g-bosones. La funcién de particiéon para sistemas que no interactiian puede ser
facilmente calculada, junto con las cantidades que de ella se derivan, como la energia libre y el
calor especifico, observando que bosones p + 1-nilpotentes interpolan las caracteristicas de las
estadisticas de Fermi-Dirac y Bose-Einstein. Por su potencial utilidad en relacién a sistemas de

electrones fuertemente correlacionados, estos temas son de interés actual.






Capitulo 6

Estados coherentes ¢-bosdénicos

1. Operadores g-bosénicos

El origen de los g-bosones encuentra sus raices en una representacion bosonica del tipo de
Schwinger de los generadores del dlgebra cuantica deformada SU(2),, donde ¢ es un pardmetro
de deformacién real [Biedenharn 1989]. M4s tarde, la consideracién de ¢ como una fase racio-
nal [Baulieu 1991] llevé a la realizacién de operadores de creacién y destruccién nilpotentes.

Consideramos aqui un conjunto de m modos g-bosénicos p 4+ 1-nilpotentes, ai,ag (1 =

1,...,m). Para cada modo, [Baulieu 1991, de Traubenberg 1997, Cabra 2006| a; es un
]

operador de destruccién y a;, su conjugado Hermitico, es el operador de creacién correspondiente

que actuan sobre un espacio de Hilbert de estados H, verificando las relaciones de g-conmutacién

[Perelomov 1995]

(6.1) aiaj» — qa;rai =q ",

y su relaciéon conjugada
(6.2) aiaj — q_laIai = qN",

donde q = TP ,p > 1,y N; es el operador niimero que, por Ec. (6.1), se relaciona con a, aj
por
Ni _ ,—Ni;
(6.3) a;rai = %
q—dq
Desde el vector vacuum |0;) destruido por el operador a;, se puede construir el espacio de

Fock generado por el conjunto ortonormal

)"
(6.4) ;) = (o)

|Ol>7 n; = 07 » D-

[ni]q!
_ —¢"—q"
donde [n], = [n]q = T
DEFINICION 6.1. El ndmero
qa—q"
6.5 nl, =
(6.5) [n]q "
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es el llamado niamero entero q-deformado y el factorial estd definido por [0],! = 1, [n],! =

[n]qln —1lg- - [1]g-
En esta representacién se puede expresar rapidamente la accién de los operadores béasicos
(6.6) Nilni) = malni), allng) = \/[n+ glni + 1) aslni) = /[n]glni = 1).

Siendo ¢ una fase racional ¢ = e ®+1 se tiene que

_ sin(n7/(p+1))

6.7 nlg = —

(6.7) [)q sin(w/(p+ 1))

tal que [0], = [p + 1], = 0 y el espacio de Fock H; ~ CP*! es finito dimensional con (a;)?™ =
H\PTl - : .

(ai> = 0. Utilizando la simetria [n], = [p + 1 — n],, tenemos que [n],![p — njy! = [ply!

para cualquier n = 0,--- ,p. Las relaciones (6.6) pueden verse de manera conveniente como el

andlogo matricial finito dimensional del oscilador arménico usual (dlgebra de Heisenberg-Weyl),
con enteros g-deformados [n], en lugar de enteros n.

A partir del lgebra deformada (6.1), se recuperan las relaciones de conmutacién usuales

(6.8) [Ny, a;] = —ay, [N;,al] = al

) g 79

reflejando que N; es en efecto el operador nimero para el i-ésimo modo. Es simple verificar
explicitamente las relaciones de g-conmutacién (6.2) en la representaciéon matricial, usando
[n+1lg =qlnlg + ¢

Por lo anterior, los g-bosones p + 1 nilpotentes describen un sistema simple exhibiendo es-
tadistica de exclusién [Haldane 1991]. Se los puede considerar como particulas de carozo semi-
duro, con p regulando la dureza: combinan propiedades de bosones con un vinculo intrinseco de
maxima ocupacién. Es claro en cada paso de la presente formulacion que en el limite p — oo
(i.e. ¢ — 1) se recupera la teoria de bosones estandar. Por otro lado, el caso p = 1, a pesar de
su nilpotencia, no describe fermiones.

En cuanto a las propiedades de conmutacién para los distintos modos, seguimos el criterio
de que los operadores ¢-bosénicos correspondientes a diferentes grados de libertad conmutan

[Floratos 1991, Shabanov 1993, Chaichian 1993]

(6.9) lai, a;] = [a], al] = [a;,al] = 0 para i # j

Este comportamiento bosdnico se establece incluso para p = 1, otra diferencia respecto de los

fermiones en nuestro tratamiento.
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El espacio de Fock del sistema es simplemente H = ®;H;. En comparacién con los bosones
estandar, recuperados en el limite de ¢ — 1, hay que destacar que una transformacién unitaria

U(m) de g-bosones no preserva el dlgebra de generadores (6.1) [Floratos 1991].

2. Estados coherentes y algebra paraGrassmann

En esta seccion discutiremos el caso de un grado de libertad, es decir un determinado modo
. La construccion de estados coherentes llevara un estricto paralelo con la presentacion del caso
fermidnico en la parte 2. Los estados coherentes en H se definen como vectores propios de a, sin
embargo, notamos facilmente que el inico vector propio de a en el espacio de dimensién finita
‘H es el vacuum |0), que obviamente no proporciona un conjunto completo. La forma elegida
para solucionar esta limitacion es la ampliacion del espacio de Hilbert H, permitiendo combina-
ciones lineales con coeficientes adecuados, més alla de los nimeros complejos. Asi introducimos
numeros paraGrassmann, de la misma manera que los Grassmann fueron necesarios para hacer
frente a la construccién de estados coherentes fermidnicos [Kashiwa 1978].

Consideremos una indeterminada 6 y vectores formales

p
16) =) anb”n),
n=0

donde ay, son coeficientes complejos (nuevamente usamos la notacién |) [ElBaz 2010] para
distinguir esta construccién de los vectores de H), y evaluemos

p—1

alf) =0 an 10"/ [+ 1]g|n).

n=0
Las condiciones para tener un autovector son a,41 = oy /+/[n + 1], y la (p + 1)-nilpotencia de

la indeterminada, #7*! = 0, de donde

p
(6.10) )= 3 (ao/y/llt) 1)
n=0
verifica ser un estado coherente,
alf) = 0|9).

Introducimos luego los duales formales por conjugacién: siendo 6 una variable conjugada de

0,y (n| en H* vectores duales, tenemos que

1= 3ol (oo )
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tal que
(9|aT = (0)6.

La accién de (0] en |#) da un polinomio en 0 y 0,

.
omem
(616) = 3" laol* T

= Il

el cual no es un nimero real y en principio no puede ser normalizado. Adoptaremos la convencién
ap = 1. Remarquemos que hasta aqui, la construccién incluye los nimeros de Grassmann

estandard para p = 1.

Relaciones de conmutacién y conjugaciéon. Antes de prescribir una regla de integracion
iterada sobre 0 y § (generalizando la integral de Berezin sobre variables Grassmann), necesitamos
primero de una relacién de conmutacién de la forma 80 = a6 con « a determinar, que generalice
o reemplace la anticonmutacién de variables Grassmann, para poder reordenar los monomios
genéricos. Como discutimos antes (ver (3.1, 3.2)), en el caso Grassmann la anticonmutacién
es equivalente a la nilpotencia de combinaciones lineales de generadores Grassmann. Uno de
los criterios habituales es entonces pedir nilpotencia de combinaciones lineales y = pb + of
con coeficientes complejos. Sin embargo, para p > 1 la solucién no es unica [Filipov 1993b].
Es usual en la literatura [Baulieu 1991, ElBaz 2010, Cabra 2006] tomar la solucién mas

- 2T
simple, con « una raiz primitiva de orden p 4+ 1 de la unidad, y en particular o = e'?+1 = ¢2,
— - 2T
(6.11) 00 = e'p+164.

Notar que, excepto para p = 1, las combinaciones lineales y, ¥ no tendran las mismas propie-
dades de conmutacién (6.11) que tienen 6 y 6.

Entonces, en contraste con los nimeros Grassmann, un cambio lineal de los generadores
paraGrassmann con coeficientes complejos no preserva simultaneamente la nilpotencia de orden
p+ 1y las reglas de conmutacién (6.11) [Cugliandolo 2004]. Es més, la relacién (6.11) tiene
un serio inconveniente para p > 2: no soporta la conjugacién usual de una x-dlgebra (con la
propiedad (60') = ') [Cabra 2006, Sontz 2013]. Esto ha llevado a algunos autores a evitar
la conjugacién [Cabra 2006] o adoptar una regla de conjugacién no estandar para productos
[E1Baz 2010, Sontz 2013].

No encontramos entonces razonable forzar la condicién de la nilpotencia bajo transforma-

ciones lineales complejas, mientras que las reglas de conmutacién de las combinaciones resul-

tantes son drésticamente diferentes de las originales. En esta Tesis proponemos [Sontz 2013,
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Cabra 2012] la relacién
(6.12) 06 = a0

con « € R independiente de g, con la ventaja algebraica de soportar *-conjugacion.
Destacamos una vez mas que las relaciones de conmutacién habituales (6.11) no permiten ha-
cer una transformacién lineal de generadores para-Grassmann en generadores para-Grassmann,
en el sentido de preservar nilpotencia y las relaciones de conmutacién. En el caso de multi-
ples modos, esto excluye el uso de transformaciones de Fourier o cualquier cambio lineal de
base y hace que sea imposible mapear los modos interactuantes en modos desacoplados, incluso
para Hamiltonianos cuadréticos. Nuestra eleccién (6.12) no mejora este aspecto, pero permite
una definicién coherente de conjugacion y de calculo simbdlico paraGrassmann. Por otra parte,

conducira a notables simplificaciones en las aplicaciones.

Estructura algebraica. La construccion de los estados coherentes discutida arriba con-
tiene las siguientes estructuras algebraicas:

Al imponer nilpotencia y relaciones de conmutacién sobre un par de indeterminadas conjuga-
das, se genera un algebra C(#, 0) /(0P+1, 9P+ 00 —afh) cociente del dlgebra libre no conmutativa,
de polinomios en 6, @ con el ideal bilateral generado por 6P+, AP*! and 00 — o, el cual es
un espacio vectorial de dimensién (p + 1)? sobre el cuerpo C. Esta serd llamada [Sontz 2013]
algebra compleja paraGrassmann pGp1 o, caracterizada por un orden de nilpotencia (p+1) > 2
y coeficiente de conmutacion real o (pGa,—1 es el dlgebra Grassmann estandar). Notar que es
también un anillo con la suma y producto de polinomios.

En segundo lugar, hemos introducido como estados coherentes elementos del médulo libre
del conjunto ortonormal {|n)} en H sobre el anillo pGp41 . Este médulo es una extension del
espacio de Hilbert H, un espacio lineal generado sobre una base de H con coeficientes en pGp11 o

mas generales que los nimeros complejos, y sera llamado

p
K= {v) =) aln) tal que v, € pGerl,a} :

n=0
No haremos distincién entre la multiplicacién a izquierda o derecha de elementos de pGpi1,a
con vectores, por lo que K es un bimédulo.
Como en el caso fermionico, uno puede utilizar el lenguaje de andlisis funcional llamando a

0 y 6 variables paraGrassmann y escribir los elementos del 4dlgebra PGp+1,o como funciones de
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tales variables
(6.13) £0,0) =" frw0"0™,

donde las condiciones P11 = 9P+l = 9h — ahh = 0 aseguran que una funcién arbitraria esté re-
presentada por (p 4+ 1)? coeficientes complejos (la forma de la ecuacién (6.13) puede llamarse
desarrollo de f en la base ordenada anti-Wick de pG)p41,q). La conjugacién en pGp1 o estd dada

entonces por

= Z fnn/enlén

n,n’

donde fn, es la conjugacién compleja. La propiedad de *-dlgebra (fg)* = g¢*f* se verifica
[Sontz 2013|.

En K se define naturalmente una forma sesquilineal por extension del producto interno en

H: dado [v) = 320 va(0,0)n) ¥ [n) = 32—g M (0, 0)|n),
(6.14) (nlv) = Zﬁn(g’ é)Vn(eﬂé)'
n=0

Esta operacién no define un producto interno (no hemos definido ain positividad para elementos
de pGpi1,a), aunque es util para escribir la proyeccién de elementos en K sobre la base (6.4).

De acuerdo con la notacién anterior,
(n|v) = vn(6,0),

(nln) = (nln)* = 7(0,9).

(n|0) = (1/F)9"

Una vez construidos los estados coherentes del algebra de operadores ¢-bosoénicos, es ne-

En particular,

cesario caracterizar su completitud y para esto debemos definir la integraciéon de funciones de
variables paraGrassmann. Discutiremos el célculo en variables paraGrassmann en el préximo

capitulo.



Capitulo 7

Calculo en variables paraGrassmann

En este capitulo presentaremos de forma detallada el cdlculo funcional en una variable
paraGrassmann compleja, sujeta a nuestra regla de conmutacién (6.12), en analogia al descripto
para el caso Grassmann. Incluiremos la definicién de la derivacién y la integracién sobre pGp11 o
y presentaremos aportes a la descripciéon de ntcleos reproductivos, proyecciones y la nociéon de

positividad.

1. Derivacién en pGpi1,a

Existen varias maneras de definir un cédlculo diferencial dentro del algebra no conmutativa
paraGrassmann. En [Baulieu 1991], los autores realizan una descripcién del célculo diferencial
con el objetivo de construir a partir de él un célculo integral para varias variables, donde
la integracién multiple se realiza de forma iterada desde la integracién en una variable. En
[Filipov 1993a], se construye una forma de calculo diferencial sobre una y varias variables
paraGrassmann, pero sin incluir dentro de este analisis la operacién de conjugacién. En este caso
el operador derivacién se define actuando sélo sobre funciones de la forma F(0) = >°P_ a,0"
con a, € R.

El objetivo de esta seccién es definir un operador derivacién consistente con la regla de
conmutaciéon (6.12) que actiie sobre funciones de variables paraGrassmann 6 y 6. El andlisis
que realizaremos a continuacién permite obtener como caso particular la construccién dada en
[Baulieu 1991] e incluye el proceso de conjugacién sobre los resultados de [Filipov 1993a].

Teniendo definida el dlgebra pGpi1,4 y considerando sus elementos como funciones F(6,6)
en variable paraGrassmann 6 y 6, podemos determinar operadores derivacién (a izquierda y
a derecha) de forma andloga a la Seccién 2. El orden adoptado para expresar las funciones
de variable paraGrassmann es el anti Wick, esto es cada monomio se reduce a la forma oG
con i,j = 0...,p utilizando la regla de conmutacién (6.12). En analogia al caso fermidnico, es
posible definir la derivada a izquierda y a derecha, aunque en general utilizaremos las derivadas

a izquierda.

81
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Supongamos que para una funcién de variable paraGrassmann F (6, 0) = Ef =0 Fijﬁ@j las

derivadas a izquierda y a derecha actian de la siguiente manera

k k
8F == Z Fijciei_lgj EF == Z Fijdja@@]_l
i,j=0 4,5=0
k o B k o
Fo= > F;aldo ' Fo= > F;do'0’"
i,j=0 i,j=0

con ¢;,dj, c;,d; € C constantes a determinar.
Asi 0(6™) = c, 0" Ly 5(5”) = dnykl para n > 2. Manteniendo el paralelismo con el caso

complejo y fermidnico, supongamos que
00)=00)=0 9(1)=0(1)=0  9(F)=0(0) =1.

Ademsds, dado que estd definido el producto de variables paraGrassmann, supongamos que este

operador verifica la regla de Leibnitz usual, esto es para todo par de funciones F, G € pGpi1,q,
(7.1) I(FG) =90(F)G + FO(G).
Esto implicarfa que, siendo P*! =0
0 = 96"

= 0(07)0+6Y0(0)

= (I+¢)0”
contradiciendo la nilpotencia de orden p+ 1 de la variable 6. Es por eso que la regla de Leibnitz
usual no puede ser considerada en este caso.

Para operar sobre productos, es necesaria entonces la caracterizacién de un operador di-

ferenciacion generalizado, que satisfaga una forma alternativa de regla de Leibnitz. Siguiendo

[Filipov 1993a] proponemos
(7.2) I(FG) =0(F)G+ g(F)o(G)

con g automorfismo de pGpy1,q-
Para determinar la accién de un automorfismo sobre cualquier elemento de pGj41,, basta

con definir ¢(#) y g(0). Considerando la regla modificada de Leibnitz (7.2) y teniendo en cuenta

que 9" = ¢;60°"1, se tiene que g(6) = Yo con vy € C. Entonces, llamando

-
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tenemos que
(7.4) OO™) = (1470 + e+ 918" = (n), 071,

Como 0 = 9(6P*1) entonces (p + 1),, = 0 de donde vy = ¢? es raiz de la unidad de orden
p+1.1
Con esto g(0) = ¢20.

—i

Para determinar g(f), tomemos F(0,0) =0 y G(6,0) = 67, entonces por (7.2)
(7.5) A(FG) =0(0'67) = 0067 + ¢(8")3(67) = ¢(8")d(67).
Por otro lado, usando la regla de conmutacién (6.12)
(7.6) A(FG) = 0(a™670") = o™ (j),0° 07" = [a~"0"]0(67).
De aquf g(8') = a~%0". Asf tenemos que para F,G € pGpi1.a
O(FG) = d(F)G + g(F)d(G)

donde g es el automorfismo dado por

(7.7) 9(0) =0,  g(0) =a"'0

2(p+1)

siendo ¢ = 1. De la misma manera, podemos definir el operador 0 verificando

(7.8) O(FG) = d(F)G + §(F)o(G)
con g automorfismo de pGy11, actuando como

g(0) = a0,  g(0) = g;0.

con qg(pﬂ) =1.

Andlogamente, para las derivadas a derecha tenemos que siendo h, h automorfismos
(FG)0 = F(G)0 + (F)0h(G) (FGY0 = F(G)0 + (F)0h(Q)

h(0) = ¢30, h(h) = ad.

h(0) =a'6, h(0) = ¢38.
con qiz(pﬂ) =1 para 1 = 3,4.

Una vez determinados los morfismos, estamos en condiciones de definir:

IN6tese que (n),2 = ¢" '[n]q, de acuerdo a la definicién de enteros g-deformados en la ec. (6.5).
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DEFINICION 7.1. 8i F(6,0) = Y27

Fiﬂ@] € pGpi1,a definimos las derivadas a izquierda
como

k ' . |
OF = Z Fij(j)qgei@—l OF = Z F‘ij(i)q%aznglgj
7,,]:0 ZJZO
y las derivadas a derecha

k k
i i—17J = . ing—1
Fo =" Fyjol(i) 200’ FO= ) Fy;(j)a0'¢
i,j=0 i,j=0

con qf(pﬂ) =1parai=1,.,4 y (n),z dado por (7.3).
Todo esto permite demostrar, en analogia a la Proposiciéon 3.5 que:

PROPOSICION 7.2. : Dada F(0,0) € pGpi1.a

» Los operadores derivacion a-conmutan entre si, i.e. 00F = a00F .
. . 1
» Las derivadas son operadores nilpotentes: OPH1F = FE=o.

» 0 OF — 20 0F = 1, 0[0F] — ¢?0[0F) = 1, 0[0F) = af[0F] , O[0F] = a~'0[0 F).
Una vez caracterizados los operadores derivacion, estamos en condiciones de definir:

DEFINICION 7.3. Si OF(0,0) = 0 para F(0;6) € pGpi1.a (resp. OF(0,0) = 0), entonces

F(0,0) se dird holomorfa (resp. anti-holomorfa).

Resolviendo las ecuaciones anteriores, quedan determinados los espacios de funciones ho-
lomorfas y anti-holomorfas de variables paraGrassmann 6 y 6 respectivamente, que toman la

forma intuitivamente esperada y que llamaremos

p p .
(79) B;}j{ol = {F(G) = Zflel} ’ BZHOZ = F(g) = ijéj
i=0 Jj=0

2. Integracién en pGpyiiq

Siguiendo el trabajo de Berezin que define la integracién para funciones de variable Grass-
mann, podemos dar para los elementos de pGj41,o una forma lineal con propiedades similares a
esta integral. Esto se ha hecho antes [Baulieu 1991, Filipov 1993a, Majid 1994] utilizando

la relacién de conmutacion (6.11).
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Recordemos que en la Parte 2 definimos la integracién de funciones de variable Grassmann
partiendo de la premisa que el operador integracién sea lineal e invariante ante traslaciones.
Asi, establecida su definicién se verifica el Teorema de Stokes (ver Proposicién 3.5).

Cuando tratamos con funciones de variables paraGrassmann la situacién es diferente. La
relacién de conmutacién 00 = aff con o € R hace que las combinaciones xy = pf + o con
coeficientes complejos no sean necesariamente nilpotentes de orden p 4+ 1. Por esto la nocién
traslaciones pierde sentido ya que la variable trasladada, suma de dos generadores de pGp41,q,
en general no sera nilpotente de orden p+1 y no puede ser considerada como una nueva variable
paraGrassmann.

Sin embargo, la construccién de la integracién en pGpi1,. puede desarrollarse de manera
consistente si requerimos a priori la validez del Teorema de Stokes.

Comencemos considerando funciones antiholomorfas de variable paraGrassmann 6 de la
forma F(0) = 7, Fﬁi. Queremos dar sentido a la expresién [ F(6)df suponiendo la linealidad
de la misma sobre pG, 41, y la validez del Teorema de Stokes.

Por la linealidad es claro que sélo es necesario definir [ 9 do para ¢ = 0, .., p. Por el Teorema

de Stokes es necesario que [ OF(0)df = 0. Asi, por la definicién 7.1 tenemos que

P P
(7.10) 0= [ OF(0)df = )0 do.
Joro=3s [ vr0=3 05 [0
Como (i)g #0 parai #p+1
(7.11) / 0'db = C,6;,

con (), una constante real positiva a determinar.

Andlogamente, se puede definir la integracion en la variable 8 donde, siendo C{D e Ry,
(7.12) /wm_%%.

De manera resumida, podemos citar las normas de integracion de Berezin como basicas para

elementos de la base anti-Wick

/wmw = Clonf",

(7.13) /WW@:ﬁ"qm%
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haciendo hincapié en que 6, f actiian como variables independientes bajo la integracién. Enton-

ces, la expresion
(7.14) / do0"0"™ df = C},Cplrnpdnry

define la doble integral iterada. El orden de escritura de los factores y los diferenciales se debe
realizar como en (7.14) antes de utilizar el lado derecho.

Para completar la definicién de la integral doble, hay varias formas de elegir las constantes
Cpy Cpen (7.11) y (7.12), y cada eleccién implica distintas caracteristicas para la integracién
de funciones en pGpii,. Por ejemplo, en el dlgebra de Grassmann [dn n = 1 si y sélo si
[dnf(n) = 8f(n). Andlogamente, para el dlgebra paraGrassmann tendriamos que [ dff(0) =
P f(n) siy sélo si

(7.15) / 00" = (i) 2'5

2(p+1)

quedando determinada la constante en (7.11) por Cp = (p)g2 con ¢j =1y (p);z dado en
(7.3). De la misma manera, para la variable @ y siendo qg(p ) 1,

(7.16) / 0'd0 = (p);3'0-

Con esta eleccién de constantes de normalizacién en (7.11) y (7.12), se puede verificar que

para toda F(6,0) = f,j:o Fijﬁ@j € pGpi1,a

(7.17) [ / der,e)de] = F ) 0! [ 0F©.)"d8 = B0}, ()

siendo
(7.18) [/ dGF(H,Q)dGT = /deF(e,e)*de.

sélo cuando ¢1% = q?
Otra posibilidad de eleccién para las constantes de normalizacién en (7.11) y (7.12) es

considerar
(7.19) Cip = Cip = 1/ [plg!

donde g = /Pt y i]4 es el llamado nimero entero g-deformado dado por

" —q"
7.20 nlg= ——
(7.20) [n]g R
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definido anteriormente en (6.5). Como [i], = [i]z para cualquier i € N, la igualdad (7.18) se
verifica. Por conveniencia en el contexto de ¢g-bosones, consideraremos en lo que sigue la norma-
lizacién (7.19) con g = et [Cabra 2012], estableciendo como definicién para la integracion

de funciones de variables paraGrassmann la siguiente:

DEFINICION 7.4. Si F(6;0) = szo Fijﬁej € pGpt1,a se define la integral de funciones de

variable paraGrassmann como
(7.21) /d@ F(0,0)d0 = F,p[pl,!
con q = e

Cabe senialar que, una vez fijada la raiz p + 1 de la unidad, tenemos

™

(7.22) [n]y = sin(n P

)/ sin(——)

T
p+1
resulta estrictamente positivo paran =1,--- ,p.

3. Completitud de los estados coherentes ¢-bosénicos

La completitud de los estados coherentes se expresa como una resolucién de la identidad en

H. Tenemos que dar sentido a la expresion
(7.23) /d9 0)p(0,0)(0]df =1:H — H,

donde (6, 0) puede ser vista como un “peso en la medida” para la integral (por cuestiones de
orden es importante adoptar una posicién para este peso; lo escribiremos por conveniencia en
el centro).

Dados dos vectores cualesquiera |u) = Y7 _gun|n), [v) = Y- _jv,|n) en H, nos pregunta-

mos como debe ser u(6,0) para verificar

(vl / 4616)12(0, 8)(6)] dBu) = (v]u)

que resulta
" or 4
Vi

Escribiendo 1(#, ) en la forma anti Wick general (6.13), la expresién dentro de la integral

(7.24) df w(6,0) 0 = -

resulta ordenada de forma antiWick y puede resolverse segin la definicién 7.4. El factor peso
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debe contener términos con iguales potencias de @ y 6 de manera que arroje un resultado no
nulo sélo para n = n’. Asi obtenemos
(7.25) zp: L grg
‘ — k]q'
como el tnico nicleo (ordenado anti Wick) que da sentido a la ecuacién (7.23).

La ecuacién (7.23) destaca el rol auxiliar de las variables paraGrassmann y de los vectores
del médulo K en nuestra construccién: cuando calculamos los elementos de matriz en H, los
vectores del médulo K se proyectan sobre H y la expresién permite calcular una integral a
valores complejos en pGp41,. En otras palabras, las variables paraGrassmann se pierden con la
integracion y se recuperan los resultados en el espacio de Fock g-bosénico, como sucede con las

variables Grassmann en la teoria fermidnica.

4. Forma sesquilineal en pGpy1 .o

Prescripcién de orden anti-Wick. Una vez que tomamos (6, 0) como el peso de la
medida, el uso de la resolucién de la identidad (7.23) o construcciones similares puede llevarnos
a integrales donde los factores de 6, § puedan no estar ordenados en sentido anti-Wick. Siguiendo
[E1Baz 2010, Sontz 2013] definimos una prescripcién lineal de orden : :, moviendo en cada
término dentro de :  : todos los factores 6 a la izquierda y los factores 8 a la derecha sin utilizar

las reglas de conmutacion. Por ejemplo, siendo p = 4
2 —4 =3 12 27 —4 273
s al + b00° + 00 + ch 0° = ab + b6°0 + 00 + cH“6".

Esta prescripcion es de utilidad en varias situaciones. Por ejemplo, el factor peso puede

escribirse como
(7.26) 1(0,0) =: € -

donde la exponencial g-deformada esta definida como es usual en algebras ¢g-deformadas
7.27 S S
(7.27) G2

Mediante la utilizacién de esta prescripcion, también podemos encontrar el inverso mul-
tiplicativo de ciertos elementos del algebra paraGrassmann, sin que se evidencie en el la no
conmutacién proveniente de la relacién (6.11). Para ser mas precisos y en analogia a la Propo-

sicién 3.3 de la segunda parte
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PROPOSICION 7.5. Si f(6,0) = ?,ij fijﬂi?j con foo # 0, entonces existe una unica g(6,0)

tal que : £(0,0)g(0,0) :== 1.2

Demostracién. Sea f(6,0) = ¥ =0 fl-jﬂi@j con foo # 0. Tenemos que encontrar un ele-

mento g(6,0) = ZJ:O gklé?kgl tal que : f(0,0)g(0,0) := 1. Esto significa que

1 = :f(6,8)9(0,9) :
p D ‘
= Z Z fijgk:l . 0@@391651
,7=0 k,I=0
p P ‘ ,
= > ) fizgut e

0

<.

0k,

)

|
ﬁM*ﬂ
I M@

m
Z i 0n—im—0"0".
7=0

Esto determina un sistema de (p + 1)? de ecuaciones con (p + 1)? incognitas g con k,l =

. 2
0,..,.p. Sean G = (goo g10 920 " Gp0 o1 Gi1 - ‘Gpo - * * “Gpp) Matriz de CXPFD™ v T =
(1.O0O0 ----0 )€ CHx(P+1)?  Siendo G! y I' las matrices traspuestas de G y I respectivamente,

el sistema puede escribirse de forma matricial como
(7.28) AGH=T

con A € CPTD*x(+1)? matriz de elementos

Joo #0, sii=j
Aij= Q0 fic1jo1, sii>ji# ]

0, caso contrario.

Esta matriz es triangular inferior con diagonal no nula, por lo que el sistema (7.28) tiene tnica

solucién de donde existe una tnica g(6,6) € pGpi1.4 tal que : £(6,0)g(6,0) :=1. R

OBSERVACION 7.6. Como caso particular tenemos que para la exponencial q-deformada

00 _ NP 1 gkph
eg =2 k=0 ;100 €PGpiia

9 Z akek

donde ag =1 y ap = — Zﬁzl (EZ];’,‘ para 1 < k < p.

2Llamaremos a g(0,0) de la forma f~'(6,0).
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En esta seccion usaremos esta prescripcion en el orden para definir una forma sesquilineal

para el dlgebra paraGrassmann. Consideremos un peso w € pGp41,o de la forma

p
(7.29) w(6,0) =Y Tmgmg™,

donde w, € C para n = 0,..,p. Apelando a la prescripcion de orden anti Wick denotada por

: podemos definir para F,G € pGpi1,qa, la aplicacion (.,.)y : pGpii,a X PGpy1,o — C dada

por
(7.30) (F,G)y = /d0 : F(Q,@)*w(@,?)G(G,?) - df
siendo : : el orden anti-Wick o antinormal.

Cabe destacar que, bajo cualquier prescripciéon orden, las reglas de conmutaciéon de las
variables paraGrassmann ya no desempenan ningtn rol en el integrando. Son la p+1-nilpotencia,
y el peso w(#,#) de la medida que establecera condiciones de ortonormalidad, los ingredientes

claves de la manipulacién de estados coherentes g-bosénicos.

PROPIEDADES 7.7. Si F;G € pGpi1,a, la aplicacion (.,.),, dada en (7.30)

» Es una forma sesquilineal sobre pGpi1,q, antilineal en la primera componente y lineal
en la sequnda.

» Siparan=0,.,p, w, €R, la aplicacion es compleja simétrica i.e (F,G)y, = (G, F),.

Demostracién. Por linealidad, es evidente que la aplicacién (.,.), es una forma sesqui-

lineal. Para demostrar el segundo punto consideremos F(6,0) = ; =0 Fijﬁ@j y G(0,0) =

27 s=0 Gps0%0° elementos de PG pt1,o- Entonces

p . *
(F,.G)y = Y. FyGrt [ / do : 07909 0¥ 9" : df
i,j,m,k,s=0 [mlq!
P .
—— [i + 5]
= Z Eijswp*m5§+k+m5f+s+m7,q
i,j,m,k,s:o [m]q'
p
~—  [pl¢!
= FijGits—j,sWits .
Z e [p+s—i]g!

i,j,5=0
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Por otro lado

(G, F)w = Y Fi; G 2™

/ dggitstmgtRT™ g
i,4,m,k,s=0

[m ]q!

p
——Wp—m
= Z F”Gks[ lg! 5§+8+m59+k+m[l+8]q!
i,5,m,k,s=0 ’

[p]q!

p
— Fo-Gire s
Z 1) T i+s—7,sWi+ts [p +s5— Z]q'

i,j,5=0

coincidiendo con la expresion anterior sélo si w,, = w,,. R
A partir de ahora, y para preservar la simetria, asumiremos que w,, € R. Atn asi, esta

restriccién sobre los valores de wy, no alcanza para definir un producto interno. Por ejemplo, si

tomamos f(6,0) = g

f, flw = /d@:@iLZ:OQEZ)]q 0] 0i: do
_ ¢ Wp—k — w: [plg!
- kz::o e ol =i

y tendriamos (f, f), < 0 cuando w; < 0 . Para definir un producto interno los coeficientes wy,

deben ser positivos. Asi tenemos,

PROPOSICION 7.8. Siwy, >0 para n =0,..,p, el espacio B, := B%Ol + BiHol es un espacio

de Hilbert respecto de la forma sesquilineal (.,.)y. Mas ain,

L. ¢n(0) = 0™/\/wy[n]y! es una base ortonormal de BY,,, de dimensién p + 1
2. ¢%(0) = 07/ \/wn[n]y! es una base ortonormal de BY ;. de dimensién p + 1.

Demostracion.

» Positividad. Para demostrar la positividad de (., .),, sobre B,, consideremos para a;, b; €

C, £(0,0) = °F_aib’ + b;d'] .
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Entonces

(fi v = /dQI(ZalO +b;60']) [
=0

p
]Zaje +b,0')) : db
kO[ d! §=0

= Z wp E / do - (@a;0"70" 4+ ba;099" + @000 4 B0k ) - dB
4,J,k=0

P
wy—k[Plg!
= Z o [alaj5k+35k+z +bi a95Z+z+g‘5p +aib; 6p5£+z+] +bib; 51@—}—@51@4—]}

i,5,k=0 [£]q!
P I P !
= ) 7wp7k[],)}q.|ai\2 + boagwo + @obowo + [wpk[l,)]q bi|2:|
e LY [Kq!

-
o
I
o

. i,k=0

_w B ' B o P w
p[k’?[?"}q,ai? + |ao|*wo + boagwo + @bowo + |bo|*wo + Z [ p[kﬁ[p] b ‘2]
I g | ik=1 &

o

f
M
)

I ! - L4 |
7wp7k[p}q.|ai‘2 +w0(ao+bo)(ao+b0) + Z |:wpk[p]q.51|2:| >0 N

I
.wa

ik=1 [Klq! . ik=1 (k]!
= Ortogonalidad.
(65 O30 = / do: —— [zpj “’p—ke’fek] B
e Wi [mg! =0 [k]q! VWn[n]g!
_ Z o Wy km] o / 40 95 g
n Wl a‘Flg*

En lo que sigue adoptaremos w, = 1 para todo n = 0,..,p, con lo cual el peso w(f,0)

coincide con
(7.31) 1(0,0) =: %

dada en (7.25). Esta eleccién para los coeficientes w,, determina la forma sesquilineal para el

algebra paraGrassmann que anotaremos

(7.32) (f(G,é),g(Q,é))pG = /d9 f5(0,0)u(0,0)9(0,0) : do

con f,g € pGpy1,qa, que se relaciona de manera natural con la completitud dada en (7.23)[Sontz 2013].
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5. Nicleo reproductivo

De manera semejante al caso Grassmann, motivados por la interpretacion de los espacios
B%ol y BI;}HOZ como espacios de funciones, presentaremos los nicleos reproductivos de estos
espacios.

Comencemos con el espacio de Hilbert B% o1» Y como antes para destacar el rol de la variable
paraGrassmann presente lo nombraremos BY,; ,(6). Con f(z) = Zf\i o Biz® € C[z] un polinomio

de grado N, definimos la evaluacién en un elemento de B, ,(6)

DEFINICION 7.9. Si f(z) = Zi]\io Biz' € Clz], la aplicacion Qg : Clz] — B, (0) dada por

N

(7.33) olf] = Bib" = (6)
=0

es la aplicacion evaluacion en 6.

Como en el caso Grassmann, esta aplicacién resulta un morfismo de algebras, suryectivo y
no inyectivo.
Apelando a la base ortonormal de B% ,(0) dada en la Proposicién 7.8, y motivados por la

proposicién 2.20, construimos el elemento K,(6,€) € By, (0) x BY,,(€) dado por

n=0
-y e
=0 wn[n]q!

que verifica la férmila reproductiva para el dlgebra paraGrassmann

QPvf [f] = (Kp(ev 5)7 Qp,@[f])pG

En efecto, si consideramos f(¢) = fi¢* para algin k € {0, .., p},

(KCOLT Q) = [ 4 K¢ 0w DI

=0 [n]q =0
= fr ij Wy i— / d¢ : ¢ L dC
= nlilq! ]!
p en

= i Z wp*iméﬁn(;ﬂkmq! = fu®
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DEFINICION 7.10. La funcién

_ <
(7.34) Kp(G,0) =
se llamard nicleo reproductivo de Bi,ol. Lo denotaremos por Kpﬁ(C).

. e i 13D
Anélogamente, para el espacio B, tenemos que

p ann
(7.35) qun )én (6 Zw Bk
n=0 "

satisface las condiciones para ser su nucleo reproductivo.

6. Proyeccién

Tal como describimos en la seccién 6 del capitulo 3, dentro del dlgebra paraGrassman el
espacio B 1o €8 un espacio de Hilbert con el producto interno dado por (7.30) pero pGpi1,a
no lo es y el hablar de proyeccién ortogonal pierde sentido. Sin embargo, como (7.30) es forma
sesquilineal sobre pGp41,a, la proyeccién de un elemento de pGpi1,. sobre el espacio de las
funciones holomorfas o anti-holomorfas de variable paraGrassmann es posible. En analogia a la

proyeccién de Bargmann (2.2) y la proyeccién Grassmann (3.26), si f(¢,() € pGpi1.q es de la

forma f({,() = P iz0 cijﬁizj, entonces

(Kp,G(Z)vf(C>Z)>pG - /dc (Z wnﬁz]q')
0"

P )
T,f‘fc’%’“) > e’ | dC
.

t,j=0

—itk i kan =
Tl A

|
Z,],k,nf() q [ ]q
- 7"
- Z Cij W —ki[p]q oP k(;p .
i,4,k,n=0 : wy[k]g![n]g! i+k”j+k+n
p p wj+n . . p .
n=0 \ j=0 n o

OBSERVACION 7.11. Cuando w; = 1, tenemos que el producto interno (7.30) resulta (7.32;
cuando p = 1, se recupera la forma sesquilineal (3.20) del dlgebra de Grassmann. En este caso,

1 1

wj

7+1

(7.36) Co = E Cjj = Coo + C11 Ch = E Cj+1,j " =cC1,0
j=0 =0 !

coincidiendo con la aplicacion (3.27) del caso Grassmann.
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DEFINICION 7.12. Llamaremos P4, . : pGpi1.0 —€ By, (0) a la aplicacion definida como

(7.37) P (H)(0) = (Kp0(C), F(¢, O

Y Prioi : pGpi1,a —€ By, (€) a la aplicacion definida como

(7.38) P (F)(0) = (K, 5(C), £(C, O))pa-

Notemos que las aplicaciones ch ol Y Pfl ., Son proyecciones aunque no pueden decirse or-
togonales (pGp+1,o no estd dotado de un producto interno). Ambas verifican la suryectividad,
aunque no la inyectividad. La clase de elementos de pG)p41,o que se proyectan sobre una misma

funcién g(0) = 327, A]@j estd dada por

(7.39)
B P B P il
Clthosey = FEO = Y anmC"C tal que Y anyjn ™S00 = Aj para cada j =0,..,p
n,m=0 n=0

OBSERVACION 7.13. Sip = w; = 1 entonces la clase C{Aj}0<j<1 coincide con la clase obtenida

para funciones de variable Grassmann (3.29).
7. Positividad.
Proponemos para el caso paraGrassmann la siguiente relacién:

DEFINICION 7.14. Dadas F,G € pGpi1.q, diremos que G > F si y sdlo si existen 1, € Bzol

conn =0,...,p tales que
p
(7.40) G—F=> 7.(0)7(0).
n=0

La posibilidad de escribir un elemento f(6,0) € pGpi1,4 como producto de 7, € BY,;,, por

su conjugado puede caracterizarse a través del siguiente teorema

TEOREMA 7.15. Dado f(6,0) =" aijﬂi?j € pGpt1,a, [ >0 sty solo si la matriz A de

2,j=0

entradas [Al;j = a;; coni,j =0,..,p es hermitica y semidefinida positiva 3,

Demostracién.

=) Sea f(#,0) > 0, entonces existen 7, € B, conn=0,...,p tales que

(7.41) £0.0) => " 7(0)7(0).

3Una matriz hermitica A es semidefinida positiva si para todos los vectores no nulos z € C" tenemos que

zMz* > 0.
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Siendo 7,,(8) = 3%, al(-n)ﬁi tenemos que 7, (0)7,(0) = ?,j:o agn)@(")ﬁigj de donde
f0.0)=> 1> oWz "ed
i,j=0 m=0
Asf, ai; =>P agm)?j(m). Notemos que
A=B.B}

siendo B la matriz cuyas entradas [B];, = al(k) y Bf representa la matriz conjugada y transpuesta

de B (es decir, Bf = Et). Entonces, A es hermitica semidefinida positiva.
<) Sea f(0,0) = f,jzo aiﬂ@j € pGpt1,a, con la matriz A dada por los elementos [A];; =
a;; hermitica y semidefinida positiva. Luego es diagonalizable y sus autovalores son no negativos.
4
Esto implica que existe una matriz P € C®+)x@+1) y yna matriz D diagonal con entradas
D;; = é;5d; > 0, tales que
A=P.D.P!

Llamemos © := (§° ' ...07) ala matriz de pG;JXr%);U y Of = ©' donde t indica trasposicion,

entonces de manera compacta podemos escribir

p )
£0,0) = > a0
i,j=0
= 0407
= O[P.D.P'O".

Observemos que © P =: © = (50,..751,) donde cada 0, = 32 _ 0" [Pl € BY,., para

m=0

n =0,..,p siendo [P, para n,m = 0, .., p las entradas de la matriz P . Entonces

f(6,6) = ©[p.D.PTE!
= oDpef
p ~ T~
n=0
p -
= > A(0)a(0)
n=0

4Dada A € C hermitica, A es diagonalizable unitariamente con autovalores reales. O sea, se la puede

descomponer como A = P - D - PT en donde P es una matriz unitaria y D es una matriz diagonal.
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siendo A\, (0) := Vd,0,. 1

OBSERVACION 7.16. Notar que para p = 1 esta proposicién coincide con la nocién de posi-

tividad Grassmann dada en la Proposicion 3.19.
Con esta caracterizacion, es facil demostrar que
PROPOSICION 7.17. La relacion > definida en 7.14 es una relacion de orden en pGpi1 q-

Demostracion.

eReflexividad. Para cualquier funcién F € pGpi1.4 F(6,0) — F(0,0) = 0(0)0(0) siendo
0(8) =0, de donde naturalmente F' > F'.
eAntisimetria. Si G > F' con F,G € pGpi1,o entonces
p )
G—F=H= Z aijé?i@]
i,j=0

donde los elementos a;; definen las entradas de la matriz A semidefinida positiva.

SiF > G,

p .
F—G=-H=)Y b0t
4,j=0
donde los elementos b;; definen las entradas de la matriz B semidefinida positiva. Entonces

A = — B resulta semidefinida negativa, de donde A es la matriz nula.
eTransitividad. SiG > Fy H > G con F,G,H € pGpi1,a
P » P »
G-F=)> a0t y H-G=)> b0
i,j=0 i,j=0
donde A y B de entradas a;; y b;; respectivamente son matrices semidefinidas positivas.

Como

P :
H-F=H-G+G-F= Z[aij—kbij]é?@]
i,j=0
tenemos que la matriz C' = A + B de entradas [C];; = a;; + b;; es también definida positiva.

Entonces por la Proposicién 7.15 H > F' i

Una vez establecida la positividad como en la Definicién 7.14 y su caracterizacién a través
de la Proposicién 7.15, podemos verificar por ejemplo que si F' € pGpi1,o y ' > 0, entonces
[do F(0,6)dd > 0 (resultado que depende sélo del coeficiente principal de F).

También podemos demostrar una expresién similar a (2.25) para el caso de funciones de

variable paraGrassmann.
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PROPOSICION 7.18. Si F € By, y Ko(6) =30 _, %, entonces
(7.42) F(0)F(9) < Kqo(0)[ F|>.

Demostracién. Dada F(0) = YL f6"

Ko@IFI? - FOF®) = (> 20 (F e — (3 169> 58

n=0 (]! i=0 §=0

= 0 T A — (3 50T
n=0 7 m=0 i=0 j=0
p p .

- Y m]]‘?,' fnl65) — [T

Llamemos a;; := (D°F _, [El]q, |fm|?0ij) — fifj v A la matriz con estas entradas.

Es claro que a; € Ry y a;; = @j;, luego es hermitica. Para demostrar que es semidefinida

positiva, debemos ver que siendo z = (29 21 ....%p) la matriz de C>*®+1) vy 21 su conjugada
traspuesta,
zAz! > 0.
Entonces
zAzl = 202k

126k) — fi felZn

p
ZJZ

*M% ?EM“

7,k=0 m=0
- [m],! 2— - T
= Yyl lPEROe = > 2 fifiE
Jrk;m=0 lle! 5,k=0
p p
= Z | J|2 2 - Z % fj FiZ
J,m= ‘7 7,k=0
P
= Z [ \f 2~ ijjszk]

_ oy [||[[’;]] el - zjfjszk]

ik=0 j#k

p

7,k=0 j>k




Capitulo 8

Operadores sobre variables paraGrassmann

En este capitulo elaboramos la construccién de operadores lineales sobre elementos del
algebra paraGrassmann, vistos como funciones, en el lenguaje de Analisis Funcional. Si bien
el hecho de trabajar en espacios de dimensién finita elimina por construccién todo problema
de convergencia, nuestro objetivo es analizar esta construcciéon en el limite para el orden de
nilpotencia p — oo (donde ¢ = Pt 1) en relacién con operadores sobre el espacio de

Bargmann-Fock, via estados coherentes bosénicos estandar.

1. Operadores Toeplitz y anti Wick sobre variables paraGrassmann

Representacién de Bargmann Fock. Antes de comenzar con la definicién de los opera-
dores Toeplitz y anti Wick paraGrassmann, analicemos cémo es la representacién de Bargmann

Fock para estados ¢g-bosénicos.

DEFINICION 8.1. Para un vector arbitrario |p) € K y |0) estado coherente, diremos que la

expresion (6|1) es el simbolo paraGrassmann de |1).

Notemos que si |€) y |6) son estados coherentes paraGrassmann dados por (6.10), la accién

de (&| sobre |0) resulta

(8.1) €)= >0
n=0 a

[n

Consideremos un estado [¢)) = >-F_¢,|n) € H. Entonces

@) = >l (v/yulat) o S emlm)
n=0 m=0

(8.2) = Y " =y (0).

n—=0 [n]q!

: ] D : P
siendo 9 (¢) un elemento de B, ,. Esta correspondencia entre estados y elementos de B, , es
claramente una biyeccién entre espacios de dimension finita. Habiendo interpretado el algebra
paraGrassmann como un espacio de funciones, y habiendo establecido una proyecciéon de pGp11 o

en Bih ,; mediante un nicleo reproductivo, podemos dar forma funcional a esta biyeccion.
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Usando la resolucién de la identidad (7.23) con peso (7.25) y (8.2) tenemos que

(Y1)

Wl / d616)1:(0, 8)(6]|))dB

— [ as0@n(6.0)0(0)a
— (W )e = [0?

donde el producto interno (.,.),¢ definido en B, , x B ;. ; estd dado en (7.30) con wy, =1, es
decir la férmula (7.32).
De manera similar tenemos que la accién del dual (| sobre el estado |¢) puede representarse

Wle) = (l / 46+ 0)(0,9) (0] - d0)
_ /d@:Wu(9,9)¢(9):d9
= (%(b)pG-

Motivados por lo anterior, podemos definir una transformacién lineal U : H — Bi 1o dada

por
(8.3) U(l)) = ¢(0) = (0])

que es invertible, con la inversa dada por

(8.4) U (@) = 1) = [ db:1000.8)60) : dF

Las ecuaciones (8.3) y(8.4) describen, via estados coherentes, la isometria entre el espacio

de Fock H y su realizacién funcional BY ;;,, € pGpii,a-

Operadores Toeplitz y anti Wick paraGrassmann. De la misma manera que para
el caso complejo y Grassmann, la existencia del ntcleo reproductivo paraGrassmann permite
definir los operadores Toeplitz en el sentido usual. Asi mediante el operador P, : pGpi1,a —

BZHOI dado por
(85) By(F)(8) = (K5(C), F(¢:0))pa

para todo F(6,0) € pGpi1.4 podemos definir los operadores Toeplitz a través del nicleo repro-

ductivo.
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DEFINICION 8.2. Siendo 0(0,0) = Zf,j:o Qijﬁ@j € pGpi1,a definimos el operador Tép) :
Blitror = Bl

(8.6) TH[F)(0) := By(oF) = (Kp(C), (¢, OF(Q))pe

para F € BiHOl. Este operador serd llamado operador Toeplitz paraGrassmann. La funcion

0(0,0) es el simbolo del operador de Toeplitz paraGrassmann.

OBSERVACION 8.3. La definicion de operador Toeplitz paraGrassmann (8.6) puede también
darse utilizando el producto interno (7.30) en lugar de su caso particular (7.32). Por conve-

niencia en el tratamiento de estados coherentes utilizaremos este ltimo.

Como para el caso bosonico y fermidnico, estos operadores pueden ser vistos como una

realizacién funcional de operadores que actiian sobre el espacio de estados F.

DEFINICION 8.4. Dada una funcién ¢(0,0) € pG(p+ 1, ), el operador Ay, H — H,

(8.7) Ay, = / 40+ 10)(0,8)(0,8)(0) : B,

se llamard operador anti Wick paraGrassmann con simbolo anti- Wick o simbolo contravariante

©.
La integral (5.3) permite calcular elementos de matriz complejos para [¢), |¢) vectores de

H,

(.8) (Ol 011) = [ d8 5 610)u0.8)0(6.8)(0]0) : .

Siendo |¢) es un estado coherente, tenemos que

(ClApgld) = /d9 H(10)(0,0)(0,0)(0]w) - df

- / 48 - Ko(0)"1(0,8)(6,8)0:(8) : db

= T2¢(C)

Esto nos dice que T5%(C) es la realizacién funcional del operador anti Wick A, .
Siguiendo la definiciéon 7.14, se puede ver como la positividad del simbolo determina a

positividad del operador Toeplitz paraGrassmann:

PROPOSICION 8.5. Si el simbolo p(0,0) € pGpi1.4 es positivo seqin la definicion 7.14, el

operador Tg es positivo.
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Demostracién. Sea ¢(6,0) = Zf =0 gpijﬁ@j simbolo positivo, es decir que la matriz
® cuyas entradas [®];; = ¢;; es semidefinida positiva por la Proposicién 7.15. Sea f(6) =

P fif" € B, Aplicando la definicién (3.6)
(8.9) T2 f(0 Z 4,07
con A; = ] 0 Pij [p " fp ; Entonces usando (7.30)

(Tof @) F D = QA3 il e

k=0

0
p
= Z/d@ A,070(0,0) 18" -

k=0

.
I

hS]

[e=]

~.

7, k’ [k]q'5 —1

ﬂq'

I
M*@

F

0

ifpfz

[l
N
M= =

~
o

p
= f —j fp—iaij[plg!

Z7J_

Llamando F' := (fo......fp) € CP~! podemos escribir

p
(Tof©0), fO)pe = > Foifpiailply!

1,j=0

= Fo.Ft>0

pues ¢ era semidefinida positiva. Asi queda demostranda la positividad del operador Toeplitz
paraGrassmann 75.1
2. Operadores Toeplitz paraGrassmann diagonales

De la misma manera que en el caso Grassmann, los operadores diagonales en la base de

BZ 1o dada en la Proposicion 7.8 tienen simbolos sencillos. Podemos ver que

TEOREMA 8.6. El operador TS es diagonal en la base ¢n(0) = 0"/1/[n],! de BAH , 8ty s6lo
si p(0,0) =3P _, and"e".

Demostracién. =) Supongamos que T5 es diagonal en la base ¢, (). Entonces existen

A € C, con n = 0,..,p, tales que Thd,(0) = A\pon(0). Dado un sfmbolo general (¢, () =
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Zizjzo Qg Clzj )

P mgh Py B p s = B

i,j=0

-_-m

_ Z 6? q! /d(:CHHmCHHn:dC

7,k,m=0

- m

p !
— ! Z a-‘[p]q' 0 — 7 &?

[n]q! e 1) [k}q! [m] | i+k+m” j+k+n"

Cuando i # j se tiene que m # n. En consecuencia si existe a;; # 0 con ¢ # j la funcién ¢, no

es autofuncién de T5. Esto significa que ¢(¢,{) = >F_, aiicizi.

<) Sea 6n(0) = = v ¢ = Xl g a0
T26n)0) = (Ko(Q),0(¢ én(Opa

P —m
= ! Z aii 0 H 157 5P

T oy T gl P OO
p
7 [n + ]!
b );a )

Entonces ¢,,(f) es autofuncién de T con autovalor

(8.10) )\n:ZaiM. [

=0 [n]q!

DEFINICION 8.7. Los simbolos de la forma p(0,60) = Y, a:0'0" serdn llamados simbolos

radiales paraGrassmann.

Observemos que contrariamente al caso bosénico, y de forma analoga al caso Grassmann,
cualquier funcién de esta forma puede ser considerada simbolo radial, ya que no existen con-
diciones restrictivas sobre el dominio del operador de Toeplitz paraGrassmann debido a que
la nilpotencia de orden p + 1 de estas variables reduce el espacio de funciones a un espacio
de dimensién finita. Asi, para simbolos de este tipo, el operador Toeplitz paraGrassmann 75

7z . . . . . p
esta bien definido y su dominio es todo el espacio By,

Dado un sfmbolo radial, el operador 75 definido en (8.6), puede ser escrito de forma equi-

valente través de sucesiones finitas de autovalores.
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Definamos el espacio
(8.11) CP = {{an}n>0 donde a,, = 0 para todo n > p}
y la aplicacién
(8.12) Se:CP — CP
{an} — {anpn}

con {yn} una sucesién fija cualquiera. Asi, teniendo en cuenta los autovalores (8.10) de un
operador Toeplitz paraGrassmann con simbolo radial, podemos expresar de la siguiente forma

equivalente el resultado de la Proposicién 8.6.

TEOREMA 8.8. Si ¢ un simbolo paraGrassmann radial, entonces el operador Toeplitz para-
Grassmann T% es unitariamente equivalente al operador S, que actia en el espacio de sucesiones

Cl siendo la sucesion {¢,} dada por

1 L
(8.13) On = W/d@ : (0,0)1(0,0)0"0" - do.

Demostracion. Para verificar este resultado solamente tenemos que ver que los autovalores

(8.10) coinciden con (8.13). Sin pérdida de generalidad supongamos ¢ = 076
1 .
Yn = '/dH s p(0,0)u(0,6)0"0 - do
[n]q!

1 / iy o= 1 om —
= —— [d0:0'00"9" Y —§"9™ . df
il 2l

b 1 . _ _
= Y / do - gi+nTmg T g

a 1
— 157
= 2 [ e e
coincidiendo con el espectro dado en (8.10). W

OBSERVACION 8.9. Sip = 1 la férmula (8.13) se reduce a la férmula (5.7) hallada para

operadores Toeplitz radiales con variables Grassmann.

La correspondencia expresada en el teorema 8.8 es ficilmente invertible,
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TEOREMA 8.10. Para cada sucesion {vn }nen € Cg“ existe un simbolo paraGrassmann radial
a(0,0) tal que el operador Toeplitz T4 es unitariamente equivalente al operador multiplicacion

por la sucesion {yn}nen-

Demostraciéon. Proponemos
_ -1 —k
(8.14) a(6,0) = p=1(0,0) Y k00"
donde por (7.31) u=1(0,0) = [ega]_l determinada en la Observacién 7.6. Entonces

1 b o —
!’yp_kaG 1670" : db

an) = oy [ 0.0 OB o

i |

p
1 e
=Y Jp ’j / 406 9" " dg
2 [l ThT,!

p

p
L vk
= 2 gy P =

Composicién. El problema de composicién de operadores Toeplitz en variable compleja,
comentado al final de la Parte I, se simplifica en el caso de variables paraGrassmann por la
nilpotencia de las mismas.

Si ngp ) vy T fpp ) son dos operadores Toeplitz de variable paraGrassmann con simbolo radial,
podemos establecer una correspondencia unitaria con los operadores S, y Sy, definidos en (8.12)
que actian sobre C. Estos dos operadores actian respectivamente multiplicando cualquier
sucesién de Cf por las sucesiones v, (n) y v4(n) definidas segin (8.13). Como estos operadores
no tienen restricciones sobre su dominio debido a la nilpotencia de las variables paraGrassmann,

el operador composicién ngp )Tl(f ) es unitariamente equivalente un operador

Sa {an} = {anye(n)yp(n)} € G

La funcién asociada a la sucesién {y,(n)vy(n)} que caracteriza el simbolo A(6,6) del ope-

rador composicién estd dada por el teorema 8.10. Asi

AW.0) = 7' 0.0) 3 G e v = Wl — K0T
k=0

resultando Tlgp ) — Tép )T(p ).



106 8. OPERADORES SOBRE VARIABLES PARAGRASSMANN

3. Operadores sobre variables paraGrassmann en el limite p — oo

3.1. Convergencia de funciones en B, . En esta seccién establecemos una relacién
con los contenidos de la Parte 1, presentando una nocién de limite p — oo que permitira rela-
cionar funciones de variable paraGrassmann p-nilpotentes con funciones de variable compleja.

Para referirnos a las algebras paraGrassmann con distinto orden de nilpotencia p, en esta
seccién haremos explicito el valor de p anotando 6, §p a los generadores de pG) 11 o(p), donde
el pardmetro de conmutacién real a(p) puede variar con p.

Comencemos notando que las relaciones de conmutacién entre operadores de creacién y
destruccién g-bosoénicos p-nilpotentes (6.1) se reducen a las relaciones de conmutacién boséni-
cas estandar (1.9) cuando p — oo, simplemente porque ¢ = e™/(P+1) 5 1. En consecuencia,
esperamos que los autovectores |0),) del operador de destruccién g-bosénico, (6.10), se puedan
relacionar con los autovectores |z) del operador de destruccién bosénico, en la forma de Glau-
ber dada en (1.23). Mdas atn, es tentador relacionar directamente los autovalores 6, con los
autovalores z. Formalizaremos estas relaciones en el marco de funciones antiholomorfas de las
correspondientes variables (para recuperar la conjugacién compleja a partir de la conjugacién
paraGrassman y asi replicar los resultados para funciones holomorfas, es necesario considerar
que «a(p) — 1.).

Denotemos BZ " ol(gp) C pGpii,a(p) @ los espacios de funciones antiholomorfas de variable
p-nilpotente gp, de dimension finita p + 1. En tanto p tiende a infinito, los espacios BZ Hol @p)
tienden a un espacio de Hilbert propiamente dicho, con base ortonormal infinita numerable. Por
otro lado, en este limite las variables 6, dejan de ser nilpotentes, ya que el orden de nilpotencia
diverge.

Recordemos que una funcién f(z) = > 77, %Zn € F?(C,dpu), espacio de funciones antiho-
lomorfas cuadrado integrable con la medida du(z) = e"dev(z), siy s6lo si {an }nen € lo. Asiel

isomorfismo W : F?(C,du) — 12(C) dado por

(8.15) WIf#)] ={an}t,en,

que usaremos para describir funciones f(Z) mediante la sucesién de sus coeficientes de Taylor.

_ — (P)  —p
Por otro lado, dado p > 1, los elementos de B ;; ,(6,,) son de la forma f(0),) = >_7_ %91)’

- 27
donde anotamos ¢(p) = e"»+1. Los coeficientes f,gp ) indexados por n € N, con f,(Lp )~ 0 para

n > p, forman una sucesién en el espacio CP definido en (8.11), incluido en [?(C). Tenemos asf el
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isomorfismo W), : BY,, , — C, C [?(C) dado por

(8.16) Wp[f(gp)] = {fr(Lp)}neN-

En este sentido, las funciones f(6,) también son descriptas por sucesiones en (?(C).

Los espacios F2(C,du) y BZ 7o 1O son directamente comparables, ya que el primero es un
espacio de funciones propiamente dicho y el otro sélo se interpreta como tal. Sin embargo, como
C1 C ...C, C Cpy1 y para cada p fijo C, C I%(C), es posible relacionarlos por su imagen en [?(C)
a través de los isomorfimos (8.15), (8.16) y asf trabajar con F?(C,dp) y BY;,,- En este marco

podemos definir el limite de una sucesién de funciones { f,(6,)} para p tendiendo a infinito.

DEFINICION 8.11. Diremos que una sucesion de funciones de variable paraGrassmann { fp(0p) }pen
con f, € BYyy,,, tiende a una funcién f(z) € F*(C,dp) cuando p — oo si y sdlo si para cada n

figo

(8.17) lim Wp[fp(gp)]n = WI[f(®@)]n-

p—o0

Si el limite existe en F(C, du), lo indicaremos con la notacién Lf,(0,) = f(Z).
Podemos expresar la existencia del limite de una sucesién de funciones de variable para-

Grassmann en términos de las sucesiones en [2(C) que las caracterizan mediante la siguiente

PROPOSICION 8.12. Dada una sucesion de funciones {f,(6,)}pen con fp, € Bhyy, v f(Z) €

F%(C,dp), Lf,(0,) = f(Z) siy sdlo si

(8.18) Wplfp(0p)] = W(f(Z)]
en 12(C).

Propiedades del limite.

-: Unicidad: Si Lf, = f y Lfp, = g entonces f =g
-: Linealidad: Si Lf, = f y Lg, = g, entonces L{af, + gp| = af + g para cualquier v € C
-: Producto: Si Lf, = fy Lgy =gy fg € F?(C,du), entonces

(8.19) L[fpgp] = LIfplLlgp] = f9g

En efecto, sea f(z) = >0, %Eﬂ vy 9(Z) = >0, %Eﬂ elementos de F2(C,du)

siendo equivalente a la condicién que {ap}nen € lo y {bn}nen € lo. Sea f(6,) =
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(p) ~n 2m

P o \/7 0, vy g(6,) = >, 0 donde anotamos ¢(p) = e'»+1. Como

[”}q(p

Lf,=fy Lg, =g, tenemos que para cada n fijo

(8.20) lim f y lim g( P) = p,

p—o0 p—0o0

Sea h(6,) = f(0,)g(0,), entonces

B P (p) p —m
o) = O ——=0)(> ———

n=0 [’Il] q(p) : m=0 ](I(p) :

P D f(p)g(p) ot

= > > = = '9

p
n=0m=0 [n]q(p) ! [m}Q(p) '

P u f(p) (p)

u—m9m gu

P
u=0 m=0 \/ [u — m]q(p)![m]q(p)!

(p) — Z“ f(mmgg;) VUl

hu = ’
con m=0 \/[u mg(p)!Mlg(p)!

por el producto de Cauchy, que

_ N = hu
hE) = FEale) = 3

Por otro lado, como h = fg € F?(C,du) tenemos

_ u Aoy — mbmf
con hy = 4 Tl Tenemos que ver que para cada u fijo

hmh() hy.

p—o0

Notemos que

7w — B

Ay—mOmV U’ mbm u mg’m \/ q(P 2
| Z 0V (umm) 'm' Z ¢V ummlo mly)! i

Qq mbm ' u mgm \/W 2
< _
a Z H\/“ m)!m! \/[“ mlg(p) 1Mlg(p)! ”
< Z | LumPm VY b V! Qo mbm VUl Z [—= mbmVal £, 0% o) 2
- Vu—m)m V- mq(p)'[m]q<p> V= mq(p)'[m]q<p> VIu=mlg () Imlgp)!
< u—mbm 2 Vul - Vul 2 u—mbm - (®) @ Vul 2
— %Ha ” H\/(u—m)'m' \/[u_m}q(p)![m]q(p)!n +Tnzzo”a u— mgm || H \/[u_m] |H

a®) ' Mla()
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Como limy_,oo[m] = m, y limp_ fip_)mg%’) = Gy—_mbm, tenemos por la desigualdad de Cauchy

hz(f’)H2 — 0 cuando p — o0.

Schwarz que ||h, —

EJEMPLO 8.13. Consideremos las funciones identidad f,(0,) = 0, € Bhy., v [(Z) =% €
F%(C,dp). Entonces W,[f,(6,)] = (0,1,0,0,...,..) y W[f(2)] = (0,1,0,..,..) y en consecuencia

para cualquier n € N

(8-21) Wp[fp@p)]n = W[f(z)]n

Entonces, Egp = Z cuando p — co. Es decir, en el sentido de la definicién (8.11), podemos decir
que la variable paraGrassmann §p tiende a la variable compleja Z cuando el orden de nilpotencia

p tiende a infinito.

_ = " _ -
EJEMPLO 8.14. Sea f,(0,) = eg(p) = ZZZOWI()P)! € By, (ver (7.27) y f(z) = €* ¢
F?(C,du). Entonces
_ L sin<p
Wolfp(@p)] = ¢ V! , W) = {5}
0, sin>p
Asi
1 1
— —, paran<p
Wolfipln = Wifl = Vit

—_ paran > p

n!

Teniendo en cuenta que [n]q(,) — n cuando p — oo, tenemos que ﬁeg( z

p)ze.

PROPOSICION 8.15. Toda funcién f(z) € F%(C,du) puede expresarse como limite de alguna

. . , D
sucesion de funciones de variable paraGrassmann fp(0,) € B .-

Demostracién. La demostracién es sencilla por construccién. Si f(z) = > ;7 a,z" €

F2(C,du), entonces {a,vn!} € 12(C). Proponemos sucesiones truncadas

apvnl, sin <p.

(p) —
n .
0, caso contrario.
: 2 : T\ — NP (p)gn 7
para construir una sucesiéon de funciones f,(6p) = >0 o fn 0, € By, Claramente

LfpOp)=f(z). ®
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3.2. Convergencia de operadores en B, ;. Motivados por la definicién anterior de

z . . . . . . 2
limite que nos permite comparar funciones de distintos espacios como son F*(C,du) y Bﬁ Hol>

DEFINICION 8.16. Diremos que la sucesion de operadores {Ap}pen donde A, : BﬁHOl —
B 17, tiende a un operador A : F?(C,du) — F%(C,du) cuando p — oo, si y sdlo si para cada

elemento de las respectivas bases canonicas

cuando p — oo para cada i, m fijo.
[ ) =

Vimla A(%) para cada m € N.

EJEMPLO 8.17. Derivadas de orden natural k. Sea A, = gk : BﬁHOl — BiHol tal como

En ese caso, segtn la notaciéon adoptada, LAp(

fueron definidas en 7.1 y A = 9 F 2(C,du) — F*(C,du) la derivacién usual de funciones

antiholomorfas. Tenemos que, para m fijo

. _mgt  gmh Sk —ml omek gy >
A, [ b, ,] _ ) e e 0 = A [7;'} _ ) eoowme o simzk
Vit 0, sim <k " 0, sim <k

Entonces

™ zm . (i+k)q! itk)!
W, [[A@)( : .)} WA, = G~ A

Como [n], y (ng) tienden a n cuando p — oo, LA,y = A. Este ejemplo muestra que en el limite

p — oo los operadores diferenciales en BZ 1101 Teproducen operadores diferenciales en F' 2(C,dp).

3.3. Convergencia de la composicion de operadores en Bi 1o+ Retomemos el pro-
blema de composicién de operadores Toeplitz en F2(C, du) propuesto en [Coburn 2001], men-
cionado al final de la Parte I de esta Tesis, analizando estos operadores como limite de operadores

Toeplitz paraGrassmann. En esta seccion trabajaremos con simbolos radiales de la clase P
(8.22) P = {¢(]z|) tal que para todo n € N, 2" € Dom(T,)}

definida en la primera parte de este trabajo, donde Dom(T,), definido en (2.5), es el dominio
natural del operador de Toeplitz T,.

2 .
Mal® con A = % + %z. Como puede verse en

Sea T,, operador Toeplitz en F?(C,dp) con ¢ = e
[Coburn 2001], no existe una funcién 1 tal que la composicién T,,T,, pueda escribirse como

un operador Toeplitz con simbolo .
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Sea @), € pGpi1,o tal que

o0 Ty) = 1700 7) Y o

k=0 "~ a(p)

—(p— —k
(1—2)) "ok,

(»)

y a partir de este simbolo consideremos el operador Toeplitz paraGrassmann T ’. Por las

definiciones 8.11 y 8.16, es claro que

T, = lim T(p)

p—00

Entonces,

T,T, = lim 7% lim T

p—0o0 ¥p p—00

— lim T(p)T(p)

poo PP

Como analizamos en la seccién 2 de este capitulo, podemos construir un simbolo &p(ﬁp,@)
que verifique

P
2oty T) = 00 ) Y el = RIG - 51172000
k=0

de forma tal que, por (8.19), T,T, = lim, .« ng ). Es decir, la composicién de operadores
Toeplitz en F2(C, dut) que no puede ser escrita como un operador Toeplitz en F2(C,dy), si puede
ser escrita como el limite para p — oo de operadores Toeplitz paraGrassmann bien definidos.

Otro ejemplo en donde la composicién no resulta cerrada fue construido por Bauer y Le en

[Bauer 2011], donde los simbolos considerados
pj(2,7) = |27 sen(2v/3]z2)e

pertenecen a la clase L{°(Ry, 6*7"2). Entonces es posible calcular la sucesion 7,,,, dada por la
férmula (8.13) de donde

4=i—n-1 (n+j+1)m
sen(
T(n+1) 3

Ve, (n) = TG +n+1)

A diferencia del ejemplo anterior, los simbolos ¢; resultan acotados, perteneciendo a la clase P
resultando el operador T,,; bien definido. Por el Teorema 2.9, cada operador T;,, es unitariamente
equivalente pal operador ty, : ls — Iz dado por t,, ({an}) = {anv,;(n)}-

Resultados de [Bauer 2011], muestran que el operador composicion A = T,,,T,, no es un

operador Toeplitz. Sin embargo, siendo

4—2n—3

= Yo (1) = gy sen( g dsen
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podemos, a través de la Proposicién 8.10 construir la sucesiéon de simbolos ¢,

p
1
p(0,0) = 127 100"
= [kl "

de donde Ty Tp, = limy 00 T,

Motivados por esta discusién, enunciamos:

TEOREMA 8.18. Sea A : D C F?(C,du) — F?(C,du) un operador tal que ¢n(Z) = 2= € D

para todo n € N, entonces existe una sucesion de simbolos

(8.23) Z %] ) i 99

4,J=0

tal que la sucesion de operadores Toeplitz paraGrassmann Té’;) : BﬁHOl — BZHOI tiene por limite

lim T() A.

p—o0

Demostracién. Usando que Ag¢,,(z) € F2(C, du)

A¢n(f) _ Z as,nzs

(8.24) W [AZS)]. = dim.
Sea wp(epﬁp) =y"r =0 @EZ)%@; Podemos calcular la accién del operador Toeplitz paraGrass-

9TL
mann Téf)) sobre L

n !
[ q(p)

o — R
T = Fac @) onlbn ) =)o

oo " — o
— p p (p)ez 0] Op . 40
suEzj: 0/ ]q(p)' R OPESY P
¢
-y Pla 007 0%

s3,5=0 [ [Wg(n)!\/ [Pla(p)

p min(p—s,p—n) —s

- Z Z ‘ [pla(p) !Saézi)s—u,p—n—u'

[sla) [ulg !/ [Pg)!
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Consideremos
0, sii, ] >p
(3.25) @) =4 ay gy LI ), sii=00j=04,j<p
Up—ip—j [p_ﬂf,ﬁf;(!fl_ Aoy, i) % sii,j#A0yi,j<p

Con esta determinacion de los coeficientes

p min(p—s,p—n)

_ ¢ (p)
= Z Z (8o [l a() '/ [l q(p)! Plo) p=s—sp—n—u
S,= u=0

p—1 min(p—s,p—n) Zp

T(p) [

¥

”]q(p

(p)

E : ¢ ()
- S—u,p—n—u + n
pur S SR b CTOR O HORVAHOL Plotw) s \/ [n]q(p)‘%,p

pzé min pzs:,p n) [p] ®) & [p]q(p)'[n]Q(p)'
= a n
~ = Pl T \/[n o) Pp—s—pn—u T LI [Plon)!
p—1 min(p—s,p—n) s ®) e
_ ¢ p ¢
_ +——
=0 Z:: e i T 90 s+ 75y

Supongamos que n = p, entonces la cadena de igualdades anterior se reduce a

o) S _ _ ! (p) &
T(’Dp [\/m] Z [slg(p)’ p]q(p =50 + V [p}q(p)!anp

— ¢ [Pla(p)! 1 ¢’

= +
Z [sla()! p]q(p [p]q(p)! [p}q(m!ap,p
p =S

= Z <
s=0 8] )

p—1 min(p—s,p—n)

T( C[plyp (p) L

sop [n]q(p Z Z [sla(p) ' Ty '/ [n]q(p ! Pp-s—up-n—u + V [Pla(p)! “pn
n—1p—n p—1p-—s

_ CPlor! (p) ¢ [Plocr! (») ¢’

= + + S n
szz;)uzz(:)[]q(p) gy /Tl PSP == ZZ [sla(p) (g v/ Ilao ),90,9 s—wp—n—u T /I AP
S Tl ) - ¢ Q

_ a(p)’ p 9 1,\P
Sz:;)[[s}q(p)! [”}q(p)!cpp_s’p_n + uZ::l [S]q(p)![u]q(p)!\/[n}q(p)! [p]q(p)'@p—s—u,p—n—u]

C [pLI(P
+ SZ_;L[ [slg(p)’ \/7' p s’p n Z [slgep)! [u]q(p) \/m[ } (»)- SOp s—u,p—n—u
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por (8.25) en la dltima igualdad. Esto nos dice que

W [T(p)(m )] = dan-

Como este calculo vale para todo p, claramente se establece por la Definicién 8.16 que

A= lim T(p) ]

pP—o0

COROLARIO 8.19. Sea A : D C F*(C,du) — F?(C,du) un operador diagonal en la base

(») (p)

canonica Gm(z) = \ﬁ € D. Entonces A = limy ;oo Tjp, Pl con Ty BAHol — BZHol sucesion de

operadores Toeplitz paraGrassmann radiales.

Demostracién. Sea A : D C F?(C,du) — F?(C,du) un operador diagonal en la base

on(Z) = % € D, y anotemos

Agu(z ZC‘S" 7

con as,, = 0 para s # n. Por el Teorema anterior, existe para cada p un simbolo ¢, (6, ,) tal que
A =limy T(,(D’;) con Tg(,f,) : Bﬁ Hol — BZ 110 Sucesion de operadores Toeplitz paraGrassmann.

(p)

Veamos que @, ;= 0 para i # j si se toman ag, = 0 para s # n. Consideremos -como en (8.25)-

sfmbolos ¢, (6, 0,) de la forma >% =0 i j)l9’ & con

0, sii,j>p

, sit=0075=0;77<p

[P—ily(p)![P—3la(p)!
(8.26) 901(5') =\ %—ip—j fzglpq)(p)! =

[p—ilg(p) ! [P—3lq(p)! min(i,j) wﬁ@u,,u L ..
Ap—ip—j E_’;]pq(p)! £ — Zu:l [u]q(;)! , Sl,) 75 Oy g <p

Comencemos demostrando por induccién sobre i que para j > iy as, = 0 para s # n, <p(p ) — 0.

» Casoi=0.Sii=0y j> p por el primer caso en (8.26) se tiene que QOEZ-) =0.

Sii=0y0<j<p,ycomoa,, ;=0

\/[p]q(p)![p — Jlaw)! _o
[Pla)! o

(p) _
¥Yo,; = @p,p—j

» Caso i < k+ 1 (hipétesis inductiva). Si ¢ < k + 1 fijo no nulo, j > iy as, = 0 para

S#n,gpl(‘?:().
» Casoi=k+1.Sii=Fk+1fijononulo, j >i=%k+1y as, =0 para s # n tenemos

que demostrar que go,(ﬁl ;= 0.

Si k > p tenemos que gpg? = 0 por (8.26).
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Sea k < p. Como j > k + 1 tenemos que j — 1 = j' > k, entonces

(p) (p)

(»)

_ _ N () _
Phtl—uj—u — Phk—(u—1)j—1—(u=1) — Phk—(u—1),j'—(u=1) — - Ph—t,j/—t — 0

por hipétesis inductiva para t = 0, .., k. Entonces como a,_ (1)

(p)
Prt1,5

Queda entonces demostrado para ¢ > j que ¢;

cambiando ¢ por j en el caso anterior.

Asi, o) = 0 para i # j y @,(0,.0,) =

radial. H

0

7p_] =

k+1  _(p)

_ Z SOkJrlfv,jfv
|

v=1 [U]Q(p)
(p)
B Zk: ‘pkp—t,(j—l)—t

(p)

Z7j

p (p)
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= 0. El caso j > i se demuestra facilmente

i
i .
i.j=0 Pii 0,0, resulta un simbolo paraGrassmann

)






Capitulo 9

Funciones de varias variables paraGrassmann

En este capitulo retomamos el tratamiento de sistemas ¢-bosénicos con varios grados de
libertad, presentado en la seccién 1 del capitulo 6. Mostraremos que nuestro tratamiento de
estados coherentes, y en particular la prescripcion de orden anti-Wick en la forma sesquili-
neal (7.31), permite construir sin dificultades un nicleo reproductivo (o una resolucién de la
identidad). Como aplicacién, derivamos una férmula de traza de operadores util en Mecénica

Estadistica.

1. Estados coherentes para sistemas g-bosénicos con varios grados de libertad

Para un sistema con L grados de libertad ¢-bosénicos p-nilpontentes independientes a;, a;-r,
satisfaciendo las relaciones de conmutacién [Shabanov 1993] (6.1, 6,2, 6.9), el espacio de Fock
es simplemente H = ®iL:1Hi, donde cada H; es una réplica del espacio discutido en los capitulos
anteriores.

Los estados coherentes en este sistema se construyen como producto directo de los estados
coherentes para un modo simple. Formalmente, se introducen L variables paraGrassmann 6;

asociadas a cada modo ¢ = 1,---, L. Como los operadores para distintos modos conmutan,

proponemos naturalmente que las correspondientes variables paraGrassmann conmutan, es decir

que para i # j

(9.1) 0.0, = 6,0;.

Debemos notar que esta prescripcién es distinta a la dada en [ElBaz 2010], y es consistente
con nuestro tratamiento de cada grado de libertad, ec.(6.2).

Luego definimos el algebra para L modos paraGrassman como el cociente entre el dlgebra
libre de polinomios en L indeterminadas complejas y el ideal que expresa la nilpotencia de cada

variable y las distintas relaciones de conmutacién,

pG(p+1,0)% = C[0y,01,--- .01, 9L]/<9f+1,9f+1, 0:0; — a~10,0;,0,0; — 0;0;)
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(donde por facilidad de lectura obviamos el recorrido de los indices i, 7). Los elementos de
pG(p + 1,a)L se interpretan como funciones de varias variables paraGrassmann, que tienen

coeficientes tnicos cuando se escriben en orden anti-normal

(9.2) 1(0,0) = Z f{ni}{n;}ezL . 9?19‘? . 5;117
{niH{n}}
donde anotamos {n;} = {n1,---,nr}. Por orden anti-normal entendemos que cada 6; debe

estar a la izquierda de cada correspondiente 6;; si bien variables con indices distintos conmutan,
adoptaremos el orden anti-normal completo de variables paraGrassmann, con todas las variables
f; a la izquierda y con indices decrecientes. La prescripcion de orden anti-normal para varias
variables consiste en mover cada factor 6; a la derecha 6;, hasta lograr el orden anti-normal, sin
usar las relaciones de conmutacion . Esta operacién serd indicada con la misma notacién :
que en los capitulos anteriores.

Los estados coherentes serdan elementos del producto directo de médulos KX = K1 ®- - @K 1.
Denotando 6 = {6;,--- ,01} a la L-upla ordenada de variables paraGrassmann, definimos los

estados coherentes
(9.3) 0) =101) ®---®10L).

La integracién se define iterativamente. Para las funciones dadas en (9.2), las integrales se

escriben
/d9 F0.0)d0 = Y iy /d01 o dOLO0E - O B0, - dA,
{niH{n}}
=y f{m}{n;}/dGLQZL---/deléﬂfl /H‘Z'LdéL---/é}"ldél.
{niH{n}}
Como regla préctica, el resultado es no nulo sélo para los términos con ny =nj = --- =ng =
n; = p.

La resolucion de identidad en H = Hi ® - - - ® Hp, se puede escribir como
(9.4) /d9d9 1) u(6,0)(0] =1 :H — H,
tomando como funcién de peso el producto de los pesos para cada variable,

u(@,&) — :62191 s egLéL :

_ L 6 0r6r .
.eq eq :
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A partir de la resolucion de la identidad es simple generalizar, para el caso de varias variables,

los resultados sobre ntcleo reproductivo dados en [Sontz 2013] para una variable paraGrass-
mann. Usando la funcién de peso (9.5) y la prescripcién de orden normal se define una forma

sesquilineal en pG(p + 1, a)” mediante

(9.5) (F6.0).9(6.0)pc = [ d0a0: £(6.0)"u(0.8)9(6.0):
Esta forma sesquilineal define un producto interno en el subespacio de funciones holomorfas
(BE ), en el subespacio de funciones antiholomorfas (B, ), y en su suma.

La funcién
= 0 0:Ci
(9.6) Ky(C) := :qul:0 G

juega el rol de nicleo reproductivo en el subespacio de funciones antiholomorfas (BIL{ o), verifi-

cando para cualquier funcién de la forma f({) = > (n} f{n}ézL e @?1 la férmula reproductiva

(9.7) F0) = (Ko(C), F(O)pe-
La misma funcién permite construir una proyeccion PjHol :pG(p+1,a)F — Bﬁ 1o» Mediante

la expresion

(9.8) Py (£)(0) = (Ko(0), F(¢.O))pe

Cabe senalar que los resultados descriptos son una simple generalizacién del caso de una
variable porque hemos definido la forma sesquilineal (9.5) con el integrando bajo la prescripcién
de orden normal, a diferencia de otros trabajos ya citados. Para mostrar que nuestro enfoque
no es una sobre-simplificacién, sino que es capaz de retener las caracteristicas esperadas de un
sistema de particulas cudnticas con estadistica de exclusion generalizada, presentamos en la
secciones siguientes la construccion de una férmula de traza de operadores y su aplicacién a la

termodindamica de un sistema de g-bosones nilpotentes.

2. Férmula de traza

Dado un operador A : H — H, podemos construir su traza como integral sobre variables pa-
raGrassmann utilizando estados coherentes. Esta construccién, estandar en sistemas bosdnicos

y fermidnicos, no presenta dificultad en nuestro enfoque.



120 9. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES PARAGRASSMANN

En el caso de un tinico modo, digamos i,

p

Tr(A) = Y (nilAn)

n; =0

p
-y / d6; (ni| A0 s (0,03, ) (0415} O,
n;=0

(9.9) = /déz : ,uz<91,9_1)(91|./4|92) . déi,

donde se usé la identidad (9.4) y se reordenaron los factores segin la prescripciéon de orden
antinormal.

El caso de miltiples modos, se trata de la misma manera, usando la resolucién de la iden-
tidad (9.4) y las relaciones de conmutacién (9.1). Comenzamos escribiendo la traza en la base

ortonormal candnica [{n;}) = |n1) ® --- ® |nL),

Tr4) = S {nAn)
{n:}
= Y [ a0t Au.006l ) a0
{n:}
= [0 S OO0 (i} A0 a0
{n:}
(9.10) = /d9 - 1(0,0)(0].A]0) : dé.

Como mencionamos anteriormente no hay complicaciones en el manejo de estados de multiples

modos en términos de variables paraGrassmann independientes.

3. Termodinamica en ejemplos simples

Como aplicacién simple podemos utilizar el cadlculo de la traza para obtener resultados sobre
la termodinamica de un sistema de ¢-bosones nilpotentes con Hamiltoniano H a temperatura
kT = 1/ (donde kg es la constante de Boltzmant y 7" es la temperatura). Estamos interesados
en calcular la funcién de particién termodindmica definida como Z(8) = T'r (e~ #H).

Entonces, es necesario evaluar los elementos de matriz
(0le=""10)

una tarea que proporciona resultados cerrados sélo para algunos Hamiltonianos simples.
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FiGURA 1. Energia media. Las curvas mas altas corresponden a mayor valor de p.

3.1. Un ¢-bos6n en un bano térmico. Como ejemplo particular consideremos el Ha-
miltoniano de un ¢-bosén en un bano térmico con Hamiltoniano H; = €Ny, donde Nj es el
operador nimero introducido en las relaciones de conmutacién (6.1). Su espectro estd dado por

€n, = n1€, ng =0, .-+, p. Calcularemos la funcién de particién candnica para una particula,
Z(p)="Tr (6_6H1> .

Para calcular (6;]e ?H1|6;) es conveniente desarrollar los estados coherentes |61) por (6.10).

Asi,

p 97177410711
(9.11) (Or]e™PH10y) = > L_p—fem

n1=0

Usando las férmulas de integracién (9.9) , tenemos

p _
—Be 1—e (p+1)Be
Zl(ﬁ): § :6 fem = 1 — e—Be
n; =0

que coincide con la traza calculada en la base candnica |n;).

La energia media se calcula

= dlog 21(8) 1 (p+1)
Er(B) = - o8 (6,36_1_6(13"!‘1),36_1)6

y el calor especifico se obtiene de su derivada como

N Y BT
Cp) = op 4 (Be) <sinh2 (Be/2)  sinh? ((p + 1)ﬁe/2)) '

Estas funciones se muestran en las figuras 1, 2 para valores de p finitos junto con el caso
limite de p — oo para hacer explicito que este comportamiento de p + 1-nilpotencia interpola

entre el caso bosonico y el caso fermiénico.
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Caler BEupeeilics
1o

k]
W1
o4

]

Figura 2. Calor especifico. Las curvas més altas corresponden a mayor valor
de p. Tener en cuenta que, para k finito , C' tiene un maximo y decae a cero
cuando se satura la energia media. Para bosones estandar esto puede no ocurrir

(la no saturacién es posible).
Un andlisis similar puede hacerse para el oscilador g-bosénico con Hamiltoniano
(9.12) H, = ealay

cuyo espectro estd dado por €,, = [n1]4e con ny =0, .., p. Asi obtenemos que

o, 0O s
— _ —Belnq
(9.13) (Or]e PHi10) = > AT a

n1=0
dando como funcién de particion

P
Zi(B) = 3 e,
n1=0

3.2. Sistemas de g-bosones. En general, sistemas de bosones o de fermiones de multi-

ples grados de libertad acoplados mediante Hamiltonianos cuadraticos pueden ser “desacopla-

dos”, es decir se puede diagonalizar la forma cuadratica del Hamiltoniano mediante una trans-

formacién lineal conservando el cardcter bosénico o fermidénico de los operadores de creacién y

destruccion transformados. Las relaciones de conmutacién g-bosénicas (6.1) no soportan tales

transformaciones lineales, por lo cual sélo podemos tratar aqui sistemas desacoplados. Eventual-

mente, este ejemplo podria describir un sistema de bosones o fermiones estandar, acoplados de

alguna manera inusual, que ante una transformacién también inusual arrojara un Hamiltoniano

desacoplado en términos de operadores con caracteristicas g-bosdnicas.
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Consideremos un sistema de L g-bosones a;, a; desacoplados, con Hamiltoniano

L
H = Z e;N.
j=1

La funcién de particién gran candnica a temperatura finita kT = 1/ estd dada por
2(8) = Tr(e 01-1)
donde N = Zjl-’zl N; es el operador ntimero. Necesitamos calcular

(fle U= g) = 9\H6_66J HINi|)

el cual simplemente se factoriza para dar

L ni AL an
oy o 6, 07"
(0,]eBlea—mNi|9,) = A7 —Bla—wm 71 71 —Bla—pnL
]1;[1 ’ ’ % [ra]! (]!
La traza se calcula segtn (9.10)
- 0,70 _
/d9 ueeHaye Ale=mN. j):dozﬂ/dej: J J e Ales=mni . g
j=1 j=1

dando
L 1 _ e—(+1)B(e—n)

2(8) = H 1 — e Blej—n)
7j=1
Una cantidad relevante para calcular aqui es el promedio del niimero de ocupacién de los

niveles €;, que da
1 3 (p+1)
eBlei—p) — 1 elot1)B(e;—1) — 1

n;(B, 1) =

Para p finito estd bien definido atin para €; = p (singularidad evitable), mientras que el

limite p — oo es finito solo para €; > u (el comportamiento correcto para bosones estandar). En
la figura 3, se puede ver que el promedio de ocupacién en €; = p es p/2 (idéntico a fermiones,
para p = 1) y diverge para p — oo (condensacién de Bose-Einstein). Para p = 2 el resultado
para n(.) estd muy cerca de la distribucién parafermiénica Zs y para particulas con g = 1/3
con estadistica de exclusién de Haldane ilustrada en [Schoutens 1997].

Notemos nuevamente que el comportamiento p + 1-nilpotente interpola entre los resultados

estdandar de fermiones y bosones.
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n(e)
J— paoo
N~ ——— — — - p=20
L \ - p=10
15+ \
L ] . ps
o p=2
| 1
|
o N
,,,,,,,,,,,, oo\
************ LTI L ey,
-10 0 10 20

Figura 3. Numero de ocupacion medio de los distintos niveles de energia, cal-

culado a temperaturas bajas.



Conclusiones.

En la primera parte de este trabajo hemos discutido el dominio de los operadores Toeplitz
con simbolo radial en el espacio de Segal Bargmann de funciones anti-analiticas de variable
compleja. A través de la definicién 2.18 de la clase de simbolos radiales P, fue posible corregir
enunciados erréneos en la literatura [Grudsky 2002], estableciendo condiciones bajo las cuales
un operador Toeplitz es unitariamente equivalente a un operador diagonal en el espacio l3(C).

Nuestro aporte se puede resumir en el Teorema 2.9.

En la segunda parte, fundamentada por la descripcién del algebra de Grassmann As, el
célculo en ella, y los estados coherentes asociados, definimos los operadores Toeplitz y anti
Wick sobre funciones de As estudiando sus caracteristicas en consistencia con el cdlculo sobre
estas variables. Asi por ejemplo estableciendo una relacién de orden en As constatamos la
validez de 5.4, propiedad reconocida de los operadores Toeplitz sobre variable compleja. Luego,
analizamos el caso particular de los operadores Toeplitz Grassmann diagonales y caracterizamos
los simbolos que denominamos radiales por semejanza al caso complejo. Con estos elementos,
homologamos los resultados obtenidos en la primera parte, ahora para el caso de funciones de
variable Grassmann. Concretamente, demostramos el Teorema 5.7, adaptacién a Bgpo C As
del antes mencionado Teorema 2.9, para luego ser aplicado al problema de la composicién
de operadores Toeplitz diagonales. Cabe destacar, que si bien trabajar en dimensién finita
elimina todo problema de convergencia, es la anticonmutacién y la nilpotencia de las variables

Grassmann lo que determina las consideraciones de esta segunda parte.

Los aportes de la tercer y ultima parte de este trabajo, pueden ser enumerados desde dis-
tintos dngulos. En primer lugar y desde la perspectiva de la mecanica cudntica, vimos que la

construcciéon de los estados coherentes requiere la introduccion de las variables para-Grassmann
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en pGp41,o. Con esta necesidad, y desde una visién algebraica, resolvimos el problema de la con-
jugacién de variables para-Grassmann complejas (Seccién 2). Presentamos una construccién, en
linea con recientes propuestas [ElBaz 2010, Sontz 2013|, que incorpora por un lado las re-
glas de conmutacién de la variables para-Grassmann las cuales son independientes del orden de
nilpotencia y por otro lado una prescripciéon de orden normal para la integracién Berezin ge-
neralizada. Esto permitio, desde el marco del analisis funcional, establecer un calculo simbdlico
para-Grassmann consistente, incluyendo como caso particular el célculo simbdlico Grassmann

presentado en la segunda parte.

Luego, con el cdlculo paraGrassmann establecido, definimos los operadores Toeplitz y anti
Wick en Bﬁ 110> demostramos la equivalencia entre los operadores Toeplitz paraGrassmann con
sfmbolo radial y un operador multiplicacién en el Teorema 8.8 que generaliza al caso paraGrass-

mann el Teorema 5.7.

Como se puede observar hasta aqui, el tratamiento de las funciones de variables compleja,
asi como los elementos del dlgebra de Grassmann y paraGrassmann, pueden manejarse -salvo
consideraciones- en paralelo. Es por esto, que de forma natural establecemos en la Seccién 3,
una relacién que vincula el espacio Bi o v €l espacio F 2(C, du), presentando una nocién de
limite cuando p — oo que permite relacionar funciones de variable paraGrassmann p-nilpotentes
con funciones de variable compleja.

La incorporacién de esta definicién de limite encuentra su motivacion en el hecho que, cuando
p — o0, las relaciones de conmutacién entre operadores de creacién y destrucciéon g-bosénicos
p-nilpotentes (6.1) se reducen a las relaciones de conmutacién bosénicas estandar (1.9). En
consecuencia, es posible relacionar los autovectores |6,) del operador de destruccién g-bosénico,
con los autovectores |z) del operador de destruccién bosénico, y de forma natural los autovalores
6, con los autovalores z. Asi a través de la Definicién 8.11 formalizamos estas relaciones en el
marco de funciones antiholomorfas de las correspondientes variables.

Esta nocién de limite aplicada a operadores nos permite demostrar el Teorema 8.18 que

enuncia la posibilidad de representar como limite de operadores Toeplitz paraGrassmann cual-

quier operador A : D C F2(C,du) — F?(C,du) que verifique ¢, (Z) = 5:7 € D. De este Teorema

se deduce el Corolario 8.19, que como aplicacién particular nos permite interpretar desde otro

punto de vista el problema de la composicién de operadores Toeplitz radiales en F2(C, du).
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Volviendo al terreno de la Mecanica Cudantica, y con el calculo paraGrassmann como herra-
mienta, definimos los estados coherentes paraGrassmann para multiples variables. Con célculo
simbdlico aqui establecido, es posible manejar la forma estandar de la resolucién de la identi-
dad como una generalizacién de la integral de Berezin sobre proyectores de estados coherentes.
Esto nos permitié, como aplicacién relevante, encontrar férmulas de traza de operadores, que
se utilizaron para estudiar la termodindmica de Hamiltonianos simples, la distribucién de g-
bosones p + l-nilpotentes en sistemas de multiples particulas. Esta estadistica de exclusion
podria encontrar aplicacién en el estudio de nuevas fases en sistemas de electrones fuerte-
mente correlacionados, donde diferentes tipos de “nuevas” estadisticas encuentran realizacion

[Haldane 1991],[Schoutens 1997, Jaksch, Laughlin 1983].
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