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Caṕıtulo 2. Operadores y śımbolos 23
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Introducción

Un concepto fundamental en el análisis funcional y sus aplicaciones en f́ısica-matemática, es

la existencia de conjuntos completos de vectores ortonormales en un espacio de Hilbert. Existen

también conjuntos sobrecompletos, que pierden la propiedad de ortogonalidad pero conservan

la resolución de la identidad. En particular, los denominados sistemas de estados coherentes son

ubicuos en Mecánica Cuántica.

Los estados coherentes han sido considerados en el marco de la Mecánica Cuántica por Schrödin-

ger y von Neumann, pero fue mucho más tarde que comenzó el desarrollo sistemático de

sus definiciones y del análisis funcional sobre tales bases sobre-completas ([Berezin 1971],

[Berezin 1974], [Glauber 1963]). Esta serie de trabajos dio lugar al sistema estándar de es-

tados coherentes en el plano complejo, asociado al grupo de Heisenberg-Weyl como grupo de

simetŕıa del espacio de fases de la dinámica clásica de part́ıculas libres. La variable compleja,

como parámetro del sistema de estados coherentes, permite describir los vectores del espacio

de Hilbert como funciones anaĺıticas enteras en el espacio de Segal-Bargmann. Es precisamente

la analiticidad la que permite describir operadores mediante śımbolos y permite desarrollar el

cálculo simbólico.

Posteriores generalizaciones [Perelomov 1986] permitieron definir y utilizar estados coherentes

en variedades más elaboradas, localmente isomorfas a Cn. Diversos conceptos de análisis funcio-

nal se generalizan casi trivialmente a estas variedades [Bates 1997, Hurt 1983, Simms 1976]

siguiendo el formalismo de estados coherentes del plano. Este formidable aparato anaĺıtico ins-

piró la introducción de estados coherentes en la descripción de sistemas fermiónicos en Mecánica

Cuántica. En este caso las variables que parametrizan el sistema de estados coherentes no son

puntos en una variedad compleja sino las llamadas variables de Grassmann, elementos nilpo-

tentes, con la propiedad de conjugación pero con un producto anticonmutativo.

El eje de esta tesis es la revisión, extensión de propiedades y utilización de estados coherentes

en distintos contextos de interés en Mecánica Cuántica y Análisis Funcional.

Organización de la tesis

Este trabajo está dividido en tres partes centrales. En la primera de ellas se recuerda

el proceso de construcción de los estados coherentes como fue propuesto por Perelomov en
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[Perelomov 1986]. Utilizando estos estados, estudiamos los operadores Toeplitz (definición

2.3) en el espacio de Segal-Bargmann1 F 2(C, dµ) como realización de otros mas generales como

son los anti Wick (definición 2.8). En este contexto analizamos como caso particular aque-

llos operadores que tienen śımbolo radial, demostrando un resultado que precisa condiciones

necesarias y suficientes por las cuales ciertos operadores Toeplitz radiales son unitariamente

equivalentes a operadores diagonales particulares en l2(C) (espacio de las sucesiones complejas

cuadrado sumables). El teorema 2.9 espećıficamente enuncia lo siguiente:

Teorema. 2 Sea una función radial φ(|z|) en la case P, definida como

P = {φ(|z|) tal que para todo n ∈ N, zn ∈ Dom(Tφ)}.

el operador Toeplitz Tφ se transforma unitariamente por la isometŕıa W dada en (2.17) en un

operador lineal tφ que es diagonal en la base canónica de l2(C) definido como

tφ : {an} 7→ {an.φn}

con φn = 2
n!

∫∞
0 φ(r)r2n+1e−r

2
dr.

Este, y otros resultados y ejemplos relacionados, pueden encontrarse en nuestro traba-

jo A discussion on the natural domain of radial Toeplitz operators in Segal-Bargmann space

[Ramı́rez 2012]. A partir este análisis logramos revertir algunas imprecisiones cometidas por

Grudsky y Vasilevski en [Grudsky 2002].

A partir de este teorema podemos demostrar la proposición 2.10, que nos proporciona una

herramienta útil para visualizar los inconvenientes que existen al componer operadores Toeplitz

bien definidos con śımbolo radial, problema que aún continua abierto.

En la segunda parte, presentamos el álgebra Grassmann, su definición, el cálculo, y los es-

tados coherentes asociados. En F́ısica la utilización de estas variables es central en tratamiento

de sistemas fermiónicos. En este caso, teniendo como finalidad homologar las construcciones y

resultados de la primera parte, realizamos un estudio funcional del álgebra definiendo derivacio-

nes, integración, una forma sesquilineal, un núcleo reproductivo, una proyección, positividad y

1Ver definición 1.9

2El dominio Dom(Tφ) se definirá en (2.5) y es el dominio natural del operador de Toeplitz Tφ.
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los subespacios de funciones holomorfas y anti-holomorfas. Luego, fijando el espacio de Hilbert

H como un espacio vectorial de dimensión 2 se define un módulo libre K de rango 2 sobre H

donde los operadores de creación y destrucción actúan, lo que nos permitirá en la sección 2,

determinar los estados coherentes fermiónicos. La existencia de un núcleo reproductivo sobre

las funciones anti-holomorfas nos da la posibilidad de definir operadores Toeplitz sobre ellas,

los operadores Toeplitz Grassmann, y los operadores anti-Wick Grassmann. Aqúı obtenemos

como en la primera parte, condiciones suficientes y necesarias para que un operador de Toe-

plitz Grassmann sea unitariamente equivalente a un operador diagonal sobre C2 (espacio de las

sucesiones complejas donde los elementos de la sucesión a partir del tercero son todos nulos).

Espećıficamente demostramos e el teorema 5.7 que

Teorema. 3 Si φ un śımbolo Grassmann radial, el operador Toeplitz Grassmann TGφ actuan-

do en BAHol es unitariamente equivalente al operador multiplicación por la sucesión {φn}n∈N

actuando en el espacio de sucesiones C2 donde

φn =

∫
dη : (1 + ηη)φ(η, η)ηnηn : dη.

En este caso, y poque la nilpotencia de grado dos nos permite trabajar sin problemas de con-

vergencia, demostraremos la rećıproca del teorema anterior (Teorema 5.8) que, como aplicación

inmediata, nos permitirá garantizar la composición de operadores Toeplitz Grassmann.

En la última parte de este trabajo, y aprovechando el marco construido para el álgebra

Grassmann, se estudian sistemas con estad́ıstica de exclusión generalizada conocidos como para-

fermiones. La construcción de estados coherentes hace necesaria la introducción de variables de

Grassmann generalizadas, nilpotentes de orden más alto, (álgebra paraGrassmann). El cálculo

diferencial e integral sobre este tipo de variables presenta en la actualidad serias limitaciones;

por eso siguiendo propuestas muy recientes exploramos la consistencia de un cálculo simbólico

en variable paraGrassmann θ, θ para trasladar de manera consistente los resultados de la primer

y segunda parte al caso de para-fermiones.

3La definición de BAHol puede encontrarse en 7.3.
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Estableciendo los estados coherentes, definimos los operadores anti-Wick y Toeplitz para-

Grassmann y demostramos la equivalencia entre aquellos que tienen śımbolo radial y un ope-

rador multiplicación de manera análoga al caso complejo y Grassmann. Aśı demostramos los

siguientes dos teoremas (para mas detalle ver teorema 8.8 y 8.10):

Teorema. Si φ un śımbolo paraGrassmann radial (dependiente de θθ), entonces el operador

Toeplitz paraGrassmann T pφ es unitariamente equivalente al operador Spφ que actúa en el espacio

de sucesiones 4 Cp+1 siendo la sucesión {φn} dada por

φn =
1

[n]q!

∫
dθ : φ(θ, θ)µ(θ, θ)θnθ

n
: dθ.

Teorema. Para cada sucesión {γn}n∈N ∈ Cp+1 existe un śımbolo paraGrassmann radial

a(θ, θ) tal que el operador Toeplitz T pa es unitariamente equivalente al operador multiplicación

por la sucesión {γn}n∈N.

Finalmente estudiaremos el ĺımite de estas álgebras cuando p tiende a infinito. Este estu-

dio tiene su motivación en el hecho que en el ĺımite, las relaciones de conmutación entre los

operadores creación y destrucción q-bosónicos p-nilpotentes se reducen a las relaciones de con-

mutación bosónicas estándar. Esto permite representar bajo ciertas restricciones a un operador

de F 2(C, dµ) en él mismo como ĺımite de operadores Toeplitz paraGrassmann. Este análisis nos

permite demostrar el resultado más relevante de la sección que enuncia (teorema 8.18):

Teorema. Sea A : D ⊂ F 2(C, dµ) → F 2(C, dµ) un operador tal que ϕn(z) =
zn√
n!

∈ D para

todo n ∈ N, entonces existe una sucesión de śımbolos

φp(θp, θp) =

p∑
i,j=0

φ
(p)
i,j θ

i
pθ
j
p

tal que la sucesión de operadores Toeplitz paraGrassmann T
(p)
φp : BpAHol → BpAHol tiene por ĺımite

ĺım
p→∞

T (p)
φp

= A.

Este resultado, en el caso particular del corolario 8.19, nos permitirá tratar el problema de la

composición de operadores Toeplitz complejos en F 2(C, dµ) como ĺımite de operadores Toeplitz

paraGrassmann, operadores simples en el sentido no poseen restricciones sobre su dominio por

la nilpotencia de las variables θ.

4Definamos el espacio Cp+1 = {{an}n≥0 donde an = 0 para todo n ≥ p}.
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Al finalizar esta tercera parte, describimos como a partir de integrales de funciones de

variables paraGrassmann podemos encontrar fórmulas de trazas de operadores que se utilizarán

para estudiar la termodinámica de Hamiltonianos simples. Los resultados de esta sección se

encuentran publicados en [Cabra 2012].

Resultados preliminares.

• Teorema de representación de Riesz.

Teorema. Teorema de representación de Riesz. Si H es un espacio de Hilbert, y

φ ∈ H∗ espacio dual de H, existe un único x0 ∈ H tal que φ(x) = (x, x0) para todo x ∈ H.

Además ∥φ∥H∗ = ∥x∥H.

Demostración. Ver Rudin [Rudin 1966] Teorema 6.19.

• Representaciones irreducibles. Lema de Schur.

Definición 0.1. Una representación de un grupo de Lie G en un espacio vectorial V (sobre

un cuerpo K) es un homomorfismo de grupo G → Aut(V ) desde G al grupo de automorfismos

de V . Si se elige una base para el espacio vectorial V , la representación se puede expresar como

homomorfismo en el GL(n,K) conocida como representación matricial.

Entre las representaciones podemos encontrar las llamadas representaciones irreducibles.

Estas, son representaciones de grupo sobre un espacio vectorial que carece de subespacios in-

variantes por la acción del grupo. El interés práctico de las representaciones irreducibles es que

bajo ciertas circunstancias las representaciones de un grupo pueden caracterizarse en términos

de la representaciones irreducibles.

Sean Π y Σ representaciones de un Grupo de Lie G actuando en espacios V y W . Una

aplicación que entrelaza representaciones es una aplicación lineal ϕ : V → W con la propiedad

que

(0.1) ϕ(Π(A)v) = Σ(A)(ϕ(v))

para todo v ∈ V y todo A ∈ G. El lema de Schur es un resultado de suma importancia que nos

describe como se comporta la aplicación que entrelaza representaciones irreducibles. Parte del
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Lema de Schur se aplica a representaciones complejas y reales, pero parte de este se aplica a

representaciones complejas únicamente.

Teorema. Lema de Schur.

1. Sean Π y Σ representaciones irreducibles reales o complejas actuando sobre V y W y sea

ϕ : V →W una aplicación que verifique (0.1). Entonces ϕ = 0 o ϕ es un isomorfismo.

2. Sea Π una representación irreducible compleja. Si ϕ es una aplicación que cumpla con

(0.1) entonces ϕ = λI con λ ∈ C.

3. Si Π y Σ son representaciones irreducibles y ϕ1, ϕ2 : V →W aplicaciones no nulas que

verifiquen (0.1) entonces ϕ1 = λϕ2.

Demostración. Ver Teorema 4.26 de [Hall].

Teorema. Para un valor de λ fijo λ ̸= 0, dos representaciones irreducibles del grupo W1

son isomorfas.

Demostración. Ver [Stone 1930] y [von Neumann 1931].

• La medida de Haar.

La medida de Haar es una manera de asignar un “volumen invariante” a los subconjuntos

de grupos topológicos localmente compactos y de definir posteriormente una integral para las

funciones sobre esos grupos.

Sea G un grupo topológico localmente compacto 5. Si a es un elemento de un grupo G y S

es un subconjunto de G, entonces definimos el trasladado por la izquierda y por la derecha de

S de la siguiente manera:

La traslación izquierda: aS = {a · s : s ∈ S}.

La traslación derecha: Sa = {s · a : s ∈ S}.

Las traslaciones izquierda y derecha trasladan conjuntos de Borel a conjuntos de Borel.

Definición 0.2. Una medida dµ en los subconjuntos de Borel de G se llama invariante por

traslación izquierda si y sólo si para todos los subconjuntos de Borel S de G y para toda a en G

5Si X es un espacio topológico entonces es localmente compacto si, y sólo si, cada punto geométrico admite

una base entornos compactos, es decir, si cada entorno de un punto x ∈ X contiene un conjunto compacto que

sea un entorno de x.
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se tiene 6

dµ(aS) = dµ(S).

Una medida de Haar a izquierda (resp. a derecha) es una medida regural Borel en G que es

finita en subconjuntos compactos e invariante por traslaciones a izquierda (resp. a derecha). El

ejemplo más familiar es la medida de Lebesgue en Rn, visto como un grupo aditivo, En este caso

como el grupo es abeliano, la medida de Haar es invariante a izquierda y derecha (bi-invariante).

Teorema. Existencia y unicidad de la medida de Haar. Si G es un grupo localmente

compacto, entonces existe una medida de Haar a izquierda (y derecha) única salvo escalar.

Demostración. Ver teorema 6.8 en [Knapp 2005].

Consideremos una medida de Haar a izquierda dlx. Como traslaciones a izquierda en G

conmutan con traslaciones a derecha, dl(·g) en una medida de Haar a izquierda para cualquier

g ∈ G. Las medidas a izquierda de Haar son proporcionales, de donde

dl(·g) = ∆(g−1)dl(·)

donde ∆ : G→ R+ se denomina función modular de G.

Teorema. Sea G un grupo localmente compacto y H un subgrupo cerrado. Sean ∆G y ∆H

sus respectivas funciones modulares. Entonces, G/H tiene una medida G invariante no nula si

y sólo si la restricción de ∆G a H es igual a ∆H . En este caso, la medida dµ(gH) de G/H es

única salvo un escalar y verifica∫
G
f(g)dlg =

∫
G/H

(

∫
H
f(gh)dlh)dµ(gH)

para toda f a soporte compacto en G.

Demostración. Ver teorema 6.18 en [Knapp 2005].

6Una definición similar se hace para la invariancia por traslación derecha.
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Caṕıtulo 1

Estados coherentes

1. Reseña histórica

En ĺıneas generales, un sistema de estados coherentes es un conjunto de vectores en un

espacio de Hilbert que verifica dos propiedades centrales: la parametrización continua de esta

familia de estados sobre un conjunto particular y la denominada resolución de la identidad.

Existen varias definiciones de estos vectores, pero todas ellas involucran estas dos propiedades

como centrales.

En el proceso de definición podemos encontrar a Schrödinger ([Schrödinger 1926]), quien

fue el primero en proponer un sistema de funciones de onda no ortogonales para osciladores

cuánticos. Luego, von Neumann utilizó un subconjunto de estas funciones de onda para estudiar

procesos de medida de la posición y el momento en teoŕıas cuánticas.

Fue recién en la década del 60 cuando Klauder, Segal, Bargmann y Berezin estudiaron este

tema sistemáticamente [Klauder 1960] [Klauder 1963][Klauder2 1963]. El nombre de es-

tados coherentes les fue otorgado por Glauber [Glauber 1963][Glauber2 1963], ya que eran

los adecuados para describir un rayo coherente de luz láser en el marco de la teoŕıa cuántica.

Un sistema de estados coherentes esta ı́ntimamente relacionado con un grupo de simetŕıas. El

primer sistema estándar (el propuesto por Schrödinger) está relacionado con el grupo de trasla-

ciones. Este grupo no es el único grupo de simetŕıas dinámicas de un sistema. Otro grupo natural

es el de rotaciones y alĺı también puede realizarse la construcción de los estados coherentes que

fue desarrollada por Radcliffe en el espacio de tres dimensiones [Radcliffe 1971]. Un año mas

tarde, Perelomov generalizó la construcción para grupos de Lie en general. [Perelomov 1986]

Otros autores como Barut y Girardello [Barut 1971] realizaron una propuesta diferente de

generalización de los estados coherentes, definiendolos como autoestados del operador destruc-

ción. Sin embargo, esta no es efectiva para todos los grupos de Lie (por ejemplo no es aplicable

para los compactos).

11
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Dedicaremos este caṕıtulo a la descripción de los estados coherentes como fueron propuestos

por Perelomov en [Perelomov 1986]. Estudiaremos sus caracteŕısticas, sus propiedades, y

su tratamiento utilizando en análisis y el cálculo en funciones complejas como herramienta

principal.

2. Estados coherentes de Perelomov

La caracteŕıstica principal de la generalización propuesta por Perelomov para los estados

coherentes, es que puede ser aplicado para cualquier grupo de Lie permitiendo parametrizar

estos estados por puntos de espacios homogéneos donde el grupo actúa. Es por esto que se

interpreta estos espacios homogéneos como el espacio de fase de un sistema f́ısico. Aśı tenemos

una correspondencia entre los estados coherentes y puntos en el espacio de fases que representan

estados del sistema clásico.

El proceso de construcción definido por Perelomov es sistemático y puede ser aplicado a

varios grupos. Sin embargo, en este trabajo solo dedicaremos un espacio al grupo de Heisenberg

Weyl. Esta estructura será suficiente para motivar más adelante la construcción de los estados

coherentes para el álgebra Grassmann y paraGrassmann.

2.1. Estados coherentes: definición general. Consideremos G un grupo de Lie arbi-

trario y siendo B(H) el conjunto de los operadores acotados en un el Hilbert H, consideremos

T : G→ B(H) una representación irreducible.1 2Para distinguir los elementos de un espacio de

Hilbert abstracto de lo que próximamente serán sus realizaciones como funciones o sucesiones,

elegimos usar la notación de Dirac usual en f́ısica cuántica. En la tabla (ver 1.1) resumimos la

notación a utilizar.

Siendo |ψ0⟩ un elemento genérico de H llamemos |ψg⟩ = T (g)|ψ0⟩ siendo g ∈ G. Observemos

que en Mecánica Cuántica dos vectores |ψg1⟩ y |ψg2⟩ representan el mismo estado (i.e difieren

en una fase) solo si T (g−1
2 g1)|ψ0⟩ = eiα|ψ0⟩ con α ∈ C. Supongamos que H es un subgrupo de

1No existe un resultado general que caracterice las representaciones de cualquier grupo de Lie. Kirillov pudo

resolver este problema para grupos de Lie nilpotentes en 1962 [Kirillov 1962].
2Notación usual para representaciones: T : G → B(H) o T : G → Aut(V ) donde Aut(V ) son los automorfis-

mos de un espacio vectorial.
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notación mat. notación de Dirac glosario de Dirac

vector ψ |ψ⟩ “ket”

forma lineal dual ψ∗ ⟨ψ| “bra”

proyector ortogonal Pψ |ψ⟩⟨ψ| “ket-bra”

operador lineal Tψ T |ψ⟩

Cuadro 1.1. Notación de Dirac para espacios de Hilbert.

G de elementos h ∈ H tales que T (h)|ψ0⟩ = eiα(h)|ψ0⟩ con α : G → C. Cuando este subgrupo

es maximal se denomina grupo de isotroṕıa del estado |ψ0⟩.

Esta construcción nos permite identificar a todos los vectores |ψg⟩ que difieren en una fase,

en la misma clase de equivalencia G/H. Eligiendo un representante g(x) con x ∈ X tenemos un

conjunto de estados |ψg(x)⟩ que llamaremos |x⟩.

Definición 1.1. Siendo g elementos de un grupo de Lie G, y T (g) una representación

irreducible del mismo que actúa en un espacio de Hilbert H, el sistema de estados |ψg⟩ =

T (g)|ψ0⟩ es llamado sistema de estados coherentes {T, |ψ0⟩}.

Si H es el subgrupo de isotroṕıa para el estado |ψ0⟩, un estado coherente |ψg⟩ está determi-

nado por un punto x = x(g) ∈ G/H

Observación 1.2. En algunos casos es útil considerar un espacio de Hilbert H̃ más grande

que H llamado espacio de Hilbert equipado (rigged Hilbert space). Entonces la acción de la

representación debe extenderse al nuevo espacio H̃. Este es el caso de la construcción de estados

coherentes del álgebra Grassmann y paraGrassmann que serán desarrollados mas adelante.

Entre las propiedades de un sistema de estados coherentes podemos mencionar

El producto interno de dos estados coherentes |x⟩ = |x(g)⟩ y |x′⟩ = |x′(g′)⟩: siendo

|0⟩ = |ψ0⟩,

(1.1) ⟨x|x′⟩ = ei[α(g)−α(g
′)]⟨0|T (g−1g′)|0⟩

y es independiente de los representantes g y g′.3

3Esto es porque α(gg′) = α(g) + α(g′)
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Si dx es la medida invariante en el espacio G/H entonces

(1.2) I =

∫
dµ(x)|x⟩⟨x|

siendo dµ(x) = [
∫
dx|⟨0|x⟩|2]−1 dx. En efecto, supongamos que existe para el grupo G

una medida dy(g) que es invariante por la acción del grupo. Esto induce una medida

invariante dx para el espacio cociente X = G/H4. Consideremos, asumiendo condiciones

de convergencia, el operador

B =

∫
dx |x⟩⟨x|

donde |x⟩⟨x| es el proyector para el estado |x⟩. Como la medida dx es invariante, tenemos

que T (g)B[T (g)]−1 = B. Entonces B conmuta con todos los operadores T (g). Como T (g)

es irreducible, por el Lema de Schur debe ser B = d.I (proporcional a la identidad). La

constante d = ⟨y|B|y⟩ tomando ⟨y|y⟩ = 1.

La expresión (1.2) se denomina resolución de la identidad.

Cualquier estado |ψ⟩ puede desarrollarse en el sistema de estados coherentes

(1.3) |ψ⟩ =
∫
dµ(x)c(x)|x⟩

donde c(x) = ⟨x|ψ⟩. Además

(1.4) ⟨ψ|ψ⟩ =
∫
dµ(x)|c(x)|2.

Cabe destacar que c(x) = ⟨x|ψ⟩ denominado śımbolo de |ψ⟩, no es arbitrario aunque

siempre verifica

(1.5) c(x) =

∫
dµ(y)⟨x|y⟩c(y).

Si K(x, y) = ⟨x|y⟩ entonces

(1.6) K(x, z) =

∫
dµ(y)K(x, y)K(y, z)

llamada propiedad reproductiva.

El sistema de estados coherentes es sobrecompleto. 5

4Ver teoremas y .

5Por (1.2) podemos establecer dependencias lineales entre los estados coherentes.
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• Estados coherentes: caso Heisenberg Weyl.

Definición 1.3. El álgebra de Heisenberg Weyl es un álgebra de Lie real tridimensional

generada por {e1, e2, e3} con las siguientes relaciones de conmutación básicas

(1.7) [e1, e2] = e3 [e1, e3] = [e2, e3] = 0.

Consideremos el llamado operador creación â∗ = q−ip√
2

y su conjugado el operador destrucción

â = q+ip√
2

adimensionalizados, donde q y p son los llamados operadores coordenada y momento

que actúan en un espacio de estados |ψ⟩ que llamaremos H y satisfacen las llamadas reglas de

conmutación canónicas dadas por

(1.8) [q, p] = i~Î [q, Î] = [p, Î] = 0

con Î el operador identidad en H. Siguiendo (1.8) tenemos que

(1.9) [â, â∗] = Î [â, Î] = [â∗, Î] = 0

Por la definición 1.3, vemos que los operadores â, â†, Î son los generadores del Álgebra de

Heisenberg Weyl denotada por W1.

Definición 1.4. Un espacio de Fock F (con un grado de libertad) es un espacio de Hilbert

que contiene un vector |0⟩ (llamado vector vacuum), con un operador â (llamado operador

destrucción) tal que â|0⟩ = 0, y su adjunto â∗ (llamado operador creación), verificando las

reglas de conmutación canónicas ââ† − â†â = I, con I el operador identidad en F de manera

tal que

(1.10)

{
|n⟩ = (â∗)n|0⟩√

n!

}
n∈N

,

que resulta ser ortonormal y completa en F .

La completitud queda expresada por la resolución de la identidad

(1.11) I =
∑
n∈N

|n⟩⟨n|

donde la suma se entiende en el sentido debil, significando que para cualquier par de vectores

|ψ⟩, |η⟩ en el espacio de Fock, ⟨η|ψ⟩ =
∑

n∈N⟨η|n⟩⟨n|ψ⟩.
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La construcción del grupo de Lie W1 asociado al álgebra de Heisenberg Weyl W1, se realiza

por exponenciación de los elementos del álgebra: si x = isÎ + zâ∗ − zâ ∈ W1 entonces

ex = eisÎ+zâ
∗−zâ = eisÎezâ

∗−zâ =: eisÎD(z)

donde D(z) = ezâ
†−zâ. Este operador es conocido como operador desplazamiento.

Formalmente, el grupo de Heisenberg sobre un anillo conmutativo A es el grupo real de

matrices triangulares superiores 3× 3 de la forma


1 a c

0 1 b

0 0 1


donde a, b, c son elementos de A. A menudo se toma como anillo A el cuerpo de los números

reales, en cuyo caso el grupo resulta W1.

El problema ahora radica en considerar todas las representaciones irreducibles de W1, si-

tuación que fue resulta independientemente por Stone en 1930 y von Neuman en 1931

[von Neumann 1931] [Stone 1930]. En primer lugar, notemos que el centro del grupo W1

está formado por los elementos g = (s, 0). Entonces, si T (g) es una representación irreducible

del grupo W1, T ((s, 0)) es una representación irreducible unitaria del subgrupo {(s, 0)}. Esta

representación estará caracterizada por un número λ: T λ((s, 0)) = eiλsÎ. Esto se resume en el

teorema de Stone y von Neumann enunciado en la sección de preliminares.

Teniendo W1 el grupo de Lie de Heisenberg Weyl, y T (g) una representación irreducible

unitaria deW1 actuando en el espacio de estados H podemos aplicar el esquema de construcción

de los estados coherentes como vimos antes. Tomemos |ψ0⟩ un vector fijo y a partir de él un

nuevo vector

(1.12) |ψg⟩ := T (g)|ψ0⟩.

Es fácil ver que el estado representado por |ψ0⟩ bajo la acción de operadores T (s, 0) permanece

en la misma clase de equivalencia de donde los elementos (s, 0) pertenecen al grupo de isotroṕıa

del estado |ψ0⟩. Por otro lado, la acción de operadores T (0, α) con α ̸= 0 blah .. Esto nos dice

que el subgrupo de isotroṕıa del estado |ψ0⟩ consta solo de los elementos de la forma (s, 0).
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Aplicando el operador desplazamiento D(z) al vector |ψ0⟩ con z ∈ C, podemos generar un

conjunto de estados para z ∈ C

(1.13) |z⟩ = D(z)|ψ0⟩.

Definición 1.5. El sistema {|z⟩} dado por (1.13) construido a partir de la representación

irreducible T (g) y del vector fijo |ψ0⟩ se denomina sistema de estados coherentes estándar (o de

Heisenberg Weyl).

Algunas propiedades que serán útiles más adelante son:

Son estados no mutuamente ortogonales, en el sentido que el producto interno

(1.14) ⟨z|w⟩ = ⟨ψ0|D(z − w)|ψ0⟩

es en general no nulo para z ̸= w.

El operador D(z) aplica estados coherentes en estados coherentes.

(1.15) D(z)|w⟩ = eiImzw|z + w⟩

La completitud del sistema de estados coherentes está dada por la resolución de la

identidad en H

(1.16) I =

∫
C

dz dz

π
|z⟩⟨z|,

donde la igualdad es entendida en el sentido débil, significando que para cualquier par

de vectores |ψ⟩, |η⟩ en el espacio de Fock

(1.17) ⟨η|ψ⟩ =
∫
C

dz dz

π
⟨η|z⟩⟨z|ψ⟩.

con dz dz medida de Lebesgue del plano complejo. En efecto, si A está dado por

(1.18) A =

∫
C

dz dz

π
|z⟩⟨z|,

por la construcción de los estados coherentes el conmutador [A,D(z)] = 0 para cualquier

z. Entonces por el lema de Schur A = d.I. El valor de d se encuentra calculando el

promedio de A sobre los estados coherentes, siendo entonces d−1 = ⟨α|A|α⟩.

Sobrecompletitud o dependencia lineal, consecuencia de la resolución de la identidad

(1.19) |w⟩ =
∫
dz dz

π
|z⟩⟨z|w⟩
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Utilizando (1.16), cualquier estado |ψ⟩ puede representarse como

(1.20) |ψ⟩ =
∫
dz dz

π
|z⟩⟨z|ψ⟩,

entendida en sentido débil como

(1.21) ⟨η|ψ⟩ =
∫
C

dz dz

π
⟨η|z⟩⟨z|ψ⟩.

Definición 1.6. La función ⟨z|ψ⟩ se llama śımbolo del estado |ψ⟩.

Observación 1.7. Si llamamos K(z, w) = ⟨z|w⟩ por (1.21) tenemos que

(1.22) K(z, w) =

∫
dα dα

π
K(z, α)K(α,w),

caso particular de la denominada fórmula reproductiva de los núcleos reproductivos.6

Recordemos que el proceso de construcción de estados coherentes depende impĺıcitamente de

un vector inicial fijo |ψ0⟩. Si |ψ0⟩ = |0⟩ tenemos una propiedad adicional: se satura el principio

de incerteza. En este caso particular puede verificarse también que

-: Los estados coherentes son autoestados del operador destrucción, es decir a|α⟩ = α|α⟩

-: Pueden escribirse en la base número de ocupación

(1.23) |z⟩ = e−|z|2/2
∞∑
n=0

zn√
n!
|n⟩

(fórmula de Glauber).

Una construcción diferente de los estados coherentes, fue desarrollada unos años antes que

Perelomov por Barut y Girardello [Barut 1971]. Alĺı, los estados coherentes de definen como

los autoestados del operador destrucción. Aunque en el caso de Heisenberg Weyl ambas cons-

trucciones proveen el mismo sistema de estados coherentes, esta útima forma de definirlos no

6Para más detalle, ver el apéndice final.
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es aplicable para todos los grupos de Lie. En particular, solo es válida para grupos de Lie com-

pactos. Más adelante en este trabajo, usaremos esta forma de definición ya que su aplicación es

más práctica que la propuesta por Perelomov.

• Representación de Bargmann Fock. Como hemos visto en (1.20), todo estado |ψ⟩

está representado por su śımbolo ⟨z|ψ⟩. Consideremos un estado |ψ⟩ =
∑∞

n=0 cn|n⟩ normalizado,

i.e.
∑∞

n=0 |cn|2 = 1. Usando (1.23), tenemos que

⟨z|ψ⟩ = e−|z|2/2
∞∑
n=0

zn√
n!
cn.

Definición 1.8. Diremos que

(1.24) ψ(z) = ⟨z|ψ⟩e|z|2/2, siendo z ∈ C

es la función de onda de Bargmann del estado |ψ⟩.

Observar que utilizando la convergencia de la serie
∑∞

n=0 |cn|2 resulta que la función ψ(z)

es anti-anaĺıtica en C. Notemos que, siendo dv(z) = 1
πdx dy la medida usual sobre el plano

complejo

⟨ψ|ψ⟩ =

∫
dv(z)⟨ψ|z⟩⟨z|ψ⟩(1.25)

=

∫
dv(z)e−|z|2 |ψ(z)|2.(1.26)

Esta igualdad nos permite relacionar el espacio de estados |ψ⟩ con el espacio de las funciones

anti-anaĺıticas en z cuadrado integrables con la medida dµ(z) = e−|z|2dv(z).

La acción de ⟨ψ| -dual del estado |ψ⟩-sobre el estado |ϕ⟩ usando la resolución de la identidad

puede representarse como

⟨ψ|ϕ⟩ :=

∫
dv(z)⟨ψ|z⟩⟨z|ϕ⟩(1.27)

=

∫
dµ(z)e−|z|2ψ(z)ϕ(z).

Esto motiva la siguiente definición y proposición:

Definición 1.9. Llamaremos F 2(C, dµ) al espacio de las funciones anti-anaĺıticas f(z)

cuadrado integrables con la medida dµ(z) = e−|z|2dv(z) con dv(z) = 1
πdx dy.
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Proposición 1.10. El espacio F 2(C, dµ) es un espacio de Hilbert con el producto interno

(., .)L2(C,dµ) dado por

(1.28) (f, g)L2(C,dµ) =

∫
dµ(z)e−|z|2f(z)g(z).

Demostración.Ver demostración y propiedades de este espacio en la sección 1.6 de [Folland 1989].

Con esta proposición, podemos precisar las ideas de la tabla (1.1) en término de funciones

anti-anaĺıticas como puede verse en la tabla (1.2).

F 2(C, dµ) F

vector ψ(z) ⟨z|ψ⟩

forma lineal dual ψ∗(z) ⟨ψ|z⟩

producto interno (ψ(z), η(z)) ⟨η|ψ⟩

(lineal en ψ)

proyección ortogonal Pψ[φ](z) ⟨z|ψ⟩⟨ψ|φ⟩

operador lineal Tψ(z) ⟨z|T |ψ⟩

Cuadro 1.2. Correspondencia entre estructuras de F 2(C, dµ) y el espacio de

Fock genérico F .

El espacio F 2(C, dµ) tiene la estructura de espacio de Fock con un grado de libertad (ver

definición 1.4). Los operadores destrucción y creación están dados por los operadores lineales

â =
∂

∂z
, â∗ = z.

definidos respectivamente como la derivación de una función respecto de z y la multiplicación por

z. El vector vacuum normalizado según la norma inducida por el producto interno (., .)L2(C,dµ),

es la función constante ϕ0(z) = 1, ya que âϕ0 = 0. La acción recursiva del operador creación â†

sobre el vector vacuum genera un conjunto infinito numerable en F 2(C, dµ)

(1.29)

{
(â∗)nϕ0√

n!

}
n∈N

=

{
zn√
n!

}
n∈N

.

Este conjunto es completo, como lo manifiesta la existencia del desarrollo de Taylor de las

funciones anti-anaĺıticas.
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Nos referiremos como espacio de Fock abstracto al espacio de Hilbert definido desde el vector

vacuum y el par de operadores de creación y destrucción (el último adjunto formal respecto del

producto interno) verificando las relaciones de conmutación canónicas. Un ejemplo concreto de

espacio de Hilbert con tal estructura como F 2(C, dµ), será llamado en lo sucesivo como una

realización del espacio de Fock abstracto. En este sentido, la función ϕ0(z) realiza el vector

vacuum |0⟩, ∂
∂z realiza el operador â, etc., en F 2(C, dµ).

• Sobrecompletitud y proyección de Bargmann. Hemos visto que el desarrollo de un

vector |ψ⟩ en término de estados coherentes se puede escribir de manera conveniente como

(1.30) |ψ⟩ =
∫
C
dv(z)e−

1
2
|z|2f(z, z) |z⟩

con f(z, z) = e
1
2
|z|2⟨z|ψ⟩. Esta igualdad debe ser entendida en sentido débil.

La sobrecompletitud implica que para cualquier vector |ψ⟩, la función f(z, z) en (1.30) no

es única: existen funciones g(z, z) tales que

(1.31)

∫
C
dv(z)e−

1
2
|z|2g(z, z) |z⟩ = |ψ⟩

Es importante notar que ⟨ψ|ψ⟩ < ∞ si y solo si g(z, z) ∈ L2(C, dµ). Podemos entonces

considerar una relación de equivalencia en L2(C, dµ): dos funciones son equivalentes si estas

desarrollan el mismo vector en (1.31). Con el objetivo de caracterizar la clase de equivalencia

de funciones g(z, z) en L2(C, dµ) de un vector dado |ψ⟩, calculamos las proyecciones de (1.31)

sobre estados coherentes obteniendo

(1.32) ⟨z|ψ⟩ = e−
1
2
|z|2P (g)(z),

donde P (g) es la proyección de Bargmann anti-anaĺıtica de g (ver Caṕıtulo 2, (2.2)). Entonces

usamos (1.16) para recuperar

(1.33) |ψ⟩ =
∫
C

dz dz

π
|z⟩⟨z|ψ⟩ =

∫
C

dz dz

π
e−

1
2
|z|2P (f)(z)|z⟩,

mostrando que para un vector dado |ψ⟩ existe una función cuadrado integrable anti-anaĺıtica

ψ(z) := P (f)(z) que lo desarrolla en el conjunto de estados coherentes. Más aún, como las
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funciones F 2(C, dµ) son invariantes ante la proyección de Bargmann, esta función ψ(z) es única.

La relación de equivalencia sobre L2(C, dµ) queda entonces caracterizada:

Definición 1.11. Diremos que g ∈ L2(C, dµ) pertenece a la clase de |ψ⟩ si y solo si

P (g)(z) = e|z|
2/2⟨z|ψ⟩.

Aśı, la aplicación no inyectiva pero bien definida de L2(C, dµ) en F dada por (1.31), establece

un isomorfismo al restringirse a F 2(C, dµ). Podemos aśı establecer una transformación lineal

invertible U : F → F 2(C, dµ) dada por,

(1.34) U(|ψ⟩) = ψ(z) = e
1
2
|z|2⟨z|ψ⟩.

Esta aplicación es unitaria, y aplica el conjunto ortonormal completo {|n⟩} sobre el conjunto

ortonormal {zn/
√
n!}. Su inversa, por (1.33), es

(1.35) U−1(ψ(z)) = |ψ⟩ =
∫
C

dz dz

π
e−

1
2
|z|2ψ(z)|z⟩.

Estas ecuaciones (1.34) y(1.35) describen, v́ıa estados coherentes, la conexión entre el espacio

de Fock abstracto H y su realización F 2(C, dµ), que resulta una isometŕıa como se puede ver

en (1.27).



Caṕıtulo 2

Operadores y śımbolos

En el caṕıtulo anterior hemos visto que un estado |ψ⟩ de un espacio de estados abstracto

H, está univocamente determinado por una función anti-anaĺıtica, śımbolo del estado |ψ⟩. El

mecanismo natural para expresar esta correspondencia está en la existencia de los estados

coherentes y a su propiedad de resolución de la identidad.

De la misma manera, es posible representar operadores que actúan en el espacio de Hilbert

H a través de funciones llamadas śımbolos del operador. En este sentido, la correspondencia

entre funciones y operadores puede ser concebida como un proceso de cuantización.

Los estados coherentes permiten establecer esta correspondencia debido a su completitud

expresada en la resolución de la identidad.

La principal ventaja que tiene esta correspondencia es que muchos de los interrogantes y

propiedades del operador pueden reescribirse en términos de los śımbolos que los representan.

1. Preliminares: Operadores Anti Wick y Toeplitz

Los operadores Toeplitz fueron introducidos en f́ısica por Berezin en el contexto de procesos

de cuantización [Berezin 1971] [Berezin 1974]. En este contexto, los operadores Toeplitz en el

espacio de Segal-Bargmann F 2(C, dµ) aparecen como un caso particular de un concepto más ge-

neral: los operadores con śımbolo contravariante definidos en el espacio de Fock [Berezin 1972],

los cuales llamaremos operadores Anti Wick.

Considerando distintas realizaciones de los operadores anti Wick, estableceremos en este

caṕıtulo condiciones necesarias y suficientes para determinar la equivalencia unitaria de opera-

dores Toeplitz radiales en el espacio de Segal Bargmann con operadores diagonales en l2(C).

Para esto, utilizaremos el formalismo del espacio de Fock y sus estados coherentes, usuales en la

mecánica cuántica moderna. Los resultados serán ilustrados a través de ejemplos que permitan

evidenciar la imprecisión de los resultados dados en [Grudsky 2002].

23
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1.1. Operadores Toeplitz. Llamemos L2(C, dµ) el espacio de Hilbert de las funciones

g(z, z) en el plano complejo C, no necesariamente anaĺıticas, que son cuadrado integrables

con la medida Gaussiana dµ(z). El espacio de Segal-Bargmann F 2(C, dµ) definido en (1.9), es

un subespacio cerrado de L2(C, dµ), y un espacio de Hilbert con núcleo reproductivo 1 (ver

Apéndice, Caṕıtulo 4) dado por

(2.1) Kw(z) := ezw.

Consideremos la aplicación P : L2(C, dµ) → F 2(C, dµ) dada por

(2.2) P (f)(z) = (f(.),Kz(.))L2(C,dµ) ≡
∫
C
dµ(w) ezwf(w).

Notemos que, para f(w) ∈ F 2(C, dµ)

P (f)(z) = (f(w),Kz(w))L2(C,dµ) =

∫
C
dµ(w) ezwf(w) = f(z),

es decir P resulta la identidad sobre F 2(C, dµ). Por lo anterior, y como g(w,w) ∈ L2(C, dµ),

P [g(w,w)] ∈ F 2(C, dµ) de donde P 2[g(w,w)] = P [g(w,w)], resultando P una proyección de

L2(C, dµ) sobre F 2(C, dµ).

Definición 2.1. La proyección P : L2(C, dµ) → F 2(C, dµ) definida en (2.2) se denomina

proyección de Bargmann sobre F 2(C, dµ).

La existencia del núcleo reproductivo (2.1) y de la proyección de Bargmann, es la clave para

la definición de los operadores Toeplitz (ver [Brown 1963]):

Definición 2.2. El operador Tφ : F 2(C, dµ) → F 2(C, dµ) con φ(z, z) medible no necesaria-

mente anaĺıtica, definido como

(2.3) Tφ(f)(z) = P (φf)(z),

con P la proyección de Bargmann, se llama operador de Toeplitz con śımbolo φ.

Es decir, la acción del operador Toeplitz en una función en el espacio de Segal-Bargmann se

obtiene como la proyección de Bargmann de la multiplicación del śımbolo con la función. Por

(2.2), la expresión integral del operador Toeplitz Tφ resulta

(2.4) Tφ(f)(z) =

∫
C
dµ(w)ezwφ(w,w)f(w).

1El núcleo reproductivo Kw(z) ∈ F 2(C, dµ) también es llamado vector de Poisson.
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Notemos que dado un śımbolo φ, la proyección de Bargmann en (2.3) puede no estar bien

definida para cualquier función f ∈ F 2(C, dµ): la condición suficiente sobre f es que φf ∈

L2(C, dµ). Entonces (ver [Berezin 1971]):

Definición 2.3. Dada la función medible φ(z, z) definida en C, el dominio natural para el

operador Toeplitz con śımbolo φ es el subconjunto de F 2(C, dµ)

(2.5) Dom(Tφ) =
{
f ∈ F 2(C, dµ) : φf ∈ L2(C, dµ)

}
.

Observación 2.4. Un endomorfismo en un espacio de Hilbert se dice bien definido si su

dominio es denso en este espacio. En consecuencia, diremos que el operador Tφ está bien definido

solo cuando su dominio natural sea denso en F 2(C, dµ).

Con el objetivo de tratar con operadores Toeplitz bien definidos, debemos precisar las clases

de śımbolos en consideración. Por ejemplo Berger y Coburn [Berger 1986] construyen el cálculo

simbólico para operadores Toeplitz con śımbolos acotados, cuyo dominio natural es todo el

espacio F 2(C, dµ). Más generalmente, Folland [Folland 1989] considera una clase que contiene

śımbolos no acotados φ caracterizados por la condición para cualquier z ∈ C

(2.6) ∃C > 0, δ < 1/2, tal que |φ(z, z)| ≤ C exp(δ|z|2).

En [Coburn 2001], Coburn opta por utilizar una clase mas general de śımbolos φ verificando

(2.7) ∀w ∈ C, φKw ∈ L2(C, dµ) ,

Esto significa que todos los vectores de Poisson estén en el dominio natural de Tφ.

En la próxima sección mostraremos que los operadores de Toeplitz en F 2(C, dµ) son un caso

particular -o realización- de los operadores anti-Wick

2. Operadores Toeplitz como realización de operadores anti Wick

Introducimos una clase de operadores integrales formalmente dados por una expresión dia-

gonal en el conjunto de los estados coherentes. Sea H el espacio de Hilbert de estados |ψ⟩ d un

sistema bosónico,
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Definición 2.5. Para una función medible φ(w,w), el operador

(2.8) Aφ =

∫
C

dw dw

π
|w⟩φ(w,w)⟨w| : F → F

se llama operador anti Wick y la función φ(w,w) se denomina śımbolo anti-Wick o śımbolo

contravariante de Aφ.
2

Este operador está definido en sentido débil, es decir que su dominio está formado por todos

aquellos estados |ψ⟩ tal que para todo ⟩z| elemento del dual del sistema de estados coherentes

la integral ∫
C

dw dw

π
⟨z|w⟩φ(w,w)⟨w|ψ⟩

es convergente.

Cabe señalar que esta clase de operadores se puede definir en cualquier espacio de Hilbert

dotado de un sistema de estados coherentes. Un ejemplo de amplia aplicacion en F́ısica es el de

SU(2) estados coherentes de spin.

Tenemos que enfatizar, que para un śımbolo dado φ(w,w), el operador en (2.8) puede no

estar bien definido en H. De acuerdo al trabajo original de Berezin[Berezin 1971], decimos

que

Definición 2.6. Dada una función medible φ(z, z), el dominio natural del operador anti-

Wick Aφ es el subconjunto de H

(2.9) Dom(Aφ) =
{
|ψ⟩ ∈ H : φψ ∈ L2(C, dµ)

}
,

donde ψ(z) = e
1
2
|z|2⟨z|ψ⟩.

Por supuesto, este es el subconjunto de vectores |ψ⟩ ∈ F tiene como realización funciones

ψ(z) ∈ F 2(C, dµ) que pertenecen al dominio natural del operador de Toeplitz Tφ. Diremos que

el operador Aφ es un endomorfismo bien definido si y solo si su dominio natural es denso en F .

Exploramos ahora la realización de los operadores anti-Wick en F 2(C, dµ). Por realización de

un operador A que actúa en F entendemos un operador T que actúa en F 2(C, dµ), unitariamente

transformado en A. Para ser mas precisos, T = UAU−1, donde U es la isometŕıa en (1.34).

Tenemos entonces la siguiente relación:

2Ver [Berezin 1971].
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Proposición 2.7. Dada una función medible φ(z, z) definida en C, no necesariamente

anaĺıtica, y U la isometŕıa en (1.34), el operador UAφU
−1 que realiza el operador anti-Wick

Aφ en F 2(C, dµ), es el operador Toeplitz Tφ.

Demostración. Sea |ψ⟩ ∈ Dom(Aφ) y denotamos ψ(z) = e
1
2
|z|2⟨z|ψ⟩ su realización en

F 2(C, dµ). La realización de Aφ en F 2(C, dµ) actúa en ψ(z) como

(2.10) UAφU
−1 (ψ) (z) = UAφ|ψ⟩ = e

1
2
|z|2⟨z|Aφ|ψ⟩.

La definición de Aφ en (2.8) resulta

(2.11) UAφU
−1 (ψ) (z) =

∫
C
dµ(w)ezwφ(w,w)ψ(w),

una proyección de Bargmann bien definida L2(C, dµ),

(2.12) UAφU
−1 (ψ) (z) = P (φψ)(z).

Esto es justamente el operador Tφ como está definido en (2.3). El dominio natural Aφ definido

en (2.9) está en correspondencia uno a uno con el dominio natural de Tφ definido en (2.5). �

Este resultado permite la discusión de las propiedades de los operadores Toeplitz en término

de operadores anti-Wick. En particular, uno puede explorar la manera en la que los operado-

res Toeplitz se realizan en otros espacios de Fock isométricos. Nuestro interés se concentra en

la realización de los operadores anti Wick en el espacio de las sucesiones complejas cuadrado

sumables l2(C).

2.1. Isomorfismo entre el espacio de Fock y l2(C). Un vector |ψ⟩ ∈ H puede desa-

rrollarse en el conjunto ortonormal (1.29) como |ψ⟩ =
∑

m ψm|m⟩ con coeficientes ψm := ⟨m|ψ⟩

en l2(C), el espacio de Hilbert de sucesiones complejas cuadrado sumables. La transformación

lineal V : F → l2(C) definida por

(2.13) V (|ψ⟩) = {⟨m|ψ⟩}m∈N

es unitaria y preserva el producto interno

(2.14)
∑
m

η∗mψm =
∑
m

⟨η|m⟩⟨m|ψ⟩ = ⟨η|ψ⟩
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por (1.11). Esto hace de l2(C) una realización del espacio de Fock F , aplicando el conjunto

{|n⟩} en (1.29) uno a uno con el conjunto ortonormal de sucesiones {⟨m|n⟩}m∈N.

Dado el isomorfismo unitario V , un operador lineal A en F está realizado en l2(C) como el

operador unitariamente transformado t = V AV −1. De esta manera, los operadores creación y

destrucción están realizados en l2(C). Expĺıcitamente, si un vector |ψ⟩ pertenece al dominio de

A, el operador t actúa en la realización {ψm} como t ({ψm}) = {ψ′
m} con

(2.15) ψ′
m = ⟨m|A|ψ⟩.

Asumiendo que todos los vectores de la base canónica están en el dominio de A podemos usar

(1.11) nuevamente para obtener

(2.16) ψ′
m =

∑
n

⟨m|A|n⟩ψn,

expresando como serie convergente los elementos de {ψ′
m} ∈ l2(C). Los coeficientes ⟨m|A|n⟩ son

denominados en f́ısica cuántica como los elementos de matriz del operador A.

Todo lo anterior puede ser usado para establecer una isometŕıa entre F 2(C, dµ) y l2(C),

como realizaciones del mismo espacio de Fock F . 3 La isometŕıa está transitivamente dada por

W : F 2(C, dµ) → l2(C) definida por

(2.17) W = V U−1.

3. Operadores Toeplitz con śımbolo radial

Como hemos visto, los operadores Toeplitz pueden ser interpretados como realizaciones de

operadores anti Wick. Un caso particular, es el de los operadores Toeplitz con śımbolo radial

donde esta realización simplifica drásticamente su estudio.

El principal punto de discusión está en determinar que un operador Toeplitz con śımbolo

radial, bien definido es particularmente simple cuando se lo realiza en l2(C). Esta propiedad

ha sido extensamente trabajada en [Grudsky 2002], como herramienta para analizar algunas

propiedades del operador Toeplitz. Sin embargo, no toda función radial puede ser śımbolo de

un operador de Toeplitz bien definido.

3La presente construcción es una de las tantas maneras de mostrar la isometŕıa entre el espacio de Segal

Bargmann F 2(C, dµ) y l2(C). En efecto, como el espacio de Fock es una representación unitariamente equivalente

del grupo de Heisenberg-Weyl [Perelomov 1986], estos isomorfismos son ejemplos del teorema de Stone y von

Neumann [Stone 1930] que enuncia que dadas dos representaciones unitarias e irreducibles de este grupo son

unitarias.
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Este simple hecho ha sido la fuente de algunas malas interpretaciones en [Grudsky 2002]

y en trabajos sucesivos. Por eso, destinaremos un espacio a la correcta formulación. El primer

paso es la definición de una clase apropiada de śımbolos radiales:

Definición 2.8. Denotaremos por P la clase de śımbolos radiales

(2.18) P = {φ(|z|) tal que para todo n ∈ N, zn ∈ Dom(Tφ)}.

donde Dom(Tφ), definido en (2.5), es el dominio natural del operador de Toeplitz Tφ.

Para śımbolos en esta clase, un operador de Toeplitz Tφ está bien definido, teniendo un

dominio denso en F 2(C, dµ) pues contiene cualquier polinomio. Utilizando la isometŕıa que

provee la realización en F 2(C, dµ), podemos ver que esta condición sobre el dominio de Tφ, hace

que el operador anti-Wick Aφ tenga dominio denso en F , ya que contiene cualquier vector |n⟩.

Entonces estamos en condiciones de probar:

Teorema 2.9. Dada una función radial φ(|z|) ∈ P, el operador Toeplitz Tφ definido en

(2.3) se transforma unitariamente por la isometŕıa W definida en (2.17) en un operador lineal

que es diagonal en la base canónica de l2(C) .

Demostración. Dada la función radial φ(|z|) ∈ P, consideremos el operador anti-Wick Aφ

definido en (2.8). Su dominio natural, en correspondencia uno a uno con el dominio natural de

Tφ, contiene cualquier vector |n⟩ en la base canónica (1.10), por lo cual los elementos de matriz

⟨m|Aφ|n⟩ resultan bien definidos. Estos están dados por

(2.19) ⟨m|Aφ|n⟩ =
∫
C
dµ(z)φ(|z|) z

m

√
m!

zn√
n!
.

Aqúı φ(|z|) ∈ P asegura que la integral es un producto interno bien definido en L2(C, dµ).

Usando coordenadas polares para resolver esta última integral, se ve que

(2.20) ⟨m|Aφ|n⟩ = δmnφn

con δmn delta de Krönecker y

(2.21) φn =
2

n!

∫ ∞

0
φ(r)r2n+1e−r

2
dr.

Entonces, el operador lineal tφ = V AφV
−1 realizando Aφ en l2(C), expresado en la forma (2.16),

tiene elementos de matriz no nulos en la diagonal. Aplicado a sucesiones {ψn}, esto da

tφ ({ψn}) = {φnψn}.
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Por otro lado, por la proposición 2.7, Aφ se transforma unitariamente por U en (1.34) al ope-

rador Toeplitz Tφ con śımbolo φ(|z|), Tφ = UAφU
−1. Entonces WTφW

−1 = tφ. �

La clave en la demostración anterior es que Aφ puede aplicarse a cualquier vector en el

conjunto (1.10). Sin esta condición, algunos de los elementos de matriz en (2.19) pueden no

estar bien definidos y la equivalencia entre Tφ y tφ fallaŕıa. Esto es lo que decimos

Proposición 2.10. Dado un śımbolo radial φ(|z|) /∈ P, el operador Toeplitz Tφ no es

unitariamente equivalente a ningún operador lineal en l2(C).

Demostración. Sea φ(|z|) /∈ P, entonces existe n ∈ N tal que n(z) = zn√
n!

no pertenece

al dominio natural del operador Tφ. Asumiendo que un operador S : F 2(C, dµ) → l2(C) es

una transformación unitaria. Entonces STφS
−1 no está definida para la sucesión finita S(n(z)).

Pero sucesiones finitas pertenecen al dominio de cualquier operador diagonal l2(C). Entonces,

STφS
−1 no puede ser un operador diagonal en l2(C). �

Por el teorema 2.9 vemos que los operadores Toeplitz bien definidos con śımbolo radial son

muy simples. Usando la isometŕıa W , vemos que las autofunciones normalizadas de autovalor

φn en F 2(C, dµ) son zn/
√
n!. Todo esto permite caracterizar propiedades como acotación o

compacidad de operadores Toeplitz radiales a través de su śımbolo.

Este programa ha sido planteado en [Grudsky 2002], con algunos enunciados erróneos.

Los autores toman la isometŕıa entre F 2(C, dµ) y l2(C), pero consideran la clase de śımbolos

radiales L∞
1 (R+, e

−r2), definida como el conjunto de las funciones medibles φ(r) en R+ tal que

(2.22) ∀m ∈ N,
∫ ∞

0
|φ(r)|rme−r2dr <∞ ,

y enuncian que un operador Toeplitz con śımbolo radial en esta clase es unitariamente equi-

valente a operadores diagonales en l2(C). Observamos que la condición (2.22) hace que φn en

(2.21) pueda calcularse. Sin embargo la clase L∞
1 (R+, e

−r2) es muy amplia y contiene śımbolos

que no están en nuestra clase P. Tales śımbolos dan operadores Toeplitz que no están bien

definidos y que en consecuencia como se ha demostrado en la proposición 2.10, no pueden ser
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transformados en operadores diagonales en l2(C).

Para mostrar que la clase L∞
1 (R+, e

−r2) es demasiado amplia, presentaremos el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.11. Sea φ(r) = e(
1
2
+

√
3

2
i)r2 . Esta función pertenece a L∞

1 (R+, e
−r2) permitien-

do calcular, por (2.21), una sucesión acotada (asociada) φn = (12 −
√
3
2 i)

−(n+1). Sin embargo,

φ(|w|) /∈ P: es suficiente observar que para n = 0, n(z) no pertenece a Dom(Tφ). En conse-

cuencia, el operador Toeplitz Tφ no es unitariamente equivalente a ningún operador diagonal

en l2(C). Más aún, Dom(Tφ) = {0} en este ejemplo, mientras que Dom(tφ) = l2(C)! �

Con la hipótesis que el śımbolo radial esté en nuestra clase P, los resultados de las secciones

4 y 5 de [Grudsky 2002] son válidos. Notar en particular que todos los ejemplos analizados

en [Grudsky 2002] pertenecen a la clase P.

4. Problemas relacionados

Hemos probado que un operador Toeplitz con śımbolo radial en la clase P puede ser unita-

riamente aplicado en un operador diagonal en l2(C). El problema inverso es entonces relevante:

dada una sucesión definiendo el espectro de un operador diagonal en la base canónica de l2(C),

¿Es posible relacionarlo con un operador Toeplitz bien definido en F 2(C, dµ)?

En [Grudsky 2002], encontramos una buena construcción basada en continuación anaĺıti-

ca y transformadas de Fourier. Alĺı los autores construyen funciones en L∞
1 (R+, e

−r2) desde

la sucesión (2.21) para cualquier sucesión acotada compleja. Sin embargo, como vimos en la

sección 3, tomando una función en este conjunto como śımbolo radial para el operador Toe-

plitz no garantiza que este sea equivalente a un operador diagonal en l2(C). En consecuencia,

el enunciado del resultado 3.7 de su trabajo, que aplica operadores diagonales en l2(C) con

espectro acotado en operadores Toeplitz con śımbolo radial no es válido. En particular, para

la sucesión en el ejemplo 2.11, el śımbolo resultante da un operador Toeplitz con dominio trivial.

El problema inverso descripto, permanece aún abierto. Aqúı nos limitamos a dar una familia

de situaciones (generalizando el ejemplo anterior) que ilustra diversas posibilidades.
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Ejemplo 2.12. Consideremos la sucesión {γ(k)n } con γ
(k)
n = k−n, k ∈ C.

Para Re(k) > 1/2, estas sucesiones se obtienen por (2.21) desde el śımbolo radial γ(k)(|z|) =

ke(1−k)|z|
2
que pertenece a P. Entonces, el operador Toeplitz T

(k)
γ es equivalente al operador

en l2(C) con elementos diagonales de matriz {γ(k)n }. Esto vale aún para sucesiones no acotadas

cuando |k| < 1.

Para 0 < Re(k) ≤ 1/2, las sucesiones pueden obtenerse por (2.21) desde una función radial

γ(k)(|z|) = ke(1−k)|z|
2
que pertenece a L∞

1 (R+, e
−r2), pero no a P. El ejemplo 2.11 falla en este

caso con |k| = 1. �

Notemos sobre este ejemplo:

-: Los śımbolos γ(k)(|z|) = ke(1−k)|z|
2
pertenecen simultáneamente al conjunto P en (2.18),

a la clase de Folland en (2.6) y la case de Coburn en (2.7), o a ninguna de ellas.

Ellas entonces ilustran la equivalencia de operadores Toeplitz radiales con operadores

diagonales en l2(C) también en ese contexto.

-: Como aplicación en f́ısica cuántica, el operador matriz densidad ρ̂ con temperatura

inversa β se construye desde el hamiltoniano Ĥ como proporcional a e−βĤ . Para el

oscilador armónico con Ĥ = â†â+1/2, el operador ρ̂ puede escribirse como un operador

anti-Wick con un śımbolo de esta forma, proporcional a e(1−k)|z|
2
con k > 1. El espectro

en este caso es acotado.

Finalmente recordemos que esta clase de ejemplos fueron utilizados en Ref. [Coburn 2001]

para mostrar que la composición de operadores Toeplitz no es cerrada. Este problema puede

describirse según nuestro análisis. En efecto, consideremos un śımbolo γ(k)(|z|) con Re(k) > 1/2

pero 0 < Re(k2) < 1/2, y |k| = 1 (tal como k = 3
4 +

√
7
4 i). El operador Toeplitz T

(k)
γ es

equivalente al operador diagonal en l2(C) con elementos de matriz 1/kn. Consideremos ahora

la composición de T
(k)
γ con el mismo. Realizando esta operación en l2(C), resulta un operador

diagonal con elementos de matriz 1/k2n.
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En esta instancia, y siguiendo [Grudsky 2002], podŕıamos construir desde esta sucesión aco-

tada un śımbolo η(|z|) = k2e(1−k
2)|z|2 en L∞

1 (R+, e
−r2) pero no pertenece a P. Observemos

que siguiendo el resultado 3.7 en [Grudsky 2002] tendŕıamos que T
(k)
γ T

(k)
γ puede escribirse

como un operador Toeplitz con śımbolo η(|z|). Contrariamente, nuestro resultado prueba, como

fue discutido en [Coburn 2001], que TφTφ no es un operador Toeplitz bien definido, i.e. la

composición no es cerrada en la clase P.





Apéndice.

Espacios de Hilbert con núcleo reproductivo.

Los núcleos reproductivos, objetos pertenecientes al análisis funcional, han sido construidos

de forma paralela por Nachman Aronszajn [Aronszajn 1950] y Stefan Bergman [Bergman 1950]

en el año 1950. En esta sección, presentamos algunos resultados básicos sobre espacio de Hil-

bert con núcleos reproductivos (RKHS). Estos resultados subyacen la construcción de Segal

Bargmann. Su validez será discutida en esta tesis en situaciones radicalmente diferentes.

Consideremos H un espacio de Hilbert de funciones f : X → C con X un conjunto cual-

quiera. En H el producto interno, lineal en la primera componente y antilineal en la segunda,

será denotado por (, ).

Definición 2.13. Para cada t ∈ X, el funcional lineal Et : H → C definido por

(2.23) f 7→ Et[f ] = f(t)

se llama funcional evaluación en t.

Definición 2.14. Un espacio de Hilbert H de funciones definidas en un dominio X se dice

que es un espacio de Hilbert con núcleo reproductivo si los funcionales evaluación -para cada

t ∈ X- son acotados en H.

Esto quiere decir, que para que un espacio de Hilbert resulte con núcleo reproductivo, debe

existir, para cada t ∈ X, una constante positiva Mt tal que |f(t)| ≤Mt|f | para toda función 4.

Notar que para cada t ∈ X, por el teorema de representación de Riesz, existe un único

elemento kt ∈ H tal que f(t) = (f, kt) para cualquier f ∈ H 5. Esto nos conduce a definir:

4Sean X e Y dos espacios normados y T : X → Y un operador lineal. Entonces T es continuo si y solo si

existe una constante M > 0 tal que |Tx| ≤ M |x| para todo x ∈ X.
5Teorema de representación de Riesz. Si H es un espacio de Hilbert, y φ ∈ H∗, existe un único x0 ∈ H tal

que φ(x) = (x, x0) para todo x ∈ H. Además ∥φ∥H∗ = ∥x∥H.

35
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Definición 2.15. La función k : X ×X → C definida como

k(t, s) := (ks, kt)

para (t, s) ∈ X ×X se llama núcleo reproductivo del espacio H.

Por esta definición tenemos las siguientes

Propiedades 2.16.

Para s ∈ X fijo, la función k(., s) = ks(.) ∈ H.

Para toda f ∈ H y para todo s ∈ X

(2.24) f(s) = (f(.), k(., s)) =: ()f,Ks)

Para toda f ∈ H y para todo s ∈ X

(2.25) |f(s)|2 ≤ k(s, s)∥f∥2

Definición 2.17. La propiedad (2.24) se llama propiedad reproductiva de H.

Proposición 2.18. Si H es un espacio de Hilbert de funciones definidas en X tal que existe

una función h : X × X → C que verifica las propiedades 2.16, entonces H es un espacio de

Hilbert con núcleo reproductivo.

Demostración. Por la desigualdad de Cauchy Schwartz,

|Et(f)| = |f(t)| = |(f(.), k(., s))| ≤ ∥f∥ ∥ks∥

Entonces el funcional evaluación es acotado y en consecuencia H es un espacio de Hilbert con

núcleo reproductivo. �

Proposición 2.19. El núcleo reproductivo es único.

Demostración. Si K : X ×X → C y H : X ×X → C son dos núcleos reproductivos para

el espacio de Hilbert H de funciones definidas en X, entonces, dados t, s ∈ X

K(t, s) = (ks, ht) = (ht, ks) = H(s, t) = H(t, s). �

El núcleo reproductivo se puede construir fácilmente si se conoce una base ortonormal del

espacio H. La demostración es trivial utilizando (2.24).
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Proposición 2.20. Sea {en(t)}n≥1 una base ortonormal de H. Para cada t, s ∈ X

K(t, s) =
∑
n≥1

en(t)en(s).

Supongamos que H es un espacio de Hilbert con núcleo reproductivo, subespacio cerrado de

un espacio de Hilbert H̃ que no es necesariamente espacio con núcleo reproductivo. Bajo estas

condiciones podemos demostrar:

Proposición 2.21. Si el espacio de Hilbert con núcleo reproductivo H es un subespacio

cerrado de un espacio de Hilbert H̃. Entonces, para toda función f ∈ H̃

(f, ks) = PHf(s)

donde PH es la proyección ortogonal sobre H.

Demostración. Sea f ∈ H̃. Por ser cerrado, existe una única descomposición de f = f1+f2

donde f1 ∈ H y f2 ∈ H⊥ complemento ortogonal de H. Entonces como f2 ⊥ k(., s)

(f, k(., s)) = (f1 + f2, k(., s))

= (f1, k(., s)) + (f2, k(., s))

= (f1, k(., s)) = f1(s)

siendo f1(s) ∈ H la proyección de f sobre H denotada por PHf(s). �

Ejemplo 2.22. Consideremos H = F 2(C, dµ) el espacio de las funciones anaĺıticas cuadrado

integrables con la medida dµ(z) = e−|z|2dv(z) y H̃ = L2(C, dµ) espacio de Hilbert con el

producto interno

(f, g) =

∫
f(z, z)g(z, z)e−|z|2dv(z)

Si f(z, z) ∈ H̃ y kw(z) = ezw es el núcleo reproductivo deH, entonces (f, kw) es la proyección

de f(z, z) sobre el espacio F 2(C, dµ).





Parte 2

Estados coherentes fermiónicos y cálculo en

variables de Grassmann



Con el desarrollo de la supersimetŕıa, los conceptos matemáticos que proporcionaban el

lenguaje formal para describir los sistemas bosónicos, debieron ser adaptados para incorporar

el sector fermiónico en particular un sistema de estados coherentes fermiónicos. Elementos nil-

potentes de orden 2 anticonmutantes, resultaron indicados para describir las nuevas teoŕıas.

Aśı fue como el álgebra de Grassmann tomó protagonismo en esta descripción.

En esta parte del trabajo, presentaremos el álgebra Grassmann desde el punto de vista del

análisis de funciones, interpretación que fue desarrollada por Berezin en su primer libro Method

of the Second Quantization [Berezin 1966]. Alĺı asegura la existencia de una forma análoga

de análisis en donde los elementos del álgebra Grassmann son interpretados como funciones

dependientes de una variable anticonmutante, haciendo posible la definición de la derivación y la

integración. Esta conceptualización del álgebra Grassmann como funciones hace que los nuevos

elementos que describen la supersimetŕıa sean tratados en pie de igualdad con las funciones

anaĺıticas de variable compleja.

Aśı, la definición de producto interno y núcleo reproductivo para funciones con variables

Grassmann surge de manera natural, permitiendo arribar al establecimiento de un sistema de

estados coherentes sin mayores complicaciones. Su utilización será muy eficaz por la similitud

con el caso complejo, pero deberá ser cuidadosamente tratada para no olvidar la naturaleza

propia del álgebra Grassmann que se encuentra involucrada.



Caṕıtulo 3

Álgebra de Grassmann

1. Descripción general

Un álgebra sobre un cuerpo K (K-álgebra), es un espacio vectorial A sobre K con una

noción compatible de multiplicación de elementos de A. Una generalización de esta definición

admite que K sea cualquier anillo conmutativo. Muchas veces se utiliza el término “álgebra”

como sinónimo de “álgebra asociativa”.

De forma precisa, sea (VK ,+) un espacio vectorial sobre el cuerpo K, y supongamos que

existe una operación binaria definida entre vectores

(·, ·) : VK × VK → VK

bilineal y distributiva respecto a la suma, es decir que para todo u, v, w ∈ V , λ ∈ K:

u · (v + w) = u · v + u · w

(v + w) · u = v · u+ w · u

u · (λv) = (λu) · v = λ(u · v)

Entonces con esta operación, A = (VK ,+, ·) se denomina álgebra sobre K. La segunda

operación se llama producto. Si el producto es asociativo, se dirá que el álgebra es asociativa, y

si además existe un elemento 1K ∈ A tal que para todo v ∈ A , 1Kv = v,1K = v se dirá que A

es un álgebra asociativa con unidad.

Sea A un álgebra sobre C con unidad I y consideremos Ω ⊂ A. Denotamos por A(Ω) la

colección de todos los posibles polinomios de elementos de Ω y la unidad I, i.e. las sumas finitas

de la forma ∑
k≥0

∑
i1,..,ik

fi1,..,ikai1 ..aik

con fi1,..,ik ∈ C y ai ∈ Ω, indicando cuando k = 0 el término proporcional a la unidad. A(Ω) es

una subálgebra de A y se la denomina subálgebra generada por Ω. Si A = A(Ω), entonces Ω es

llamado sistema de generadores del álgebra A.

41
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Definición 3.1. Un álgebra asociativa Λn con unidad es llamada álgebra de Grassmann abs-

tracta o álgebra exterior de orden n ∈ N, si contiene un sistema de generadores Ω = {ψ1, .., ψn}

con la propiedad que {ψi, ψj} =: ψiψj + ψjψi = 0 para todo i, j = 1, .., n.

De forma compacta, podemos decir que el álgebra de Grassmann es el cociente del álge-

bra libre generada por Ω = {ψ1, .., ψn} con el ideal homogéneo generado por la condición de

anticonmutación, es decir

Λn = C⟨ψ1, .., ψn⟩/(ψiψj + ψjψi).

Observemos que la condición de anti-conmutación ψiψj = −ψjψi de los generadores, junto

con la existencia de la unidad, define la multiplicación. Nos interesa destacar que la condición

de anti-conmutación es equivalente a verificar que toda combinación lineal de generadores es

nilpotente de orden 2: (aψi + bψj)
2 = 0 para todo i, j = 1, .., n y para todo par de elementos

a, b ∈ C. En efecto, si ψiψj = −ψjψi tenemos que para a, b ∈ C

(3.1) (aψi + bψj)
2 = a2ψ2

i + abψiψj + abψjψi + b2ψ2
j = 0

Rećıprocamente, supongamos que para cualquier a, b ∈ C (aψi + bψj)
2 = 0. En particular

tomando a = 0 y b = 1 tenemos que ψ2
j = 0 para todo j = 1, .., n. Entonces si a = b = 1

(3.2) 0 = (ψi + ψj)
2 = ψ2

i + ψiψj + ψjψi + ψ2
j = ψiψj + ψjψi

recuperando la anti-conmutación de los generadores ψi.

Teniendo en cuenta esta equivalencia sobre los generadores del álgebra Grassmann, podemos

dar una definición alternativa:

Definición 3.2. Un álgebra asociativa con unidad es llamada álgebra de Grassmann abs-

tracta o álgebra exterior de orden n ∈ N, si contiene un sistema de generadores Ω = {ψ1, .., ψn}

con la propiedad que (aψi + bψj)
2 = 0 para todo i, j = 1, .., n para todo a, b ∈ C.

Esta definición será la base de la generalización desarrollada en la parte III de esta Tesis.

Observemos que aunque cualquier elemento de Λn es de la forma∑
k≥0

∑
i1,..,ik

fi1,..,ikψi1 ....ψik

con fi1,..,ik ∈ C y ψi generador del álgebra de Grassmann, su expresión no es única. Teniendo

en cuenta la condición de anti-conmutación de los generadores, los términos con generadores

repetidos se anulan y los términos con ciertos generadores son proporcionales a términos con
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los mismos generadores permutados. Para lograr la unicidad, los coeficientes fi1,..,ik ∈ C deben

anularse o ser antisimétricos en sus ı́ndices (i.e el coeficiente fi1,..,ik cambia de signo ante una

permutación de dos de sus ı́ndices).

Como mencionamos en la apertura de esta Parte 2, los elementos del álgebra Grassmann

pueden ser dotados de estructuras semejantes a las funciones de variable compleja. Es por eso

que introducimos la notación

(3.3) f(ψ) = f(ψ1, ..., ψn) =:
∑
k≥0

∑
i1<..<ik

fi1,..,ikψi1 ....ψik

para denotar los elementos del álgebra de Grassmann como funciones de variables Grassmann

{ψi}i=1,..,n.

Mencionamos dos descomposiciones del álgebra de Grassmann Λn que serán utilizadas en

este trabajo:

Por paridad: Λn = A0 ⊕A1, donde

(3.4)

A0 = {f(ψ) =
∑
k≥0

∑
i1<..<ik

fi1,..,ikψi1 ....ψikdondefi1,..,ik = 0para cantidad de ı́ndices impar}

A1 = {f(ψ) =
∑
k≥0

∑
i1<..<ik

fi1,..,ikψi1 ....ψikdondefi1,..,ik = 0para cantidad de ı́ndices par}

denominados respectivamente elementos pares y impares del álgebra de Grassmann. Si

consideramos que 0 ∈ A1, tenemos que A1 es subespacio de A. De aqúı Λn es una

super-álgebra Z2 graduada

En cuerpo y alma (body-soul) [DeWitt 1985]: Λn = B⊕S con B ∈ C el cuerpo (body)

y el alma (soul)

S = {f(ψ) =
∑
k≥1

∑
i1<..<ik

fi1,..,ikψi1 ....ψik}.

Considerando que 0 ∈ S, tenemos que S es subespacio de A.

Si n = 2k con k ∈ N, se puede introducir la noción de conjugación sobre el álgebra de

Grassmann Λ2k. Podemos establecer un antiautomorfismo ∗ : Λ(Ω) → Λ(Ω) que sea una in-

volución [Berezin 1991]1. En esta situación, es posible elegir algún sistema de generadores,

1Un antiautomorfismo es una aplicación T de un álgebra en si misma lineal tal que T (1) = 1 y T (fg) =

T (g)T (f). Si T 2 = I se dice que T es una involución.
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Ω̃ = {η1, ...., ηk, η∗1, ...., η∗k}. Llamaremos a η∗i el generador conjugado de ηi, y lo denotaremos

por ηi.

La conjugación de funciones de variable Grassmann está definida a través de la involución

( )∗: si f(ψ) =
∑

k≥0

∑
i1<..<ik

fi1,..,ikψi1 ....ψik entonces

(3.5) f(ψ) =
∑
k≥0

∑
i1<..<ik

fi1,..,ikψ
∗
ik
....ψ∗

i1

siendo fi1,..,ik el complejo conjugado de fi1,..,ik .

Junto con este automorfismo, el álgebra de Grassmann Λ(Ω) es una ∗- álgebra 2.

A partir de ahora y sin pérdida de generalidad, trabajaremos con n = 2 considerando el

álgebra de Grassmann Λ2 álgebra nilpotente de orden dos con generadores {η, η}. Llamaremos

a η y η variables Grassmann, y como en (3.3) escribiremos los elementos del álgebra Λ2 como

funciones de tales variables

(3.6) f(η, η̄) = f00 + f10η + f01η̄ + f11ηη,

donde las condiciones η2 = η̄2 = η̄η + ηη̄ = 0 aseguran su uńıvoca representación por 4 coefi-

cientes complejos. La forma en la ec.(3.6) se conoce como el desarrollo de f en la base ordenada

anti-Wick de Λ2, en la cual el producto aparece ordenado con η a la izquierda de η̄.

Un interrogante que surge al considerar Λ2 un álgebra con unidad, es la existencia del inverso

multiplicativo para los elementos del álgebra Grassmann. La respuesta es afirmativa sólo para

los elementos de Λ2 con cuerpo (descomposición cuerpo-alma) no nulo.

Proposición 3.3. Si a = c00 + c10η + c01η + c11ηη ∈ Λ2 con c00 ̸= 0, existe

b = c−1
00 − c10c

−2
00 η − c01c

−2
00 η − c−2

00 c11ηη ∈ Λ2

tal que ab = ba = 1. El elementos b es único. 3

2Un ∗-anillo es un anillo asociativo con una aplicación ∗ : A → A que es un antiautomorfimo y una involución.

Una ∗-álgebra A es un ∗-anillo con involución ∗ que es un álgebra asociativa sobre un ∗-anillos conmuntativo R

con involución ′ tal que (rx)∗ = x∗r′ para r ∈ R y x ∈ A.

3Denotaremos a b =: a−1
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2. Derivación

El primer paso para replicar propiedades anaĺıticas en funciones de variable Grassmann es

definir la derivación [Berezin 1991][Floratos 1991].

Definición 3.4. Si f(η, η) := c00 + c10η + c01η + c11ηη ∈ Λ2 con cij ∈ C, definimos la

derivación a izquierda

(3.7) ∂f(η, η) = c10 − c11η ∂f(η, η) = c01 + c11η

y la derivación a derecha

(3.8) f(η, η)∂ = c10 + c11η f(η, η)∂ = c01 − c11η

En general utilizaremos las derivadas a izquierda. Utilizando estas definiciones, se puede demos-

trar:

Proposición 3.5. Si f(η, η) ∈ Λ2

{∂, ∂}f(η, η) =: ∂[∂f(η, η)] + ∂[∂f(η, η)] = 0.

Las derivadas son operadores nilpotentes: ∂2f(η, η) = ∂
2
f(η, η) = 0.

Se verifica que {∂, η}f(η, η) = {∂, η}f(η, η) = f(η, η) y {∂, η}f(η, η) = {∂, η}f(η, η) = 0

Dentro de Λ2 podemos definir en analoǵıa al caso de funciones a variable compleja, el

conjunto de las funciones holomorfas y anti-holomorfas.

Definición 3.6. Si ∂f(η, η) = 0 (resp. ∂f(η, η) = 0), entonces f(η, η) se dirá holomorfa

(resp. anti-holomorfa)

Observación 3.7. Notese que no tiene sentido especificar el dominio de una función holo-

morfa de variable Grassmann. En este sentido las funciones holomorfas se asemejan a funciones

enteras en C.

Resolviendo las ecuaciones anteriores, quedan determinados los espacios de funciones holo-

morfas y anti-holomorfas de variables Grassmann η y η respectivamente

(3.9) BHol = {f(η) = f0 + f1η donde f0; f1 ∈ C}

(3.10) BAHol = {f(η) = f0 + f1η donde f0; f1 ∈ C} .
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3. Integración

La forma de integrar funciones de variable Grassmann se denomina integral de Grassmann

o más precisamente integral de Berezin. Esta, no es una integral en el sentido de Lebesgue

ni Riemann, sino que es llamada aśı por la semejanza en sus propiedades con una integral

convergente sobre el eje real o sobre el plano complejo. Esta técnica de integración fue construida

y desarrollada por Berezin en [Berezin 1974] y resulta en un operador lineal e invariante ante

traslaciones.4

Consideremos Λ2, álgebra de Grassmann generada por η y η. El primer paso para definir la

integración de funciones de variable Grassmann es dar sentido a la expresión
∫
dηf(η) donde

f(η) = f0 + f1η ∈ BAhol y dη un elemento formal. Entonces, por la linealidad

(3.11)

∫
f(η) dη = f0

∫
1 dη + f1

∫
η dη

y en consecuencia sólo es necesario determinar
∫
1 dη y

∫
η dη.

La invarianza ante traslaciones significa que, si η′ = η + ψ donde ψ es otro elemento del

álgebra de Grassmann independiente de η y η, entonces

(3.12)

∫
η′ dη′ =

∫
(η + ψ) dη =

∫
η dη + (

∫
1 dη)ψ

de donde
∫
1 dη = 0. Como la operación integración no debe ser idénticamente nula, entonces∫

η dη = N ̸= 0. Sin pérdida de generalidad normalizamos la “medida” eligiendo N = 1. Es

decir,

(3.13)

∫
1 dη = 0

∫
η dη = 1.

Análogamente, para f(η) = f0 + f1η ∈ BHol la integración
∫
dηf(η) estará dada por las

reglas

(3.14)

∫
dη 1 = 0

∫
dη η = 1.

Finalmente, la integral para f(η, η) ∈ Λ2 se obtiene por la integración sucesiva en η y η.

Debe notarse que, por las relaciones de anticonmutación de las variables Grassmann, importa el

orden en que se escriban las variables y los diferenciales. Adoptaremos para definir la integración

la forma ordenada anti-Wick del integrando, con dη a la izquierda y dη a la derecha.

4En este trabajo hemos optado por definir la integración de funciones de variable Grassmann partiendo de

la propiedad de invarianza ante traslaciones y linealidad. En [Berezin 1991] se puede encontrar la definición

general y luego la verificación de estas dos propiedades.
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Con esta motivación,

Definición 3.8. Dada f(η, η) ∈ Λ2, se define la integral de Berezin
∫
dηf(η, η)dη como una

forma bilineal en η y η que cumple las reglas (3.13, 3.14), con f(η, η) ordenada anti-Wick.

Entre las primeras propiedades que se desprenden de esta definición mencionamos

Proposición 3.9. Para toda f(η, η) ∈ Λ2 se verifica el Teorema de Stokes:
∫
dη∂f(η, η, )dη =∫

dη∂f(η, η, )dη = 0.

Es usual destacar que cada integral caracterizada en (3.13, 3.14) cumple

Proposición 3.10. Dada f(η) ∈ BAhol, el operador integral de Berezin es equivalente a la

derivación, ∫
f(η)dη = ∂f(η).

Dada f(η) ∈ BHol, el operador integral de Berezin es equivalente a la derivación,∫
dηf(η) = ∂f(η).

Esta proposición provee una regla práctica para integrar sobre la variables Grassmann,

recordando que la integración actúa como una derivada.

4. Forma sesquilineal

Como hemos visto en la primera parte del trabajo, el espacio de las funciones en z y z de

módulo cuadrado integrable con medida gaussiana es un espacio de Hilbert. Al interpretar el

álgebra de Grassmann como un espacio de funciones en variables anticonmutantes, nos pregun-

tamos si es posible definir un producto interno por el cual Λ2 resulte un espacio de Hilbert.

Consideremos el espacio lineal bidimensional BHol subespacio de Λ2 y sobre él una aplica-

ción5 ( , ) : BHol × BHol → C definida para f(η) = f0 + f1η y g(η) = g0 + g1η con fi, gi ∈ C

como

(3.15) (f, g) := f0g0 + f1g1.

Esta aplicación resulta un producto interno sobre BHol, lineal en la primera componente y

antilineal en la segunda. Aśı como para el caso de funciones en variables complejas el producto

5La elección de esta aplicación tendrá su fundamento en el caṕıtulo siguiente. A través de ella se podrá es-

tablecer un isomorfismo entre los espacios lineales bidimensionales BAHol y BHol con el espacio de estados con

grado de libertad fermiónico.
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interno tiene su expresión de forma integral (1.28), aqúı también podemos hallar una expresión

alternativa para (3.15) en forma de integral sobre variables anticonmutantes. Para esto, es

necesario determinar un elemento w ∈ Λ2 que cumplirá el rol de peso, de manera que

(3.16)

∫
dηf(η)w(η, η)g(η)dη

coincida con (f, g) dado en (3.15) para cualquier función f, g ∈ BHol.

Siendo

w(η, η) = w00 + w10η + w01η + w11ηη

con wnm ∈ C y considerando f(η) y g(η) como antes, tenemos que∫
dηf(η)w(η, η)g(η)dη =

∫
dη(f0 + f1η)(w00 + w10η + w01η + w11ηη)(g0 + g1 η)dη

= f0g0w11 + g0f1w01 + g1f0w10 + g1f1w00.

Para que esta última expresión coincida con (3.15) debemos tomar w10 = w01 = 0 y w00 =

w11 = 1. De esta manera el peso w resulta

(3.17) w(η, η) = 1 + ηη.

Con el objetivo de tener un producto interno en Λ2 veamos que sucede si extendemos (3.16)

a BAHol. Cuando f, g ∈ BAHol, la integral

(3.18)

∫
dηf(η)w(η, η)g(η)dη

puede ser calculada siguiendo la definición (3.8), dando una aplicación de BAHol × BAHol a

valores complejos. Sin embargo, sobre este espacio la aplicación dada por la integral (3.18) no

verifica las condiciones para definir un producto interno. Por ejemplo si f(η) = g(η) = η y

recordando la anticonmutación de η y η al ordenar anti-Wick el integrando,

(3.19)

∫
dηη(1 + ηη)ηdη = −1,

no resultando definida positiva. Si se modifica la función peso en (3.17) para obtener un producto

definido positivo en BAHol, se encuentra que el mismo deja de ser positivo en BHol.

Esta situación inconveniente puede ser modificada reordenando las variables anticonmutan-

tes para corregir el signo. Como mencionamos antes, se dice que una expresión que involucra

generadores Grassmann está dada en orden anti-Wick o antinormal cuando los generadores η

aparecen a la derecha de η. Se dice además que una expresión se ordena anti-Wick cuando se la
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modifica escribiendo η a la derecha de η sin tener en cuenta las relaciones de anticonmutación

entre las variables. Esta operación se anota : :. Por ejemplo,

: a00 + a10η + a01η + a11ηη : = a00 + a10η + a01η + a11ηη

Con estas consideraciones, la extensión de la aplicación anterior a Λ2 naturalmente es la

siguiente:

Definición 3.11. Para f, g ∈ Λ2, la aplicación ( , )G : Λ2 × Λ2 → C está dada por

(3.20) (f, g)G =

∫
dη : f(η, η)∗w(η, η)g(η, η) : dη.

Aunque la aplicación (3.20) es de forma evidente una forma sesquilineal hermı́tica sobre

Λ2, nos preguntamos si este espacio resultará con ella un espacio de Hilbert. La respuesta es

no. Tan solo considerando f(η, η) = ηη elemento no nulo de Λ2 tenemos que (f, f)G = 0. Sin

embargo podemos demostrar:

Proposición 3.12. El subespacio de Λ2

(3.21) B = BHol +BAHol = {f(η, η) = c00 + c10η + c01η con cij ∈ C}

es espacio con producto interno (., .)G dado en (3.20). Además, BHol y BAHol son espacios

vectoriales de dimensión 2 con bases ortonormales dadas respectivamente por ϕ1(η) = η y

ϕ1(η)
∗ = η y ϕ0(η) = ϕ0(η)

∗ = 1.

Demostración.Mencionamos sólo los aspectos a destacar:

• La aplicación (., .)G es definida positiva pues si f(η, η) = c00 + c10η + c01η ∈ B

(f, f)G =

∫
dη : f(η, η)∗w(η, η)f(η, η) : dη

=

∫
dη : (c00 + c10η + c01η)(1 + ηη)(c00 + c10η + c01η) : dη

= |c00|2 + |c01|2 + |c10|2 ≥ 0

verificando la igualdad sólo cuando f(η, η) = 0.

• Se verifica la ortonormalidad de la base ϕn(η)
∗ = ηn (de igual manera para ϕn(η) en

BHol). En efecto,

(ϕn, ϕm)G =

∫
dη : ϕn(η)

∗(1 + ηη)ϕm(η) : dη

=

∫
dη ηn(1 + ηη)ηm dη = δmn �
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Observación 3.13. En la descripción de sistemas fermiónicos, la anticonmutatividad de los

generadores Grassmann expresa la antisimetŕıa de la función de onda de part́ıculas idénticas.

En algunas circunstancias se utiliza la prescripción de orden Wick, con la debida intepretación

de la diferencia entre la expresión original y la que se obtiene ordenando normalmente.

5. Núcleo reproductivo

En esta sección definiremos la noción de núcleo reproductivo para el álgebra de Grassmann.

Representaremos de manera consistente, la estructura y propiedades de la teoŕıa estándar de

núcleos reproductivos que fuera dada en el apéndice de la primera parte. Si bien la idea de

esta construcción se desprende de la definición de núcleo reproductivo para álgebras paraGrass-

mann dada por Sontz en [Sontz 2013] , cabe destacar que el uso en variables Grassmann no es

estándar. No debemos olvidar que Λ2 es un espacio vectorial de dimensión 4, donde los resul-

tados que siguen son algebraicamente triviales; nuestro objetivo en el resto de este caṕıtulo es

investigar la consistencia del tratamiento de álgebras de Grassmann como espacios de funciones,

más allá de la derivación e integración usuales en las aplicaciones en F́ısica. Por otro lado, tiene

interés no trivial aplicar nuestros resultados a otras álgebras, como el álgebra paraGrassmann

que presentamos en la Parte 3, y a diversos ĺımites de dimensión infinita.

Como vimos en el apéndice de la primera parte, un espacio con núcleo reproductivo es un

espacio de Hilbert de funciones en el cual la evaluación puntual es un funcional lineal acotado

(continuo).

En el caso del álgebra de Grassmann, los espacios BHol y BAHol no son espećıficamente espa-

cios de funciones. Sin embargo, al ser interpretados como tales, la noción de núcleo reproductivo

puede ser adaptada cobrando sentido a través del producto interno (3.20).

Consideremos en primer lugar el espacio de Hilbert BHol. Sólo en esta sección, y porque

el rol de la variable que lo define será relevante, denotaremos a este espacio como BHol(η)

para destacar que la variable Grassmann presente es η. Cada elemento de BHol(η) es de la

forma f0 + f1η uńıvocamente determinado por las constantes {f0, f1}, y puede ser interpretado

como una función de η. En efecto, si consideramos x como una indeterminada, y tomamos

f(x) =
∑N

i=0 βix
i ∈ C[x] un polinomio de gradoN , podemos definir la evaluación en un elemento
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a ∈ BHol(η) como f(a) :=
∑N

i=0 βia
i con N ≥ 1. Tomando βi = fi para i = 0, 1, tenemos que

f(η) es el elemento f0 + f1η. Motivados por esta descripción definimos

Definición 3.14. Sea f(x) =
∑N

i=0 βix
i ∈ C[x]. La aplicación Ωη : C[x] → BHol(η) dada

por

(3.22) Ωη[f ] := β0 + β1η = f(η)

es la aplicación evaluación en η.

Esta aplicación es un morfismo de álgebras que es suryectivo pero no inyectivo. En este

contexto, la aplicación evaluación es quien reemplazará el concepto de funcional evaluación

(2.23) en la teoŕıa usual de espacios de funciones con núcleos reproductivos.

Las aplicaciones Ω son acotadas de manera uniforme, pues la norma es independiente de

la variable Grassmann que define la función. En efecto, si f(η) ∈ BHol(η) entonces existen dos

constantes complejas tal que f(η) = f0 + f1η y utilizando el producto interno (3.20) tenemos

que ∥f∥ =
√

|f0|2 + |f1|2. Por otro lado, siendo ξ otra variable Grassmann Ωξ[f ] = f0 + f1ξ, de

donde

∥Ωξ[f ]∥ = ∥f∥.

Nuestro interés está en poder establecer dentro del marco del álgebra de Grassmann, la

fórmula reproductiva. Esto es que para todo f(x) ∈ C[x] se verifique

Ωξ[f ] = (K(η, ξ),Ωη[f ])G

con un elemento K(η, ξ) ∈ BHol(η) × BAHol(ξ) y el producto interno sea calculado como una

integral sobre la variable Grassmann η.

Apelando a la base ortonormal de BHol(η) y en analoǵıa a la proposición 2.20, es posible

construir un elemento K(η, ξ) ∈ BHol(η)× BAHol(ξ) como

K(η, ξ) :=

1∑
n=0

ϕn(η)ϕn(ξ)

= 1 + ηξ
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A través de este elemento se verifica la fórmula análoga a la propiedad reproductiva (2.24)

ahora para el álgebra de Grassmann. En efecto, si f(x) =
∑N

i=0 fix
i

(K(η, ξ),Ωη[f ])G =

∫
dη : [K(η, ξ)]∗(1 + ηη)f(η) : dη

=

∫
dη : [1 + ξη].(1 + ηη).[f0 + f1η] : dη

=

∫
dη [ηηf0 + ξηηf1] dη

= f0 + f1ξ = Ωξ[f ]

de donde

(3.23) (K(η, ξ),Ωη[f ])G = Ωξ[f ].

Definición 3.15. La función

(3.24) K(η, ξ) = 1 + ηξ ∈ BHol(η)× BAHol(ξ)

se llamará núcleo reproductivo de BHol. Lo denotaremos por Kξ(η).

De la misma manera, puede encontrarse para el espacio BAHol su núcleo reproductivo,

resultando éste

(3.25) Kξ(η) = 1 + ξη.

En efecto, si f(x) =
∑N

i=0 fix
i

(Kξ(η),Ωη[f ])G =

∫
dη : Kξ(η)

∗(1 + ηη)f(η) : dη

=

∫
dη : [1 + ηξ].(1 + ηη).[f0 + f1η] : dη

=

∫
dη
[
ηηf0 + ξηηf1

]
dη

= f0 + f1ξ = Ωξ[f ].

6. Proyección

Como hemos visto en la primera parte del trabajo, el espacio L2(C, dµ) se puede proyectar

de forma ortogonal sobre el subespacio de las funciones antiholomorfas por la proyección de

Bargmann. Esto es posible ya que ambos espacios son espacios de Hilbert. En el caso de funciones

con variables Grassmann la situación es diferente: BAHol es espacio de Hilbert con el producto

interno dado por (3.20) y Λ2 no lo es. Por esto hablar de proyección ortogonal en este caso
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carece de sentido. Sin embargo, como (3.20) es una forma sesquilineal sobre Λ2, la proyección

de un elemento de Λ2 sobre el espacio de las funciones holomorfas o anti-holomorfas de variable

Grassmann se puede calcular. En analoǵıa a la proyección de Bargmann (2.2) si f(η, η) =

c00 + c10η + c01η + c11ηη, entonces

(Kξ(η), f(η, η))G =

∫
dη : [1 + ηξ]∗(1 + ηη)[c00 + c10η + c01η + c11ηη] : dη

= c00 + c11 + c01ξ ∈ BHol(ξ)

También, considerando Kξ(η) núcleo reproductivo de BAHol tenemos

(Kξ(η), f(η, η))G =

∫
dη : [1 + ηξ](1 + ηη)[c00 + c10η + c01η + c11ηη] : dη

= c00 + c11 + c10ξ ∈ BAHol(ξ)(3.26)

Definición 3.16. Llamaremos PAhol : Λ2 → BAHol(ξ) a la aplicación definida como

(3.27) PAHol(f)(ξ) = (Kξ(η), f(η, η))G

y PHol : Λ2 → BHol(ξ) a la aplicación definida como

(3.28) PHol(f)(ξ) = (Kξ(η), f(η, η))G.

Notemos que las aplicaciones PAhol y PHol son proyecciones aunque no pueden decirse orto-

gonales (Λ2 no está dotado de un producto interno).6 Ambas verifican la suryectividad, aunque

no la inyectividad. Es claro ver que toda la clase de elementos

(3.29) C(a,b) = {f(η, η) = a− x+ bη + yη + xηη}

es proyectada por PAHol sobre la función f(ξ) = a+ bξ ∈ BAHol(ξ) para cualquier valor de x e

y complejos.

6Un operador de proyección P en un espacio vectorial es una transformación lineal idempotente, es decir,

satisface la igualdad P 2 = P . Cuando un operador proyección actúa sobre un espacio de Hilbert y es autoadjunto,

se dice que es una proyeccción ortogonal.
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7. Positividad

La interpretación de los elementos del álgebra de Grassmann como funciones de variables

anticonmutantes sin duda le otorgó una visión más familiar a los mismos. Esta forma de re-

presentarlos nos dejó en posición de analizar cada uno de los conceptos y herramientas que se

utilizan en el análisis funcional estándar, como fue por ejemplo el caso del producto interno, la

derivación y la integración. La positividad de funciones de variables Grassmann es otro punto

que también podemos intentar extender.

Mediante la incorporación de la noción de positividad sobre el álgebra Grassmann, buscamos

reproducir desigualdades básicas del análisis funcional. Por ejemplo z.z ≥ 0 para cualquier

z ∈ C, la positividad de la integral de funciones positivas, la desigualdad que relaciona la norma

del núcleo reproductivo con la norma de una función (2.25), entre otras.

En esta Tesis proponemos la siguiente relación:

Definición 3.17. Dadas f, g ∈ Λ2, diremos que f ≤ g si y sólo si existen τ, ν ∈ BHol tales

que

(3.30) g − f = τ(η)τ(η) + ν(η)ν(η).

Seŕıa natural intentar que esta igualdad que caracteriza la relación ≤ tuviera un solo su-

mando. Como obstáculo consideremos el número complejo positivo 1 + |z|2. Si por analoǵıa

pensamos que el elemento 1 + ηη ∈ Λ2 debe ser positivo, es simple ver que no existe ninguna

función τ ∈ BHol tal que 1 + ηη = τ(η)τ(η). Técnicamente lo que sucede es que, si considera-

ramos (3.30) con un solo sumando, la relación ≤ no resultaŕıa transitiva y en consecuencia no

seŕıa una relación de orden. Definiendo positividad según 3.17 podemos probar

Proposición 3.18. La relación ≤ definida en 3.17 es una relación de orden en Λ2.

Demostración.

•Reflexividad. Para cualquier función f ∈ Λ2 f(η, η)−f(η, η) = 0(η)0(η) siendo 0(η) ≡ 0,

de donde naturalmente f ≤ f .

•Antisimetŕıa. Si f ≤ g con f, g ∈ Λ2 entonces existen τ, ν ∈ BHol tales que

g − f = τ(η)τ(η) + ν(η)ν(η).

Si g ≤ f , existen τ ′, ν ′ ∈ BHol tales que

f − g = τ ′(η)τ ′(η) + ν ′(η)ν ′(η).
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Si τ(η) = a+ bη, ν(η) = c+ dη, τ ′(η) = a′ + b′η, ν ′(η) = c′ + d′η, tenemos que

0 = g−f+f−g = |a|2+|b|2+|c|2+|d|2+|a′|2+|b′|2+|c′|2+|d′|2+(ab+cd+a′b
′
+c′d

′
)η+(ba+dc+b′a′+d′c′)η

de donde a = b = c = d = a′ = b′ = c′ = d′ = 0. En consecuencia f − g = g − f = 0 y f = g.

•Transitividad. Si f ≤ g, g ≤ h con f, g, h ∈ Λ2 existen τ, ν, τ ′, ν ′ ∈ BHol de manera que

g − f = τ(η)τ(η) + ν(η)ν(η)

h− g = τ ′(η)τ ′(η) + ν ′(η)ν ′(η).

Siendo las funciones τ, ν, τ ′, ν ′ como antes, y llamando A := |a|2 + |a′|2 + |c|2 + |c′|2, B :=

ab+ cd+ a′b
′
+ c′d

′
y C := |b|2 + |d|2 + |b′|2 + |d′|2, tenemos que

h− f = h− g + g − f

= τ ′(η)τ ′(η) + ν ′(η)ν ′(η) + τ(η)τ(η) + ν(η)ν(η)

= A+Bη +Bη + Cηη

Si A = 0 entonces a = a′ = c = c′ = 0 de donde τ(η) = bη, ν(η) = dη, τ ′(η) = b′η, ν ′(η) = d′η y

h− f = (|b|2 + |d|2 + |b′|2 + |d′|2)ηη ≥ 0.

Si A ̸= 0

h− f = A+Bη +Bη + Cηη

= (
√
A+ B√

A
η)(

√
A+ B√

A
η) + (C − |B|2

A
)ηη

Observemos que C− |B|2
A = K ≥ 0. Entonces, definiendo Υ(η) =

√
A+ B√

A
η y Φ(η) =

√
Kη,

se obtiene h− f = Υ(η)Υ(η) + Φ(η)Φ(η) como era esperado. �

Con esta relación de orden, la idea de determinar cuándo una función f de variables anti-

conmutantes es positiva, tiene sentido. La siguiente proposición nos provee una forma práctica

de caracterizar la positividad para los elementos de Λ2.

Proposición 3.19. Una función f(η, η) = a + bη + cη + dηη ∈ Λ2 es positiva, si y sólo si

a, d son números reales positivos, b = c ∈ C y |b|2 ≤ ad.
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Demostración.

Si f(η, η) ≥ 0, existen τ, ν ∈ BHol como antes, tales que

f = τ(η)τ(η) + ν(η)ν(η)

= |a|2 + |a′|2 + (ab′ + a′b)η + (ab′ + a′b) η + (|b|2 + |b′|2)ηη

Claramente A = |a|2 + |a′|2, D = |b|2 + |b′|2 son relales positivos, B = ab′ + a′b = C, y

|B|2 ≤ A.D

Rećıprocamente, para f(η, η) = a+bη+bη+dηη con a, d números reales positivos y |b|2 ≤ a.d

tenemos que

f(η, η) = a+ bη + bη + dηη

= (
√
a+ b√

a
η)(

√
a+ b√

a
η) + (d− |b|2

a )ηη.

Como d − |b|2
a =: k ≥ 0, entonces llamando τ(η) = (

√
a + b√

a
η) y ν(η) =

√
kη, verificamos la

positividad representando a f(η, η) = τ(η)τ(η) + ν(η)ν(η). �

Una vez establecida la positividad como en la Definición 3.17 podemos demostrar las de-

sigualdades propuestas al comienzo de la sección. Si f ∈ Λ2 y 0 ≤ f , entonces 0 ≤
∫
dηf(η, η) dη

(resultado que depende sólo de la condición d ≥ 0 para f(η, η) = a+bη+cη+dηη). La rećıproca

no siempre se verifica al igual que en el caso complejo.7

Respecto de la teoŕıa de núcleos reproductivos, entre otras relaciones podemos demostrar

una cota con la forma (2.25) para el caso de funciones de variable Grassmann

Proposición 3.20. Si f ∈ BHol y Kη(η) = 1 + ηη, entonces

(3.31) f(η)f(η) ≤ Kη(η)∥f∥2

Demostración. Dada f(η) = f0 + f1η

Kη(η)∥f∥2 − f(η)f(η) = (1 + ηη)(|f0|2 + |f1|2)− (f0 + f1η)(f0 + f1η)

= |f1|2 + |f0|2ηη − f0f1η − f1f0η

= (f1 − f0 η)(f1 − f0η) �

7Considerar por ejemplo f(η, η) = η + ηη.
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En base a estos resultados esperamos que el criterio de positividad propuesto en esta Tesis,

nos proporcione una herramienta más para interpretar a los elementos del álgebra de Grassmann

como funciones de tales variables y tratarlas según métodos del análisis funcional.





Caṕıtulo 4

Estados coherentes fermiónicos

1. Operadores fermiónicos

Consideremos operadores fermiónicos nilpotentes de orden 2, a, a† actuando sobre un espacio

de Hilbert de estados H, que satisfacen la relación de anticonmutación

(4.1) {a, a†} := a a† + a†a = 0.

Estos operadores describen un sistema con un grado de libertad exhibiendo la estad́ıstica de

exclusión de Pauli. El operador a es el llamado operador de destrucción fermiónico y a†, su

conjugado Hermı́tico, es el operador de creación fermiónico.

El operador N es el operador número y está dado por

(4.2) a†a = N.

Desde el vector vacuum |0⟩, vector destruido por el operador a, se puede construir el espacio

de Fock generado por el conjunto ortonormal según el producto interno de H

(4.3) |n⟩ =
(
a†
)n

|0⟩, n = 0, 1.

Definición 4.1. Llamaremos H al espacio vectorial de dimensión 2 generado por {|0⟩, |1⟩}

sobre C.

En esta base, la acción de los operadores básicos resulta

(4.4) N |n⟩ = n|n⟩, a†|n⟩ =
√

(n+ 1)|2|(n+ 1)|2⟩ a|n⟩ =
√
n|(n− 1)|2⟩.

donde a|2 es el entero módulo 2 de a.

Para la descripción de un sistema fermiónico con L grados de libertad, contamos con ope-

radores nilpotentes de orden 2 {a1, .., aN , a†1, .., , a
†
N} verificando para cada i = 1, .., L

(4.5) {ai, a†i} = 0.

59
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La antisimetŕıa de los estados fermiónicos, caracteŕıstica de la llamada estad́ıstica de Fermi-

Dirac, impone que los operadores fermiónicos correspondientes a diferentes grados de libertad

anticonmuten,

{ai, aj} = {a†i , a
†
j} = {ai, a†j} = 0 para i ̸= j.

El vector vacuum para este tipo de sistemas, está dado por el producto directo de los vectores

vacuum para cada uno de los modos, es decir |0⟩ := |01⟩..|0L⟩ donde cada |0i⟩ es el vector vacuum

del sistema con un grado de libertad cuyo operador creación es a†i y el destrucción ai. El espacio

de Fock del sistema para múltiples part́ıculas indistinguibles con estad́ıstica de exclusión de

Pauli se construye mediante la acción de los operadores de creación a†i sobre este vaćıo.

2. Estados coherentes fermiónicos

Trabajaremos ahora sobre un sistema fermiónico con un grado de libertad, con operador

creación a†, destrucción a y espacio de Fock H.

Los estados coherentes en H puede definirse como vectores propios de a1. Sin embargo, es

fácil notar que el único vector propio de a en el espacio H de dimensión dos es el vacuum |0⟩.

Una forma de solucionar este inconveniente es ampliando el espacio de Hilbert H, permitiendo

combinaciones lineales con coeficientes no complejos. Aśı introducimos las variables Grassmann,

adecuadas por su nilpotencia de orden 2 para hacer frente a la construcción de estados coherentes

fermiónicos. Las combinaciones lineales de {|0⟩, |1⟩} con coeficientes Grassmann no extienden

el espacio de Fock H un módulo:

Definición 4.2. Llamaremos K al módulo libre generado por {|0⟩, |1⟩} sobre el anillo Λ2.

1En el esquema de Perelomov, la construcción del sistema de estados coherentes está determinada por el

operador desplazamiento que para el caso fermiónico resulta W (η) = 1 + ηâ† = eηâ
†
. Actuando sobre el estado

|0⟩ y siendo {η, η} el sistema de generadores del álgebra de Grassmann Λ2 [Pellizola 1992] resulta que

W (η)|0⟩ =: |vη) = |0⟩+ η|1⟩.
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Dentro de este módulo se encuentran autovectores formales de a. En efecto, consideremos

el generador Grassmann η y vectores formales | ) ∈ K de la forma2

| ) = α0|0⟩+ ηα1|1⟩,

(usamos la notación | ) para distinguirlo de verdaderos vectores | ⟩ ∈ H) donde α0, α1 ∈ C.

Actuando con el operador destrucción,

a| ) = ηα1|0⟩.

Dado que η2 = 0, encontramos que este resultado es proporcional a | ), con constante de

proporcionalidad η, si α1 = α0. Aśı tenemos que |η) = α0(|0⟩+ η|1⟩) es un autovector de a, es

decir un estado coherente fermiónico,

a|η) = η|η).

Introducimos los duales formales por conjugación: siendo η̄ la variable conjugada de η, y los

vectores duales ⟨n| en H∗, tenemos que

(η| = ⟨0|ᾱ0 + ⟨1|ᾱ0η̄.

y se puede verificar que (η|a† = (η|η.

En K se define naturalmente una forma sesquilineal (, ) : K × K → Λ2 por extensión del

producto interno en H: dado |ν) = ν0(η, η̄)|0⟩+ ν1(η, η̄)|1⟩ y |µ) = µ0(η, η̄)|0⟩+ µ1(η, η̄)|1⟩,

(µ|ν) = µ̄0(η, η̄)ν0(η, η̄) + µ̄1(η, η̄)ν1(η, η̄).

Esta operación no está valuada en C, sino en Λ2, luego no define un producto interno. Sin

embargo, de acuerdo a nuestra definición de positividad 3.17 para elementos en Λ2, 0 ≤ (µ|µ).

También es útil escribir la proyección de elementos en K sobre la base {|0⟩, |1⟩}: de acuerdo

con la notación anterior, para n = 0, 1

⟨n|ν) = νn(η, η̄),

(µ|n⟩ ≡ ⟨n|µ)∗ = µ̄n(η, η̄).

En particular, para n = 0, 1

⟨n|η) = α0η
n

2En notación tensorial K ≃ Λ2 ⊗ V siendo V = spanC{|0⟩, |1⟩} espacio vectorial generado por |0⟩ y |1⟩ sobre

C.
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La acción de (η| sobre |η) da un elemento de Λ2,

(η|η) = |α0|2 + |α0|2η̄η,

que puede ser caracterizado como positivo según 3.17 y como invertible según nuestra proposi-

ción 3.3. Si bien podemos normalizar el estado coherente |η) imponiendo (η|η) = 1, adoptaremos

sin pérdida de generalidad la normalización estándar α0 = 1.

Definición 4.3. Los elementos |η) := |0⟩+η|1⟩ de K forman el sistema de estados coherentes

fermiónico.

Completitud. La completitud de los estados coherentes fermiónicos se expresa como una

resolución de la identidad en H a través de la integral

(4.6)

∫
dη |η)µ(η, η̄)(η| dη̄ = I : H → H,

donde µ(η, η̄) es un peso adecuado de la medida para la integral.

Esta igualdad debe ser interpretada al igual que en el caso bosónico. Aśı, dados dos vectores

cualesquiera |u⟩ = u0|0⟩+u1|1⟩, |v⟩ = v0|0⟩+v1|1⟩ en H, nos preguntamos como debe ser µ(η, η̄)

para verificar

⟨v|
∫
dη |η)µ(η, η̄)(η| dη̄|u⟩ = ⟨v|u⟩.

Usando la expresión de los estados coherentes definidos en 4.3 tenemos que

(4.7)

∫
dη ηnµ(η, η̄)η̄n

′
dη̄ = δn,n′ .

Escribiendo µ(η, η̄) en la forma antiWick general (3.6), la expresión completa dentro de la

integral resulta ordenada en forma antiWick y puede resolverse directamente según la convención

adoptada como definición en (3.8). El factor peso debe contener términos con iguales potencias

de η y η̄ de manera que resulte no nulo sólo para n = n′. Aśı tomamos

(4.8) µ(η, η̄) = 1 + ηη̄

como el único núcleo (ordenado anti Wick) que da sentido a la ecuación (4.6).

La ecuación (4.6) destaca el rol auxiliar de las variables Grassmann y de los vectores del

módulo K ya que al calcular elementos de matriz en H, los vectores del módulo K se proyectan

sobre H dando valores Grassmann, a partir de los cuales la integral en Λ2 permite finalmente

calcular valores complejos.
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Definición 4.4. Para un vector formal arbitrario |ψ) ∈ K y |η) dual de un estado coherente,

diremos que la expresión (η|ψ) es el śımbolo Grassmann de |ψ).

Notemos que si |ξ) y |η) son estados coherentes fermiónicos dados por (4.3), la acción de (ξ|

sobre |η) resulta

(4.9) (ξ|η) = 1 + ξη,

coincidiendo con el núcleo reproductivo K(ξ, η) dado en (3.24). Esto nos dice que el śımbolo

Grassmann de un estado coherente es el núcleo reproductivo, enunciado análogo a la observación

1.7 para el caso bosónico.

Representación de Bargmann Fock. Dado un vector de estado del sistema fermiónico

|ψ⟩ ∈ H ⊂ K, el śımbolo Grassmann ψ(η) := (η|ψ⟩ será interpretado como la función de onda

Grassmann del estado |ψ⟩. Consideremos un estado |ψ⟩ = c0|0⟩+ c1|1⟩ ∈ H. Entonces

ψ(η) = (⟨0|+ ⟨1|η )(c0|0⟩+ c1|1⟩)

= c0 + c1η.(4.10)

siendo ψ(η) un elemento de BAhol.

Usando la resolución de la identidad (4.6) con peso (4.8), el vector de estado |ψ⟩ queda

representado como

(4.11) |ψ⟩ =
∫
dη|η)µ(η, η)ψ(η)dη

expresión que en analoǵıa con (1.20) se interpreta como una superposición de estados coherentes.

Para la norma de este estado tenemos que

⟨ψ|ψ⟩ = ⟨ψ|
∫
dη|η)µ(η, η)(η|dη |ψ⟩

=

∫
dη⟨ψ|η)(1 + ηη)(η|ψ⟩dη

=

∫
dηψ(η)(1 + ηη)ψ(η)dη

= (ψ,ψ)G =: ∥ψ∥2

donde el producto interno (., .)G definido en BAHol×BAHol está dado en (3.20). Esto nos sugiere

pensar en una relación entre el espacio de estados H con el espacio BAHol.
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De manera similar tenemos que la acción del dual ⟨ψ| sobre el estado |ϕ⟩ puede representarse

como

⟨ψ|ϕ⟩ := ⟨ψ|
∫
dη : |η)µ(η, η)(η| : |ϕ⟩dη

=

∫
dη : ψ(η)(1 + ηη)ϕ(η) : dη

= (ψ, ϕ)G.

Motivados por lo anterior, podemos definir una transformación lineal U : H → BAHol dada

por

(4.12) U(|ψ⟩) = ψ(η) = ⟨η|ψ⟩

que es invertible, y la inversa se define como

(4.13) U−1(ψ(η)) = |ψ⟩ =
∫
dη : |η⟩(1 + ηη)ψ(η) : dη

Las ecuaciones (4.12) y(4.13) describen, v́ıa estados coherentes, la isometŕıa entre el espacio

de Fock H y su realización BAHol.



Caṕıtulo 5

Operadores y śımbolos sobre variables Grassmann

1. Operadores anti Wick y Toeplitz sobre variables Grassmann

La existencia del núcleo reproductivo de BAHol permite definir en el sentido usual los ope-

radores Toeplitz.

Definición 5.1. Llamaremos proyección de Bargmann del álgebra Grassmann al operador

P : Λ2 → BAHol definido para todo f(η, η) ∈ Λ2 como

(5.1) P (f)(ξ) := (Kξ(η), f(η, η))G.

Observar que el operador P restringido a BAHol resulta el operador identidad debido a la

propiedad reproductiva de la función Kξ.

Definición 5.2. Dada P la proyección de Bargmann sobre del álgebra Grassmann, y g(η, η) ∈

Λ2, definimos el operador TGg : BAHol → BAHol como

(5.2) TGg [f ](ξ) := P (gf)(ξ)

con P definida en (5.1) para f ∈ BAHol. El operador TGg será llamado operador de Toeplitz

Grassmann en BAHol con śımbolo g.

Observar que el dominio de TGg es todo el espacio BAHol, haciendo que su estudio - compara-

do en los operadores Toeplitz en C - sea evidentemente más simple. Esto se debe a la nilpotencia

finita de orden 2 de las variables Grassmann que evita todo inconveniente de convergencia.

De manera análoga al caso bosónico, los operadores de Toeplitz en BAHol pueden ser vistos

como una realización de otro tipo de operadores que actúan sobre H, espacio abstracto de

estados del sistema fermiónico.

Definición 5.3. Dada una función φ(η, η) ∈ Λ2, definimos el operador AGφ como

(5.3) AGφ =

∫
dη : |η)µ(η, η)φ(η, η)(η| : dη

65
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La función φ se denomina śımbolo anti-Wick o śımbolo contravariante de AGφ , y nos referimos

a AGφ como un operador anti Wick Grassmann con śımbolo φ ∈ Λ2.

La igualdad (5.3) debe ser entendida como igualdad entre operadores en H, es decir que

para vectores |ψ⟩, |ϕ⟩ de H,

(5.4) ⟨ϕ|AGφ |ψ⟩ =
∫
dη : ⟨ϕ|η)µ(η, η)φ(η, η)(η|ψ⟩ : dη.

Entonces si consideramos los estados coherentes |ξ) , y un estado arbitrario |ψ⟩ ∈ H

(ξ|AGφ |ψ⟩ =

∫
dη : (ξ|η)µ(η, η)φ(η, η)(η|ψ⟩ : dη

=

∫
dη : (1 + ηξ)(1 + ηη)φ(η, η)ψ(η) : dη

=

∫
dη : Kξ(η)

∗(1 + ηη)φ(η, η)ψ(η) : dη

= Tφψ(ξ)

Por (4.12) y (4.13), tenemos que Tφ es la realización del operador anti Wick AGφ .

Siguiendo la definición 3.17, se puede ver como la positividad del śımbolo determina la

positividad del operador Toeplitz Grassmann, propiedad que se verifica sencillamente para el

caso de operadores Toeplitz en el plano complejo.

Propiedades 5.4. Si el śımbolo φ(η, η) es positivo según la definición 3.17, el operador Tφ

es positivo.

Demostración. Si φ(η, η) es positivo, por la Proposición 3.19 φ(η, η) = a+ bη + bη + cηη

donde a, b son reales positivos y |b|2 ≤ ac. Para f(η) = f0 + f1η ∈ BAHol tenemos que

(5.5) Tφf(η) = f0(|a|2 + |b|2) + f1ab+ [f0ab+ f1|a|2]η.

Entonces usando (3.20)

(Tφf(η), f(η))G = |f0|2(|a|2 + |b|2) + f0f1ab+ f1f0ab+ |f1|2|a|2

≥ |f0b+ f1a|2 ≥ 0 �
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2. Operadores Toeplitz Grassmann diagonales

Entre los operadores Toeplitz en BAHol encontramos aquellos que son diagonales en la base

de este espacio, es decir TGφ η
n = λnη

n con n = 0, 1. En alusión a nuestros resultados en la Parte

1 sencillamente podemos demostrar:

Proposición 5.5. El operador TGφ es diagonal en la base de BAHol si y sólo si φ = a+ bηη.

Demostración. Sea f(η) = f0 + f1η en el espacio BAHol y un śımbolo general φ = φ00 +

φ01η + φ10η + φ11ηη ∈ Λ2

TGφ [f ](ξ) = (Kξ(η), φ(η, η)f(η))G

=

∫
dη : (1 + ηξ)∗(1 + ηη)(φ00 + φ10η + φ01η + φ11ηη)(f0 + f1η) : dη

= f0φ11 + f0φ00 + f1φ10 + f0ξφ01 + f1ξφ00

⇐) Trivial, considerando φ01 = φ10 = 0.

⇒) Si TGφ es diagonal en la base de BAhol

-: siendo f(θ) = 1, se tiene que TGφ [f ](θ) = φ11 + θφ10. Entonces φ10 = 0

-: siendo f(θ) = θ, entonces TGφ [f ](θ) = φ01 + θφ00 lo que implica que φ01 = 0

de donde φ = φ00 + φ11ηη.�

Definición 5.6. Llamaremos a los elementos de la forma φ = a+bηη funciones Grassmann

radiales.1

Observar que cualquier función Grassmann radial puede ser considerada śımbolo de un

operador Toeplitz definido en (5.2), ya que no existen limitaciones sobre el dominio del opera-

dor. En consecuencia, estos operadores no presentan las dificultades discutidas en la Parte 1.

Mencionamos a continuación un paralelismo con aquella discusión.

Como en el caso bosónico, es posible establecer una equivalencia entre el operador TGφ con

śımbolo Grassmann radial φ, y un operador que actúa en el espacio

(5.6) C2
0 = {{an}n≥0 donde an = 0 para todo n ≥ 2} ,

1En analoǵıa a la representación polar de los números complejos (zz = r2).
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subespacio de las sucesiones cuadrado sumables l2(C). Esto se traduce en la posibilidad de

encontrar una realización del los operadores Toeplitz Grassmann en operadores en el espacio de

sucesiones.

Teorema 5.7. Sea φ un śımbolo Grassmann radial. Entonces el operador Toeplitz TGφ

actuando en BAHol es unitariamente equivalente al operador multiplicación por la sucesión

{φn}n∈N actuando en el espacio de sucesiones C2
0 donde

(5.7) φn =

∫
dη : (1 + ηη)φ(η, η)ηnηn : dη

Demostración. Si φ(η, η) = s0 + s1ηη

φn =

∫
dη : (1 + ηη)(s0 + s1ηη)η

nηn : dη

=

∫
dη[s0η

nηn + s0η
n+1ηn+1 + s1η

n+1ηn+1 + s1η
n+2ηn+2]dη

= s0δn,1 + s0δn+1,1 + s1δn+1,1

coincidiendo con el espectro encontrado en la Proposición 5.5. �

Teorema 5.8. Para cada sucesión {γn}n∈N ∈ C2
0 existe un śımbolo Grassmann radial a(η, η)

tal que el operador Toeplitz TGa es unitariamente equivalente al operador multiplicación por la

sucesión {γn}n∈N.

Demostración. A partir de la sucesión {γn}n∈N ∈ C2
0 definimos

(5.8) a(η, η) = (1− ηη)

1∑
k=0

γ1−kη
kηk

Entonces

γa(n) =

∫
dη : (1 + ηη)a(η, η)ηnηn : dη

=

∫
dη : (γ1 + γ0ηη − γ1ηη)(1 + ηη)ηnηn : dη

= γ1δn,1 + γ0δn+1,1 = γn �

2.1. Composición. El problema de la composición de operadores Toeplitz en el caso de

variables Grassmann tiene simple solución por la nilpotencia de las mismas. Para operadores

Toeplitz en BAHol con śımbolo radial, y con la ayuda de la equivalencia dada en el Teorema 5.7,

se pueden obtener rápidas conclusiones sobre este problema.
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Consideremos dos operadores Toeplitz Grassmann TGφ y TGψ con śımbolo Grassmann radial.

Estos operadores son unitariamente equivalentes respectivamente a tφ y tψ que actúan sobre C2
0

de la siguiente manera

(5.9) tφ({an}) = {γφ(n)an} tψ({an}) = {γψ(n)an}.

con γφ(n) y γψ(n) calculadas mediante (5.7). Entonces el operador composición TGφ T
G
ψ es equi-

valente al operador multiplicación por la sucesión {γφ(n)γψ(n)}.

La función asociada a la sucesión {γφ(n)γψ(n)} que resultará śımbolo del operador compo-

sición se puede construir usando (5.8) resultando

A(η, η) = γ1 + γ0ηη − γ1ηη.

Por transitividad de las equivalencias entre los operadores tenemos que TGφ T
G
ψ = TA.





Parte 3

Estados coherentes q-bosónicos y cálculo en

variables paraGrassmann



La estad́ıstica de exclusión es una manera posible de generalizar el patrón de part́ıculas

bosónicas o fermiónicas [Gentile 1940]. Un operador creación a† puede crear a lo sumo p

part́ıculas en un sitio dado (o modo) si suponemos la nilpotencia de orden p + 1: actuando en

un vector vacuum |0⟩

(a†)n|0⟩ ̸= 0 para n = 0, .., p

(a†)p+1|0⟩ = 0

Los bosones estándar se recuperan en el ĺımite de p → ∞, mientras que el principio de

exclusión de Pauli corresponde a p = 1. En general, esta condición aparece ligada a modifica-

ciones del álgebra de relaciones de conmutación/anticonmutación de los operadores creación y

destrucción [Biedenharn 1989, Green 1953]. Entre las propuestas de sistemas que cumplan

con las estad́ısticas de exclusión para enteros finitos p ≥ 2, nos interesan las llamadas part́ıculas

q-bosónicas p+ 1-nilpotentes [Biedenharn 1989].

En primer lugar revisaremos la formulación de operadores de la mecánica cuántica para un

grado de libertad y para un sistema de m modos de q-bosones independientes. Luego discutire-

mos la construcción de los estados coherentes, para lo cual será necesaria la introducción de las

llamadas variables paraGrassmann p+1 nilpotentes (generalización de las variables Grassmann

del caso fermiónico).

Al generalizar el álgebra de Grassmann discutida en la parte 2 de esta Tesis, las nuevas

reglas de nilpotencia se pueden relacionar con nuevas reglas de conmutación de los generado-

res [Filipov 1993b] (de manera similar que para el caso fermiónico la nilpotencia de orden 2

conduce a la anticonmutación de las variables Grassmann). Las cuestiones referidas al orden

de las variables son entonces importantes, llevando a una manipulación engorrosa de los es-

tados coherentes. Varios autores han tratado este problema [Baulieu 1991, Filipov 1993a,

Cugliandolo 2004, Cabra 2006] generando una variedad de convenciones, y encontrando

inevitables dificultades, en particular cuando se trata el problema de estados coherentes para

múltiples modos.

En esta parte de la Tesis, exploraremos la consistencia del uso de relaciones de conmutación

distintas de las usuales en la literatura y de una convención de orden normal [ElBaz 2010,

Sontz 2013], que simplificará drásticamente las operaciones, pero conservará la esencia de las

estad́ısticas de exclusión. Luego escribimos la expresión simbólica para la traza de operadores

como integral en variables paraGrassmann que se utilizará para estudiar la termodinámica de
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los sistemas de q-bosones. La función de partición para sistemas que no interactúan puede ser

fácilmente calculada, junto con las cantidades que de ella se derivan, como la enerǵıa libre y el

calor espećıfico, observando que bosones p + 1-nilpotentes interpolan las caracteŕısticas de las

estad́ısticas de Fermi-Dirac y Bose-Einstein. Por su potencial utilidad en relación a sistemas de

electrones fuertemente correlacionados, estos temas son de interés actual.





Caṕıtulo 6

Estados coherentes q-bosónicos

1. Operadores q-bosónicos

El origen de los q-bosones encuentra sus ráıces en una representación bosónica del tipo de

Schwinger de los generadores del álgebra cuántica deformada SU(2)q, donde q es un parámetro

de deformación real [Biedenharn 1989]. Más tarde, la consideración de q como una fase racio-

nal [Baulieu 1991] llevó a la realización de operadores de creación y destrucción nilpotentes.

Consideramos aqúı un conjunto de m modos q-bosónicos p + 1-nilpotentes, ai, a
†
i (i =

1, ...,m). Para cada modo, [Baulieu 1991, de Traubenberg 1997, Cabra 2006] ai es un

operador de destrucción y a†i , su conjugado Hermı́tico, es el operador de creación correspondiente

que actuan sobre un espacio de Hilbert de estadosH, verificando las relaciones de q-conmutación

[Perelomov 1995]

(6.1) aia
†
i − qa†iai = q−Ni ,

y su relación conjugada

(6.2) aia
†
i − q−1a†iai = qNi ,

donde q = e
i π
p+1 , p ≥ 1, y Ni es el operador número que, por Ec. (6.1), se relaciona con ai, a

†
i

por

(6.3) a†iai =
qNi − q−Ni

q − q−1
.

Desde el vector vacuum |0i⟩ destruido por el operador ai, se puede construir el espacio de

Fock generado por el conjunto ortonormal

(6.4) |ni⟩ =

(
a†i

)ni√
[ni]q!

|0i⟩, ni = 0, · · · , p.

donde [n]q = [n]q ≡ qn−q−n

q−q−1

Definición 6.1. El número

(6.5) [n]q ≡
qn − q−n

q − q−1

75
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es el llamado número entero q-deformado y el factorial está definido por [0]q! ≡ 1, [n]q! ≡

[n]q[n− 1]q · · · [1]q.

En esta representación se puede expresar rápidamente la acción de los operadores básicos

(6.6) Ni|ni⟩ = ni|ni⟩, a†i |ni⟩ =
√

[n+ 1]q|ni + 1⟩ ai|ni⟩ =
√

[ni]q|ni − 1⟩.

Siendo q una fase racional q = e
i π
(p+1) se tiene que

(6.7) [n]q =
sin (nπ/(p+ 1))

sin (π/(p+ 1))

tal que [0]q = [p + 1]q = 0 y el espacio de Fock Hi ∼ Cp+1 es finito dimensional con (ai)
p+1 =(

a†i

)p+1
= 0. Utilizando la simetŕıa [n]q = [p + 1 − n]q, tenemos que [n]q![p − n]q! = [p]q!

para cualquier n = 0, · · · , p. Las relaciones (6.6) pueden verse de manera conveniente como el

análogo matricial finito dimensional del oscilador armónico usual (álgebra de Heisenberg-Weyl),

con enteros q-deformados [n]q en lugar de enteros n.

A partir del álgebra deformada (6.1), se recuperan las relaciones de conmutación usuales

(6.8) [Ni, ai] = −ai, [Ni, a
†
i ] = a†i ,

reflejando que Ni es en efecto el operador número para el i-ésimo modo. Es simple verificar

expĺıcitamente las relaciones de q-conmutación (6.2) en la representación matricial, usando

[n+ 1]q = q[n]q + q−n.

Por lo anterior, los q-bosones p + 1 nilpotentes describen un sistema simple exhibiendo es-

tad́ıstica de exclusión [Haldane 1991]. Se los puede considerar como part́ıculas de carozo semi-

duro, con p regulando la dureza: combinan propiedades de bosones con un v́ınculo intŕınseco de

máxima ocupación. Es claro en cada paso de la presente formulación que en el ĺımite p → ∞

(i.e. q → 1) se recupera la teoŕıa de bosones estándar. Por otro lado, el caso p = 1, a pesar de

su nilpotencia, no describe fermiones.

En cuanto a las propiedades de conmutación para los distintos modos, seguimos el criterio

de que los operadores q-bosónicos correspondientes a diferentes grados de libertad conmutan

[Floratos 1991, Shabanov 1993, Chaichian 1993]

(6.9) [ai, aj ] = [a†i , a
†
j ] = [ai, a

†
j ] = 0 para i ̸= j

Este comportamiento bosónico se establece incluso para p = 1, otra diferencia respecto de los

fermiones en nuestro tratamiento.
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El espacio de Fock del sistema es simplemente H = ⊗iHi. En comparación con los bosones

estándar, recuperados en el ĺımite de q → 1, hay que destacar que una transformación unitaria

U(m) de q-bosones no preserva el álgebra de generadores (6.1) [Floratos 1991].

2. Estados coherentes y álgebra paraGrassmann

En esta sección discutiremos el caso de un grado de libertad, es decir un determinado modo

θ. La construcción de estados coherentes llevará un estricto paralelo con la presentación del caso

fermiónico en la parte 2. Los estados coherentes en H se definen como vectores propios de a, sin

embargo, notamos fácilmente que el único vector propio de a en el espacio de dimensión finita

H es el vacuum |0⟩, que obviamente no proporciona un conjunto completo. La forma elegida

para solucionar esta limitación es la ampliación del espacio de Hilbert H, permitiendo combina-

ciones lineales con coeficientes adecuados, más allá de los números complejos. Aśı introducimos

números paraGrassmann, de la misma manera que los Grassmann fueron necesarios para hacer

frente a la construcción de estados coherentes fermiónicos [Kashiwa 1978].

Consideremos una indeterminada θ y vectores formales

|θ) =
p∑

n=0

αnθ
n|n⟩,

donde αn son coeficientes complejos (nuevamente usamos la notación | ) [ElBaz 2010] para

distinguir esta construcción de los vectores de H), y evaluemos

a|θ) = θ

p−1∑
n=0

αn+1θ
n
√

[n+ 1]q|n⟩.

Las condiciones para tener un autovector son αn+1 = αn/
√

[n+ 1]q y la (p+ 1)-nilpotencia de

la indeterminada, θp+1 = 0, de donde

(6.10) |θ) =
p∑

n=0

(
α0/
√

[n]q!

)
θn|n⟩

verifica ser un estado coherente,

a|θ) = θ|θ).

Introducimos luego los duales formales por conjugación: siendo θ̄ una variable conjugada de

θ, y ⟨n| en H∗ vectores duales, tenemos que

(θ| =
p∑

n=0

⟨n|
(
ᾱ0/
√
(n)q!

)
θ̄n
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tal que

(θ|a† = (θ|θ̄.

La acción de (θ| en |θ) da un polinomio en θ y θ̄,

(θ|θ) =
p∑

n=0

|α0|2
θ̄nθn

[n]q!
,

el cual no es un número real y en principio no puede ser normalizado. Adoptaremos la convención

α0 = 1. Remarquemos que hasta aqúı, la construcción incluye los números de Grassmann

estándard para p = 1.

Relaciones de conmutación y conjugación. Antes de prescribir una regla de integración

iterada sobre θ y θ̄ (generalizando la integral de Berezin sobre variables Grassmann), necesitamos

primero de una relación de conmutación de la forma θθ̄ = αθ̄θ con α a determinar, que generalice

o reemplace la anticonmutación de variables Grassmann, para poder reordenar los monomios

genéricos. Como discutimos antes (ver (3.1, 3.2)), en el caso Grassmann la anticonmutación

es equivalente a la nilpotencia de combinaciones lineales de generadores Grassmann. Uno de

los criterios habituales es entonces pedir nilpotencia de combinaciones lineales χ = ρθ + σθ̄

con coeficientes complejos. Sin embargo, para p > 1 la solución no es única [Filipov 1993b].

Es usual en la literatura [Baulieu 1991, ElBaz 2010, Cabra 2006] tomar la solución más

simple, con α una ráız primitiva de orden p+ 1 de la unidad, y en particular α = e
i 2π
p+1 = q2,

(6.11) θθ̄ = e
i 2π
p+1 θ̄θ.

Notar que, excepto para p = 1, las combinaciones lineales χ, χ̄ no tendrán las mismas propie-

dades de conmutación (6.11) que tienen θ y θ̄.

Entonces, en contraste con los números Grassmann, un cambio lineal de los generadores

paraGrassmann con coeficientes complejos no preserva simultáneamente la nilpotencia de orden

p+ 1 y las reglas de conmutación (6.11) [Cugliandolo 2004]. Es más, la relación (6.11) tiene

un serio inconveniente para p ≥ 2: no soporta la conjugación usual de una ∗-álgebra (con la

propiedad (θθ′) = θ′ θ) [Cabra 2006, Sontz 2013]. Esto ha llevado a algunos autores a evitar

la conjugación [Cabra 2006] o adoptar una regla de conjugación no estándar para productos

[ElBaz 2010, Sontz 2013].

No encontramos entonces razonable forzar la condición de la nilpotencia bajo transforma-

ciones lineales complejas, mientras que las reglas de conmutación de las combinaciones resul-

tantes son drásticamente diferentes de las originales. En esta Tesis proponemos [Sontz 2013,
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Cabra 2012] la relación

(6.12) θθ̄ = αθ̄θ

con α ∈ R independiente de q, con la ventaja algebraica de soportar ∗-conjugación.

Destacamos una vez más que las relaciones de conmutación habituales (6.11) no permiten ha-

cer una transformación lineal de generadores para-Grassmann en generadores para-Grassmann,

en el sentido de preservar nilpotencia y las relaciones de conmutación. En el caso de múlti-

ples modos, esto excluye el uso de transformaciones de Fourier o cualquier cambio lineal de

base y hace que sea imposible mapear los modos interactuantes en modos desacoplados, incluso

para Hamiltonianos cuadráticos. Nuestra elección (6.12) no mejora este aspecto, pero permite

una definición coherente de conjugación y de cálculo simbólico paraGrassmann. Por otra parte,

conducirá a notables simplificaciones en las aplicaciones.

Estructura algebraica. La construcción de los estados coherentes discutida arriba con-

tiene las siguientes estructuras algebraicas:

Al imponer nilpotencia y relaciones de conmutación sobre un par de indeterminadas conjuga-

das, se genera un álgebra C⟨θ, θ̄⟩/(θp+1, θ̄p+1, θθ̄−αθ̄θ) cociente del álgebra libre no conmutativa

de polinomios en θ, θ̄ con el ideal bilateral generado por θp+1, θ̄p+1 and θθ̄ − αθ̄θ, el cual es

un espacio vectorial de dimensión (p+ 1)2 sobre el cuerpo C. Esta será llamada [Sontz 2013]

álgebra compleja paraGrassmann pGp+1,α, caracterizada por un orden de nilpotencia (p+1) ≥ 2

y coeficiente de conmutación real α (pG2,−1 es el álgebra Grassmann estándar). Notar que es

también un anillo con la suma y producto de polinomios.

En segundo lugar, hemos introducido como estados coherentes elementos del módulo libre

del conjunto ortonormal {|n⟩} en H sobre el anillo pGp+1,α. Este módulo es una extensión del

espacio de Hilbert H, un espacio lineal generado sobre una base de H con coeficientes en pGp+1,α

más generales que los números complejos, y será llamado

K =

{
|v) =

p∑
n=0

γn|n⟩ tal que γn ∈ pGp+1,α

}
.

No haremos distinción entre la multiplicación a izquierda o derecha de elementos de pGp+1,α

con vectores, por lo que K es un bimódulo.

Como en el caso fermiónico, uno puede utilizar el lenguaje de análisis funcional llamando a

θ y θ̄ variables paraGrassmann y escribir los elementos del álgebra pGp+1,α como funciones de
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tales variables

(6.13) f(θ, θ̄) =
∑
n,n′

fnn′θnθ̄n
′
,

donde las condiciones θp+1 = θ̄p+1 = θθ̄ − αθ̄θ = 0 aseguran que una función arbitraria esté re-

presentada por (p + 1)2 coeficientes complejos (la forma de la ecuación (6.13) puede llamarse

desarrollo de f en la base ordenada anti-Wick de pGp+1,α). La conjugación en pGp+1,α está dada

entonces por

f∗(θ, θ̄) =
∑
n,n′

f̄nn′θn
′
θ̄n

donde f̄nm es la conjugación compleja. La propiedad de *-álgebra (fg)∗ = g∗f∗ se verifica

[Sontz 2013].

En K se define naturalmente una forma sesquilineal por extensión del producto interno en

H: dado |ν) =
∑p

n=0 νn(θ, θ̄)|n⟩ y |η) =
∑p

n=0 ηn(θ, θ̄)|n⟩,

(6.14) (η|ν) =
p∑

n=0

η̄n(θ, θ̄)νn(θ, θ̄).

Esta operación no define un producto interno (no hemos definido aún positividad para elementos

de pGp+1,α), aunque es útil para escribir la proyección de elementos en K sobre la base (6.4).

De acuerdo con la notación anterior,

⟨n|ν) = νn(θ, θ̄),

(η|n⟩ ≡ ⟨n|η)∗ = η̄n(θ, θ̄).

En particular,

⟨n|θ) =
(
1/
√

[n]q!

)
θn.

Una vez construidos los estados coherentes del álgebra de operadores q-bosónicos, es ne-

cesario caracterizar su completitud y para esto debemos definir la integración de funciones de

variables paraGrassmann. Discutiremos el cálculo en variables paraGrassmann en el próximo

caṕıtulo.



Caṕıtulo 7

Cálculo en variables paraGrassmann

En este caṕıtulo presentaremos de forma detallada el cálculo funcional en una variable

paraGrassmann compleja, sujeta a nuestra regla de conmutación (6.12), en analoǵıa al descripto

para el caso Grassmann. Incluiremos la definición de la derivación y la integración sobre pGp+1,α

y presentaremos aportes a la descripción de núcleos reproductivos, proyecciones y la noción de

positividad.

1. Derivación en pGp+1,α

Existen varias maneras de definir un cálculo diferencial dentro del álgebra no conmutativa

paraGrassmann. En [Baulieu 1991], los autores realizan una descripción del cálculo diferencial

con el objetivo de construir a partir de él un cálculo integral para varias variables, donde

la integración múltiple se realiza de forma iterada desde la integración en una variable. En

[Filipov 1993a], se construye una forma de cálculo diferencial sobre una y varias variables

paraGrassmann, pero sin incluir dentro de este análisis la operación de conjugación. En este caso

el operador derivación se define actuando sólo sobre funciones de la forma F (θ) =
∑p

n=0 anθ
n

con an ∈ R.

El objetivo de esta sección es definir un operador derivación consistente con la regla de

conmutación (6.12) que actúe sobre funciones de variables paraGrassmann θ y θ. El análisis

que realizaremos a continuación permite obtener como caso particular la construcción dada en

[Baulieu 1991] e incluye el proceso de conjugación sobre los resultados de [Filipov 1993a].

Teniendo definida el álgebra pGp+1,α y considerando sus elementos como funciones F (θ, θ)

en variable paraGrassmann θ y θ, podemos determinar operadores derivación (a izquierda y

a derecha) de forma análoga a la Sección 2. El orden adoptado para expresar las funciones

de variable paraGrassmann es el anti Wick, esto es cada monomio se reduce a la forma θiθ
j

con i, j = 0..., p utilizando la regla de conmutación (6.12). En analoǵıa al caso fermiónico, es

posible definir la derivada a izquierda y a derecha, aunque en general utilizaremos las derivadas

a izquierda.

81
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Supongamos que para una función de variable paraGrassmann F (θ, θ) =
∑p

i,j=0 Fijθ
iθ
j
las

derivadas a izquierda y a derecha actúan de la siguiente manera

∂F =
k∑

i,j=0

Fijciθ
i−1θ

j
∂F =

k∑
i,j=0

Fijdjα
iθiθ

j−1

F∂ =
k∑

i,j=0

Fijα
jc′iθ

i−1θ
j

F∂ =
k∑

i,j=0

Fijd
′
jθ
iθ
j−1

con ci, dj , c
′
i, d

′
j ∈ C constantes a determinar.

Aśı ∂(θn) = cnθ
n−1 y ∂(θ

n
) = dnθ

n−1
para n ≥ 2. Manteniendo el paralelismo con el caso

complejo y fermiónico, supongamos que

∂(θ) = ∂(θ) = 0 ∂(1) = ∂(1) = 0 ∂(θ) = ∂(θ) = 1.

Además, dado que está definido el producto de variables paraGrassmann, supongamos que este

operador verifica la regla de Leibnitz usual, esto es para todo par de funciones F,G ∈ pGp+1,α,

(7.1) ∂(FG) = ∂(F )G+ F∂(G).

Esto implicaŕıa que, siendo θp+1 = 0

0 = ∂(θp+1)

= ∂(θp)θ + θp∂(θ)

= (1 + cp)θ
p

contradiciendo la nilpotencia de orden p+1 de la variable θ. Es por eso que la regla de Leibnitz

usual no puede ser considerada en este caso.

Para operar sobre productos, es necesaria entonces la caracterización de un operador di-

ferenciación generalizado, que satisfaga una forma alternativa de regla de Leibnitz. Siguiendo

[Filipov 1993a] proponemos

(7.2) ∂(FG) = ∂(F )G+ g(F )∂(G)

con g automorfismo de pGp+1,α.

Para determinar la acción de un automorfismo sobre cualquier elemento de pGp+1,α basta

con definir g(θ) y g(θ). Considerando la regla modificada de Leibnitz (7.2) y teniendo en cuenta

que ∂θi = ciθ
i−1, se tiene que g(θ) = γ0θ con γ0 ∈ C. Entonces, llamando

(7.3) (n)γ0 :=
1− γn0
1− γ0
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tenemos que

(7.4) ∂(θn) = (1 + γ0 + ...+ γn−1
0 )θn−1 = (n)γ0θ

n−1.

Como 0 = ∂(θp+1) entonces (p + 1)γ0 = 0 de donde γ0 = q21 es ráız de la unidad de orden

p+ 1. 1

Con esto g(θ) = q21θ.

Para determinar g(θ), tomemos F (θ, θ) = θ
i
y G(θ, θ) = θj , entonces por (7.2)

(7.5) ∂(FG) = ∂(θ
i
θj) = ∂(θ

i
)θj + g(θ

i
)∂(θj) = g(θ

i
)∂(θj).

Por otro lado, usando la regla de conmutación (6.12)

(7.6) ∂(FG) = ∂(α−ijθjθ
i
) = α−i(j)qθ

i
θj−1 = [α−iθ

i
]∂(θj).

De aqúı g(θ
i
) = α−iθ

i
. Aśı tenemos que para F,G ∈ pGp+1,α

∂(FG) = ∂(F )G+ g(F )∂(G)

donde g es el automorfismo dado por

(7.7) g(θ) = q21θ, g(θ) = α−1θ

siendo q
2(p+1)
1 = 1. De la misma manera, podemos definir el operador ∂ verificando

(7.8) ∂(FG) = ∂(F )G+ g̃(F )∂(G)

con g̃ automorfismo de pGp+1,α actuando como

g̃(θ) = αθ, g̃(θ) = q22θ.

con q
2(p+1)
2 = 1.

Análogamente, para las derivadas a derecha tenemos que siendo h, h̃ automorfismos

(FG)∂ = F (G)∂ + (F )∂h(G) (FG)∂ = F (G)∂ + (F )∂h̃(G)

h(θ) = q23θ, h(θ) = αθ.

h̃(θ) = α−1θ, h̃(θ) = q24θ.

con q
2(p+1)
i = 1 para i = 3, 4.

Una vez determinados los morfismos, estamos en condiciones de definir:

1Nótese que (n)q2 = qn−1[n]q, de acuerdo a la definición de enteros q-deformados en la ec. (6.5).
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Definición 7.1. Si F (θ, θ) =
∑p

i,j=0 Fijθ
iθ
j ∈ pGp+1,α definimos las derivadas a izquierda

como

∂F =
k∑

i,j=0

Fij(j)q22θ
iθ
j−1

∂F =
k∑

i,j=0

Fij(i)q21α
iθi−1θ

j

y las derivadas a derecha

F∂ =

k∑
i,j=0

Fijα
j(i)q23θ

i−1θ
j

F∂ =

k∑
i,j=0

Fij(j)q24θ
iθ
j−1

con q
2(p+1)
i = 1 para i = 1, .., 4 y (n)q2i

dado por (7.3).

Todo esto permite demostrar, en analoǵıa a la Proposición 3.5 que:

Proposición 7.2. : Dada F (θ, θ) ∈ pGp+1,α

Los operadores derivación α-conmutan entre si, i.e. ∂∂F = α∂∂F .

Las derivadas son operadores nilpotentes: ∂p+1F = ∂
p+1

F = 0.

∂ θF − q22θ ∂F = 1, ∂[θF ]− q21θ[∂F ] = 1, ∂[θF ] = αθ[∂F ] , ∂[θF ] = α−1θ[∂ F ].

Una vez caracterizados los operadores derivación, estamos en condiciones de definir:

Definición 7.3. Si ∂F (θ, θ) = 0 para F (θ; θ) ∈ pGp+1,α (resp. ∂F (θ, θ) = 0), entonces

F (θ, θ) se dirá holomorfa (resp. anti-holomorfa).

Resolviendo las ecuaciones anteriores, quedan determinados los espacios de funciones ho-

lomorfas y anti-holomorfas de variables paraGrassmann θ y θ respectivamente, que toman la

forma intuitivamente esperada y que llamaremos

(7.9) BpHol =

{
F (θ) =

p∑
i=0

fiθ
i

}
, BpAHol =

F (θ) =
p∑
j=0

fjθ
j

 .

2. Integración en pGp+1,α

Siguiendo el trabajo de Berezin que define la integración para funciones de variable Grass-

mann, podemos dar para los elementos de pGp+1,α una forma lineal con propiedades similares a

esta integral. Esto se ha hecho antes [Baulieu 1991, Filipov 1993a, Majid 1994] utilizando

la relación de conmutación (6.11).
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Recordemos que en la Parte 2 definimos la integración de funciones de variable Grassmann

partiendo de la premisa que el operador integración sea lineal e invariante ante traslaciones.

Aśı, establecida su definición se verifica el Teorema de Stokes (ver Proposición 3.5).

Cuando tratamos con funciones de variables paraGrassmann la situación es diferente. La

relación de conmutación θθ = αθθ con α ∈ R hace que las combinaciones χ = ρθ + σθ̄ con

coeficientes complejos no sean necesariamente nilpotentes de orden p + 1. Por esto la noción

traslaciones pierde sentido ya que la variable trasladada, suma de dos generadores de pGp+1,α,

en general no será nilpotente de orden p+1 y no puede ser considerada como una nueva variable

paraGrassmann.

Sin embargo, la construcción de la integración en pGp+1,α puede desarrollarse de manera

consistente si requerimos a priori la validez del Teorema de Stokes.

Comencemos considerando funciones antiholomorfas de variable paraGrassmann θ de la

forma F (θ) =
∑p

i=0 Fiθ
i
. Queremos dar sentido a la expresión

∫
F (θ)dθ suponiendo la linealidad

de la misma sobre pGp+1,α y la validez del Teorema de Stokes.

Por la linealidad es claro que sólo es necesario definir
∫
θ
i
dθ para i = 0, .., p. Por el Teorema

de Stokes es necesario que
∫
∂F (θ) dθ = 0. Aśı, por la definición 7.1 tenemos que

(7.10) 0 =

∫
∂F (θ)dθ =

p∑
i=0

fi

∫
∂ θ

i
dθ =

p∑
i=0

fi

∫
(i)qθ

i−1
dθ.

Como (i)q ̸= 0 para i ̸= p+ 1

(7.11)

∫
θ
i
dθ = Cpδip

con Cp una constante real positiva a determinar.

Análogamente, se puede definir la integración en la variable θ donde, siendo C ′
p ∈ R+,

(7.12)

∫
dθ θi = C ′

pδip.

De manera resumida, podemos citar las normas de integración de Berezin como básicas para

elementos de la base anti-Wick

∫
dθ θnθ̄n

′
= C ′

pδnpθ̄
n′
,∫

θnθ̄n
′
dθ̄ = θn Cpδn′p,(7.13)
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haciendo hincapié en que θ, θ̄ actúan como variables independientes bajo la integración. Enton-

ces, la expresión

(7.14)

∫
dθ θnθ̄n

′
dθ̄ = C ′

pCpδnpδn′p

define la doble integral iterada. El orden de escritura de los factores y los diferenciales se debe

realizar como en (7.14) antes de utilizar el lado derecho.

Para completar la definición de la integral doble, hay varias formas de elegir las constantes

Cp y C ′
p en (7.11) y (7.12), y cada elección implica distintas caracteŕısticas para la integración

de funciones en pGp+1,α. Por ejemplo, en el álgebra de Grassmann
∫
dη η = 1 si y sólo si∫

dηf(η) = ∂f(η). Análogamente, para el álgebra paraGrassmann tendŕıamos que
∫
dθf(θ) =

∂pf(η) si y sólo si

(7.15)

∫
dθθi = (i)q21 !δip

quedando determinada la constante en (7.11) por Cp = (p)q21 con q
2(p+1)
1 = 1 y (p)q21 dado en

(7.3). De la misma manera, para la variable θ y siendo q
2(p+1)
2 = 1,

(7.16)

∫
θ
i
dθ = (p)q22 !δip.

Con esta elección de constantes de normalización en (7.11) y (7.12), se puede verificar que

para toda F (θ, θ) =
∑p

i,j=0 Fijθ
iθ
j ∈ pGp+1,α

(7.17)

[∫
dθF (θ, θ)dθ

]∗
= Fpp(p)q21 !(p)q22 !

∫
dθF (θ, θ)∗dθ = Fpp(p)q1 !(p)q2 !.

siendo

(7.18)

[∫
dθF (θ, θ)dθ

]∗
=

∫
dθF (θ, θ)∗dθ.

sólo cuando q1
2 = q22.

Otra posibilidad de elección para las constantes de normalización en (7.11) y (7.12) es

considerar

(7.19) Cip = C ′
i,p =

√
[p]q!

donde q = eiπ/(p+1) y [i]q es el llamado número entero q-deformado dado por

(7.20) [n]q ≡
qn − q−n

q − q−1
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definido anteriormente en (6.5). Como [i]q = [i]q para cualquier i ∈ N, la igualdad (7.18) se

verifica. Por conveniencia en el contexto de q-bosones, consideraremos en lo que sigue la norma-

lización (7.19) con q = e
i π
p+1 [Cabra 2012], estableciendo como definición para la integración

de funciones de variables paraGrassmann la siguiente:

Definición 7.4. Si F (θ; θ) =
∑p

i,j=0 Fijθ
i
θj ∈ pGp+1,α se define la integral de funciones de

variable paraGrassmann como

(7.21)

∫
dθ F (θ, θ)dθ = Fpp[p]q!

con q = e
i π
p+1 .

Cabe señalar que, una vez fijada la ráız p+ 1 de la unidad, tenemos

(7.22) [n]q = sin(n
π

p+ 1
)/ sin(

π

p+ 1
)

resulta estrictamente positivo para n = 1, · · · , p.

3. Completitud de los estados coherentes q-bosónicos

La completitud de los estados coherentes se expresa como una resolución de la identidad en

H. Tenemos que dar sentido a la expresión

(7.23)

∫
dθ |θ)µ(θ, θ̄)(θ| dθ̄ = I : H → H,

donde µ(θ, θ̄) puede ser vista como un “peso en la medida” para la integral (por cuestiones de

orden es importante adoptar una posición para este peso; lo escribiremos por conveniencia en

el centro).

Dados dos vectores cualesquiera |u⟩ =
∑p

ni=0 un|n⟩, |v⟩ =
∑p

n=0 vn|n⟩ en H, nos pregunta-

mos como debe ser µ(θ, θ̄) para verificar

⟨v|
∫
dθ |θ)µ(θ, θ̄)(θ| dθ̄|u⟩ = ⟨v|u⟩

que resulta

(7.24)

∫
dθ

θn√
[n]q!

µ(θ, θ̄)
θ̄n

′√
[n′]q!

dθ̄ = δnn′ .

Escribiendo µ(θ, θ̄) en la forma anti Wick general (6.13), la expresión dentro de la integral

resulta ordenada de forma antiWick y puede resolverse según la definición 7.4. El factor peso
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debe contener términos con iguales potencias de θ y θ̄ de manera que arroje un resultado no

nulo sólo para n = n′. Aśı obtenemos

(7.25) µ(θ, θ̄) =

p∑
k=0

1

[k]q!
θkθ̄k

como el único núcleo (ordenado anti Wick) que da sentido a la ecuación (7.23).

La ecuación (7.23) destaca el rol auxiliar de las variables paraGrassmann y de los vectores

del módulo K en nuestra construcción: cuando calculamos los elementos de matriz en H, los

vectores del módulo K se proyectan sobre H y la expresión permite calcular una integral a

valores complejos en pGp+1,α. En otras palabras, las variables paraGrassmann se pierden con la

integración y se recuperan los resultados en el espacio de Fock q-bosónico, como sucede con las

variables Grassmann en la teoŕıa fermiónica.

4. Forma sesquilineal en pGp+1,α

Prescripción de orden anti-Wick. Una vez que tomamos µ(θ, θ̄) como el peso de la

medida, el uso de la resolución de la identidad (7.23) o construcciones similares puede llevarnos

a integrales donde los factores de θ, θ̄ puedan no estar ordenados en sentido anti-Wick. Siguiendo

[ElBaz 2010, Sontz 2013] definimos una prescripción lineal de orden : :, moviendo en cada

término dentro de : : todos los factores θ a la izquierda y los factores θ̄ a la derecha sin utilizar

las reglas de conmutación. Por ejemplo, siendo p = 4

: aθ + bθθ2 + cθθ
4
+ cθ

3
θ2 := aθ + bθ2θ + cθθ

4
+ cθ2θ

3
.

Esta prescripción es de utilidad en varias situaciones. Por ejemplo, el factor peso puede

escribirse como

(7.26) µ(θ, θ̄) =: eθθ̄q :

donde la exponencial q-deformada está definida como es usual en álgebras q-deformadas

(7.27) exq =

p∑
k=0

1

[k]q!
xk.

Mediante la utilización de esta prescripción, también podemos encontrar el inverso mul-

tiplicativo de ciertos elementos del álgebra paraGrassmann, sin que se evidencie en el la no

conmutación proveniente de la relación (6.11). Para ser mas precisos y en analoǵıa a la Propo-

sición 3.3 de la segunda parte
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Proposición 7.5. Si f(θ, θ) =
∑p

i,j=0 fijθ
iθ
j
con f00 ̸= 0, entonces existe una única g(θ, θ)

tal que : f(θ, θ)g(θ, θ) := 1.2

Demostración. Sea f(θ, θ) =
∑p

i,j=0 fijθ
iθ
j
con f00 ̸= 0. Tenemos que encontrar un ele-

mento g(θ, θ) =
∑p

k,l=0 gklθ
kθ
l
tal que : f(θ, θ)g(θ, θ) := 1. Esto significa que

1 = : f(θ, θ)g(θ, θ) :

=

p∑
i,j=0

p∑
k,l=0

fijgkl : θ
iθ
j
θkθ

l
:

=

p∑
i,j=0

p∑
k,l=0

fijgklθ
i+kθ

j+l

=

p∑
n,m=0

p∑
i=n

m∑
j=0

fijgn−i,m−jθ
nθ
m
.

Esto determina un sistema de (p + 1)2 de ecuaciones con (p + 1)2 incognitas gkl con k, l =

0, .., .p. Sean G = (g00 g10 g20 · · · gp0 g01 g11 · ·gp0 · · · ·gpp) matriz de C1×(p+1)2 , y I =

(1. 0 0 0 ····0 ) ∈ C1×(p+1)2 . Siendo Gt y It las matrices traspuestas de G y I respectivamente,

el sistema puede escribirse de forma matricial como

(7.28) A.Gt = It

con A ∈ C(p+1)2×(p+1)2 matriz de elementos

Aij=


f00 ̸= 0, si i = j

fi−1,j−1, si i > j, i ̸= j

0, caso contrario.

Esta matriz es triangular inferior con diagonal no nula, por lo que el sistema (7.28) tiene única

solución de donde existe una única g(θ, θ) ∈ pGp+1,α tal que : f(θ, θ)g(θ, θ) := 1. �

Observación 7.6. Como caso particular tenemos que para la exponencial q-deformada

eθθq =
∑p

k=0
1

[k]q !
θkθ

k ∈ pGp+1,α

[eθθq ]−1 =

p∑
k=0

akθ
kθ
k

donde a0 = 1 y ak = −
∑k

n=1
ak−n

[n]q !
para 1 ≤ k ≤ p.

2Llamaremos a g(θ, θ) de la forma f−1(θ, θ).
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En esta sección usaremos esta prescripción en el orden para definir una forma sesquilineal

para el álgebra paraGrassmann. Consideremos un peso w ∈ pGp+1,α de la forma

(7.29) w(θ, θ) =

p∑
m=0

wp−m
[m]q!

θmθ
m
.

donde wn ∈ C para n = 0, .., p. Apelando a la prescripción de orden anti Wick denotada por

: : podemos definir para F,G ∈ pGp+1,α, la aplicación (., .)w : pGp+1,α × pGp+1,α → C dada

por

(7.30) (F,G)w :=

∫
dθ : F (θ, θ)∗w(θ, θ)G(θ, θ) : dθ

siendo : : el orden anti-Wick o antinormal.

Cabe destacar que, bajo cualquier prescripción orden, las reglas de conmutación de las

variables paraGrassmann ya no desempeñan ningún rol en el integrando. Son la p+1-nilpotencia,

y el peso w(θ, θ) de la medida que establecerá condiciones de ortonormalidad, los ingredientes

claves de la manipulación de estados coherentes q-bosónicos.

Propiedades 7.7. Si F ;G ∈ pGp+1,α, la aplicación (., .)w dada en (7.30)

Es una forma sesquilineal sobre pGp+1,α, antilineal en la primera componente y lineal

en la segunda.

Si para n = 0, .., p, wn ∈ R, la aplicación es compleja simétrica i.e (F,G)w = (G,F )∗w.

Demostración. Por linealidad, es evidente que la aplicación (., .)w es una forma sesqui-

lineal. Para demostrar el segundo punto consideremos F (θ, θ) =
∑p

i,j=0 Fijθ
iθ
j
y G(θ, θ) =∑p

k,s=0Gksθ
kθ
s
elementos de pGp+1,α. Entonces

(F,G)∗w =

p∑
i,j,m,k,s=0

FijGks
wp−m
[m]q!

[∫
dθ : θjθ

i
θmθ

m
θkθ

s
: dθ

]∗

=

p∑
i,j,m,k,s=0

FijGkswp−mδ
p
j+k+mδ

p
i+s+m

[i+ s]q
[m]q!

=

p∑
i,j,s=0

FijGi+s−j,swi+s
[p]q!

[p+ s− i]q!
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Por otro lado

(G,F )w =

p∑
i,j,m,k,s=0

FijGks
wp−m
[m]q!

∫
dθθj+s+mθ

i+k+m
dθ

=

p∑
i,j,m,k,s=0

FijGks
wp−m
[m]q!

δpi+s+mδ
p
j+k+m[i+ s]q!

=

p∑
i,j,s=0

FijGi+s−j,swi+s
[p]q!

[p+ s− i]q!

coincidiendo con la expresión anterior sólo si wm = wm. �

A partir de ahora, y para preservar la simetŕıa, asumiremos que wm ∈ R. Aún aśı, esta

restricción sobre los valores de wm no alcanza para definir un producto interno. Por ejemplo, si

tomamos f(θ, θ) ≡ θ
i

(f, f)w =

∫
dθ : θi

[
p∑

k=0

wp−k
[k]q!

θkθ
k

]
θi : dθ

=

p∑
k=0

wp−k
[k]q!

δk+i,p[p]q! = wi
[p]q!

[p− i]q!

y tendriamos (f, f)w < 0 cuando wi < 0 . Para definir un producto interno los coeficientes wn

deben ser positivos. Aśı tenemos,

Proposición 7.8. Si wn > 0 para n = 0, .., p, el espacio Bp := Bp
Hol +Bp

AHol es un espacio

de Hilbert respecto de la forma sesquilineal (., .)w. Mas aún,

1. ϕn(θ) = θn/
√
wn[n]q! es una base ortonormal de Bp

Hol de dimensión p+ 1

2. ϕ∗n(θ) = θn/
√
wn[n]q! es una base ortonormal de Bp

AHol de dimensión p+ 1.

Demostración.

Positividad. Para demostrar la positividad de (., .)w sobre Bp consideremos para ai, bi ∈

C, f(θ, θ) =
∑p

i=0[aiθ
i + biθ

i
] .
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Entonces

(f, f)w =

∫
dθ : (

p∑
i=0

[aiθ
i
+ biθ

i])

[
p∑

k=0

wp−k
[k]q!

θ
k
θk

]
(

p∑
j=0

[ajθ
j + bjθ

j
]) : dθ

=

p∑
i,j,k=0

wp−k
[k]q!

∫
dθ : (aiajθ

k+jθ
i+k

+ biajθ
i+k+jθ

k
+ aibjθ

kθ
i+k+j

+ bibjθ
i+kθ

i+j
) : dθ

=

p∑
i,j,k=0

wp−k[p]q!

[k]q!

[
aiajδ

p
k+jδ

p
k+i + biajδ

p
k+i+jδ

p
k + aibjδ

p
kδ
p
k+i+j + bibjδ

p
k+iδ

p
k+j

]

=

p∑
i,k=0

[
wp−k[p]q!

[k]q!
|ai|2

]
+ b0a0w0 + a0b0w0 +

p∑
i,k=0

[
wp−k[p]q!

[k]q!
|bi|2

]

≥
p∑

i,k=1

[
wp−k[p]q!

[k]q!
|ai|2

]
+ |a0|2w0 + b0a0w0 + a0b0w0 + |b0|2w0 +

p∑
i,k=1

[
wp−k[p]q!

[k]q!
|bi|2

]

=

p∑
i,k=1

[
wp−k[p]q!

[k]q!
|ai|2

]
+ w0(a0 + b0)(a0 + b0) +

p∑
i,k=1

[
wp−k[p]q!

[k]q!
|bi|2

]
≥ 0 �

Ortogonalidad.

(ϕ∗m, ϕ
∗
n)w =

∫
dθ :

θm
√
wm[m]q!

[
p∑

k=0

wp−k
[k]q!

θ
k
θk

]
θ
n

√
wn[n]q!

: dθ

=

p∑
k=0

wp−k√
wn wm[n]q![m]q![k]q!

∫
dθ θm+kθ

n+k
dθ

= δm,n
1

wn[p− n]q![n]q!
wn[p]q! = δmn �

En lo que sigue adoptaremos wn = 1 para todo n = 0, .., p, con lo cual el peso w(θ, θ)

coincide con

(7.31) µ(θ, θ̄) =: eθθ̄q :

dada en (7.25). Esta elección para los coeficientes wn determina la forma sesquilineal para el

álgebra paraGrassmann que anotaremos

(7.32)
(
f(θ, θ̄), g(θ, θ̄)

)
pG

:=

∫
dθ : f∗(θ, θ̄)µ(θ, θ̄)g(θ, θ̄) : dθ̄

con f, g ∈ pGp+1,α, que se relaciona de manera natural con la completitud dada en (7.23)[Sontz 2013].
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5. Núcleo reproductivo

De manera semejante al caso Grassmann, motivados por la interpretación de los espacios

BpHol y BpAHol como espacios de funciones, presentaremos los núcleos reproductivos de estos

espacios.

Comencemos con el espacio de Hilbert BpHol, y como antes para destacar el rol de la variable

paraGrassmann presente lo nombraremos BpHol(θ). Con f(x) =
∑N

i=0 βix
i ∈ C[x] un polinomio

de grado N , definimos la evaluación en un elemento de BpHol(θ)

Definición 7.9. Si f(x) =
∑N

i=0 βix
i ∈ C[x], la aplicación Ωp,θ : C[x] → BpHol(θ) dada por

(7.33) Ωp,θ[f ] :=

N∑
i=0

βiθ
i = f(θ)

es la aplicación evaluación en θ.

Como en el caso Grassmann, esta aplicación resulta un morfismo de álgebras, suryectivo y

no inyectivo.

Apelando a la base ortonormal de Bp
Hol(θ) dada en la Proposición 7.8, y motivados por la

proposición 2.20, construimos el elemento Kp(θ, ξ) ∈ BpHol(θ)× BpAHol(ξ) dado por

Kp(θ, ξ) :=

p∑
n=0

ϕn(θ)ϕn(ξ)

=

p∑
n=0

θnξ
n

wn[n]q!
.

que verifica la fórmúla reproductiva para el álgebra paraGrassmann

Ωp,ξ[f ] = (Kp(θ, ξ),Ωp,θ[f ])pG

En efecto, si consideramos f(ζ) = fkζ
k para algún k ∈ {0, .., p},

(
Kp(ζ, θ), f(ζ)

)
pG

=

∫
dζ : Kp(ζ, θ)

∗w(ζ, ζ)f(ζ) : dζ

=

∫
dζ :

(
p∑

n=0

θnζ
n

wn[n]q!

)(
p∑
i=0

wp−i
[i]q!

ζiζ
i

)
fkζ

k : dζ

= fk

p∑
i,n=0

wp−i
θn

wn[i]q![n]q!

∫
dζ : ζk+iζ

i+n
: dζ

= fk

p∑
i,n=0

wp−i
θn

wn[i]q![n]q!
δpi+nδ

p
i+k[p]q! = fkθ

k
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Definición 7.10. La función

(7.34) Kp(ζ, θ)) =

p∑
n=0

ζnθ
n

wn[n]q!

se llamará núcleo reproductivo de BpHol. Lo denotaremos por Kp,θ(ζ).

Análogamente, para el espacio BpAHol tenemos que

(7.35) Kp,θ(ζ) =

p∑
n=0

ϕn(ζ)ϕn(θ) =

p∑
n=0

ζ
n
θn

wn[n]q!
.

satisface las condiciones para ser su núcleo reproductivo.

6. Proyección

Tal como describimos en la sección 6 del caṕıtulo 3, dentro del álgebra paraGrassman el

espacio BpAHol es un espacio de Hilbert con el producto interno dado por (7.30) pero pGp+1,α

no lo es y el hablar de proyección ortogonal pierde sentido. Sin embargo, como (7.30) es forma

sesquilineal sobre pGp+1,α, la proyección de un elemento de pGp+1,α sobre el espacio de las

funciones holomorfas o anti-holomorfas de variable paraGrassmann es posible. En analoǵıa a la

proyección de Bargmann (2.2) y la proyección Grassmann (3.26), si f(ζ, ζ) ∈ pGp+1,α es de la

forma f(ζ, ζ) =
∑p

i,j=0 cijζ
iζ
j
, entonces

(
Kp,θ(ζ), f(ζ, ζ)

)
pG

=

∫
dζ :

(
p∑

n=0

ζnθ
n

wn[n]q!

)(
p∑

k=0

wp−k
[k]q!

ζkζ
k

) p∑
i,j=0

cijζ
iζ
j

 : dζ

=

p∑
i,j,k,n=0

cijwp−k
θ
n

wn[k]q![n]q!

∫
dζ : ζ

i+k
ζj+k+n : dζ

=

p∑
i,j,k,n=0

cijwp−k
θ
n

wn[k]q![n]q!
[p]q!δ

p
i+kδ

p
j+k+n

=

p∑
n=0

 p∑
j=0

cj+n,j
wj+n
wn

 θ
n
=:

p∑
n=0

Cnθ
n

Observación 7.11. Cuando wi = 1, tenemos que el producto interno (7.30) resulta (7.32;

cuando p = 1, se recupera la forma sesquilineal (3.20) del álgebra de Grassmann. En este caso,

(7.36) C0 =

1∑
j=0

cj,j = c00 + c11 C1 =

1∑
j=0

cj+1,j
wj+1

w1
= c1,0

coincidiendo con la aplicación (3.27) del caso Grassmann.
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Definición 7.12. Llamaremos P pAhol : pGp+1,α →∈ BpAHol(θ) a la aplicación definida como

(7.37) P pAHol(f)(θ) = (Kp,θ(ζ), f(ζ, ζ))pG

y PHol : pGp+1,α →∈ BpHol(ξ) a la aplicación definida como

(7.38) P pHol(f)(θ) = (Kp,θ(ζ), f(ζ, ζ))pG.

Notemos que las aplicaciones P pAhol y P
p
Hol son proyecciones aunque no pueden decirse or-

togonales (pGp+1,α no está dotado de un producto interno). Ambas verifican la suryectividad,

aunque no la inyectividad. La clase de elementos de pGp+1,α que se proyectan sobre una misma

función g(θ) =
∑p

j=0Ajθ
j
está dada por

(7.39)

C{Aj}0≤j≤p
=

f(ζ, ζ) =
p∑

n,m=0

anmζ
nζ

m
tal que

p∑
n=0

an+j,n
wn+j [j+n]q !
wj [j]q !

= Aj para cada j = 0, .., p


Observación 7.13. Si p = wi = 1 entonces la clase C{Aj}0≤j≤1

coincide con la clase obtenida

para funciones de variable Grassmann (3.29).

7. Positividad.

Proponemos para el caso paraGrassmann la siguiente relación:

Definición 7.14. Dadas F,G ∈ pGp+1,α, diremos que G ≥ F si y sólo si existen τn ∈ BpHol
con n = 0, ..., p tales que

(7.40) G− F =

p∑
n=0

τn(θ)τn(θ).

La posibilidad de escribir un elemento f(θ, θ) ∈ pGp+1,α como producto de τn ∈ BpHol por

su conjugado puede caracterizarse a través del siguiente teorema

Teorema 7.15. Dado f(θ, θ) =
∑p

i,j=0 aijθ
iθ
j ∈ pGp+1,α, f ≥ 0 si y sólo si la matriz A de

entradas [A]ij = aij con i, j = 0, .., p es hermı́tica y semidefinida positiva 3.

Demostración.

⇒) Sea f(θ, θ) ≥ 0, entonces existen τn ∈ BpHol con n = 0, ..., p tales que

(7.41) f(θ, θ) =

p∑
n=0

τn(θ)τn(θ).

3Una matriz hermı́tica A es semidefinida positiva si para todos los vectores no nulos z ∈ Cn tenemos que

zMz∗ ≥ 0.
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Siendo τn(θ) =
∑p

i=0 a
(n)
i θi tenemos que τn(θ)τn(θ) =

∑p
i,j=0 a

(n)
i aj

(n)θiθ
j
de donde

f(θ, θ) =

p∑
i,j=0

[

p∑
m=0

a
(m)
i aj

(m)]θiθ
j

Aśı, aij =
∑p

m=0 a
(m)
i aj

(m). Notemos que

A = B.B†

siendo B la matriz cuyas entradas [B]ik = a
(k)
i y B† representa la matriz conjugada y transpuesta

de B (es decir, B† = B
t
). Entonces, A es hermı́tica semidefinida positiva.

⇐) Sea f(θ, θ) =
∑p

i,j=0 aijθ
iθ
j ∈ pGp+1,α, con la matriz A dada por los elementos [A]ij =

aij hermı́tica y semidefinida positiva. Luego es diagonalizable y sus autovalores son no negativos.

4

Esto implica que existe una matriz P ∈ C(p+1)×(p+1) y una matriz D diagonal con entradas

Dij = δijdi ≥ 0, tales que

A = P.D.P †

Llamemos Θ := (θ0 θ1 ...θp) a la matriz de pG
1×(p+1)
p+1,α y Θ† := Θ

t
donde t indica trasposición,

entonces de manera compacta podemos escribir

f(θ, θ) =

p∑
i,j=0

aijθ
iθ
j

= ΘAΘ†

= Θ[P.D.P †]Θ†.

Observemos que Θ P =: Θ̃ = (θ̃0, .., θ̃p) donde cada θ̃n =
∑p

m=0 θ
m[P ]mn ∈ BpHol para

n = 0, .., p siendo [P ]mn para n,m = 0, .., p las entradas de la matriz P . Entonces

f(θ, θ) = Θ[P.D.P †]Θ†

= Θ̃DΘ̃†

=

p∑
n=0

dnθ̃nθ̃n

=

p∑
n=0

λn(θ)λn(θ)

4Dada A ∈ Cn×n hermı́tica, A es diagonalizable unitariamente con autovalores reales. O sea, se la puede

descomponer como A = P ·D · PT en donde P es una matriz unitaria y D es una matriz diagonal.
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siendo λn(θ) :=
√
dnθ̃n. �

Observación 7.16. Notar que para p = 1 esta proposición coincide con la noción de posi-

tividad Grassmann dada en la Proposición 3.19.

Con esta caracterización, es fácil demostrar que

Proposición 7.17. La relación ≥ definida en 7.14 es una relación de orden en pGp+1,α.

Demostración.

•Reflexividad. Para cualquier función F ∈ pGp+1,α F (θ, θ) − F (θ, θ) = 0(θ)0(θ) siendo

0(θ) ≡ 0, de donde naturalmente F ≥ F .

•Antisimetŕıa. Si G ≥ F con F,G ∈ pGp+1,α entonces

G− F =: H =

p∑
i,j=0

aijθ
iθ
j

donde los elementos aij definen las entradas de la matriz A semidefinida positiva.

Si F ≥ G,

F −G =: −H =

p∑
i,j=0

bijθ
iθ
j

donde los elementos bij definen las entradas de la matriz B semidefinida positiva. Entonces

A = −B resulta semidefinida negativa, de donde A es la matriz nula.

•Transitividad. Si G ≥ F y H ≥ G con F,G,H ∈ pGp+1,α

G− F =

p∑
i,j=0

aijθ
iθ
j

y H −G =

p∑
i,j=0

bijθ
iθ
j

donde A y B de entradas aij y bij respectivamente son matrices semidefinidas positivas.

Como

H − F = H −G+G− F =

p∑
i,j=0

[aij + bij ]θ
iθ
j

tenemos que la matriz C = A + B de entradas [C]ij = aij + bij es también definida positiva.

Entonces por la Proposición 7.15 H ≥ F �

Una vez establecida la positividad como en la Definición 7.14 y su caracterización a través

de la Proposición 7.15, podemos verificar por ejemplo que si F ∈ pGp+1,α y F ≥ 0, entonces∫
dθ F (θ, θ) dθ ≥ 0 (resultado que depende sólo del coeficiente principal de F ).

También podemos demostrar una expresión similar a (2.25) para el caso de funciones de

variable paraGrassmann.
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Proposición 7.18. Si F ∈ BpHol y Kθ(θ) =
∑p

n=0
θnθ

n

wn[n]q !
, entonces

(7.42) F (θ)F (θ) ≤ Kθ(θ)∥F∥2.

Demostración. Dada F (θ) =
∑p

i=0 fiθ
i

Kθ(θ)∥F∥2 − F (θ)F (θ) = (

p∑
n=0

θnθ
n

[n]q!
)(F, F )pG − (

p∑
i=0

fiθ
i)(

p∑
j=0

fjθ
j
)

= (

p∑
n=0

θnθ
n

[n]q!
)(

p∑
m=0

[m]q!|fm|2)− (

p∑
i=0

fiθ
i)(

p∑
j=0

fjθ
j
)

=

p∑
i,j=0

[(

p∑
m=0

[m]q!

[i]q!
|fm|2δij)− fifj ]θ

iθ
j
.

Llamemos aij := (
∑p

m=0
[m]q !
[i]q !

|fm|2δij)− fifj y A la matriz con estas entradas.

Es claro que aii ∈ R+ y aij = aji, luego es hermı́tica. Para demostrar que es semidefinida

positiva, debemos ver que siendo z = (z0 z1 ....zp) la matriz de C1×(p+1) y z† su conjugada

traspuesta,

zAz† ≥ 0.

Entonces

zAz† =

p∑
j,k=0

zjajkzk

=

p∑
j,k=0

zj [(

p∑
m=0

[m]q!

[j]q!
|fm|2δjk)− fjfk]zk

=

p∑
j,k,m=0

zj
[m]q!

[j]q!
|fm|2zkδjk −

p∑
j,k=0

zjfjfkzk

=

p∑
j,m=0

|zj |2
[m]q!

[j]q!
|fm|2 −

p∑
j,k=0

zjfjfkzk

=

p∑
j,k=0

[
|zj |2

[k]q!

[j]q!
|fk|2 − zjfjfkzk

]

=

p∑
j,k=0 j ̸=k

[
|zj |2

[k]q!

[j]q!
|fk|2 − zjfjfkzk

]

=

p∑
j,k=0 j>k

(
zj√
[j]q !

fk

√
[k]q!− zk√

[k]q !
fj

√
[j]q!

)(
zj√
[j]q !

fk

√
[k]q!− zk√

[k]q !
fj

√
[j]q!

)
≥ 0 �



Caṕıtulo 8

Operadores sobre variables paraGrassmann

En este caṕıtulo elaboramos la construcción de operadores lineales sobre elementos del

álgebra paraGrassmann, vistos como funciones, en el lenguaje de Análisis Funcional. Si bien

el hecho de trabajar en espacios de dimensión finita elimina por construcción todo problema

de convergencia, nuestro objetivo es analizar esta construcción en el ĺımite para el orden de

nilpotencia p → ∞ (donde q = e
i π
p+1 → 1) en relación con operadores sobre el espacio de

Bargmann-Fock, v́ıa estados coherentes bosónicos estándar.

1. Operadores Toeplitz y anti Wick sobre variables paraGrassmann

Representación de Bargmann Fock. Antes de comenzar con la definición de los opera-

dores Toeplitz y anti Wick paraGrassmann, analicemos cómo es la representación de Bargmann

Fock para estados q-bosónicos.

Definición 8.1. Para un vector arbitrario |ψ) ∈ K y |θ) estado coherente, diremos que la

expresión (θ|ψ) es el śımbolo paraGrassmann de |ψ).

Notemos que si |ξ) y |θ) son estados coherentes paraGrassmann dados por (6.10), la acción

de (ξ| sobre |θ) resulta

(8.1) (ξ|θ) =
p∑

n=0

ξ
n
θn

[n]q!
.

Consideremos un estado |ψ⟩ =
∑p

n=0 cn|n⟩ ∈ H. Entonces

(θ|ψ⟩ =

p∑
n=0

⟨n|
(
1/
√

[n]q!

)
θ̄n|

p∑
m=0

cm|m⟩

=

p∑
n=0

cn√
[n]q!

θ
n
=: ψ(θ).(8.2)

siendo ψ(θ) un elemento de BpAhol. Esta correspondencia entre estados y elementos de BpAhol es

claramente una biyección entre espacios de dimensión finita. Habiendo interpretado el álgebra

paraGrassmann como un espacio de funciones, y habiendo establecido una proyección de pGp+1,α

en BpAhol mediante un núcleo reproductivo, podemos dar forma funcional a esta biyección.

99
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Usando la resolución de la identidad (7.23) con peso (7.25) y (8.2) tenemos que

⟨ψ|ψ⟩ = ⟨ψ|
∫
dθ|θ)µ(θ, θ)(θ||ψ⟩dθ

=

∫
dθψ(θ)µ(θ, θ)ψ(θ)dθ

= (ψ,ψ)pG =: ∥ψ∥2

donde el producto interno (., .)pG definido en BpAHol ×BpAHol está dado en (7.30) con wn = 1, es

decir la fórmula (7.32).

De manera similar tenemos que la acción del dual ⟨ψ| sobre el estado |ϕ⟩ puede representarse

como

⟨ψ|ϕ⟩ := ⟨ψ|
∫
dθ : |θ)µ(θ, θ)(θ| : dθ|ϕ⟩

=

∫
dθ : ψ(θ)µ(θ, θ)ϕ(θ) : dθ

= (ψ, ϕ)pG.

Motivados por lo anterior, podemos definir una transformación lineal U : H → BpAHol dada

por

(8.3) U(|ψ⟩) = ψ(θ) = (θ|ψ⟩

que es invertible, con la inversa dada por

(8.4) U−1(ψ(θ)) = |ψ⟩ =
∫
dθ : |θ⟩µ(θ, θ)ψ(θ) : dθ

Las ecuaciones (8.3) y(8.4) describen, v́ıa estados coherentes, la isometŕıa entre el espacio

de Fock H y su realización funcional BpAHol ∈ pGp+1,α.

Operadores Toeplitz y anti Wick paraGrassmann. De la misma manera que para

el caso complejo y Grassmann, la existencia del núcleo reproductivo paraGrassmann permite

definir los operadores Toeplitz en el sentido usual. Aśı mediante el operador Pp : pGp+1,α →

BpAHol dado por

(8.5) Pp(F )(θ) := (Kθ(ζ), F (ζ, ζ))pG

para todo F (θ, θ) ∈ pGp+1,α podemos definir los operadores Toeplitz a través del núcleo repro-

ductivo.
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Definición 8.2. Siendo ϱ(θ, θ) =
∑p

i,j=0 ϱijθ
iθ
j ∈ pGp+1,α definimos el operador T

(p)
ϱ :

BpAHol → BpAHol

(8.6) T pϱ [F ](θ) := Pp(ϱF ) = (Kp,θ(ζ), ϱ(ζ, ζ)F (ζ))pG

para F ∈ BpAHol. Este operador será llamado operador Toeplitz paraGrassmann. La función

ϱ(θ, θ) es el śımbolo del operador de Toeplitz paraGrassmann.

Observación 8.3. La definición de operador Toeplitz paraGrassmann (8.6) puede también

darse utilizando el producto interno (7.30) en lugar de su caso particular (7.32). Por conve-

niencia en el tratamiento de estados coherentes utilizaremos este último.

Como para el caso bosónico y fermiónico, estos operadores pueden ser vistos como una

realización funcional de operadores que actúan sobre el espacio de estados F .

Definición 8.4. Dada una función φ(θ, θ) ∈ pG(p+ 1, α), el operador Ap,φ : H → H,

(8.7) Ap,φ =

∫
dθ : |θ)µ(θ, θ)φ(θ, θ)(θ| : dθ,

se llamará operador anti Wick paraGrassmann con śımbolo anti-Wick o śımbolo contravariante

φ.

La integral (5.3) permite calcular elementos de matriz complejos para |ψ⟩, |ϕ⟩ vectores de

H,

(8.8) ⟨ϕ|Ap,φ|ψ⟩ =
∫
dθ : ⟨ϕ|θ)µ(θ, θ)φ(θ, θ)(θ|ψ⟩ : dθ.

Siendo |ζ) es un estado coherente, tenemos que

(ζ|Ap,φ|ψ⟩ =

∫
dθ : (ζ|θ)µ(θ, θ)φ(θ, θ)(θ|ψ⟩ : dθ

=

∫
dθ : Kζ(θ)

∗µ(θ, θ)φ(θ, θ)ψ(θ) : dθ

= T pφψ(ζ)

Esto nos dice que T pφψ(ζ) es la realización funcional del operador anti Wick Ap,φ.

Siguiendo la definición 7.14, se puede ver como la positividad del śımbolo determina a

positividad del operador Toeplitz paraGrassmann:

Proposición 8.5. Si el śımbolo φ(θ, θ) ∈ pGp+1,α es positivo según la definición 7.14, el

operador T pφ es positivo.
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Demostración. Sea φ(θ, θ) =
∑p

i,j=0 φijθ
iθ
j
śımbolo positivo, es decir que la matriz

Φ cuyas entradas [Φ]ij = φij es semidefinida positiva por la Proposición 7.15. Sea f(θ) =∑p
k=0 fkθ

k ∈ BpAHol. Aplicando la definición (8.6)

(8.9) T pφf(θ) =

p∑
i=0

Aiθ
p−i

con Ai =
∑p

j=0 φi,j
[p]q !

[p−i]q !fp−j Entonces usando (7.30)

(Tφf(θ), f(θ))pG = (

p∑
i=0

Aiθ
p−i

,

p∑
k=0

fkθ
k
)pG

=

p∑
i=0

p∑
k=0

∫
dθ : Aiθ

p−iµ(θ, θ)fkθ
k
: dθ

=

p∑
i,k=0

Aifk
√

[k]q!√
[p− i]q!

δp−ik

=

p∑
i=0

Aifp−i

=

p∑
i,j=0

fp−jfp−iaij [p]q!

Llamando F := (f0......fp) ∈ Cp−1 podemos escribir

(Tφf(θ), f(θ))pG =

p∑
i,j=0

fp−jfp−iaij [p]q!

= F.Φ.F † ≥ 0

pues Φ era semidefinida positiva. Aśı queda demostranda la positividad del operador Toeplitz

paraGrassmann T pφ.�

2. Operadores Toeplitz paraGrassmann diagonales

De la misma manera que en el caso Grassmann, los operadores diagonales en la base de

BpAHol dada en la Proposición 7.8 tienen śımbolos sencillos. Podemos ver que

Teorema 8.6. El operador T pφ es diagonal en la base ϕn(θ) = θn/
√

[n]q! de BpAHol si y sólo

si φ(θ, θ) =
∑p

n=0 anθ
nθ
n
.

Demostración. ⇒) Supongamos que T pφ es diagonal en la base ϕn(θ). Entonces existen

λn ∈ C, con n = 0, .., p, tales que T pφϕn(θ) = λnϕn(θ). Dado un śımbolo general φ(ζ, ζ) =
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i,j=0 aijζ

iζ
j
,

T pφ[ϕn](θ) = (Kθ(ζ), φ(ζ, ζ)ϕn(ζ))pG

=

∫
dζ :

(
p∑

m=0

ζmθ
m

[m]q!

)(
p∑

k=0

1

[k]q!
ζkζ

k

) p∑
i,j=0

aijζ
iζ
j

 ζn√
[n]q!

: dζ

=
1√
[n]q!

p∑
i,j,k,m=0

aij
1

[k]q!

θ
m

[m]q!

∫
dζ : ζi+k+mζ

j+k+n
: dζ

=
1√
[n]q!

p∑
i,j,k,m=0

aij
[p]q!

[k]q!

θ
m

[m]q!
δpi+k+mδ

p
j+k+n.

Cuando i ̸= j se tiene que m ̸= n. En consecuencia si existe aij ̸= 0 con i ̸= j la función ϕn no

es autofunción de T pφ. Esto significa que φ(ζ, ζ) =
∑p

i=0 aiiζ
iζ
i
.

⇐) Sea ϕn(θ) =
θn√
[n]q !

y φ =
∑p

i=0 aiθ
iθ
i

T pφ[ϕn](θ) = (Kθ(ζ), φ(ζ, ζ)ϕn(ζ))pG

=
1√
[n]q!

p∑
i,k,m=0

ai
1

[k]q!

θ
m

[m]q!
[p]q!δ

p
i+k+nδ

p
i+k+m

= ϕn(θ)

p∑
i=0

ai
[n+ i]q!

[n]q!

Entonces ϕn(θ) es autofunción de T pφ con autovalor

(8.10) λn =

p∑
i=0

ai
[n+ i]q!

[n]q!
. �

Definición 8.7. Los śımbolos de la forma φ(θ, θ) =
∑p

i=0 aiθ
iθ
i
serán llamados śımbolos

radiales paraGrassmann.

Observemos que contrariamente al caso bosónico, y de forma análoga al caso Grassmann,

cualquier función de esta forma puede ser considerada śımbolo radial, ya que no existen con-

diciones restrictivas sobre el dominio del operador de Toeplitz paraGrassmann debido a que

la nilpotencia de orden p + 1 de estas variables reduce el espacio de funciones a un espacio

de dimensión finita. Aśı, para śımbolos de este tipo, el operador Toeplitz paraGrassmann T pφ

está bien definido y su dominio es todo el espacio BpHol.

Dado un śımbolo radial, el operador T pφ definido en (8.6), puede ser escrito de forma equi-

valente través de sucesiones finitas de autovalores.
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Definamos el espacio

(8.11) Cp = {{an}n≥0 donde an = 0 para todo n ≥ p}

y la aplicación

Sφ : Cp → Cp(8.12)

{an} 7→ {anφn}

con {φn} una sucesión fija cualquiera. Aśı, teniendo en cuenta los autovalores (8.10) de un

operador Toeplitz paraGrassmann con śımbolo radial, podemos expresar de la siguiente forma

equivalente el resultado de la Proposición 8.6.

Teorema 8.8. Si φ un śımbolo paraGrassmann radial, entonces el operador Toeplitz para-

Grassmann T pφ es unitariamente equivalente al operador Spφ que actúa en el espacio de sucesiones

Cp0 siendo la sucesión {φn} dada por

(8.13) φn =
1

[n]q!

∫
dθ : φ(θ, θ)µ(θ, θ)θnθ

n
: dθ.

Demostración. Para verificar este resultado solamente tenemos que ver que los autovalores

(8.10) coinciden con (8.13). Sin pérdida de generalidad supongamos φ = θiθi

φn =
1

[n]q!

∫
dθ : φ(θ, θ)µ(θ, θ)θnθ

n
: dθ

=
1

[n]q!

∫
dθ : θiθ

i
θ
n
θn

p∑
m=0

1

[m]q!
θ
m
θm : dθ

=

p∑
m=0

1

[n]q![m]q!

∫
dθ : θi+n+mθ

i+n+m
: dθ

=

p∑
m=0

1

[n]q![m]q!
[p]q!δ

p
i+n+m

=
[n+ i]q!

[n]q!

coincidiendo con el espectro dado en (8.10). �

Observación 8.9. Si p = 1 la fórmula (8.13) se reduce a la fórmula (5.7) hallada para

operadores Toeplitz radiales con variables Grassmann.

La correspondencia expresada en el teorema 8.8 es fácilmente invertible,
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Teorema 8.10. Para cada sucesión {γn}n∈N ∈ Cp+1
0 existe un śımbolo paraGrassmann radial

a(θ, θ) tal que el operador Toeplitz T pa es unitariamente equivalente al operador multiplicación

por la sucesión {γn}n∈N.

Demostración. Proponemos

(8.14) a(θ, θ) = µ−1(θ, θ)

p∑
k=0

1

[k]q!
γp−kθ

kθ
k
.

donde por (7.31) µ−1(θ, θ) = [eθθq ]−1 determinada en la Observación 7.6. Entonces

γa(n) =
1

[n]q!

∫
dθ : µ(θ, θ)µ−1(θ, θ)[

p∑
k=0

1

[k]q!
γp−kθ

kθ
k
]θnθ

n
: dθ

=

p∑
k=0

1

[n]q!

γp−k
[k]q!

∫
dθθk+nθ

k+n
dθ

=

p∑
k=0

1

[n]q!

γp−k
[k]q!

[p]q!δ
p
k+n = γn �

Composición. El problema de composición de operadores Toeplitz en variable compleja,

comentado al final de la Parte I, se simplifica en el caso de variables paraGrassmann por la

nilpotencia de las mismas.

Si T
(p)
φ y T

(p)
ψ son dos operadores Toeplitz de variable paraGrassmann con śımbolo radial,

podemos establecer una correspondencia unitaria con los operadores Sφ y Sψ definidos en (8.12)

que actúan sobre Cp0 . Estos dos operadores actúan respectivamente multiplicando cualquier

sucesión de Cp0 por las sucesiones γφ(n) y γψ(n) definidas según (8.13). Como estos operadores

no tienen restricciones sobre su dominio debido a la nilpotencia de las variables paraGrassmann,

el operador composición T
(p)
φ T

(p)
ψ es unitariamente equivalente un operador

SA : {an} 7→ {anγφ(n)γψ(n)} ∈ Cp0 .

La función asociada a la sucesión {γφ(n)γψ(n)} que caracteriza el śımbolo A(θ, θ) del ope-

rador composición está dada por el teorema 8.10. Aśı

A(θ, θ) = µ−1(θ, θ)

p∑
k=0

wp−k
[k]q!

γφ(p− k)γψ(p− k)θkθ
k

resultando T
(p)
A = T

(p)
φ T

(p)
ψ .
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3. Operadores sobre variables paraGrassmann en el ĺımite p→ ∞

3.1. Convergencia de funciones en BpAHol. En esta sección establecemos una relación

con los contenidos de la Parte 1, presentando una noción de ĺımite p → ∞ que permitirá rela-

cionar funciones de variable paraGrassmann p-nilpotentes con funciones de variable compleja.

Para referirnos a las álgebras paraGrassmann con distinto orden de nilpotencia p, en esta

sección haremos expĺıcito el valor de p anotando θp, θp a los generadores de pGp+1,α(p), donde

el parámetro de conmutación real α(p) puede variar con p.

Comencemos notando que las relaciones de conmutación entre operadores de creación y

destrucción q-bosónicos p-nilpotentes (6.1) se reducen a las relaciones de conmutación bosóni-

cas estándar (1.9) cuando p → ∞, simplemente porque q = eiπ/(p+1) → 1. En consecuencia,

esperamos que los autovectores |θp) del operador de destrucción q-bosónico, (6.10), se puedan

relacionar con los autovectores |z⟩ del operador de destrucción bosónico, en la forma de Glau-

ber dada en (1.23). Más aún, es tentador relacionar directamente los autovalores θp con los

autovalores z. Formalizaremos estas relaciones en el marco de funciones antiholomorfas de las

correspondientes variables (para recuperar la conjugación compleja a partir de la conjugación

paraGrassman y aśı replicar los resultados para funciones holomorfas, es necesario considerar

que α(p) → 1.).

Denotemos Bp
AHol(θp) ⊂ pGp+1,α(p) a los espacios de funciones antiholomorfas de variable

p-nilpotente θp, de dimensión finita p + 1. En tanto p tiende a infinito, los espacios Bp
AHol(θp)

tienden a un espacio de Hilbert propiamente dicho, con base ortonormal infinita numerable. Por

otro lado, en este ĺımite las variables θp dejan de ser nilpotentes, ya que el orden de nilpotencia

diverge.

Recordemos que una función f(z) =
∑∞

n=0
an√
n!
zn ∈ F 2(C, dµ), espacio de funciones antiho-

lomorfas cuadrado integrable con la medida dµ(z) = e−|z|2dv(z), si y sólo si {an}n∈N ∈ l2. Aśı el

isomorfismo W : F 2(C, dµ) → l2(C) dado por

(8.15) W [f(z)] = {an}n∈N ,

que usaremos para describir funciones f(z) mediante la sucesión de sus coeficientes de Taylor.

Por otro lado, dado p ≥ 1, los elementos deBp
AHol(θp) son de la forma f(θp) =

∑p
n=0

f
(p)
n√

[n]q(p)!
θ
n
p ,

donde anotamos q(p) = e
i 2π
p+1 . Los coeficientes f

(p)
n indexados por n ∈ N, con f

(p)
n = 0 para

n > p, forman una sucesión en el espacio Cp definido en (8.11), incluido en l2(C). Tenemos aśı el
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isomorfismo Wp : B
p
AHol → Cp ⊂ l2(C) dado por

(8.16) Wp[f(θp)] = {f (p)n }n∈N.

En este sentido, las funciones f(θp) también son descriptas por sucesiones en l2(C).

Los espacios F 2(C, dµ) y BpAHol no son directamente comparables, ya que el primero es un

espacio de funciones propiamente dicho y el otro sólo se interpreta como tal. Sin embargo, como

C1 ⊂ ...Cp ⊂ Cp+1 y para cada p fijo Cp ⊂ l2(C), es posible relacionarlos por su imagen en l2(C)

a través de los isomorfimos (8.15), (8.16) y aśı trabajar con F 2(C, dµ) y BpAHol. En este marco

podemos definir el ĺımite de una sucesión de funciones {fp(θp)} para p tendiendo a infinito.

Definición 8.11. Diremos que una sucesión de funciones de variable paraGrassmann {fp(θp)}p∈N

con fp ∈ BpAHol, tiende a una función f(z) ∈ F 2(C, dµ) cuando p→ ∞ si y sólo si para cada n

fijo

(8.17) ĺım
p→∞

Wp[fp(θp)]n =W [f(z)]n.

Si el ĺımite existe en F 2(C, dµ), lo indicaremos con la notación Lfp(θp) = f(z).

Podemos expresar la existencia del ĺımite de una sucesión de funciones de variable para-

Grassmann en términos de las sucesiones en l2(C) que las caracterizan mediante la siguiente

Proposición 8.12. Dada una sucesión de funciones {fp(θp)}p∈N con fp ∈ BpAHol y f(z) ∈

F 2(C, dµ), Lfp(θp) = f(z) si y sólo si

(8.18) Wp[fp(θp)] →W [f(z)]

en l2(C).

Propiedades del ĺımite.

-: Unicidad: Si Lfp = f y Lfp = g entonces f = g

-: Linealidad: Si Lfp = f y Lgp = g, entonces L[αfp + gp] = αf + g para cualquier α ∈ C

-: Producto: Si Lfp = f y Lgp = g y fg ∈ F 2(C, dµ), entonces

(8.19) L[fpgp] = L[fp]L[gp] = fg

En efecto, sea f(z) =
∑∞

n=0
an√
n!
zn y g(z) =

∑∞
n=0

bn√
n!
zn elementos de F 2(C, dµ)

siendo equivalente a la condición que {an}n∈N ∈ l2 y {bn}n∈N ∈ l2. Sea f(θp) =
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n=0

f
(p)
n√

[n]q(p)!
θ
n
p y g(θp) =

∑p
n=0

g
(p)
n√

[n]q(p)!
θ
n
p donde anotamos q(p) = e

i 2π
p+1 . Como

Lfp = f y Lgp = g, tenemos que para cada n fijo

(8.20) ĺım
p→∞

f (p)n = an y ĺım
p→∞

g(p)n = bn

Sea h(θp) = f(θp)g(θp), entonces

h(θp) = (

p∑
n=0

f
(p)
n√

[n]q(p)!
θ
n
p )(

p∑
m=0

g
(p)
m√

[m]q(p)!
θ
m
p )

=

p∑
n=0

p∑
m=0

f
(p)
n g

(p)
m√

[n]q(p)![m]q(p)!
θ
m+n
p

=

p∑
u=0

u∑
m=0

f
(p)
u−mg

(p)
m√

[u−m]q(p)![m]q(p)!
θ
u
p

=

p∑
u=0

h
(p)
u√

[u]q(p)!
θ
u
p

con h
(p)
u =

∑u
m=0

f
(p)
u−mg

(p)
m

√
[u]q(p)!√

[u−m]q(p)![m]q(p)!
. Por otro lado, como h = fg ∈ F 2(C, dµ) tenemos

por el producto de Cauchy, que

h(z) = f(z)g(z) =
∞∑
u=0

hu√
u!
zu

con hu =
∑u

m=0
au−mbm

√
u!√

(u−m)!m!
. Tenemos que ver que para cada u fijo

ĺım
p→∞

h(p)u = hu.

Notemos que

∥hu − h(p)u ∥2

= ∥
u∑

m=0

au−mbm
√
u!√

(u−m)!m!
−

u∑
m=0

f
(p)
u−mg

(p)
m

√
[u]q(p)!√

[u−m]q(p)![m]q(p)!
∥2

≤
u∑

m=0

∥au−mbm
√
u!√

(u−m)!m!
− f

(p)
u−mg

(p)
m

√
[u]q(p)!√

[u−m]q(p)![m]q(p)!
∥2

≤
u∑

m=0

∥ au−mbm
√
u!√

(u−m)!m!
− au−mbm

√
u!√

[u−m]q(p)![m]q(p)!
∥2 +

u∑
m=0

∥ au−mbm
√
u!√

[u−m]q(p)![m]q(p)!
− f

(p)
u−mg

(p)
m

√
[u]q(p)!√

[u−m]q(p)![m]q(p)!
∥2

≤
u∑

m=0

∥au−mbm∥2∥
√
u!√

(u−m)!m!
−

√
u!√

[u−m]q(p)![m]q(p)!
∥2 +

u∑
m=0

∥au−mbm − f
(p)
u−mg

(p)
m ∥2∥

√
u!√

[u−m]q(p)![m]q(p)!
∥2
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Como ĺımp→∞[m] = m, y ĺımp→∞ f
(p)
u−mg

(p)
m = au−mbm, tenemos por la desigualdad de Cauchy

Schwarz que ∥hu − h
(p)
u ∥2 → 0 cuando p→ ∞.

Ejemplo 8.13. Consideremos las funciones identidad fp(θp) = θp ∈ BpAHol y f(z) = z ∈

F 2(C, dµ). Entonces Wp[fp(θp)] = (0, 1, 0, 0, ..., ..) y W [f(z)] = (0, 1, 0, .., ..) y en consecuencia

para cualquier n ∈ N

(8.21) Wp[fp(θp)]n =W [f(z)]n.

Entonces, Lθp = z cuando p→ ∞. Es decir, en el sentido de la definición (8.11), podemos decir

que la variable paraGrassmann θp tiende a la variable compleja z cuando el orden de nilpotencia

p tiende a infinito.

Ejemplo 8.14. Sea fp(θp) = eθq(p) :=
∑p

n=0
θ
n
p

[n]q(p)!
∈ BpAHol (ver (7.27) y f(z) = ez ∈

F 2(C, dµ). Entonces

Wp[fp(θp)] =


1√

[n]q(p)!
, si n ≤ p

0, si n > p

 , W [f(z)] = { 1√
n!
}.

Aśı

Wp[f(p)]n −W [f ]n =


1√
[n]q !

− 1√
n!
, para n ≤ p

1√
n!
, para n > p

Teniendo en cuenta que [n]q(p) → n cuando p→ ∞, tenemos que Leθq(p) = ez.

Proposición 8.15. Toda función f(z) ∈ F 2(C, dµ) puede expresarse como ĺımite de alguna

sucesión de funciones de variable paraGrassmann fp(θp) ∈ BpAHol.

Demostración. La demostración es sencilla por construcción. Si f(z) =
∑∞

n=0 anz
n ∈

F 2(C, dµ), entonces {an
√
n!} ∈ l2(C). Proponemos sucesiones truncadas

f (p)n =

 an
√
n!, si n ≤ p.

0, caso contrario.


para construir una sucesión de funciones fp(θp) =

∑p
n=0 f

(p)
n θ

n
p ∈ BpAHol. Claramente

Lfp(θp) = f(z). �
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3.2. Convergencia de operadores en BpAHol. Motivados por la definición anterior de

ĺımite que nos permite comparar funciones de distintos espacios como son F 2(C, dµ) y BpAHol,

Definición 8.16. Diremos que la sucesión de operadores {Ap}p∈N donde Ap : BpAHol →

BpAHol tiende a un operador A : F 2(C, dµ) → F 2(C, dµ) cuando p → ∞, si y sólo si para cada

elemento de las respectivas bases canónicas

Wp

[
Ap(

θ
m

√
[m]q !

)

]
i

→W
[
A( z

m
√
m!

)
]
i

cuando p→ ∞ para cada i,m fijo.

En ese caso, según la notación adoptada, LAp( θp
m

√
[m]q !

) = A( z
m

√
m!

) para cada m ∈ N.

Ejemplo 8.17. Derivadas de orden natural k. Sea Ap = ∂
k
: BpAHol → BpAHol tal como

fueron definidas en 7.1 y A = ∂
k
: F 2(C, dµ) → F 2(C, dµ) la derivación usual de funciones

antiholomorfas. Tenemos que, para m fijo

Ap

[
θp

m

√
(m)q !

]
=


(m)q !

(m−k)q !
√

[m]q !
θp
m−k

, si m ≥ k

0, si m < k
A
[
zm√
m!

]
=


m!

(m−k)!
√
m!
zm−k, si m ≥ k

0, si m < k

Entonces

Wp

[
[A(p)(

θp
m

√
(m)q !

)

]
i

−W
[
[A( z

m
√
m!

)
]
i
=

(i+k)q !

(i)q !
√

[i+k]q !
− (i+k)!

i!
√
i!
.

Como [n]q y (nq) tienden a n cuando p→ ∞, LA(p) = A. Este ejemplo muestra que en el ĺımite

p→ ∞ los operadores diferenciales en BpAHol reproducen operadores diferenciales en F 2(C, dµ).

3.3. Convergencia de la composición de operadores en BpAHol. Retomemos el pro-

blema de composición de operadores Toeplitz en F 2(C, dµ) propuesto en [Coburn 2001], men-

cionado al final de la Parte I de esta Tesis, analizando estos operadores como ĺımite de operadores

Toeplitz paraGrassmann. En esta sección trabajaremos con śımbolos radiales de la clase P

(8.22) P = {φ(|z|) tal que para todo n ∈ N, zn ∈ Dom(Tφ)}

definida en la primera parte de este trabajo, donde Dom(Tφ), definido en (2.5), es el dominio

natural del operador de Toeplitz Tφ.

Sea Tφ operador Toeplitz en F 2(C, dµ) con φ = eλ|z|
2
con λ = 2

5 +
4
5 i. Como puede verse en

[Coburn 2001], no existe una función ψ tal que la composición TφTφ pueda escribirse como

un operador Toeplitz con śımbolo ψ.
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Sea φp ∈ pGp+1,α tal que

φp(θp, θp) = µ−1(θp, θp)

p∑
k=0

1

[k!]q(p)
(1− 2λ)−(p−k)θkpθp

k

y a partir de este śımbolo consideremos el operador Toeplitz paraGrassmann T
(p)
φp . Por las

definiciones 8.11 y 8.16, es claro que

Tφ = ĺım
p→∞

T (p)
φp
.

Entonces,

TφTφ = ĺım
p→∞

T (p)
φp

ĺım
p→∞

T (p)
φp

= ĺım
p→∞

T (p)
φp
T (p)
φp

Como analizamos en la sección 2 de este caṕıtulo, podemos construir un śımbolo φ̃p(θp, θp)

que verifique

φ̃p(θp, θp) = µ−1(θp, θp)

p∑
k=0

1

[k]q!
γφ(p− k)[

3

5
− 4

5
i]−2(p−k+1)θkpθp

k
,

de forma tal que, por (8.19), TφTφ = ĺımp→∞ T
(p)
φ̃p

. Es decir, la composición de operadores

Toeplitz en F 2(C, dµ) que no puede ser escrita como un operador Toeplitz en F 2(C, dµ), śı puede

ser escrita como el ĺımite para p→ ∞ de operadores Toeplitz paraGrassmann bien definidos.

Otro ejemplo en donde la composición no resulta cerrada fue construido por Bauer y Le en

[Bauer 2011], donde los śımbolos considerados

φj(z, z) = |z|2jsen(2
√
3|z|2)e−|z|2

pertenecen a la clase L∞
1 (R+, e

−r2). Entonces es posible calcular la sucesión γφsat dada por la

fórmula (8.13) de donde

γφj (n) =
4−j−n−1

Γ(n+ 1)
sen(

(n+ j + 1)π

3
)Γ(j + n+ 1)

A diferencia del ejemplo anterior, los śımbolos φj resultan acotados, perteneciendo a la clase P

resultando el operador Tφj bien definido. Por el Teorema 2.9, cada operador Tφj es unitariamente

equivalente pal operador tφj : l2 → l2 dado por tφj ({an}) = {anγφj (n)}.

Resultados de [Bauer 2011], muestran que el operador composición A = Tφ0Tφ1 no es un

operador Toeplitz. Sin embargo, siendo

αn = γφ0(n)γφ1(n) =
4−2n−3

Γ(n+ 1)
sen(

(n+ 1)π

3
)sen(

(n+ 2)π

3
)Γ(n+ 2)
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podemos, a través de la Proposición 8.10 construir la sucesión de śımbolos φp

φp(θ, θ) = µ(θ, θ)−1
p∑

k=0

1

[k]q!
bp−kθ

kθ
k

de donde Tφ0Tφ1 = ĺımp→∞ T
(p)
φp .

Motivados por esta discusión, enunciamos:

Teorema 8.18. Sea A : D ⊂ F 2(C, dµ) → F 2(C, dµ) un operador tal que ϕn(z) =
zn√
n!

∈ D

para todo n ∈ N, entonces existe una sucesión de śımbolos

(8.23) φp(θp, θp) =

p∑
i,j=0

φ
(p)
i,j θ

i
pθ
j
p

tal que la sucesión de operadores Toeplitz paraGrassmann T
(p)
φp : BpAHol → BpAHol tiene por ĺımite

ĺım
p→∞

T (p)
φp

= A.

Demostración. Usando que Aϕm(z) ∈ F 2(C, dµ)

Aϕn(z) =
∞∑
s=0

as,n√
s!
zs

donde {as,m}s∈N ∈ l2(C) para cada m ∈ N. Tenemos aśı que

(8.24) W
[
A( z

m
√
m!

)
]
i
= ai,m.

Sea φp(θp, θp) =
∑p

i,j=0 φ
(p)
i,j θ

i
pθ
j
p. Podemos calcular la acción del operador Toeplitz paraGrass-

mann T
(p)
φp sobre

θ
n
p√

[n]q(p)!

T (p)
φp

[
ζ
n
p√

[n]q(p)!
] = (Kp,ζp(θp), φp(θp, θp)

θ
n
p√

[n]q(p)!
)pG

=

∫
dθp : Kζ(θp)

∗µ(θp, θp)φp(θp, θp)
θp

n

√
[n]q(p)!

: dθp

=

p∑
s,u,i,j=0

∫
dθp :

θspζ
s

[s]q(p)!

θupθp
u

[u]q(p)!
φ
(p)
i,j θ

i
pθ
j
p

θp
n

√
[n]q(p)!

: dθp

=

p∑
s,u,i,j=0

ζ
s

[s]q(p)![u]q(p)!
√

[n]q(p)!
[p]q(p)!φ

(p)
i,j δ

p
s+u+iδ

p
u+j+n

=

p∑
s=0

min(p−s,p−n)∑
u=0

ζ
s

[s]q(p)![u]q(p)!
√

[n]q(p)!
[p]q(p)!φ

(p)
p−s−u,p−n−u.
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Consideremos

(8.25) φ
(p)
i,j =


0, si i, j > p

ap−i,p−j

√
[p−i]q(p)![p−j]q(p)!

[p]q(p)!
, si i = 0 o j = 0; i, j ≤ p

ap−i,p−j

√
[p−i]q(p)![p−j]q(p)!

[p]q(p)!
−
∑min(i,j)

u=1

φ
(p)
i−u,j−u

[u]q(p)!
, si i, j ̸= 0 y i, j ≤ p

Con esta determinación de los coeficientes

T (p)
φp

[
ζ
n
p√

[n]q(p)!
] =

p∑
s,=0

min(p−s,p−n)∑
u=0

ζ
s

[s]q(p)![u]q(p)!
√

[n]q(p)!
[p]q(p)!φ

(p)
p−s−u,p−n−u

=

p−1∑
s=0

min(p−s,p−n)∑
u=0

ζ
s

[s]q(p)![u]q(p)!
√

[n]q(p)!
[p]q(p)!φ

(p)
p−s−u,p−n−u +

ζ
p√

[n]q(p)!
φ
(p)
0,p−n

=

p−1∑
s=0

min(p−s,p−n)∑
u=0

ζ
s

[s]q(p)![u]q(p)!
√

[n]q(p)!
[p]q(p)!φ

(p)
p−s−u,p−n−u +

ζ
p

√
[n]q(p)!

ap,n

√
[p]q(p)![n]q(p)!

[p]q(p)!

=

p−1∑
s=0

min(p−s,p−n)∑
u=0

ζ
s

[s]q(p)![u]q(p)!
√

[n]q(p)!
[p]q(p)!φ

(p)
p−s−u,p−n−u +

ζ
p

√
[p]q(p)!

ap,n.

Supongamos que n = p, entonces la cadena de igualdades anterior se reduce a

T (p)
φp

[
ζ
p
p√

[p]q(p)!
] =

p−1∑
s=0

ζ
s
[p]q(p)!

[s]q(p)!
√

[p]q(p)!
φ
(p)
p−s,0 +

ζ
p

√
[p]q(p)!

ap,p

=

p−1∑
s=0

ζ
s
[p]q(p)!

[s]q(p)!
√

[p]q(p)!
as,p

√
[s]q(p)![p]q(p)!

[p]q(p)!
+ ζ

p

√
[p]q(p)!

ap,p

=

p∑
s=0

ζ
s

√
[s]q(p)!

as,p.

Si n < p

T (p)
φp

[
ζ
n
p√

[n]q(p)!
] =

p−1∑
s=0

min(p−s,p−n)∑
u=0

ζ
s
[p]q(p)!

[s]q(p)![u]q(p)!
√

[n]q(p)!
φ
(p)
p−s−u,p−n−u +

ζ
p

√
[p]q(p)!

ap,n.

=

n−1∑
s=0

p−n∑
u=0

ζ
s
[p]q(p)!

[s]q(p)![u]q(p)!
√

[n]q(p)!
φ
(p)
p−s−u,p−n−u +

p−1∑
s=n

p−s∑
u=0

ζ
s
[p]q(p)!

[s]q(p)![u]q(p)!
√

[n]q(p)!
φ
(p)
p−s−u,p−n−u +

ζ
p

√
[p]q(p)!

ap,n

=
n−1∑
s=0

[
ζ
s
[p]q(p)!

[s]q(p)!
√

[n]q(p)!
φ
(p)
p−s,p−n +

p−n∑
u=1

ζ
s

[s]q(p)![u]q(p)!
√

[n]q(p)!
[p]q(p)!φ

(p)
p−s−u,p−n−u]

+

p−1∑
s=n

[
ζ
s
[p]q(p)!

[s]q(p)!
√

[n]q(p)!
φ
(p)
p−s,p−n +

p−s∑
u=1

ζ
s

[s]q(p)![u]q(p)!
√

[n]q(p)!
[p]q(p)!φ

(p)
p−s−u,p−n−u] +

ζ
p

√
[p]q(p)!

ap,n

=

p∑
s=0

ζ
s

√
[s]q(p)!

as,n.
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por (8.25) en la última igualdad. Esto nos dice que

Wp

[
T (p)
φp

( ζ
n

√
[n]q(p)!

)

]
s

= as,n.

Como este cálculo vale para todo p, claramente se establece por la Definición 8.16 que

A = ĺım
p→∞

T (p)
φp
. �

Corolario 8.19. Sea A : D ⊂ F 2(C, dµ) → F 2(C, dµ) un operador diagonal en la base

canónica ϕm(z) =
zm√
m!

∈ D. Entonces A = ĺımp→∞ T
(p)
φp con T

(p)
φp : BpAHol → BpAHol sucesión de

operadores Toeplitz paraGrassmann radiales.

Demostración. Sea A : D ⊂ F 2(C, dµ) → F 2(C, dµ) un operador diagonal en la base

ϕn(z) =
zn√
n!

∈ D, y anotemos

Aϕn(z) =
∞∑
s=0

as,n√
s!
zs

con as,n = 0 para s ̸= n. Por el Teorema anterior, existe para cada p un śımbolo φp(θp, θp) tal que

A = ĺımp→∞ T
(p)
φp con T

(p)
φp : BpAHol → BpAHol sucesión de operadores Toeplitz paraGrassmann.

Veamos que φ
(p)
i,j = 0 para i ̸= j si se toman asn = 0 para s ̸= n. Consideremos -como en (8.25)-

śımbolos φp(θp, θp) de la forma
∑p

i,j=0 φ
(p)
i,j θ

i
pθ
j
p con

(8.26) φ
(p)
i,j =


0, si i, j > p

ap−i,p−j

√
[p−i]q(p)![p−j]q(p)!

[p]q(p)!
, si i = 0 o j = 0; i, j ≤ p

ap−i,p−j

√
[p−i]q(p)![p−j]q(p)!

[p]q(p)!
−
∑min(i,j)

u=1

φ
(p)
i−u,j−u

[u]q(p)!
, si i, j ̸= 0 y i, j ≤ p

Comencemos demostrando por inducción sobre i que para j > i y as,n = 0 para s ̸= n, φ
(p)
i,j = 0.

Caso i = 0. Si i = 0 y j > p por el primer caso en (8.26) se tiene que φ
(p)
i,j = 0.

Si i = 0 y 0 < j < p, y como ap,p−j = 0

φ
(p)
0,j = ap,p−j

√
[p]q(p)![p− j]q(p)!

[p]q(p)!
= 0.

Caso i < k + 1 (hipótesis inductiva). Si i < k + 1 fijo no nulo, j > i y as,n = 0 para

s ̸= n, φ
(p)
i,j = 0.

Caso i = k + 1. Si i = k + 1 fijo no nulo, j > i = k + 1 y as,n = 0 para s ̸= n tenemos

que demostrar que φ
(p)
k+1,j = 0.

Si k ≥ p tenemos que φ
(p)
i,j = 0 por (8.26).
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Sea k < p. Como j > k + 1 tenemos que j − 1 = j′ > k, entonces

φ
(p)
k+1−u,j−u = φ

(p)
k−(u−1),j−1−(u−1) = φ

(p)
k−(u−1),j′−(u−1) =: φ

(p)
k−t,j′−t = 0

por hipótesis inductiva para t = 0, .., k. Entonces como ap−(k+1),p−j = 0

φ
(p)
k+1,j = −

k+1∑
v=1

φ
(p)
k+1−v,j−v
[u]q(p)!

= −
k∑
t=0

φ
(p)
k−t,(j−1)−t

[t+ 1]q(p)!

= −
k∑
t=0

φ
(p)
k−t,j′−t

[t+ 1]q(p)!
= 0.

Queda entonces demostrado para i > j que φ
(p)
i,j = 0. El caso j > i se demuestra fácilmente

cambiando i por j en el caso anterior.

Aśı, φ
(p)
i,j = 0 para i ̸= j y φp(θp, θp) =

∑p
i,j=0 φ

(p)
i,i θ

i
pθ
i
p resulta un śımbolo paraGrassmann

radial. �





Caṕıtulo 9

Funciones de varias variables paraGrassmann

En este caṕıtulo retomamos el tratamiento de sistemas q-bosónicos con varios grados de

libertad, presentado en la sección 1 del caṕıtulo 6. Mostraremos que nuestro tratamiento de

estados coherentes, y en particular la prescripción de orden anti-Wick en la forma sesquili-

neal (7.31), permite construir sin dificultades un núcleo reproductivo (o una resolución de la

identidad). Como aplicación, derivamos una fórmula de traza de operadores útil en Mecánica

Estad́ıstica.

1. Estados coherentes para sistemas q-bosónicos con varios grados de libertad

Para un sistema con L grados de libertad q-bosónicos p-nilpontentes independientes ai, a
†
i ,

satisfaciendo las relaciones de conmutación [Shabanov 1993] (6.1, 6,2, 6.9), el espacio de Fock

es simplemente H = ⊗L
i=1Hi, donde cada Hi es una réplica del espacio discutido en los caṕıtulos

anteriores.

Los estados coherentes en este sistema se construyen como producto directo de los estados

coherentes para un modo simple. Formalmente, se introducen L variables paraGrassmann θi

asociadas a cada modo i = 1, · · · , L. Como los operadores para distintos modos conmutan,

proponemos naturalmente que las correspondientes variables paraGrassmann conmutan, es decir

que para i ̸= j

θiθj = θjθi,

θiθ̄j = θ̄jθi.(9.1)

Debemos notar que esta prescripción es distinta a la dada en [ElBaz 2010], y es consistente

con nuestro tratamiento de cada grado de libertad, ec.(6.2).

Luego definimos el álgebra para L modos paraGrassman como el cociente entre el álgebra

libre de polinomios en L indeterminadas complejas y el ideal que expresa la nilpotencia de cada

variable y las distintas relaciones de conmutación,

pG(p+ 1, α)L = C[θ1, θ̄1, · · · , θL, θ̄L]/⟨θp+1
i , θ̄p+1

i , θiθ̄i − α−1θ̄iθi, θiθj − θjθi⟩
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(donde por facilidad de lectura obviamos el recorrido de los ı́ndices i, j). Los elementos de

pG(p + 1, α)L se interpretan como funciones de varias variables paraGrassmann, que tienen

coeficientes únicos cuando se escriben en orden anti-normal

(9.2) f(θ, θ̄) =
∑

{ni}{n′
j}

f{ni}{n′
j}θ

nL
L · · · θn1

1 θ̄
n′
L
L · · · θ̄n

′
1

1 ,

donde anotamos {ni} = {n1, · · · , nL}. Por orden anti-normal entendemos que cada θi debe

estar a la izquierda de cada correspondiente θ̄i; si bien variables con ı́ndices distintos conmutan,

adoptaremos el orden anti-normal completo de variables paraGrassmann, con todas las variables

θi a la izquierda y con ı́ndices decrecientes. La prescripción de orden anti-normal para varias

variables consiste en mover cada factor θi a la derecha θ̄i, hasta lograr el orden anti-normal, sin

usar las relaciones de conmutación . Esta operación será indicada con la misma notación : :

que en los caṕıtulos anteriores.

Los estados coherentes serán elementos del producto directo de módulos KL = K1⊗· · ·⊗KL.

Denotando θ = {θ1, · · · , θL} a la L-upla ordenada de variables paraGrassmann, definimos los

estados coherentes

(9.3) |θ) = |θ1)⊗ · · · ⊗ |θL).

La integración se define iterativamente. Para las funciones dadas en (9.2), las integrales se

escriben∫
dθ f(θ, θ̄) dθ̄ =

∑
{ni}{n′

j}

f{ni}{n′
j}

∫
dθ1 · · · dθLθnL

L · · · θn1
1 θ̄

n′
L
L · · · θ̄n

′
1

1 dθ̄1 · · · dθ̄L

:=
∑

{ni}{n′
j}

f{ni}{n′
j}

∫
dθLθ

nL
L · · ·

∫
dθ1θ

n1
1

∫
θ̄
n′
L
L dθ̄L · · ·

∫
θ̄
n′
1

1 dθ̄1.

Como regla práctica, el resultado es no nulo sólo para los términos con n1 = n′1 = · · · = nL =

n′L = p.

La resolución de identidad en H = H1 ⊗ · · · ⊗ HL se puede escribir como

(9.4)

∫
dθdθ̄ : |θ)µ(θ, θ̄)(θ| : = I : H → H,

tomando como función de peso el producto de los pesos para cada variable,

µ(θ, θ̄) = : eθ1θ̄1q : · · · : eθLθ̄Lq :

= : eθ̄1θ1q · · · eθ̄LθLq :
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A partir de la resolución de la identidad es simple generalizar, para el caso de varias variables,

los resultados sobre núcleo reproductivo dados en [Sontz 2013] para una variable paraGrass-

mann. Usando la función de peso (9.5) y la prescripción de orden normal se define una forma

sesquilineal en pG(p+ 1, α)L mediante

(9.5) (f(θ, θ̄), g(θ, θ̄))pG =

∫
dθ dθ̄ : f(θ, θ̄)∗µ(θ, θ̄)g(θ, θ̄) :

Esta forma sesquilineal define un producto interno en el subespacio de funciones holomorfas

(BL
Hol), en el subespacio de funciones antiholomorfas (BL

AHol), y en su suma.

La función

(9.6) Kθ(ζ̄) := : e
∑L

i=0 θiζ̄i
q :

juega el rol de núcleo reproductivo en el subespacio de funciones antiholomorfas (BL
Hol), verifi-

cando para cualquier función de la forma f(ζ̄) =
∑

{n} f{n}θ̄
nL
L · · · θ̄n1

1 la fórmula reproductiva

(9.7) f(θ̄) = (Kθ(ζ̄), f(ζ̄))pG.

La misma función permite construir una proyección PLAHol : pG(p+ 1, α)L → BL
AHol, mediante

la expresión

(9.8) PLAHol(f)(θ̄) = (Kθ(ζ̄), f(ζ, ζ̄))pG

Cabe señalar que los resultados descriptos son una simple generalización del caso de una

variable porque hemos definido la forma sesquilineal (9.5) con el integrando bajo la prescripción

de orden normal, a diferencia de otros trabajos ya citados. Para mostrar que nuestro enfoque

no es una sobre-simplificación, sino que es capaz de retener las caracteŕısticas esperadas de un

sistema de part́ıculas cuánticas con estad́ıstica de exclusión generalizada, presentamos en la

secciones siguientes la construcción de una fórmula de traza de operadores y su aplicación a la

termodinámica de un sistema de q-bosones nilpotentes.

2. Fórmula de traza

Dado un operador A : H → H, podemos construir su traza como integral sobre variables pa-

raGrassmann utilizando estados coherentes. Esta construcción, estándar en sistemas bosónicos

y fermiónicos, no presenta dificultad en nuestro enfoque.
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En el caso de un único modo, digamos i,

Tr (A) =

p∑
ni=0

⟨ni|A|ni⟩

=

p∑
ni=0

∫
dθi ⟨ni|A|θi)µi(θi, θ̄i, )(θi|ni⟩dθ̄i

=

∫
dθi : µi(θi, θ̄i)

p∑
ni=0

(θi|ni⟩⟨ni|A|θi) : dθ̄i

=

∫
dθi : µi(θi, θ̄i)(θi|A|θi) : dθ̄i,(9.9)

donde se usó la identidad (9.4) y se reordenaron los factores según la prescripción de orden

antinormal.

El caso de múltiples modos, se trata de la misma manera, usando la resolución de la iden-

tidad (9.4) y las relaciones de conmutación (9.1). Comenzamos escribiendo la traza en la base

ortonormal canónica |{ni}⟩ = |n1⟩ ⊗ · · · ⊗ |nL⟩,

Tr (A) =
∑
{ni}

⟨{ni}|A|{ni}⟩

=
∑
{ni}

∫
dθ ⟨{ni}|A|θ)µ(θ, θ̄)(θ|{ni}⟩ dθ̄

=

∫
dθ :

∑
{ni}

(θ|{ni}⟩µ(θ, θ̄)⟨{ni}|A|θ) : dθ̄

=

∫
dθ : µ(θ, θ̄)(θ|A|θ) : dθ̄.(9.10)

Como mencionamos anteriormente no hay complicaciones en el manejo de estados de múltiples

modos en términos de variables paraGrassmann independientes.

3. Termodinámica en ejemplos simples

Como aplicación simple podemos utilizar el cálculo de la traza para obtener resultados sobre

la termodinámica de un sistema de q-bosones nilpotentes con Hamiltoniano H a temperatura

kBT = 1/β (donde kB es la constante de Boltzmant y T es la temperatura). Estamos interesados

en calcular la función de partición termodinámica definida como Z(β) = Tr
(
e−βH

)
.

Entonces, es necesario evaluar los elementos de matriz

(θ|e−βH |θ)

una tarea que proporciona resultados cerrados sólo para algunos Hamiltonianos simples.
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Figura 1. Enerǵıa media. Las curvas más altas corresponden a mayor valor de p.

3.1. Un q-bosón en un baño térmico. Como ejemplo particular consideremos el Ha-

miltoniano de un q-bosón en un baño térmico con Hamiltoniano H1 = ϵN1, donde N1 es el

operador número introducido en las relaciones de conmutación (6.1). Su espectro está dado por

ϵn1 = n1ϵ, n1 = 0, · · · , p. Calcularemos la función de partición canónica para una part́ıcula,

Z1(β) = Tr
(
e−βH1

)
.

Para calcular (θ1|e−βH1 |θ1) es conveniente desarrollar los estados coherentes |θ1) por (6.10).

Aśı,

(9.11) (θ1|e−βH1 |θ1) =
p∑

n1=0

θ1
n1
θn1
1

[n1]!
e−βϵn1

Usando las fórmulas de integración (9.9) , tenemos

Z1(β) =

p∑
ni=0

e−βϵn1 =
1− e−(p+1)βϵ

1− e−βϵ

que coincide con la traza calculada en la base canónica |ni⟩.

La enerǵıa media se calcula

E1(β) = −∂ logZ1(β)

∂β
=

(
1

eβϵ − 1
− (p+ 1)

e(p+1)βϵ − 1

)
ϵ

y el calor espećıfico se obtiene de su derivada como

C(β) = −β2∂E1

∂β
=

1

4
(βϵ)2

(
1

sinh2 (βϵ/2)
− (p+ 1)2

sinh2 ((p+ 1)βϵ/2)

)
.

Estas funciones se muestran en las figuras 1, 2 para valores de p finitos junto con el caso

ĺımite de p → ∞ para hacer expĺıcito que este comportamiento de p + 1-nilpotencia interpola

entre el caso bosónico y el caso fermiónico.
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Figura 2. Calor espećıfico. Las curvas más altas corresponden a mayor valor

de p. Tener en cuenta que, para k finito , C tiene un máximo y decae a cero

cuando se satura la enerǵıa media. Para bosones estándar esto puede no ocurrir

(la no saturación es posible).

Un análisis similar puede hacerse para el oscilador q-bosónico con Hamiltoniano

(9.12) H ′
1 = ϵa†1a1

cuyo espectro está dado por ϵn1 = [n1]qϵ con n1 = 0, .., p. Aśı obtenemos que

(9.13) (θ1|e−βH
′
1 |θ1) =

p∑
n1=0

θ1
n1
θn1
1

[n1]!
e−βϵ[n1]q

dando como función de partición

Z ′
1(β) =

p∑
n1=0

e−ϵβ[n1]q .

3.2. Sistemas de q-bosones. En general, sistemas de bosones o de fermiones de múlti-

ples grados de libertad acoplados mediante Hamiltonianos cuadráticos pueden ser “desacopla-

dos”, es decir se puede diagonalizar la forma cuadrática del Hamiltoniano mediante una trans-

formación lineal conservando el carácter bosónico o fermiónico de los operadores de creación y

destrucción transformados. Las relaciones de conmutación q-bosónicas (6.1) no soportan tales

transformaciones lineales, por lo cual sólo podemos tratar aqúı sistemas desacoplados. Eventual-

mente, este ejemplo podŕıa describir un sistema de bosones o fermiones estándar, acoplados de

alguna manera inusual, que ante una transformación también inusual arrojara un Hamiltoniano

desacoplado en términos de operadores con caracteŕısticas q-bosónicas.



3. TERMODINÁMICA EN EJEMPLOS SIMPLES 123

Consideremos un sistema de L q-bosones aj , a
†
j desacoplados, con Hamiltoniano

H =
L∑
j=1

ϵjNj .

La función de partición gran canónica a temperatura finita kBT = 1/β está dada por

Z(β) = Tr(e−β(H−µN)),

donde N =
∑L

j=1Nj es el operador número. Necesitamos calcular

(θ|e−β(H−µN)|θ) = (θ|
m∏
j=1

e−β(ϵj−µ)Nj |θ)

el cual simplemente se factoriza para dar

L∏
j=1

(θj |e−β(ϵj−µ)Nj |θj) =
∑
[n]

θ
n1

1 θ
n1
1

[n1]!
e−β(ϵ1−µ)n1 ...

θ
nL

1 θnL
1

[nL]!
e−β(ϵ1−µ)nL .

La traza se calcula según (9.10)∫
dθ : µ(θ, θ)

L∏
j=1

(θj |e−β(ϵj−µ)Nj |θj) : dθ =
L∏
j=1

∫
dθj : µj(θj , θj)

∑
nj

θ
nj

j θ
nj

j

[nj ]!
e−β(ϵj−µ)nj : dθ

dando

Z(β) =

L∏
j=1

1− e−(p+1)β(ϵj−µ)

1− e−β(ϵj−µ)

Una cantidad relevante para calcular aqúı es el promedio del número de ocupación de los

niveles ϵj , que da

nj(β, µ) =
1

eβ(ϵj−µ) − 1
− (p+ 1)

e(p+1)β(ϵj−µ) − 1

Para p finito está bien definido aún para ϵj = µ (singularidad evitable), mientras que el

ĺımite p→ ∞ es finito solo para ϵj > µ (el comportamiento correcto para bosones estándar). En

la figura 3, se puede ver que el promedio de ocupación en ϵj = µ es p/2 (idéntico a fermiones,

para p = 1) y diverge para p → ∞ (condensación de Bose-Einstein). Para p = 2 el resultado

para n(.) está muy cerca de la distribución parafermiónica Z3 y para part́ıculas con g = 1/3

con estad́ıstica de exclusión de Haldane ilustrada en [Schoutens 1997].

Notemos nuevamente que el comportamiento p+1-nilpotente interpola entre los resultados

estándar de fermiones y bosones.
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Figura 3. Número de ocupación medio de los distintos niveles de enerǵıa, cal-

culado a temperaturas bajas.
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En la primera parte de este trabajo hemos discutido el dominio de los operadores Toeplitz

con śımbolo radial en el espacio de Segal Bargmann de funciones anti-anaĺıticas de variable

compleja. A través de la definición 2.18 de la clase de śımbolos radiales P, fue posible corregir

enunciados erróneos en la literatura [Grudsky 2002], estableciendo condiciones bajo las cuales

un operador Toeplitz es unitariamente equivalente a un operador diagonal en el espacio l2(C).

Nuestro aporte se puede resumir en el Teorema 2.9.

En la segunda parte, fundamentada por la descripción del álgebra de Grassmann Λ2, el

cálculo en ella, y los estados coherentes asociados, definimos los operadores Toeplitz y anti

Wick sobre funciones de Λ2 estudiando sus caracteŕısticas en consistencia con el cálculo sobre

estas variables. Aśı por ejemplo estableciendo una relación de orden en Λ2 constatamos la

validez de 5.4, propiedad reconocida de los operadores Toeplitz sobre variable compleja. Luego,

analizamos el caso particular de los operadores Toeplitz Grassmann diagonales y caracterizamos

los śımbolos que denominamos radiales por semejanza al caso complejo. Con estos elementos,

homologamos los resultados obtenidos en la primera parte, ahora para el caso de funciones de

variable Grassmann. Concretamente, demostramos el Teorema 5.7, adaptación a BAhol ⊂ Λ2

del antes mencionado Teorema 2.9, para luego ser aplicado al problema de la composición

de operadores Toeplitz diagonales. Cabe destacar, que si bien trabajar en dimensión finita

elimina todo problema de convergencia, es la anticonmutación y la nilpotencia de las variables

Grassmann lo que determina las consideraciones de esta segunda parte.

Los aportes de la tercer y última parte de este trabajo, pueden ser enumerados desde dis-

tintos ángulos. En primer lugar y desde la perspectiva de la mecánica cuántica, vimos que la

construcción de los estados coherentes requiere la introducción de las variables para-Grassmann
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en pGp+1,α. Con esta necesidad, y desde una visión algebraica, resolvimos el problema de la con-

jugación de variables para-Grassmann complejas (Sección 2). Presentamos una construcción, en

ĺınea con recientes propuestas [ElBaz 2010, Sontz 2013], que incorpora por un lado las re-

glas de conmutación de la variables para-Grassmann las cuales son independientes del orden de

nilpotencia y por otro lado una prescripción de orden normal para la integración Berezin ge-

neralizada. Esto permitió, desde el marco del análisis funcional, establecer un cálculo simbólico

para-Grassmann consistente, incluyendo como caso particular el cálculo simbólico Grassmann

presentado en la segunda parte.

Luego, con el cálculo paraGrassmann establecido, definimos los operadores Toeplitz y anti

Wick en BpAHol, demostramos la equivalencia entre los operadores Toeplitz paraGrassmann con

śımbolo radial y un operador multiplicación en el Teorema 8.8 que generaliza al caso paraGrass-

mann el Teorema 5.7.

Como se puede observar hasta aqúı, el tratamiento de las funciones de variables compleja,

aśı como los elementos del álgebra de Grassmann y paraGrassmann, pueden manejarse -salvo

consideraciones- en paralelo. Es por esto, que de forma natural establecemos en la Sección 3,

una relación que vincula el espacio BpAHol y el espacio F 2(C, dµ), presentando una noción de

ĺımite cuando p→ ∞ que permite relacionar funciones de variable paraGrassmann p-nilpotentes

con funciones de variable compleja.

La incorporación de esta definición de ĺımite encuentra su motivación en el hecho que, cuando

p → ∞, las relaciones de conmutación entre operadores de creación y destrucción q-bosónicos

p-nilpotentes (6.1) se reducen a las relaciones de conmutación bosónicas estándar (1.9). En

consecuencia, es posible relacionar los autovectores |θp) del operador de destrucción q-bosónico,

con los autovectores |z⟩ del operador de destrucción bosónico, y de forma natural los autovalores

θp con los autovalores z. Aśı a través de la Definición 8.11 formalizamos estas relaciones en el

marco de funciones antiholomorfas de las correspondientes variables.

Esta noción de ĺımite aplicada a operadores nos permite demostrar el Teorema 8.18 que

enuncia la posibilidad de representar como ĺımite de operadores Toeplitz paraGrassmann cual-

quier operador A : D ⊂ F 2(C, dµ) → F 2(C, dµ) que verifique ϕn(z) = zn√
n!

∈ D. De este Teorema

se deduce el Corolario 8.19, que como aplicación particular nos permite interpretar desde otro

punto de vista el problema de la composición de operadores Toeplitz radiales en F 2(C, dµ).
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Volviendo al terreno de la Mecánica Cuántica, y con el cálculo paraGrassmann como herra-

mienta, definimos los estados coherentes paraGrassmann para múltiples variables. Con cálculo

simbólico aqui establecido, es posible manejar la forma estándar de la resolución de la identi-

dad como una generalización de la integral de Berezin sobre proyectores de estados coherentes.

Esto nos permitió, como aplicación relevante, encontrar fórmulas de traza de operadores, que

se utilizaron para estudiar la termodinámica de Hamiltonianos simples, la distribución de q-

bosones p + 1-nilpotentes en sistemas de múltiples part́ıculas. Esta estad́ıstica de exclusión

podŕıa encontrar aplicación en el estudio de nuevas fases en sistemas de electrones fuerte-

mente correlacionados, donde diferentes tipos de “nuevas” estad́ısticas encuentran realización

[Haldane 1991],[Schoutens 1997, Jaksch, Laughlin 1983].
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