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Introduccién

La nocién de simetria es parte fundamental de la fisica. En la misma nocién de objeto
fisico estd presente la nocion de invariancia por cambio de coordenadas, o en un lenguaje mas
fisico, la “independencia del observador”. Una nocién matematica fundamental asociada es la
nocién de grupo de simetria, por ejemplo, los grupos de rotaciones SO(3), y de traslaciones IR?
en el espacio Euclideano IR? estdn directamente relacionados con las leyes fundamentales de
conservacion del momento angular y el momento lineal. Estas ideas geométricas en mecéanica
han ido evolucionando desde tiempos antiguos ([AMT78], [Arn66], [Ham34|, [Jac66], [Lag88|,
[MWO01], [Poi92], [Poi01], [MR94], [Gol51], [JS98]). Son actualmente un campo en pleno
desarrollo tanto desde el punto de vista puramente matemaético, en relacion por ejemplo con la
teoria de invariantes o las representaciones de grupos lineales o acciones de grupos en variedades,
como por su conexion con la fisica, desde particulas a ciencia de materiales o también con la
ingenieria como en problemas de control geométrico.

El estudio de la simetria de sistemas es importante conceptualmente, permitiendo por ejem-
plo en fisica describir fuerzas de la naturaleza como curvatura de conexiones o también distinguir
“variables no fisicas” como en la teoria de ligaduras de Dirac.

Muchas veces se usa la simetria de un sistema para eliminar grados de libertad (por ejem-
plo variables no fisicas) definiendo un espacio cociente de dimensién menor, lo cual suele
ayudar a la resolucién del sistema. Este tdltimo proceso se llama en general “reduccién por
la simetrfa”, y es un campo muy activo en la actualidad ([MR86], [MR94], [MMO™'07],
[CMRO1], [CHMR98)).

La eliminacién de grados de libertad debidos a la simetria por la acciéon de un grupo mencio-
nada arriba de un modo general puede formalizarse mateméticamente de diversas formas, cada
una de las cuales asume hipoétesis especificas. La reduccién de Marsden-Weinstein se basa en la
nocién fundamental de momento asociado a la acciéon de un grupo G en una variedad simpléctica
M por simplectomorfismos ([AM?78]). El momento no siempre existe aunque esta teorfa con-
templa ejemplos fundamentales en mecénica ([AMT8], [GS77], [SmaT70a], [Sma70b], [GS90],
[GS80], [GS05]). Se puede ver la historia de la teorfa de la reduccién en [MWOL].

En la exposicién de Marsden-Weinstein se asumen hipétesis sobre la accién del grupo en
la variedad y sobre la variedad misma. Esto es necesario porque se requiere que el cociente de
ciertas variedades, como los conjuntos de nivel de la aplicacién momento para un valor regular

de la misma por un subgrupo de isotropia, sean a su vez variedades. Por otra parte se requiere
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que los mencionados conjuntos de nivel sean también variedades. Si esto ultimo no se cumple
se tiene que recurrir a la teoria de singularidades ( [Sma70a], [Sma70b)).

Aun manteniéndose en el contexto finito dimensional no hay una tnica definicién que ge-
neralice la nocién de momento en los casos en los que las hipdtesis de la exposicién usual de
la teoria de Marsden-Weinstein no se cumplen. Cabe senalar que estos casos son importantes,

dado que hay ejemplos de interés que asi lo requieren.

Un avance importante reciente es el trabajo de Ortega y Ratiu, ( [OR02], [OR04]) en el
cudl se senalan precisamente las limitaciones de la teoria tradicional y como se pueden estudiar
sobre la base de generalizar la nocién de momento introduciendo la nocién de momento éptimo.

La nocién de momento 6ptimo de Ortega-Ratiu, asociado a una accién de Poisson de un
grupo sobre una variedad de Poisson dada, no asume ninguna condicién sobre esta accién, es
decir, existe siempre. Desde el punto de vista de la dindmica de un sistema Hamiltoniano tiene
la ventaja de que los conjuntos de nivel del momento éptimo, los cuales son preservados por el
flujo de Hamiltonianos invariantes, son menores (en el sentido de la relacién de inclusién) que
los correspondientes a todas las aplicaciones momento conocidas detalladas en ([OR04]). Esto
justifica el término “6ptimo”.

En la literatura existente sobre momento éptimo la condiciéon de que la accién sea propia
se requiere para la validéz de resultados importantes, en particular relacionados con la teoria
de reduccién éptima. El célculo del momento épimo en el caso de que la accién sea propia y
globalmente hamiltoniana se puede realizar por medio de una formula de gran utilidad practica
(Capitulo 2, Seccién 2.2, féormula 2.11).

Es importante destacar que la validéz de la mencionada formula se puede extender a ciertos
casos donde la accién no es propia. En esta tesis se muestran ejemplos donde esto ocurre.

El problema de dos cuerpos en mecénica celeste con un potencial Newtoniano ha sido resuelto
desde los tiempos de Newton, y ha sido un ejemplo importante de diversos métodos, por ejemplo,
reduccién por la simetria, probando que es un sistema integrable. El caso de un potencial no
necesariamente Newtoniano ha sido también objeto de interés, tanto en el caso de dos cuerpos
como en el caso de n cuerpos. En este iltimo caso los problemas tipicos de dindmica son de
una gran complejidad y dan lugar a importantes trabajos en la actualidad, tanto por motivos
préacticos, por ejemplo disenio de misiones espaciales, como puramente tedricos, como por ejemplo
la existencia de érbitas periddicas.

El momento 6ptimo, da una nueva herramienta para estudiar la dindmica para el problema
de dos cuerpos con Hamiltoniano C'°°, simétrico arbitrario donde el grupo de simetria es el
grupo Euclideano. En esta tesis se hace un estudio detallado de esta cuestiéon. En este caso la
accién es propia y se puede aplicar la formula mencionada. El estudio detallado de este ejemplo

es uno de los resultados de esta tesis.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se describen conceptos basicos sobre diversos temas necesarios para los
capitulos que siguen, como nociones de geometria diferencial, simpléctica y de Poisson, teorema
de Stefan-Sussmann, acciones de grupos en variedades, aplicacién momento, teoria de reduc-
cion de Marsden-Weinstein, acciones propias y entornos tubulares. Como referencia basica, este
material se halla expuesto en [MR94], [AM78], [OR04] y [OR02].

1.1. Notacion

1.1.1. Geometria Diferencial.

Sean N y M variedades diferenciables.
La derivada de una aplicacion diferenciable f : M — N en un punto m € M se
define como la aplicacién lineal Ty, f : 15 M — Ty(,)N construida de la siguiente manera:

para v € T,,M, se elige una curva c : (—e,e) — M con ¢(0) = m y vector velocidad asociado
dc

dt

li=0 = v; entonces

d
Tonf v = 2 (0o
Sif:M — Nyg:N — P son aplicaciones de clase C*, entonces Tf : TM — TN,
Tg:TN — TPy gof:M— P son aplicaciones de clase C* y se verifica la regla de la cadena

T(gof)=TgoTf.

Un campo vectorial X sobre M es una aplicacién X : TM — TM que asigna un vector
X (m) al punto m € M. El espacio vectorial real de campos vectoriales se denota X (M).

Una curva integral de X con condicién inicial mg en t = 0 es una aplicacion ¢ : (a,b) — M
tal que (a,b) es un intervalo abierto que contiene a 0, ¢(0) = m y ¢/(0) = X(c(t)), para todo
t € (a,b).

El flujo de X es la coleccién de aplicaciones ¢; : M — M tal que t — ¢, es la curva integral
de X con condicién inicial m. Los teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales
ordinarias garantizan que ¢ es suave en m y t (donde esté definido) si X lo es. Los flujos tienen
la siguiente propiedad: @iys = @t 0 ©s.

Si f: M — IR es una funcién suave, podemos definir en cada punto Ty, f : T5n M — Ty R.
Identificando a T'y(;,)IR con IR se tiene una aplicacién lineal df (m) : T,, M — IR. Se define df
como el diferencial de [y para v € T,,M, df(m).v es la derivada direccional de f en la

direccion de v.
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En coordenadas, se tiene que

n

o -1 .
df (m).v = Z a(faxf)vz,
i=1

donde ¢ es una carta en m.

Una k-forma « sobre en una variedad M es una funcién a(M) : Tas X ... X T, M (k—veces) —
IR que asigna a cada punto m € M una aplicacién k-multilineal antisimétrica sobre el espacio
tangente T;,,M de M en m. Denotamos QF(M) el espacio de las k-formas sobre M.

Si z!,...,2" denotan coordenadas en M, entonces {9/0z',...,0/0z"} y {dz!,...,dz"} de-
notan las bases correspondientes a T,, M y la base dual de T, M respectivamente. Para cada
m € M, una k-forma puede escribirse
i1

am(v1, .., V%) = oy i, (M) ...vik,

donde 5 5
iy (M) = iy, ((‘)x“’ s m) y wvi=vl02.

Las formas sobre una variedad conforman un algebra real asociativa con A como multipli-
cacién. Mas atin, a A B = (—=1)*8 A a para a y 8 k y I-forma respectivamente.
Sea ¢ : M — N una aplicacién C* y « una k-forma sobre N. Se define el pull-back p*«

de a por ¢ como la k-forma sobre M dada por

O (V15 V%) = Q) (Tinp-v1, o, T ).

Si ¢ es un difeomorfismo, se define el push-forward ¢, como ¢, = (p~1)*.

Para aplicaciones ¢ y 9 se tiene que
planf) =g ahexf y (potp)'a=19"pa.
Sea « una k-forma sobre una variedad M y sea X un campo vectorial. El producto interior
ix o se define como
(ixQ)m (v, ...y Vi) = (X (M), va, ..., V).

Para a una k-forma y 8 una 1-forma sobre M se tiene que
ix(a VAN ﬂ) =ixaAp+ (—1)k04 Nixp.

Existe una unica aplicacién d de las k-formas sobre M en las (k + 1)-formas sobre M que

verifica:

1. Si « es una 0-forma, esto es a« = f € F(M), entonces df es el diferencial usual de f.
2. da es lineal en a.

3. da satisface la regla del producto
dlaAB)=dan B+ (=1)Fandp,

donde « es una k-forma y 3 es una [-forma.
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4. d? =0, esto es, d(da) = 0 para toda k-forma a.
5. d es un operador local, esto es, da(m) depende solamente de « restrigida a cualquier

entorno abierto de m. En efecto, si U es abierto en M, entonces
d(a|U) = (da)|U.

Dado « una k-forma, se denomina derivada exterior de « a la (k + 1)-forma da.
Si a es una k-forma dada en coordenadas por a = aj, . 4, dz™ ... dxt* (sumado sobre i} < ... <
i), entonces la expresién en coordenadas para la derivada exterior es
do = Mdazj Adztt. A dztt,
oxJ
sumado sobre todos los j y los 47 < ... < ig.

La derivada exterior conmuta con el pull-back, esto es

Y da = dyp*a.

Lema de Poincaré: Toda forma cerrada es localmente exacta, esto es, si da = 0, existe un
entorno alrededor de cada punto sobre el cual o = dg.
Sea a una k-forma y X un campo vectorial con flujo ¢;. La derivada de Lie de o a lo

largo de X esta dada por

z ]' * *
Lxa= }g]% ;[(‘Pt @) — aj ©; ali=0-

T dt

Se verifica la siguiente propiedad

dt

Si f es una funcion sobre M a valores reales y X es un campo vectorial sobre M, la derivada

(1.1) p;a = i Lxa.

de Lie de f a lo largo de X es la derivada direccional

(1.2) Lxf=X(f):=df - X.

Si Y es un campo vectorial sobre N y ¢ : M — N es un difeomorfismo, el pull-back ©*Y

es un campo vectorial sobre M definido por

(1.3) (¢*Y)(m) = (Tnp ™" oY 0 o) (m).

El push-forward se define, como para formas, por o, = (¢*)71.

Si M es una variedad finito dimensional y C°°, se tiene que el conjunto de campos vectoriales
sobre M coincide con el conjunto de derivaciones de F(M). La derivaciéon f — X[Y[f]] —
Y[X|[f]] determina un dnico campo vectorial denotado por [X,Y] y llamado el corchete de
Jacobi-Lie de X e Y. Definiendo LxY = [X, Y] se tiene la derivada de Lie de Y a lo largo
de X.
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Para X un campo vectorial y a una k-forma sobre M se tiene la Formula mdgica de

Cartan dada por
Lxa=dixa+ixda.

Otra propiedad de la derivada de Lie es la siguiente. Sea ¢ : M — N un difeomorfismo,

entonces se tiene que
@' Lxa = Lyx¢*a,

para X € X(N) y a € QF(M).

Existen diversas identidades que relacionan la derivada de Lie, la derivada exterior y el
producto interior. Recordaremos algunas de ellas.
LfXa = fLxa+df Nixa;
L[va]oz =LxLya— LyLxa;
z'[Xy}a = Lxiya —iyLxa;
Ldeé = dLXa;
LXiXa = iXLXa;
LX(a/\B) =LxaNB+aNLxp.

A

Dadas variedades de Poisson (C*°(M),{-,-}1) vy (C*(M2),{-, -}2) un mapa de Poisson

es una aplicacién ¢ : Mj — My que verifica

{e* f,e%gh = 0™ {f, g}2,

para f,g € C%(My).

Sea ¢ : M — N un mapa de Poisson C* con M y N variedades. Los campos X € X(M),Y €
X (N) se dicen p-relacionados si se cumple

Trp(X(2)) = Y(p(x)), Vo € M.

En este caso notaremos X ~~% Y.

Sean X € X(M),Y € X(N) p-relacionados. Vale que los flujos F/¥, F}¥ de X e Y respecti-

vamente estan p-relacionados en el siguiente sentido
(1.4) p(F* (x)) = F) (p()), Yo € M, ¥t.

Reciprocamente si (1.4) vale entonces X ~»%¢ Y.

Dados los campos X1, Xo € X(M),Y1,Ys € X(N) tales que X1 ~? Y] y Xy ~¥ Y, vale

[X1, Xo] ~% [Y1, Ya].
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1.2. Variedades simplécticas

La nocién de variedad simpléctica es fundamental en mecénica. Algunas referencias funda-
mentales son [AMT78],[LM87] y [MR94]. Una variedad simpléctica es un par (M,w) donde
M es una variedad y w es una 2-forma cerrada y no degenerada. Se deduce de inmediato que ca-
da variedad simpléctica es de dimension par. También se deduce que cada variedad simpléctica
(M,w) es orientable y w™ = w A ... Aw n veces, donde n = (dimM)/2, es un volimen.

Un mapa entre dos variedades simplécticas es llamado simplectomorfismo.

Un ejemplo importante a considerar es el fibrado cotangente. Consideremos la variedad T*Q
y 0 la 1-forma candnica en T*@Q. Entonces (T*Q,w) con w = —df es una variedad simpléctica,
w es la 2-forma simpléctica candnica de T*(Q).

Dado a4 € T7Q, Va, € To, (T;Q), se tiene que

Q(Vaq) = aq(Tﬂ-Q(Vaq))7
donde T'mg es el tangente a la proyeccién candénica

mQ:T"Q — @
ag — q.

En coordenada naturales (¢%,p’) de T*Q se tiene

(1.5) 0 = pidq’
v luego
(1.6) w = —db = dq" A dp;.

Puede verse directamente de esta expresion en coordenadas que w es cerrada (exacta) y no
degenerada. Se observa ademés que en estas coordenadas naturales los coeficientes de w son

constantes.
Estructura local de una variedad simpléctica.

La estructura local de una variedad simpléctica es simple. Todas las variedades simplécticas
(M, w) son localmente equivalentes a 7@, es decir existen cartas en torno a un punto dado de M
en las cuales w tiene la expresién (1.6). Esto constituye el teorema de Darboux cuya demostracién
puede hacerse de varias maneras. En particular una demostracién valida en dimensién infinita

usando argumentos de deformacién puede verse en [AMTS8].

TEOREMA 1.1. (Darbouz)
Sea (M,w) una variedad simpléctica de dimension 2n. Dado un punto m € M, existe una
carta (p,U) conm € U y p(U) C R* tal que

ox(w ) = dq' A dp;.
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En coordenadas de Darboux la matriz de una forma simpléctica w estd dada por
0 I
Wi —
N 1 0

La ecuacién fundamental de un sistema mecénico en términos de posiciéon y momento es la

Ecuacién de Hamilton.

ecuacién de Hamilton ([Ham34]).

Esta ecuacién fue hallada por Hamilton quien de este modo unificé el estudio de la mecanica
y la éptica geométrica . La nocién misma de variedad simpléctica se ha desarrollado como
contexto geométrico de la mecénica y la 6ptica Hamiltonianas.

La versién moderna de la ecuacion de Hamilton es la siguiente. Sea (M,w) una variedad
simpléctica y h € C°°(M) llamado el Hamiltoniano del sistema. Entonces, la ecuacion de

Hamilton (o el campo Hamiltoniano X}, asociado a h) es
ix,w = dh.

Por ejemplo, la ecuaciéon del movimiento de muchos sistemas mecanicos puede escribirse
geométricamente en la variedad (T*Q,w) descripta anteriormente. En este caso g € ) representa
la posicion y p € T*Q representa el momento del sistema.

El Hamiltoniano A : T*@Q — IR con frecuencia es la energia del sistema. En coordenadas

naturales (¢*, p;),

1 ..
h@m=§ﬂmmm+V@,

donde el primer termino es la energia cinética y el segundo la energia potencial ([AM78],[LM87],
[MR94] y [Arn78)]).
Entonces X}, estd dado por Xy (q,p) = (¢,p) donde

. on
i = 6@@@
. oh
m———%MW%
es decir
g7 (q)p;

Campos localmente Hamiltonianos.

Usaremos luego una nocién mas general que la de campo Hamiltoniano.

Sea « una 1-forma, se tiene una ecuacién similar

(1.7) ix,w = o.
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Si da = 0, por el lema de Poincaré se sabe que existe localmente una funciéon h tal que
a = dh lo que justifica el nombre de campos localmente Hamiltonianos para los campos
definidos por la ecuacion (1.7).

Los campos localmente Hamiltonianos estan caracterizados de la siguiente manera. El campo

X es localmente Hamiltoniano si y solo si
(1.8) Lxw=0

Para probarlo vamos a usar la formula magica de Cartdn Lxw = ixdw + dixw valida para
cualquier k-forma w y cualquier campo X.

En nuestro caso w es simpléctica luego dw = 0 y la férmula anterior se reduce a Lxw = dixw.
Si X = X}, entonces Lxw = ddh = 0. Reciprocamente si Lxw = 0 entonces dixw = 0. Luego

«a = ixw es cerrada.

De lo anterior y de la féormula Lxy] = LxLy — Ly Lx resulta facilmente que si X,Y son
campos localmente Hamiltonianos, entonces [X, Y] es localmente Hamiltoniano.
1.3. Variedades de Poisson

Corchete de Poisson asociado a una forma simpléctica.

La versién moderna de los corchetes candnicos de Poisson estudiados posteriormente por
Lie, en el contexto de la geometria simpléctica es la siguiente.

Sea (M,w) una variedad simpléctica y sean f,g € C*>(M). El corchete de Poisson
{f,g} € C>°(M) estd dado por

(1.9) {f,9} = w(Xy, Xy).
Expresiones equivalentes al corchete son

(1.10) {f,9} = —Lx,9=Lx,f.
En efecto Lx,g = ix,dg = ix,ix,w = —ix,ix,w = —w(Xy, Xg).

Para obtener la expresion del corchete hallada por Poisson consideremos coordenadas locales

de Darboux, luego
w = dq’ A dp;.

Puede verse que

of 0g 0g Of
{19y =2 505, 50ia )
— \9q' Opi  9q" Op;
En general, en coordenadas arbitrarias (no necesariamente Darboux) la expresién de w es

w= wijdxi A da?.
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Entonces la expresion del corchete es

_ _ i Of Og
{fag}_w<Xf7Xg) _H]axiﬁv

donde II* es la matriz inversa de w;;.

L a?) = (¢, ..., q", p1, ..., pn) son Darboux, entonces la
i — 0 -1
I 0

El corchete {-,-} asociado a una forma w es una operacién en C*°(M) que satisface las

Si las coordenadas (2!, ..., 2™,

matriz de II¥ estd dada por

siguientes propiedades:
1. {-,-} es bilineal y antisimétrico.
2. Satisface la identidad de Jacobi,

{f {9, hiy +H{g,{n f}} +{h.{f,9}} = 0.

Equivalentemente

{h,Af 93} = {{h [} g} +{f, {h. g}}.

3. Es una derivacién en cada factor,

{fg,h} ={f,h}g+ f{g,h}, (Regla de Leibnitz).

Equivalentemente usando (1.10) y (1.2)
Xn(fg9) = (Xu(f))g + f(Xn(9)).

En coordenadas locales de Darboux las propiedades 1. y 2. se escriben reciprocamente
(1.11) Y + 117" = 0.

y

OTI7F OITF oI

! ! Ik _
Z Ox! + 117 Ox! +1I oxl

Puede verse que la derivacién {-,h} coincide con Xj. Es decir las ecuaciones de Hamilton

(1.12) IT 0.

X}, se escriben en términos del corchete de Poisson en lugar de la forma simpléctica.
Sea h € C*°(M) un Hamiltoniano dado y sea FtXh el flujo de X},. Dada una funcién f €
C*°(M) se tiene
d
e F)(@) = (Xa(H)(F " (2)))
= {/ W (F" (@)

En forma abreviada se escribe

(1.13) f=A{fn},

que equivale a la ecuaciéon de Hamilton.
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En coordenadas locales de Darboux se tienen las funciones coordenadas ¢*, p;. Luego

G oh
i = {¢.h}= o,
. . o oh
pi = {pza h} = aqi

La validéz de la identidad de Jacobi esta directamente relacionada con el hecho de que w

sea cerrada. En efecto,
dw(Xp, Xg Xn) = Xjw(Xy, Xn) + Xy w(Xn, X7) 4+ Xp w(Xy, X,)
—w([Xy, Xg], Xn) — w([Xg, Xn), Xy) — w([Xn, X7], Xg)
= Xr({g,h}) + Xg({h, f}) + Xu({. 9}) + dh[X}y, Xg] + df [Xg, Xp] + dg[Xn, X]
= 2({f. {9, n}} + {9, {. f}} + {{f, 9}, h}).

La siguiente propiedad es importante y veremos en el proximo parrafo que se generaliza para

variedades de Poisson.

LEMA 1.2. Sea [-,-] el corchete de Lie de campos vectoriales y sean f,g € C°°(M). Entonces
vale [MIR94]
Xirgy = —1Xp: Xg]-

DEMOSTRACION.
w(X(rgy(m),u) = d{f,g}(m).u
= d(w(Xy(m), Xy(m))).u
DX y(m).u, Xg(m)) +w(Xy(m), DXy(m).u)
)-

I
S

DX ¢(m).Xg(m) — DX4(m).X¢(m),u)

= W

7
(DXy(
= w(DXj(m).Xg(m),u) —w(DXg(m).Xs(m), u)
(DX
(=

[Xf’ XG]a u)

= W

Del hecho que w es no degenerada se desprende el resultado.

Variedades de Poisson.

Una variedad de Poisson (M,{-,-}) es una variedad M con una operacién
{}:C®(M) x C*(M) — C*(M)
(f.9) — {f.g}
que satisface las propiedades 1., 2. y 3. enunciadas con detalle anteriormente, o sea

1. {,-} es bilineal antisimétrica,
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2. {-,-} satisface la identidad de Jacobi,

3. {-,-} es una derivacién en cada factor.

Dado un corchete de Poisson {-,-} en M se define un bivector antisimétrico covariante
BeZ3M),B:T*M xT*M — . Si a, 8 € Ty M, sean f,g € C®(M) tales que a(z) = df ()
y B(x) = dg(x). Tales funciones siempre existen. Se define

B(z)(e(z), B(x)) = {f, g} ().

Se prueba sin dificultad de B esta bien definido.
Sea B un bivector de Poisson en M. Recordemos que se define Bf : T¥M — T, M como

B¥(a(x)) = B(, a(x)),

usando la identificacién natural entre (T M)* y T, M.
Para z € M, el rango de B es la dimensién de la imagen de Bf(x). Se prueba sin dificultad

que dim BY(z) es par .

Sea (M, {-,-}) una variedad de Poisson y sea f € C°°(M). Puede verse que la aplicacién

g—1{g,f}

es una derivacién. El campo asociado se denota por Xy y es llamado campo Hamiltoniano

de f. Se verifica por definiciéon

(1.14) Xys(9) =19, f}, Vg € C=(M).

Puede verse que, como en el caso en que {-,-} es el corchete canénico de una variedad

simpléctica, vale
(1.15) (X, Xyl = = X{5,0}-
En efecto, sea h € C*(M),
(X¢, Xglh = X Xgh—XgXth
= Xp{h,g} = Xo{h, f}
{{h. g}, 1} = {{h. 1}, 9}

Por otro lado

—Xirgyh = —{h:{f,9}},
y por Jacobi se verifica (1.15).

Para h € C*°(M) se tiene que

Ly, B=0,

h
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o equivalentemente en su versién infinitesimal

(F*")*B = B.
En efecto,
{{f.g},h} = Lx,(B(df, dg))

(df,dg) + B(Lx, df,dg) + B(df, Lx, dg)

(df,dg) + B(d(Lx, [),dg) + B(df,d(Lx,9))

(df,dg) + B(d{f,h},dg) + B(df,d{g, h})

B)(df,dg) + {{f,h}, g} + {f. {g,h}}.

Por Jacobi se tiene que (Lx, B)(df,dg) = 0 para todas f y g y por lo tanto Lx, B = 0.

\—/\—/\—/\—//\

Por otro lado se tiene el siguiente resultado
(1.16) (F )£, 9} = ()" f.(F) g},
es decir FtXh es un mapa de Poisson (local). En efecto,
(FS){f.0y = (F)"(BUdf,dg))
((F{)* B)(F")*df, F¥)* dg)

= B(dF/")*f,dF;")*g)
= {FtXh)*fa FtXh)*g}-

Una funcién f € C°°(M) que conmuta con todos los elementos g € C*°(M), es decir por
definicién {f, g} = 0, se denomina Casimir. Toda Casimir en una variedad simpléctica conexa

es constante.

Un ejemplo de gran importancia de variedades de Poisson es el siguiente, descubierto esen-

cialmente por Lie y estudiado en profundidad por Kirilov, Kostant y Souriau.

EJEMPLO 1.3. Sea (g, [-,]) el dlgebra de Lie de un grupo de Lie G. El dual g* de g tiene
una estructura de Poisson natural.

Sif,g:g* — IR, se define

(.00 = (1 G0 50| )

donde —= € g™ se identifican con elementos de g.

o¢’ 35

En coordenadas, sea €;, con ¢ = 1,...,n una base de g y €' su base dual. Sean cf“j las

constantes de estructura de (g, [-,-]) v sea u = ure®. Entonces

(.9} = el 520
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Resulta que las constantes de estructura de {-,-} en la variedad g* son
k
Hij(ﬂ) = Cijlks

en particular dependen linealmente de . O

El siguiente teorema fundamental de estructura local de una variedad de Poisson se debe a

A. Weinstein .

TEOREMA 1.4. (Weinstein)
Sea (M,{-,-}) una variedad de Poisson de dimension m y sea 2n el rango en el punto xg.

Entonces, existen coordenadas locales ¢, ..., q™, 1, ..., Pns 21, --Zm—o2n tales que

{d",a’ M) = {pi.p;}(2) = {d", 2} (2) = {p", 21} (@) = {pi, ¢’} (x) = 0, i #
{d',pi}(z) =1,
para x en un entorno de xgq.
Ademds, {z,z} sélo depende de las coordenadas zi, ..., zZm—2n y vale 0 en z = 0. Por lo
tanto define una estructura de Poisson en esas coordenadas, llamada estructura de Poisson
transversal, que es invariante por cambios de coordenadas.

Si el rango de B es constante en un entorno de x, entonces {zx, z;} = 0.

LEMA 1.5. Sean (My,{-,-}1) y (M2, {-, }2) variedades de Poisson y sea ¢ : M1 — Ma un
mapa de Poisson.
Sea f € C>*(Ma), entonces
X p % X

Reciprocamente, si Xy ~% Xy para toda f € C*°(My), entonces ¢ es un mapa de Poisson.

DEMOSTRACION. Supongamos que ¢ es un mapa de Poisson. Queremos ver que para todo
T e M

Top. Xy f(x)) = Xp(p()).
(Top-Xprf(2))(9) = Xpep(z)(@"g(2))
= Xy p(z)(¢*g)(x)

= {¢"g,¢"fH2)
= ¢*{f,9}()
= {f.9}(p(2))
= Xy(p(x))g.

La reciproca se prueba revirtiendo el argumento.
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1.4. Distribuciones

Para una variedad M, un subfibrado vectorial suave £ C T M es también llamado una
distribucion sobre M.

La distribucién F es inwvolutiva si para cualquiera dos campos X, Y definidos sobre algin
conjunto abierto de M y que tomen valores en F, su corchete de Lie [ X, Y] también toma valores
en F.

La distribucion FE es llamada integrable si para todo x € M existe una subvariedad N que
contiene a x cuyo fibrado tangente TN coincide con la restriccién E|y de E a N.

El teorema de Frobenius local dice que, para una distribucién E sobre M, involutividad e
integrabilidad son equivalentes. En caso que se verifique alguna de las dos propiedades se deduce
que por todo punto z € M pasa una subvariedad sumergida maximal que contiene a .

En la presente tesis es fundamental trabajar con una nocién mas general de distribucién,

involutividad e integrabilidad que se expresa en lo que sigue.

1.4.1. Distribuciones generalizadas y Teorema de Frobenius generalizado.

En esta seccion recordaremos algunas definiciones y resultados que hoy pertenecen al fol-

klore. Para esto seguimos el trabajo de Ortega y Ratiu [ORO02].

La nocién de distribucién puede generalizarse de la siguiente manera. Una distribucion
generalizada D sobre M es un subconjunto del espacio tangente T'M tal que para todo z € M,
la fibra D(z) := DNT,M es un subespacio vectorial de T, M. La dimensién de D(z) es llamada
rango o dimension de la distribucion D en el punto x.

Una seccion diferenciable local de D es un campo vectorial diferenciable X definido en
un subconjunto abierto U de M, tal que para todo punto z € U, X (x) € D(z).

Una subvariedad sumergida conexa N de M se dice variedad integral de la distribucion
D si, para cada x € N, T,i(T,N) C D(z), donde i : N — M es la inyeccién candnica. La

subvariedad integral N se dice de dimension mdxima en el punto z € N si T,i(T,N) = D(x).

Una distribucién generalizada D es diferenciable si, para todo punto x € M y para todo
vector v € D(x), existe una seccién diferenciable X de D, definida en un entorno abierto U de
x, tal que X (x) = v.

La distribucién generalizada D es completamente integrable si, para todo punto x € M,
existe una variedad integral de D de dimension maxima en todos los puntos tal que contiene a
T.

Una distribucién D C T'M se dice candnica o Poisson si vale que para todas dos funciones
fyge C®(M) tales que df|p = dg|p = 0, entonces d{ f,g}|p = 0.
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DEFINICION 1.6. Distribuciones suaves

Sea F una familia de campos locales en M, esto es, si X € F entonces X € X*°(U) con
U C M abierto).

Se supone que F esta definida en todas partes, o sea, para cada x € M, existe X € F tal
que z € Dom(X).

Se define la distribucién suave asociada a F mediante
Dr(x) =span{X(z): X € F, z € Dom(X)}.
O

La distribucién generalizada D es inwvolutiva en el sentido de Stefan Sussmann si es in-
variante bajo los flujos (locales) asociados a secciones diferenciables de D. Esta definicién de
involutividad es mas general que la introducida anteriormente y solamente coinciden cuando
la dimensién de D(z) es la misma para todo z € M. Sussmann probd en 1973 [Sus73] que D
involutiva no implica que D sea involutiva en el sentido de Stefan-Sussmann.

Existen varias caracterizaciones del hecho de que una distribucién sea completamente inte-

grable, una de ellas es la siguiente.

TEOREMA 1.7. (Frobenius generalizado)(Stefan(1974)-Sussmann(1973))

Sea D C T'M una distribucion generalizada diferenciable generada por la familia de campos
{Xi}ier donde X; € X*°(U;) con U; abierto de M, para todo i € 1.

Entonces D es completamente integrable si y solo si D es involutiva en el sentido de Stefan

Sussmann.

DEMOSTRACION. Ver Stefan [Ste74], Sussmann [Sus73]. O

En esta tesis trataremos tinicamente con distribuciones suaves.

Para distribuciones suaves completamente integrables se tiene una caracterizacion de sus
hojas integrales. Para describir esta caracterizacién introducimos alguna notacién ([OR02],
[LM8T]).

Sea X un campo vectorial definido en un entorno abierto Dom(X) de M y F; su flujo. Para
cualquier ¢ € IR fijo, el dominio Dom/(F;) de F} es un subconjunto abierto de Dom(X) tal que
F; : Dom(F;) — Dom(F_;) es un difeomorfismo.

SiY es un segundo campo vectorial definido en Dom(Y") con flujo Gy, podemos considerar
para valores fijos t1,t2 € IR la composicién de los dos difeomorfismos F3i, o Gy, como definido en
el conjunto abierto Dom(Gy,) N (Gy,) ™ (Dom(Fy,)) (que podria ser vacio).

La descripcién anterior sirve para definir inductivamente la composiciéon de una cantidad
arbitraria de flujos definidos localmente. Nosotros estamos interesados en los flujos asociados a
campos vectoriales de F que definen la distribucién D. Sea k un nimero natural positivo, X =
(X1,..., X;) una familia ordenada de k elementos de F, y T una k-tupla T' = (1, ..., 1) € IR
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tal que F} denota el flujo localmente definido de X;, con i € {1,...,k}, t;. Denotamos Fr al
difeomorfismo definido localmente Fr = Ftl1 o th2 o Fti construido usando la descripcién dada
antes. Todo difeomorfismo de un subconjunto abierto de M en otro subconjunto abierto de M
construido de la misma forma que Fr lo llamaremos generado por la familia F.

Puede probarse que tanto la composicién de difeomorfismos generados por F como el inverso
de un difeomorfismo generado por F son difeomorfismos generados por F ([LM8T7]). En otras
palabras, la familia de difeomorfismos generados por F forma un pseudogrupo de transfor-
maciones que denotaremos Gp. Diremos que dos puntos z e y en M son G p-equivalentes
si existe un difeomorfismo Fr € Gp tal que Fr(x) = y. Esto define una relacién de equivalencia
cuyas clases de equivalencia seran llamadas G'p-orbitas.

Se tiene el siguiente teorema.

TEOREMA 1.8. Sea D una distribucion generalizada diferenciable sobre la variedad diferen-
ciable M, generada por una familia de campos vectoriales locales F C X(M). Las siguientes
propiedades son equivalentes:

1. La distribucion D es invariante bajo el pseudogrupo de transformaciones generado por
F, esto es, para cada Fr € Gp generado por F y para cada x € M en el dominio de
Fr vale que

T, Fr(D(@)) = D(Fr(x)).
2. La distribucion D es completamente integrable.

Si 1. 0 2. se satisfacen, las hojas integrales son las G p-orbitas.

DEMOSTRACION. Ver Stefan [Ste74], Sussmann [Sus73]. O

Teorema de estratificacion simpléctica.

Sea (M, {-,-}) una variedad de Poisson. Consideremos la distribucién A € TM dada por
A(z) ={X¢(z): f e C®(M)}, para x € M.

Esta distribucién resulta C'° por definicién y puede verse que A es involutiva en el sentido
de S-S, es decir que (E*")*(A) C A para todo h € C°°(M). Para verlo, basta probar que
(FtX’L)*Xf es un campo Hamiltoniano para todo f € C*°(M), en efecto, como FtX’L es un mapa
de Poisson (ver (1.16)) se puede deducir facilmente usando (1.14) que

(B X1(9) = X . (B 1) (9)), ¥ g € C(M).

TEOREMA 1.9. Sea M,{-,-}) una variedad de Poisson. Sea A la distribucion asociada a
{,-}. Entonces A es integrable. Ademds cada hoja integral S es una variedad simpléctica donde

ws, la forma simpléctica en S se define mediante

ws(2)(Xf, Xg) = {f, g}(2).
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DEMOSTRACION. Ya vimos que A es involutiva en el sentido de S-S. Por el teorema (1.7)
resulta integrable. Se define w; € Q?(9)

ws(2)(Xy(2), Xy(2)) = {f, g} ().
Se verifica que ws es C* y antisimétrica (pues {-,-} lo es).
Veamos que w; es cerrada, es decir dws = 0. Para cualquier f € C°°(M) vale, por la férmula
magica de Cartan, que
z'deon = LXwa —d inws.
Para ver que dix,ws = 0, sea g € C*°(M), vale que

(inWS)(Xg) = ws(Xy, Xy) = df (Xy),

por lo tanto ix,ws = d(f|s). Luego d ix,ws = d(df|s) = 0.
Veamos ahora que Lx,ws = 0. Sean h,g € C*°(M), se tiene que

(LXfws)<ngXh) = LXf(w,S'(ngXh)) - wS(LXfXg;Xh) - wS(Xg,LXth)
= LXf(WS(Xth)) - WS([va Xg]th) - WS(XQ’ [Xf7XhD
= LXf{gah}+{{fag}ah}+{gv{fah}}

Ha, h}, 3 +{{f 9% by + {9, {f, h}}
= 0,

por la identidad de Jacobi.
Por 1ltimo veamos que wg es no degenerada. Sea f € C°°(M) tal que wg(Xf, Xy) = 0 para
toda g € C°°(M). Entonces

0 = WS(Xf,Xg)

{f. g}
= —dg(Xy), Vge C>®(M).

Por lo tanto Xy = 0.

1.5. Aplicacién momento

Consideremos G un grupo de Lie y M una variedad. Una acciéon a izquierda de G en M

es un mapa C* ¢ : G x M — M que verifica

?(g1, (g2, m)) = P(g192, M)

o(e,m) =m.

Notaremos ¢(g, m) = gm.
Equivalentemente se define una accion a derecha.

Sea ¢ una accion de G en M. Para x € M la drbita de x esta dada por

G.ox={¢4(x): g€ G}.
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El subgrupo de isotropia de la acciéon ¢ en el punto z estd dado por

Gz ={9€G: ¢4(z) =z}

Puede verse facilmente que G, es un subgrupo cerrado de G.
Una accién es libre si, para cada € M, la aplicacion g — ¢4(x) es biyectiva.
Sean ¢ :GX M — My p:Gx N — N acciones del grupo G sobre las variedades M y

N respectivamente. Una funcién f : M — N se dice equivariante si se verifica que

(1.17) fopyg=pgof Vgei.

Sea (M, w) una variedad simpléctica y sea p : G x M — M una accién por simplectomorfis-
mos.
Para cada £ € g, sea X¢ el generador infinitesimal. Vale que X¢ es localmente Hamiltoniano.

Para probarlo basta ver que ix,w es cerrada, en efecto

diXEW = Lxgw—ixgdw
d X
T o lt=0 (F} )'w
= ()7

X
ya que (F} *)*w = Peap(ie)” = @-
Entonces, por el lema de Poincare se tiene que existe h € C°°(M) tal que i x.w = dh local-

mente.

Supongamos que la accién p es globalmente Hamiltoniana es decir, X¢ es globalmente Ha-

miltoniano para todo £ € g. Entonces existe un Hamiltoniano global

J(€): M > TR.

Si ademés se puede elegir para cada z € M que J(&) dependa linealmente de ¢ entonces
se define J : M — g* dado por J(¢)(z) = J(x)(€&). La plicacién J : M — g* se la denomina
aplicacion momento para la accion p.

De acuerdo con la definicién dada en (1.17), una aplicacién momento se dice Ad*-equivariante
si se satisface

T(py(@) = Ad 1 ()

Puede verse que, en el caso en que exista, J : M — g* es una mapa de Poisson [MR94].

TEOREMA 1.10. Sea H € C®(M) yp : G x M — M wuna accion. Sea J : M — g* el
momento de la accion p. Entonces J es una cantidad conservada para Xy es decir, si a(t) es
solucion de Xy, entonces

J(a(t)) = cte.
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Equivalentemente, dado & € g, J(§)(a(t)) = cte.

DEMOSTRACION. Hay que probar que

Lx, J(&) =0.
Lxy J(&) = ixudJ(€)+dix,J(€)
= ixyixw
= w(Xe, Xn)
= —w(Xy,Xe)
= —dH(X)
= 0.

La ultima igualdad resulta de que H es invariante y X¢ es el generador infinitesimal de la accién.
O

EJEMPLO 1.11.

1. Sea ¢ : G x Q — @ una accién y sea T ¢4 : T7Q — T*Q la accién levantada al
cotangente. Esta accion preserva la forma simpléctica candénica w = —df. Veamos que

preserva la 1-forma simpléctica canénica 0. Sea Va, € Ty, (T;Q), entonces

(T*¢g) 0(Va,) = O0(TT*¢gVa,)
= T*¢, (aq)(TﬁQTT*QSg(Vaq))
= aq(TﬁbgTﬂQTT*ﬁbg(Vaq))
= 0g(T(¢gomg o T gg)(Vay))
= ag(Trg(Vay,))
= 0(Va,)

Se deduce facilemte que T ¢ preserva w.

La accion T*¢ admite una aplicacién momento Ad*-equivariante J : T*Q — g*

dada por
J(ag)(§) = ag(Xe(q))-
En efecto,
ixb(ag) = ag(TrgoXi(ay))
= aq(Xg o WQ(qu))
= a4(Xe(q))

Si &g es el generador infinitesimal de § y oy = (¢, p), entonces

J(q,p)(§) = p€q(a),
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oL
p= a*q.(q,Q)-

2.51Q =G, L:GxG — G es la accion a izquierda dada por L(g, h) = gh, entonces

J(ag) = Ryay € g~

1.5.1. Teoria de la reduccién simpléctica.

La teorfa de reduccién simpléctica o teoria de reduccién de Marsden-Weinstein es hoy dia
una teorfa cldsica de fundamental importancia en mecénica y otras ramas de la matematica
[AMT78].

A continuacién se enuncian los resultados principales cuyas pruebas pueden verse en las

referencias citadas.

Sea (M,w) una variedad simpléctica y p: G x M — M una accién simpléctica que admite
una aplicacién momento J : M — g* Ad*-equivariante.

Sea u € g* un valor regular de J. Resulta que J~'(x) € M es una subvariedad de M.

*

“w
es degenerada, esto es, es una forma presimpléctica. Se define una distribuciéon en N del modo

Sea i, : J~Y(u) — M la inclusién. Resulta que i¥ es una 2-forma cerrada en J~!(u) pero

siguiente, para cada y € N se define
Ay ={veTyN :i,QQ =0}.
A es involutiva, esto es
ixQ=0,iyQ=0=ixy)2=0.

En los casos es que la dimensién de A, es constante integrable y entonces se tiene el siguiente

cociente
M/A = {hojas integrables de A}.

Se tiene la variedad presimpleéctica J ! (u) y la forma presimpléctica i,,- Se verifica que las
hojas integrables son las érbitas de la accién de G, donde G, es el grupo de isotropia de la
accion coadjunta de pu.

Se tiene entonces las variedad
y se tiene la sbmersién

Se define la forma w, = P,(w).
Sea h € C°°(M) un Hamiltoniano G- invariante. Se sabe que las soluciones F;(x) pertenecen
a J71(p) se x € J7Y(u). Luego P,Fi(x) perteneces a M,. Estas curvas son las soluciones del

sistema Hamiltoniano reducido hy,.
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1.6. Acciones Propias y entornos tubulares

Sea G un grupo de Lie y ¢ una acciéon de G sobre la variedad M. La accién ¢ es propia si

y solo si la imagen inversa de un conjunto compacto en M x M por el mapa

$:G><M - MxM

(118) (g.m) s (m,gm)

es un conjunto compacto. Se verifica facilmente que si G es compacto entonces toda accion de

G es propia.

En una variedad la nocién de compacidad de un conjunto equivale a que toda sucesién en

el conjunto tenga una subsucesion convergente. Usando esto se deduce la siguiente proposicion.

PROPOSICION 1.12. ¢ es una accidn propia si y solo si se cumple que, para sucesiones {gn}

y {xn} en G y M respectivamente

(1.19)  signxy — § y xn —> T, existe una subsucesion {gn,} de {gn} tal que g,, — g
En este caso vale que y =g .
DEMOSTRACION. Ver Apéndice A. O

EJemMPLO 1.13. Grupos de Lie actuando en si mismos.

Sea G un grupo de Lie actuando en si mismo por traslaciones a izquierda (para traslaciones
a derecha la situacion es andloga). Puede verse que esta accién es propia. En efecto, sean {g,} vy
{hy} sucesiones en G tales que g, h,, — 'y h,, — h. La continuidad de la aplicacién inversa so-
bre G garantiza que h,;! — h~!. Mas atin, la continuidad de la operacién del grupo implica que

gnh;! — Ih~! y entonces g, — [h™ % o

Otro resultado importante es el siguiente.

LEMA 1.14. Sea G x M — M wuna accion propia. Entonces, para x € M, los grupos de
isotropia G, := {g € G : gr = x} son compactos. Ademds el espacio cociente M /G es Hausdorff.

DEMOSTRACION. Ver Apéndice A. O

Producto twist.

El hecho de que la accién de un grupo sea propia garantiza la existencia de un modelo semi

local muy conveniente. La formulacién matematica de este modelo usa la construccién siguiente.
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Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo cerrado. Supongamos que H actia a izquierda

sobre la variedad A. Se define la acecion twist de H en G x A como

p:Hx(GxA) — GxA

(:20) (h,(9.0) > (ghh~1a).

Es fécil ver que la accién (1.20) es una accién a derecha libre y propia porque lo es la accién
natural a derecha de H en G (Ejemplo 1.13).

Se define el producto twist entre G y A como
GxgA:=(GxA)/H,

es decir es el espacio de orbitas correspondiente a la accién twist.
Los elementos de G x g A se denotan [g,a]g con (g,a) € G x A.
Puede verse que el producto twist G x g A es un G-espacio relativo a la accién a izquierda

definida por

UV:Gx(GxgA) — GxgA

(1.21)
(9,[9"salu) — g9’ aln.

LEMA 1.15. Sila accidon de H en A es propia, entonces la G-accion sobre G x g A definida
en (1.21) también es propia.

DEMOSTRACION. Ver Apéndice A. O

Entornos tubulares.

Sea M una variedad y G un grupo de Lie actuando en M. Sea x € M y denotemos H := G,.

Un entorno tubular de la 6rbita O, = G.x es un difeomorfismo G-equivariante
d:G X H A—U

donde U es un entorno G-invariante de G.x en M y A es una bola abierta centrada en el
origen de un espacio de representaciéon de H. Observemos que si la G-accién sobre M es propia,
entonces la G-accién sobre el producto twist G x g A también es propia pues el subgrupo de
isotropia H es compacto y, consecuentemente, su accién en A es propia.

Estudiemos ahora la existencia de tubos.

TEOREMA 1.16. (Existencia de entornos tubulares) Sea M una variedad y ¢ : Gx M — M
una accion propia. Sea x € M, H = G su subgrupo de isotropia. Entonces existe un entorno
tubular ® : G xg B — U ualrededor de G.x donde B es un entorno abierto H-invariante

de 0 en un espacio vectorial isomorfo a TyM/Ty(G.x) sobre el cual actia H linealmente por

h.(v+ T, (G.x2)) == (TpPp).v + T, (G.x).

Para demostrar este teorema necesitamos el siguiente resultado.
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LEMA 1.17. Sea H un grupo compacto y ¢ : H x M — M wuna accion. Supongamos que x

queda fijo por la accion de H, es decir Hx = {x}. Sea U un entorno de x, entonces

1. existe un entorno V de x, V C U, tal que V es H-invariante,

2. existe en V una métrica Riemanniana o que es H-invariante,

3. existen bolas Sy C S, C M centradas en x y una funcion bump H-invariante b : M —
IR tal que

Il
—_

bls,,
b|MfST = 0.
DEMOSTRACION. Ver Apéndice A. O

DEMOSTRACION. Teorema 1.16.

Sea x € M y sea o la métrica H-invariante definida sobre un entorno U H-invariante de x
cuya existencia estd garantizada por el Lema 1.17.

Sea N, C T, M el complemento ortogonal a T,,(G.x)) = g.x con respecto al producto interno
inducido por o(x) y sea exp, : T,U — U la exponencial Riemanniana asociada a o.

Un hecho bésico de la geometria Riemanniana (existencia de coordenadas Gaussianas) ga-

rantiza la existencia de un entorno W del origen en T, M tal que
exp, : W — Im(exp,(W))

es un difeomorfismo, donde I'm(exp,(WW)) es abierto. Por el inciso 1. del Lema 1.17 puede
tomarse W H-invariante.

Puede verse facilmente que la aplicacion T,¢p : T, M — T, M es ortogonal y preserva
T..(G.z). Entonces induce una accién de H sobre T, M /T,(G.x)) dada por

HxT,M/T,(G.x)) — T,M/T,(G.x))
(hyvy + Tp(G.x)) — Tppn(vy) + To(G.x)

Ademsds N, es H-invariante, pues la métrica lo es y puede verse que N, es equivariantemente
isomorfo a T, M /T, (G.x) via la asignacién v, — vy + T (G.x).

Sea V := W N N,. Por construccion se tiene que V es H-invariante y entonces el producto
twist G x g V estd bien definido. Sea

T:GxgV — M

dada por
7([9, valH) = g. expy(vz).

T estd bien definida por la H-equivariancia de exp y facilmente se ve que 7 es G-equivariante.

Veamos que es un difeomorfismo. Probaremos primero que 7 es un difeomorfismo local.

Consideremos la proyeccién natural II: G x V — G x g V y las aplicaciones tangentes

T(&O)H : T(&O)(G X V) — T[e,O]H(G XH V)
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y
T[eﬂo}HT : T[C,O]H(G ><It[ V) — TzM

La aplicacion T(e o) (7 o IT) : T 0)(G x V) — T, M esta dada por
T(e,O) (T oI)(§,vz) = 2 + vy,

en efecto si (§,vz) € T(c o) (G x V),

d
(& vz) = — li—o(exp(t€), tv)
y entonces

Teo(roT)(E ve) = limolr o T(exp(ic), )
= S limo(exp(t)) (e, tvs)
= Xe(z)+ v,

= &x+ v,

Es claro que T ) (1 oII) es suryectiva porque £ € g y v, € N, son arbitrarios, X¢(x) y v

son ortogonales y T, M = g.x & N,. Por otro lado se tiene que

Ker T(e,O) (T o H) = {(67 UCE) : T(e,(]) (T ° H) (57 UCL‘) = 0}
= {(&vs) s Xe(@) + v, = 0}
= {(&vy): Xe(x) =0, vy, =0}
(& v2) :

-

donde h = Lie(H) y la antetltima igualdad se satisface porque X¢(x) y v, son ortogonales.

é.vvx geba ’Um:O},

Se puede verificar facilmente que
Ker T(e,O)H = f) X {0}

Por lo tanto Ker T(. ) (troIl) = Ker Te,0)II. Luego por resultados de isomorfismos de
espacios vectoriales resulta que Tj. ), 7 es un isomorfismo lineal.

Por el Teorema de la funcién implicita, existe un entorno W’ de [e,0]y en G x g V tal que
Tlwr : W' — 7(W’) es un difeomorfismo. En particular existe un entorno abierto V/ de 0 en V'
tal que para todo v € V', el punto [e,v]y pertenece a W'. Entonces Tj, ), 7 es un isomorfismo.
Ademds la equivariancia de 7 implica que 7], ], 7 es un isomorfismo para todo g € Gy v € V.

Entonces resulta que 7 restrigida a G x g V' es un difeomorfismo local.

Veamos ahora que 7 es un difeomorfismo global. Usaremos que la G-accién es propia para
probar que existe un subconjunto abierto H-invariante B de V' que contiene al 0 y tal que la

restriccién de 7 a G X g B es inyectiva. Supongamos, por contradiccién, que dicho subconjunto
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no existe. Entonces existen sucesiones {[gn, vn|u} y {[gh, v, 1} tales que {v,} y {v),} tienden a
0 y para todo n € N [gp, vn] g # [}, V)] pero

/

(1.22) gnexps(vn) = T([gn, vnla) = 7([gn, vip] ) = gnexpe(vy,).

Asumimos, sin pérdida de generalidad, que g/, = e para todo n € N. Como {v,} y {v],}
tienden a 0 , las sucesiones {exp,(v,)} y {exp,(v),)} tienden a x y entonces de (1.22) se obtiene
que {gnexpz(vy,))} tiende a x también. Como la G- accién es propia se tiene que existe una
subsucesion {g,, } de {gn} tal que g,, — g.

La continuidad de la accién del grupo y (1.22) muestran que gz = = lo que implica que
g € H y entonces [g,0]g = [e,0]x.

Como [gn,, Vny ]z — [9,0]lg = [e,0]lg € W'y [e,v;, |g — [e,0]g € W' se sigue que para
k suficientemente grande, las sucesiones {[gn,,vn,]u} ¥ {le,; vy, |r} estdn en W’. Por hipdtesis
[Gng> Uny | H # [e,v%k]H Y Gnp€rpz(vn,) = el‘pw(v;k) para todo k, lo que contradice el hecho de
que 7 restringido a W’ es biyectiva.

Entonces existe un entorno abierto de 0 H-invariante B en V' C N, tal que la restricién de
T a G Xy B es inyectiva.

La restriciéon de 7 a G X gy B es un difeomorfismo local G-equivariante inyectivo en su imagen
y entonces es un difeomorfismo en un entorno abierto G-invariante de = € M.

O

1.7. El grupo Euclideano SFE(3)
Consideremos el grupo Euclidiano
SE(3) = SO(3)®R?

Un elemento de SE(3) es un par (A4,a) donde A € SO(3) y a € IR?, y por definicién, la

estructura de grupo esta dada por el producto semi-directo
(4,0).(B,b) = (AB, Ab+a),

para (A,a), (B,b) € SE(3).
El elemento identidad del grupo SE(3) es (1,0). Dado (A, a) € SE(3) su elemento inverso

esta dado por
(A,a)™ P = (A1, —A71a).
Se define la accién SE(3) x IR? — IR? dada por
(A,a)x = Az + a,

por lo tanto resulta

(A,a)((B,b)x) = ((A,a).(B,b))x.
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El algebra de Lie del grupo SE(3) esta dada por
se(3) ~ s0(3) x IR,

donde s0(3) es el dlgebra de Lie del grupo SO(3).

A continuacién vamos a hallar una expresion del corchete de Lie.
Es bien conocido que el dlgebra de Lie so(3) puede ser identificada con IR?® mediante el

isomorfismo lineal

~:IR?P = s50(3)

1.23 <
(1.23) e o ¢
que asigna a cada & = (£1,&2,&3)T € IR? el elemento de so(3)
) 0 & &
= & 0 &
& & 0

Valen las siguientes propiedades que se comprueban directamente. Sean &, 7 € IR3, entonces

(1.24) &n =& xn,

donde el primer miembro representa el producto de la matriz é por el vector n = (91,2, 773)T.

Ademas se tiene que

(1.25) € —né = (€ x 7).
Esto es,
(€] = Exn.

En resumen, si consideramos el dlgebra de Lie en IR? donde el corchete de Lie esta dado, por
definicién, por el producto cruz y, por otro lado, el dlgebra de Lie en so0(3) con el conmutador,

la aplicaciéon ™ resulta un isomorfismo de algebras de Lie.

El producto interno canénico de IR3, ((&,n)) = &1y + &ama + E3n3 estd dado por

(1.26) (&) = —5Tr(E)

Indicaremos a veces .1 = éﬁ =((-,))

Calculemos ahora una forma explicita para la estructura del algebra de Lie se(3). Dados

(€, u), (7, v) € se(3), el corchete de Lie estd dado por

[(Ew, ()] = 07 ((A(1) a(1)) (B(s),b(3)) (A1), (1) )

= a % |t:0,s:0
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donde las curvas (A(t),a(t)) y (B(t),b(t)) en se(3) son tales que

(4(0),a(0)) = (1,0) = (B(0),b(0))

(4(0),d'(0) = (,w), (B'(0),0'(0)) = (1, v).

Entonces,
(€, (1,0)] = (AOB(5)AD) ™ = AW)B/(5)A'()
AW B (5)A(0) ™ = (~1)* AW B () A'() (!
+ (AW B () A1) )a(t) + A0V (1)) le=o,=0
= (é1— v i),
por lo tanto

(€ w, (3,0)] = ([&7). & — i)

Usando la identificacién (1.23) y las propiedades (1.24) y (1.25), resulta

[(§,u), (n,0)] = (§ xn,E xv—nXu).

Accién coadjunta de SE(3).

Calculemos primero la accién adjunta Ad : SE(3) x se(3) — se(3) del grupo SE(3) sobre el
algebra de Lie se(3). Sea (A,a) € SE(3), (€,u) € se(3) y sea (B(t),b(t)) una curva en se(3) tal
que

(B(0),b(0)) = (1,0) y (B'(0),5(0)) = (&, ).

Entonces,
Adiag(€w) = 5 limo (A,0) (B(H),b(0)) (A, )
_ % li—o (AB(t), Ab(t) + a)(A™!, —A " a)
= im0 (AB()A™, ~AB()A™a + Ab(t) + a)
= (AB'(t) A, —AB'(t)A ta + AV (1)) |i=o
= (AEA™Y, —AEA a + Au),
es decir,

(1.27) Ada (€, u) = (AEA™ —AEA  a + Au)
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El espacio dual del élgebra de Lie se(3) estd dado por
se(3)* = s0(3)* x (IR®)*.

La accién coadjunta del grupo SE(3), ¢ : SE(3) x s¢(3)* — s¢(3)* es una accién a izquierda
y estd dada por ¢((4,a), (k,\)) = Ad?A 0) 1 (k, A), donde se tiene por definicién que
(

(Ad{ g -1 (5, A), () = (-, ), Ad .0y (€, ),

para (A,a) € SE(3), (k,A) € s¢(3)* v (&, u) € se(3).

Utilizando la identificacién (1.23), la identificacién entre IR? y (IR3)*, y también entre so(3)

y 50(3)* dadas por el producto interior ((-,-)), se tiene la siguiente identificacién

se(3)* = (s0(3))* x (R3)* = R3xIR?

(1.28) )
@ , u = (au)
Mas precisamente, indicaremos para u € R3,
(1.29) u=((u,")).
Usaremos la misma notacién para la identificacién entre so(3) y s0(3)*, es decir
&= ((d,-)).

Usando la identificacién (1.28), la aplicacién coadjunta estéd dada por
Ad’('“Aﬂ)_l(oz,u) = (Aa — Au X a, Au).

En efecto, veamos primero, que para (A, a) € SE(3), e 50(3) y v € IR? se tiene que

—

(1.30) (A7YA)w = A7'E(Av) = A7HEx Av) = A1 x v = A1,
y ademas
(1.31) AYéAA = A TeA g = Al x Ao = A€ x a).

Sean ahora (A, a) € SE(3), (&, u) € se(3)* y (£ v) € se(3), entonces
(Adfy y1(@,u), (§0)) = ((@u), (A7'€A, ATEAA a + A1)
o, ATYEA) + (u, ALEAA ) + (u, A1)

Aa,§)) + ((Au, § x a)) + ((Au,v))

{
{a
{
{
({Aa — Au x a,€)) + ({Au,v))
{(

Aa — Au x a, Au), (&,v)).

a, A7) + ((u, ATHE x a)) + ((u, A7) (1,23),(1,29), (1,30) y

(1,31)






Capitulo 2

Momento Optimo

En este capitulo se describe el momento optimo de Ortega y Ratiu, que es es el concepto
clave de esta tesis. Vamos a seguir la exposicién original del libro [ORO04] y el paper [OR02]
en los aspectos que nos interesan especificamente para esta tesis, con el objeto de simplificar su
lectura.

Por lo tanto, si bien los temas tratado corresponden solo a una parte del contenido de
[ORO04], esta exposicién tiene un espiritu pedagégico con la intencién de motivar una audiencia

lo mas amplia posible ya que el tema puede ser de interés en diversos campos.

2.1. Definicién y Ejemplos

Sea (M, {-,-}) una variedad de Poisson, G un grupo de Lie actuando candénicamente en M

y U un subconjunto abierto G-invariante de M. Definimos
C®U)Y :={f € C®(U): f es G - invariante}.
Consideremos la familia de campos locales
E={X; : feC®U)°, con U abierto G - invariante de M?}.
Se define la G-distribucién caracteristica E como la distribucién generalizada
(2.1) E(z):={Xs(z): fe C®MU)Y, 2z €U} C T, M.

LEMA 2.1. Si¢: G x M — M es propia, la definicion de la distribucion E se simplifica y

(2.1) puede escribirse como
E(z) = {X;(x) : f € C=(M)“}.
DEMOSTRACION. Ver Apéndice A. O

PROPOSICION 2.2. Sea (M,{-,-}) una variedad de Poisson y sea ¢ : G x M — M una
accion candnica. La G-distribucion caracteristica E es diferenciable, completamente integrable

Yy canonica.

DEMOSTRACION. FE es diferenciable por definicién.

Para ver que es completamente integrable usaremos el Teorema 1.8 que ademés nos provee
de una caracterizacion de las hojas integrales en término de las G g-érbitas.

Sea x € M y por simplicidad tomamos Fr = F; € Gp donde F; es el fluyjo de Xy con

f € C®(U)¢ y U un entorno abierto G-invariante de z. Para el caso general en el cual F; es la
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composicién de un nimero finito de flujos se usa induccién junto al argumento que usaremos a
continuacién.

Recordemos que la G-invariancia de f implica que Xy y su flujo F} son G-equivariantes lo
que implica que Dom(F}) es un subconjunto abierto G-invariante de U.

Queremos ver que
ToFy(E(x)) = E(Fi(x)).

Sea X,(z) € E(z) con g € C®(W)% y W un subconjunto abierto G-invariante de Dom/(F}).

Como todo flujo Hamiltoniano es un mapa de Poisson (ver (1.16)), por el Lema 1.4 se tiene que
T F(Xg(2)) = To F( X (gor_)or, (7)) = Xgor_, (Fi(2)) € E(Fi(7)),

porque g o F'; es G-invariante por la G-invariancia de ¢ y la G-equivariancia de F;. Esto
implica que T, Fi(E(x)) C E(Fi(x)).
Sea ahora X,(Fy(z)) € E(Fi(x)). Usando nuevamente el Lema 1.4 se tiene que

Xg(Fi(2)) = To Ft(Xgor, (2))

y claramente se ve que Xgop, () pertenece a E(x) por ser g o F; G-invariante. Por lo tanto
B(F () € T, Fy(E(x)).

Para ver que E es candnica o Poisson, consideremos f,g € C*°(M) tales que df|p = dg|p =

Sea x € M y h € C®(U)% con U un entorno abierto G-invariante de x. Entonces

d{f, g} (@) Xn(z) = Xn[{f,9}](z)
= {f.ghh}(=
= —{{h f}9}@) - {{g,n}, f}(2)
= {Xulfl g3 (x) = {Xnlg], F}(=)
= 0,

porque, por hipétesis Xp[f] = Xp[g] = 0.

Sea (M, {-,-}) una variedad de Poisson, G un grupo de Lie actuando candénicamente sobre
M y E la G-distribucién caracteristica asociada la cual, como hemos visto, es integrable. Sea
J : M — M/Gg la proyeccién canénica de M en el espacio de las G g-orbitas. LLamaremos a
J la aplicacion momento optimo de la G-accién candnica sobre (M, {-,-}). Nos referiremos
a M/E := M/Gg como el espacio de momentos. En ejemplos concretos suele ser conveniente

identificar al espacio de momentos M/GE con estructuras matematicas tales como variedades,
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espacios topoldgicos, etc. como se vera en los ejemplos que siguen. Para evitar confusiones de
notacion identificaremos J(m) con {Gg.m} y no con Gg.m.

Una consecuencia importante de la definicién anterior es el siguiente Teorema.

TEOREMA 2.3. (Teorema de Noether Optimo.) Sea (M, {-,-}) una variedad de Poisson, G
un grupo de Lie actuando canonicamente sobre M, E la G-distribucion caracteristica integrable
asociada y J la aplicacion momento dptimo. Entonces J es una constante de movimiento de

la dindmica generada por cualquier Hamiltoniano G-invariante h, es decir
j o Ft - ja

donde Fy es el flujo de Xy,.

Dos observaciones importantes son las siguientes. Primero, por la construccién de J, sus
conjuntos de nivel son las subvariedades sumergidas mas chicas tales que son respetadas por
cualquier dinamica Hamiltoniana con Hamiltoniano G-invariante. Esto justifica el nombre de
momento optimo.

Por otro lado, en contraste con la aplicacion momento usual J, la aplicacién momento éptimo

J esta siempre definida.

EJEMPLO 2.4. Leyes de conservacién sin aplicacién momento.

Para el Teorema de Noether se necesita contar a priori con la existencia de una aplicacién
momento la cual da las cantidades conservadas asociadas a la simetria candnica dada. Sin
embargo, aunque el sistema posea simetria canodnica, la existencia de aplicacién momento no
estd garantizada.

Por ejemplo, consideremos M = S' x S' = T? con la forma simpléctica dada por w =

dfi A dfy. Sea G = S actuando en M de la siguiente manera
P St x (St xSYH — St x St
(6i¢7 (6i917 eieg)) — (ei(¢+91)’ 6i92).

Se comprueba enseguida que 9 es canénica, es decir, ¢y (w) =w.

Esto implica que, para { € g, el generador infinitesimal X¢ es localmente Hamiltoniano.
Veamos que no es globalmente Hamiltoniano. Sea x € M, x = (eiel,eiBQ) y ¢(t) C St tal que
#(0) =0y ¢'(0) = £ Entonces

d %
Xf(&?) = %\tzow(e‘b(t),x)
i‘
dt t=0

— (ei91 , eieg , feiel , 0)

(€i¢(t)+91 7 e’igg)

Como v es canénica, existe f definida localmente en S' x S! tal que

(2.2) ix.w = df.
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Veamos que f no puede estar globalmente bien definida. Si existiese una tal f, sea
(2.3) df = fo,db1 + fo,d0s.
Por otro lado, el término de la izquierda en (2.2) es

Z'ng = (d@l A\ d92)(X£,- )
(2.4) A0y (Xe)dBs() — Oy ()0 (Xe)
= (e1,e92,0,£d65).
De (2.3) y (2.4) se deduce que fy, = £ lo cual es imposible. Por lo tanto X¢ no es globalmente

Hamiltoniano y entonces no existe aplicacién momento.

Para calcular la aplicacién momento éptimo 7, necesitamos calcular primero la S*-distribucién
caracteristica F.

Es facil ver que las funciones f € C°°(7?)% ' pueden ser escritas como
FE ) = g(e™)

con g € C=(T?)5",
Para f € C* (T2)S 1, por un razonamiento andlogo al que vimos, puede verse que el campo

Hamiltoniano X estd dado por
Xy = (f0,,0).
Por lo tanto, la S'-distribucién caracteristica E estd dada por
E(6y,0:) := E(e”,e2) = {(fs,,0) : f € COO(U)SI, U entorno abierto S*—invariante de (¢?1, ¢¥2)}.
Para x = (€91, ¢92), las hojas integrales de E estdn dadas por
O, = {(e,€%2) : p € R}.
Entonces el espacio de momentos (S x S1)/G g es isomorfo a S! y por lo tanto la aplicacién

momento 6ptimo estd dada por

J:Stxst — st
(€i01,€i02) , €i92.

EJeMPLO 2.5. Momento éptimo para una accién Poisson no Hamiltoniana.
Sea (IR3,{-,-}) la variedad de Poisson formada por el espacio Euclideano de dimesién 3, IR?
junto con una estructura de Poisson inducida por el bivector de Poisson B que en coordenadas

Euclideanas toma la forma
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Puede verse que para f,g € C®(IR3), el corchete de Poisson se escribe como
ofdg  (Of 0f\0dg  0fdyg
{hop=-2 2 (20 2
0y Ox Oor 0z/)dy 0Oyoz
y entonces para f € C(IR?), el campo Hamiltoniano asociado X ¢ estd dado por

8f8+<8f 6f>8 of o

T Oyor  \0z ox)dy Oyoz

Consideremos la accién del grupo aditivo (IR, +) sobre IR? dada por

(25) Xf((lf,y,Z)

¢:RxR? — IR3
A (2,y,2)) — (T+Ay,2).

Para & € Lie(IR?) ~ IR3, se ve facilmente que el generador infinitesimal de ¢ est4 dado por

Xf<$7yvz) = (";:70’0)

y por lo tanto se deduce que la accién ¢ no admite aplicacién momento porque usando (2.5)
se ve que, para § # 0, X¢ # Xy para toda f € C>(IR3).

Sin embargo podemos construir una aplicacién momento éptimo. Notar que las funciones
R-invariantes f € C°°(IR?*)® son de la forma

f(x,y,2) = f(y,2),
con f € C*(IR?) arbitraria.
Para dichas funciones, los campos Hamiltonianos asociados son de la forma

8f3+8f8 of o

T Oyor | 020y  Oyoz

Para encontrar las IR érbitas sobre IR? hay que resolver la ecuacién diferencial

Xf(I',yv Z)

i = of/oy
(2.6) y = 0f/0z
z = —0f/0y.

Para una condicién inicial (xg,yo, 20), las soluciones son de la forma (x(t),y(t), z(t)) con
x(t)+z(t) = xo+20. Esto indica que la solucién de (2.6) es de la forma (x4 u(t), y(t), z0— u(t)),
para cierta u(t) variando arbitrariamente con f(x,y,z) = g(y, 2).

Luego, los puntos alcanzables a partir de (zg, yo, 20) son de la forma (zg + u, yo + v, 20 — 1).
Esto implica que las IRg érbitas sobre IR3 coinciden con las érbitas de la accién de IR? sobre
IR? dada por

Yp:R?xR> — RR?
(v (2,y,2)) V— (T+pmy+v,z—p).

Entonces el espacio de momentos IR3/IRg puede ser identificado con IR y la aplicacién
momento éptimo estd dada por

J:R} — R
(r,y,2) +— x+ 2z
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Es inmediato que los flujos asociados a toda funcién IR-invariante f(z,y, z) = f(y, z) preser-

van los conjuntos de nivel de J; mas aun, la funciéon J es un Casimir de la variedad de Poisson

(IR37 {'7 })

EJEMPLO 2.6. Una accién lineal candnica.
Consideremos C? con la forma simpléctica dada por
w(z,2') = —Im(z,2").
Puede verse que w es equivalente a la forma simpléctica canénica en IR® via la identificacién
de C? con IR® = R? x IR3.

Consideremos las accién natural del grupo de Lie SU(3) sobre C? dada por

$:SUB)xC* — C?

(A, z) — Az

Es claro que ¢ es una accién lineal, veamos que es canénica. Sean z,z’ € C y A € SU(3),

entonces
hw(z, ) = w(Az, AZ) = —Im(Az, AZ') = —Im(z,2) = w(z,?).
Sea & € su(3) = Lie(SU(3)) y sea A(t) C SU(3) tal que A(0) =1y A’(0) = &. Entonces el

generador infinitesimal de £ estd dado por

d

Xe(2) = @|t:0¢(A(t)7 z)
d
= @h:oA(t)z

= £z
Ademsds vale que
(2.7) ¢+&8=0.

En efecto, sea A(t) C SU(3) tal que A(0) = I y A'(0) = &. Vale que A(t)AT(t) = I para
todo t. Luego derivando se obtiene (2.7).
Por definicién de aplicacién momento, J(¢) es el Hamiltoniano del generador infinitesimal

X¢. Puede verse que
- 1
J(€)(z) = —5 Im(&z, z).
Puede verse que J depende linealmente de ¢ y entonces puede definirse J : C? — su(3)*

como
J(2)(€) = J(€)(2)-
Para z € C3 se tiene que el subgrupo de isotropia de z estd dado por
SU3), ={A e SU(3): Az = z}.
Sea ¢, : SU(3) — C3 dada por ¢(A) = z — Az. Se sabe que la dimg SU(3) = 9. Por otro

lado, la ecuacién ¢, (A) = 0 consta de 6 ecuaciones y entonces se deduce que la dimp SU(3), = 3,
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salvo en el caso en que z = 0 para el cual SU(3), = SU(3). Luego KerT,J = Ker dJ(z) D su,
lo que implica que T J no puede ser suryectivo y entonces la aplicacién momento J es siempre
singular.

Calculemos ahora la aplicacién momento 6ptimo. Como SU(3) es compacto, la accién ¢
es propia y entonces la G-distribucién caracteristica E estd generada por los campos X} con
he Coo(cS)SU(d)

Puede verse que toda funcién h € C°(C3)SUG) se escribe como

h=4vof,
donde 1 € C®°(IR) y f € C*°(C3) est4 dada por
1 2 2 2 1
(2.8) f(z) = §<|21| + |z2|” + |23]%) = §<Z7'Z>'
Sea h =1 o f con ¥ € C*(IR), entonces

dh(z) = 9'(f(2))df (2).

Por lo tanto basta con conocer el campo Hamiltonianos de la funcién f € C°(C) de la

forma (2.8). Puede verse que dicho campo Hamiltonianos esta dado por
X¢(z) = —iz.
En efecto, para 6z € T,C? se tiene que
df(2)(6z) = %(z, 0z) + %(5,2, z)
= 3(2,02) + 5(2,02)
= Re((z,0z2))
= —Im((iz,dz))
= w(—iz,02).
Luego el fluyjo Hamiltoniano de X estd dado por

Fy(21, 29, 23) = (216", 2067 ", 23¢7 )

y entonces el espacio de 6rbitas C3/SU(3)g coincide con C3/S! con S! actuando en C? de la
siguiente manera
ei¢.(zl, 29,23) = (ei¢zl, €29, ei¢z3).
Luego se tiene que
J:C — 3/t
El espacio cociente puede ser identificado con (CP(2) x IRT) U {*} donde {*} denota ”

a singleton”, o dicho de otra manera se identifica con el cono C(CP(2)) sobre CP(2). Si 7 :
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C3 — C3/8! es la proyeccién canénica y z = (z1, 29, 23), dicha identificacién estd dada por la

([ﬁ} a||Z||) si 20

* st1z=0

alpicacién que asigna
m(2) —>
Luego se tiene la siguiente expresién para la aplicaciéon momento 6ptimo
J:C* — (CP(2) x RT) U {x}

( ﬁ] 7”25”) st z#0

* st z2=0

z

2.2. Momento ()ptimo para acciones propias globalmente Hamiltonianas

En esta seccién asumiremos que (M, w) es una variedad simpléctica y que G es un grupo
de Lie cuya accién sobre M es propia y globalmente Hamiltoniana con aplicaciéon momento

asociada J : M —» g*. Para x € M, definimos el conjunto
Mg, ={ye M : G, =G,}.
Se tiene el siguiente teorema.
TEOREMA 2.7. Sea (M,w) una variedad simpléctica y G un grupo de Lie actuando sobre

M en forma globalmente Hamiltoniana (no necesariamente propia) con aplicacién momento

asociada J : M — g*. Si E es la G-distribucion caracteristica, entonces para todo x € M
(2.9) E(z) C Ker T,J NT; Mg, .

Equivalentemente se tiene que

T NI (@) € (T ) N M, )eca

donde pp = J(z) € g*.

DEMOSTRACION. Sea z € M, U un entorno abierto G-invariante de x y sea f € C>°(U)%.
Queremos ver que X¢(z) € Ker T,J NTy(Mg,).

Veamos primero que X ;(z) € Ker T,J = T,(J~(1)). Como f € C=(U)Y, se tiene por el
teorema de Noether que

J(Fi(x)) = J(x), vt

donde F; es el flujo de X . De aqui se deduce que Fy(z) C J~!(u) y verifica que Fy(x) = z. Por
lo tanto X¢(2) = L F(x)|1=0 € Tu(J 1 (1))
Queremos probar ahora que Xy (x) € T, Mg, , es decir, que G, (z) = G para t lo suficiente-

mente chico. Se tiene que el flujo F; : U — IR de Xy es G-invariante, esto es

Fy(gx) = gFy(z).
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Sea h € Gy, se tiene que hFi(x) = Fi(hz) = Fi(z), luego h € G (y). Por lo tanto G, C

GFt(I)’
Sea ahora g € G, (y), luego gFi(x) = Fy(r) y se tiene que

z = F(Fi(z)) = Fi(9Fi(2)) = gF(Fi(z)) = =,

donde se usé la G-invariancia de F_;. Entonces x = gx y se tiene que g € G,. Por lo tanto

En lo que sigue veremos que pueden darse condiciones necesarias y suficiente para que se

verifique la igualdad en (2.9).

TEOREMA 2.8. Sea (M,w) una variedad simpléctica y G un grupo de Lie actuando pro-
piamente sobre M y en forma globalmente Hamiltoniana con aplicacion momento asociada

J: M —g*. Si FE esla G-distribucion caracteristica, entonces para todo x € M
(2.10) E(z)=Ker T,J NT;Mg,.

Mas aiin, la Gg-orbita del punto x € M es la componente conexa de la subvariedad J ()N

Mg, que contiene a x, esto es
(2.11) J NI (@) = (T (w) N Mg, )ecn
donde p = J(z) € g*.
Para demostrar este teorema necesitamos los siguientes resultados previos.

PROPOSICION 2.9. (Ortega) Sea ¢ : G x M — M wuna accién. Sea x € M, H = G, su

subgrupo de isotropia y Oy = G.x su drbita. Entonces
(T20:)°)"" 2 span {df (x) : f € C*(M)}.
Si ademads la accion es propia, se verifica la igualdad.

DEMOSTRACION. Ver Apéndice A. O

LEMA 2.10. Sea (M,w) una variedad simpléctica y B € A?(T*M) el bivector de Poisson

asociado. Entonces para todo x € M y para todo subespacio vectorial V C T, M, se tiene que
Ve = Bi(z)(V°) = (V°)*.
DEMOSTRACION. Ver Apéndice A. O

LEMA 2.11. Sea (M, {-,-}) una variedad de Poisson y B € A>(T*M) el bivector de Poisson
asociado. Sea G un grupo de Lie actuando candnicamente sobre M. Consideremos las acciones

levantadas al tangente y al cotangente. Entonces, para todo x € M se satisface que

1. B¥(z) : T} M — T, M es G-equivariante.
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2. Si el corchete de Poisson {-,-} es inducido por una forma simpléctica w entonces W es

G -equivariante y para todo subespacio V- C Ty M
B (x)(V*) = (B (2)(V)) %,

o equivalentemente

(V)= (V).
DEMOSTRACION. Ver Apéndice A. O

LEMA 2.12. Sea (M,w) una variedad simpléctica y sea G un grupo de Lie actuando sobre M
de forma globalmente Hamiltoniana con aplicacion momento asociada J : M — g*. Entonces,
para todo x € M y p = J(x) se tiene que

1. Ker TpJ = Tp(J 71 (p))
2. (Tpx(G.2))¥ = Ker(TyJ).

DEMOSTRACION. Ver Apéndice A. O

LEMA 2.13. Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo compacto que actia a izquierda sobre
la variedad V. Consideremos el producto twist G X g V', entonces se tiene que
1. para [g,v]lg € G xg 'V,
Glgly = 9Hug ™
donde H, es el subgrupo de isotropia de v € V por la accion de H sobre V.
2. Hay una identificacion natural entre (G xg V)g y N(H) xg VH, donde N(H) es el
normalizador de H. Esta identificacion resulta ser una igualdad.

3. (G xg V)g es una subvariedad de G XV y se tiene que
H
Tie 0y (G x5 V)n) = (Tie), (G xu V)" .
DEMOSTRACION. Ver Apéndice A. O

LEMA 2.14. Sea ¢ : G x M — M wuna accion candnica y propia del grupo de Lie G sobre
la variedad simpléctica (M,w). Sea x € M, H =G, yi: My < M la inclusion. Entonces se
tiene que

1. (Mp,i*w) es una subvariedad simpléctica de (M,w),
2. el grupo L = N(H)/H actia en forma candnica, libre y propia sobre My de la siguiente
forma
U:Lx My — My
(nH,z) — n.z

DEMOSTRACION. Ver Apéndice A. O

DEMOSTRACION. Demostracién del Teorema 2.8.
Sea x € M tal que p = J(z) € g*, J(x) = py H := G,. Como estamos trabajando

localmente se puede reemplazar, sin pérdida de generalidad, a M por un tubo G xg V con
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V ¢ T,M/T,G.x y al punto x € M por el punto [e,0]g € G xg V. Se elige una métrica
H-invariante en T, M /T,G.x.

La expresion (2.10) se deduce de las siguientes igualdades.
E(x) = span{X;(z): f € Co(M)%}
= B¥(z) (span{df(z) : f € C>(M)})

= BY(2) [(Tx(G.2))°)%] Por Proposicién 2.9
= [BHa2)(Tu(G.2))*)] Por 2. del Lema 2.11
= (To(G.z))*)%" Por Lema 2.10

= (Ker(T,J))% Por Lema 2.12

= Ker(T,J)N (T, M)%
= Ker(T,J)NT, Mg, Por 3. del Lema 2.13.

Probaremos ahora la caracterizacién que da el Teorema de las variedades integrales de F .

Sea m € M tal que u = J(m) € g*, J(m) = py H := G, C G su grupo de isotropia.
Por el Lema (2.14) el subconjunto My C M es una subvariedad simpléctica de M. Mas auin, es
facil ver que la restriccién J|ps,, de J a My es una aplicacién con rango constante y entonces,
por el Teorema de Fibracién (Teorema de rango constante) (, Teorema 3.5.18), J |X41H (n) =
J7Y(u) N My es una subvariedad de My y entonces de M, que contiene al punto m. Dado
que para todo punto z € J~1(u) N My se tiene que T,(J 1 (u) N My) = TZ(JH/}H(,U/)) =
Ker T.J NT,My = E(z), podemos concluir que la componente conexa (J () N M) e.cm de
la subvariedad J~1(u) N My que contiene el punto de m es una variedad integral de E que
contiene a m.

Al mismo tiempo, la caracterizacion de los conjuntos de nivel de J como las G g-érbitas
implica, via el Teorema de Noether y el principio de conservacién de la isotropia que J~!(p) =
Ge.m C (J7Yu) N Mg)ccem- El resultado se sigue de la unicidad de las variedades integrales
maximales de la distribucién generalizada ([LIM87], Teorema 2.3, Apéndice 3). O

2.3. Reduccién 6ptima

Consideremos (M,w) una variedad simpléctica y G un grupo de Lie actuando propia y
candnicamente sobre M. Sea F la G-distribucion caracteristica con momento 6ptimo J : M —
M/GE y sea p € Gp. Nos interesa analizar en qué casos los conjuntos de nivel J!(p) son
subvariedades.

Esto se verifica para el caso en el cual la accién del grupo G es globalmente hamiltoniana y
propia, como vimos en el Teorema 2.8.

En los lemas siguientes veremos que esto se sigue verificando bajo hipotesis mas débiles.

LEMA 2.15. Sea (M,w) una variedad simpléctica y G un grupo de Lie que actia propia y

canonicamente sobre M. Sea E la G-distribucion caracteristica con aplicacion momento optimo
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J : M — M/Gg. Entonces para todo p € M/Gg, el conjunto J~'(p) C M estd incluido
en la componente conexa de alguna variedad Mg, con H el subgrupo de isotropia para algin

meJ(p).
DEMOSTRACION. Ver ([OR02]). O

Se tiene la siguiente definicidn.

DEFINICION 2.16. Bajo las hip6tesis del Lema anterior, diremos que p € M /G satisface la

condicion de cerradura si J *l(p) es cerrada en Mpy.

EJEMPLO 2.17. La condicion de cerradura se verifica siempre en el caso de acciones global-

mente hamiltonianas.

EJEMPLO 2.18. Sea p € M/GE tal que J !(p) C Mpy. La G-accién canénica sobre M
induce una accién candnica natural del grupo N(H)/H sobre la variedad simpléctica Mp. Sea
L, := (N(H)/H) el subgrupo de N(H)/H que deja invariante a M}, la componente conexa
de My que contiene a p. Puede verse que si la accién L, x M}, — MY, tiene una aplicacién

momento J”, entonces p satisface la condiciéon de cerradura.

PROPOSICION 2.19. Sea (M,w) una variedad simpléctica y G un grupo de Lie actuando
propia y canonicamente sobre M. Sea E la G-distribucion caracteristica con aplicacion mo-
mento dptimo J : M — M/Gpg. Sea p un M/GE que satisface la condicion de cerradura. Si
My es la variedad en la cual el conjunto de nivel J~'(p) estd incluido por el Lema (2.15),
entonces J 1(p) es una subvariedad cerrada de My y entonces una subvariedad de M. Como

consecuencia, si My es cerrada en M entonces jfl(p) es una subvariedad cerrada de M.

PROPOSICION 2.20. En las hipdtesis de la Proposicion anterior, para todo p € M/Gg que
satisface la condicion de cerradura, el subgrupo de isotropia G, C G de p con respecto a la
G-accion sobre M/Gg dada por pg(p) = J(m.p) € M/Gg, es un subgrupo de Lie cerrado de
G. Mas atin, para todo m € J~Y(p) se tiene que

T (Gpem) = T (T 1 (p)) N T (G.m).
2.3.1. Meétodo de la reduccién 6ptima.

PROPOSICION 2.21. Sea (M,w) una variedad simpléctica y G un grupo de Lie actuando
propia y canonicamente sobre M. Sea E la G-distribucion caracteristica con aplicacion mo-
mento dptimo J : M — M/GE. Entonces para todo p en M/Gg que satisface la condicion
de cerradura, el subgrupo de isotropia G, actia sobre la subvariedad T Yp) y el correspon-
diente espacio de orbitas M, = j‘l(p)/Gp es una variedad cociente reqular, esto es, puede
ser dotada de de una unica estructura diferenciable suave que hace que la proyeccion natural

7o T Hp) — T Yp)/G, sea una submersion.

Estamos en condiciones de enunciar el resultado mas importante de esta seccion.
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TEOREMA 2.22. Sea (M,w) una variedad simpléctica y G un grupo de Lie actuando propia y
candnicamente sobre M. Sea E la G-distribucion caracteristica con aplicacion momento optimo
J : M — M/GE. Entonces para todo p en M /GE que satisface la condicion de cerradura, el

espacio reducido M, = j_l(p)/Gp tiene una unica estructura simpléctica w, definida por

* o
7prp—'l

*

ps

donde 7, : T~ Y(p) — M, es la proyeccion candnica e i, : J 1 (p) — M es la inclusiion.

Se tiene el siguiente teorema para la reduccién éptima de la dindmica.

TEOREMA 2.23. Consideremos una variedad simpléctica (M,w). Sea G un grupo que actia
propia y canonicamente sobre M. Sea E la G-distribucion caracteristica con aplicacion momento
optimo J : M — M/Gg y h € C®(M)® un Hamiltoniano G-invariante. Entonces,

1. El flujo Hamiltonianoa F; de Hy, deja invariante el conjunto de nivel de J, J1(p) y
conmuta con la G-accion, entonces si p € M/GE satisface la condicion de cerradura,

F induce un flujo Ff sobre M, univocamente determinado por
S P
mpo Fyoi, = F] om,,

donde i, : T Y(p) = M es la inclusién candnica y 7, : J 1 (p) — M, es la proyeccion.
2. El flujo Ff es Hamiltoniano en (M,,w,) co funcion Hamiltoniana h, € C*(M,) defi-
nida por
hpom,="hoi,.
Liamaremos a h, el Hamiltoniano reducido. Los campos vectoriales Xy y Xp,
estdn m,-relacionados.
3. Sea k € C®(M)% otra funcién G-invariante. Entonces {h,k} es también G-invariante

yih,k}p =1{hp,kp}n,, donde{ - ,- }n1, denota el corchete de Poisson sobre M asociado

a la estructura simpléctica w,.






Capitulo 3

El Problema de los dos cuerpos

Realizaremos en este capitulo el estudio del problema de los dos cuerpos como un sistema
Hamiltoniano con Hamiltoniano arbitrario C°*°, simétrico con respecto a la simetria dada por la
accién diagonal levantada natural del grupo Euclidiano SE(3) sobre T*(IR? x IR?). Realizaremos
el estudio detallado de la topologia del momento 6ptimo y de la reduccién 6ptima para este
problema. Esto se logra en base a parametrizaciones precisas de estos objetos que los identifican
también como variedades diferenciales.

Se hace evidente de este modo como estas notables herramientas permiten usar al maximo
la simetria del sistema para sacar conclusiones sobre la dindmica.

En el Apéndice B (Captulo 7) puede verse este estudio usando el momento estdndar y la

reduccién de Marsden-Weinstein.

3.1. Espacio de configuraciéon y grupo de simetria

Vamos a considerar primero la geometria del sistema.

Consideremos la accién diagonal a izquierda del grupo SE(3) sobre el espacio vectorial

IR3 x IR3,

¢:SE(3) x (R® x R?) — (IR? x IR?)
((A,a), (¢": %)) —  (Aq' +a, A¢® +a).
Indicaremos a veces (¢!, q?) = q.
De acuerdo con la identificacién candnica
(3.1) T(R? x IR?) = (R? x R?) x (R?® x R?),

escribiremos un elemento v, € T,(IR? x IR?) en la forma
Vg = (¢", % v, v?).
También se tiene la identificacién candnica
(3.2) T*(R? x R?) = (R? x IR3) x (R? x IR3)*.
Escribiremos un elemento o, € Ty (IR? x IR?) en la forma

Qq = (QI’QQaplaPQ).
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Indicaremos a veces (p1,p2) = p.

Usando (1.29), notaremos p* al elemento de IR? que satisface

(3.3) pi={(p' ), i=12
Sea ¢ € IR? x IR3. Calculemos la accién ¢ levantada al tangente,
Tq(f)(Aﬂ) : Tq(]R3 X ]Rg) — T¢(A,a)(f1) (]RS X ]R3)
Vg — qub(A,a) (Uq).
Usando la identificacién (3.1) puede verse que

Tydaa(d', a® v 0%) = (Ag" + a, Ag® + a, Av', Av?).

Calculemos ahora, la accién ¢ levantada al cotangente T*¢ : SE(3) x T*(IR? x IR?) —
T*(IR? x IR3) que estd dada por (T"9)(a,a)(q) = Tyd(a,a)(yg), Para q € R x R?, o €

Ty (IR? x IR?) y donde se tiene por definicién que

<Tq*¢(A,a) (aq)7 U(i)(A’a)(q)) = <Oéq, Td)(A’a)(q)gﬁ(A,a)—l (Uq))a
para vg , . (q) € T¢(A,a>(tJ) (]R3 X IR3)'
Usando las identificaciones (3.1), (3.2) y (3.3) se tiene que

(T30 00,0 () Vs (@) = (01 A7101) + ((p?, A 102))

= ((Ap",v")) + ((4p?, v?)).
Por lo tanto,
(T*¢) (a.0)(a,p) = (Aq" + a, Ag* + a, Ap", Ap?)
Veamos que la accién T es propia. Sean (gn,pn) ¥ (An, an) sucesiones en T*(IR? x IR?) y

SE(3) respectivamente tales que

(3.4) (qnsPn) —n—oo (q,p) € T*(R® x IR?),

(3.5) (T*QZ))(An,an) (qnspn) = (Anqufi_arwAnqg"’_anaAnp%wAnpi) —n—oo (4, D) € T*(R3XRB)'

De (3.4) se obtiene que (¢}, q2) = gn —n—00 ¢ = (¢',¢*) y como A,1 es una sucesién de
SO(3) y SO(3) es compacto se tiene que existe una subsucesién A, de A, que es convergente.

Supongamos que A,, — L0 A. Entonces se tiene que
(3.6) Ank%lzk koo Agl
De la primera coordenada en (3.5) se obtiene que

(3'7) Ank%%bk + an, —k—oo 61-
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De (3.6) y (3.7) se obtiene que a,, — k00 ¢ — Ag', es decir que la sucesifon {a,}, tiene
una subsucesién convergente.

Por lo tanto la sucesién (4, ay) tiene una subsucesién convergente como se queria probar.

3.1.1. Calculo de la aplicacién momento.

Para g € IR? x IR? el generador infinitesimal de la accién ¢ sobre IR? x IR? correspondiente

al elemento (£, u) € se(3) estd dado por

~

(5) u)(]RJXIR?’)(Q) = (éql +u, éq2 + u)

Usando la identificacién (1.24) se tiene para (&, u) € IR? x IR3,

(gau)(R3XR3)(q) = (§ X ql + ’U,,€ X q2 + ’U,)

La aplicacién momento J : T*(IR? x IR?) — se¢(3)* para la accién levantada al cotangente

T*¢ de la accion ¢ esta dada por

~

J<O‘q)(§7 u) - O‘q((éa u)(]R3><IR3) (Q)),

donde g € R? x R?, oy € T (IR? x IR?), (€,u) € se(3).
Usando las identificaciones (1.24), (3.2) y (3.3), se tiene que

J(g,p)(&u) = (PLEx g +u)+ P Ex ¢ +u)
= (PLEx gy + (phu) + (02, € x @) + (p*,u)
= ((¢* xp'+ ¢ xp% &) + ((p' + p*u)).

Por lo tanto, se tiene finalmente

(3.8) J(q,p) = (¢" x p* +¢* x p* ,p* +p?).

3.2. Reduccién optima de Ortega- Ratiu para el problema de los dos cuerpos con

Hamiltoniano simétrico arbitrario

En este capitulo calcularemos, para cada p = J(q,p) € T*(IR® x IR?)/¢,, el cociente

M, =J7(p)/c,
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donde G, es el subgrupo de isotropia de p por la accién de SE(3) sobre T*(IR? x R?)/¢,, dada
por
¢:SEB)x T*(R3 x R?) /g, — T*(R®xIR3)/q,
(Aa)p) — T((Aa).(a.p):

Para ello calcularemos primero el momento éptimo J(q,p) para cada (¢, p) € T*(IR? x IR3),

es decir, calcularemos las componentes conexas de
T e, u) NTH (IR x R?) g3y, -

Como ya vimos, la accién levantada al cotangente de la accién diagonal T%¢ : SE(3) x

T*(R? x R?) — T*(IR? x IR?) estd dada por

(T*¢)(a,0)(a", 4, 0" P*) = (Aq" + a, Ag” + a, Ap', Ap?).

Como vimos admite una aplicacién momento J : T*(IR? x IR?) — se(3) y estd dada por

J(d',a% 0" p?) = (¢" x p' + ¢ x p?,p' + 7).
Calculo de todos los posibles subgrupos de isotropia de la accion T*¢.

Sea (q,p) = (¢',¢% p', p*) € R? x IR3, entonces

SEB)gp = {(4a)€SEB): (T"0)aa(e,p) = (3,0)}
= {(A,a) e SE(3): A¢ +a=¢', AP*+a=q* Ap' =p', Ap*=p*}

(39) (g,p)

Consideremos los siguientes casos.

Caso (0): mg = (0,0,0,0).
Es claro que

(3.10) SE(3)m, = {(A,a) € SE(3) : a = 0}.
Puede verse de (3.10) que existe un isomorfismo

SE3)m, — SO(3)
(A,0) — A

Caso (1): m1 = (¢',4%,0,0) con ¢* —¢*> =0.
Sea (A,a) € SE(3)m,. Puede verse que para cada A € SO(3) existe a € IR? tal que
Agt +a = ¢~

Por lo tanto en este caso se tiene
(3.11) SE(3)m, = {(A,a) € SE3) :a =q' — Aq'}
Puede verse de (3.11) que existe un isomorfismo

SE(3)(ql,ql’0’0) — 50(3)
(A¢' - Ad") — A



3.2 Reduccion 6ptima de Ortega- Ratiu para el problema de los dos cuerpos... 49

Vamos a ver que si m = (¢', ¢%,p',p?) es tal que SE(3),, = SE(3)(g1,41,0,0) €ntonces pt =
p? =0y ¢' = ¢*. En efecto, para todo A € SO(3) se tiene que Ap' = p' y Ap? = p* de donde
resulta que p' = p? = 0. Ademds, para todo A € SO(3) se tiene Ag? + ¢! — Aq' = ¢* de donde
resulta que A(q? — ¢') = ¢*> — ¢' y por lo tanto ¢' = ¢>.

Caso (2): ma = (q*,4>,0,0) con ¢' y ¢* paralelos, ¢ # ¢°.
Sea (A,a) € SE(3),, entonces A(q' — ¢%) = ¢ — ¢* y a = ¢* — Aq'. Del hecho de que ¢
es paralelo a ¢° se desprende que a = 0.

Por lo tanto en este caso se tiene
(3.12) SE(3)m; = {(A,a) € SEB) : Al¢' —¢*) =¢' —¢" y a =0}
Puede verse de (3.12) que existe un isomorfismo
SE(3)m, — St
(A4,0) —  efa
donde 34 es el angulo de la rotacién A alrededor de ¢' — ¢? en el sentido positivo dado por
q' — ¢® y la orientacién del espacio.

Puede verse que los puntos m = (A(¢' — ¢?), B(¢' — ¢*),0,0) con \, 3 € Ry A # j3 tienen el
mismo grupo de isotropia que mo, para todo A, 5 € IR y A # 3, es decir

SE@3)m = SE(3)m2'

Caso (3): m3 = (q',4>,0,0) con ¢* y ¢*> no paralelos.

Sea (A,a) € SE(3),,, entonces A(q* — ¢?) = ¢* — ¢®. Ademis puede verse que para cada
A € SO(3) tal que A(¢' — ¢%) = ¢' — ¢® existe un tinico a € IR? tal que Ag' +a = ¢' y
Aq? 4+ a = ¢% dado por a = ¢! — Aq' = ¢* — Ag%.

Por lo tanto en este caso se tiene
(313)  SEQR)ms ={(4,0) € SEQ): A(¢' —¢*) =¢' =’ ya=¢' — A¢' = ¢ — A¢®}
Puede verse de (3.13) que existe un isomorfismo
SE(3)m, — St
(A" = Ag") — e,

donde 4 es el angulo de la rotacién A alrededor de ¢' — ¢ en el sentido positivo dado por
q' — ¢® y la orientacién del espacio.

Puede verse que los puntos m = (A(¢' — ¢®) + ¢*, B(¢' — ¢?) +¢',0,0) con \,B € Ry A # 3
tiene el mismo grupo de isotropia que mg para todo A\, 5 € IR y A # (3, es decir

SE@3)m = SE(B)?TLS‘

Observar que un punto (A(q! — ¢%) + ¢%, B(q¢' — ¢*) + ¢%,0,0) se puede pensar como antes
tomando A = A + 1.
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Caso (4): my = (q',4>,0,p?) con p? # 0, ¢ — ¢* no paralelo a p>.
Sea (A,a) € SE(3)m,. Entonces Ap? = p? A(q" — ¢*) = ¢* — ¢*. Del hecho de que ¢' — ¢°
no paralelo a p? puede verse que A = I. Por otro lado se tiene que a = ¢! — A¢' =0

Por lo tanto en este caso se tiene

(3.14) SE3)m, ={(1,0)}

Caso (5): ms = (q',¢>,0,p?) con p* # 0, ¢ — ¢* paralelo a p?, ¢* y ¢* no paralelos a p>.
Sea (A, a) € SE(3)m;. Entonces Ap? = p* y puede verse que para cada A € SO(3),2 existe
un tnico a € IR3 tal que A¢' +a =q' y A¢> + a = ¢°.

Por lo tanto en este caso se tiene
(3.15) SEB3)m; ={(A,a) € SE3): Ap> =p* y a = ¢' — A¢* = ¢* — A¢’}
Puede verse de (3.15) que existe un isomorfismo

SE(3)ms — S
(A, q' — Ag") — eiPa,

donde 4 es el 4ngulo de la rotacién A alrededor de p? en el sentido positivo dado por p? y
la orientacién del espacio.

Sea m = (\p? + ¢*, Bp® + ¢%,0,7p?) con A, 3,7 € R y v # 0. Puede verse que SE(3),, =
SE(3)ms-

Caso (6): mg = (q',¢>,0,p?) con p®> #0, ¢' y ¢ paralelos a p?.
Sea (A,a) € SE(3),,. Entonces Ap? = p? y a = ¢* — Aq' = ¢* — A¢g®. Como ¢! y ¢* son
paralelos a p? se tiene que a = 0.

Por lo tanto en este caso se tiene
(3.16) SE(3)ms = {(A,a) € SE(3) : Ap* =p® y a = 0}
Puede verse de (3.16) que existe un isomorfismo

SE(3)m; — St
(A,0) s eifa,

donde 4 es el angulo de la rotacién A alrededor de p? en el sentido positivo dado por p? y
la orientacion del espacio.
Sea m = (\p?, Bp?,0,7p?) con \, B,7 € R, v # 0. Puede verse que SE(3),, = SE(3)m;-

Caso (7): m7 = (¢!, ¢, p',0) con p' # 0, ¢' — ¢* no paralelo a p'.
Sea (A,a) € SE(3)m.. Entonces Ap' = p' y A(q! — ¢?) = ¢* — ¢%. Del hecho de que ¢! — ¢°

no es paralelo a p! puede verse que A = I. Por otro lado se tiene que a = ¢* — A¢' =0
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Por lo tanto en este caso se tiene

(3.17) SE3)m, ={(1,0)}

Caso (8): mg = (¢*, %, p',0) con p* #0, ¢' — ¢* paralelo a p', ¢* y ¢* no paralelos a p'.
Sea (A, a) € SE(3)ms. Entonces Ap' = p' y puede verse que para cada A € SO(3),1 existe
un tnico a € IR3 tal que A¢' +a =¢' vy A¢? +a = ¢°.

Por lo tanto en este caso se tiene
(3.18) SE(3)ms = {(A,a) € SE3) : Ap* =p' ya=¢' — Aq' = ¢* — A¢®}
Puede verse de (3.18) que existe un isomorfismo

SE(3)ms — St
(A,ql—Aql) —  etPa,

donde 34 es el angulo de la rotacién A alrededor de p' en el sentido positivo dado por p! y
la orientacién del espacio.

Sea m = (Ap! + ¢*, Bp* + ¢*,p',0) con A\, 3,7y € R y v # 0. Puede verse que SE(3),, =
SE(3)ms-

Caso (9): mg = (¢!, ¢, p',0) con p' #0, ¢' y ¢ paralelos a p'.
Sea (A,a) € SE(3),,. Entonces Ap! = p' y a = ¢* — Aq' = ¢* — A¢®. Como ¢' y ¢* son
paralelos a p' se tiene que a = 0.

Por lo tanto en este caso se tiene
(3.19) SE(3)m, = {(A,a) € SE(3) : Ap' =p' y a =0}
Puede verse de (3.19) que existe un isomorfismo

SEB3)m, — St
(A4,0) — etfa

donde 34 es el angulo de la rotacién A alrededor de p' en el sentido positivo dado por p' y
la orientacion del espacio.
Sea m = (Ap!, Bpt, yp',0) con \, B,7 € R, v # 0. Puede verse que SE(3),, = SE(3)m,-

Caso (10): myo = (¢*, ¢%,p*, p?) con p* paralelo a p?, p* # 0, p? # 0, ¢' — ¢ no paralelo a p*.
Sea (A,a) € SE(3)m,,- Entonces Ap' = p' v A(¢" — ¢?) = ¢* — ¢*. Del hecho de que ¢* — ¢*
no es paralelo a p! puede verse que A = I. Por otro lado se tiene que a = ¢* — A¢' =0

Por lo tanto en este caso se tiene

(3.20) SE)mi, = {(1,0)}
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Caso (11): my1 = (¢*, ¢%,p*, p?) con p* paralelo a p?, p* #0, p?> # 0 y ¢' — ¢* paralelo a p', ¢!
y ¢> no paralelos a p*.

Sea (A,a) € SE(3)m,,. Entonces Ap* = p! y como antes puede verse que para cada A €
S0(3),1 existe a € IR? tal que A¢' +a=¢' y A¢*> +a = ¢*

Por lo tanto en este caso se tiene
(3.21) SE(3)my, = {(A,a) € SE(3): Ap' =p' ya=¢' — A¢' = ¢* — A¢®}
Puede verse de (3.21) que existe un isomorfismo

SE(3)my, — st
(A, ¢ — Agl) — €,

donde 4 es el angulo de la rotacién A alrededor de p' en el sentido positivo dado por p' y
la orientacién del espacio.

Seam = (A\p'+q', Bpt+q, vpt, 0p') con v, & no nulos. Puede verse que SE(3),, = SE(3)m,, -

Caso (12): mya = (¢*, ¢%,p", p?) con p* paralelo a p?, p* #0, p*> #0, ¢' y ¢* paralelos a p'.
Sea (A,a) € SE(3)m,,- Entonces Ap' = pl y a = ¢! — Ag' = ¢*> — A¢®. Como ¢! y ¢* son
paralelos a p' se tiene que a = 0.

Por lo tanto en este caso se tiene
(3.22) SE(3)my, = {(A,a) € SE(3) : Ap* =p' y a =0}
Puede verse de (3.22) que existe un isomorfismo

SE(3)my, — St
(A,0) —  etBa

donde 4 es el angulo de la rotacién A alrededor de p' en el sentido positivo dado por p' y
la orientacion del espacio.

Sea m = (Ap', Bpt,yp',6pt) con A, B,7,6 € R, v, # 0. Puede verse que SE(3),, =
SE(3)my,-

Caso (13): mi3 = (¢*, ¢%,p*, p?) con p* y p? no paralelos.
Sea (A, a) € SE(3),,, entonces Ap! = p' y Ap? = p?, luego A = I. Ademis Aq' +a = ¢,
luego a = 0.

Por lo tanto en este caso se tiene

(3.23) SE(3)m,s = {(L,0)}.

De este modo se han determinado todos los grupos SFE(3),, para m € T*(IR? x IR?) posibles.
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Cilculo de los espacios (T*(IR? x IR3))SE(3)(M) = Mgsp(3),.,)-

Recordemos que
(T*(R? % ’R)sp(s),, = {(@5) € T"(R® x R?) : SE(3)(5) = SE(3) (g}

Vamos a introducir una notacién util.

Sea r € IR? y sea
GYz) ={(A,a) € SE(3) :a =1z — Az} ~ SO(3).

Para (¢,p) = (¢',¢",0,0) se ve de (3.11) que SE(3)(,,) = G*(¢"). Por lo tanto se tiene que
para r € IR3,

(3.24) Meipy = {(z,2,0,0)}.
Sea iy € IR? con y # 0 y sea
G*(y) = {(A,a) € SE(3) : Ay = y,a = 0} ~ S

Para (q,p) = (¢',¢%,0,0) con ¢' y ¢* paralelos y distintos entre si , se tiene de (3.12) que
SE(3)(p) = G*(¢" — ¢%).
Por otro lado, para (¢,p) = (¢*,¢%,0,p%) con ¢ y ¢? paralelos a p?; p? no nulo se tiene de
(3.16) que SE(?))(q’p) = G?(p?).
Por 1ltimo se tiene que para
» (¢,p) = (¢*,¢% p",0) con ¢' y ¢® paralelos a p'; p! no nulo
= (¢,p) = (¢*, ¢%,p',p?) con p! paralelo a p?; ¢' y ¢* paralelos a p'; p! y p? no nulos
se tiene respectivamente de (3.19), (3.22) que SE(3)(,,) = G*(p").
Por lo tanto, por los casos (2), (6), (9) y (12) resulta

Mgy = UB,-

= {(A\y,8y,0,0): A\, € R, A # S}

(
(32) U {(A\y,By,0,6y) : A, 3,0 € R, 6 # 0}
U {(\y, By, 7,0) - A, B,y € R,y # 0}
(

U {(Ay, By,7y,0y) : A, B,7,6 € IR, 7,6 # 0}
Sean z,y € IR? tal que  x y # 0 y sea
G3(z,y) = {(A,a) € SE(3) : Ay =y,a = = — Az} ~ S'.

Para (¢,p) = (q%,¢%,0,0) con ¢' no paralelo a ¢* se tiene de (3.13) que SE(3)(q7p) =
G¢*q' — ) = Gd', ¢ — ).
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Ademss, para (q,p) = (¢',¢%,0,p?) con ¢! — ¢? paralelo a p?; ¢! y ¢ no paralelos a p? se
tiene de (3.15) que SE(3)(,,) = G*(¢*,p%) = G*(¢*,¢' — ¢?).

Por otro lado, para (q,p) = (¢*, ¢%,p',0) con ¢ — ¢? paralelo a p'; ¢! y ¢ no paralelos a p!
se tiene de (3.18) que SE(3)(,,) = G*(¢",p") = G*(¢*, ¢* — ).

Por tltimo, para (¢q,p) = (¢', ¢%,p', p?) con p! paralelo a p?; ¢* — ¢? paralelo a p'; ¢! y ¢% no
paralelos a p'; p? # 0, se tiene de (3.21) que SE3)@qp) = G3(q', p') = G3(¢%, p') = G3(¢*, p?) =
G3(q%, p?).

Por lo tanto se tiene, de los casos (3), (5), (8) y (11), que para z,y € IR? con = x y # 0

resulta
4
Mes(a,y) U D;
i=1
= {(Qy+z,8y+2,0,0): A\, 8 € R, \# B}
(3.26)

U {(M\y+z,0y+x,79,0): X\, B,y € R,y #0}

(
U {(A\y+=z,By+x,00y): A\ 3,6 €R,d#0}
(A
U {(Ay+a,By+z,7vy,0y) : A\, 8,7, € R,y #0,5 # 0}

Sea G* = {(I,0)}, entonces de (3.14), (3.17), (3.20) y (3.23) se tiene que

Mg = {(¢", 4% 0,p%) : ¢* — ¢ no es paralelo a p?}
U {(¢* ¢%p"0): ¢* — ¢% no es paralelo a p'}
U {(¢*, ¢% p",p?) : p' es paralelo a p?; ¢' — ¢®no es paralelo a p'; p? # 0}

2

U {(¢* ¢% p", p?) : p' no es paralelo a p?}

(3.27) — 1 2

):
):
(¢4, ¢ p',p?) : ¢ — ¢° no es paralelo a p'}
):
)

|
—_~

2

U {(¢*, ¢% " p%) : ¢* — ¢® no es paralelo a p?}

2

U {(¢*, ¢% p', p?) : p' no es paralelo a p?}

— UMZ

=1

Célculo de las componentes conexas de J ! (a,u) N Msgs),, "

Consideremos los siguientes casos.
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1. Caso (qo,p0) € Mg (z,)s (90,P0) = (70, %0,0,0) con z¢ € IR3.

En este caso J(zo,0,0,0) = (0,0) y
J7H0,0) = {(¢".¢* p",p?) € T"(R® x RY) : ¢" x p' +¢* x p* = 0, p' +p* = 0}.
Entonces es facil ver de (3.24) que

J7H0,0) N T*(IR? x IR?) G149y = { (w0, 70,0,0)}.

G (x0)

0o = J (20, 20,0,0) € T*(IR? x IR3)/GE con xg € IR3 se tiene que

Por lo tanto si p

— G (x — *
TG 87) = (J7H0,0) N TR X R) g1 (4 e (qop) = { (%0, 0,0, 0)}.

Reduccién éptima.

o)

Calculemos ahora el subgrupo de isotropia de p(GO 0y bor la accién de ¢. Es facil ver que

G ity = SE(3) g1y = {(A,a) € SE(3) : Azg+ a = x0}.

P0,0) P(0,0)
1
Para calcular el cociente M g1, = J (p(c(’; (();30)) /G (og) Calculemos la drbita del elemento
P(0,0) ’ p(oﬂofo
1
mo = (20, 70,0,0) € J‘l(p% (();30)) por el grupo G g1,,,- Se tiene que
; p

(0,0)

Ome = {(A4,a)(z0,20,0,0):(A4,a) € GpG1(m0)}

(0,0)

= {(Azg +a,Azxg+a,0,0): (4,a) € GpG1<ro)}
(0,0)

= {(fan Zo, 07 0)}
Por lo tanto

M g1y = {[(z0,70,0,0)]},
P(0,0)

con [(xo, o, 0,0)] = {(x0,z0,0,0)}.

2. Caso (qo,po) € Mg2(yy)» con J(qgo, po) = (0,0), yo € R — {0}.

Como en el caso anterior se tiene que

(3.28) J7H0,0) = {(¢" %, p',p?) e T*(R* x R?) : ¢! xp'+¢* xp*> =0,
3.98
p'+p* =0}

Usando (3.25), calculemos ahora

4
J710,0) N Mz, = | 77(0,0) N B..

=1
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- J71(0,0) N By = Bj pues para todo (q!,q? p',p?) € By se verifica que p! = p> =0y

usando esto en (3.28) se ve lo que queriamos probar.

- J71(0,0) N By = () pues para todo (q', ¢?, pt, p?) € By se verifica que p! = 0 y usando esto
en la segunda ecuacién de (3.28) se obtiene que p? = 0 que es absurdo en Bo.

- J71(0,0) N B3 = (. La demostracién es analoga al caso anterior.

- J710,0) N By. Sea (q,p) € By, entonces existen ), 3,7,6 € IR, 7,0 # 0 tales que ¢' = A\yo,
q® = Byo, p* = yyo y p* = dyo. De la segunda ecuacién de (3.28) se obtiene que (v + §)yo = 0
lo que implica que v+ d = 0 pues yg # 0.

Se ve facilmente que la primera ecuacién de (3.28) se verifica directamente. Por lo tanto

J71(0,0) N By = {(Ayo, Byos 790, —7w0) : A, B,7 € R,y # 0}
Por lo tanto se tiene que
J7H0,0) N Mgzgyy = {(Ayo, By0,0,0) : X, 3 € R, X # 5}
U {(Ayo, Byo, 7y0, —71¥0) + A, B, € R,y # 0}.

Puede verse que este conjunto es conexo.

(3.29)

. . G2
Por lo tanto si (qo,po) € Mgz(y,) con J(qgo,po) = (0,0), yo € R3 — {0} vy si p(aég)yo) c

T*(R? x IR?) /G es tal que piféﬁm = J(qo,po) entonces
_ G? — *
T ™) = (J710,0) N TR X IR®)g2(y) e (aopo)
(3.30) i=1
= {()‘y(]vﬁy()aoao) : Aaﬁ € IR7>\ 7& B}
{(Ay0, Byos vy, —7y0) : A, B,y € R,y # 0} ~ IR — {4},
donde £ es la recta dada pory =0y A — 8 =0.

-

Reduccién 6ptima.

2 _
Calculemos ahora el subgrupo de isotropia de p(G0 égo) por la accién de ¢. Sea (q,p) €

2 2
jfl(p%éilo)), entonces (A, a) € Gp02<y0) si (A,a)(q,p) € jfl(p%égo)).
(0,0

- Caso (¢,p) = (Mo, BYo,0,0) € Cy con \, 5 € R, \ # B.
Sea (A,a) € SE(3), entonces (A,a)(q,p) = (Myo + a, BAyg + a,0,0) € J_l(pgfé?)m)) si
existen A\, 5 € IR con \ # 3 tales que
Myo+a = My
{ BAyo+a = By,

de donde se deduce que

A=B)Ay = (A=PB)wo
Ayo = o,
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y también A — B = A — 3 por ser \ # f.
Por otro lado se tiene que

a=(B—PF)yo= (A= Nyo.

- Caso ((jaﬁ) = (S‘y()vByUaﬁ/yOa _ﬁyO) S 02 con S‘a Baﬁ/ S IR/? 75 0. 5
Sea (A, a) € SE(3), entonces (4, a)(,p) = (Myo+a, BAyo+a,7Ayo, —7Ayo) € T (p )

Po.0)
si existen A, 5,7 € IR con v # 0 tales que
Myo+a = My
BAyo+a = Byo
YAYo = VYos
de donde se deduce que
Ayo = yo
y que
Y=
por ser 4 # 0.

Se tiene, como en el caso anterior, que

a= (8- B)yo= (A~ Ao

Por lo tanto

G a2y = {(A,a) € SE(3) : Ayo = yo y a = nyo,n € IR}

P(0,0)
2
Para calcular el cociente M g2, ) = J *1(p(GO él)/(’)) /a 2y, Calculemos la érbita del elemento
P(0,0) ’ po Y0
’ (0,0)
2
(Go,po) € T 71(p(GO,éZ)/°)) por el grupo Gsz(yO). Puede verse que tanto C7 como Cy son invariantes
(0,0)
pOI‘ G GQ(ZJO)'
P0,0)

, sobre J1( GQ(yO)) no es libre.

Puede verse ademds que la accién de G g2, £(0,0)

P(0,0)

- Caso (QO7250) = (X0y0730y07070) € Cla )\0 7é /80'

O(qoaﬁo) = {(A’ a’)((j(]?l_)o) : (A7 a) G GpG2<yO)}

0,0)
= {(XoAyo + nyo, BoAyo + 10, 0,0) : Ay = yo,n € R}
= {(Xo+n)vo, (Bo +n)y0,0,0) : n € R}.

Para calcular el cociente C1 /¢ consideremos (g, p) = (Ayo, Byo,0,0) € Cy con \ # f3.

G2(yg)
P(0,0)"

Se tiene que (q,p) € O g, 5,) si existe n € IR tal que

{ Mo = (Ao +n)yo
Byo = (Bo+n)yo.
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De las dos ecuaciones se obtiene que

X—Bo=r-5.
Puede verse entonces que
CI/G G2(yp) ~ 1R — {O},

P
(0,0)
donde el isomorfismo estd dado por

[(S\O?JO?BOZ/(L 07 0)] — 5\0 - B()v
y [(Moyo, Boo, 0,0)] = {(Ayo, Byo,0,0) : A — B = Ao — Bo}.

- Caso (G0, o) = (Aowo, Boyo, Joyo, —Yoyo) € Ca con Ao, o, 50 € Ry o # 0.
(9(607}30) = {(A7a’)(607230) : (A7 a/) € GpG2(y0>}

0,0)
= {(MoAyo + 1Yo, BoAyo + 190, Yo Ayo, —YoAyo) : Ayo = yo,n € R}
= {(Mo + n)vo, (Bo + 1Yo, Yoyo, —Yovo) : n € R}.

Para calcular el cociente Cy /¢ consideremos (,9) = (Ayo, Byo, ¥yo, —Fyo) € Co con

G2(yp)
"<o,o>y ’

7 # 0. Se tiene que (q,p) € O(gy 5, Sl existe n € R tal que

Ao = (Ao +n)yo
Byo = (Bo+nvo
YYo = "oYo-

De la tercera ecuacion se deduce que 4 = 7y por ser yg # 0. Como antes, de las dos primeras
ecuaciones se deduce que \g — Bg = A — f.
Puede verse entonces que
C2/Gp(cé2é)yo) ~ IR X (]R‘ - {0})7

donde el isomorfismo estd dado por
[(Aowo, Boyo, Foyo, —7oy0)] «— (Ao — Bo, Y0)

v [(Aovo, Boyo, YoYo, —F0%0)] = {(Ayo, BYo, Foyo, —Yoyo) : A — B = Ao — Bo}-
Por lo tanto
M GQ(QO) ~ ]R, X R - {(0, 0)}.

(0,0)
Mas aun, el cociente es isomorfo al plano paralelo al eje « y perpendicular a la recta A = 3,

~ = 0, menos el origen. El isomorfismo estd dado por

[(Movo, Bovos Foyo, —F0yo)] <— (—(Xo — Bo)s (Mo — Bo)s Fo)-
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3. Caso (qo,po) € M2(y,) con J(qo, po) = (0,60%0), do € IR, 0 # 0, yo € IR? — {0}.

En este caso

(331) J7H0,00y0) = {(¢", ¢*,p",p?) € T*(R® x R?) : ¢" xp'+¢*xp?=0,
3.31
p' +p* = doyo}-
Usando (3.25) calculemos ahora

4

J7H0, 8oyo) N M (yy) = U J 710, Soyo) N Bs.
i=1

- J7Y0,80y0) N By = 0 pues para todo (¢!, ¢%,p',p?) € By se verifica que p' = p? =0y la
segunda ecuacién de (3.31) queda 0 = dpyp que es absurdo pues tanto dy como g son no nulos.
- J7Y0, doyo) N Ba. Sea (¢!, ¢, p', p?) € Bs entonces p' = 0 y existen ), 3,6 € IR, § # 0 tales
que ¢t = Mo, ¢> = Byo y p* = dyo. De la segunda ecuacién de (3.31) se obtiene dyo = oyo, lo
que implica que § = dy pues yo # 0. Reemplazando en la primera ecuacién de (3.31) se obtiene

una tautologia. Por lo tanto
J710,80y0) N Bz = {(Ayo, Byo, 0, doyo) = A, B € IR}.

- J7Y0, 60y0) N Bs. Sea (¢, 2, p',p?) € B3 entonces existen A\, 3,y € IR, v # 0 tales que
q' = Mo, ¢* = Byo v p' = Yyo. De la segunda ecuaciéon de (3.31) se obtiene yyo = doyo, lo que
implica que v = &y pues yp # 0. Reemplazando en la primera ecuacién de (3.31) se obtiene una

tautologia. Por lo tanto
J710,80y0) N Bz = {(Ayo, Byo, doyo, 0) : A, B € R}.

- J710,60y0) N By. Sea (q', ¢, p',p?) € B, entonces existen A, 3,7v,5 € R, con 7,6 # 0
tales que ¢' = Ayo, ¢> = Byo, p' = yyo v p* = yo. De la segunda ecuacién de (3.31) se obtiene
que (v + 9)yo = doyo lo que implica que v+ § = dy pues yo # 0. La primera ecuacién de (3.31)

resulta una tautologia. Por lo tanto se tiene que

J 710, 80y0) N Bs = {(Ayo, Byo; 750, (50 — 7)yo) : A, B,y € R,y # 0,7 # bo}-
Por lo tanto se tiene que

J7H0,6090) N Mgz(yy = {(Ayo, Byo,0,0010) : A, B € R}
U {(Ayo, Byo, doyo, 0) : A, B € IR}
U {(Ao, Byo, 790, (0o — Myo) = A, B, v € R,y # 0,7 # do}
= {(Ayo, Byo, 10, (do — V)yo) = A, 8,7 € R}
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Este conjunto es conexo y por lo tanto si (go,po) € Mg2(y,) tal que J(qo, po) = (0,d0y0) con
. G2 G?
S0 €R, 5o # 0,0 € R3 — {0} y si p(o,égz())) € T*(IR? x IR3) /G tal que J(qo,po) = p(o,ég;()))
entonces

_ G? _ *
T pamh) = (710, doy0) N T*(IR? X TR?) () )e.c.(g0.0)

(3.32)
= {(A\0, Byo, vyo, (d0 — V)yo) : A, 8,7 € R} =~ R?

Reduccién 6ptima.

2 _
Calculemos ahora el subgrupo de isotropia de p(G0 ég;[))) por la accién de ¢. Sea (q,p) €

2 — — — —
TG, entonces (2,) = (o, Sy 330, (5o —2)ww) con A, 5,5 € . Se tiene que (4,a) €
. _ _ G?
G G2(yg) Sl (A,a)(q,p) €T I(P(o,égzg))-

(0,80¥0)

Sea (A,Cl) € SE(3)7 entonces (A’ a)(‘lﬁ) = (S‘Ayo + a, BAyO + (I,"_)’Ayo, (50 - W)Ay()) €

jfl(pg;(ggzg)) si existen \, 3,7 € IR tales que

Mayo+a = Iy
BAyo+a = Byo
YAyo = VYo

(b0 —=¥)Ayo = (do — 7)o

De la ultima ecuacién se deduce que
Ayo = o

Yy que

por ser yo # 0.
Se tiene ademads que

Por lo tanto

G a2y =1{(A,0) €G:Ayo =yoy a=nyo,n € R}
(0,6090)

, sobre J X G2(y°))) no es libre.

Puede verse que la accién de G' 52, P(0.5050

P(0.60u0) )
. 1, G L1
Para calcular el cociente M 52,y = J 1(p(o éé’;g)) /G o o) calculemos la orbita del ele-
’ 0
(0,50%0) #(0,80v0)

o 1, G? T s - o
mento (o, po) € J l(p(o,ggzg)) por el grupo G ¢2(,,, - Sean Ao, Bo, 50 € IR tales que (qo,Po) =

(0,60y0)

(Moo, Bovos FoYo, (6o — F0)yo), entonces se tiene que

O(QOvﬁO) = {(A7 a)((jmpO) : (A7a) € G G2(y0) }

(0,6090)
= {(MoAyo + 1Y0, BoAyo + 10, YoAyo, (5o — 7o) Ayo) : Ayo = yo,n € R}

= {(Ao+ n)vo, (Bo + M)yo, Foyo, (60 — F0)yo) : n € R}.
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— — 2 JE
Consideremos (q,p) = (Ayo, BY0, Yo, (d0 — ¥)¥o) € j_l(P%,éggg)) con A, 3,7 € IR. Se tiene

que (q,p) € O(gy,50) Si existe n € IR tal que

AYo (Ao +n)yo
Byo = (Bo+n)yo
Yyo = (o —H0)yo-

De la tercera ecuacién se deduce que 7 = (09 — ) por ser yg # 0. Como antes, de las dos

primeras ecuaciones se deduce que \g — By = A — 5.

Puede verse entonces que

M G2(y0) ~ ]R X ]R,
P(0,80w0)
donde el isomorfismo esta dado por

[(Aoyo, Boyo, Foyo, (5o — F0)yo)] «— (Ao — Bo, (Jo — F0))

v (Moo, Boyo, Foyo, (5o — F0)v0)] = {(Ayo, Byos Foyo, (do — Fo)yo) : A — B = Ao — Bo}-

4. Caso (qo,po) € Mgs(z4.40) cOn J(qo,po) = (0,0), 20,90 € IR?, 20 x yo # 0.

Como en (3.28) se tiene que

(3.33 J7H0,0) ={(q",¢%,p",p?) TR x R?) : ¢! xp' +¢* xp? =0,
3.33
p' +p? = 0}.
Usando (3.26) calculemos ahora

4
J710,0) N T*(R? x IR?) G (g 4oy = | J(0,0) N Dy
1

- J71(0,0) N Dy = Dy Sea (q,p) € Dy entonces p! = p? = 0 y existen \, 3 € R con \ # f3
tales que ¢' = A\yo + 20 ¥ ¢ = By, + x0. Reemplazando en la primer y segunda ecuacién de
(3.33) se obtiene una tautologia.

- J710,0) N Dy = (). Sea (q,p) € D5 entonces p' = 0 y existen A, 3,0 € IR con § # 0 tales
que ¢* = A\yo + z0,4%> = By, + 20 ¥ p? = Syo. De la segunda ecuacién de (3.33) se obtiene que
dyo = 0 lo que es un absurdo pues tanto yy como § son no nulos.

- J71(0,0) N D3 = (). Se deduce con un razonamiento anlogo al caso anterior.

- J710,0) N Dy. Sea (¢, p) € D4 entonces existen A, 3,7,5 € IR con v # 0 y § # 0 tales que
' = Mo + 20, 4% = Byo + 0, 0" = Yyo v p* = dyo. Reemplazando en la segunda ecuacién de
(3.33) se obtiene que (y+ d)yo = 0 lo que implica que v+ & = 0 pues yy # 0. Reemplazando en

la primera ecuacién de (3.33) se obtiene una tautologia. Por lo tanto

J71(070) N D4 == {(Ayo + x()uﬁyo + Z0, 7YYo, _’YQO) : )\7677 S IR,’Y # O}



62 El Problema de los dos cuerpos

Por lo tanto

Jﬁl(o?o) n MG3(m0,yo) = {()‘yﬁ + o, Byo + .’L‘(),0,0)} tABER ANF# B}

U {(Ayo + zo, Byo + 0, YY0, —Y¥0) : A, B,y € IR,y # 0}.

Se ve directamente que este conjunto es conexo.

Entonces si (g0, po) € Mas(a,y,) €ON To, Yo € IR3, 29 x yo # 0 tal que J(qo, po) = (0,0), y si

f 0,90
p(Gof(g:)EO’yO) = J(q0,po) € T*(R® x R*) /G entonces
— G3 (o, _
J 1(p(07(())o vy = (J-10,0)N M3 (20 40))e-c-(q0.p0)
2
= U D;
i=1

= {(Ayo + z0, Byo + ©0,0,0) : A\, B € R X # 3}
U {(Ayo + zo, Byo + o, Yo, —y0) : A, 8,7 € R,y # 0}
IR3 - {6}7

1

donde ¢ es la recta dada pory =0y A — 5 =0.

Reduccién 6ptima.

G3(z0,y0)
70)

©
— G3(zo, ) o - 5z,
J 1(p(o,(g)o "), entonces (A, a) € G 3o Si (A,a)(q,p) €T l(p(o,é)o vo)y,
0,0)

Calculemos ahora el subgrupo de isotropia de p por la accién de ¢. Sea (q,p) €

- Caso ((jvﬁ) = (5\90 +~T07ﬁ_y0 —I—I‘0,0,0) € Ey con 5\76_ € R, A 7é B
Sea (A,a) € SE(3), entonces (A,a)(q,p) = (Myo + Axg + a, Ay + Azg + a,0,0) €

J*I(pggéfo’yo)) si existen, A, 3 € IR con \ # 3 tales que

Ny + Azg + a = \yo + zo

BAyo + Azo + a = Byo + o,
de donde se deduce que
(Ao — Bo)Ayo = (Mo — Bo)wo

que por ser g — By # 0 implica que Ayo = yo ¥ que Ao — Bo = Ao — Bo-
Por otro lado puede verse que

a= (Mo — Xo)yo + (zo — Azo) = (Bo — Bo)yo + (zo — Axzp).

- Caso (Q%ﬁ) = (5\90 + $076y0 + X0, VYo, _fyyO) € E2 con 5‘767’? € ]R'u v 7é 0.
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Sea (A,a) € SE(3), entonces (A, a)(q, p) = (AMyo+ Azo+a, BAyo+ Axg+a, Ay, —FAyo) €

e (pG3($07y0)

(0,0) ) si existen, A, 5,7 € IR con 7y # 0 tales que

2

Muyo + Azg+a = Ay + xo
BAyo+ Azg+a = Byo+ o

FAyo = VYo

YAy = —7yYo.

De la tercera ecuacién se deduce que Ayy = yo por ser ¥ # 0y que ¥ = 1.

Como en el caso anterior puede verse que
a= (A= Nyo+ (zo — Azo) = (B — B)yo + (w0 — Axy).
Por lo tanto

G G om) = ={(A,a) € SE3) : Ayo =yo y a = nyo + xo — Axg,n € R}.

P(0,0)

— G fo1s
Para calcular el cociente M G oa0) = J 1(p(o éx“yo )/ a o, calculemos la érbita del
P(0,0) ?(0,0)

elemento (qo, po) € I *(p P o Ogco,yo)) por el grupo G LG o.m0)- Puede verse que, tanto Fy como F»

P(0,0)
son invariantes por G G0 .50) y que la accién de G G0 .30) sobre M ,G30.50) no es libre.
(O 0) (0 0) (O 0)

- Caso (g0, po) = (Moyo + 0, Boyo + 70,0,0) € Ey con Ay, By € IR, Ao # fBo.
0(1707170) = {(4,a)(q0,P0)1 : (A,a) €G (GB(;CO vo)}
0,0

= {(NoAyo + Axg + nyo + 0 — Axo, BoAyo + Axo + nyo + 0 — Az0,0,0) : Ayo = yo,n € R}
= {(Mo+n)vo + o, (Bo +1)yo + 0,0,0) : n € R}.

Para calcular el cociente F1 /o consideremos (q,p) = (Ayo + zo, Byo +20,0,0) € Dy

,G3(20,0)
P(0.0)

con \ # 3. Se tiene que (g,p) € O(qo,po) se existe n € IR tal que

Mo+x0 = (Ao +n)yo+ w0
Byo+zo = (Bo+n)yo+ xo.

De las dos ecuaciones se obtiene que

Xo—Bo=A-5.
Puede verse entonces que

EI/G G3(zo vo) ~IR - {0}’
(0,0)

donde el isomorfismo estd dado por

[(Movo + o, Boyo + o, 0,0)] <— Ao — Bo,
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v [(Movo + o, Boyo + 20, 0,0)] = {(Ayo + 20, BYo + 0,0,0) : A — B = Ao — Bo}.

- Caso (qo, o) = (Aoyo + 0, Boyo + o, Yoyo, —Yoyo) € Ea con Ao, Bo, Yo € IR, 5o # 0.
O(éo,ﬁo) = {(A’ a)(%?ﬁo) : (A,a) € GP(G3(;vo,yo)}
0,0

= {(MoAyo + Az + nyo + To — Amo, BoAyo + Az + nyo + To — Ao, Y0, —F0) : Ayo = Yo, € R}
= {(Ao+ n)yo + o, (Bo +n)yo + o, Y0, —70) : 1 € R}.

Para calcular el cociente Fy /¢ 5 (s0.w0) consideremos (g, p) = (Ayo-+zo, BYo+x0, YY0, —TY0) €
,G3 (o,

(0,0

Dy con 7 # 0. Se tiene que (,p) € Og, p,) e existe n € R tal que

Mo+zo = (Ao+n)yo+ To
Byo+zo = (Bo+mn)yo+ xo
YYo = "oYo-

De la tercera ecuacion se deduce que v = g por ser yg # 0. Como antes, de las dos primeras
ecuaciones se deduce que \g — fBg = A — S.
Puede verse entonces que
EQ/G G3(20,v0) ~ IR X (IR - {0})7
£(0,0)

donde el isomorfismo estd dado por
[(Aoyo + 20, Boyo + 0, Y0y, —Fovo)] <— (Mo = Bo, o)

v [(Aoyo + o, Boyo + To, Yoyo, —Yov0)] = {(A\yo + 0, Byo + o, FoYo, —FoYo) : A — B = Ao — Bo}
Por lo tanto

M GS(T(va()) ~ ]R X ]R, - {(O, 0)}

P(0,0)

El isomorfismo esta dado por
[(Aoyo + 2o, Boyo + o, Yoy, —Fovo)] <— (Ao — Bo, o)

v [(Aovo + 0, Bovo + o, Yovo, —Yovo)] = {(Ayo + o, BYo + To, Foyo, —Yoo) : A — B = Ao — Bo}-

5. Caso (o, po) € M3 (4 40): T0: Yo € IR?, mo X yo # 0 tal que J(qo, po) = (Jo(x0>Y0),doyo)s
do € IR, do 7é 0.

En este caso J(qo,po) = (do(xo X y0),d0yo) = (up, ) y se tiene que
(3.34)
I~ (do(zo % yo), doyo) = {(¢*, 4%, p",p?) € T*(R* x R?) : ¢' x p' +¢° x p* = doxo X Yo,

p' 4 p* = doyo}-
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Usando (3.26) calculemos ahora

4
J_l(uo, ap) N T*(IRS X IR3)G3(;B0,yo) = U J_l(uo,ao) N D;.
1

- J 7Y (ug,9) N D1 = 0. Sea (q,p) € Dy entonces p' = p? = 0. Reemplazando en la segunda
ecuacién de (3.34) se obtiene dpyo = 0 lo que es un absurdo pues tanto yy como Jp son no nulos.
- J Y(uo, ag) N Da. Sea (g,p) € Do entonces p' = 0 y existen A, 3,0 € IR con § # 0 tales
que ¢* = A\yo + z0,4%> = Byo + 2o y p? = yo. De la segunda ecuacion de (3.34) se obtiene que
dyo = doyo lo que implica que § = Jy pues yo es no nulo. Reemplazando en la primer ecuacién

de (3.34) se obtiene el mismo resultado. Por lo tanto
J ! (ug, a0) N D2 = {(Ayo + 20, Byo + 20,0, doyo) : A, 5 € R}.

- J710,0) N Ds. Sea (¢q,p) € D3 entonces p?> = 0 y existen A\, 3,7 € IR con v # 0 tales
que ¢* = Myo + x0,¢> = Byo + o ¥ p' = Yyo. Se deduce con un razonamiento analogo al caso

anterior que
J ™ (ug, ag) N D3 = {(Ayo + xo, Byo + 0, 6oy0,0) : A, B € R}.

- J71(0,0) N Dy. Sea (q,p) € D4 entonces existen ), 3,7,9 € IR con v # 0y § # 0 tales que
q' = Mo + 0, ¢*> = Byo + xo,p* = Yyo y p?> = dyo. Reemplazando en la segunda ecuacién de
(3.34) se obtiene que (v +0)yo = Yoyo lo que implica que v+ § = g pues yo # 0. Reemplazando

en la primera ecuacion de (3.33) se obtiene lo mismo. Por lo tanto

J ™ o, a0) N Dy = {(Ayo + o, Byo + x0, (50 — 8)y0,6y0) : A, 3,6 € IR, 8 # 0,6 # do}-
Por lo tanto

J o, a0) N Mgs(zohe) = {(Ayo + o, Byo + 0,0, 00y0) : A, 3 € R}
U {(Ayo + o, Byo + =0, 00Y0,0) : \, 8 € R}
U {(Ayo + o, Byo + o, (o — )0, 0yo) : AB,d € IR, 6 # 0,6 # do}
= {(Ayo + o, BYo + To,0y0,0) : A, B € IR}
U {(Ayo + zo, Byo + o, (do — 6)y0, 0y0) : A, B,6 € R, 6 # 0}
(

= { )\yO + $075y0 + 2o, (50 - 5)?4075%) : )\7675 € ]R}

Se ve directamente que este conjunto es conexo.
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Entonces si (qo,po) € Mgs(gg,40) €ON To, Yo € IR3, 9 x yo # 0 tal que J(qo,po) = (do(xo X

3 (2 .
Y0), doyo) con &g € IR, 5o # 0 y si Pgo((zg’f(;lwoyo) = J(q0,p0) € T*(R* x IR?)/G g, entonces

3(x _
jil(pgo((ng(;l)@oyo)) = (J l(u()a aO) N MG3($0,yo))c.c.(qo,po)
2
= R
=1

= {()\y() + 330’53/0 + xo, (60 - 6)1/07 5y0) : )\7 57 6 € ]R‘}

Reduccién 6ptima.

G3(z0,y0)
(80 (xo*y0),00%0)

_ G3 (o, . _ _ G3 (o,
T Yp (z0,%0) ), entonces (A,a) € G ¢3.0,40) si (A,a)(q,p) €T l(p(%%mgi’%)’%yo)).

do(xoxyo),0
(80(w0xyo0),00y0) (oo m0) s sov0)

Calculemos ahora el subgrupo de isotropia de p por la accién de ¢. Sea (g, p) €

Sea (A,a) € SE(3), entonces (4, a)(q,p) = (AMyo+ Azo+a, BAyo+ Axg+a, (5o—0)yo, dyo) €
j‘l(p:()’go 0 yo)) si existen, A, 3,9 € IR tales que
Myo + Azg+a = Iyo + o

BAyo+ Azg+a = Byo+ o

(0o —0)Ayo = (0o — &)yo
5Ayo = dyo.

Si 6 = 0 entonces de la cuarta ecuacién se deduce que 6 = 0 y de la tercera ecuacién se
obtiene que Ayg = yo por ser §y # 0. Si § # 0, de la cuarta ecuacién se deduce que Ayy = yo
por ser § # 0. También se deduce que 6 = 6.

Por otro lado puede verse de la primera y segunda ecuacién que (A — 8)yo = (A — 5)yo, lo

que implica que
5‘ - B =A— ﬁ?

por ser yg # 0. Resulta entonces

a= (A= Nyo+ (zo — Azo) = (B — B)yo + (z0 — Axo).

Por lo tanto

G 3.00) ={(A,a) € SE(3): Ayo =yo ¥y a = nyo + zo — Axzon € R}.

P50 (x0xu0):50v0)

: _ -1 ,G*@oy0)
Para calcular el cociente M &3, 0 =J (p(éo(moxyo),6oyo))/0 8 (ag.00)

P800 xv0).0v0) P(80 (20 xv0):60v0)

G3(wo,y0)
(50(350><y0)750y0)) por el grupo G G3(0,u0)
(80 (z0xyp):0Y0)

Observar que la accién de G' ¢34y, sobre M ¢3(,.40) no es libre.
P(60(x0xv0).50v0) P60 (20 xv0).50v0)

calculemos

la 6rbita del elemento (go,po) € J L (p
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— — — — 3 . — — —
Sea (qo, Po) = (Aoyo + Zo, Boyo + o, (do — d0)yo, doyo) € .7_1(/3((5;0%%2’5%),50%)) con Ag, fo, b €

IR.
O(éo,ﬁo) = {(AWL)(QOJ%) :(Aya) e G G3(z0,30)

P (50 (20 x0),80v0)
= {(NoAyo + Axg + nyo + 10 — Axo, BoAyo + Azo + nyo + 0 — Azo, (0 — 0)Ayo, S0 Ayo) :
Ayo =yo,n € R}

= {(Ao+n)yo + o, (Bo + n)yo + o, (5o — d0)yo, doyo) : m € R}

— — — — 3 T
Consideremos (,5) = (Ayo+xo, Byo+0, (3=0)y0,390) € T~ (0ot 500007 000
G301

(60 (z0 xy0),90v0)

Se tiene que (q,p) € O(gy5) i existe n € R tal que
Myo+x0 = (Ao +n)yo + o
Byo+zo0 = (Bo+n)yo+ o

(60— 8)yo = (8o — d0)yo
Syo = _oyo-

De la cuarta ecuacién se deduce que § = &y por ser yy # 0. Como antes, de las dos primeras
ecuaciones se deduce que \g — ffg = A — f5.

Puede verse entonces que

M G3(zo,y0) ~ ]R, X ]R,,

P60 (20 %y0)-800)

donde el isomorfismo esta dado por
[(Royo + 20, Boyo + 2o, (60 — 00)0, doyo)] <— (Ao — Bo, do)

v [(Aoyo+z0, Boyo+o, (Jo—b0y0, dovo)] = {(Ayo+zo, Byo+z0, (50—30)y0, doyo) : A—B = Ao—Bo}-

Caso (qo,po) € Mg, con J(qo,po) = (o, uo)-
Consideremos primero las siguientes coordenadas cilindricas en IR3.

Coordenadas cilidricas proyectivas

Para x = (x!, 2%, 2%) € IR? consideremos el siguiente cambio de coordenadas

L= 7 cos(2s),
(3.35) 2 = 7 sen(2s),
3 = a3,

donde r € IR, s € [0, ).
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Si (x1)? + (2%)? = 0 entonces se tiene que r = 0, s indeterminado. Si (z')% + (22)? # 0
entonces se puede determinar r y s con la condicién de que s € [0, ).
El mapa S* — IR? dado por (cos s,sen s) — £, con £, la recta que pasa por 0 y dngulo

s € [0,7) es biunivoco y establece una estructura de variedad en IRP! difeomorfa a S?.

Sea up € IR? — {0} y elegimos una base ortogonal (e, e, ug), |e1| = |ea| = 1 positivamente
orientada.

Sea Il el plano (e1,up). Para cada s € [0, 7) sea 35 = (cos s, sen s,0) un vector en el plano
(e1,e2) y I el plano (fs,up). Cada Il tiene una orientacién dada por este orden.

Los puntos x € II; pueden ser representados de la siguiente manera
x=rfs+ pug, 71, u€IR.

Para cada s € [0, 7) existe una aplicacién lineal fs : Iy — I, definida por
fs(rBo + pug) = 185 + puo.

Observar que en el limite s — 7 la aplicacién f, se transforma en la aplicacién f; : Il — Il
dada por fr(rBy + pug) = (—rBo + pup) la cual invierte la orientacién de Ily.

Sea
(3.36) lyy = {Tup : 7 € R}.

Entonces, ¢,, C II; para todo s € [0,7). Si « ¢ {,, entonces existe s € [0,7) univocamente
determinado tal que z € II;.

Para cada x € Iy — {0} con s € [0,7) se define w, € Il tal que |w,| =1, < wy,z >=0y
el par (w,,x) estd positivamente orientado.

Entonces, cada 7 € IR determina una recta
by = {Tws + vz :v € R}

Observar que si z € ¢, entonces w, = s y ademds, si 7 = 0 entonces £(z,0) = £y,.

Recordemos ahora que en este caso

(337 I ao,uo) = {(¢",¢* 0", p?) € THIR? x R?) : ¢! xp' +¢* x p* = an,
3.37
Pt +p* = uo}.

Recordemos también que Mga estd formado por los puntos (q,p) € T*(IR? x IR3) tales que
SE3)qp = {1,0)} y de (3.27) se tenfa que

3
Mﬂ:UM;
i=1

donde
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My = {(q¢',¢% p',p?) : ¢* — ¢® no es paralelo a p'}
(3.38) My = {(¢*,¢*p",p?) : ¢* — ¢* no es paralelo a p?}
Ms = {(q¢',¢% p',p?) : p' no es paralelo a p?}.

Queremos calcular ahora, para cada («g, up)

T HT(q,p0) = (J ' (ao,uo) N Mga)

(3.39) B ( 3

1

c.c.(qo,po)

J_l(a(]au(]) N MZ) ;

1 c.c.(qo,po)

donde (qo,po) € Mg1 y J(q0,p0) = (a0, uo).
Notar que si (ag,ug) = (0,0) entonces J (g, u0) N Mg+ = (). Consideremos los siguientes

casos para (ag, up).

6. Caso ag #0 y up = 0.

En este caso J~!(ap,ug) estd formado por los elementos (¢!, ¢?, p!,p?) € T*(IR? x IR3) que

verifican
(3.40) ¢! xpt+ @ xp* = ap,
(3.41) pt+p? = 0.

De (3.40) y (3.41) resulta que
(4" = ¢*) xp' = ao.

De lo anterior y del hecho de que ag # 0 se tiene que todas las soluciones de (3.40) y
(3.41) pertenecen a M; y a Ms. Por lo tanto J !(ag,0) N Mga = J1(ap,0) y se tiene que
(q,p) € J Y (ap,0) N Mga si y solo si verifica

(@' —a*) xp' = o,
pt+p? = 0.

Parametrizacion

Para cada p! € IR? — {0} tal que < p',ap >= 0 existe un tnico Upl con v, X p! = ag,

< up1,p1 >= (0. Luego existe un tnico A € IR tal que
¢ - = Up1 + Apt.

Se tiene entonces la siguiente parametrizacién de J (g, 0) N Mga



70 El Problema de los dos cuerpos

¢ = @ +up+ At
¢ i
pt = pl,
P = -,

donde ¢ € R3, p' € R? — {0} con < p',ap >=0y X € R.
Este conjunto es conexo. Entonces para todo (go, po) € M tal que J(qo,po) = (v, 0) se define

pglmo) := J(qo,p0) v se tiene que j_l(p(G:mO)) es una variedad de dimensién 6 parametrizada
por

(¢*,p*,\) € R? x (IR? — {0}) x IR.
Luego

T ) = R % (R = (0) x R,

(050)

el cual no es simplemente conexo.

Reduccién 6ptima.

Calculemos ahora el subgrupo de isotropia de p(cijo o) Por la accién de ¢. Sea (g, p) €

‘,’7_1(p(G4 o)); entonces por definicion (A,a) € G ¢4+ siy sdlosi (A, a)(q,p) € TG ).
@, ) P(ao’O) (a()vo)

Sea (A,a)(q,p) € j_l(p?:&o)). De (3.40) se obtiene que A(q' —¢?)x Ap' = A((¢' —¢®)xp') =
Aag = ag. Luego A € S}xo, donde Séo es el grupo de rotaciones alrededor de oy el cual es isomorfo

a S1. La ecuacién (3.41) se verifica directamente. Se tiene entonces

(3.42) Gt ={(Aa)€SE(3): Aag = ap} ~ St x IR3.
(@,0)
Calculemos ahora el cociente Mp(cifo,()) =J _l(pglmo)) / prffo,())
Para ag € IR? — {0} elegimos una base ortogonal (fi,f2, ), |fi| = |f2] = 1 positivamente

orientada. Para todo (qo,po) € J _l(p‘(lao 0)) existe un tnico A € S} que representa un giro

alrededor de ag, positivo con respecto a la orientacién (fi, f2, ag) del espacio tal que lleva p' al
semiplano que contiene a f; y og. Como p' es perpendicular a ag se tiene que la rotacién lleva

p! a p' dado por
pr=Ap' =y, ' >0.

Por otro lado, se elige una traslacién a € IR? tal que Ag®+a = 0 y entonces ¢> se transforma
en ¢° dado por ¢2 = 0.
Por lo tanto los puntos del cociente M 51 se identifican con los puntos (¢!, ¢, p', p?) que

. (aq,0)
se escriben
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gt = Upt + Aty
¢ =0

pt = fy

p* = —cfy,

con ¢! > 0,\ € IR.
Luego

el cual es conexo.

Se deduce de todo lo anterior que

es un fibrado principal trivial con grupo isomorfo a S x IR3.
Por lo tanto se tiene que
4
j_l G ~ G X M a
(p(ao,())) p(CiXOvO) p(cfloﬁo)

S xR3 x RT x R.

12

En particular J *1(/)(650 0)) no es simplemente conexo.

7. Caso ap =0y ug # 0.

En este caso consideraremos frecuentemente puntos (gq,p) tales que ¢',¢%,p',p? € I, por
lo cual indicaremos abreviadamente esta situacion escribiendo simplemente (g, p) € II5, por un
abuso de notacién.

En este caso J ! (ap,ug) estd formado por los elementos (¢, ¢%,p!,p?) € T*(IR? x IR3) que

verifican
(3.43) ¢ xp'+¢*xp* = 0,
(3.44) pt+p? = .

Para cada s € [0,7), vamos a ver que J (0, up) N Mga NIl estd dado paramétricamente

por
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¢t = T Bs + pgrtio, Tq,pg € R
(3 45) q2 = (qu + quqz)ﬁs T Hg2U0,  Tglg2, Hg2 € R
p1 = Tpﬁs + >\an )‘7 Tp € R
P = —rpBs+ (1= Nuo,
con las condiciones
(3.46) mp#00 (rp =0y rp,.e #0),
(3.47) Tgl =+ Tq1q2(1 — )\) + Tp(uq2 — ,U,q1) =0.

Sea ps(0,up) el conjunto de puntos (g, p) que satisfacen (3.45), (3.46) y (3.47).Queremos ver
que para cada s € [0, ), se tiene que ps(0,ug) = J~1(0,up) N Mga N 1.

Sea s € [0,7). Veamos primero que (g¢,p) satisface (3.45) junto con (3.47) equivale a que
(q,p) pertenece a Il, y es solucién de (3.43) y de (3.44).

Sea (q,p) que satisface (3.45) junto con (3.47). Se ve directamente que (¢,p) € II; y por
como se definen p! y p? en (3.45) se deduce directamente que satisfacen (3.44). Por otro lado,
la condicién (3.47) implica que (g, p) satisface (3.43).

Reciprocamente si (q,p) € Ils y satisface (3.44) es facil ver que puede ser parametrizado
como en (3.45). Reemplazando (3.45) en (3.43) se obtiene (3.47).

Veamos ahora que (gq,p) satisface (3.45) y (3.46) equivale a que (g,p) € Mga. En efecto,
pt x p? = rpBz X ug de donde se obtiene que pl x p? # 0 si y solo si rp # 0.

Por otro lado se tiene que
(3.48) (@' =) xp' = (=rageA—(ug — 1e)rp)Bs X ug
(3.49) (@' =) xp* = (=rgpl =X + (g — p1g2)rp)Bs X uo-
Resulta sumando que
(' = @®) xp' + (¢" — ¢®) x p* = —ry 4285 X uo.

Luego, si rg14.2 # 0, alguno de los sumandos del lado izquierdo al menos, debe ser no nulo.

Por otro lado, si 7, = 0, de (3.48) y (3.49) se deduce que si (¢' —¢?) x p! # 0 entonces A # 0
Y rgqge 70y si (¢' — ¢%) x p? # 0 entonces se tiene que 1 — A # 0 y Tq142 7 0. Por lo tanto si
rp, =0y ademds (¢' — ¢*) x p' #0 0 (¢* — ¢*) x p! # 0, entonces Tag2 7 0.

Por lo tanto hemos probado que que para todo s € [0, ), se tiene que

ps(0,up) = Jﬁl(O,UO) N Mg, N1l;.
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Luego, p(0,ug) := U ps(0,up) satisface que
s€[0,m)

p(0,u0) = J~(0,up) N Mg

Para probar esto tltimo basta ver que si (g,p) € J~1(0,up) N Mg existe un tinico s € [0, 7)
tal que (q,p) € . Si p' x p? # 0, entonces p' y p? no son paralelos a ug pues verifican (3.44).
Entonces existe un tinico s € [0, 7) tal que p' € II,. Ademés de (3.43) se tiene que ¢* x p! es
paralelo a ¢2 x p?. Como ademads, ¢! x p! es perpendicular a p' y por lo anterior, es perpendicular
a p® se tiene que ¢' x p' es paralelo a p! x p? y entonces también g2 x p? es paralelo a p' x p.
Se tiene entonces que ¢! y ¢® pertenecen al plano normal a p! x p? que es el plano determinado
por p! v p?, plano al cual también pertenece ug. Se tiene en consecuencia que ¢', ¢%, p*, p* v uo
pertenecen todos al plano II;.

Si p' x p? =0, entonces

(3.50) (¢ —*) xp' #00 (¢ —¢*) xp' #0.

De (3.44) se obtiene que existe A € IR tal que p' = Aug y p*> = (1 — AN)ug. Reemplazando en
(3.50) se obtiene que (¢! — ¢?) x ug # 0, entonces existe un tnico s € [0, 7) tal que ¢! —¢* € Il,.
Reemplazando ahora en (3.43) se obtiene que (Ag' + (1 — \)g?) x ug = 0, lo que implica que
en la recta que une a ¢! y ¢ hay un vector paralelo a ug. Luego ¢!, ¢, (A\¢' + (1 — X\)¢?) y uo
pertenecen todos al plano II;.
En consecuencia, si (¢,p) € J71(0,ug) N Mga se tiene que existe un tnico s € [0, 7) tal que

(¢, p) € Iy como querfamos probar.

Estudiaremos ahora la topologia de ps(0,ug) y de p(0,up). Primero veamos que para cada
s €10,7), ps(0,up) es conexo.

En efecto, sea s fijo y sean (qq,pa), (qv, P») € ps(0,ug). Vamos a ver que se pueden conectar
por una curva continua contenida en ps(0,ug). Esta curva estd formada por trozos lineales que
unen puntos intermedios.

Consideremos el caso r,, > 0y r,, > 0. Partiendo del punto

(Q(hpa) - (Tq}l/BS + ,U,qéuo, (T‘le + rq}lqg)ﬁs + /*Lq?lu(% rpaﬁs + /\au07 _Tpaﬁs + (1 - )\(I)u())

consideremos una curva (¢(t),p(t)) que conecta el punto (gq,p,) con un punto intermedio a

saber

(@), p(t)) = (rg(t)Bs + pgr (B)uo, (rq1(£) + 74142(8)) s + pig2 (H)uo, 1p(8) Bs + A(t)uo,
—rp(t)Bs + (1 = A(t))uo),

donde para t € [0, 1]
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pat(t) =t ra(t) = Toig
Hg2 (t) = Hg2, )‘(t) = Ao
rp(t) = trp, +(L—t)rp,,  ra() = (Aa—Drgagz — rp(0) (g — pg2)-

Se llega asi, para t = 1, al punto intermedio

(q1,p1) = (?"q%ﬁs + pgauo, (Tg1 + Tq1q2)Bs + Hg2u0, Tp Bs + Aatio, —7p,Bs + (1 — )\a)u0> ;

donde se define rg1 = rg1(1). Se observa que para cada tm (q(t), p(t)) satisface (3.45),(3.46)
y (3.47).

De manera similar, partiendo del punto (qi,p1) se considera otra curva que por abuso de
notacién seguiremos llamando (¢(¢), p(t)), que conecta el punto (g1, p1) con otro punto interme-
dio donde se cambia el pardmetro A\, por Ay, se deja fijos los pardmetros 7y, , HalsTqlg2s Hg2, Y S€
cambia el pardmetro T4l PO UNO que llamaremos Tql de manera que a lo largo de la curva se
siga satisfaciendo (3.45), (3.46) y (3.47), a saber

(q(t),p(t)) = (rga(t)Bs 4 pgr ()uo, (rgr(t) +r142(t))Bs + prg2 (t)uo, rp(t) Bs + A(t)uo,
—1p(t)Bs + (1 = A(t))uo),

donde para t € [0, 1]

Hgt (t) = g, Tqlg2 (t) = Tglq2
g2 (t) = P2 At) = th+ (1 —1)Aa,
Tp(t) = Tpy Tq (t) = ()‘(t) - 1)rqéq2 —Tpy (Nq}l - :qu)~

Se llega asi, para t = 1, al punto intermedio

(Q27pb) = (Tq% 68 + /j’qlllu(b (Tq% + 7ﬁq}lqg)/BS + ngu07 7,]Obﬁs + AbuO) _rpb/BS + (1 - )\b)UO) )

donde se define ;1 = 7,1 (1).
*5) q
Luego, de manera analoga se pueden construir curvas que conecten sucesivamente los puntos

intermedios dados por

(Q3apb) = (rqéﬁs + /’ngu()a (rqé + Tqéqg)ﬂs + /’ngu(% prBS + )‘bu07 _rpb/BS + (1 - )‘b)u0>

(qaspp) = (Tqiﬁs + pgrtio, (Tgr +74142)Bs + pg2tio, T, Bs + Ao, —7p, 85 + (1 — /\b)uo) :

Por ultimo, partiendo del punto (g4, pp) se considera la curva (q(t), p(t)) que conecta el punto

(q4,pp) con el punto (g, py) dada por
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(q(t),p(t)) = (rgr(t)Bs + pgr (t)uo, (rqr(t) + 14142 () Bs + p1g2 ()0, () Bs + Alt)uo,
—7p()Bs + (1 = A(t))uo),

donde para t € [0, 1]

gt (t)
Hq2 t) = t/”bqg +(1- t):qua Alt) = N,
rp(t)

Luego, r (1) = (A — Dryige = Ty, (uq; - qu) y como (gp, pp) verifica (3.47) se obtiene que

ra(l) = Tyl Se llega asi, para t = 1, al punto

= gl quqz(t) = Tglg

= Tpy ra(t) = (A — l)rngg T (Mq; — pg2(t))-

(a, ) = (quﬁs + pigruo, (rgr 4 74142)Bs + pig2u0, mp, Bs + Avuo, =7, s + (1 — )\b)uo) :

De modo andlogo se pueden conectar por una curva continua puntos tales que 7,, < 0y

Tp, < 0.

Veremos ahora como conectar puntos tales que r,, = 0y 7, > 0. 5i r,, = 0 se tiene de
(3.46) que rg142 # 0y de (3.47) se obtiene que

Tt + quqg(l —Xa) =0.

a

Como antes, partiendo del punto

(Qa7pa) = (Tq}lﬂs + Hqlto, (Tqé + rqéqi)ﬁs + Hq2U0, AqlUo, (1 - )\a)UO)

se considera una curva (q(t),p(t)) que lleva el punto (gg,p,) en un punto intermedio y que
cambia el parametro r,, = 0 por 7,,, que por hipétesis es mayor que 0 y que ademéas deja
fijos los pardametros A,, HqlsTqlq2s g2, y cambia el pardmetro r,1 por uno que llamaremos Tql de
manera que a lo largo de la curva se siga satisfaciendo (3.45), (3.46) y (3.47) a saber

(q@),p(t)) = (rg(O)Bs + pgr (B)uo, (rq1(£) + 74142(8)) s + prg2 (H)uo, 1p(8) Bs + A(t)uo,
—rp(t)Bs + (1 = A(t))uo),

donde para t € [0, 1]

pa(t) = pg, rage(t) = rege,
g2 (t) = Hg2, )‘(t) = Ao
rp(t) = trp,,  ra(t) = (Aa—Drgge —mp(t)(Hg — 1g2)-

Se llega asi, para t = 1, al punto intermedio

(q1,m) = <Tq%ﬁs + g o, (g1 + 74142)Bs + Bg2o, T, Bs + Aauo, —7p, s + (1 — /\a)uo) :
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Luego estamos en la situacién vista anteriormente donde se trata de conectar dos puntos

cuyos parametros r, son mayores a 0 (a saber ambos son rp,).

De modo similar se prueba que los puntos tales que r,, = 0 se unen con los que cumplen
que 7p, < 0, que los puntos tales que 7,, > 0 se unen con los que cumplen que r,, = 0y que los
puntos tales que r,, < 0 se unen con los que cumplen que 7,, = 0.

Por 1ltimo combinando los casos anteriores se puede unir un punto (¢q,ps) tal que r,, >0
con un punto (gs,pp) tal que rp, < 0. En efecto, se considera una curva que lleve el punto
(ga>Pa) a un punto intermedio (gi,p1) tal que 7, = 0. Luego se une el punto (qi,p1) con
(g, pp). Andlogamente se unen los puntos tales que r,, <0y rp, > 0.

Con esto queda probado que ps(0,ug) es conexo para cada s € [0, 7).

Ahora veremos que p(0,ug) es conexo. En efecto, sean (qq,ps) € s, ¥ (qp,pp) € Is,. Es
claro que se puede rotar el plano I, para llevarlo a coincidir con el plano I, un angulo s, — s,.
El punto (gq,ps) € I, se lleva a coincidir con un punto (g, pp) € IIj el cual estd conectado
con (qq,ps) por un arco de circulo. Luego se pueden unir (g, pp) € II, con (gp, pp) como se

explicé antes mediante una curva continua.

Habiendo probado que p(0,uq) es conexo ahora resulta posible calcular el momento éptimo.
En efecto para todo (q,p) € Mg tal que J(q,p) = (0,up) se define p%4uO) = J(g,p) vy se tiene

que

(3.51)
_ 4
T (0Guyy) = p(0,u0)
= {(quﬁs + pgruo, (Tgr + Tq1g2)Bs + pg20, TpBs + Aug, —1pBs + (1 — Mug) :

5 € [0,7), 71, ptgrs g2, A,y € R, (1 # 00 (rp =0y rpnpe #0))

y et + Tq1q2(1 —A)+ Tp(,uq2 — ,uql) = 0}

Reduccién éptima.

Calculemos ahora el subgrupo de isotropia de p%4u0) por la acciéon de ¢. Sea (q,p) €

jfl(p(GOALUO)), entonces por definicién (A, a) € GpG4 siy sélosi (A,a)(q,p) € jfl(p(c(’?u())).

(0,up)
Sea (A,a)(¢,p) € Jﬁl(p(GOAfuo)). De (3.44) se obtiene que Ap' + Ap? = Aug = up. Luego
A e S}, donde Sy es el grupo de rotaciones alrededor de ug el cual es isomorfo a S*.

Por otra parte de (3.43) resulta sucesivamente
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(Ag* + a) x Ap* + (Ag* + a) x Ap?
Aq' x Ap' + Ag? x Ap® +a x A(p* +p?) =
Alg" xp' +¢* x p*) +a x (p' +p?)
Luego, como (g, p) verifica (3.43) y (3.44) se obtiene que

a X ug = 0.
Por lo tanto debe cumplirse a = £ug para € € IR y entonces se tiene que

(3.52) G o ={(Aa) € SE3): Aug =up y a = &ug, £ € R}

P(0,ug)

Sea My = {(q,p) € M : (q,p) satisface (3.45) y (3.47)}. Entonces se tiene que
J- (P(% )) Mo —{(¢,p) € M :1p =0,75152 = 0)}.

Sean

Sy = {(@&p) € T P(0,u ))'szo},
Sqqu = {(q p) eJ~ ( % )) Tglg2 = 0}.
es

S, es una subvariedad conexa de J~ (p(O u))- Para cada s € [0,7), 5, NIl tiene dos

componentes conexas dadas por las condiciones rg 2 > 0, 71,2 < 0, respectivamente.

S

q9°q (0,u0)
componentes conexas dadas por las condiciones r, > 0, r, < 0, respectivamente.

Se tiene ademds que S, N Sy152 = 0.

Vamos a definir dos cartas para caracterizar J *1(p(G04uo)) como variedad. Sean
_ g-1(,4
Wq1q2 = J (p(O,uo)) — Sqqu.

Estas dos cartas son invariantes por la accién de G 44
(0,uq)

Espacio de érbitas de Wp/ G

(0 ug)

Dado (g,p) € W, existe un tnico (g,p) € W, N1l de la forma (q,p) = (Ap, &puo) (g, p) tal
que pz = 0, r5 > 0. En efecto, basta tomar A, la tinica rotacién de angulo o, € [0,27) tal que
pt = Apt € gy rp > 0, y ademds, &, = —pig1. De este modo, la érbita del punto (g, p) por

la accién de G 41 se identifica con el punto (g,p) y el espacio de éribtas se identifica con la

. (0,uq)
variedad W, C Il que es un abierto de Ily, definida paramétricamente por

(quqQ,MqQ,;\,’rﬁ) E ]R X R X R X ]R,+.

Esto resulta asi teniendo en cuenta que pz = 0y que r; se despeja de (3.47).

> es una subvariedad conexa de J(p&" ). Para cada s € [0, ), Sg1q2 NI tiene dos
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De este modo resulta que W), es un fibrado principal trivial con base isomorfa a R?> xRt ~

IR* y grupo GpG4 ~ St x R.

(0,uq)

Espacio de 6rbitas de Wyi.2/¢ ,

(0,ug)
Dado (g, p) € W2 existe un tinico (¢, p) € W ,2NIg de la forma (g, p) = (4,142, €41 42%0) (g, D)
con la propiedad 5152 > 0y pz = 0. Como en el caso de la carta W), basta elegir 1,2 = —ppn
y Ag142 una rotacién adecuada que lleve q*> — ¢' al plano Iy de angulo 04142 € [0,27).

Entonces el espacio de érbitas se identifica con la variedad Wq1 42 C o que es un abierto de

Iy, la cual esta parametrizada por

(rqige, a2, 5, A) € R™ xR xR x IR.

Entonces W12 es un fibrado principal con base isomorfa a quqz ~RT xIR3 ~ R*y grupo

GG4

Plo,ug)

La interseccion de las cartas Wy, y W2 tiene dos componentes conexas. En la carta W,
estas componentes conexas estan dadas por las condiciones rgiz2 > 0y 75152 < 0 y en la carta

W,

41q2 estan dadas, respectivamente, por las condiciones 75 > 0y 5 < 0.

El isomorfismo de transicién entre las cartas W, y W12

(quq‘%#q%;\ﬂ“ﬁ) — (rgig2, Mgz, A\ Tp)

esta dado por las condiciones

A=A
pg = He
TE = Tp YTa@ =T si T@ge > 0
ry = —Tp, Y Tgge = —Tgg si Tage < 0.

Una interpretacion grafica de como se pegan las cartas estd dada por las siguientes figuras.
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— p
Wp \ 3 (0,+00) §--oemmeeeeee e
(o, 40) Y] Oto) (+00,-)
rr~)>0
rp>0 r=>0 Wq'g? rg'g? >0
rg'g2 <0 rglg? >0 \)

(.0) (0.0) (+0,0) 'g'g? 'q'g?
r§<0
~152 >
r§'G 0

(0,00) v 5
Figura 1 ’
A
(oo, +0) o (fw,)
. rz>0 r=>0
Y g2 <O rg'g2 >0
r=>0
: e rq‘]qz >0
(0.0) 00 r.<0 rq'q?
rq'g?>0 : Figura 3 Figura 4
]
Figura 2

La figura 1 representa las cartas W, y Wy142. En la figura 2 se han pegado las componentes
conexas 15 > 0, 15152 > 0 de Wp y 15 >0, rzge > 0 de W2 mediante el isomorfismo ry = 75,
7‘6162 - quq2 .

Resta pegar las dos componentes que quedan sueltas en la Figura 2 mediante el isomorfismo
TF = —Tp, Ty = —Tage-
las flechas verticales (coordenadas r,) y se obtiene el cono de la Figura 3, sin el vértice que

Esta operacién se visualiza en dos pasos. En el primero, se pegan

corresponde al origen (0,0). Observar que la flecha que indica hacia abajo en la Figura 2 no
forma parte de quqz pero se indica el pegado para ilustrar el método grafico. Por 1ltimo, resta
pegar la componente r; > 0, riz2 < 0, que queda suelta en la Figura 3, con la superficie del
cono. Para esto, se identifica con la regla dada por el isomorfismo ry = —rp, rji52 = —rq152 ¥
se obtiene el cono indicado en la Figura 4 sin el vértice que es isomorfo a IR? — {(0,0)}. Los

puntos ® y e ilustran como se debe pegar.
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Luego Wpqul 42 ©s isomorfo a S 1% IR3. Esto da la estructura diferenciable y topolégica del

. 4 . - —
cociente M 6= J _l(p(G(WO)) / G i el cual sabemos que es isomorfo a W, U W1 ,2. Por lo
sug (0,u0)

tanto J _l(pgluo)) es isomorfo a S1 x IR x S x IR?, 1o cual describe sus estructuras diferenciable,
topolodgica y de fibrado principal.

Probaremos a continuacién la trivialidad de este fibrado.

LEMA 3.1. Sea w: M — X un fibrado con fibra 7=1(x) isomorfa a una variedad conera F y
base X de dimension 1, la cual, por simplicidad, asumiremos conexa. Entonces hay una seccion
c: X — M.

DEMOSTRACION. Asumamos primero el caso X = S'. Sean z;, = exp iy, donde
o <o <,y < P2 = o + 2T

tales que hay cartas

ap 7N wo, m2) = (p0,p2) X F

aq 7z, 23) = (p1,03) x F
Qo2 1 T H(Tan—2,T2n) — (Pan—2,Pan) X F
2p—1 7 N zon—1,71) = (pan—1,1) X F

Para fo,..., fon, arbitrarios en F' se pueden elegir curvas cj : (g, pr+2) — F tales que
ck(pr) = fr, k=0, ...,2n y tales que las secciones locales oy, : (zk, xp42) — M se pegan en una
Unica seccién o : X — M.

El caso en que X es difeomorfo a IR se prueba de modo similar. U

LEMA 3.2. Sea w: M — X x IR™ un fibrado principal con grupo G y asumamos que hay

una seccion oy : X x {0} — M. Entonces M es un fibrado principal trivial.

DEMOSTRACION. El caso n = 0 es consecuencia del Lema 3.1 y del hecho de que un fibrado
principal que admite una seccién es trivial. Para probar el caso n = 1, elijamos una conexién
principal y definamos o(z,t) como el levantamiento horizontal de la curva t — (x,t) con condi-
cién inicial o(z,0) = op(x,0). Entonces o es una seccién de 7, luego el caso n = 1 esta probado.

El caso general se sigue por induccién asumiendo el caso n — 1 y usando el isomorfismo natural
X xR"= (X xR) x R*1L. O

Como vimos, el grupo de isotropia G o« = S'xIR actia libre y propiamente en 7 ! (P(G()4u0)> ,
(0,uq) )
entonces el mapa cociente

J (p(cgfu())> —J (p(cgfuo)> /Gar
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es un fibrado principal y ademés se tiene que J ! (p%4uO)> / GpG4 es difeomorfo a S xIR3. Por
’ (0,ug)

el Lema 3.1 con X = S1x {0} vemos que hay una seccién og : S' x{0} — J~! (p(cglu())) y usando

el Lema 3.2 podemos concluir que J ! <p(c(:)4u0)> es isomorfo al fibrado trivial S* x IR x S x IR3.

8. Caso Qg = 50u0, (50 75 0 Y Up 75 0.

En este caso J~!(ap,ug) estd formado por los elementos (¢, ¢2,p',p?) € T*(IR? x IR3) que

verifican
(3.53) d xpl+ @ xp? = Soue.
(3.54) P+ = .

Si p! x p? = 0, se tiene (3.54) que p' = Aug y p* = (1 — Nug para A € IR. Reemplazando en

(3.53) se obtiene que
(Ag' + (1 = X)g?) x ug = dou,

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto las soluciones de (3.53) y (3.54) se encuentran conte-
nidas en Mj.

Sea N = p! x p?, se tiene entonces que N € IR® — {0}. Los vectores p',p?, p! — p* y ug
pertenecen todos al plano normal a N que llamaremos IIy.

Sea ¢' = T'N + qﬁv, i=1,2,donde 7" € Ry qfv es perpendicular a N. Entonces (3.53) y

(3.53) son equivalentes a

(3.55) TN x pl + 72N x p?> = douo,
(3.56) gy Xp' +qk xp® = 0,
(3.57) Pt Pt = .

Como p' y p? son linealmente independientes, también lo son N x p' v N x p? y estan en

el plano II. Entonces (3.55), que es equivalente a

YN x pt) + 73(N x p?) = douo,
tiene tnica solucién (7!, 72). Dado que p? = ug — p' resulta 71 = 71 (pt), 72 = 72(ph).
Como (3.56) es una ecuacién homogénea sobre el espacio de 4 variables (¢}, ¢%), sus solu-
ciones forman, para cada p', un espacio vectorial de dimensién 3, que llamaremos V (p'). En

efecto, sean ¢4 = sip' + sip?, i = 1,2. Entonces (3.56) es equivalente a
(sip' + s3p%) X p* + (sTp" + 53p°) x p* =0,
que a su vez es equivalente a

ssp? x p' + sipt x p? =0,
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que resulta una ecuacién escalar cuya solucién es si = s2.

Entonces, las soluciones de (3.55), (3.56) y (3.57) pueden ser descriptas de la siguiente
manera: eligiendo p' no paralelo a ug, p*> = ug — p* resulta no paralelo a ug ni a p'. Entonces,
podemos encontrar (71(p!), 72(p')) solucién de (3.55) y ademéds gk, ¢3 € V(p') soluciones de
(3.56) dada por

av = sip'+ s’
0 = s’ + 5307

Es decir, los puntos de J (g, ug) N Mga son de la forma

¢t = TIN +sipt+sip? shsleR

¢ = 72N +sipt+s3p?, s2eR
(3.58)

pt € R®-14,

p2 = Uo— P1~

Observar que, como se probé en el caso anterior, q]l\,, qu\,, pl, p? v ug son coplanares.

Se ve directamente que este conjunto es conexo. Entonces para todo (qo,po) € M tal que

4 i h .
G = j(q07p0) Yy se tiene que j 1(/)(6;;0“07“0))

(douo,u0)
es una variedad de dimensién 6 parametrizada por

J(qo,po) = (doup, up) con &y # 0 se define p

(p', 51, 53, 53) € (R® — £,,) x R x R x IR.
Se tiene entonces que

T )~ (R? — 4,,) x R,

(douo,uo)

que es conexo pero no simplemente conexo.

Reduccién 6ptima.

Calculemos primero el subgrupo de isotropia de pg;uo o) POT la accién de ¢. Sea (¢,p) €

T H(p&! ), entonces por definicioén (A,a) € G g4 siysolosi(A4,a)(q,p) € T H(pG

(douo,uo) (oo ug) (douo,uo)
Sea (A,a)(q,p) € jfl(pg;ug Uo))' De (3.54) se obtiene que Ap! + Ap? = Aug = ug. Luego
Aes,,.

Por otra parte de (3.53) resulta sucesivamente

(Ag' +a) x Ap* + (Ag® +a) x Ap®> = Soug
Aq' x Ap't + Ag? x Ap® +a x A(p* +p?) = bouo
Al xpt+ @2 x p?) +a x (pt +p?) = douo.

).
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Luego, como (q, p) verifica (3.53), (3.54) y Aug = ug, se obtiene que
a X ug = 0.

Por lo tanto debe cumplirse a = ug para £ € IR y entonces se tiene como en el caso anterior

que
(3.59) Gpgl = {(A,a) € SE(3) : Aup =up y a = Eup, £ € R}
0%0-%0
. _ -1 G4
Calculemos ahora el cociente M g:) ey J (,o( 60%’“0)) / G
’ (50u0,u0)

Dado (¢,p) € J _l(p(%zuoyuo)) existe un tnico A € S que representa un giro alrededor de
up, positivo con respecto a la orientacién (e, es,ug) del espacio tal que lleva p' al semiplano

que contiene a e; y ug dado por {z'e; + 2%ug : 2! > 0}. Es decir, lleva p' en p! dado por
Pt = Apt =cle; + Puy, >0, eR.

Este giro lleva q]lV, q?v a

ay = (s1—sd)cter + (sic? + si(1 — c?))ug
& = (s3—s3)cter + (shc? + s3(1 — ¢?))uo.
Elegimos ahora una traslacion ug de manera que
£=—(s1¢ + 55(1 = %))

Entonces (j]lv, ‘ﬁv se transforman en

& = (s-shee
Ty = (s5—s3)cter+((s5—s3)(1 = c*) + (53— s7)c?)uo.

Sean d! = s1 — sl y d? = s% — s, luego se tiene que

qy = dcle;
@ = —d*cter + (d*(1 — 2) — d' cP)up.
Por lo tanto los puntos del cociente M 4 se identifican con los puntos (¢',¢%, p*, p?)

(6gug,ug)
que se escriben

g¢ = 7N +d'cte

G = 712N —d?cle; + (d?(1 — ) — d'c*)ug
= e +

p? = —cle; + (1 —c?)uo,

conc' >0,c%,d',d* € R.
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Luego
M 1 ~R" xR xR x R ~R*,

P(sug,ug)
el cual es conexo.

Se deduce de todo lo anterior que
-1/ G*
‘-7 (p(§0U7U0)) MpG4
(bgug,up)

es un fibrado principal trivial con grupo isomorfo a S* x IR.

Por lo tanto se tiene que

4
j—l(pG ) ~ G G4 X M lezs
(douo,u0) P(50ug,ug) P(sgug.up)

~ SIxRxR"xRxIRxIR.

G4

(ou uo)) no es simplemente conexo.

En particular J1(p

Caso a9 # 0, ug # 0, ag X ug # 0.

Se puede reducir este caso al caso ag = dgug con §y € IR — {0}, a través de una traslacién.

En efecto, J tiene la siguiente propiedad

\7((14? a)(qup())) = (Aaa)j(QO7p0)v V(A7a) € SE(3),

lo cual se deduce de las definiciones.

Usando una traslacién (I, a) se tiene que

J(q0 + a,po) = (I,a)T (g0, po)-

Las ecuaciones en (3.37) bajo una traslaciéon se transforman en

(¢' +a) xpt+ (> +a) xp* = ao.
pt+pt = .
que es equivalente a
' xp'+ ¢ xp? = ag—axug.
PP = o

Entonces, se tiene que, eligiendo a apropiadamente, se puede cancelar la componente de ag
normal a ug de donde se obtendria que ag 4+ a X ug = dpug para algun o € IR.

Por lo tanto este caso se reduce al caso ag =0y ug # 0.
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3.3. Resumen y conclusiones
La accién levantada al cotangente T*¢ del grupo SE(3) sobre T*(IR? x IR3) estd dada por
(T*¢)(A,a) (qap) = (Aq1 +a, Aq2 +a, Apla Ap2)'

La aplicacién momento J : T*(IR? x IR?) — se¢(3)* para la accién levantada al cotangente
T*¢ esta dada por

J(g,p) = (¢" xp' + ¢ xp* ,p' +p?).
Todos los subgrupos de isotropia de la accién levantada cotangente estan clasificados de la

siguiente manera, para x,y € IR3:

Gl(z) = {(A,a) € SE®3):a=z— Az}~ SO(3)

G*(y) = {(Aa)€SEQ): Ay=y,a=0}~S", y#0

GYr,y) = {(Aa) € SEB): Ay=y,a=z— Az} =S, zxy#0
Gt = {(L,0)}

Se obtiene asf una clasificaciéon de todos los espacios (T*(IR? x IR?))gp3) wn = MsE@) .,

dada por

MGl(m) = {(CL’,$, 0, 0)}

Mgz = {(Ay,By,0,0) : A, B € R, A # B}
U {(A\y,By,0,0y) : A, 8,6 € R, 0 # 0}
U {(\y, By, vy,0) - A, B,y € R,y # 0}
U {(Ay, By,7y,0y) = A, B,7,0 € R, 7,6 # 0}

Mgs(zyy = {(A\y+w,By+2,0,0):\8€R,\# 3}
U {(Ay+=z,By+2,0,0y): N\, 5,0 € R, #0}
U {(Ay+2,8y+2,95,0): A\, B,7y € R,y #0}
U A+, By +2,79,0y) : A, 5,70 € R,y # 0,6 # 0}
Mas = {(¢*, ¢% 0" p%) : ¢* — ¢® no es paralelo a p'}
U {(¢" ¢*p",p?) : ¢* — ¢ no es paralelo a p?}
U {(¢*, ¢% p", p?) : p' no es paralelo a p?}.
Notaremos pg’u) = J(q,p) € T*(R3 xR3)/G g el momento ptimo de (g, p) € T*(IR3 x R3)

tal que (¢,p) € Mgy J(q,p) = (,u). En la siguiente lista pueden verse, en cada caso, el va-

lor del momento 6ptimo p, el subgrupo de isotropia de p por la accién ¢ de SE(3) sobre
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T*(R? x R?) /G, SE(3), y el cociente M, = J~'(p)/sg(s),- También indicaremos la estructu-
ra diferencial y topoldgica de los espacios en cada caso. Cualquier otro caso que no esté en la

lista puede reducirse a uno de los casos considerados.

1 €T
L= T 08") = {(@0,0,0.0)}

= SE(3) o1 = {(A,a) € SE(3) : Amo +a = mo} = SO(3).
(0,0)
L] MpGl(mo) = {[(x[), Zo, 0, 0)]}, con [(LL‘Q, Zo, 0, 0)] = {(.730, xIo, 0, O)}

(0,0)

T 05 8) = {0, By0.0.0) : A, f € R, A # B}

U {()‘yoa By0a7y07 _7y0) : >\a 5,7 € R,7 75 0} = IR3 - {l}v
donde [ es la recta dada por vy =0y a— 3 =0.

* SEB) 20 ={(A,0) € SEQG) - Ayo =yo y a =nyo,n € R} ~ S' x R.
(0,0)
L] MpGQ(y()) ~ ]R, X R - {(O, O)}
(0,0)
Mas atin, el cociente es isomorfo al plano paralelo al eje v y perpendicular a la recta

A =, v =0, menos el origen. El isomorfismo estd dado por
[(Mowo, Boyo, Foyo, —T0y0)] < (—(Xo — Bo), (Ao — Bo), Fo)-

2
3. = T o)) = {(\o. Byo, 10, (o — ¥)wo) : A, B,y € R} ~ IR,
= SE(3) 2, ={(A,a) € SE3): Ayo=yo y a=rnyo,n € R} ~S' x R.

(0,60%0)
L] M GQ(y()) 2]].:{ X R
P(0.60v0)
El isomorfismo esta dado por

[(Aoyo, Boyo, Yoy, (6o — Y0)yo)] +— (Ao — Bo, (do — 7o)

y [(xoyo,foyoa%yo, (60 — 70)y0)] = {(A\yo, Byo, Foyo, (60 — F0)yo) : A — B = Ao — Bo}-
J‘l(p(cé,éfo’yw) = {(Ayo + zo, Byo + 20,0,0) : X\, B € R X # 3}

U {()‘y(] + anByO + Zo, VYo, _’yyO) : )\7677 € IR?V 7& O} = IR?) - {K}v
donde ¢ es la recta dada por vy =0y A — 5 =0.

. SE(3)pc3<zo,yo> ={(A,a) € SE(3) : Ayo = yo y a = nyo+zo— Ao, € R} ~ ST xRR.
(0,0
L] M G3(10!y0) ~ ]R, X ]R, - {(O, O)}
P(0,0)
El isomorfismo esta dado por

[(Movo + o, Bovo + o, FoYo, —V0Yo)] <— (Mo — Bo)s 7o)
y [(Rowo + 2o, Boyo + o, Joyo, —70%0)] = {(Ayo + o, Byo + o, Yoyo, —Foyo) : A — B =
Mo — Bo}-

_ G3(xo0,
D. - \.7 l(p(ﬁoga:gi/%),éoyo)) = {()‘y() + xO?ﬁyO + o, (50 - 5)y07 (5y0) : )‘7 575 € IR’} = IR3'

» SE(3) 63(20,00) ={(A,a) € SE(3): Aypo = yo vy a = nyo + 9 — Azgn € R} ~
P60 (20 %y0)-800)
St x IR.
L] M GS(ZO!yO) ~ IR, X ]R,

P50 (z0x0),80v0)
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El isomorfismo esta dado por
[(Aoyo + o, Boyo + 0, (80 — 60)y0, doyo)] «— (Ao — Bo, do)

¥ [(Moyo + 2o, Boyo + o, (60 — oy, doyo)] = {(Ayo + o, Byo + w0, (5o — do)yo, S0yo) :
A=B=Xx - Bo}.
6. = ag#0,u =0, jfl(p(cfo’o)) = {(¢* + Vpt + At @ pt, —pt) s @3 pl € R3, pt #£
0, < p a0 >=0,)A € R} ~ R? x (R? — {0}) x IR.
. SE(S)pg;OYO) ={(A,a) € SE(3): Aag = o} =~ S* x R?.
» Mo ~RTxR~R.

Plag.0)
Se tiene ademads que

j—l(p(G(';O’O)) ~ SEB3) g1 XM ga

~ S'xIR?x Rt xR.
7. IOKOZO,U()#O,
j—l(p(G()‘qu)) = {(rqlﬁs + prgrtio, (Tgr +74142)Bs + pg2tio, 7pBs + Aug, —1pBs + (1 — Nug)

5 €[0,7), 71, g1y g2, A\ Tp EIR, (rp # 00 (rp =0y rgu2 #0))

Y Tqt + T‘qlqz(l - )\) + ’I”p(uq2 - /.,qu) = 0} .

. SE(S)pG4 ={(A,a) € SE3): Aug =ug y a = &ug, £ € R} ~ S' x R.
(0,ug)

L] M ez} ~ Sl X Rg
p((}vuo) ,
Se tiene ademas que

T 0Gs) = SE@B) g x Mo

(0,uq) p(O,uO)
~ STxIR x S!'xIR3.
8. = ag=doug, 6o # 0y ug # 0
_ 4
T PGouome)) = (TN + 51t +s3p?, 72N + syp + s3p?, ptyuo — p') -
pt € R? — 0y, s1, 85,83 € R}

~ (IR?—{,,) x R?

. SE(3)pG4 ={(A,a) € SE(3) : Aug =ug y a = &ug, £ € R} ~ S' x R.
(6gug,ug)
s M ca ~R* xR xR xR ~IR*.
P(8gug,ug)

Se tiene ademads que

j_l(p(G(;:)uO,’uo)) ~ SE(3) G4 X M a4

P(5gug,ug) P(5gug,ug)

~ SIxRxRtxRxIRxIR.

Desde el punto de vista mecéanico, o dindmico, el momento 6ptimo tiene importancia en tanto
que es una cantidad conservada. Esto significa que si la condicién inicial esta en un conjunto de
nivel del momento éptimo, la solucién permanece alli. Esto implica que el momento y el grupo de
isotropia son también conservados. Por ejemplo, si ag = 0y ug # 0, los vectores ¢, ¢%, p', p? son

coplanares y contintian siendo coplanares como puede verse en el Caso 7. Ademds, si los vectores
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q', %, pt, p? son colineales, continian siendo colineales lo que estd directamente relacionado con
el Capitulo 1 de ([Arn78]).

También hay que destacar que dos puntos cualesquiera de un conjunto de nivel del momento
optimo se pueden conectar por un numero finito de trayectorias de campos con Hamiltoniano
invariante, lo cual es potencialmente importante en problemas de control.

La reduccion éptima en el sistema de dos cuerpos lleva el sistema a uno cuya dimension es

0, 2 0 4, lo cual permite simplificar las preguntas sobre dindmica.
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3.3 Resumen y conclusiones
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Capitulo 4

Momento 6ptimo para acciones no propias

Se considerardn en este capitulo algunos ejemplos interesantes para los cuales se verifica la
férmula (2.11) del Capitulo 2 pero donde la accién del grupo de Lie sobre la variedad considerada

no es propia.

4.1. Ejemplos

4.1.1. Ejemplo 1. Consideremos el grupo de Lie H = IR™ con el producto usual en IR y
la acciéon de H sobre IR dada por

p:HxR — R
Nqg) — A

Sea b el dlgebra de Lie de H. Se tiene que [&, B] =0y Ad\& = & para todo &, 8 € b y todo
A € H. Se tiene también que Ad}(&) = & para todo & € h y todo A € H.
Indicaremos la indentificacion h* = IR mediante £ = £. En lo sucesivo frecuentemente escri-

biremos « en lugar de &.

Para g € Ry A € H la accién levantada al tangente T¢y : TgIR — Ty, ()R estd dada por

Typx(q,v) = (Ag; Av),
para (¢,v) € TR = R x IR.
La accién levantada al cotangente T%¢ : H x T*IR — T*IR esta dada por

(T*®)r(q: p) = (T3g9Pr-1)(a,p)

donde se tiene que T;‘q¢kl TR — T3, R estd dada por

T;q(l)A*l (Q7p) = ()‘qa )‘_1p>a

para A € Hy (¢,p) € T*R ~ IR x IR.

Para ¢ € IR el generador infinitesimal de la accién ¢ correspondiente a \e bh estd dado por
AR(q) = Ag.
La aplicacién momento J : T*IR — h* estd dada por J(ag)(A) = ag(ARr(q)). Puede verse

que

J(q,p) = pq.
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Veamos que la accién levantada al cotangente no es propia. Consideremos la sucesién en H

1
dada por A, = n y la sucesién en T*IR dada por (g,,pn) = (=, —), luego se tiene que
n'n

* _ 1
(T (b)/\n(Qnapn) = ()\nQM)\n 1pn) = (17 ﬁ) —n—oo (170)7
y ademas

1

(Qnypn) = (%7 E) —7n—oco (070)-

Sin embargo es claro que no existe una subsucesion de A\, = n que sea convergente.

Vamos a verificar que la férmula (2.11) del teorema (2.8) vale en este caso donde la accién
no es propia.

Dados (¢,p) € T*IR, sea a = gp = J(q,p). Queremos calcular las componentes conexas de
—1 *
J H(a)NT Ry,
donde H,,) es el subgrupo de isotropia del elemento (g, p) por la accién T*¢ y

(T"R)n,,, =1{(@,p) € T"R: Hgp) = Hiyp)}-

Calculamos primero los subgrupos de istropia por la accién T*¢. Sea (¢, p) € IR xR entonces

(4.1) Hyp = {ANeH:Tj¢r(q,p) = (¢:p)}
= {AeH:(A\,\7'p) = (¢,0)}.
Se puede verificar ficilmente que
H(070) — ]R,+
H(q,p) = {1}7 ((Lp) i (070)'
Calculemos ahora los espacios
(T*R)u,,,, ={(@p) € TR : Hgp) = Higp)}-

Es claro que

(4.2) (T*]R)H(o,o) = {(0,0)},

(4.3) (T*"R) = 1@:0) €ET*R:g#00p#0} =R —{(0,0)},

para (qo,po) € T*IR con (qo,po) # (0,0).

Calculemos ahora las componentes conexas de J~!(a) N (T"R)m,,, . con J(g,p) = a.



4.1 Ejemplos 93

-Caso (qo,po) = (0,0).
En este caso J(0,0) =0y

J7H0) = |
= {
= {

Usando esto y (4.2) se tiene que

Jﬁl(o) n (T*IR‘)H(O,O) = {(0,0)}.

Entonces se tiene que

(4.4) (J7H0,0) N (T*R) kg ) )ec.0.0) = {(0,0)}.

-Caso (qo,0), con gy > 0.

En este caso J(qp,0) = 0y como en el caso anterior
J7H0) ={(,0) - ¢ € R = {0}} U{(0,p) : p € R = 0} U{(0,0)}.
Usando esto y (4.3) se tiene que
JHO)N(T*"R)m,,, = {(¢,0) : ¢ € R = {0}} U{(0,p) : p € R — {0}}.
Este conjunto es disconexo y se tiene que
(‘]_1(0) N (T*R)H(qo,o))c.c.(qo,()) ={(¢,0): ¢ € R,q > 0}.

Procediendo andlogamente al caso anterior se tiene que si (gp,0) € T*IR con gy < 0, entonces
(4.5) (J7H0) N (T R) 1y 0y ec.(a00) = 1(4,0) : ¢ € R, q < 0}

Del mismo modo, si (0,pg) € T*IR con pg > 0, se tiene que
(46) (']_1(0) N (T*R)H(o,po))c.c.(o,po) = {(0,]?) 'p e IRap > 0}

Por dltimo, si (0,pg) € T*IR con pg < 0, se tiene que

(47) (J_I(O) N (T*R)H(o,po))c.c.(o,po) = {(Oap) :peER,p< 0}

-Caso (o, po), con go > 0, po # 0.
En este caso J(qo,po) = qopo y entonces

J Hqopo) = {(¢:p) € T*IR: gp = qopo}
={@%?»qem—mn

Usando esto y (4.3) se tiene que

T aopo) OV (T R = {052 -0 € R = {0}
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Este conjunto es claramente disconexo y se tiene que

- * qoPo
(4.8) (J7H0)n (T R)H<q0,p0))0-6-(qo,p0) ={(q, T) :q € R,q > 0}.
Procediendo andlogamente al caso anterior se tiene que, si (qo, po) € T*IR con gy < 0, po # 0,
entonces
- * qoPo
(4.9) (J7HO) N (T R)ryyy ) ee-(aomo) = (@ ——) 1 ¢ € R, g < 0},

Calculo del momento éptimo por definicion.

Queremos calcular para cada abierto H-invariante U C T*IR el conjunto

CoU) = {feC®U): f(T*¢r(q,p)) = f(a,p), YA € H y ¥(¢,p) € U}
= {feC=U): f(A\a,A""p) = f(g,p), YA € H y ¥(q,p) € U}

Puede verse facilmente que

C(U)H" = {f € C*(U) : f(a.p) = g(gp), para g € C=(U)},

Para (q,p) € T*IR se tiene que

E(q,p) = {Xs(g,p) : f € C=(U)" (q,p) € U}.

Dada f € COO(U)H , puede verse que su campo Hamiltoniano estd dado por

(4.10)

Xy(g,p) = (9'(ap)a, —9'(ap)p)-

Ahora, el pseudogrupo correspondiente a la distribucién E esta formado por los flujos de los
campos Hamiltonianos de las funciones H-invariantes. Si X; € E, entonces para todo (¢,p) € U
con U abierto H-invariante , el flujo F} verifica que Fy(q,p) = (¢,p) v

d
*|t=0Ft(Q7p) = Xf(qap)
dt
Puede verse que para (q,p) € U abierto H-invariante se tiene que

Fy(q,p) = (q ¢/ ™' p e (@),

Calculemos ahora el espacio cociente T*IR /G g.

Dado (qo,po) € T*IR, la clase de (qo, po) por la relacién dada por el pseudogrupo G es

[(90,p0)] = {(¢,p) € T*IR : IF; € Gg y to tal que Fy,(qo,po) = (¢,p)}

- Caso (qo, po) = (0,0).
Se tiene que F;(0,0) = (0,0) para todo t. Por lo tanto

[(0,0)] = {(0,0)}.

-Caso (qo,po) = (go,0), con go > 0.
Se tiene que Fy(qo,0) = (g0 € (V,0). Por lo tanto

[(90,0)] ={(g,0) : ¢ > O}.
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-Caso (qo,po) = (go,0), con go < 0.
Se tiene que F(qo,0) = (qo A 0). Por lo tanto

[(90,0)] = {(g,0) : ¢ < 0O}.

-Caso (q0,p0) = (0,po), con py > 0.
Se tiene que F}(0,pg) = (0, po e (O%). Por lo tanto

[(0,p0)] = {(0,) : p > O}.

-Caso (qo,po) = (0,pp), con py < 0.
Se tiene que F;(0,po) = (0, po 69/(0)t>. Por lo tanto

[(0,p0)] = {(0,p) : p < 0},

-Caso (go,po) con qo > 0y po # 0.
Se tiene que Fy(qo, po) = (go €9 (©0P0)t po e=9'(20P0)t) Por lo tanto (¢, p) € T*IR,/ G si existe
q q0, P

t € IR tal que
qo €9 (@0ro)t

q
p — pO e—gl(QOPO)t_

Por lo tanto
qoPo
[(q0,0)] = {(q, T) 1 q > 0}.

-Caso (qo,po) con go < 0y po # 0.

Procediendo andlogamente al caso anterior se tiene que

[(g0, po)] = {(g- %) Lq <0},

En conclusion, vale la férmula que queriamos probar.

4.1.2. Ejemplo 2. Consideremos el grupo de Lie H = RT®IR. Para (A, a),(8,b) € H,
el producto estd dado por (A, a)(B,b) = (AB,Ab + a). La unidad del grupo es (1,0) y dado
(A, a) € H su inverso estd dado por (A~!, —A7ta).

Consideremos la accién ¢ de H sobre IR dada por

¢:HxR — R
(\a),q) > Ag+a

Sea b el dlgebra de Lie de H. Se tiene que [(\,a), (8,0)] = (0,\b — Ba) y Ad(y 4)(3,b) =
(Ba /\B - Ba)

Se tiene que Adf, (%,8) = ( + A tag, A7 1e).

Indicaremos el isomorfismo b* = IR x IR mediante (¥,¢) = (v, ¢). En lo sucesivo, frecuente-

mente escribiremos (7, ¢) en lugar de (7, ¢).
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Para ¢ € Ry (A, a) € H puede verse que la accién levantada al tangente Ty¢(» o) : TyIR —
T¢><A,a)(q)IR estd dada por

TaP(ra) (2, ) = (Ag + a, Av),

para (¢,v) € TR =Z R x IR.
La accién levantada al cotangente T%¢ : H x T*IR — T*IR esta dada por

(T*®) (ra) (@, P) = Ty B (r,0) (2, D)

para (A,a) € H, (¢,p) € R x R ~T*R y donde Ty ¢(xq) : TR — T

¢<M)(q)IR esta dada por

T oo (ap) = (Ag+a, A 'p),

para (A\,a) € Hy (¢,p) € TR ~ R x IR.

Para g € R el generador infinitesimal de la accién ¢ correspondiente a (A, a) € h estd dado
por (A, a)r(q) = \g + a.

La aplicacion momento J : T*IR — h* esta dada por J(oy)(A,a) = aq((A,a)r(q)). Para
g€ Ry (¢,p) € T;IR se tiene que

J(q,p) = (qp, p).

Veamos que la accién levantada al cotangente no es propia. Consideremos la sucesién en

—). Puede verse

H dada por (\p,a,) = (n?,1) y la sucesién en T*IR dada por (q,,pn) = (=5
n2’'n

facilmente que

_ 1
()\na an)(Qnapn) = ()\nQn + an, )‘n lpn) = (25 E) — (27 0)'
También es facil ver que

(Qnypn) = (%7 %) - (an)'

Sin embargo es claro que no existe una subsucesion de (\,, a,) = (n?, 1) que sea convergente.

Vamos a verificar que la férmula (2.11) del teorema (2.8) vale en este caso donde la accién
no es propia.
Dados (¢,p) € T*R, sea (a,u) = (qp,p) = J(q,p). Queremos calcular las componentes

conexas de

JHa,u) NT* Ry,

q,p)’

donde H (g, es el subgrupo de isotropia del elemento (¢,p) por la accién T*¢ y

(T*R)n,,,, = {(@5) € T(R) : Hyyp) = Higp)}-



4.1 Ejemplos 97

Calculamos primero los subgrupos de istropia por la accién T*¢. Sea (g, p) € R x IR entonces

(4.11) Hgpy = {(\a) € H : (T*Qf’)(,\,a)(q,p) = (¢,p)}
= {(\a)€H:(\g+a,\"'p)=(¢,p)}.

Puede verse facilmente que

Hpp = {(\0)€H}
(4.12) Hgo = {(Mgl=X):XeRT}, ¢#0
Hgpy = {(1,0)}, p#0.

Calculemos ahora los espacios
(T*R)H(q,p) = {(@ﬁ) €T'R: H((i,ﬁ) = H(’Lp)}'

Es claro que

(T"R) kg, = {(0,0)}
(4.13) (TR, = (@00} a0 #0
(T"R)ng,,, = {(@p) €T R:p#0}, po#0.

Calculemos ahora las componentes conexas de J ! (a, u) N (T"R)m, . con J(g,p) = (o, u).
-Caso (qo,po) = (0,0).
En este caso J(0,0) = (0,0) y

J710,0) = {(¢:p) eT*R:pg=0Ap=0}
= {(¢,0):q € R}.

Usando esto y (4.13) se tiene que
Jfl(ov 0)N (T*R)H(O,O) ={(0,0)}.

Entonces se tiene que

(4.14) (J7H0,0) N (T*R) g ) )ec.0.0) = {(0,0)}.

-Caso (qo, po) = (g0, 0), con go # 0.
En este caso J(qp,0) = (0,0) y como antes

J7H0,0) = {(g;p) €T*R:pg=0Ap=0}
= {(¢,0) : g € R}.

Usando esto y (4.13) se tiene que

T a0,0) O (TR, = {(a0,0)}-

Entonces para (qo,0) € T*IR con ¢g # 0 se tiene que

(4.15) (77 (a0, 0) N (T*R) #yy o) e-c.(q0.0) = (205 0)}-
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-Caso (qo, o), con py # 0.
En este caso J(qo,p0) = (Pogo, o) ¥y

J Y pogo,po) = {(g.p) € T*IR: pg = pogo Ap = po}
= {(q0,p0)}

Usando esto y (4.13) se tiene que

I (pogo, p0) N (T* Ry, .0 = {(g0,10)}-

Entonces, para (qo,po) € T*IR con pg # 0, se tiene que

(416) (J_l(qop()apﬁ) N (T*IR)H((IOYPO))c.c.(qo,po) = {(QO7p0)}-

Por lo tanto se tiene que para todo (qo,po) € T*IR

(77" I la0,20)) N (TR, ) — {(q0.70)}-

c.c.(qo,po)

Calculo del momento éptimo por definicion.

Recordemos que estamos considerando la accién levantada al cotangente 75 ¢(y ) : T, IR —

*

quu,a)(q)IR que esta dada por

T;(ZS()\,G,) (qap) = ()‘q +a, Ailp%
para (\,a) € H y (¢,p) € T/IR.
Queremos calcular el conjunto

(4.17) CeU) = {feC™U): f(T*¢ina(e,p) = f(¢,p),¥(\,a) € H y V(q,p) € U}
‘ = {feC=U): f(Aa+a,X"'p) = f(a.p),Y(\a) € Hy ¥(q,p) € U}

Puede verse que
C(U)H = {f € C®(U) : f es constante en U}.
Para (q,p) € T*IR se tiene que

E(q,p) = {Xs(g,p) : f € C=(U)" ,(q,p) € U}.

Como las funciones H-invariante son las constantes, el campo Hamiltoniano correspondiente
a cada funcién es el campo nulo, en efecto, para cada f € C*°(U), su campo Hamiltoniano se
identifica con la 1-forma df tal que w(Xy,-) = df, donde w es la 2-forma simpléctica canénica
en IR2. Pero df = 0 en este caso, por lo tanto se tiene que w(Xy,+) = 0 de donde se deduce,

usando que w es no degenerada, que Xy = 0.
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Por lo tanto para cada U abierto H-invariante y todo (¢,p) € U se tiene que

(4.18) E(q,p) = {0}.

El pseudogrupo correspondiente a la distribucién F esta formado por los flujos de los campos
Hamiltonianos de las funciones H-invariantes. Si X; € F, entonces para todo (¢,p) € U con U

abierto H-invariante , el flujo F} verifica que

d
%‘t:OFt(Q7p) = Xf((Lp) = 07

de donde se obtiene que Fi(q, p) es constante en t. Como ademds se tiene que Fy(q,p) = (¢, p),
por lo tanto
Gp={Id: T"R — T*RR}.
Dado (go,po) € T*IR, la clase de (qo, po) por la relacién dada por el pseudogrupo G es

[(q0,p0)] = {(¢,p) € T*IR:3F; € G y to tal que Fy;(qo,po) = (¢,p)}
= {(¢,p) € T*R : (q0,p0) = (¢,P)}
= {(q0,p0)}.

Recordemos que la aplicacién momento 6ptimo J esta dada por la proyecciéon candnica de

T*IR en el espacio de las Gg-6rbitas. Por lo tanto, para (qo,po) € T*IR se tiene que

(4.19) I (T (q0:0)) = {(0,p0) }-

4.1.3. Ejemplo 3.

Sean G1 y Go dos grupos de Lie que actiian sobre las variedades de Poisson M7 y M res-
pectivamente, ¢; : G; x M; — M;, 1 = 1,2. Sean J; las aplicaciones momento correspondientes
a las acciones ¢;

Ji: My — g}
Jo : My — g3,
dadas por
Ji(mi) (&) = Ji(&)(ma),
con Jy:g — C®(My) y
Ja(m2)(&2) = J2(&2)(ma),
con Jp : go — C°°(My).
Para este ejemplo tendremos en cuenta las siguientes identificaciones estandar:
* Tmyma) (M1 X Ma) == Tppy My X Ty Mo,
- T (M1 x Ma) ~ Ty My x Ty Mo,

(m1,m2)

s O%(My) x C®(My) € C®(My x My),
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u LZ@(Gl X GQ) >~ g1 Xg2Yy Lze(G1 X G2>* ~ gf X g;
Recordemos que la forma simpléctica w en M7 x My esta dada por
w(mhmz)((ul,w), (1)1,112)) = wi(ma)(u1,v1) + w2(m2)(u2,v2),

donde w; y wa son las formas simplécticas en M; y My respectivamente y (mi,mg) €
M1 X MQ, u1,v1 € TmlMI; U2,V € Tm2M2.

Consideremos la accién ® del grupo G; x G9 sobre My x M, dada por

(I)Z(G1XG2)X(M1XM2> — M1><M2

((91,92), (m1,m2)) = (d1(g1,m1), P2(g2,Mm2)).

*

Veamos que la aplicacion momento J : My x My — (Lie(Gp x G2))* correspondiente a la

accion ® esta dada por

(4.20)  (J(m1,ma), (&1, &) = ((J1 x J2)(m1,ma), (&1, &2)) = Ji(&1)(ma) + Ja2(&2) (ma).

Hay que probar que
X Ty, = (§1,€2) My x M-
Sea (£1,&) € g1 X g2y a(t) C G x Go tal que a(0) = (e1,e2) y &/(0) = (&1,&2). Entonces
se tiene que

(§1,82) My x sy (M1, m2) = %\tzoq’((al(t),a?(t))a(m1,m2))

d
= gle=olar(t)ma, as(t))me)
t
= ((€0)ar (M), (§2) a1, (m2))
= (X5 (e (M), Xy (e (m2))
= (le(ﬁl) X ij(Ez)) (ma,ms)
Veamos entonces que
X grmen e (M1:m2) = (X, ) (1) Xy ey (m2))
Sean (v1,v2) € T, me) (M1 X Ma) == Ty My X Tpn, Ma. Por definicién se tiene que
X e e en® = A1 X J2) (61, 82).
Por otro lado,
(i(xj1<§1)xxj2(§2))w) (vi,02) = w ((le(gl)(ml),XJ2(g2)(m2)), (01,02))
= wip, (le(gl)(ml)wl) + Wi, <Xj2(52)(m2),112)
= dJi(&) (1) + dJa(€2)(v2)
= 4 (WX B)(E.8)) (v1,v2),
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de donde se obtiene lo que queriamos probar.

Veamos ahora que

(4.21) T s p2) = I () x Iy (p2),
para [y € g7, po € g5 tal que pp = Ji(my) y po = Ja(me) con my € My y mo € M.
En efecto, sea (my,ms) € My x My, entonces se tiene que
(m1,ma) € J N1, p2) <= J(mi,ma) = (u1, pa)
= (Ji(m1), J2(m2)) = (p1, p2)
= Ji(mi) =y Ja(mz) = po

<~ mj € J‘l(,ul) y mao € J_l(ug).

Estamos en condiciones de probar el siguiente lema.

LEMA 4.1. Sean Gy y G2 dos grupos de Lie que actian sobre las variedades de Poisson M

y Mo respectivamente, ¢; : G; X M; — M;, i = 1,2. Supongamos que se verifica
(122) TN T = (T ) 0 00, )
donde J; son las aplicaciones momento dptimo correspondientes a las acciones ¢;, J; son las

aplicaciones momento tal que J;(m;) = p; para m; € M;, pu; € (Lie(G;))*, i =1,2.

Entonces se tiene que

)

(4.23) T NI (mr,ma)) = (T () 0 (My % M2)§<m1,m2>>cc(m m2)

donde p = (1, u2), p = J(mi,msa), J es la aplicacion momento dptimo y J es la aplicacion
momento correspondientes a la accion
CI)Z(G1XG2)><(M1><M2) — M1><M2
((91,92), (m1,m2)) — (P1(g1,m1), P2(g2, m2)).

DEMOSTRACION.
Célculo del lado derecho de 4.23

Veamos primero que

(4.24) Hmymg) = Hpyy < HY .

mi
En efecto, dado (g1, g2) € G1 X G2 se tiene que

(91,92) € Hipyomy)y == (g11m1, 92, m2) = (m1, m2)

<= g1im1 =m1y gamg = mz2

— g1 €H), yge€H,

m
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Veamos ahora que

(4.25) (M x M)y, = (M)F < (Me)f7 .

C (M), x (M) .

Para esto, veamos primero que (M; x Ma)%,
(mq,mg 2

)
, Vamos a ver que mj € (Ml)?;m y mg € (Mg)?fmz. Por

2 _ gyl 2
x Hz = H,, x Hy, . Vamos

Sea (ml,mg) S (M1 X MQ)}{_}(mng)
definicion H(m, m,) = H(m, m,) ¥ usando (4.24) resulta que HL

1

a ver que Hlm1 = H%Ll y H%Q = H,zm.

Sea g1 € H%p entonces gim; = ;. También se tiene que esTy = g y entonces (g1, e2) €
1 2 _ 7l 2
Hz x Hg = Hp X H

m» ¥ Dor lo tanto g1 € H}nl, con lo cual se ha probado que H%l - H}nl.
Andlogamente se prueba que H}nl - H%l y entonces queda probado que H%l = H,lnl.
De modo enteramente similar se prueba que H%2 = ng. De aqui resulta que (m1,m2) €

(M3, x (M) .

Veamos ahora que (Ml)d;{l X (M2)§Ib{2 , & (My x M2)%1( )
m m mi,m3

(Mg)?me, entonces m; € (Ml)ﬁ,lml y ma € (Mg)?fm2 lo que implica que H}, = HE 'y

m1
2 _ y2 : 1 2 _ gyl
Hy,, = Hz,. Directamente se deduce que Hy, X Hy = Hg,

. Sea (m1,m2) € (M)}, X

x HZ 'y usando (4.24) resul-
ta Hp, my) = Hmy ms)- Luego se tiene que (mq,ma) € (M X My)%

(m1,m2)’

Recordemos de (4.21) que

I (s p2) = Iy () % T3 (na).-

Usando esto, (4.22) y (4.25) se obtiene que
(J @ N o x M), ) = (7 ) x g 2) N () x (M)

= (Jl_l(,ul) N (Ml)(rj)nll> X (JQ_I(M) N (M2)?n22>

Puede verse que
(4.26)
(J_l(a) N (Ml X Mg)q)

(mhm?)) c.c.(m1,mz)

= (v g, x(J5 () U ()2,

c.c.omy

En efecto, queremos probar que si Z = X x Y entonces, (Z)cc. = (X)ece X (Y)ee.-

Sean A C X y B C Y componentes conexas en X e Y respectivamente. Puede verse
facilmente que A x B es conexo. Para ver que A X B es una componente conexa de Z, sea C
conexo tal que A x B C C C Z y sean Cx = Px(C) y Cy = P(C) las proyecciones de C sobre
X e Y respectivamente. Es facil ver que tanto Cx como Cy son conexos y ademads se tiene que

A C Cx y B CCCy yentonces, como A y B son componentes conexas se tiene que A = Cx y

c.c.omg
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B = Cy. Como ademas C' C Cx x Cy, se tiene que C = Cx x Cy y entonces A X B es una
componente conexa de Z.

Por otro lado, sea C C Z una componente conexa de Z. Como C C Cx x Cy y como Cx
y Cy son conexos por serlo C, se tiene que también C'x x Cy es conexo. Como C' es maximal
por ser componente conexa, entonces C' = C'x x Cy donde C'x y Cy son componentes conexas

de A y B respectivamente, como ya probamos en el parrafo anterior.

Célculo del lado izquierdo de 4.23

Puede verse que algunos de los abiertos (G x Gs)-invariantes son de la forma U; x Uz con

Uy abierto Gi-invariante de My y Uy abierto Go-invariante de Ms.

Sea U = Uy x Uy C M x My (G1 x Go)-invariante y sea f € C*°(U) (G x G2)-invariante,
entonces se verifica que
f(@((91,92), (m1,ma))) = f(ma,my),
esto es
f(01((g1, m1), P2(g2,m2))) = f(ma,m2).

Dado (71, m3) € My x Ma, se definen las funciones fm, : Us — Ry fm, : U1 — IR dadas
por
fmi(m2) = f(m1,ma),
fmy(m1) = f(mi,ma2).
Puede verse facilmente que fm, es Gj-invariante para i,j = 1,2, i # j.
Veamos que el campo hamiltoniano correspondiente a una funcién f € C*°(U), (G1 x Ga)-

invariantes estd dado por

(4.27) Xy(mi,mg) = (Xfm2 (m1), X#,,, (mz)) :

para (my, mg) € My x Mo.

Por definicién se tiene que inw(ul, ug) = df (u1,uz2). Por otro lado se tiene que
w0 (X gy (1), X, (ma), (w1, 02) ) = w1 (X, (mo),ur) +wz (X, (m2), uz)
= (dfmz)m, (u1) + (dfimy ), (u2)
= () (my mo) (U150) + (df ) (10, ) (0 u2)

= (df)(m17m2) (u1,uz),
lo que demuestra la igualdad en (4.27).

Sea A; C T'M; y consideremos la distribucién dada por

Aij(my) = {Xp,(my) : fi € ]:(Ui)Gi, U; abierto G; — invariante, m; € U;}, i = 1,2.
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Por otro lado, sea A C T(M; x TMs) y consideremos la distribucién dada por

A(my,ma) = {X(my,mg) : f € F(UyxUs)*C2 Uy xUy abierto Gy x Go—invariante, (my,mg) € G1xGa}.
Entonces vale que

(4.28) A(my,ma2) = Aj(my) x Ag(ma).

Para probarlo, consideremos m1 € M7 y U; un entorno abierto Gi-invariante de mq. Sea
fi € F(Uy) y definimos la funcién f; dada por fi(m1,ms) = f1(m1), para mg € My. Es facil

ver que resulta G; X Go-invariante. De (4.27) se tiene que
Xy, (m1,m2) = (Xy, (M), 0),
y entonces podemos concluir que
Aq(mq) x {0} € A(my,me), ¥V mg € M.

Como vale para todo mq € M7 se tiene que

(4.29) Aq(my) x {0} € A(mi,me), ¥V my € My, mg € Mo.
Andlogamente se prueba que

(4.30) {0} x Ag(me) C A(my,ma), ¥V my € My, ma € Mo.
De (4.29) y (4.30) se concluye que

(4.31) A(my,mg) 2 A1(my) X Ag(ms).

Para probar la otra inclusion, sea (mi,me) € M; x My y U; x Us un entorno abierto
G1 x Ga-invariante de (my,mz). Consideremos f € F(U; x Us)“1%C2 entonces de (4.27) se

tiene que
Xf<m17 7712) = (Xfm2 (m1)7 Xfml (mQ))

Por lo tanto se concluye que
(4.32) A(ml,mg) - Al(ml) X Ag(mg).

De (4.31) y (4.32) se obtiene (4.28).

Recordemos que en el caso analitico el teorema de Sussmann se simplifica.
En el caso analitico, es conocido que dada una distribucion D C T'M, esta genera una
distribucién integrable D O D del modo siguiente.
1. Se consideran dos campos X,Y paralelos a D, esto es X(z),Y(x) € D, para todo

x € M, se calcula [X,Y] y se genera la nueva distribucién Dg) dada por

D:(cl) ={\X(z) + 8lY, Z](z) : X,Y, Z son paralelos a D, \, § € R}.



4.1 Ejemplos 105

)

2. Por recursién se obtiene la distribucion D;(,;2 dada por

D@ = {\X(z) + B]Y, Z](z) : X,Y, Z son paralelos a DY X\ 8 € IR}.

3. El proceso se estabiliza y se obtiene la distribucién integrable D dada por

D, =) o®.
k=0

Volviendo al caso particular donde M = Uy x Us, cerrar por el corchete de Lie la familia de
campos { Xy, } x{X7,} es cerrar por el corchete las familias { Xy, } y { X, } y luego multiplicarlas.
Por el teorema de Sussmann se tiene que el conjunto de los puntos alcanzables de la familia
{Xs} donde Xy es como en (4.27) es el producto de los conjuntos de puntos alcanzables por
de las familias Xy,. El caso general donde los datos no son necesariamente analiticos se puede

tratar usando el teorema de Sussmann. O






Capitulo 5

Conclusiones generales

En esta tesis se da una casificacién de todos los momentos 6ptimos J(q,p) para (q,p) €
T*(IR? x IR?) para el problema de los dos cuerpos con simetria dada por la accién diagonal de
SE(3) en IR? x IR? levantada al cotangente. Este estudio incluye una identificacién de 7 (q,p)
como variedad diferencial y de su topologia.

Se realiza también un estudio e identificacion de la reduccién 6ptima.

De este estudio se deducen propiedades interesantes de la dindmica que se relacionan, desde
el punto de vista Hamiltoniano, con los resultados mencionados en el Capitulo 1 de [Arn78].

Se ha enfatizado con algunos ejemplos, que la condicién de propiedad de la accién no es
necesaria para la validez de la formila (2.11) del Capitulo 2, Seccién 2.2. Esto sugiere que

sera de utilidad tener resultados mas generales de este tipo.






Capitulo 6

Apéndice A

Proposicién 1.12. ¢ es una accion propia si y solo si se cumple que, para sucesiones {gn} y

{zn} en G y M respectivamente
(6.1) S gn®y —> § Y Tn —> T, existe una subsucesion {gn,} de {gn} tal que g,, — g
En este caso vale que §y = g Z.

DEMOSTRACION. Supongamos que ¢ es propia y sean {g,} v {z,} tales que g,z, — 7§ y
2n —> &. Consideremos ¢ como en (1.18).

Es un hecho bésico en topologia que el conjunto

K = {(zn, gnn)} U{(Z, )}

es compacto. Por hipétesis ¢ (K) es compacto y ademés {(gn,zn)} € ¢~ 1(K). Luego existe

una subsucesién convergente {(gn,,xn,)} y por lo tanto {gn, } es convergente.

Para probar la reciproca se usa la caracterizacién de conjuntos compactos por sucesiones.
Sea K C M x M compacto. Hay que probar que ¢~ 1(K) = {(g, ) : (z,gz) € K} es compacto.
Sea {(gn,zn)} C ¢ H(K). Se sabe que ¢(gn,Tn) = (Zn,gntn) pertenece a K para todo
n € N, lo que implica que {(xn, gnxyn)} C K para todo n € N. Como K es compacto, existe una

subsucesién de {(zp, gnzyn)} convergente, es decir, existe {(zn,, gn,n, )} tal que

(xnk , gnkvfnk) — (x, y)v

con (z,y) € K.

Por hipétesis resulta que existe una subsucesién {gn, } de {gn,} convergente. Se ve que
(:I;’nkl ) gnkl xnkl) - (',Z'7 g) y g'ﬂkl — G-

Resulta entonces que {(gn,zn)} tiene una subsucesién convergente a saber {(gn,,,Zn,)}-

Ademss

(gnklaxnkl) = ¢_1($nkl79nkll‘nkl) — gb_l(jag) € ¢_1(K)'

Lema 1.14. Sea GXM — M una accion propia. Entonces, para x € M, los grupos de isotropia
G, :={g € G: gz = x} son compactos. Ademds el espacio cociente M /G es Hausdorff.
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DEMOSTRACION. Sea x € M y sea {g,} una sucesién en G,. Tomando x,, = = para todo
n € N se tiene que g,x, = gn,x = z y por lo tanto se tienen {x,} y {g,} sucesiones de M y de
G respectivamente tales que z,, — = y gnz, — 2.
Como la accién es propia, existe una subsucesién convergente {g,, } de {g,} tal que g,, —
g. Entonces se tiene que
gxr = klggo In, T = klggo Gnp Ty, = .

Por lo tanto g € G, lo que implica que G, es compacto.

Ahora bien, el espacio cociente estd dado por
M/G ={[z]lg: v € M}

con [z]g = G.z, la clase de equivalencia de = correspondiente a la accién de G en M.

Sea I : M — M/G la proyeccién candnica. Por definicién, un abierto de M/G es un
subconjunto V' C M/G tal que II"}(V) es abierto en M. Queremos probar que dados dos
puntos distintos en M /G, pueden ser separados con abiertos. Es decir, dados [z]¢ # [y,
existen abiertos V4 y Vo de M/G tales que [z]g € Vi, [y]lg € Vo y Vi NV, = 0.

Es fécil ver que dados V; y V, abiertos de M/G tales que [z]g € Vi e [y]g € Va,

Vlﬂ‘/22®<:>U1ﬁU2:®,

siendo
Uy =10"'WV) y Uy =TT (V).
Veamos entonces que existen abiertos Uy, Uy C M tales que Uy N Us = (). Dados z,y € M

con [z]g # [y]g, consideremos las sucesiones de subconjuntos abiertos de M {Wi,} y {Wan}

tales que x € Wy, e y € Wa, para todo n € N y ademds
ﬂ Win = {37}, m Wan = {y}
neN neN

Consideremos los abiertos invariantes GW7,, y GWa,, y supongamos que GWy, NGWo,, # ()
para todo n € N. Entonces existen sucesiones {g,} y {hn} en Gy {z,} en Wi, {yn} en Wo,

tales que
InTn = hnyn
lo que implica que
Tn = g hnYn =2 Guln-

Por otro lado se sabe que x,, — x y y, — y y como la accién es propia existe g,, — g,

lo que implica que x = gy que es un absurdo pues [z]¢ # [y]a. O

Lema 1.15. Si la accion de H en A es propia, entonces la G-accion sobre G X g A definida en

(1.21) también es propia.
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DEMOSTRACION. Supongamos que existen sucesiones {g,}, {g,} en G y {a,} en A tales

que

(6'2) \If(gn, [g;w an]H) = [gng;w an}H — [gv a]H
y

(63) [gn,an}H — [g[),a()]H.

Queremos probar que existe una subsucesién convergente {g,, } de {gn}.
Como la proyeccién natural Il : G x A — G xg A es una submersion, admite secciones

locales. Sean o y & secciones suaves de II alrededor de [go, ao]g ¥ [, @] g respectivamente.

Lema 1.17. Sea H un grupo compacto y ¢ : H x M — M wuna accion. Supongamos que T

queda fijo por la accion de H, es decir Hx = {z}. Sea U un entorno de x, entonces

1. existe un entorno V de x, V C U, tal que V es H-invariante,
2. existe en V. una métrica Riemanniana o que es H-invariante,

3. existen bolas S,» C S, C M centradas en x y una funcion bump H-invariante b : M —

IR tal que
b’sr, = 1
b’M—ST = 0.
DEMOSTRACION. 1. Es claro que ¢~ (U) D ¢~ 1(x) = H x {x}. Para cada h € H, el

elemento (h,x) pertenece a ¢~ 1(U), entonces existen W), C H y V,, C U entornos de
h y x respectivamente tal que Wy, x Vj, € ¢~ 1(U). Por la compacidad de H existen
n
hi,...,h, € H tales que H = U Wh,-
i=1

Consideremos V = ﬂ Vi, yV = HV = U hV. Es claro que € V pues z € V
i=1 heH

y Hr = {z}. Ademas V C U ya que W,V C U para todo i. Por dltimo V resulta
invariante por definicién.

2. Por la parte 1, existe un entorno V' de x H-invariante. Sea ¢ una métrica Riemanniana
en V (puede tomarse a ¢ = 9*f donde (¢,V) es una carta y f cualquier métrica
Riemanniana en 9(V) C IR", por ejemplo la Euclideana).

Se define la métrica promedio o en V como

U(l’)(u$,vw):/ o (hx)(Typnug, Tuonve)du(h),

H
donde la integral estd definida usando la medida du(h) invariante en el grupo de Lie
compacto H normalizada. Por construccion o es una métrica Riemanniana H-invariante
sobre V.
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3. Sea x € M y V un entorno en las condiciones de 1 y 2. Tomando r lo suficientemente
pequeno, la aplicacion exponencial exp, : T,V — V se restringe a un difeomorfismo de
Sy C T,V en exp,(S,) C V. Vamos a identificar a S, con exp,(S;).

Tomamos ahora ' < r y una funcién v : M — IR tal que
Yls, > 0
Se define la funcién b : M — IR, H-invariante dada por
o) = [ dha)au).

Se tiene que

(;’ST, > 0

6|M_ST = 0
Consideremos v’ : M — IR tal que ¢’ =1 en S,» y ¢’ > § > 0 en M y definimos

V() = /H o (ha)dpa(h).

Se tiene entonces que

Vig > a>0

l~)|Sr, = l~)
. -~ b(x) .
Definimos por ltimo b(z) = 7 la cual verifica que
x
[;’Sr’ =1
B’M—ST = 0.

Lema 2.1 Si ¢ : G x M — M es propia, entonces la distribucion caracteristica E estd dada
por

E(z) = {X;(x) : f € C=(M)“}.

DEMOSTRACION. Primero probaremos el siguiente resultado. Sea ¢ : G x M — M una
accién propia, U C M un abierto G-invariante y f € C°°(U)%. Entonces, dado = € U, existen
un abierto G-invariante V C U con x € V y una funcién F € C=(M)% tales que

Flv = flv.
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En efecto, sea H = G, el subgrupo de isotropia de x. La accién ¢ : G x U — U también

es propia. Por el Teorema 1.16, existe un entorno tubular
®:GxgS—U,
donde S es un entorno abierto de 0, H-invariante en un espacio vectorial en el cual H actia
linealmente.
Como H es compacto, por 3. del Lema 1.17, existen bolas S, C S, centradas en z y una
funcién bump b H-invariante tal que
b| s, = 1
bls-s, = 0,

Se define la funcién h : G x g S — R dada por

h(lg; s]m) = b(s)-

Veamos que estd bien definida. Sean [g, s]m, [¢, s'|g € G x i S, tales que [g,s]g = [¢', '|u-
Entonces existe h € H tal que (¢',s") = h(g,s) = (gh,h~'s) y entonces s’ = h~!s. Como b es

H-invariante, entonces b(h~'s) = b(s) y por lo tanto

(g, sl) = b(s) = b(h™"s) = h([g', s'n)-
Ademas vale que
Rlaxus, =1 ¥ Blaxys—s,) = 0.
Se define ahora
F:®(GxyS) — R

como

F(@([g,5]m)) = h(lg, s]m) F(@([e, ]n).
Por tiltimo, se define F' € C°°(M)% mediante

Flo@Gxys)y = F

Fly—o@xysy = 0
Del hecho de que @ es un difeomorfismo G-invariante sobre su imagen y que f es G-invariante

se deduce que F es G-invariante.

Para probar el Lema, usamos el resultado anterior y el hecho de que Xp(x) = Xy (x).

Proposicién 2.9.([Ort98]) Sea ¢ : G x M — M wuna accion. Sea v € M, H = G, su

subgrupo de isotropia y O, = G.x su orbita. Entonces
((1,0.)°)" 2 span {df(z) : f € C=(M)C}.

St ademds la accion es propia, se verifica la igualdad.
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DEMOSTRACION. Recordemos que dado un subespacio W C V, se define el anulador de W

como
W ={aeV*:alw =0}.

Se tiene que 7,0, C T, M y entonces (1,0,)° C (T,M)* =: T:M. Sea f € C>®(M)%,
veamos que df (x) € ((T,O,)°)!. La accién de H sobre T M se define de modo natural, es decir
(hdf (z))(u) = df (x)(h~'u), donde u € T, M y hu = T'¢p(u).

Es claro que los elementos de 1,0, son de la forma v = £x, para £ € g. Sea { € gy g(t)

una curva contenida en G con g(0) = e y ¢’(0) = £. Entonces se tiene que

F@)Er) = Thmoflo(t)e)
d
= &\t:of(x)
= 0,

donde se us6 que f es G-invariante. Por lo tanto df (x) € (1,0,)°.
Veamos ahora que df (x) es H-invariante. Sean h € H, v € T, M y z(t) una curva contenida

en M con z(0) =z y 2/(0) = u. Entonces se tiene que
d -1
(hdf (z))(u) = —leof(h a(t)
d
= —|mof(x(t
L limof (1)
= df(z)(w).

Por lo tanto df (x) € ((T,0,)°)H.

Supongamos ahora que la accidn es propia y probamos la inclusion inversa. Como vamos a
trabajar localmente, por el Teorema 1.16 se puede reemplazar M por un tubo G Xy V donde
V =T,M/T,O, y el punto z € M por el punto [e, 0] .

Se sabe que G xg V es un fibrado con base G/H y que para cada [g] € G/H, la fibra

(G xpu V)| es difeomorfa a V.

Se verifica facilmente, usando la definicién de Gx gV, que dos vectores tangente en 1{, o], Olc 0] 4

dados por
S0l v Lol 0n
son el mismo si y solo si g7(0) — g5(0) € h. En conclusién se tiene que
11,01 Ole,01 = 8/5-
Resulta entonces que

Tie01 (G XE V) Z T 0, Ole,01y @ Tie,01, (G xu V)i Zg/baV,
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donde T, (G Xu V) es la fibra del fibrado G x g V' sobre el elemento base [e] € G/H y
su identificacién con V' estd dada por %|t:0[e, v(t)]g = v'(0). Esta identificacién conmuta con
la accién de H, es decir h-%|—o[e,v(t)] g = h'(0).

Se tiene la identificacién
(Tie,00, (G xE V)" Z (T1,01 Ole,01)” © (T1e,0 4 (G <1 V)ie))"

dada por, v = '7|T[e,o]HO[e,0]H 25) ’Y‘T[e,o]H(GXHV)[ep para v € (T[e,o]H(G xg V))*
De aqui resulta una identificacién canénica entre (T 01, Ole01,)° Y (Lle,015 (G Xm5 Vi) ¥

entonces se tiene que

(Tie .01 Ope.0],)°) " = (VI

Las funciones en C®(G xg V)¢ se calculan de la siguiente manera. Sea f € C®(V)H,

consideremos f € C*°(G x g V') dada por

(6.4) f(lg,vln) = f(v).

Esta es la tinica funcién de C®(G x g V)% tal que f([e,v]x) = f(v).
Veamos que f estd bien definida, en efecto para [g,v]|y,[¢,v' |y € G xg V con [g,v]g =

[¢, v se tiene que existe h € H tal que v/ = h™'v y entonces
F(lg' ') = F(') = f(h™ 1) = F(v) = f([g,vlm)-
Para ver que f es G-invariante, sea [g,v]g € G xg V y ¢’ € G, entonces
f(g'lg:vlm) = f(lg'g, vlu) = f(v) = f(lg,vln).

Dada f € C®(G xg V) es claro que f(v) = f([e,v]x) es H-invariante. De lo anterior re-
sulta que las funciones en C*°(G x g V) estén en correspondencia biunivoca con las funciones

f H-invariantes.

Queremos ver ahora que
(V)" = {df(0): fe C=(V)"}.

Sea f € C®°(V)# y h € H arbitrario. Sea v € ToV y v(t) una curva en V con v(0) =0y
v’(0) = v. Entonces se tiene que df(0) € (V*)H, en efecto

(hFO)(w) = dF(O)()
S )

= %’t:of(”(t))

= df(0)(v).
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Para probar la inclusién inversa consideremos la descomposiciéon de V' en sus componentes

irreducibles H-invariantes
V=wae.eW,eU &..0U,,

donde dimW; = 1 para i = 1,...,k y dimU; > 1 para j = 1,...,7. Entonces se tiene que
VH = Wi ...e W

Sea {w1, ..., w;} una base de V¥ y definimos 7y, ..., € V* por

wi(wj) = 51']', i,jG{l,...,k}

mily, = 0, die{l,..,k},pe{l,..,r}

Por construccion, los funcionales 71, ..., 7, € V* son invariantes lineales por la acciéon de H
en V.

Sia:U; @...0 U, — IR es otro invariante lineal no trivial, entonces existe p € {1,...,7} tal
que |y, # 0. Entonces ker(aly,) es un subespacio H-invariante no trivial de U,. Como U, es
irreducible, esto no puede pasar y entonces se deduce que un tal o no existe.

Probaremos ahora que 71,...,m, € V* o en general, que toda base de (VH)* genera el
conjunto de todos los invariantes lineales de la accién de H sobre V.

Usando la compacidad de H, el Teorema de Schwarz ([Sch75]) garantiza que toda funcién

f € C>®(V)H puede ser escrita como

f = 9(7717 "'77Tq))
con g € C*(IRY) y donde mj41, ..., Ty verifican que dm;(0) =0, para j =k +1,...,q.
Sea ahora a € (V*)H = (VH)* arbitrario. La forma « puede ser escrita como
o= Q1T + ... + T,

con aq, ..., ax € IR. Sea g € C*°(IRY) tal que
9y
871‘2'

Con esta eleccion, la funcién f = g(m1, ..., my) € C°(V)H y satisface

(0) =aq;, 1€ {1, ,k‘}

af(0) = [98751(())7“—1_“.—’_87%(0)7%

= o7+ ... + o7y,
donde usamos que dmj(0) =0 para j € {k+1,...,q}.

Como « es arbitrario se ve lo que queriamos probar.

Lema 2.10. Sea (M,w) una variedad simpléctica y B € A*>(T*M) el bivector de Poisson aso-

ctado. Entonces para todo x € M y para todo subespacio vectorial V- C T, M, se tiene que

Ve = Bi(z)(V°) =: (V°)*.
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DEMOSTRACION. Sea o, € V°y f € C®(M) tal que df(z) = a,. Entonces, para todo
v € V se tiene que
w()(B(x)(ar),v) = w(@)(Xs(z),0)
df (x)(v)
- <O‘$?U>
= 0.

Por lo tanto Bf(x)(V°) C V.
Inversamente, sea Xr(x) € V¥. Esto significa que
w(x)(Xy(x),v) = df (x)(v) = 0,

para todo v € V. Entonces df (z) € V°y ademés X(z) = B*(df(z)). Luego X (z) € B*(V°).
U

Lema 2.11. Sea (M, {-,-}) una variedad de Poisson y B € A*(T*M) el bivector de Poisson
asociado. Sea G un grupo de Lie actuando canonicamente sobre M. Consideremos las acciones

levantadas al tangente y al cotangente. Entonces, para todo x € M se satisface que
1. B¥(z) : T} M — T, M es G-equivariante.
2. Si el corchete de Poisson {-,-} es inducido por una forma simpléctica w entonces W’ es

Gy-equivariante y para todo subespacio V- C Ty M
B (a)(VEr) = (B¥(x)(V))%,
o equivalentemente
(VEn)E = (VE)©s
DEMOSTRACION. 1. Dados h € Gy vy o, B € T M se tiene que

B¥(x)(hag)(Be) = B(@)(Ba, hao)
= B(z)(h~
= B(z)(az)(h™'Br)
= (hB*(2)(0))(Ba),

maax)

donde se usé que la accién es candnica.

2. Andlogamente a como se hizo en el inciso 1., puede probarse que W’ = (Bﬁ)*1 es G-
equivariante.

Sea 3, € V& queremos ver que Bf(z)(8:) € (Bf(z)(V))%. Se ve directamente que
BY(2)(B:) € BY(z)(V), veremos entonces que Bf(x)(8,) es Gy-invariante. Para h € G, se
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tiene que

W(BH(2)(B:)) = B(x)(hBa)
= B (2)(Ba)-
Por lo tanto Bf(x)(V%) C (B (z)(V))%.

Como w” es Gy-equivariante y por lo que probamos recién, vale que

W (@) (B ) (V)% € (@) Bﬁ(x)(v)))Gz _ G
Luego, aplicando B*(z) en ambos miembros se obtiene

(BH(2)(V)* € B¥(2)(VE™).

Lema 2.12. Sea (M,w) una variedad simpléctica y sea G un grupo de Lie actuando sobre M
de forma globalmente Hamiltoniana con aplicacion momento asociada J : M — g*. Entonces,

para todo x € M y u = J(x) se tiene que

1. Ker TpJ = T (J 71 ())
2. (Tpx(G.x))¥ = Ker T, J.

DEMOSTRACION. 1. La demostracion es consecuencia de una definiciéon de espacio tan-

gente a un conjunto de nivel. En efecto, para v € Ker(T,J), se tiene que

LJ@) =0 & leol(3() =0, 3() € M,A(0) = 2,7/(0) = v
& JO(®) = p A(t) € M,7(0) =2,9'(0) = v
& J(y(t) S T Hw), v(t) € M,~(0) = 2,7/(0) = v
& ve T (J ! (w).

2. Sean £ € g, v € Ty M. Se tiene que
w(ém(@),v) = (dJ(€))(x)(v)
= (TxJ)(v)(&)
Usando esto se tiene que
veKer(TpJ) & TuJ(w)(€)=0,Vécg
& w(éu(x),v) =0, ¥ eg

& ve{lu(r),fcgl”

& v e Ty (Gx)”.
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Lema 2.13. Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo compacto que actia a izquierda sobre la

variedad V. Consideremos el producto twist G x g V, entonces se tiene que
1. para [g,v]lg € G xygV,
Glgaly = 9Hug ™
donde H, es el subgrupo de isotropia de v € V por la accion de H sobre V.
2. Hay una identificacion natural entre (G xg V)g y N(H) xg VH, donde N(H) es el
normalizador de H. FEsta identificacion resulta ser una igualdad.

3. (G xg V)g es una subvariedad de G xg V' y se tiene que
H
e (G x5 V)a) = (Tie (G xa V)™
DEMOSTRACION. 1. Sea [g,v]g € GxgV ysea g € Gy, entonces, por definicién se tiene
que
199,90 = ¢'lg,v]m = [g,v]n.

Luego existe h € H tal que ¢'g = gh y v = h~'v. Por lo tanto h € H, y ¢ = ghg™' y

entonces ¢’ € gH,g~!.

Inversamente para h € H, se tiene que

ghg~g,vlm = [gh,v]m = [g, hv]m = [g,v]n-

Por lo tanto Gy, = gH,g .

2. Consideremos [g,v] € N(H) x V. Entonces para h € H se tiene que

h[g,’U]H = [hg,U]H = [gh/,’U]H = [gah/U]H = [g,U]H-

Por lo tanto Gy, 2 H. Sea ahora g € Glg,v],; €ntonces

199, = ¢'lg, v = lg,v]m.

Luego existe h € H tal que g'g = gh y entonces g’ € H. Por lo tanto G, ), € H. Hemos
probado hasta aqui que (G xy V)y 2 N(H) xg VI,

Para ver la otra inclusién consideremos [¢g,v]g € (G xg V) g, de donde se tiene que H =
Gy, - Queremos ver que [g,v]g € N(H) x g V. Veamos primero que g € N(H). Sea h € H,
entonces

[hg,v]a = hlg,v]n = [g,v]n,

luego existe b’ € H tal que h = gh/g~!. Esto implica que H C gHg~' y por un resultado

estandar (ver Proposicién 2.1.14 de ([OR04]) se tiene que H = gHg~! y por lo tanto g € N(H).

Veamos ahora que v € V. Se tiene que

[97 hU]H = [gh7U]H = [hlgvv]H = h/[g7U]H = [Q,U]H.
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Por lo tanto hv = v como se queria probar.
Notar que existe una identificacién natural, o sea una inclusién canénica i : N(H ) x gVl —

G xp V entre [g,v]g calculada en N(H) x g VH y la misma calculada en (G xg V)g.

3. Considerando la inclusién canénica i : N(H) xy V¥ — G xy V resulta que Tlg )t €8
inyectiva y entonces N(H) x g VH es una subvariedad sumergida de G xp V.

Sea w € (Tie0), (G X V). Sing : GxV — G xy V es la proyeccién canénica, existe
EegyveTyV tal que w = T(E’Q)WH(f, v). El hecho de que w sea H-invariante es equivalente

a

(6.5) (Tie,01 5 Y1 (Tie 0y (&, v)) = Tieoymu(§,v), Vh € H.

Si v(t) es una curva en V tal que v(0) = 0 y v'(0) = v, entonces (6.5) equivale a

%\t:(ﬂrH(h exp(ts),v(t)) = %hzoﬂH(exp(tg), v(t)) Vh e H,

que es lo mismo que
(6.6) oo (b eap(t€)h™" ho(0)) = L lizomn (ep(t€), o(1)) Vh e H.
Si ¢ denota la accién de H en V', entonces se tiene que (6.6) es equivalente a
(6.7) Tie,0) 7 (AdpE — &, Todpv — v) = 0.

Usando que Ker(T(.oymu) = b x {0}, la expresién (6.7) es equivalente a que Adp§ —§ € by
Toénv = v para todo h € H. De esto se deduce que v € TyV. Por el Lema 2.1.13 en (JOR04]),
se tiene que & € Lie(N(H)).

Por lo tanto (Tj. ), (G xg V) C Lie(N(H)) xg ToVH = Ty g, (N(H) xg V) =
Tie0) (G X1 V)H).

Veamos ahora que T, (G Xy V)u) € (Tie0), (G X V). Es claro que Tie01, (G X1
Vi) C Tieo), (G xg V). Veamos que todo [§,v]n € Tl ), ((G xg V)u) es H- invariante.

Sea [€,v]i € Tie 0], (G xg V)g) = Lie(N(H)) x g ToV y scan g(t) y v(t) curvas en N (H)
y VH respectivamente tales que g(0) = e, v(0) = 0y ¢'(0) = &, v'(0) = v. Siendo ¥ la accién
de H sobre G xg V y h € H se tiene que

TeoWleln = lmoWa(lo(t), o)

_ %|t:o[hg<t>,v<t>m

KO0

= OO

_ %ytzo[gm,va)m

= [fvv]H'
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Lema 2.14. Sea ¢ : G X M — M wuna accion candnica y propia del grupo de Lie G sobre
la variedad simpléctica (M,w). Sea x € M, H =G, yi: My < M la inclusion. Entonces se

tiene que

1. (Mpy,i*w) es una subvariedad simpléctica de (M,w),
2. el grupo L = N(H)/H actia en forma candnica, libre y propia sobre My de la siguiente
forma
U:Lx My — My
(nH,z) +— n.z

DEMOSTRACION.

1. Por 3. del Lema 2.13 se sabe que My es una subvariedad de M. La 2-forma i*w es
cerrada y antisimétrica porque w lo es. Veamos que i*w es no degenerada.

Seaz € My yu € T,Myg = (T,M)". Supongamos que w(z)(u,v) = i*w(z)(u,v) =0

para todo v € T, M. Se sabe que existe una métrica definida positiva H-invariante (-, -)

en T, M. Ademas existe un mapa H-equivariante ¢ : T,M — T, M dado por

(6.8) (u,v) = w(z)(u, pv),

para todo u,v € T, M.
Como ¢ es H-equivariante se tiene que p(T.Mp) = o((T.M)H) c (T.M)" y en-

tonces de (6.8) se obtiene que

(u,0) = w(2)(u, pv) =0,

para todo v € (T,M). Como (-, -) es definida positiva en T, M, también lo es en (T, M)
y entonces u = 0.
2. La accién de L sobre My es propia porque N(H) es cerrado en G.
Veamos que la accién ¥ es libre. Sea [¢'] € L tal que ¥y(2) = 2, que es equivalente
a ¢'.z = z. Entonces se tiene que ¢’ € H lo que implica que [¢'] = e.
Por tltimo veamos que ¥ es canénica, es decir U*(i*w) = i*w. Sean u,v € T, Mj;,

se tiene que

Ui w)(u,0) = Fw((Prg)) u, (Y1) )

= "w((dg)u (dg) )
= w(u,v),

donde se usé que w es candnica y donde, si u(t) es una curva en My tal que u(0) = 2

y ¢/ (0) = u, se tiene que
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(W) (u) = &It=o‘1’([g’_1]ﬂé(t))

= S0y u(t)

= (¢g’)*u'



Capitulo 7
Apéndice B

Reduccion de Marsden-Weinstein para el problema de los dos cuerpos

con Hamiltoniano simétrico arbitrario.

Para (&,u) € se(3)*, consideremos la accién T*¢ restringida a SE(3)4,) X J (& w),
T*¢: SE(3)(aw X J(&,u) — JH(d,w),

donde recordemos que SE(3)4,q) s el subgrupo de isotropia de la accién coadjunta de SE(3).
Sabemos que J (&, u) es invariante por la accién de SE(3)(a.u)-

Queremos calcular los espacios reducidos (ver seccién (1.5.1))
I8, W)/SEB) @

Este espacio es, como conjunto, la coleccién de érbitas O, ) con (g,p) € J1(&, u) bajo la
accién de SE(3)a,u)-

Para el calculo de estos espacios, necesitamos primero realizar el calculo de los subgrupos
de isotropia de la acciéon coadjunta.
Sea (&,u) € s0(3)* x (IR3)*. El subgrupo de isotropfa de (&,u) por la accién coadjunta

esta dado por
SE(3) (g = {(A,a) € SE(3): Adfy o1 (d,u) = (&, g)}.

Trabajando con la identificacién (1.28), resulta que, SE(3)4,u) estd formado por los ele-

mentos (4, a) € SE(3) que cumplen

Ao —Auxa=a«
(7.1)

Au=u

Las ecuaciones en (7.1) son equivalentes a

(72) { axu=(I—-Aa«a

Au=u
Dado u € IR? consideremos el subgrupo de isotropia de la accién natural SO(3) x IR3 — IR3

SO(3), ={A € SO3): Au=u}.
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Puede verse que SO(3), es isomorfo a S! para todo u € IR? — {0} y que SO(3)y = SO(3).

Consideremos los siguientes casos para (&,u) € se(3)* donde usaremos la identificacion

(1.28).

Caso (&, u) € se(3)*, &a=0, u=0.

Es claro que
En este caso, dim SE(3)(g) = dim SE(3) = 6.

Caso (&, u) € se(3)*, & #0, u=0.

De la primera ecuacién de (7.2) se obtiene que
Ao = a.

Por lo tanto,

SE(3)@a,0 = {(4,a) € SE(3) : Aa = a}.
Puede verse que en este caso, dim SE(3)(4,0) = 4-
Caso (&, u) € se(3)*, u paralelo a a, u # 0.

De la segunda ecuacién de (7.2) se obtiene que A € SO(3),.

Como Au = u y u es paralelo a «, se tiene que Aa = «, y entonces la primer ecuacién de

(7.2) se transforma en

axu=0

de donde se obtiene que a debe estar en la recta [, que tiene como vector director el vector wu.

Concluimos que, dado (&, u) € 50(3)* x (IR®)* con u paralelo a o, y u # 0 el subgrupo de

isotropia de la accién coadjunta estd dado por

SE3)@u = {(A,a) € SE3): A€ SO(3)y, axu=0}
Cabe destacar que, en este caso, dim SFE(3)a,u) = 2.
Caso (&, u) € se(3)*, u no paralelo a o.

De la segunda ecuacién de (7.2) se obtiene que A € SO(3),.

Para cada A € SO(3),, se verifica que (I — A)« es perpendicular a u y usando esto resulta

que a varia en una linea recta paralela a u definida por la ecuacién (I — A)a = a x u.

Concluimos que,

SE(3)@au ={(A,a) e SE@B): A€ SOB)yyaxu=(I—A)a}.
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En este caso, dim SE(3)@a,u) = 2-

Ahora si, estamos en condiciones de calcular los espacios reducidos para cada elemento de
se(3)*.
Sea (&,u) € se(3)*. Calculemos primero la preimagen de este elemento por la aplicacién

momento, esto es
J &, u) = {aq € T7Q : J(ag) = (a,u)}.
Usando las identificaciones (1.28), (3.1) y (3.2) resulta
J N evu) = {(g,p) € (R® x R?) x (R® x R%) : J(g,p) = (ov,u)} -

Luego J (&, u) es el conjunto de los elementos (¢', ¢, p',p?) € (IR? x IR3) x (IR? x R?)

que verifican

Lapl 4?2 xp? = a
(7.3) q p1 q2 p
pt+pi=u

De la segunda ecuacién de (7.3) se obtiene que
p=u—p.
Usando esto en la primera ecuacién de (7.3) se obtiene que
(¢" =) xp' +¢* xu=a.

Entonces J~!(a,u) estd dado por los elementos (¢!, ¢?,p', p?) € (R? x IR?) x (IR? x R?)

que verifican

(7.4) (' =) xp+@F xu=a
: 2 1
pPP=u—p

Vamos a calcular ahora la coleccién de drbitas O,

Sea ay € J~ (&, u). La érbita de o por la accién T*¢ estd dada por
Oa, = {Bq € J_I(Q, u) : 3 (4,a) € SE(3) 4, tal que B, = (T;gb)(A’a)(aq)}
Usando las identificaciones (1.28), (3.1) y (3.2) resulta
Olgp) = {(x1,$2,y1,y2) cJ a,u) : F(4,a)€ SE(3)(a,u) tal que
zl = A¢' +a, 22 = A® +a, y' = Ap!, y? = Ap2} .

Consideraremos los siguientes casos.

Caso (a,u) = (0,0).
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Sea (q,p) = (¢, ¢%, p',p?) € J71(0,0), queremos calcular O(q,p) due estd dada por
Ogp) = {(:Ul,x2,y1,y2) € J710,0) : F(A,a) € SE(?))(O,O) tal que
vl =Aq' +a, 2* = A¢? +a, y' = Ap', ¥ = Ap’}.

En este caso (7.4) se reduce a

(75) { (¢" —¢*) xp' =0

p*=—ph.

Entonces,
J7H0,0) = {(g;p) € R* x R’) x (R’ x R?) : (¢' —¢*) xp' =0y p’ = —p'}
y por otro lado, vimos que
Consideraremos los siguientes casos para (¢!, ¢?, pt, p?) € J71(0,0).
1. ¢" —¢*>=0, pl =0.
Sea (21, 22,4t y?) € O(q,p)» entonces existe (A,a) € SE(3)(0,0) tal que
' =A¢' +a, 2?2 =A¢ +a,

y' =0, y*=0.

Como ¢! = ¢? se deduce que x! = 22 para todo (4,a) € SE(3) y entonces en este caso

resulta
(76)  Op ={@" 2%y y*) € J710,0) : 2! e R? 2*=2', y' =0, y* =0}
Se deduce facilmente de (7.6) que existe un isomorfismo

O(qvp) — R’
1

(', 2% 9" y?) — 2l
cuya inversa esta dada por

R — Og.p)
x — (z,2,0,0).

2. ¢' —¢*=0,p' #0.
Como en el caso anterior, sea (z',2? 3! ¢y?) € O(q,p)» entonces existe (A,a) €
SE(3),0) = SE(3) tal que

= A¢' +a, 2% =A¢ +a,
y'=Ap', oy =Ap*

Como ¢! = ¢? se deduce que 2! = 22 para todo (4,a) € SE(3). Ademas, como p' # 0,

puede verse que y!' € [p!|S2. Por lo tanto en este caso la érbita O(q,p) estd dada por

(7.7 Ogp = {(x1,$2,y1,y2) € Jﬁl(0,0) st eR?, 22 =2t yle |p1|52, y? = —yl}.
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Se deduce facilmente de (7.7) que existe un isomorfismo

O(%p) — IR3 X 52
(', 2%y 9%) — (@' 2(y", 7)),
donde z(y') € S? es tal que z(y') = y*/|p!|.
Su inversa estd dada por
IR3 X S2 — O(‘LZJ)
(z,y) — (z,2,[p'ly, ~Ip"|y).

3.¢' = #0,p' =0.
Sea (z',27,y',y%) € O(,), entonces existe (4, a) € SE(3),0) = SE(3) tal que

' =A¢t +a, 2*=A¢+a.
Para cada (z!,2?) € R3 x IR3 consideremos el siguiente conjunto
Azt 2?) = {Ae€50(3) : ot — 22 = A(¢ - q2)} .

Si |z! — 22| # |¢* — ¢?|, puede verse facilmente que A(x!,z?) = (.

Consideremos el caso en que |z! — 22| = |¢* — ¢?| pero ! — 22 # £(¢! — ¢?).
Puede verse en este caso que el conjunto A(z!,2?) tiene al menos un elemento
A(z!, 2%) que se calcula de la siguiente manera. En efecto se considera el eje de rotacién

con el sentido y la direccién de e = (¢ — ¢?) x (2! — 22). Entonces A(z!, 22) es la tnica

1 1 2

rotacién que lleva ¢! — ¢% a 2! — 22 positiva con respecto a la terna (¢' — ¢2, ' — 22, e).

Sea
O((;)p) = {(z, 2%,y y?) € J710,0) : 3I(A,a) € SE(3) tal que z' = A¢' + a,2* = A¢* +a,
|x1 _1,2’ — |q1 _ q2|7$1 _x2 7& :I:(ql _q2)7y1 — 0’y2 — O}.

Puede verse que

(7.8) Oé;?p) = {(332+|q1 —q2|z,$2,0,0) 22 €3 2z € 52—{Nq,5q}},
1_ 2 1_ 2
qa —q 9T —q
donde Ny = —— y S, = ———-.
N e D e

Se puede deducir de (7.8) que existe un isomorfismo
O(lq,p) — (S —{N,S,}) x R?

Lzt iyl y?) — (2(2!),2?),

(z
donde z(z!) € 5% es tal que z(2!) = (! — 2%)/|¢* — ¢¥.
Su inversa esta dada por
(52 = {Ng, S}) x R>  — Oy
(y.2) — (z+]¢" = ¢?ly,=,0,0).
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Consideremos ahora el caso en que ! — 22 = ¢! — ¢%. En este caso el conjunto
A(zt, 2?) se reduce a
AT(g'¢*) = A(x',a?) = {A € S0(3) : Ald' —¢*) =4q' —d°}.
Se define
(’)((3);; = {(xl,x2,y1,y2) € J710,0) : 3(4,a) € SE(3) tal que z! = A¢' + a,2? = A¢® + a,
vl -2’ =q' — ¢y =0,y> =0},

Puede verse que

(7.9) (98)1;; —{(e®+¢" — ¢*,4%,0,0) : 2® € R®}.

Se deduce facilmente de (7.9) que existe un isomorfismo

(2)+ 3
Oup — R
(x17x27y17y2) H x27
cuya inversa esta dada por

R? — OEQH
a,p)

r (x+q1—q2,x,0,0).

Por tltimo para el caso en que 2! — 22 = —(¢' — ¢?). En este caso el conjunto

A(zt, 22) se reduce a
A(¢',q%) = Alz',2%) = {A € SO(3) : Al¢' —¢*) =—(¢' —¢*)}.
Se define como antes
085 = {(z!, 2%,y y?) € J71(0,0) : 3(A,a) € SE(3) tal que z' = A¢' + a,2? = A¢* +a,
ot —2? = —(¢' = ¢%),y" = 0,5* = 0}.

Puede verse que

(7.10) ng,)p_) = {(x2 — (¢t — q2),m2,0,0) 2t e IR3}.

Se deduce facilmente de (7.10) que existe un isomorfismo

o2 R®
(¢,p)
(x17x27y17y2) '_> x2’
cuya inversa estd dada por
R — OY°
(a.p)
T (1‘—(q1—q2),1‘,0,0).
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Por lo tanto, dado (¢*, ¢%,p%,p?) € J=1(0,0) con ¢* — ¢* # 0 y p! = 0 resulta de
(7.8), (7.9), (7.10) que

Oun = Olan Y Oam Y e
= {(=#*+|¢* — ¢*|z,2%,0,0) : 22 € R3, z € 5% — {Ng, S,}}
U{(m2+q1—q2,x2,070) : :E2EIR3}
U{(:L‘Q—(ql—qQ),xz,O,O) o a2 GIR?’}
= {(932+|q1—q2|z,x2,0,0) . 2?2 € IR3, 2652},
y ademas existe un isomorfismo

O(q’p) — 52 X ]R3.

4. q' — ¢ #0,pt £0.
Anslogamente a lo que hicimos en el caso 3. consideremos para cada (z',2%) €
IR? x IR? el conjunto

Azt 2*)={Ae€ S0B3) : ' —2*=A(¢" —¢*)}.

Como ya vimos, si |21 — 22| # ¢! — ¢?| resulta A(z!, 2%) = 0.

Para el caso en que |z! — 22| = |¢* — ¢?| pero 2! — 22 # +(¢' — ¢?) el conjunto
A(z!, 2?) tiene al menos un elemento A(x!,z?%) que se calcula como antes.
Se define

O((;)p) = {(z, 2%,y y?) € J710,0) : 3I(A,a) € SE(3) tal que z' = A¢' + a,2? = A¢* +a,
ot — 2% = |¢" — ¢?| 2! —2? £ £(¢" — ?),y" = Ap',y? = Ap?}.

Puede verse que

(711) O,y =" +1d' — ’lz.a® A" AGPY) : 2* €RP, 2 € 5% — (NS}

¢ — g2 7 — g2
donde N, = P Sq = T y A(z) € SO(3) es tal que A(2)(¢' — ¢%) =
la' = *|z.
Se puede deducir de (7.11) que existe un isomorfismo
1
O — (82— {Ny, 55}) x R?

(zh 2%y y?) — (2(a,2%),27),
donde z(z!,2%) € S? es tal que ! = 22 + |¢! — ¢?|z(a!, 2?).

Su inversa estd dada por

1
(8% = {Ng, S}) x R? — O

(y,z) — (z+]q¢" — Aly, z, sgN)[p'ly, —sg(N)|p'ly),
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donde X es tal que p! = A\(¢* — ¢?).

Para el caso en que 2! — 22 = ¢! — ¢?, como ya vimos, el conjunto A(x!, z?) se reduce

AT(¢',¢%) = A", a?) = {A€ S0(3) : Al¢' —q¢') =q' —¢°},
y es isomorfo a S!.

Se define

O((j);g = {( Va2 yly?) € J710,0) : 3(A,a) € SE(3) tal que 2! = Ag' +a,2? = A¢® +a,
ol — 2t =q' — ¢yt = Ap',y? = Ap?} .

Recordando de (7.4) que p' es paralelo a ¢' — ¢2, resulta

(7.12) (98’);) = {(562 + ¢t — ¢ 2% pt,—ph) 2P e IR3}.

Se deduce facilmente de (7.12) que existe un isomorfismo

oW+t _, g3
(a.p)
(x1’x27y17y2) ’H xzﬂ
cuya inversa estd dada por
R} — O¥F
(a.p)

T (x+(q1_q2)ax7pla_pl)'

Analogamente para el caso en que z! — 22 = —(q! — ¢?) sea

C’)((z)p_) = {(ml,xQ,yl,yz) € J710,0) : 3(4,a) € SE(3) tal que z' = A¢' + a,2? = A¢® + a,
ol —a® = —(¢' = ¢*),y" = Ap',y? = Ap*}.

Puede verse que
(7.13) (98’)}5 = {(:r2 — (¢ = ¢%), 22, —pl,pl) st e IR?’} )

Se deduce facilmente de (7.10) que existe un isomorfismo

T (x - (ql - q2>1x7 _plapl)'
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Por lo tanto, dado (¢*, ¢%,p%,p?) € J=1(0,0) con ¢* — ¢* # 0 y p' # 0 resulta de
(7.11), (7.12), (7.13) que

O

2)+ (2)—
w = O uo2tuof

(;,p) (a:p) (2.p)
= {(az2 +|q' — ¢?|z, 22, A(2)p!, —A(z)pl) 22 e R?, z€ 8% — {Nq,Sq}}
U{(22 +q' — g%, 22, p!, —p!) : 2% € R3)
U {(xZ —(¢" = ¢?), 22, p', _pl) "y IRS}
= {(2®+|¢" — ¢z, 22, A(2)p', —A(2)p') : 2? € R3, z € §?},
y ademds existe un isomorfismo
O(gp) — 9> x R?.

Caso u =0, o # 0. En este caso (7.4) se reduce a
(7.14)

Entonces,
I He,0) = {(g,p) € R’ x R*) x (R* xR?) : (¢' = ¢*) xp' =ayp’=—p'}

Observemos que, como « # 0, entonces ¢* # ¢ y p' # 0, luego p? # 0. Ademés de (7.14) se

deduce que ¢' — ¢* y p' son perpendiculares a o y vimos que
SE3) @0 =1{(4,a) € SE@3) : Aa=a}.
Sea (¢,p) = (¢*,¢% p*,p?) € J71(«,0), entonces (q, p) verifica (7.14) y O(q,p) estd dada por

Ogp) = {(xl,mz,yl,y2) € J Y a,0) : F(Aa)c€ SE(3)(OL70) tal que
ol = Ag' +a, 2 = A¢* +a, y' = Ap', y? = Ap*}.

Para cada (x',2%) € IR? x IR3 consideremos el siguiente conjunto
A(z',2%) = {Ae€SO@B) : Aa=a, 2' — 2> = A(¢' — )} .

Puede verse que si |2 — 22| # |¢' — ¢?| resulta A(x!, 2?) = 0.

En el caso en que |z! — 22| = |¢' — ¢?|, el conjunto A(z!, 2?) tiene un solo elemento A(z!, x2)

que se calcula de la siguiente manera. En efecto se considera el eje de rotacién con el sentido y

1

la orientacién de a. A(x!, x?) es la tinica rotacién que lleva ¢* — g2 en z! — 22 positiva respecto

a « y a la orientaciéon del espacio.

1.2 .3
,e,e”) en

Consideremos una trasformacién ortonormal cualquiera C, que lleva la terna (e
(E', E?,q) y consideremos la curva

ct=c,St,
donde §' = {(a!,22,0) € R : (a))? + (42)2 = 1}.
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Puede verse que existe un isomorfismo

Azl 2?) — C,S!t
Azl 2?) — CuePetan)

donde fB(,1 42 es el dngulo de la rotacion A(z!, 2?) positivo respecto a a y a la orientacién del
espacio.

Puede verse entonces que existe un isomorfismo

O(%p) — IR3x St
(@' a? 00 97) o (@),
cuya inversa estd dada por

R x ST — Ofyyp)
(z,e®) — (x4 |¢" — ¢?|Ca®®, z, |p'|Cae’ BT —|pt|Che’PT9)),

donde § es el dngulo que forman p' y ¢! — ¢°.

Caso a paralelo a u, u # 0. En este caso se tiene de (7.4) que J~!(a,u) estd formado por
los elementos (¢!, ¢%, p', p?) € (R? x IR3) x (IR?® x IR?) que cumplen
(7.15)

1

(ql—q)xp +¢@ xu=a
pPP=u—p

Recordemos que en este caso
SE3)au =1{(A,a) € SE3) : Au=uyaxu=0}.
Sea (q,p) = (¢*,¢% p*,p?) € J'(,u) con «a paralelo a u 'y u # 0, entonces O(q,p) esta dada por

Olgp) = {(:cl,xZ,yl,yQ) € J Y a,u) : IF(4,a)€ SE(B)(OW) tal que
a2t = A¢t +a, 2* = A¢® +a, y' = Ap', y* = Ap*}.

Para cada z? € IR? consideremos el siguiente conjunto

A(lj) = {(A7a) € SE(g)(a,u) : Aq2 +a= 1'2}
(7.16)
= {(A7a)€SE(3)Aq2+a:x27Au:uanu:0}

Consideremos los siguientes casos para (¢', ¢%,p*, p?) € J~ (o, u).

1. ¢2 no paralelo a u.
Sean 22 € IR?, v el d4ngulo que forman ¢? y u y r = |¢?|seny.
En primer lugar para el caso en que |z2|sen(q,2) # r donde 7,2 es el dngulo que
forman x? y u, se puede ver facilmente que el conjunto A(x?) es vacio.
Por otro lado, para el caso en que |2%|sen(v,2) = r, puede verse que el conjunto
A(2?) contiene un solo elemento (A(x?),a(x?)) que se calcula de la siguiente manera.
En primer lugar a(2?) = (|22|cos(v,2) — \qQICOS’y)‘—Z'. Consideramos ahora el eje de

rotacién con el sentido y la orientacién de u. Entonces A(z?) es la tinica rotacién que
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lleva ¢% a 2% — a(x?) positiva respecto a u y a la orientacién del espacio. Por ejemplo, si
2?2 = ¢% entonces (A(z!),a(x!)) = (I,0).

En este caso se tiene que

(7.17)
(ap) = {(a:l,a:2,y1,y2) € J Ha,u) : JA€S0(3),,v e R tal que 2t = Ag¢' + vu,
22 = A¢® +vu, y' = Ap',y? = Ap*}.
Entonces puede verse de (7.17) que existe un isomorfismo
Op — St xR
(x17 x27 y17 y2) H (eZﬁZQ ) )\382)7
donde f3,2 es el d4ngulo de la rotacién A(x?) positivo respecto de u y la orientacion
del espacio y A,z = |22|cos(7,2) — |¢?|cos(Y).
Consideremos una transformacién ortonormal cualquiera C,, que lleva la terna (e, €2, e
a (E', E?,u) y consideremos la curva
(7.18) ct =c¢,st.

La inversa del isomorfismo anterior estd dada por

Slle — O(q,p)
(€7,0) > (rpCuc™) 4 (g eos(yg1) + ), 7Cue® + (JgPlcos(y) + A7,

ma

|p1|Cu€i(6+6P1), u— |p1\Cuei(B+apl)> 7

donde 6,1 es el 4ngulo que forman ¢* — |g*|cos(y,1).u y ¢ —|¢*|cos(7).u con v, el dngulo
entre ¢' v u; 1 es el angulo que forman o \pllcos(vp1).u v ¢* — |q?|cos(y).u con Ypt
el dngulo entre p* y u; 1 = [¢t|sen(y,).

2. ¢ paralelo a u, ¢! — ¢% no paralelo a u.

Sea x2 € IR?. El conjunto A(z?) se reduce a

A(z®) = {(A,a) e SE(3) : 2 =¢*+a, Au=nu, axu=0}.

2

En el caso en que x2 no es paralelo a u el conjunto A(z?) resulta vacio.

2

Por otro lado, si x° es paralelo a u puede verse que existe un isomorfismo

A@z?) — SO(B3)y xR
(Aya) — (A, \),

donde )\, € R es tal que 22 = a + ¢% = \qu.

Consideremos ahora para cada (2!, 2?) € IR? x IR? el siguiente conjunto
B(z',2%) = {A€ SO@3) : Au=u, a' —2> = A(¢" — )}

Puede verse que en el caso en que |zt — 22| # |¢! — ¢?| el conjunto B(z!, 22) es vacio.

1

Por otro lado en el caso en que el dngulo formado por ' — z? y u sea distinto al

angulo formado por ¢! — ¢% y u, el conjunto B(x!,z?) también resulta vacio.
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L2y

Por tltimo en el caso en que |z! — 22| = |¢' —¢?| y el 4ngulo formado por z
sea igual al dngulo formado por ¢! — ¢? y u, puede verse que el conjunto B(z!, 22) tiene
un solo elemento A(z!, z?) que se calcula de la siguiente manera. Se considera el eje de
rotacién con la direccién y el sentido de u. Entonces A(z!, 2?) es la tinica rotacién que

lleva ¢! — g% en 2! — 22 en el sentido positivo dado por u y la orientacién del espacio.

V2?2 = ¢! — ¢?, resulta A(z!,2?) = I.

Por ejemplo si x
Se tiene que
(7.19)
Op = {(=", 2% y"9?) € T N ayu) ol =A@, 2%)(¢' — @) + 2%, 2® =A%, y' = A(z',2%)p!,
y? = Az, 2?)p? con A € IR, A(z!,2?) € B($1,$2)} .
Puede verse de (7.19) que existe un isomorfismo

1
O(%p) — IR x S
e B N e
donde 5(x17w2) es el angulo de la rotacion A(x!, z?) positivo respecto a u y la orientacién
del espacio.

Su inversa esta dada por

R x Sl — O(q,p)
()\,eiﬁ) N ()\(]2 + ’ql _ (]2|Cuei,8’)\q27 ‘plfcuei(5+5),u o |pl|cuei(,6’+6))7

donde d es el dngulo que forman (¢! — ¢*) — [¢' — ¢*|cos(y).u y p' — |p'|cos(yp1).u, con
Ypt €l dngulo entre p' v u y donde C, se define como en el caso anterior.
3. ¢? paralelos a u, ¢' — ¢® paralelo a u, ¢! — ¢® # 0.

Luego ¢' es paralelo a u y resulta de (7.15) que
(¢' = ¢*) xp' = q,
es decir ¢g' — ¢? es perpendicular a & 0 a = 0. Como ademds en este caso a y ¢! — ¢?

son ambos paralelos a u por lo tanto resulta que o = 0. Luego, ¢! — ¢? es paralelo a p'.

Como en el caso 2, dado z? € IR? consideramos el conjunto

A(z®) = {(A,a) € SE(3) : 2> =¢*+a, Au=u, axu=0}.

2 2

no es paralelo a u resulta que A(z?) =0 y si z
a u, A(x?) es isomorfo a SO(3), x IR.
Consideremos como antes para (z!,z?) € IR? x IR? el conjunto
B(z',2?) = {A€S0B) : Au=u, z' — 2% = A(¢* — ¢*)}
= {A€S0@3) : Au=u, z' — 2% =q¢"' — ¢*}.

Como vimos antes si es paralelo

Puede verse facilmente que si 2! — 22 # ¢! — ¢? resulta B(z!',2?) = 0 y si 2! — 22 =
q' — ¢? resulta B(z!, 2%) = SO(3)..
Entonces en este caso resulta que

(7.20) Op = {Ou+ (" — @), u,p'u—p') + AeR}.
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Se deduce de (7.20) que existe un isomorfismo

O(qvp) — R

(x17$27y1792) — )\IE2?

donde \,2» € IR es tal que 22 = \,2u.

Su inversa estd dada por

R — Oy
A — Qu+ (gt —¢®), M, ptiu—ph).

4. ¢? paralelo a u, ¢' — ¢*> =0, p* paralelo a .

Sea 22 € IR3. En este caso el conjunto A(x?) se reduce a
A(z®) = {(A,a) € SE() : 2> =¢*+a, Au=u, axu=0}.

Si 22 no es paralelo a u entonces resulta A(z?) = ().

2

En el caso en que x° es paralelo a u puede verse como antes que existe un isomorfismo

A(x?) — SO(3), xR
(A,a) — (A, ),

donde A\, € IR es tal que a = A\u.

Para (5317 332) € IR? x IR? consideremos como antes el conjunto
B(m17m2) — {A € SO(3) : Au=u, 2l 2 — A(ql . q2)}_

En este caso B(x!,2?) se reduce a

B(z',2?) = {A € SO@B) : Au=u, a' —2> =0}

1= 22 el conjunto B(z!, z?)

Puede verse que si ' # 22 entonces B(z!,2?) =0 y si
es isomorfo a S*.

Se tiene que

(7.21) Ogp) = {()\u, u, Apt,u — Apl) cAeR, Au= u} .

a,p

Se deduce de (7.21) que existe un isomorfismo

R — Oy
)‘12 — (:Elvl‘zaylayQ)a

donde )2 € IR es tal que 22 = A 2u.

Su inversa estd dada por

R — Oy
A (Au, A, ptou —ph).
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5. ¢* paralelo a u, ¢' — ¢> = 0, p! no paralelo a w.

Sea 22 € IR3. Andlogamente al caso anterior se tiene que el conjunto A(z?) se reduce

A(z?) ={(A,a) € SE3) : 2* =¢*+a, Au=u, axu=0}.
Si 22 no es paralelo a u entonces resulta A(x?) = 0.
En el caso en que z2 es paralelo a u puede verse como antes que existe un isomorfismo
A(z?) — SO@B3), xR
(A,a) — (4, X)),
donde A\, € IR es tal que a = Ayu.

Para (z!,22) € IR? x IR? consideremos como antes el conjunto
B(z',2*) ={A€ SO3) : Au=u, 2' =2 =A(¢' — ¢*)}.

Como vimos B(z!, 2?) se reduce a

B(z',2*) = {A € SO(3) : Au=u, z' —2®> =0}

1

y que si #' # 22 entonces B(x!, 2?) = 0 y si 2! = 22 el conjunto B(z!, 22) es isomorfo

a St
Se tiene que
(7.22) Olgp) = {()\u, u, Ap',u — Apl) AER,Au = u} .
Se deduce de (7.22) que existe un isomorfismo
IR x Sl — O(,“,)
()‘127 eiﬁ — (xla 1'2, yla y2)7

donde A2 € IR es tal que 22 = A,2u y 3 es el angulo de rotacién positivo respecto a u
y la orientacién del espacio que lleva p' en y'.

Su inversa esta dada por

Rx St — Oy
(A B) O, [pHCuc®, 1 — [pt[Cuc™),

donde C, de define como antes.

Caso (a,u), u no paralelo a a. En este caso se tiene de (7.3) que J~!(a, u) estd formado

por los elementos (¢!, ¢, p',p?) € (R? x R3)(IR? x IR?) que cumplen

(@' —P) xp+ @ xu=a
p

(7.23) .

2_y—p
y recordemos que en este caso

SE3)(au ={(A,a) € SEQB) : Au=uyaxu=a— Aa}.
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Sea (q,p) = (¢, 4% p',p?) € J71(a,u) entonces (q,p) verifica (7.23) y O(q,p) estd dada por

a.p)
Ogp) = {(ml,xQ,yl,yz) € J Y ayu) : F(Aa)€ SE(3)(a7u) tal que
vl =Aq' +a, 2* = A¢? +a, y' = Ap', y* = Ap’}.
Consideremos los siguientes casos.

1. ¢' — ¢? no paralelo a w.

Para (z!,22) € IR? x IR? consideremos el conjunto
A(z',2%) = {(A,a) € SE(3) : 2* = A¢* +a, 2' —2® = A(¢" — %), Au=u, axu=a— Aa}.

Puede verse que si |2 — 22| # |¢' — ¢?| resulta A(x!, 2?) = (.
Sea ~ el angulo que forman ¢' — ¢% y u y v,1_,2 es el 4ngulo que forman z' — 22 y
| =1q" — ¢®| ¥ Yar_q2 # 7 resulta A(z!, 2?) = 0.

lg' — @?| ¥ Va1 _z2 = 7, puede verse que existe un tinico

u. En el caso en que |z} —z

En el caso en que |z! — 22| =
Azt 2?) € SO(3), tal que zt — 22 = A(z!, 2?)(¢* — ¢*) que se calcula de la siguiente
manera. Se considera el eje de rotacién con el sentido y la orientaciéon de u, entonces

1 _ 22 positiva respecto a u y a la

A(z!, 2%) es la tinica rotacion que lleva ¢' — ¢? en x
orientacién del espacio.

Sean (z',2%) € IR? x IR3 como antes. Para A(z!,2?) sea a(x!,z?) € IR3 tal que

(7.24) { a(@l,2?) xu = a—A(@l2%)a

2?2 = Az, 2?)¢® + a(xt, 2?).

Resulta que o — A(z!, 2%)a es perpendicular a u y entonces se tiene que

a(z!, z?) = At 22) T AU,

donde a(,1 ,2) es perpendicular a u y A € R.

Entonces (7.24) se reduce a

(7.25) { Azl g2y XU = Q— Azt 2%)a

2?2 = Az, 2?)¢® + Azt 22y + AU
Por lo tanto, dados x!, 22 € IR? con |z — 22| = |¢' — ¢®| y Vp1_p2 = Vgl —q2 S€ tiene
que si 2 ¢ {A(x!, 2%)¢* + a1 42) + Au} entonces A(z!,2?) = 0. Si 2? € {A(a!, 2%)¢* +

a(z1 42) + Au} entonces los elementos de A(x!, x?) son de la forma (A(z', 2?), a(z!, 2?))

donde A(x!,2?) se calcula como antes y a(x!, 2?) = A(z1 22y + Au.
Se tiene entonces que
(7.26)
Op) = {(x', 22,91, 9?) € J Ya,u): 2!l =22+ |¢' — ?|A(z!, 2?), 22 = A(zh, 2%)¢® + a(a!, 2?) + I,
yt = Azl 2?)pt, v = A2l 22)p?, (a(xt, 2?), A(x!, 2?)) € A(x!, 2?), A € R)

Se deduce de (7.26) que existe un isomorfismo

O(q,p) — S!x IR
(xl’xZ’yl,yZ) — (€ZB(I1’Z2)7)‘(wl,w2))a
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donde SB(,1 ,2) es el dngulo de la rotacion A(z!, 2?) positivo respecto a u y a la orientacién

del espacio y A1 ,2) € IR es tal que 2?2 = Az, 2?)¢® + At ,22) T Azt 22) U

Su inversa esta dada por

SIxR — O(q,p)
(eiﬂ’ )\) — <(|q2‘008(’}/q2)cu6i(’8+5q2) + (l[—} + )\U) + |q1 - q2‘cu616 )

\q2]cos(fyq2)cuei(ﬁ+5q2) +ag + \u, |p1\cos(fyp1)Cuei(B+5P1), U — |p1\cos(fyp1)Cuei(ﬁ+5pl)) ,

donde:

|ei5a _eiﬁ
[ ] aﬁ =

1

|Cue1 con B, el dngulo que forman (¢* — ¢?) — |¢' — ¢?|cosy.u y a —

(Tl
|at|cos(Ya) -1y Yo €l dngulo entre o y u,

= §,2 es el dngulo que forman (¢' — %) — ¢ — ¢?|cosyu y ¢* — |q2|cos(7q2).u, con 2
el angulo que forman ¢? y u,

= §,1 es el dngulo que forman (¢ — ¢%) — [¢' — ¢*|cosy.u y p* — |p'|cos(y,1).u, con 7,

el dngulo que forman p' y w.

2. ¢t — ¢? paralelo a u, p* no paralelo a u.

(7.27)

(7.28)

Para 22, y' € IR? consideremos el conjunto
B(z*,y') = {(A,a) € SEB3) : 2> = A¢* +a, y* = Ap', a x u = a — Aa}.

Puede verse que si |y'| # [p!| resulta B(z?, y') = 0.

Sea 7,1 el dngulo que forman plyuy Y1 el dngulo que forman y' v u. En el caso
en que [y'| = |p'] y v # 1, resulta B(z?,yt) = 0.

En el caso en que |y'| = [p!| y 7,1 = 7,1, puede verse que existe un tnico A(y') €
SO(3), tal que y' = A(y")p' que se calcula de la siguiente manera. Se considera el eje
de rotacién con el sentido y la orientacién de u, entonces A(y') es la tinica rotacién que
lleva p' en y! positiva respecto a u y a la orientacién del espacio.

Sea y' como antes y 22 € IR3. Para A(y!) sea a(x?,y') € IR? tal que
a(@?y) xu = a-Ayha
2?2 = A+ a(z?,yt).
Resulta que o — A(y')a y a(z?, y') son perpendiculares a u y entonces se tiene que

CL(xQ’ yl) = Q(gy,y1) + Au,

donde a(,2 1) es perpendicular a u y A € R.
Entonces (7.27) se reduce a
A2gt)y XU = «— AlyHa
22 = AlyHe® + A(z2 41) + AU
Por lo tanto, dados 22,y* € IR? con |y!| = |p!| vy Yy1 = Ypr se tiene que si 2?2 ¢
{A(yhg? + a(z241) + Au} entonces B(z?, yt) = 0. Si 22 € {A(y')¢® + Q241 + AU}
entonces los elementos de B(z?,y') son de la forma (A(y'),a(x?,y')) donde A(y') se

calcula como antes y a(z?,y') = A(z241) + AU
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Entonces se tiene que
(7.29)
Oy = {@t 2%y ) e T au) + 22 = Ay +a(=?yh), =t = ¢* — ¢ + 22, y' = Ay )p',
y* =u— Ay )p', (Ay'),a(=®,y")) € B(a?y")}.
Se deduce de (7.29) que existe un isomorfismo
Op) — Sl} xR
(171, 1.2, yI’ y2) — (ezﬁy1 , )\(9627961))’
donde 3,1 es el angulo de la rotacion A(y") positivo respecto a u y a la orientacién del
espacio y A2 1) € R es tal que 2?2 = A(yH)® + A(z2 1)+ Az2 1)U
Su inversa estd dada por
1
S'xIR — O(q’p) ' .
(€PN — (q1 — 2+ |?|Cue’ P02 4 ag + A, |g2|Cye’ o) 4 ag + A,
‘p1|cuei’6a U — ‘p1|cuei’8}) )
donde:
= §,2 es el dngulo que forman p' — |pt|cos(vp, )u y ¢% — |¢*[cos(vg,)-u, con 7, €l dngulo
entre z y u, para z = pl, q2.
3. ¢' — ¢? paralelo a u, p! paralelo a .

Puede verse que en este caso

Owp) = {(¢" = +mz2.p"  u—p"):ze R},
Se deduce que existe un isomorfismo
Oup — R?
(!, 22, 4", y2) — 22
Su inversa esta dada por
R3 o

— (a,p)
r — (q

1 q2 —|—m,;17,p1,u _pl)
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