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Resumen: Usando la identidad de Green mostramos que encontrar soluciones de la ecua-
cion de Helmholtz y la ecuacion de Poisson no lineal bajo condiciones de contorno de Cau-
chy es equivalente a resolver una ecuacion integral de Fredholm de primera clase, la cual
puede ser tratada como un problema de momentos bidimensional de Hausdorff en el caso
lineal y como un problema inverso de momentos generalizado en el caso no lineal. En am-
bos casos encontramos soluciones aproximadas de los problemas de momentos obtenidos y
cotas para los errores correspondientes. llustramos los diferentes casos con ejemplos.
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1. INTRODUCCION

El problema de momentos de Hausdorff bidimensional consiste en recobrar una funcion
f(x,y) dados sus momentos

u; = Ijxiy’f(x,y)dxdy i,j=012,... donde 7 =(0,1)x(0,1).
Existe soluciénlcuando Zzaﬁyy_ >0 Ppara todo polinomio p(y, y) =Zzayxiy~’ tomando valo-
res no negativos para todlo Ex,y) e ([2],cap. 1, teorema 1.1). o
2. ECUACION DE HELMHOLTZ O ECUACION CON AUTOVALOR.
Consideramos la ecuacion
U (X, )+ up (x,t)=au(x,t) +bf (x,t) x>0 t>0 )
Tomamos la funcion auxiliar a(x,z,r,s) = ¢ "D que verifica

B (X, 8,7, 8) + By (%, 2,7,8) = (x> + D)h(x, 1,7, 5) (2).

En la region p =[0,m1x[0, ] aplicamos la identidad de Green

j j uV>hdA = § u(Vh).ndl - j j (Vu).(Vh)dA
D oD D
Reemplazando aqui h y usando (2) junto con (1) obtenemos

[GE+Oh(x,t,r, $)u(r, s)—au(r, s)h(x, t,r, s)]drds = ¢(x, 1) 3)

S —_— X
o

donde
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Hx.1) = Th(x, b7 M)y (ra M) + tu(r, M)dr —Af h(xat, M, )y (M, 5)+ xu(M, 5)]ds —
g f
Afh(x, £, 701ty (10) + tu(r0) +T 11,0, $)[uy (0, 5) + xu(0, 5)]ds + bT f £(r,s)drds
Asumimos que cuando u — «
Aldimonfh(x,t,r,M)[uS (W M)+ tu(r, Mdr =0y Wl{igljh(x,z,M,s)[u,(M,s) +xu(M, s)ds =0

Entonces haciendo M — »:

]T(XZ + 2= a)h(x,t,r,8)u(r,s)drds = — jfh(x,t,r,())[ux (7,0) + tu(r,0)]dr +T h(x,1,0,8)[u,(0,s) + xu(0,s)]ds + bjrjff(r,s)drds 4)

#l(x.t)

Reemplazando x=m y t=n (m,ne N) obtenemos

0 00 1 m+n
J.J.efmr efn.vu(r’ S)dl’dS — ¢ (Zm’ nze m, n= 0,1,2,...
% (m™+n —a)

A,

Esto puede ser visto como un problema de momentos bidimensional generalizado de Stielt-
jes. Haciendo el cambio de variable (r,s) - (z,,z,) donde z =¢" y z,=¢° se tiene un
problema de momentos de Hausdorff dado por

11
_”mm o' Wa,z)dzdzn=yp, m,n=0,12,... (5)
00

con 4 =glm+1+g,n+l+a) Y Waz,z)=u(=Inz,Inz) 242 (6)
Aqui ¢, Yy «a, son elegidos convenientemente para que los momentos ,,  estén bien defi-

nidos.

Las ecuaciones (5) y (6) representan un problema de momentos de Hausdorff bidimensional
para w(z,z,)-

Hemos estudiado este problema en referencia [4].

Consideramos el problema de momentos finito tomando ; m,n=0,1,2,..N .

Estimamos w(z,,z,) por la expansion truncada

N N
wy(z1,22) = Z Z Ai Pi(z1522)

i=0 j=0
donde p,(z,z,) = Pi(z)) P;(z,) €ON p,(2) (i=1,2,..) son los polinomios de Legendre definidos
en [0,1] y los coeficientes 1, son

i J | i i+k
ii/zzzcl'klcikz/uklkz ij=012,...N Ci’“:\/m(_l)k[k][ k ]

§1=0 k=0
Para que el método de la expansion truncada [3] sea valido se requiere que [4]
¢1(x,t)eL2[[0,oo)><[O,oo)] y TT[Xui(X,t)+l‘u,2(X,t)]ededf<°0

00

Teorema 1 Llamando ,,(x,t)=wy( *.e ) ¥y Si u(x,t)=we~*,e~ %) verifica que

u(,yeh e M e F(R) 5w e M e MR ;5 ulnt)e MM e (R 5 wnte e € MR
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y se define la norma H 1, t)H2 =[] ‘ f(x t)re—(uzm)xef(uzaz)t dxdt» €ntonces
Y00

2
1
uy (6,0 —u(x,t)|| €S —————U +1
R T

donde

00 00 0 0 (71)r

T G L S Chr - 2 " 2art o o (=Dr

e ZIjafu(x,t)ze 2(at 2 ), e 2(a > )tdxdt+II[ux(x,t)2 +u,(x,l‘) 1] e 2 e 2(a) B " ddt

00 00

con r=1,2 . Silos momentos ;; = gl(m+1+q,,n+1+q,) tienen error tal que

N
> u, < entonces
1 n=l1

M=

2
1
S—————(Lh+ 1)+
w 4(N+1)

MN(x’ [) - u(x,t)

3
Il

8
con c= QN+ + 2N — 2 =

Ejemplo Numérico

Consideramos la ecuacion
Un (xat) U (x’ t) = u(xa t) - e—x—t 2x+ e_(HX) t(x - 2)

con condiciones iniciales u(x,t =0)=0 y,(x,t=0)= ye™*

y condiciones de contorno (Cauchy) en el origen: u(x=0,1)=0 4, (x=0,t) ="

La solucion es u(x,t) = (xt)e " o™

En la Figura 1 se superponen los graficos de , (x,t) (gris claro) y u(x,t) (gris oscuro)

El Teorema 1 provee una estimacion de la
“exactitud” de la solucion aproximada. Calcu-
lamos para el ejemplo dado

o b
i

2
uN(x,t)—u(x,t)‘ dxdi | =0.000556895

1 1 3+2t+2x

e e S i T

Figura 1

3. ECUACION DE POISSON NO LINEAL
Consideremos ahora la ecuacioén
ue (6,1) +u (x,1) = ag(u(x, 1)) + bf (x,t)  con (x,7)el=[al,bl]x[a2,b2] (7

Asumimos que la funcién u(x,?) esta sujeta a condiciones iniciales:
u(x,t =a2)=pl(x) 5 u(x,t=5b2)=92(x); u(x=al,t)=e3(x); u(x=>bl1)=0p4(x) ;
u (x,t=a2)=95(x) 5 u(x,0=b2)=06(x) 5w, (x=al,t)=@7(x); u.(x=>L1)=p8(x)

En este caso tomamos la funcién auxiliar:

222
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h(x,t,r,s)=e*"cos(t(s +1)) ®)
que verifica
B (X 1,7, 8) + By (X,2,7,5) = (x* = £)h(x, .7, 5) ).
Al tomar x=t¢ en (9) se tiene que
e (8,8,7,8) + Dy (8,1,7,8) = (£ — (L, t,r,5) =0
Aplicamos la identidad de Green en la region p —[a1,51]x[a2,52] Y Obtenemos:

b1b2

J J gu(r,s)h(t,t,r,s)dsdr = -

ala2

1
a

#(t,1) (10)
con

bl b2
#(6.0) = [ (e t.7.b2)u, (7,52) + tu(r,b2))dr - [ h(t,1,51,5)[u, (B, ) + tu(b1, 5)]ds —
al a2
b1b2

J'h(t, t,r,a2)u, (r,a2) + tu(r,a2)ldr + j h(t,t,al,s)[u, (al,s) + tu(al,s)lds + bj j F(r,s)dsdr

al ala2

Se debe resolver

b1b2

[ [e@(.s) K (r.5)drds = 1, m=012,...
ala2
b2 1 b2
con Ku(r,9)= [K(t,r,5) W, (a1 ty==——[#.0v, ()i
a2 a2

donde K(t,r,s)=e+cos((s+1)) Y W,(t) una basede 1*(]).
Si las funciones g, (r,s) m=0,1,2,... son linealmente independientes el problema de momen-

tos generalizado definido por las ecuaciones anteriores puede ser resuelto como se detalla
en [5]: encontrando la solucion y(r,s) = g(u(r,s)) para el correspondiente problema finito con

m=0,12,..,N .

Asi si g) tiene inversa continua, entonces o' (y(r,5)) Serd una estimacion de u(r,s).
Consideramos la base ¢.(r,s) i=0,12,... obtenida por aplicar el proceso de ortonormaliza-
cion de Gram-Schmidt sobre g, (r,s) m=0,1,2,..,N y adicionando al conjunto resultante las

funciones necesarias hasta alcanzar una base ortonormal.
Aproximamos la solucion y (r,s) = g(u(r,s)) con [9]:

N i
wy(r,s)= Z/L-{D,-(V,S) donde 4, = ZC,-]- u; i=012,...,N
i=0 J=0

y los coeficientes C; verifican
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-1

(ki) 0,09)

i—1
Cy=| X (-1 > Cy lp; (,5) I<i<N ; 1<j<i
Var
! 0, (7,5)
Los términos de la diagonal son Co=p;r.9) - i=0L..,N

. . N . .
Teorema 2 Sea el conjunto de nimeros reales {yk} y sean ¢ y E dos numeros posi-
k=0

tivos tales que

2 ©

N o T 2 A ) 2
Stk ods—uf < Y [[evisvdécdrdsse
k=0]00 00
y ademas
Py(r,s)—>0 para r—>w Vs, keN sSw(r,s)—>0 para s—>o Vr, keN
entonces
T > r Al 2 E’
:[:'; wy(r,s)—w(r,s)| drds 5‘ C' C| & +W
Si g'(x) €s Lipschitzen R*, es decir si Hgfl(x)_ 'O < /1Hx_ yH para algin A y Vx,ye R*
entonces de acuerdo al teorema previo
T ’ r AP 2 E
?[?[u,\,(r,s)—u(r,s) drds < A ||C C‘ £ +W

Ejemplo Numérico

Consideramos la ecuacion — y,(x,t) +y..(x,0) ="*" en (03)x(o,1)
con condiciones iniciales

(i = 0) = 1n[(1+4x)2] (%1 =0) = _ﬁ
u (x,t=1)= —%x (et =1)= ln[(fo)zJ
y condiciones de contorno (Cauchy)
u(x—O,t)—ln((lft)z] ”x(x:3’t):_%
u(x—3,t)—ln[(4jl)2] e (x=0,0) =~ 1-2+t

La solucién es

~ 4
”(x’t)_h{ (x+t+1) ]
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En la Figura 2 se superponen los graficos de , (x,t) (gris claro) y u(x,t) (gris oscuro)

El Teorema 2 provee una estimacion de la “exactitud” de la solucién aproximada. Calcula-
mos para el ejemplo dado
I

uj\,(x,t)fu(x,t)| dxdzJ - 0317865

Figura 2

CONCLUSIONES

Aplicando la identidad de Green se puede llevar una ecuacion en derivadas parciales a una
ecuacion integral. Si la ecuacion integral es de la forma

b1b2

J. J.K(x,t, r,8)gu(r,s))drds = p(x,t)

ala2

donde K(m,n,r,s) con m,n=0,1,2,... son linealmente independientes entonces se podria re-

solver la ecuacién integral con las técnicas de problema inverso de momentos.
Analogamente si K(x,t,r,s) €s tal que

b2b1
Ko (r28) = [ [KCot,7.5) W, (x, 0dxdt. mn=012....

a2al

son linealmente independientes siendo ,, (x,7)una base de 1*([al,bl]x[a2,b2] ).
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