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Resumen 
 

Recientemente fue introducida en la literatura un procedimiento, basada en la conexión exis-
tente entre la medida de Información de Fisher y la ecuación de Schröedinger, que permite 
formular un ansatz para la solución del estado fundamental de aquellas SE que incorporan 
potenciales convexos simétricos. Por medio de esta técnica obtenemos una solución-ansatz, 
libre de parámetros, para el estado fundamental de la Ecuación de Mathieu. 
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1. Introducción 
 

     La Ecuación de Mathieu (EM) es un excelente paradigma para el estudio de resonancias 
(o inestabilidad) paramétricas, porque ejemplifica la respuesta de un sistema a perturbacio-
nes periódicas forzadas encontradas en muchos sistemas naturales. Un modelo  simple, no 
lineal, que da origen a este ecuación es el que se utiliza para describir el movimiento que se 
origina al perturbar un péndulo cuyo punto pivote oscila periódicamente en la dirección verti-
cal [1,2]. En la dinámica de fluidos se pueden encontrar muchos ejemplos de ondas que se 
excitan por resonancias paramétricas. La EM describe la estabilidad lineal de las ondas de 
Faraday que se producen cuando un contenedor de líquido se hace oscilar periódicamente 
en la dirección vertical [3,4], la estabilidad lineal de la Inestabilidad Kelvin-Helmholtz con el 
tiempo-periódico [5]... La EM es utilizada además, en el estudio de la mecánica celeste [6,7], 
de las inestabilidades acústicas en llamas[06], de la convección de Rayleigh-Bénard [9,10]. 
La EM también es importante en la descripción de las ondas que viajan en un medio espa-
cialmente uniforme. La ecuación temporal que determina la evolución de cada componente 
de la onda es de la forma de la EM [11]. De aquí que esta EM generalizada puede interpre-
tarse como siendo la que rige la evolución de la amplitud de una onda particular, moviéndo-
se a través de un medio que está variando estocásticamente en el tiempo [12].  
     Es necesario notar que, a pesar de su amplia aplicabilidad, no se conoce su solución 
analítica exacta y es necesario recurrir a cálculo numérico computacional o a expresiones 
aproximadas obtenidas con técnicas perturbativas o ansatz que incorporan parámetros de 
ajuste para obtener una descripción del sistema en estudio.  

 Por otra parte, la conexión existente entre la Medida de Fisher (FIM) y la ecuación de on-
da de Schrödinger (SE) [13-16], solidificada por una subyacente estructura de Legendre [17], 
ha permitido introducir en la literatura una serie de importantes resultados [18-25]. En parti-
cular, fue introducido un procedimiento, el cual permite de forma simple, obtener una elegan-
te expresión, en términos de cuadraturas, para la función de onda del estado fundamental 
de la SE asociada a potenciales convexos [24,25]. En esta comunicación aplicando la técni-
ca presentada en [25] hallamos una solución-ansatz para el estado fundamental de la EM.  
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1. La Medida de Fisher.  
 

    En lo que sigue, se trata con sistemas invariantes por traslación. Sea x una variable esto-

cástica y sea 
2

f ( x ) ( x )ψ=  la función densidad de probabilidad (PDF) para esta variable. En 

este contexto, la expresión de la FIM es dada por [13] 
 

                          
2 2

2ln f ( x ) ( x )
I f ( x ) dx 4 dx ; f .

x x

ψ
ψ

∂ ∂ 
= = = ∂ ∂   (1)



Consideremos un sistema especificado por un conjunto de M parámetros físicos µk .  
 

                              µk k kA d x A ( x ) f ( x ), k 1, ,M.=   = = …                                 (2) 
 

El conjunto de los valores µk  es considerado como el primer conocimiento (información em-
pírica disponible). La PDF físicamente relevante minimiza la FIM condicionada al “primer 
conocimiento” (2) y a la condición de normalización dx f ( x ) 1= . Consecuentemente, intro-

duciendo (M+1)-multiplicadores de Lagrange λk  ( λ α0 = ), el problema de optimización  
 

                                    δ α λ
M

k k
k 1

I d x f ( x )  d x A ( x ) f ( x )  0,
=

 
− − = 

 
                                    (3) 

 

conduce a una ecuación diferencial para la deseada f ( x )  la cual, escrita en términos de la 
amplitud ψ ( x )   es de la forma [14,15] 
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      (4)             

 

y es interpretada como una SE para una partícula de masa unidad (  1= ) moviéndose en un 
“pseudo-potencial informacional” efectivo U( x )  en el cual el multiplicador de Lagrange aso-

ciado a la normalización juega el rol de un autovalor de energía ( )E / 8α=  y los λk  son 

determinados por medio de la información disponible [15,16].  
     Para escenarios unidimensionales, ψ ( x )  es real [27] y se tiene 

                          
ψ ψ

ψ ψ ψ
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Luego, usando las expresiones (4) y (5) se encuentra una simple y conveniente expresión 
para la FIM,  

α λ
M

k k
k 1

I  A .
=

= +                                                     (6) 

 

     La conexión entre la solución variacional f  y la termodinámica fue establecida en térmi-
nos de las típicas relaciones de reciprocidad (RR) de Legendre [15,16]. Estas constituyen el 
formal y esencial ingrediente termodinámico [28] y pueden ser re-derivadas ‘a la Fisher’ es-
cribiendo (6) en una forma que enfatice el rol de las variables independientes relevantes, 
 

α λ
M

1 M k k
k 1

I( A , , A )  A .
=

  …   = +                                       (7) 

 

La transformada de Legendre  cambia la identidad de las variables independientes relevan-
tes. Así, para el multiplicador de Lagrange α , que juega el rol de una autoenergía en (6), 
tenemos 

                                               α λ λ λ
M

1 M k k
k 1

( , , ) I  A .
=

… = −                                              (8) 
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Luego, desde estas preliminares, se encuentran de forma trivial, las tres RR [15] 
 

            
α

λ λ
λ λ λ

M
k

k k k
kk k i i

AI I
A  ;  ; ,

A

∂ ∂ ∂ ∂
= −  = =

∂ ∂  ∂ ∂
                 (9) 

siendo la última una generalización del teorema de Euler.  

 

Resulta muy interesante el hecho que las RR pueden ser re-derivadas a partir de funda-
mentos puramente cuánticos [17] a partir del teorema del Virial y del teorema de Hellmann-
Feynman, mostrando que una estructura de Legendre subyace la unidimensional SE [17]. 

Una serie de importantes resultados han sido derivados a partir de este resultado, (ver por 
ejemplo [18-25]). Es nuestro interés actual hacer referencia a la inmediata consecuencia de 
poder inferir, para una amplia variedad de potenciales, un ansatz para la PDF y por tanto, 
para la función de onda del estado fundamental de la SE [24,25]. 
 
2. Ansatz para inferir la PDF de potenciales convexos simétricos 
 

     Una de las consecuencias directas de la estructura de Legendre subyacente en la SE, es 
que cuando el potencial que interviene en la teoría es una función convexa simétrica, es 
posible inferir un ansatz, libre de parámetros, para la PDF y por tanto para la autofunción 
correspondiente al estado fundamental de la asociada SE [25]. El procedimiento es el si-
guiente. 
 

      Sea U( x )  un potencial convexo simétrico que alcanza su valor mínimo en el punto críti-
co cx ξ= . Efectuando una transformación de traslación (u x ξ= − )  y denotando con barra 
las magnitudes referidas al nuevo referencial, tenemos 
 

 f (U(u u )) U(u ) U( x ) ,   f (u ) f ( x ),ξ ξ= + = = + =                      (10) 
 

Debido a la invariancia traslacional de la FIM [13] I I= , esta se puede expresar virialmente 
como,  

      
2

2

2

 U ln f (u )  
I   4 4 u   d u f (u )   4 d u f (u ) u U(u ) 

u u uu

 ∂ ∂ ∂ ∂
=− = → = 

∂ ∂ ∂∂  
      (11) 

 

Note que, si U( x )  es un potencial convexo simétrico respecto de cx ξ= ,  se tiene que en el 

nuevo referencial,  U(u )  es un potencial convexo par, 

           
 

u Dom (U ), u U(u )  0.
u

∂
∀ ∈ ≥

∂
                                          (12)     

 Luego, se infiere el ansatz Af  que, por construcción, verifica (11). Simplemente se pide que 


2

Aln f (u )  
  4 u U(u )

u u

 ∂ ∂
= 

∂ ∂ 
 

 

y se obtienen dos soluciones independientes 
 

           A

 
f (u ) A exp  2 du  u U(u )  ,

u

±
 ∂

= ±  ∂ 
                                  (14) 

siendo A  una constante de integración. Regresando al referencial original mediante la trans-
formación x u ξ= + , se obtiene 
 

  A

 
f ( x ) A exp  2 dx  ( x ) U( x )  

x
ξ±

 ∂
= ± −  ∂ 

                              (15) 

 

La ec.(25) proporciona una herramienta para construir un ansatz para la PDF relatada a po-
tenciales convexos simétricos respecto del punto crítico  cx ξ= . 
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3. Autofunción-Ansatz para el estado fundamental de la Ecuación de Mathieu 
 

        La Ecuación de Mathieu (EM) es una ecuación de Schrödinger (SE) unidimensional, 
dada por  






              


    ψ ψ ψ ψ π
 ∂
− + = = 

∂ 
  





 
 

 Dado que no se dispone de una expresión explícita para las autofunciones de esta ecuación, 
utilizando el procedimiento relatado en la sección anterior, buscamos una autofunción-
ansatz para el estado fundamental o ( x )ψ  de la EM.  
      Comenzamos asociando a la EM (16) una FIM [18] y establecemos que el estado fun-
damental tiene asociada una PDF 2

of ( x ) ( x )ψ= . Luego, procedemos a estudiar el potencial, 
 
 

2 2 0U( x ) q cos x , x π= ≤ ≤                                     (17) 
 
 

 Comenzamos obteniendo los puntos críticos  
 
 

220 2 0c cqU'( x ) se n x= −→ =                      (18) 
 
 

En el intervalo de definición [ ]0,π  hallamos  0 2cx , / , .π π=  Usando el criterio de la deriva-

da segunda, estudiamos la naturaleza de estos puntos  
 
 
 

2 2 2 24 2 0 4 0 2 4 0 4 0 U ''( x ) q cos x U''( ) q / ) q , U ''( ), U ' q' (π π= − → = − < = > = − <
 
 

y  encontramos que  el mínimo del potencial ocurre en  2/ξ π= . Realizamos una transfor-
mación de translación 2u x /π= −   y tenemos 
 
 

22 2 2 2U( x ) U(u / ) U(u ) U(u ) q cos u con / u /π π π= + = → = − − ≤ ≤  
 
 

En el intervalo de definición, U  es una función par 
 
 

[ ]2 2u / , / , U( u ) U(u )π π∀ ∈ − − =  
 
 

y se verifica la condición (12), 
 
 

[ ] 22 2 2 2 0u / , / , u U '(u ) q u sen uπ π∀ ∈ − = ≥  
 

Luego, podemos utilizar (14) para inferir un ansatz para la autofunción trasladada o (u )ψ , 
 

                 ( )2
A A A(u ) f (u ) (u ) A exp  du  uU '(u )  ,ψ ψ ±= → = ±                          (19) 

 
 

( )2
A(u ) A exp  du  2q u sen 2u  / 2 u / 2, π πψ ± − ≤ ≤= ±                         (20)      

 
 

     La integral definida contenida en (20) no es trivial, no conocemos su primitiva. Dado que 
el interés es disponer de una expresión analítica explícita, expandimos el potencial en la 
base { }2 3

2u,u ,u , ∈   y consideramos una aproximación hasta el cuarto orden. Con un 

poco de álgebra, obtenemos 
 
 

2 2 2
aprox

2
uU'(u ) uU' (u ) 4q u 1 u
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El nuevo dominio de definición generado por la aproximación del potencial es determinado a 
partir de la condición que aproxU seauna función convexa par en el intervalo [ ],η η− donde 

η  es determinado a partir de la condición que 
 

           [ ] aproxu , uU ' (u )  0.η η∀ ∈ − ≥                                           (22)     
 

la cual conduce a 
                                                      3 / 2 / 2η π= <                                                            (23) 





3 / 2
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Si regresamos al referencial original mediante la transformación x u / 2π= + , la autofun-
ción-ansatz es dada por 



ψ
π π π

η η
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         (25) 

 

donde el signo de la exponencial fue elegido de manera de satisfacer condiciones de con-
torno y N es la constante de normalización, determinada a partir de la condición 
 
 

/ 2 2

A/ 2
dx 1

π η

π η
ψ

+

−
=                                                              (26)  

 
 
 
 

      El valor del parámetro q depende del sistema en estudio. En la figuras son graficadas la 
autofunción del estado fundamental de la EM, obtenida por cálculo numérico-computacional 
(se utilizó el programa Matslise) y la autofunción-ansatz (25) para q=1 y q=5. Como el lector 
puede observar, para valores grandes de q, el ansatz se confunde con la solución numérica. 
Este resultado nos muestra que el procedimiento propuesto en [25] conduce a un excelente 
ansatz. Consideramos que el hecho que para valores pequeños de q aparezcan discrepan-
cias en torno a / 2π η±  es una consecuencia directa del orden de aproximación utilizado 
para tratar el potencial. 
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4. Conclusiones  
 

     A partir de la conexión Fisher-Schröedinger es posible obtener un ansatz para la PDF 
con potenciales convexos simétricos [25], los cuales constituyen una amplia familia de po-
tenciales. Mostramos en esta comunicación que, el ansatz que surge de la estructura de 
Legendre contenida en la ecuación de Schrödinger, da muy buenos resultados, no solo en el 
caso de potenciales pares [24,26] sino también en el caso de potenciales convexos simétri-
cos como es el caso de la ecuación de Mathieu. 
     Por otra parte, una vez que disponemos de un ansatz para el estado fundamental de la 
EM, el cual no incorpora parámetros libres, es de esperar que se puedan inferir nuevos re-
sultados teóricos para aquellas situaciones físicas en las que esta ecuación desempeña un 
rol importante.  Estamos trabajando en esa linea. 
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