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Resumen

La conexion existente entre la medida de Informacion de Fisher (FIM) y la ecuacion de
Schrdedinger (SE) permite formular un ansatz, libre de parametros, para la solucién del es-
tado fundamental de aquellas SE que incorporan potenciales convexos pares. En la presen-
te comunicacién mostramos que, entre otras posibles aplicaciones, esa técnica proporciona
un método eficaz para tratar con problemas definidos en dominios finitos. Especificamente,
obtenemos una solucién-ansatz, libre de parametros, para el estado fundamental de la
Ecuacién de Coffey-Evans, la cual estd en muy buena concordancia con los resultados exis-
tentes en la literatura.
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1. Introduccion

Uno de los trabajos pioneros para tratar, a escala microscopica, la interaccion dipolo-
dipolo en liquidos polares o cristales plasticos, fue presentado por Budé [1] en 1949. El in-
vestigo el efecto de interacciones dipolo-dipolo sobre la polarizabilidad compleja microscépi-
ca de moléculas consistentes con dos grupos dipolares, i, y i, con libertar para rotar in-

tra-molecularmente. Las expresiones que elegantemente obtuvo, eran sumas de autovalores
del problema de Sturn-Lioville emergente de su modelo. Ante las dificultades para obtener
esos autovalores, utilizé potenciales muy simples como el del oscilador arménico. Las ex-
presiones resultantes no reproducian las resonancias en el infrarrojo lejano observadas ex-
perimentalmente. Coffey incluye correcciones inerciales al modelo de Budd, pero esto no
resuelve el problema de las resonancias. Coffey y Evans, haciendo uso de un algoritmo
desarrollado por Price [2] para resolver el problema de autovalores, consideran una expre-
sion mas realistica del potencial y lo modelan como V(x)=-V, cos2x, con (2x) siendo el

angulo entre las proyecciones de f, y i, sobre un plano perpendicular al eje de la molécula

(eje determinado por el movimiento browneano). Introduciendo este V en la ecuacién de
Sturn-Lioville del modelo propuesto por Budd, son conducidos a una ecuacion de Schrédin-
ger (SE), actualmente conocida como la ecuacion de Coffey-Evans (CEE), la cual contiene
un potencial de la forma

U(x)=- Bcos 2x+%/>’2 sen’2x

donde g =V, / (kT ) (T denota la temperatura absoluta de la muestra y kg la constante de

Boltzmann). Actualmente, la CEE es uno de los modelos utilizados para tratar con cristales
liquidos polarizables (tales como los displays de cristal liquido (LCD)) debido al hecho que
en estos sistemas predominan las oscilaciones longitudinales permitiendo tratar al sistema
como unidimensional.

Es de destacar que la CCE es una de las SE ‘dificiles’ de resolver y por tanto, cuando es
propuesto un método (perturbativo o0 numérico-computacional) para abordar la resolucion de
una SE, la CCE es una de las ecuaciones habitualmente utilizada para testar el rendimiento
numeérico del mismo.
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Por otra parte, la conexion existente entre la Medida de Fisher (FIM) y la ecuacién de
onda de Schrédinger (SE) [3-8], solidificada por una subyacente estructura de Legendre [9],
ha permitido introducir en la literatura una serie de importantes resultados [10-16]. En parti-
cular, fue presentado un procedimiento, el cual permite obtener, en forma simple y elegante,
un ansatz para la funcién de onda del estado fundamental de aquellas SE que incorporan
potenciales convexos pares [16]. En esta comunicacion, utilizando esa técnica [16] hallamos
una solucién-ansatz para el estado fundamental de la CEE. En otras palabras, testamos la
potencialidad del procedimiento en un problema definido en un dominio finito con un poten-
cial convexo par catalogado en la literatura computacional como ‘dificil’.

2. Conexion Fisher-Schréedinger. Ideas Basicas

2.1. La ecuacion de Schrodinger para estados estacionarios
El hamiltoniano H de un sistema cerrado (0 en un sistema que no se encuentra en un
sistema exterior variable) no contiene el tiempo explicitamente [17],

N /-
H=———V?+U(X) (1)
2m

En estos sistemas, H se conserva, es decir su valor medio (valor de expectacién) es cons-
tante y a este valor se le llama energia. Los estados en los cuales la energia tiene valores
determinados se llaman estados estacionarios del sistema. Estos estados se describen por
medio de funciones de onda que son funciones propias del operador de Hamilton, es decir,
satisfacen la ecuacion conocida como Ecuacioén de Schrédinger (SE) para estados estacio-
narios,

Hy,=E,v, (2)
donde E, son los valores propios de energia (autoenergias). El estado que posee el menor
de todos los posibles estados de energia es llamado el estado fundamental del sistema.

La distribucién de las probabilidades de las coordenadas en un estado estacionario viene
determinada por |1,//,7|2 y los valores de expectacion de cualquier magnitud A (cuyo operador
no dependa explicitamente del tiempo) se obtienen como

(A):Iy/; Ay, dv (3)
donde dv indica que la integral es extendida a todo el espacio.

El espectro de los valores propios de la energia puede ser tanto discreto como continuo.
Un estado estacionario del espectro discreto corresponde siempre a un movimiento finito del
sistema, o como suele decirse, el sistema se encuentra en un estado ligado. En este caso,
la probabilidad de que las coordenadas tomen valores infinitos es nula. Luego, para las fun-
ciones propias de un espectro discreto, la integral de las distribuciones de probabilidad ex-
tendida a todo el espacio, es finita. Luego, normalizando las autofunciones se tiene

[l av=1 (4)

El Teorema del Virial Cuantico

Para cualquier sistema cuéntico en estado estacionario, el teorema del Virial establece
que [17]

<-h_;v>:<}.w(})> (5)

donde los valores de expectacion son tomados entre estados estacionarios del hamiltonea-
no.
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2.2. La medida de Fisher

En lo que sigue, se trata con sistemas invariantes por traslacién. Sea x una variable esto-
casticay sea f(x)= |w(x)|2 la funcién densidad de probabilidad (PDF) para esta variable. En
este contexto, la expresién de la FIM es dada por [3]

- J-f( ){Blnf(x)} :4I al/gf(x)

Consideremos un sistema especificado por un conjunto de M parametros fisicos u, .
te = (A)=[ dx A (X)f(x), k=1,...,M. 7)
El conjunto de los valores g, es considerado como el primer conocimiento (informaciéon em-

pirica disponible). La PDF fisicamente relevante minimiza la FIM condicionada al “primer
conocimiento” (7) y a la condicion de normalizacion j dx f(x)=1. Consecuentemente, intro-

dx ; f=|y|". (6)

duciendo (M+1)-multiplicadores de Lagrange 4, (4, = «), el problema de optimizacion

M
5[/—04] dxf(x)—z/lkfdxAk(x)f(x)] =0, (8)
k=1
conduce a una ecuacién diferencial para la deseada f(x) la cual, escrita en términos de la
amplitud w(x) es de la forma [3-5]

“aa 2+U(x)}w(x)— v, 0=, U= A AK) O

y es interpretada como una SE (2) para una particula de masa unidad (% = 1) moviéndose en
un “pseudo-potencial informacional” efectivo U(x) en el cual el multiplicador de Lagrange
asociado a la normalizacion juega el rol de un autovalor de energia (E=a / 8) y los 4, son

determinados por medio de la informacién disponible [5,7].
Para escenarios unidimensionales, y(x) es real [17] y se tiene

I=[y [a'”‘/’ J dx= 4[(“”) dx_—4jy/ y/dx (10)
Luego, usando las expresiones (9) y (10) se encuentra una simple y conveniente expresion
para la FIM,
M
I=a+Y A4 (A). (11)
k=1

La conexion entre la solucion variacional y la termodinamica fue establecida en términos
de las tipicas relaciones de reciprocidad (RR) de Legendre [3]. Estas constituyen el formal y
esencial ingrediente termodinamico [18] y pueden ser re-derivadas ‘a la Fisher’ escribiendo
(11) en una forma que enfatice el rol de las variables independientes relevantes,

M
ICA), ... (A )=+ A A). (12)
k=1

La transformada de Legendre cambia la identidad de las variables independientes relevan-
tes. Asi, para el multiplicador de Lagrange «, que juega el rol de una autoenergia en (9),

tenemos
M
a(&,...,ﬂM):/—Zﬂk<Ak). (13)
k=1
Luego, desde estas preliminares, se encuentran de forma trivial, las tres RR [3]
o al a<A )
=—(A =4 ; —= k , 14
P (Ao Ay Zk 7 (14)

siendo la ultima una generalizacién del teorema de Euler.
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Resulta muy interesante el hecho que las RR pueden ser re-derivadas a partir de funda-
mentos puramente cudanticos [10] a partir del teorema del Virial y del teorema de Hellmann-
Feynman, mostrando que una estructura de Legendre subyace la unidimensional SE [10].

Una serie de importantes resultados han sido derivados a partir de este resultado, (ver por
ejemplo [11-16]). Es nuestro interés actual hacer referencia a la inmediata consecuencia de
poder inferir, para una amplia variedad de potenciales, un ansatz para la PDF y por tanto,
para la funcién de onda del estado fundamental de la SE [16].

Ansatz para inferir la PDF de potenciales convexos pares

Cuando el potencial informacional es una funcién convexa par, una solucién ansatz para
la PDF puede ser derivada conectando la definicion de la FIM (10) con el teorema del Virial
(5) [16]. El procedimiento es el siguiente. La FIM puede ser expresada “virialmente” como

_ 4Ny Y
I= 4<aX2>_4<an> : (15)

Esta relacion, en el escenario Fisher, es dada por

jdxf( )(a’”f(x)j _4jdxf(x)x;—XU(x) , (16)
Luego,
[axf(x )Ka’”"(x)j iU(x)}:O. (17)
ox
Dado que para potenciales convexos pares se verifica que
Vxe Dom (U), X%U(x)zo. (18)

se puede inferir, para tales potenciales, un ansatz f, que, por construccion verifica (17).

Simplemente se pide que

2

(—a’”fA(")j _ax2ux) =o. (19)
ox ox

de donde se obtienen dos soluciones independientes

fi(x)=A exp(iZI dx /in(x)] , (20)
ox

siendo A una constante de integracidn. La ec. (20) proporciona una herramienta para cons-
truir un ansatz para la PDF.

En Ref.[16] este ansatz fue utilizado para tratar al oscilador arménico y al oscilador anar-
monico cuartico. En el primer caso la solucion-ansatz coincide con la solucién exacta y en el
segundo caso la aproximacion es “muy buena”.

3. Autofuncion-Ansatz para el estado fundamental de la CEE
La Ecuacion de Coffey-Evans (CEE) es una SE unidimensional, dada por

192 -n/2<x<xw/2
[—Ea——ﬁ0032x+ 5% sen ZX}y/n(x)—Engyn(x), {y/(—yr/2)=z//(7r/2) (21)

Como ya fue comentado antes, no existe en la literatura una expresion explicita de las
autofunciones de esta ecuacién. Siguiendo de cerca ref.[16], mostramos como obtener una
autofuncién-ansatz para el estado fundamental y,(x) de esta SE. Comenzamos asociando
a la SE (21) una FIM [10] y establecemos que el estado fundamental tiene asociada una
PDF, tal que f(x)=w,?(x). Dado que el potencial,
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U(x)=— B cos 2x+% B2 ser?2x 22)
en el rango de definicién, satisface que
T T d
VXxe|——=,— x—U(x)=0. 23
[ . 2} 2 uex) (23)

podemos utilizar (20) para inferir un ansatz para y,(x). Obtenemos asi

"’iﬂX}:Aexp(ifdx\/xg—xm}, —%SXSE (24)

Substituyendo (22) en (24) y operando, tenemos

3

l//iA(x):Aexp[ij\/2ﬁxsen2x(1+,Bcos2x) dx], %S S% (25)

La integral definida contenida en (25) no es trivial y no conocemos su primitiva. Dado que
el interés es disponer de una expresion analitica explicita, es necesario expandir el potencial

en la base {x, x2,x3,...} € L, y asumir que los primeros términos de la serie conducen satis-

factoriamente a la representacion de U(x). Considerando una aproximacién del potencial
hasta el cuarto orden y con un poco de algebra, obtenemos

XD U= 5D Uy ()= 451+ )¢ [1——% } (26)

Note que, la aproximacion del potencial no nos permitira obtener un ansatz para todo el do-
minio de definicion original, ya que U, satisface ser una funcién convexa par en el inter-

aprox

valo [-77,77] , donde 7 es determinado a partir de la condicién que

Vxe [-n,7] X— 8 (x)=0. (27)

Ax aprox

_ | 3(1+8) _
2(1+45) ~0.6 para p=10,...,50 (28)

Finalmente, substituyendo (26) en (24) y realizando una integracién elemental, la autofun-
cién-ansatz es dada por

v.(x)=N ewp| ﬁ\/ [ If:f J . -ns<x<n (29)

donde el signo de la exponencial fue elegido de manera de satisfacer condiciones de con-
torno y N es la constante de normalizacién, determinada a partir de la condicion

[ Wl ax=1 (30)

de donde se obtiene

Para valores de S del orden de los utilizados en la literatura, el ansatz, libre de pardme-

tros, esta en muy buena concordancia con los resultados existentes en la literatura.

En la figura son graficadas la autofuncion del estado fundamental de la CCE, obtenida
por céalculo numérico-computacional (se utilizd el programa Matslise) y la autofuncién-ansatz
(29) para g =20. Como el lector puede observar, las gréficas se confunden, por lo que po-

demos concluir que estamos frente a un excelente ansatz.
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Autofuncion correspondiente al estado fundamental
de la ecuacion de Coffey-Evans
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4. Conclusiones

A partir de la conexién Fisher-Schrdedinger es posible obtener un ansatz para la PDF
con potenciales convexos pares [16], los cuales constituyen una amplia familia de potencia-
les. Mostramos en esta comunicacion que, el ansatz, el cual no incorpora ningun parametro
libre, da muy buenos resultados, no solo en el caso de potenciales pares definidos en un
rango infinito [16] sino también en situaciones de rango finito como es el caso de la ecuacion
de Coffey-Evans. Por otra parte, una vez que disponemos de un ansatz para el estado fun-
damental es posible construir las autofunciones de los estados excitados y calcular las co-
rrespondientes autoenergias. Luego, es de esperar que se puedan inferir nuevos resultados
tedricos que contribuyan al desarrollo tecnolégico de dispositivos donde la interacciéon dipo-
lo-dipolo desempenia un rol importante. Estamos trabajando en esta linea.
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