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INTRODUCCION

En varias aplicaciones de reconstruccion de imagenes, mecanica computacional , proble-
mas de optimizacion, etc. aparecen problemas que requieren resolver sistemas de ecuaciones
lineales, grandes y esparsos, que a menudo son inconsistentes y requieren que la solucion
z* € R", sea acotada [; < z} < w;, i =1,...,ny minimice alguna funcién de proximidad.

En [9] presentamos el algoritmo IOP que converge a una solucion de minimos cuadra-
dos pesada del sistema inconsistente Az = b, A € R™*", b € R™,, usando un esquema de
proyecciones oblicuas incompletas sobre el conjunto de soluciones del sistema aumentado
Az — r = b. Hemos considerado el problema standart

min ||b — Az||% , (1)
TER™ m
donde ||.|| p,, es la normainducida por la matriz diagonal definida positiva D,,, € ®™*™ basdndonos
en la equivalencia demostrada entre este problema y el problema

min{|[p—¢l|,: para pe Py g€ Q},

donde
P={p:p=[x;r] e R 2R, reR™ Axr—r=>},y

Q= {q:q=[x;0l e R"T™ 2 € R" 0 R"},

y D is a diagonal matrix of order n + m, whose n first elements are 1’s, and the last m coincide
with those of D,,.

El método IOP propuesto para resolver (1) mediante un esquema de proyecciones alter-
nadas entre Py Q, , similar al desarrollado por Csiszar and Tusnady [6], reemplaza el calculo
de la proyeccion exacta sobre P por una proyeccion incompleta que aproxima a la solucion de
una manera aceptable.

En este trabajo agregamos la condicién x € B, donde B = {z : z € R",|; < z; < w;,i =
1,...,n}, lo que lleva a redefinir

PP =P({(wir):z B} y Q= [{(x;0) : z € B}, )
Algoritmo 1 (Esquema Basico Alternante)
Paso lterativo: Dado p* = [2*;7*] € PP, y ¢ = [2¥;0] € Q°,
hallar pi+1 = [o*+1; rk+1] € P tal que:

pF ~ argmin{|lp — ¢*|% : p € P°}, luego

definir p*+1 = pkt1, and ¢+ e QP

¢ = 251 0] = argmin{|[p* — ¢|% : ¢ e Q°)
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Para computar las proyecciones incompletas sobre P aplicamos el algoritmo Halpern-
Lions-Wittmann- Bauschke(HLWB) [5]. Cuando HLWB es aplicado para resolver un sistema
de desigualdades lineales consistente Sy < ¢, la secuencia {y*} generada a partir de un punto
inicial ¢ converge a una solucién que satisface

g* = argmin{|ly* —°[p, y e R": Sy* <}

Presentaremos el algoritmo BIO P basado en el esquema basico, proponiendo una condicion
para aceptar una solucion pF*! en P’ que aproxime a la proyeccion exacta de manera tal de
asegurar convergencia a una solucion de (1)

RESULTADOS

Usaremos la notacion:||z|| p para la norma inducida por una matriz D definida positiva, m?"
para referirnos a la fila i de una matriz M, R(M ) para el subespacio generado por las columnas
de M, Py, and P} para los proyectores ortogonales y oblicuos sobre R(M) , R(M)™* para el
subespacio D-ortogonal a R(M) y Jj@l para su correspondiente proyector.

Supondremos que el sistema Ay = b, A € R™*", b € R™ es compatible y que cada
fila de A tiene norma Euclidea igual a 1. Para cada restriccion en el sistema denotaremos
L;={yeR":aly =b;}, ri(y) = al'y — b;, and the oblique projection of y onto L; por

Ti\y 1=
P‘D(y) =Yy - EE-TD(_zﬁiD lai~ (3)

Dado un sistema de m inecuaciones lineales
S::{yeﬁ?”:s?ygcj,jzl,Q,...,m} (4)

supondremos que tiene solucion, denotaremos con S a la matriz del sistema y llamaremos
y* a cualquier solucién admisible de Sy < ¢. Cuando z no pertenezca a algun semiespacio
particular S;, es decir cuando r; = sz — ¢; > 0, la proyeccién exacta de z sobre S; sera
calculada por y; = Ps,(2) = z + s;(—r;)/|ls;|>.

Tal como dijimos, para sistemas acotados, posiblemente inconsistentes, Ax = b, © € B,
A e R™" b e R, m > n, trabajamos con el problema asociado

: 2
min || Az — b||p,,- (5)

Usando un esquema de proyecciones alternantes sobre los conjuntos P2y Q° .
Dado p* € P?, y su proyeccion ¢* sobre Q°, denotamos p2. (¢*) a la proyeccion exacta de
¢" sobre P?, solucién del problema

min{|[p — ¢"||p: p€ P} (6)

En el nuevo algoritmo, dado ¢* € Q° reemplazamos el célculo de p*+! = pP. (¢*), re-
solviendo en forma incompleta (6) y definiendo una proyeccion aproximada pk+!,

En [9] hemos presentado la teoria de proyecciones inexactas sobre el conjunto de solu-
ciones de Az — r = b. Para definir pt*! ~ pP_ (¢*), consideraremos la siguiente:

Definicion 1 Sip = [z;; 5], 2 € R* , u € R™, es una solucén aproximada de pP. (q*), de-
notamos con Pb(p) = [2%r(z%)], donde z° es la proyeccidn of z; sobre x; > l;, 0 x; < w;,
i=1,...,n,yr(z") = Az® —b.

Para que la sucesion {p*} generada por el nuevo algoritmo garantice convergencia a la
solucién de (5), establecemos la condicion de aceptacion que p = [z;; n;] debe cumplir
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Definicidon 2 Condicién de Aceptacion.
Dada una sucesion {3} que tiende a 0 cuando k tiende a oo, diremos que p; = [z;; 1] es
una aproximacion aceptable de pP. (¢*) si la proyeccion inexacta P°(p) = [2%; r(z?)], satisface:
)1p; — T(pj=)llp < Belld” — T(pj-1)llp (7)
@)[P°(B)) = "I < Ip" = "I, AP B) — bl <" = PP®)|p, 0<~v <1, (8)

En ese caso aceptamos pk*! = P(pi) como solucién aproximada de p2. ().

Lema 1 Siel problema (6) es resuelto mediante el algoritmo HWLB entonces es posible hallar
un iterado p; que satisfaga las condiciones (7) y (8).

Algoritmo 2 Bounded Incomplete Oblique Projections (BIOP)

Inicializacion: Dado 0 < ~ < 1; una matriz diagonal, de orden m, definida positiva D,, y

PV = [2%7%, cona® € B, yr® = Ax® —b; ¢* =[2°,0) € Q° y k = 0.

Paso lterativo: Dado p* = [*;r*], definimos ¢* = [2*;0], 2* € B.

e Calculamos p, aproximacion de p2. (¢*) que satisfaga las condiciones (7) y (8),
aplicando HLWB como sigue: Definimos y° = [2°; u°] = ¢* punto inicial. Iteramos
hasta hallar " = [27; u/],que satisfaga las condiciones (7) y (8).

e Definimos pF! == Pb([27, pi]) = [aFT1; rk+1]
e Definimos ¢**1 = [zF*1;0] € Q°.
o k—k+1.

Denominaremos con L‘“gm al conjunto de soluciones del problema (1):

LY ={z*eB: talquer* = Az* - satisface A" D,,r* = pi*,} (9)
conpu; >0sixf =1;,0p <0,siu; =af,0p =0,cuando ; < x} < u;.
Definimos Sp,, = {p* : p* = [z*;r*] € P’tal que z* € L} }
Lema 2 Si{p*} = {[z*;r*]} es la sucesidn generada por el Algoritmo 2, entonces
(i) p* = [xF;rk] y pFtt = [2F+1: k41 satisfacen
Ir¥HD,, < ¥, — lla® — a2,
(ii) La sucesion {||r*||p,,} es decreciente y acotada y por tanto convergente

(i) Las 3 sucesiones que siguen tienden a 0

{HpZ*i _p];H%},k 2 E_ D (k|2
{1 = Drin (@)D} Y 2" = Prin (@)D}

(iv) La sucesion { AT D,,v*—pk . 1 tiende a zero, donde ik ;. es el vector de los multiplicadores
KKT asociado a las restricciones de cota en la solucion del problema (6).

(v) La sucesion {uk,;,, »min(z¥ — I;, u; — 2¥)} tiende a zero.
Lema 3 Si {p*} = {[z*;*]} es la sucesion generada por el Algoritmo 2, entonces

(i) Existe una subsucesion {p*}, {p*s} = {[z"*s;r¥s]}, satisfaciendo r*s = Axz"s—b, convergente
alz;r| € Sp,,-
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(ii) Todo punto limite de {p*}, esta en Sp,, .

(iii) Si Sp,, es un conjunto unitario, la sucesion {[z*;*]} converge a p*, p* € Sp,, .

PARTE EXPERIMENTAL

Hemos implementado nuestro algoritmo BIOP en MATLAB con el fin de compararlo con
el algoritmo SBLS2 para resolver problemas de minimos cuadrados con restricciones de caja
del sistema SSL(http://www.math.liu.se/ milun/sls). El algoritmo SBLS2 esta basado en el
método presentado en [1]. Nuestro método BIOP esta implementado en forma secuencial
con v = 1072 en la iteracion inicial y v = 10~! en las siguientes. La matriz D,, fue elegida
como la matriz Identidad.El punto inicial fue siempre z° = 0. La condicién de parada para
ambos algoritmos es : | ||7**1| — ||7*||| < emax(]||7°]|,1), con e = 10~5. También se contempla
parar cuando el residuo se estanca.

Algunos de los problemas usados en los test provienen de RRA(real,rectangular)de la
coleccion Harwell-Boeing. Del paguete LSQ hemos trabajado con 4 matrices que presentan
el mismo patrén WELL1033, ILLC1033(real,no simétrica, 1033 x 320), WELL1850 y ILLC1850
(real nosimétrica, 1850 x 712)pero las segunda y cuarta muy mal condicionadas. Para proble-
mas de grandes dimensiones hemos usado matrices densas generadas al azar con DQRT15(LAPACK),
fijando el parametro RKSEL = 2 a fin de que sean de rango deficiente. Indicamos con m el nde
filas y n el nUmero de columnas de A, con rango = % min(m, n).

Otros sistemas provienen de problemas de reconstruccédn de imagenes provenientes de
geotomografia y usados por Popa y Zdunek [8] y del paquete SNARK, problemas B1,B4 y B6
conm > n.

En la tabla 2 mostramos el nimero de iteraciones (lter) y el tiempo de CPU ‘para alcanzar
el criterio de convergencia. En la tabla 1 comparamos el nimero de iteraciones y tiempo

CPU/lter Rg(p)
p BIOP \ SBLS2 BIOP \ SBLS2
B1
3452 x 1025 | 1.31/163 563.23/275 8.44 | 8.43
B6
896 x 625 0.37/275 213.58/307 3.80 | 3.80
Well
1033x322 0.25/382 29.2 /152 || 4362.7 | 4362.1
lllc
1033x322 0.75/678 19.3/129 | 5188.2 | 5187.6
Well
1850x712 | 1.95/1728 814.4 /388 || 4757.8 | 4757.6
lllc
1850x712 | 6.7 /2297 214.2/240 || 5469.0 | 5468.6
A1 case (b)
144 x 144 | 0.01 /111 5.9/186 05| 0.7
A2 case (b)
900 x 900 | 0.39/145 | 6741.4 /1120 29|29
Rand
40 x 20 0.06 /932 0.05/9 476 | 4.76
Rand
500 x 300 0.06 /9 NC*/900 0.14 | NC*

Table 1: BIOP-BVLS
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CPU/lter Rg(p)

p BIOP \ SBLS2 BIOP \ SBLS2
B1

3452 x 1025 | 1.77/163 1.95/6 8.44 8.45
B4

896 x 625 0.34/135 0.78/9 3.82 3.91
B6

896 x 625 0.55/216 0.77/9 3.80 3.91
B7

27376 x 9025 | 34.1/153 | NC*/100 74.3 NC*
Well

1033 x 322 | 0.44/336 | NC* /100 4346.9 NC*

lllc
1033x322 0.52/406 | 0.09/10 | 5182.0 | 5155.0
Well
1850 x 712 | 0.55/225 0.05/9 | 4679.6 | 4749.9
lllc
1850x712 0.61/261 | NC*/100 | 5845.2 NC*

A1 case (b)
144 x 144 0.02 /95 NC*/ 0.70 NC*
A2 case (b)
900 x 900 0.75 /200 NC*/ 2.90 NC*
Rand
2000 x 750 0.16 /43 | 0.40/12 || 2.28e09 | 2.28e09
Rand
1200 x 760 0.05/24 | 0.30/13 || 3.58e07 | 3.58e07
Rand
1000 x 765 0.03/20 | NC* /100 || 6.25e07 NC*

Table 2: BIOP-SBLS2

de CPU en segundos requerido por SBLS2 para alcanzar un residuo Rg(p), menor o igual
al obtenido por BIOP cuando la tolerancia es ¢ = 10~5.Para BIOP reportamos el nimero de
iteraciones internas. Indicamos con NC'x cuando el algoritmo no converge a una solucién en
la caja.

CONCLUSIONES

Hemos presentado resultados mostrando el comportamiento del algoritmo IOP cuando se
incluyen restricciones de cota.Los resultados muestran que BIOP es mas rapido que algoritmos
conocidos y capaz de reducir el residuo mas rapidamente.

Los resultados numéricos muestran la efectividad de BIOP respecto de SBLS2 ya que no
falla en la convergencia
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