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Resumen

En esta Tesis se investigan propiedades de transporte de carga eléctrica y de calor en

dispositivos de escala mesoscópica. En particular, estudiamos sistemas mesoscópicos

unidimensionales, los cuales no pueden ser entendidos dentro del marco de la teoŕıa

del ĺıquido de Fermi, sino que pertenecen a otra clase de universalidad conocida como

ĺıquidos de Luttinger.

En el Caṕıtulo 1 se presenta la definición del concepto de sistema mesoscópico y la natu-

raleza de la resistencia (o conductancia) en este tipo de sistemas. También se describen

los dispositivos experimentales que presentan comportamiento tipo Luttinger, como los

cables cuánticos y los estados de borde de efecto Hall.

En el Caṕıtulo 2 se detallan de manera resumida las técnicas formales utilizadas para

estudiar los problemas abordados: el formalismo de Keldysh de funciones de Green fuera

del equilibrio, y la bosonización, que es un método adecuado para estudiar los ĺıquidos

de Luttinger.

Los Caṕıtulos 3 y 4 reunen las contribuciones originales de esta Tesis.

En el Caṕıtulo 3 se presenta el estudio de la resistencia eléctrica en un dispositivo de

cuatro terminales, en el que el cable cuántico se acopla a cuatro puntas o contactos

modelados como reservorios. En trabajos anteriores [1] se hab́ıan considerado contactos

no invasivos (acoplamientos muy débiles). En esta Tesis se ha superado la hipótesis de

no invasividad, considerando sondas de voltaje que, si bien siguen estando débilmente

acopladas a la muestras, introducen decoherencia a través de procesos de dispersión

inelástica, aśı como también posibles efectos de interferencia entre las sondas. Entre

otras cuestiones, se ha explorado el comportamiento de la resistencia de cuatro terminales

(oscilaciones tipo Friedel, resistencia negativa) bajo el efecto de sondas invasivas. Estas

investigaciones han dado lugar a las publicaciones [2, 3]:

H. Aita, L. Arrachea, C. Naón, Four-terminal resistance of an interacting quan-

tum wire with weakly invasive contacts, Journal of Physics: Condensed Matter 23,

475601 (2011).

H. Aita, L. Arrachea, C. Naón, Four-terminal resistance of an interacting quantum

wire with invasive contacts, Physica B: Condensed Matter 407, Issue 16, 3158

(2012), Proceedings del evento Frontiers in Condensed Matter V, Buenos Aires,

(2010).

En el Caṕıtulo 4 analizamos el transporte de calor inducido por un gradiente de tempe-

ratura aplicado a reservorios que están acoplados capacitivamente a un estado de borde



ii

Hall con llenado ν. Consideramos los casos del efecto Hall cuántico entero, con ν = 1

y los estados fraccionarios en la serie de Laughlin, con factor de llenado ν = 1/m con

m impar. Este problema se puede resolver de forma exacta. Para el caso particular de

ν = 1, comparamos con el comportamiento del transporte de calor inducido por un gra-

diente de temperatura en reservorios conectados al borde mediante contactos puntuales

del tipo tunneling, dado que este caso es también exactamente soluble. En todos los

casos nos concentramos en la conductancia térmica del borde y en la temperatura local

a lo largo del mismo. La temperatura se define por medio de un termómetro, consistente

en un tercer reservorio acoplado débilmente al borde. La temperatura de este último

reservorio es tal que el flujo de calor a través del contacto es nulo. Comparando los

casos de contactos tipo tunneling y capacitivos, se ha encontrado un comportamiento

cualitativamente diferente para la conductancia de calor, mientras que es similar para

la temperatura local. Estos resultados han dado lugar a la publicación [4]:

H. Aita, L. Arrachea, C. Naón, E. Fradkin, Heat transport through quantum hall

edge states: tunneling versus capacitive coupling to reservoirs, Phys. Rev. B 88,

085122 (2013).
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Sistemas Mesoscópicos

Los sistemas mesoscópicos, por sus dimensiones y caracteŕısticas, constituyen un puente

entre los sistemas macroscópicos que manejamos diariamente y la escala atómica [5].

El estudio de estos sistemas es altamente relevante no sólo por el hecho de que nos per-

mite comprender algunas caracteŕısticas del ĺımite macróscopico y como se llega él, sino

porque además existe una gran cantidad de fenómenos f́ısicos intŕınsecos al régimen me-

soscópico. La escala mesoscópica tiene longitudes t́ıpicas que van desde decenas de nm

hasta algunos µm, y es aquella en la que los electrones de un semiconductor o un metal

ponen de manifiesto su naturaleza cuántica cuando son enfriados a temperaturas que no

superan unos pocos K. La dualidad onda-part́ıcula y la longitud de coherencia cuánti-

ca, resultan centrales en la determinación de las propiedades del transporte electrónico

en dichos sistemas. Otro aspecto interesante es el modo en que estos sistemas inter-

actúan, v́ıa fonones y excitaciones de muchos cuerpos, y se acoplan a otros de mayores

dimensiones, esencialmente macroscópicos. Todos estos efectos influyen, en particular,

en las propiedades del transporte electrónico y de calor. Por ejemplo, la intensidad del

acoplamiento entre un sistema mesoscópico y otro macroscópico, al que denominaremos

reservorio, determina la intensidad del intercambio de part́ıculas y enerǵıa, dependiendo

también de la temperatura de los mismos. La tecnoloǵıa que ha dado origen a la fabri-

cación de estos sistemas ha progresado rápidamente y actualmente es posible contrastar

las predicciones teóricas con resultados experimentales. Existen técnicas que consisten

en el crecimiento controlado de nanoestructuras; entre las más conocidas podemos men-

cionar el método del haz molecular epitaxial, técnicas litográficas de haz de electrones,

litograf́ıa de rayos X, etc. Por otro lado, mediante la utilización de microscopios de efecto

túnel es posible fabricar, analizar y medir estructuras de escala atómica.

1



Caṕıtulo 1. Introducción 2

En esta Tesis nos centraremos en particular en dispositivos mesoscópicos unidimensiona-

les (1D) en los cuales las interacciones dominantes son las correlaciones entre electrones.

En este tipo de sistemas, una aproximación perturbativa al problema está lejos de ser

aplicable. Más aún, los sistemas unidimensionales interactuantes no pueden entenderse

desde la óptica del ĺıquido de Fermi, siendo necesario un nuevo modelo, conocido como

ĺıquido de Luttinger. La teoŕıa del mismo se resume en el Caṕıtulo 2. A continuación

discutiremos las escalas relevantes en el Transporte Cuántico y haremos un resumen de

los dispositivos experimentales estudiados en esta Tesis.

1.1.1. Escalas que caracterizan el transporte en sistemas mesoscópicos

Los sistemas mesoscópicos son sistemas cuyas dimensiones son menores que las longitu-

des macrosópicas pero mayores que las distancia atómicas. En la Figura 1.1 se muestran

algunas longitudes caracteŕısticas de este tipo de sistemas.

El transporte en este tipo de sistemas vendrá determinado por la relación existente entre

las dimensiones del mismo y otras tres longitudes caracteŕısticas, a saber:

la longitud de onda de Fermi λF

el camino libre medio elástico l

la longitud de coherencia de fase Lφ.

1mm

distan
ia entre átomos

longitud de onda de de Broglie en metales

100µm

10µm

1µm

100nm

10nm

1nm

1Å


amino libre medio en láminas metáli
as poli
ristalinas

dispositivos semi
ondu
tores 
omer
iales (a
tualidad)

en semi
ondu
tores de alta movilidad a T < 4K

amino libre medio / longitud de relaja
ión de fase


amino libre medio en el régimen Hall 
uánti
o

dispositivos semi
ondu
tores 
omer
iales (1990)

longitud de onda de de Broglie en semi
ondu
tores

Figura 1.1: Escalas relevantes en sistemas mesoscópicos.
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La longitud de onda de Fermi λF está directamente relacionada con la enerǵıa cinética

del electrón y por lo tanto con la temperatura del sistema. En general, para metales

a muy bajas temperaturas es del orden de la separación interatómica, mientras que

en semiconductores ésta puede llegar a los 100nm. Bajo estas condiciones es necesario

utilizar la mecánica cuántica ya que las predicciones clásicas fracasan.

El camino libre medio l es la distancia promedio que recorre un electrón antes de ser

dispersado elásticamente por un ion. Puede expresarse como l = vF τe, donde vF es la

velocidad de Fermi y τe es el tiempo medio entre colisiones elásticas.

La longitud de coherencia de fase Lφ es la distancia dentro de la cual se preserva la

fase de la función de onda electrónica. Esta última longitud es la que define el régimen

mesoscópico, ya que es necesario que Lφ sea mayor que la longitud caracteŕıstica del

sistema L para que se observen los fenómenos de interferencia cuántica. Si bien es muy

dif́ıcil obtener una expresión cerrada para Lφ , se puede estimar que Lφ ∼ (τφD)1/2,

donde τφ es el tiempo medio entre colisiones inelásticas y D es el coeficiente de difusión.

Los principales procesos que pueden dar lugar a colisiones inelásticas en semiconductores

son la interacción electrón-electrón y la interacción electrón-fonón. Estas últimas, al ser

menos frecuentes a bajas temperaturas hacen que Lφ aumente significativamente. A

temperaturas del orden de los mK, Lφ es del orden del µm, lo que impone que la

mayoŕıa de las mediciones se realicen a bajas temperaturas.

Dado un sistema de longitud finita L, el transporte es coherente siempre y cuando se

cumpla que L < Lφ . Esto estará determinado por la influencia de los mecanismos de

pérdida de coherencia de fase (dispersión inelástica, impurezas con grados de libertad

internos, etc.) sobre los electrones. Dentro del transporte coherente pueden distinguirse

a la vez tres reǵımenes de transporte:

Régimen Baĺıstico el camino libre medio l entre colisiones elásticas es mayor que L.

Régimen Difusivo el camino libre medio l entre colisiones elásticas es menor que L.

Régimen Localizado el camino libre medio l entre colisiones elásticas es mucho menor

que L.

1.1.2. Dispositivos mesoscópicos unidimensionales

Los dispositivos mesoscópicos estudiados en esta Tesis, son los cables nanoscópicos (na-

nowires), los nanotubos de carbono y los bordes de placas en el régimen de efecto Hall

cuántico (estos últimos se discutirán en la Sección 1.2.
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Los cables cuánticos son sistemas en los que los electrones son confinados en dos di-

recciones y son capaces de desplazarse a lo largo de la dirección restante. Hay varias

maneras de producir cables cuánticos; detallamos aqúı la que da como resultado longi-

tudes de coherencia mayores. La configuración experimental se esquematiza en la Figura

1.2. El punto de partida es un gas de electrones bidimensional (2DEG), fabricado uti-

lizando heteroestructuras semiconductoras (ver Subsección 1.2.1.2). Aplicando voltajes

a los electrodos metálicos dispuestos sobre el gas, se logra confinar los electrones a una

sola dimensión.

Los nanotubos de carbono son cilindros formados por planchas de grafeno enrolladas.

Dentro de los nanotubos, existen dos grandes clases: los nanotubos de pared simple

(SWNT) (Figura 1.3), y los de pared múltiple (MWNT) los cuales están formados por

varios tubos concéntricos. La elección de la dirección de enrollamiento o el vector quiral

C = na1 + ma2 define el tipo de nanotubo. Entre los más comunes se encuentran

el nanotubo tipo zigzag (C = (n, 0)) y armchair (C = (n, n)), mientras que en el caso

general (C = (m,n)) se denomina quiral. En estos sistemas, las propiedades de transporte

electrónico dependen fuertemente de las caracteŕısticas f́ısicas que posee el nanotubo,

como ser el diámetro, longitud y quiralidad. Sin embargo, las propiedades básicas pueden

capturarse utilizando el modelo del ĺıquido de Luttinger. Para el caso de los nanotubos

de pared simple, ésto ha sido corroborado experimentalmente por Bockrath et al. [7]. En

dicho trabajo, se midió la conductancia de tiras de nanotubos de carbono, obteniendo

leyes de potencias con respecto a la temperatura y al voltaje aplicado, en acuerdo con

lo predicho teóricamente utilizando el modelo de Luttinger. En un experimento más

reciente, pudo observarse la separación esṕın-carga predicha por el modelo de Luttinger

en un nanotubo SWNT[8].

Figura 1.2: .

Cable cuántico. Un gas de electrones bidimensional (2DEG) se forma en la interfase
entre el AsGa y el AlAsGa. El gas unidimensional se obtiene confinando los electrones,
aplicando un voltaje a los electrodos de tungsteno. Extráıdo de de Picciotto et al. [6]
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(a) (b) (c)

Figura 1.3: Representación esquemática de un nanotubo de carbono de pared simple
(SWNT). En (a) se detallan los distintos tipos de nanotubos que caracterizados por
el vector quiral C. En (b) y (c) se muestran nanotubos del tipo zigzag (C = (n, 0)) y
armchair (C = (n, n)) respectivamente. Extráıdo de [5].

El caso de los nanotubos de pared múltiple es más delicado, pudiendo comportarse como

ĺıquidos de Luttinger a bajos voltajes aplicados y como ĺıquidos de Fermi a voltajes

altos[9].

1.1.3. Naturaleza de la resistencia en sistemas mesoscópicos

Consideremos un conductor entre dos contactos como se muestra en la Figura 1.4. Si

las dimensiones del conductor son “grandes”, entonces la conductancia tiene la forma

conocida

G = σ
W

L
, (1.1)

donde la conductividad σ es un parámetro que depende del material y es independiente

de las dimensiones de la muestra. Surge entonces la pregunta: ¿qué sucede con la con-

ductancia (1.1) cuando reducimos las dimensiones de la muestra? En principio pareceŕıa

que la conductancia crece indefinidamente para dimensiones cada vez mas pequeñas.

Landauer propuso una configuración experimental para estudiar el transporte cuántico,

en el cual la muestra mesoscópica se sitúa entre dos reservorios a potenciales qúımi-

cos distintos [10]. Büttiker [11] mostró que la conductancia en un cable cuántico no

L

W

Figura 1.4: Esquema del dispositivo de transporte
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interactuante y desprovisto de mecanismos de dispersión inelástica viene dada por

G =
2e2

h
n. (1.2)

La conductancia entonces está cuantizada en unidades del cuanto de conductancia GQ =

e2/h, el factor 2 viene de la degeneración de esṕın, y n es el número de canales de trans-

porte abiertos. La cuantización de la conductancia ha sido observada experimentalmente

utilizando contactos puntuales produciendo una constricción en el conductor [12]. Los

resultados del experimento se muestran en la Figura 1.6.

Ahora bien: si el transporte es baĺıstico y no hay disipación de enerǵıa en el conductor,

cabe preguntarse por el origen de la resistencia. Ésta proviene de la interfase entre el

conductor y los contactos por medio de los cuales se aplica el voltaje. Es por eso que la

resistencia R = G−1 dada por la ecuación (1.2) se conoce como resistencia de contacto.

Dado que la resistencia en un sistema mesoscópico libre en el régimen de transporte

baĺıstico proviene del acoplamiento entre el sistema y los reservorios a través de los

cuales es aplicado el voltaje, es conveniente definir una magnitud f́ısica alternativa que

sea representativa de la muestra, independiente del efecto de los contactos. Para ello, se

analiza la configuración en la que muestra está conectada a varios reservorios, los cuales

se encuentran en equilibrio térmico (ver Figura 1.5). La corriente que fluye a través del

conductor proviene de dos reservorios, mientras que otros dos son utilizados como sondas

de voltaje o de temperatura (termómetros). Los potenciales qúımicos o temperaturas de

los mismos satisfacen la condición de equilibrio electroqúımico o térmico local con la

muestra, esto es, el potencial qúımico o la temperatura de los mismos es tal que el flujo

de part́ıculas o de calor a través de ellos se anula [13]. Si a través del conductor fluye una

corriente I, y los potenciales qúımicos de las sondas de voltaje son µ1 y µ2, la resistencia

de cuatro terminales se define

R4t
.
=
µ1 − µ2

eI
. (1.3)
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I1 w1

µ1 µ2

w2 I2

µL µR

I
λB

Figura 1.5: Esquema del dispositivo: Se aplica una diferencia de potencial V a un
Ĺıquido de Luttinger, por medio de los potenciales qúımicos de los portadores de carga
derechos e izquierdos: µR,L = µ ± V/2. Dos sondas de voltaje se conectan en las posi-
ciones x1, x2. Los potenciales qúımicos µ1, µ2 de las mismas satisfacen la condición de
equilibrio electroqúımico local con la muestra, de modo que las corrientes I1 e I2 través
de los contactos es nula. Una impureza tipo backscattering se encuentra en la posición
xB .
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Figura 1.6: Conductancia de un contacto puntual en función del voltaje de compuerta
V , donde se evidencia la cuantización de la conductancia (B. J. van Wess et al, Phys.
Rev. Lett. 60, 848 (1988)).

Esta manera de definir la resistencia de cuatro terminales fue extendida en el marco

de la Teoŕıa de Matriz de Scattering para configuraciones multiterminales [14, 15] en

cables de electrones no interactuantes con una [16, 17] y varias impurezas [18]. Cabe

aclarar que con el formalismo de la Matriz de Scattering no es posible tratar sistemas

interactuantes. Más aún, las interacciones en sistemas de electrones en una dimensión

espacial no pueden tratarse de manera perturbativa. Sin embargo, en el caso en el que

no hay interacciones tipo backscattering, el problema puede resolverse exactamente por

medio de la bosonización. En el Caṕıtulo 2 se detallará la teoŕıa correspondiente.

Entre otras caracteŕısticas interesantes, para sistemas no interactuantes, se ha predicho

la posibilidad de resistencias de cuatro terminales negativas [14, 16–19]. Esto es conse-

cuencia de la naturaleza coherente de la propagación electrónica a través de una muestra,

donde sólo tienen lugar procesos de dispersión elástica con impurezas o barreras. Estas

resistencias (longitudinales) negativas en estructuras baĺısticas fueron por primera vez

medidas a finales de la década del ’80 [20–22]. Este efecto fue también observado en

un experimento más reciente en estructuras semiconductoras [6]. Más tarde el compor-

tamiento de R4t fue estudiado experimentalmente en nanotubos de carbono [23]. En la

Figura 1.7 se muestra la configuración experimental de dicho experimento.

Es ampliamente aceptado que el modelo de Luttinger de electrones en 1D captura las

principales caracteŕısticas observadas en los experimentos de transporte en nanotubos

de carbono [24–30]. Una de las predicciones del modelo de Luttinger es que la corriente

de tunneling satisface leyes de potencia como función del voltaje y/o la temperatura

aplicadas. Dicho comportamiento ha sido observado experimentalmente en los sistemas

mencionados [31].
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Figura 1.7: (a) Imagen de microscoṕıa de fuerza atómica de un nanotubo de carbono
de pared simple (SWNT) en contacto con 2 nanotubos de pared múltiple (MWNT) y
2 electrodos de Au. (b) Esquema de la medición de R4t. (c), (d) Niveles del potencial
electroqúımico para los cuatro electrodos que dan una R4t positiva en (c) y una R4t

negativa en (d). (B. Gao, Y. F. Chen, M. S. Fuhrer, D. C. Glattli y A. Bachtold, Phys.
Rev. Lett. 95, 196802 (2005))

El comportamiento de R4t en sistemas Luttinger multiterminales ha sido investigado en

la referencia [1]. Estimaciones anteriores para esta cantidad han sido realizadas basándo-

se en una interpretación de la fórmula de Landauer de dos terminales [32, 33]. Esto se

debe al hecho de que el transporte cuántico en sistemas Luttinger multiterminales es

en general un problema realmente complicado desde el punto de vista técnico. Otros

sistemas Luttinger multiterminales en geometŕıas tipo Y fueron considerados en el régi-

men de respuesta lineal en el voltaje y utilizando la aproximación de Hartree-Fock en la

interacción [34, 35].

En la Referencia [1] se estudia la resistencia de cuatro terminales en un ĺıquido de

Luttinger con una impureza, considerando acoplamientos entre el cable y las sondas de

voltaje, al orden más bajo en teoŕıa de perturbaciones con respecto a los acoplamientos

con las sondas de voltaje. Esto supone que los contactos son no invasivos. Dado que la no

invasividad es complicada de lograr experimentalmente, es de interés estudiar contactos

débilmente invasivos. En el Caṕıtulo 3, se estudiará el comportamiento de la resistencia

de cuatro terminales R4t en un ĺıquido de Luttinger con una impureza, considerando

el acoplamiento de las sondas de voltaje con el cable al orden siguiente en teoŕıa de

perturbaciones.
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1.2. Efecto Hall cuántico

El efecto Hall cuántico es uno de los fenómenos de la Materia Condensada más sor-

prendentes descubiertos en la segunda mitad del siglo XX. Dicho efecto se observa en

sistemas de electrones confinados en dos dimensiones en presencia de un campo magnéti-

co perpendicular. En la Figura 1.8 se muestra la configuración básica de este tipo de

experimento. La resistencia longitudinal se define

R
.
=
V

I
,

mientras que la resistencia transversal o resistencia Hall viene dada por

RH
.
=
VH
I
.

El efecto Hall clásico puede entenderse utilizando el modelo de Drude [36], y predice que

la resistencia Hall es proporcional al campo magnético aplicado

RH =
B

q nel
,

donde q es la carga de los portadores y nel es la densidad de portadores.

En el año 1980, von Klitzing, Dorda y Pepper descubren el efecto Hall cuántico entero

(IQHE) [37]. Realizando mediciones en gases de electrones en 2D en dispositivos MOS-

FET en presencia de campos magnéticos intensos, obtienen que para valores particulares

del campo la resistencia Hall está cuantizada segun la ley

RH =

(
h

e2

)
1

ν
, (1.4)

donde ν es un número entero, y la resistencia longitudinal

R→ 0

para dichos valores del campo magnético. Este resultado es universal, es decir, inde-

pendiente de las propiedades particulares de la muestra, tales como la geometŕıa, los

materiales utilizados para fabricar el gas de electrones 2D, y de la concentración o dis-

tribución de impurezas.

Tres años despúes del descubrimiento del efecto Hall Cuántico Entero, empleando mues-

tras de mayor calidad con mayor movilidad, Tsui, Störmer y Gossard descubren el efecto

Hall cuántico fraccionario (FQHE) [38]: la conductancia Hall tiene la forma (1.4) pero
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II

V VH

B

C1 C4
C2 C3

C5C6

Figura 1.8: Electrones en 2D en un campo magnético perpendicular B. Una corriente
I fluye entre los contactos C1 y C4. El voltaje longitudinal se mide entre los contactor
C5 y C6. El voltaje Hall se mide entre C3 y C5.

con ν = 1/3. Las part́ıculas condensan en estados cuánticos especiales cuyas excitacio-

nes tienen la propiedad de ser descriptos por números cuánticos fraccionarios. Más aún,

estos estados poseen propiedades exóticas, tales como carga fraccionaria y estad́ısticas

fraccionarias, esto es, estad́ısticas intermedias entre las de Bose y Fermi. Posteriormente

fue hallada toda otra serie de fracciones.

En la Figura 1.9 se muestran los resultados de un experimento de transporte en el

régimen de efecto Hall cuántico. Puede verse que en lugar de obtener el resultado clásico,

vemos una serie de plateaus Hall, en los cuales ρxy es una constante universal

ρxy = −1

ν

h

e2
,

independiente de los detalles microscópicos y de la intensidad precisa del campo magnéti-

co. Asociado a cada uno de estos plateaus, la resistencia longitudinal ρxx se anula, es

decir, no hay disipación para la corriente en el dispositivo.

En lo que sigue, haremos un breve resumen de los dispositivos en los que se presenta el

efecto, y a continuación una śıntesis de los conceptos necesarios para comprender estos

fenómenos.

1.2.1. Sistemas de electrones bidimensionales

La historia del efecto Hall cuántico está ı́ntimamente ligada a avances tecnológicos en

la fabricación de sistemas de electrones 2D con movilidades electrónicas elevadas. La

alta movilidad de los electrones es la que permite medir la estructura fina de la curva
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Figura 1.9: Mediciones de la resistencia longitudinal R y resistencia Hall RH en
función del campo magnético, aplicado. Pueden observarse los distintos plateaus en RH

y la resistencia R nula correspondiente, para llenados enteros y fraccionarios (H. L.
Störmer, Physica B 177 401 (1992)).

Hall y detectar los estados más frágiles, tales como los estados fraccionarios 5/2, 7/2

y 4/11. Al d́ıa de hoy, las mejores muestras logradas poseen movilidades del orden de

µ ∼ 107 cm2/V s, en heteroestructuras de GaAs/AlGaAs.

1.2.1.1. Transistores de efecto de campo

Las muestras utilizadas en el descubrimiento y en los primeros estudios del IQHE son

los transistores de efecto de campo de semiconductores metal-óxido (MOSFET), esque-

matizado en la Figura 1.10.

Una capa metálica es separada de un semiconductor (t́ıpicamente silicio dopado) por

una capa óxido aislante (por ejemplo Si O2). El potencial qúımico en la capa metálica

puede ser variado por un potencial de compuerta VG. A VG = 0, la enerǵıa de Fermi en

el semiconductor yace en el gap debajo de los niveles aceptores de los dopantes (Figura

1.11). Al bajar el potencial qúımico en el metal aplicando un potencial de compuerta

positivo VG > 0, uno introduce huecos en el metal que atraen electrones desde el semi-

conductor a la interfase semiconductor-aislante (Figura 1.12). Estos electrones pueblan

los niveles aceptores, y como consecuencia, las bandas del semiconductor se doblan ha-

cia abajo cuando se aproximan a la interfase, de modo que los niveles aceptores llenos
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Figura 1.10: Esquema de un
transistor de efecto de campo
MOSFET.
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z

semiconductoróxidometal

Figura 1.11: Estructura de ban-
das de un MOSFET a VG = 0.
En el semiconductor, la enerǵıa de
Fermi yace en el gap.
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niveles
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banda de
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EF

semiconductoróxidometal

Figura 1.12: El potencial qúımi-
co en la parte metálica puede con-
trolarse por un potencial de com-
puerta VG. Como consecuencia de
la introducción de huecos en el se-
miconductor, las bandas se doblan
hacia abajo.

conducción

banda de

niveles

aceptores

banda de

valencia

electrones

2D

z

VG

EF

semiconductoróxidometal

Figura 1.13: Por encima de un
voltaje de compuerta VG umbral,
la banda de conducción se llena en
la vecindad de la interfase con el
aislante.

yacen ahora por debajo de la enerǵıa de Fermi. Por encima de cierto voltaje de com-

puerta umbral, la banda de conducción en la vecindad de la interfase se llena también

con electrones (Figura 1.13). De este modo se obtiene un potencial confinante de forma

triangular para los electrones en la banda de conducción, cuya dinámica está cuantizada

en subbandas electrónicas discretas en la dirección perpendicular z. Naturalmente, las

funciones de onda electrónicas están extendidas en la dirección z, pero en dispositivos

MOSFET t́ıpicos sólo la subbanda más baja está llena, de modo que desde el punto de

vista dinámico, los electrones son bidimensionales.

Las densidades electrónicas 2D t́ıpicas en estos sistemas son del orden de nel ∼ 1011 cm−2,

esto es, mucho menores que en los metales convencionales. Esto resulta importante a la

hora de estudiar el IQHE y el FQHE, dado que para que estos efectos ocurran, la densi-

dad electrónica debe ser comparable con la densidad de flujo magnético nB = B/(h/e),

medida en unidades del cuanto de flujo h/e. Para metales convencionales, la densidad
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superficial es del orden de 1014 cm−2, y seŕıan necesarios campos magnéticos inaccesibles

(∼ 1000T ) para conseguir el régimen nel ∼ nB y observar estos efectos.

1.2.1.2. Heteroestructuras semiconductoras

La movilidad en los MOSFETs, que es t́ıpicamente del orden µ ∼ 106cm2/V s, está limi-

tada por la calidad de la interfase óxido-semiconductor. Esta dificultad técnica está re-

suelta en las heteroestructuras semiconductoras, siendo las más usuales las de GaAs/-

GaAsAl. Las mismas son fabricadas utilizando la técnica del haz molecular epitaxial

(MBE), mediante la cual pueden lograrse interfases de alta calidad con precisión casi

atómica, alcanzando movilidades del orden de µ ∼ 107cm2/V s, necesarias para observar

el FQHE.

En el caso genérico del GaAs/AlGaAs, los dos semiconductores no poseen el mismo gap,

siendo el del GaAs menor que el del GaAsAl, el cual es dopado qúımicamente por iones

donores a una cierta distancia de la interfase. La enerǵıa de Fermi es anclada por estos

niveles donores del GaAsAl, los cuales pueden tener una enerǵıa mayor que la banda

originalmente desocupada en la parte del GaAs, de modo que resulta energéticamente

favorable para los electrones en los niveles donores ocupar la banda de conducción del

GaAs en la vecindad de la interfase (Figura 1.14). Como consecuencia, las bandas de

enerǵıa del GaAsAl se doblan hacia arriba, mientras que las del GaAs se tuercen hacia

abajo. De manera similar a la mencionada anteriormente para el MOSFET, se obtiene

aśı un gas de electrones 2D en la interfase del lado del GaAs, con un potencial confinante

triangular (Figura 1.15).

1.2.2. Cuantización de Landau

El ingrediente básico para comprender tanto el IQHE como el FQHE es la cuantización

de Landau, esto es, resolver el problema de una part́ıcula cargada en 2D en un campo

magnético perpendicular.

Consideremos una part́ıcula confinada en el plano xy en un campo magnético perpen-

dicular uniforme B = Bẑ. Este campo puede describirse haciendo la elección del gauge

1

A(r) = −yBx̂,

de modo que ∇×A = Bẑ.

1Esta elección se conoce como gauge de Landau, apropiada para estudiar un sistema de forma rec-
tangular.
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dopantes

z

Ga As Al Ga As

Figura 1.14: Heteroestructura
semiconductora de GaAs/GaA-
sAl. Los dopantes son introduci-
dos en el GaAsAl a una cierta dis-
tancia de la interfase. La enerǵıa
de Fermi yace por debajo del gap
y es elevada por los niveles de los
dopantes. La banda de conducción
tiene una enerǵıa menor que la de
los dopantes, de modo que los elec-
trones pueblan la banda de con-
ducción del GaAs en la vecindad
de la interfase.

electrones 2D

EF

dopantes

z

Ga As Al Ga As

Figura 1.15: Heteroestructu-
ra semiconductora GaAs/GaAsAl.
La polarización dobla las bandas
en la vecindad de la interfase, y el
gas de electrones 2D se forma en
el lado del GaAs.

El Hamiltoniano de una part́ıcula en el campo magnético viene dado por 2

H =
1

2m

(
p +

e

c
A
)2

=
1

2m

[(
px +

eB

c
y

)2

+ p2
y

]
(1.5)

donde m es la masa efectiva de los electrones en la red. El paso siguiente es resolver la

ecuación de autovalores y hallar los niveles de enerǵıa y sus respectivas autofunciones.

Los cálculos detallados se presentan por completitud en el Apéndice A, Sección A.1.

Las autoenerǵıas del Hamiltoniano (1.5) resultan ser del tipo del oscilador armónico

En = }ωC
(
n+

1

2

)
,

2Puede argumentarse que los electrones no son libres, sino que experimentan el potencial periódico
de la red cristalina. Sin embargo, puede mostrarse que el tratamiento es correcto siempre y cuando el
espaciado de la red a sea mucho menor que la longitud magnética lB =

√
}/eB, condición que se cumple

en los experimentos.
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y las autofunciones asociadas (salvo un factor de normalización)

ψkx,n(r) =
[
π22n(n!)2

]−1/4
eikxx

× exp

[
−1

2

(
y

lB
− lBkx

)2
]
Hn

(
y

lB
− lBkx

)
,

donde ωC es la frecuencia ciclotrónica

ωC
.
=
eB

mc
,

Hn es el n-ésimo polinomio de Hermite, y lB es la longitud magnética

lB =

√
}c
eB

.

Los niveles de enerǵıa calculados se conocen como niveles de Landau. Dado que la enerǵıa

no depende del número kx, los niveles son degenerados. Si las dimensiones de la muestra

son Lx, Ly, el número total de estados en cada nivel de Landau viene dado por

N = NΦ,

donde

NΦ
.
=
BLxLy

Φ0
,

y Φ0 es el cuanto de flujo

Φ0
.
=
hc

e
.

Hasta aqúı hemos considerado una sola part́ıcula y sus posibles estados. Consideremos

ahora N electrones independientes a temperatura cero. Debido al Principio de Exclusión

de Pauli, los electrones ocupan preferencialmente los niveles de Landau más bajos. Una

vez que un dado nivel se llena, los electrones restantes tienden a ocupar los niveles

siguientes. Para describir el llenado de los niveles de Landau, es útil introducir la razón

entre el número de electrones Nel = nelA y el número de cuantos de flujo

ν
.
=
Nel

NΦ
=
hnel
eB

,

cantidad que se conoce como factor de llenado. A número de part́ıculas fijo, una dismi-

nución del campo magnético se corresponde con un incremento en el factor de llenado.
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1.2.3. Efecto Hall cuántico entero

El tratamiento mecanocuántico del 2DEG en un campo magnético perpendicular es

el punto de partida pra entender las propiedades básicas del efecto Hall cuántico. Sin

embargo, es necesario relacionar la cuantización de la enerǵıa cinética con la cuantización

de la resistencia, que es la caracteŕıstica esencial del IQHE. Consideremos la fórmula

clásica para la resistencia Hall

RH =
B

ρec
.

A factores de llenado ν = ρΦ0/B enteros, la ecuación se reduce a

RH =
h

ne2
,

que es el valor preciso de la resistencia Hall cuantizada. Sin embargo, esto no explica

el IQHE, dado que RH está cuantizada para cualquier valor de llenado ν cercano a un

número entero.

La clave para entender el fenómeno, está en el efecto del desorden. No entraremos aqúı en

los detalles del problema, pero puede hacerse una idea de lo que sucede razonando

semiclásicamente. En el volumen, el potencial producido por las impurezas presentes

en la muestra, hace que los electrones giren en órbitas alrededor de las mismas (ver

Figura 1.16). Si las ĺıneas equipotenciales son cerradas, lo cual sucede para la mayoŕıa

de las mismas, los electrones no pueden viajar desde un contacto a otro. Por lo tanto, los

electrones que se mueven en órbitas cerradas no contribuyen al transporte electrónico:

el electrón está localizado. En el borde, las ĺıneas equipotenciales reflejan el potencial

confinante, el cual es cero en el volumen y crece rápidamente al acercarse a ymin e ymax.

En este caso, las ĺıneas son abiertas y conectan un contacto con el otro. Los electrones

que ocupan estados cuánticos en estas ĺıneas equipotenciales, conocidos como estados

extendidos, son los que efectivamente contribuyen al transporte electrónico.

Calculamos la conductancia de un nivel de Landau completamente lleno, es decir, todos

los niveles del n-ésimo nivel de Landau están ocupados. La corriente que fluye desde el

contacto de la izquierda hacia el de la derecha se calcula

Ixn = − e
L

∑
k

〈n, k| vx |n, k〉 ,

donde la suma se extiende a todos los canales cuánticos NB etiquetados por el vector de

onda k = 2mπ/L,

〈n, k| vx |n, k〉 =
1

}
∂εn,k
∂k

=
L

2π}
∆εn,k
∆k

.
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ymax

ymin

Figura 1.16: Potencial electrostático en la muestra. Los contactos metálicos están
descriptos por potenciales qúımicos µL y µR. La muestra está confinada en la dirección
y entre ymin e ymax. Las ĺıneas finas indican las ĺıneas equipotenciales. En los bordes
de la muestra, las ĺıneas conectan los dos contactos debido al potencial confinante.

Esta expresión se puede evaluar dando por resultado

In = − e
}

(µmax − µmin) =
e2

h
V.

Cada nivel de Landau contribuye en un cuanto de conductancia GQ = e2/h al transporte

electrónico, y n niveles de Landau completamente llenos contribuyen

G =
n−1∑
m=0

Gm = n
e2

h
.

Notemos que este es un caso particular de la formula de Landauer-Büttiker para el

transporte

Gn =
e2

h
Tn

a través de un canal de conducción n, donde Tn es el coeficiente de transmisión del canal.

El hecho de que la transmisión sea perfecta, puede entenderse a partir del esquema de

estados de borde introducido anteriormente (ver Figura 1.17). Consideremos, sin pérdida

de generalidad, el borde de arriba. El estado de borde correspondiente al n-ésimo LL es

aquél situado en ymax, donde el n-ésimo LL cruza la enerǵıa de Fermi y donde el factor

de llenado salta de ν = n+ 1 a n. La deformación hacia arriba inducida por el potencial

confinante impone una dirección particular al movimiento electrónico. Este movimiento

unidireccional se conoce como quiralidad del estado de borde. La quiralidad es la misma

para todos los estados de borde n en el mismo lado de la muestra. Por lo tanto, si

un electrón es dispersado desde un canal n hacia un canal n′ en el mismo borde, éste
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Figura 1.17: Estados de borde. Izquierda: Los niveles de Landau se doblan hacia
arriba al aproximarse al borde de la muestra. A cada LL n puede asociarse un valor
ynmax donde el LL cruza el potencial qúımico µmax. Derecha: En cada posición ynmax,
el factor de llenado decrece en 1. El n-ésimo estado de borde está asociado con en ynmax

y el gradiente del potencial de confinamiento impone una dirección para la deriva Hall
de dicho estado (quiralidad). La quiralidad es la misma para todos los estados de borde
(en el mismo borde).

no puede cambiar su dirección. Esto implica que los procesos de backscattering están

suprimidos y los electrones se propagan sin disipación desde un contacto al otro.

De este modo, los electrones en el borde superior e inferior están a potenciales qúımicos

µL y µR respectivamente. La diferencia de potencial entre ambos bordes V es entonces

eV = µL − µR, y esto da lugar a una resistencia Hall

RH = G−1 =
h

e2

1

n
,

que es el resultado obtenido experimentalmente.

Luego de los trabajos de Thouless et al. [39] y Niu et al. [40], se entendió que estos

estados tienen una naturaleza topológica. Esto consituye el preludio de la revolución

topológica que tuvo lugar a partir del descubrimiento de los aisladores topológicos.

1.2.4. Efecto Hall cuántico fraccionario

En la Subsección anterior, vimos que las caracteŕısticas esenciales del IQHE pueden

entenderse en el marco de 1-part́ıcula, esto es, en términos de la cuantización de Landau.

A factores de llenado enteros ν = n (n niveles de Landau llenos), un electrón adicional es

forzado a ocupar el nivel siguiente debido al Principio de Exclusión de Pauli. Este electron

debe “pagar” una enerǵıa adicional }ωC y es localizado por las impurezas presentes en

la muestra. En estos términos, es imposible entonces entender el efecto Hall cuántico

fraccionario: si sólo consideramos la enerǵıa cinética, el estado fundamental en ν = 1/3

es altamente degenerado y aparentemente no hay gap presente en el sistema.
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Hasta aqúı hemos despreciado la interacción coulombiana entre los electrones, la cual

resulta crucial para poder comprender el FQHE. La teoŕıa del FQHE con ν = 1/m con

m impar, fue desarrollada por Laughlin [41]. Estos estados están asociados a la forma-

ción de un ĺıquido electrónico correlacionado incompresible. No presentaremos aqúı la

teoŕıa detallada, dado que no resulta relevante para el presente trabajo. Sin embargo,

las propiedades de transporte pueden entenderse de manera análoga al IQHE conside-

rando los estados de borde presentes en el FQHE. En un dado plateau, el transporte se

debe exclusivamente a los estados de borde, mientras que los estados del volumen están

localizados de manera similar al IQHE. Los estados de borde en la serie de Laughlin,

pueden modelarse como ĺıquidos de Luttinger quirales [42–49]. Los ĺıquidos de Luttin-

ger quirales difieren de los metales convencionales (3D) en la ausencia de un polo de

part́ıcula simple en la densidad espectral: aparecen dependencias tipo ley de potencias

en el momento y en la frecuencia. En experimentos de transporte en los cuales se inyecta

o se remueve un electrón del ĺıquido a través de una barrera tunneling, se observan leyes

de potencia. Esto ocurre tanto en la corriente de tuneleo o en la conductancia diferencial

como función de la enerǵıa, donde esta enerǵıa está fijada por un voltaje externo o por

la temperatura.

Para los ĺıquidos de Luttinger quirales, la relación corriente- voltaje satisface una ley de

potencias

I ∼ V α,

donde α = 1/ν = m, con m impar. El exponente es universal para fluidos fraccionarios

incompresibles en la serie de Lauhglin.

Para fracciones observadas que no pertenecen a la serie de Laughlin, los estados de

borde tienen una estructura más complicada, estando formados por varios ĺıquidos de

Luttinger quirales con distintas fracciones, que pueden además propagarse en distintos

sentidos.

Recientemente [50], se han realizado experimentos de transporte de calor en los que se

pone de manifiesto la naturaleza quiral de los estados de borde del efecto Hall entero.

Dichos experimentos se comentan en el Caṕıtulo 4, y están basados en contactos de

tipo tunneling entre el estado de borde y los reservorios. En el Caṕıtulo 4, analizamos

el comportamiento de dicho transporte térmico, y su correspondiente sensado mediante

termómetros, cuando los contactos son de tipo capacitivo [51]. Los comparamos con el

caso tunneling y extendemos el estudio al caso de llenados fraccionarios de la secuencia

ν = 1/m con m impar.
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Metodoloǵıa - Técnicas empleadas

En el presente Caṕıtulo se exponen las técnicas y herramientas teóricas utilizadas para

resolver los problemas estudiados en esta Tesis, a saber, la teoŕıa cuántica de muchos

cuerpos fuera del equilibrio y la bosonización.

2.1. Teoŕıa cuántica de muchos cuerpos fuera del equilibrio

Uno de los problemas centrales de la teoŕıa de muchos cuerpos fuera del equilibrio es

calcular funciones de correlación en tiempo real, bajo condiciones que apartan al sistema

estudiado del equilibrio termodinámico. La presencia de interacciones dependientes del

tiempo es uno de los ejemplos más directos de esta situación. A continuación haremos

un breve repaso de la teoŕıa de perturbaciones convencional [52, 53], mostrando en

qué aspectos falla cuando se consideran sistemas fuera del equilibrio.

La teoŕıa de muchos cuerpos fuera del equilibrio fue formulada por Schwinger [54], Baym

y Kadanoff [55], Baym [56], Keldysh [57]. En lo que sigue presentamos una śıntesis de

las referencias [58, 59], donde pueden consultarse referencias más espećıficas.

2.1.1. Limitaciones de la teoŕıa de muchos cuerpos convencional

Uno de los objetos centrales de la teoŕıa de perturbaciones en sistemas de muchas part́ıcu-

las es la función de Green. La función de Green temporalmente ordenada de 1-part́ıcula

se define

iG(x, t;x′, t′) .
=
〈
T
[
ψ(x, t)ψ†(x′, t′)

]〉
= TrρT

[
ψ(x, t)ψ†(x′, t′)

]
,

20
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donde los operadores ψ son operadores de campo en el esquema de Heisenberg, ρ es una

matriz densidad arbitraria, y el orden cronológico T se define como

Tψ(x, t)ψ†(x′, t′) .
= θ(t− t′)ψ(x, t)ψ†(x′, t′)± θ(t′ − t)ψ†(x′, t′)ψ(x, t),

donde el signo + corresponde a bosones y el − a fermiones.

Consideremos una matriz densidad genérica

ρ =
∑

Φ

pΦ |Φ〉 〈Φ| ,

donde |Φ〉 es un estado cuántico arbitrario y pΦ la probabilidad asociada a dicho estado.

Recordemos que en el esquema de Heisenberg, la matriz densidad es independiente del

tiempo. Reemplazando (2.1.1) en (2.1.1), se obtiene G =
∑
GΦ, donde

iGΦ(x, t;x′, t′) = 〈Φ|T
[
ψ(x, t)ψ†(x′, t′)

]
|Φ〉 .

Supongamos que el Hamiltoniano se puede expresar en la forma H(t) = H+H ′(t), donde

toda la dependencia con el tiempo se encuentra en H ′. H puede contener interacciones,

pero es independiente del tiempo. En el esquema de interacción, el operador de campo

evoluciona según la ecuación

ψ̂(x, t) = eiHtψ(x)e−iHt,

mientras que en el esquema de Heisenberg

ψ(x, t) = U†(t)ψ(x)U(t) = S(0, t)ψ̂(x, t),

con S(t, 0) = eiHtU(t), donde

U(t) = T exp

(
−i
∫ t

0
dt1H(t1)

)
es el operador evolución, y S es la Matriz de Scattering. De modo más general,

S(t, t′) = eiHtU(t, t′)e−iHt
′

= T exp

(
−i
∫ t

t′
dt1H

′(t1)

)
,

donde U(t, t′) = T exp
(
−i
∫ t
t′ dt1H(t1)

)
y Ĥ ′(t) = eiHtH ′(t)e−iHt es la perturbación

fuera del equilibrio en la representación de interacción.Sustituyendo estas relaciones en
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la (2.1) obtenemos

iGΦ(x, t;x′, t′) = 〈Φ|T
[
S(0, t)ψ̂(x, t)S(t, 0)S(0, t′)ψ̂†(x′, t′)S(t′, 0)

]
|Φ〉

Ahora bien, el estado en el esquema de interacción viene dado por

|Φ(t)〉I = S(t, 0) |Φ(0)〉I = S(t, 0) |Φ(0)〉 ,

ya que en t = 0 todos los esquemas coinciden. El estado en el tiempo t = 0 se puede

calcular a partir del estado en t = ±∞ utilizando la unitariedad de S, obteniendo

|Φ〉 = S(0,±∞) |Φ(±∞)〉 .

Reemplazando este resultado en (2.1.1) y utilizando propiedades de la matriz S, encon-

tramos

iGΦ(x, t;x′, t′) = 〈Φ(∞)|I S(∞, 0)T
[
S(0, t)ψ̂(x, t)S(t, t′)ψ̂†(x′, t′)S(t′, 0)

]
× S(0,−∞) |Φ(−∞)〉I .

Dado que la matriz S es de por śı un producto cronológico, es posible reordenar los

factores y obtener la expresión

iGΦ(x, t;x′, t′) = 〈Φ(∞)|I T
[
S(∞,−∞)ψ̂(x, t)ψ̂†(x′, t′)

]
|Φ(−∞)〉I . (2.1)

Hasta aqúı el desarrollo es válido en general, tanto en equilibrio como fuera del equilibrio.

Es en este punto donde difieren la teoŕıa de perturbaciones convencional de la teoŕıa de

perturbaciones fuera del equilibrio. En la teoŕıa convencional a temperatura cero, la

interacción es encendida adiabáticamente[52, 58]:

Hε = H + e−ε|t|H ′, ε > 0.

Elegimos |Φ〉 como |Ψ0〉, el estado fundamental de H = H + H ′, donde se supone que

el estado fundamental es no degenerado. Dado que la evolución temporal es adiabática,

podemos hacer uso del teorema adiabático y concluir que

|Φ(±∞)〉I = ĺım
ε→0
Sε(±∞, 0) |Ψ0〉

son ambos autoestados de H. |Ψ0〉 es no degenerado, por lo cual los dos estados difieren

a lo sumo en un factor de fase

|Φ(∞)〉 = eiL |Φ(−∞)〉I . (2.2)
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Empleando la notación |Φ0〉 = |Φ(−∞)〉I , obtenemos

eiL = 〈Φ0| S(∞,−∞) |Φ0〉 .

La relación (2.2) es crucial para obtener la expansión perturbativa de la función de Green

en el equilibrio:

iG(x, t;x′, t′) =
〈Φ0|T

[
S(∞,−∞)ψ̂(x, t)ψ̂†(x′, t′)

]
|Φ0〉

〈Φ0|S(∞,−∞) |Φ0〉
,

y la matriz de dispersión tiene la siguiente expresión formal

S(∞,−∞) = T exp

(
−i
∫ ∞
−∞

dτ Ĥ ′(τ)

)
.

Fuera del equilibrio, el teorema adiabático deja de ser válido. Para el caso de un Ha-

miltoniano dependiente del tiempo H(t), la evolución temporal no es adiabática. En el

caso en que el Hamiltoniano es independiente del tiempo pero la matriz densidad es

arbitraria (estados estacionarios), el teorema tampoco es aplicable, dado que los estados

genéricos |Φ〉 no son necesariamente autoestados de H. Fuera del equilibrio |Φ(∞)〉 y

|Φ(−∞)〉 no se relacionan de un modo simple, dado que cuando un sistema es apartado

del equilibrio, el estado asintótico futuro es en general diferente del estado en el pasado

remoto. El propósito de las técnicas del contorno temporal cerrado, que describiremos

a continuación, es precisamente, el de eludir toda referencia al estado asintótico futuro

|Φ(∞)〉, basándo todo el desarrollo en el estado remoto |Φ(−∞)〉.

2.1.2. El contorno de Schwinger-Keldysh

Para formular la teoŕıa sin considerar el estado asintótico futuro |Φ(∞)〉, escribimos

|Φ(∞)〉I = S(∞,−∞) |Φ(−∞)〉I .

La ecuación (2.1) resulta entonces

iGΦ(x, t;x′, t′) = 〈Φ(−∞)|I S(−∞,∞)

× T
[
S(∞,−∞)ψ̂(x, t)ψ̂†(x′, t′)

]
|Φ(−∞)〉I .

Ahora bien, no es posible introducir el factor S(−∞,∞) dentro del orden cronológico y

asociarlo con el de evolución temporal hacia adelante S(∞,−∞). Una manera de sortear

este inconveniente, es introducimr un contorno de dos ramas C y un orden en el mismo
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producido por un operador TC . Este contorno, conocido como contorno de Schwinger-

Keldysh, consiste en dos ramas separadas C = C+ ∪ C−. La rama hacia adelante C+ se

extiende desde −∞ a∞ y la rama hacia atrás C− desde∞ hasta −∞. Extendemos tam-

bién las variables temporales t, t′, a variables definidas en el contorno τ, τ ′, y definimos

el objeto fundamental de la teoŕıa de muchos cuerpos fuera del equilibrio, la función de

Green temporalmente ordenada en el contorno

iG(x, t;x′, t′) =
〈
TC

[
ψ(x, τ)ψ†(x′, τ ′)

]〉
= Tr ρTC

[
ψ(x, τ)ψ†(x′, τ ′)

]
.

Con las variables y el orden a lo largo del contorno C, la expresión en el esquema de

interacción análoga a (2.1.2) es

iGΦ(x, τ ;x′, τ ′) = 〈Φ(−∞)|I T
[
SC(−∞,−∞)ψ̂(x, τ)ψ̂†(x′, τ ′)

]
|Φ(−∞)〉I ,

donde la matriz de dispersión SC en el contorno tiene la expresión formal

SC(−∞,−∞)
.
= TC exp

(
−i
∮
C
dτ1 Ĥ

′(τ1)

)
,

y la integral es una integral de ĺınea a lo largo del contorno C. Notemos que, a diferencia

de lo que ocurre en las teoŕıas en equilibrio, en la expansión perturbativa no aparece el

factor de fase en el denominador.

De acuerdo a la discusión previa, la función de Green completa viene dada por

iG(x, τ ;x′, τ ′) = Tr ρ(−∞)TC

[
SC(−∞,−∞)ψ̂(x, τ)ψ̂(x′, τ ′)

]
donde la matriz densidad está definida por

ρ(−∞)
.
=
∑

Φ

pΦ |Φ(−∞)〉I 〈Φ(−∞)|I ,

donde ahora los estados no están en el esquema de Heisenberg sino en el esquema de

interacción en el pasado remoto |Φ(−∞)〉I . La matriz densidad en el instante t = 0

puede cacularse utilizando la matriz de scattering

ρ(0) = S(0,−∞)ρ(−∞)S(−∞, 0).

Hasta aqúı el tratamiento es general. Ahora, en la teoŕıa de Keldysh la perturbación de

no equilibrio V es encendida adiabáticamente en el pasado remoto t = −∞ y permanece

hasta el presente t = 0, sin ser apagada. De este modo es posible estudiar estados

estacionarios fuera del equilibrio, mucho tiempo después de que el sistema fuera sacado
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del equilibrio. La matriz densidad ρ(−∞) se puede identificar como la matriz densidad

del sistema en el pasado remoto cuando la perturbación de no equilibrio está apagada.

ρ(−∞) evoluciona en la forma usual con la matriz de dispersión S(0,−∞) a una matriz

densidad de no equilibrio ρ. Usualmente, ρ(−∞) es una distribución de equilibrio

ρ(−∞) = e−βH/Z,

donde β = 1/kBT y Z es la función de partición.

2.1.3. Ecuación de Dyson en el contorno

A partir de la ecuación (2.1.2) y (2.1.2), la función de Green completa de 1 part́ıcula

tiene la expresión

iG(x, τ ;x′, τ ′) = Tr ρ(−∞)TC

[
exp

(
−i
∮
C
dτ1 Ĥ

′(τ1)

)
ψ̂(x, τ)ψ̂(x′, τ ′)

]
.

El desarrollo perturbativo se obtiene expandiendo la exponencial

iG(x, τ ;x′, τ ′) =
∞∑
n=0

(−i)n
n!

∮
C
dτ1 . . .

∮
C
dτn

×
〈
ψ̂(x, τ) Ĥ ′(τ1) Ĥ ′(τ2) . . . Ĥ ′(τn)ψ̂(x′, τ ′)

〉
,

donde el valor medio representa la traza con la matriz densidad ρ(−∞). Aqúı es po-

sible aplicar el teorema Wick: el valor medio se factoriza en el producto de todas las

contracciones[60]. De igual modo que en la Teoŕıa de Campos en equilibrio, las distintas

contribuciones a la expansión perturbativa pueden representarse utilizando diagramas

de Feynman.

La expansión perturbativa completa para la función de Green de 1-part́ıcula ordenada

en el contorno puede ser resumada en la forma de una ecuación integral, conocida como

ecuación de Dyson. Utilizando la notación 1
.
= (x1, τ1), 2

.
= (x2, τ2) , etc., la misma tiene
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la forma

G(1, 1′) = G0(1, 1′)

+

∫
d2G0(1, 2)U(2)G(2, 1′)

+

∫
d2

∫
d2G0(1, 2)Σ(2, 3)G(3, 1′)

G(1, 1′) = G0(1, 1′)

+

∫
d2G(1, 2)U(2)G0(2, 1′)

+

∫
d2

∫
d2G(1, 2)Σ(2, 3)G0(3, 1′)

donde G(1, 1′) .
= −i < TC [ψ(1)ψ†(1′)] > es la función de Green exacta y G0(1, 1′) .

=

−i < TC [ψ̂(1)ψ̂†(1′)] > es la función de Green no perturbada con operadores de campo en

el esquema de interacción, U(2) es un potencial de 1-part́ıcula y Σ(2, 3) es la autoenerǵıa

irreducible de 1-part́ıcula, que contiene toda la información acerca de las interacciones

de los campos ψ̂ con otros grados de libertad, asociados por ejemplo, a reservorios,

contactos, etc. El śımbolo integral supone una suma sobre todas las variables internas,∫
d2

.
=
∑

σ2

∫
dx2

∫
C dτ2. Por simplicidad utilizaremos la notación

G = G0 +G0UG+G0ΣG

G = G0 +GUG0 +GΣG0

2.1.3.1. Relación con las funciones de Green en tiempo real

La función de Green en el contorno representa cuatro funciones distintas, dependiendo

de en qué rama se encuentren τ y τ ′

G(x, τ ;x′, τ ′) =



GT (x, t;x′, t′) .
= −i

〈
T
[
ψ(x, t)ψ†(x′, t′)

]〉
si τ, τ ′ ∈ C+

G<(x, t;x′, t′) .
= i
〈[
ψ†(x′, t′)ψ(x, t)

]〉
si τ ∈ C+, τ

′ ∈ C−
G>(x, t;x′, t′) .

= i
〈[
ψ(x, t)ψ†(x′, t′)

]〉
si τ ∈ C−, τ ′ ∈ C+

G<(x, t;x′, t′) .
= −i

〈
T̃
[
ψ†(x′, t′)ψ(x, t)

]〉
si τ, τ ′ ∈ C−

,

dondeGT yGT̃ son las funciónes de Green temporalmente ordenada y anti-temporalmente

ordenada respectivamente. G<,> son las funciones menores y mayores, llamadas tam-

bién funciones de correlación. Es conveniente definir una función de Green matricial en

tiempo real

G =

[
GT G<

G> GT̃

]
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Dado que GT+GT̃ = G<+G>, sólo tres de estas funciones son independientes. Definimos

las funciones de Green retardada y avanzada

GR(x, t;x′, t′) = −iθ(t− t′)
〈[
ψ(x, t), ψ†(x′, t′)

]
+−

〉
GA(x, t;x′, t′) = iθ(t′ − t)

〈[
ψ(x, t), ψ†(x′, t′)

]
+−

〉
,

donde los signos + y − valen para fermiones y bosones respectivamente. Puede probarse

que

GR = GT −G<

GA = GT −G>.

2.1.4. Teorema de Langreth

Consideremos los “productos matriciales” que aparecen en las ecuaciones de Dyson

(2.1.3) y (2.1.3). Estos son integrales de convolución en el contorno de dos ramas. Con-

sideremos primero el producto de dos cantidades ordenadas en el contorno

C(1, 1′) =

∫
d2A(1, 2)B(2, 1′)

o en notación matricial

C = AB

Para convertir este producto en una integral sobre el eje real que involucre a las compo-

nentes en tiempo real de A y B, apelamos al Teorema de Langreth[61]:

(AB)
<
> = ARB

<
> +A

<
>BA

(AB)R,A = AR,ABR,A,

donde los productos matriciales del lado derecho consisten en suma sobre los grados

internos de libertad (esṕın y coordenadas espaciales) e integrales de convolución en el

tiempo en el eje real desde −∞ a ∞.

2.2. Ĺıquidos de Luttinger

Los f́ısica de los sistemas estudiados en esta Tesis puede ser capturada por modelos

unidimensionales (1D). Las propiedades de estos sistemas interactuantes difieren radi-

calmente de sus contrapartes en tres dimensiones. Estas peculiaridades dieron lugar a
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una nueva clase de universalidad, denominada ĺıquido de Luttinger [62, 63]. A conti-

nuación se describen estas diferencias, y se detalla el procedimiento de bosonización, un

método estándar para tratar sistemas interactuantes en una dimensión [64–66].

2.2.1. Colapso de la Teoŕıa del ĺıquido de Fermi en una dimensión

La teoŕıa del ĺıquido de Fermi en tres dimensiones se basa en la existencia de cua-

sipart́ıculas (cuasihuecos) de larga vida media cuando la enerǵıa de excitación tiende

a cero, o de manera equivalente, cuando la enerǵıa se aproxima a la enerǵıa de Fer-

mi [67]. Estas cuasipart́ıculas (cuasihuecos) pueden ser puestas en correspondencia uno

a uno con los electrones (huecos) del gas sin interacción, encendiendo las interacciones

electrón-electrón de forma adiabática. En efecto, las funciones de Green de las part́ıculas

libres y de las cuasipart́ıculas están dadas respectivamente por

G0(k, ω) =
1

ω − εk
G(k, ω) =

Zk

ω − ε∗k
,

donde εk y ε∗k son respectivas relaciones de dispersión, y Zk representa el peso de la

cuasipart́ıcula, que se calcula mediante la expresión

Zk =

(
1− ∂Σ(k, ω)

∂ω

)−1

,

donde Σ(k, ω) es la autoenerǵıa dada por

Σ(k, ω) = G−1
0 (k, ω)−G−1(k, ω).

Este modelo deja de ser válido en una dimensión. Esto es consecuencia de la estructura

del espacio de fases, en particular, del hecho de que la superficie de Fermi consiste de dos

puntos discretos (±kF ) en lugar de una ĺınea o una superficie, y que para cada rama de

la dispersión momento-enerǵıa (movimiento a izquierda o a derecha) el vector de onda

determina uńıvocamente la enerǵıa. Algunas consecuencias notables son:

1. El espacio de fases en 1D reducido conduce a una tasa de scattering de las cuasi-

part́ıculas Im Σ(k, ω) ∝ |k − kF | y ∝ ω en lugar de las dependencias |k − kF |2 y

ω2 en dos y tres dimensiones, y a una divergencia logaŕıtmica en Re Σ en E = EF ,

donde EF es la enerǵıa de Fermi.

2. Aparecen divergencias logaŕıtmicas en operadores de interacción de dos part́ıculas

en segundo orden en teoŕıa de perturbaciones.
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3. La divergencia logaŕıtmica en EF implica que el peso de cuasipart́ıcula se anula.

Por lo tanto, la correspondencia uno a uno con los estados no perturbados deja de

ser válida.

4. Las excitaciones de baja enerǵıa del tipo electrón-hueco pueden ocurrir alrededor

de los dos puntos de Fermi ±kF con pequeña transferencia de momento q � kF ,

o sobre el mar de Fermi con transferencia de momento q ≈ 2kF . Esto indica que a

medida que la enerǵıa de excitación se aproxima a cero, hay una región prohibida

para las excitaciones electrón-hueco en 0 < q < 2kF .

5. Las excitaciones elementales de carga y de esṕın se propagan a velocidades dife-

rentes. La presencia de modos bosónicos de carga y de esṕın sin gap a baja enerǵıa

es consecuencia de la respuesta finita de esṕın y de densidad de carga a q y ω

pequeños.

Dado que el ĺıquido de Fermi no es un punto de partida válido a la hora de tratar

sistemas de electrones 1D interactuantes, es necesario un nuevo modelo. En lo que si-

gue trataremos un modelo de electrones 1D interactuantes, conocido como Ĺıquido de

Luttinger y su solución por medio de la bosonización.

2.2.2. Modelo de Luttinger y Bosonización

El modelo de Luttinger es un modelo idealizado de electrones interactuantes en 1D que es

exactamente soluble debido a que la relación de dispersión se considera lineal alrededor

de ±kF , y a que se desprecian las interacciones tipo backscattering. El Hamiltoniano de

Luttinger definido en una ĺınea de longitud L viene dado por [68–70]

HLutt = H0 +HI ,

donde el término cinético H0 y el de interacción forwardscattering HI vienen dados por

H0 = −ivF
∫ L

0
dxΨ†(x)σz∂xΨ(x)

= −ivF
∫ L

0
dx
[
ψ†R(x)∂xψR(x)− ψ†L(x)∂xψL(x)

]
= vF

∑
k

k
(
c†R,kcR,k − c

†
L,kcL,k

)
HI = 2

λvF
L

∑
k,k′,q

uq

(
c†R,kcR,k+qc

†
L,k′cL,k′−q

)
.



Caṕıtulo 2. Metodoloǵıa - Técnicas Empleadas 30

Aqúı vF es la velocidad de Fermi, Ψ† = (ψL, ψR), σz es componente z del vector de

matrices de Pauli, y los sub́ındices L y R se refieren a las ramas izquierda y derecha de

la relación de dispersión, respectivamente.

La bosonización es una manera natural de atacar el problema de fermiones interactuan-

tes en 1D, dado que para sistemas dominados por interacciones forward scattering, las

excitaciones elementales son modos bosónicos con dispersión lineal. La idea central del

método yace en el rol crucial que juegan los operadores densidad

ρi,q =
∑
k

c†i,k+qcik

ρi,−q =
∑
k

c†i,k−qcik,

donde q > 0 e i = L,R. Esta definición no es completamente rigurosa, y conduce a

ambigüedades para q = 0 [71, 72]. Para q = 0 debe tomarse el orden normal sustrayendo

el valor de expectación de ρi,q=0 en el estado fundamental del mar de Fermi lleno

ρi,q=0 =
∑
k

[
c†i,k+qcik − 〈0| c

†
i,k+qcik |0〉

]
Las relaciones de conmutación para estos operadores resultan ser

[ρi,q, ρj,−q′ ] = −sgn(i)Lq

2π
δi,jδq,q′ ,

donde sgn(i) = +1 para i = R y sgn(i) = −1 para i = L. A partir de estas relaciones se

pueden definir operadores de creación y destrucción

a†q =

√
2π

L|q|ρR,q a†−q =

√
2π

L|q|ρL,−q

aq =

√
2π

L|q|ρR,−q a−q =

√
2π

L|q|ρL,q.

Notemos que no hay modo bosónico con q = 0. El término cinético del Hamiltoniano se

puede escribir en términos de estos operadores en la forma

H0 = vF
∑
q>0

|q|
(
a†qaq + a†−q + a−q

)
+
vF
L

[
N2
R +N2

L

]
.

En términos de los operadores de densidad, el término de interacción que describe pro-

cesos forward scattering resulta

Hfor =
π

L

∑
q

[Vq (ρR,qρR,−q + ρL,qρL,−q) + Uq (ρR,qρL,−q + ρR,−qρL,q)] .
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En términos de los operadores bosónicos el Hamiltoniano total asume la forma cuadrática

H = −1

2

∑
q

vF |q|+
π

2L

[
vN

(
kFL

π
+NR +NL

)2

+ vJ (NR −NL)2

]

+
1

2

∑
q

|q|
[
(vF + Vq)

(
a†qaq + aqa

†
q

)
+ Uq

(
a†qa
†
−q + aqa−q

)]
,

donde las velocidades vN = vF +V0 +U0 y vJ = vF +V0−U0 caracterizan la propagación

de los modos de carga y de corriente asociados a combinaciones simétricas y antisimétri-

cas de NR y NL respectivamente a bajas enerǵıas, con N = (kFL)/π + NR + NL y

J = NR −NL. Esta forma cuadrática se puede diagonalizar por medio de una transfor-

mación de Bogoliubov

b†q = cosh(φq)a
†
q − sinh(φq)a−q,

donde φq = 1
2 tanh−1[−Uq/(vF + Vq)]. El Hamiltoniano resultante es

H =
∑

ωqb
†
qbq +

1

2

∑
q

(ωq − vF |q|) +
π

2L

[
vNN

2 + vJJ
2
]
,

donde ωq =
√

(vF + Vq)2 − U qq |q|, mientras que la velocidad del bosón vq →
√

(vF + Vq)2 − U qq
cuando q → 0. Para este Hamiltoniano, los números cuánticos N y J asociados a la carga

total y la corriente son cantidades conservadas. De la forma del Hamiltoniano se puede

ver que las excitaciones de baja enerǵıa de este sistema de fermiones interactuantes en 1D

son modos bosónicos. Puede probarse que la representación bosónica genera un espacio

de Hilbert completo equivalente al espacio de Hilbert fermiónico original [72, 73].

Los operadores de campo fermiónicos ψ pueden expresarse en términos de operadores

bosónicos φ. La expresión de Luther-Peschel para el campo fermiónico ψLP,i(x) viene

dada por

ψLP,i(x) =
1

2πa
exp[ikFx+ iφi(x)],

donde i = L,R, a es un regulador y

φi(x) = −2πi

L

∑
q>0

e−aq/2

q

[
ρi,−qeiqx − ρi,qe−iqx

]
.

El operador densidad en el espacio real ρi(x) se puede escribir como

ρi(x) =
1

L

∑
q>0

[
ρi,−qeiqx + ρi,qe

−iqx]
= ĺım

a→0

(
1

2π
∂xφi(x)

)
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Utilizando la identidad

eAeB = e[A,B]eBeA,

válida cuando [A,B] es un c-número, puede mostrarse que la expresión (2.2.2) para el

campo fermiónico satisface las relaciones de anticonmutación correctas. A partir de dicha

expresión es posible deducir todas las leyes de potencia que gobiernan las funciones de

Green de una y varias part́ıculas [70, 74–76].

2.2.3. Ĺıquidos de Luttinger quirales

El borde unidimensional del fluido Hall cuántico fraccionario es un sistema fuertemente

interactuante en el cual los procesos de backscattering están suprimidos. En lo que sigue

consideraremos el caso de un fluido de Laughlin con llenado ν = 1/m con m impar.

Basado en la observación de que el fluido Hall fraccionario es irrotacional e incompresible,

Wen [42, 44] desarrolló una teoŕıa hidrodinámica de estos estados, que presentamos a

continuación. Si llamamos ρ(x) a la densidad en el borde, ésta satisface la ecuación

∂tρ(x)− v∂xρ(x) = 0.

En un fluido incompresible, la ausencia de disipación y la presencia de una conductancia

Hall distinta de cero, genera una corriente persistente a lo largo del borde debido al

campo eléctrico en la frontera

j = σxy ẑ ×E = σxy ẑ × [−∇V ], σxy = ν
e2

h

donde V es el potencial del borde. Los electrones se mueven en órbitas semiclásicas y

fluyen con velocidad v = (E/B)c. Introduciendo el desplazamiento vertical h(x) en la

posición x a lo largo del borde, relacionado con la densidad por

h(x) = ρ(x)n, n = ν
eB

hc

donde n es la densidad promedio del fluido Hall fraccionario en el volumen, obtenemos

el Hamiltoniano asociado a la onda quiral

H =

∫
dx

1

2
eρ(x)h(x)E =

1

2

∫
dx[ρ(x)]2

e

n
= π}

v

ν

∫
dx[ρ(x)]2.
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Transformando a la representación de momentos

ρq =
1√
L

∫
dx eiqxρ(x)

ρ(x) =
1√
L

∑
q

ρqe
−iqx,

obtenemos

H = 2π}
v

ν

∑
q>0

ρqρ−q.

Esto da una correspondiente ecuación de onda en el espacio k

ρ̇q = −ivqρq.

Las ecuaciones de Hamilton para las coordenadas y los momentos

q̇q =
∂H

∂pq
ṗq = −∂H

∂qq

nos permiten identificar

qq = ρq, k > 0, pq =
ih

νq
ρ−q, k < 0

El paso final es cuantizar el Hamiltoniano imponiendo las relaciones de conmutación

canónicas

[qq, pq′ ] = i}δq,q′ ,

dando como resultado

[ρq, ρq′ ] =
ν

2π
qδq,−q′

[H, ρq] = −qvρq.

Salvo por el factor ν, estas expresiones son parecidas a las del ĺıquido de Luttinger

ordinario. Expresando los operadores de densidad en términos de operadores fermiónicos

de creación y destrucción,

ρq =
1√
L

∑
k

c†k+qck

ρ(x) =
1√
L

∑
q

ρqe
−iqx,
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y escribiendo el operador de campo fermiónico ψ(x) en términos del operador de des-

trucción

ψ(x) =
1√
L

∑
k

cke
ikx,

obtenemos la relación de conmutación

[ρ(x), ψ(x′)] = −δ(x− x′)ψ(x),

la cual es satisfecha por una representación de ψ(x) en la forma ψ̃(x):

ψ̃(x) ∝ ei(1/ν)φ, ∂xφ = 2π}ρ,

donde φ(x) satisface la relación de conmutación

[φ(x), φ(x′)] = −iπν sgn(x− x′).

Para que la representación de ψ̃ sea válida, ψ̃ debe satisfacer la relacion de anticonmuta-

ción fermiónica usual {ψ̃(x), ψ̃(x′)} = 0. Haciendo uso de la identidad eAeB = e[A,B]eBeA

entre dos operadores cuyo conmutador [A,B] es proporcional a la identidad, encontramos

ψ̃(x)ψ̃(x′) = (−1)1/νψ̃(x′)ψ̃(x),

de lo cual se deduce que 1/ν debe ser un entero impar, lo cual es consistente con la

condición para un fluido Hall fraccionario simple del tipo de Laughlin.



Caṕıtulo 3

Resistencia de cuatro terminales

en un ĺıquido de Luttinger

3.1. Introducción

En este Caṕıtulo nos concentraremos en estudiar el transporte cuántico en dispositivos

unidimensionales, tales como cables cuánticos y nanotubos de carbono. En estos casos

el efecto de las interacciones electrón-electrón (e-e) es de crucial importancia, y una

descripción adecuada se basa en el Ĺıquido de Luttinger [77]. Como se mencionó en el

Caṕıtulo 1, Subección 1.1.2, éste está caracterizado por una ley de potencias en la curva

de tuneleo I − V [78].

La naturaleza del transporte en dispositivos mesoscópicos ha sido de central importan-

cia desde los comienzos en la teoŕıa del transporte cuántico, como se mencionó en el

Caṕıtulo 1. Landauer propuso su configuración experimental para estudiar el transporte

cuántico, en el cual una muestra mesoscópica se sitúa entre dos reservorios a potenciales

qúımicos distintos[10] (ver Caṕıtulo 1, Subsección 1.1.3). Büttiker mostró que la rela-

ción fundamental G = nG0 para la resistencia de dos terminales en un cable cuántico

no interactuante, donde n es el número de canales y G0 = 2e2/h se conoce como el

cuanto universal de conductancia [11]. Una de las consecuencias más importantes de

esta ley es que un sistema electrónico no interactuante y desprovisto de mecanismos de

dispersión inelástica tiene una resistencia considerable: para un dispositivo con un solo

canal G−1
0 = R0 ' 13kΩ. Este comportamiento resistivo se debe al acoplamiento entre el

sistema y los reservorios a través de los cuales es aplicado el voltaje. Por este motivo, esta

cantidad se conoce como la resistencia de contacto del sistema ideal no interactuante.

Es conveniente definir una magnitud f́ısica alternativa que describa el comportamien-

to resistivo de la muestra y que sea independiente de los efectos de los contactos. La

35
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idea principal es considerar el sistema mesoscópico acoplado localmente a sondas de

voltaje o de temperatura (termómetros), modelados como reservorios de part́ıculas. Los

potenciales qúımicos o temperaturas de los mismos satisfacen la condición de equilibrio

electroqúımico o térmico local con el sistema mesoscópico. Esto implica que los poten-

ciales qúımicos y temperaturas de los reservorios se ajustan de manera que los flujos

electrónico o caloŕıfico a través de los contactos se anulen. Para el caso de dos sondas de

voltaje conectadas a la muestra como en la Figura 1.5, la cáıda de voltaje vendrá dada

por (µ1−µ2)/e. La resistencia de cuatro terminales se define mediante la ecuación (1.3).

Este esquema para definir la resistencia de cuatro terminales fue extendido en el marco

de la Teoŕıa de Matriz de Scattering para configuraciones multiterminales[14, 15] en

cables de electrones no interactuantes con una [16, 17] y varias impurezas[18]. En las

referencias [16] y [17] se aclara que la inferencia de R4t a partir de cálculos basados en

una geometŕıa de dos terminales y en la fórmula original de Landauer [10] no siempre

es correcta, lo cual refuerza la importancia de considerar una configuración genuina de

cuatro terminales para evaluar esta cantidad adecuadamente.

Entre otras caracteŕısticas interesantes, para sistemas no interactuantes se ha predicho

que son posibles resistencias de cuatro terminales negativas[14, 16–19]. Esto es conse-

cuencia de la naturaleza coherente de la propagación electrónica a través de una muestra

donde sólo tienen lugar procesos de dispersión elástica con impurezas o barreras. Estas

resistencias (longitudinales) negativas en estructuras baĺısticas fueron medidas por pri-

mera vez a finales de la década del ’80 [20–22]. Este efecto fue también observado en un

experimento más reciente en estructuras semiconductoras[6]. Más recientemente, el com-

portamiento de R4t fue estudiado experimentalmente en nanotubos de carbono [23]. En

este caso, valores negativos para la resistencia de cuatro terminales fueron observados en

el régimen de baja temperatura. Cabe mencionar que el concepto de resistencia de cuatro

terminales, ha sido recientemente extendido al caso de sondas de voltaje dependientes

del tiempo para sistemas no interactuantes, dando lugar al concepto de impedancia de

cuatro terminales[79, 80].

Es ampliamente aceptado que el modelo de Luttinger de electrones en 1D captura las

principales caracteŕısticas obervadas en los experimentos de transporte en nanotubos de

carbono [24–30]. En particular, las leyes de potencias de la corriente de tunneling como

función del voltaje y/o temperatura aplicados predichas por el modelo del ĺıquido de

Luttinger han sido observadas experimentalmente en estos sistemas[7, 8]. El comporta-

miento de R4t en sistemas Luttinger multiterminales ha sido investigado en la referencia

[1]. Estimaciones anteriores para esta cantidad han sido realizados basándose en una

interpretación de la fórmula de Landauer de dos teminales[32, 33]. Esto se debe al hecho

de que el transporte cuántico en sistemas Luttinger multiterminales es en general un
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problema realmente complicado desde el punto de vista técnico. Otros sistemas Luttin-

ger multiterminales en geometŕıas tipo Y fueron considerados en el régimen de respuesta

lineal en el voltaje y utilizando la aproximación de Hartre-Fock en la interacción en las

referencias [34] y [35].

En la referencia [1] se considera la configuración de la Figura 1.5. Una corriente I fluye a

través de un cable Luttinger infinito en respuesta a un voltaje aplicado V , y el voltaje es

sensado por otras dos sondas de voltaje, acopladas de forma no invasiva al cable. El perfil

del voltaje tiene una estructura de oscilaciones tipo Friedel como en el caso de electrones

no interactuantes, pero modulados por una envolvente que sigue una ley de potencias

con el voltaje aplicado o la temperatura, con un exponente que depende de la intensidad

de la interacción electrón-electrón. Sin embargo, es sabido que en el caso opuesto de

acoplamiento suficientemente fuerte entre el sistema mesoscópico y las sondas, tienen

lugar eventos de dispersión inelástica y comportamiento resistivo clásico[81]. Más aún,

las sondas invasivas no ideales no son fáciles de realizar en situaciones experimentales.

Por esta razón, el objetivo del siguiente estudio es ir un paso más allá de la suposición de

no invasividad, considerando sondas que, si bien siguen estando débilmente acopladas a

la muestra, introducen decoherencia a través de procesos de dispersión inelástica, aśı co-

mo también posibles efectos de interferencia entre las sondas. Entre otras cuestiones,

se trata de decidir si las caracteŕısticas en el comportamiento de la resistencia de cua-

tro terminales determinadas a partir de sondas no invasivas (oscilaciones tipo Friedel,

resistencia negativa) siguen siendo válidas al relajar la hipótesis de no invasividad.

3.2. Modelo

El esquema del sistema estudiado se muestra en la Figura 1.5 (Caṕıtulo 1, Subsección

1.1.3). Consideramos un cable cuántico modelado como un ĺıquido de Luttinger con

interacciones forward scattering acoplado a reservorios. Los reservorios L y R son los

utilizados para aplicar el voltaje exterior, mientras que 1 y 2 representan las sondas

utilizadas para medir el voltaje. Éstas están en equilibrio electroqúımico local con el

cable, de modo que las corrientes entre las mismas y el cable son nulas. Una impureza

tipo backscattering está situada en la posición xB.

La acción del sistema considerado viene dada por[1]

S = Swire + Simp + Sres + Scont
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donde Swire corresponde a un ĺıquido de Luttinger de longitud infinita, y Viene dado

por la expresión

Swire =

∫
dx dt

{
ψ†L

[
i(∂t − ∂x)− µR

]
ψL + ψ†R

[
i(∂t + ∂x)− µR

]
ψR

− g
[
ψ†rψR + ψ†LψL

]2 }
,

donde los dos primeros términos son los términos cinéticos correspondientes a los por-

tadores de carga izquierdos (L) y derechos (R) respectivamente, mientras que g es la

intensidad del acoplamiento tipo forward scattering electrón-electrón. Los dos potencia-

les qúımicos µL = µ − V/2 y µR = µ + V/2 representan el voltaje aplicado V entre

las partes izquierda y derecha del cable, que genera la corriente I que fluye a lo largo

del mismo. Trabajaremos en unidades tales que } = kB = e = v = 1, recuperando las

mismas a la hora de interpretar los resultados.

El efecto de la impureza viene dado por un término de interacción backscattering de

intensidad λB en una dada posición xB

Simp = λB

∫
dx dt δ(x− xB)

[
e−2ikF xψ†RψL + h.c.

]
.

El efecto de las sondas de voltaje viene descripto por Sres, correspondiente a electrones

no interactuantes con dos quiralidades:

Sres =
∑
j=1,2

∫
dyj dt

{
χ†Lj

[
i(∂t − ∂yj )− µj

]
χLj + χ†Rj

[
i(∂t + ∂yj )− µj

]
χRj

}
,

El término Scont representa el acoplamiento tunnneling entre los reservorios y el cable,

y viene dado por

Scont =
∑
j=1,2

α=r,l,βj=rj ,lj

∫
dx dyj wjδ(x− xj)δ(yj − y0

j )
[
e∓i(kF x+k

(j)
F yj)ψ†αχβj + h.c.

]
.

Los signos − y + corresponden a L y R respectivamente, mientras que kF y k
(j)
F son los

vectores de Fermi del cable y de los reservorios, respectivamente. Cabe notar aqúı que

estamos suponiendo que las puntas de voltaje se acoplan de manera simétrica a los

portadores L y R en el ĺıquido de Luttinger. Esta suposición es natural en ausencia

de campos magnéticos e interacciones esṕın-órbita. Dado que nuestro mayor interés

es discutir los efectos originados en la intesidad de los acoplamientos, más adelante

consideraremos que los acoplamientos son iguales (w1 = w2). De todas maneras, es sabido

que acoplamientos asimétricos (w1 6= w2) son suficientes para producir una resistencia

negativa [1, 20–22].
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La corriente de tunneling que fluye entre la sonda j y el cable se calcula

Ij = iwj
∑

α,β=L,R

〈
χ†j,α(xj , t)ψβ(xj , t)− h.c.

〉
.

Para poder hacer uso del formalismo, escribimos esta expresión en la forma

Ij = 2
∑
α,βj

Re
[
wjG

<
αβj

(xj , y
0
j ; t, t)

]
, (3.1)

donde la función de Green G<αβj

G<αβj (x, yj ; t, t
′) .

= i
〈
χ†βj (yj , t

′)ψα(x, t)
〉
, (3.2)

es la función de Green menor que involucra grados de libertad del cable y de los reser-

vorios (ver Caṕıtulo 2).

3.3. Funciones de Green

Además de la función de Green menor definida en (3.2), definimos las siguientes funciones

de Green retardadas

GRαβ(x, x′; t, t′) = −iΘ(t− t′)〈
{
ψα(x, t), ψ†β(x′, t′)

}
〉

GRαβj(x, x
′; t, t′) = −iΘ(t− t′)〈

{
ψα(x, t), χ†βj(x

′, t′)
}
〉,

donde la primera corresponde a grados de libertad del cable, mientras que la segunda

involucra grados de libertad del cable y del reservorio j.

Para evaluar estas funciones de Green es necesario resolver las ecuaciones de Dyson (ver

Caṕıtulo 2). Para simplificar la notación, es conveniente realizar las transformaciones de

gauge

ψ†L,R(x)→ ψ†L,R(x)e±ikF x

χ†Lj ,Rj (yj)→ e±ik
(j)
F yjχ†Lj ,Rj (yj).
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Las ecuaciones de Dyson para las funciones retardadas vienen dadas por

{−i∂t′ ± kF − µβ ± i∂x′}GRαβ(x, x′; t, t′) = δ(t− t′)δαβ
+ λBG

R
αβ

(x, x′; t, t′)δ(x′ − xb)

+
∑
j

wjG
R
αβj

(x, y0
j ; t, t

′)δ(x′ − xj)

+
∑
γ

∫
dx′′dτGRαγ(x, x′′; t, τ)

× Σint
γβ (x′′, x′; τ, t′)

{−i∂t′ ± k(j)
F ± i∂yj}GRαβj (x, yj ; t, t

′) = wj
∑
β

GRαβ(x, xj ; t, t
′)δ(yj − y0

j ), (3.3)

donde los signos + y − corresponden a β = L,R y βj = Lj , Rj respectivamente, y

L = R, R = L, mientras que Σint
γβ (x′′, x′; t′′, t′) es la autoenerǵıa exacta debido al término

de interacción e-e con constante de acoplamiento g.

Notemos que el operador

−i∂t′ ± k(j)
F ± i∂y′j =

{
gRβj (yj , y

′
j ; t, t

′)
}−1

,

es el inverso de la función de Green retardada correspondiente a los grados de libertad

βj del reservorio j. Por lo tanto, la ecuación (3.3) se puede expresar en la forma

GRαβj (x, y
0
j ; t, t

′) = wj
∑
β

∫
dτGRαβ(x, xj ; t, τ)gRβj (y

0
j , y

0
j ; τ, t

′).

Sustituyendo esta última ecuación en (3.3) y definiendo

Σres
γβ (x, x′; t, t′) =

∑
j=1,2,βj

δ(x− xj)δ(x′ − xj)|wj |2gRβj (y
0
j , y

0
j ; t, t

′),

obtenemos

{−i∂t′ ± kF − µβ ± i∂x′}GRαβ(x, x′; t, t′) = δ(t− t′)δαβ
+ λBG

R
αβ

(x, x′; t, t′)δ(x′ − xB)

+
∑
γ

∫
dx′′dτGRαγ(x, x′′; t, τ)

×
{

Σint
γβ (x′′, x′; τ, t′)

+ Σres
γβ (x′′, x′; τ, t′)

}
.

(3.4)
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La función de Green menor que aparece en la expresión (3.1) para las corrientes Ij se

puede obtener por medio de las reglas de Langreth [61] (ver Caṕıtulo 2), obteniendo

G<αβj (x
0
j , y

0
j ; t, t

′) = wj

∫
dτ
[
G<αα(x0

j , x
0
j ; t, τ)gAβj (y

0
j , y

0
j ; τ, t

′)

+GRαα(x0
j , x

0
j ; t, τ)gRβj (y

0
j , y

0
j ; τ, t

′)
]
,

(3.5)

donde gA = [gR]† es la función de Green avanzada del reservorio desacoplado.

Hasta aqúı todas las ecuaciones son exactas. El paso crucial para obtener la función

de Green exacta resolviendo las ecuaciones de Dyson es la evaluación de Σint, que co-

rresponde al diagrama completo para la autoenerǵıa correspondiente a la interacción

electrón-electrón, teniendo en cuenta el acoplamiento de los reservorios, aśı como tam-

bién el efecto de la impureza. Introducimos ahora la siguiente aproximación para el ĺımite

de acoplamiento para los reservorios y la impureza wj � g y λB � g:

Σint
γβ (x, x′; t, t′) ' ΣLutt

γβ (x, x′; t, t′), (3.6)

donde

ΣLutt
γβ (x, x′; t, t′) = [GR,Lutt(x, x′; t, t′)]−1

γβ − {−i∂t′ ± kF ± i∂x′}δγβ,

es la autoenerǵıa del ĺıquido de Luttinger (infinito) sin impureza y desacoplado de los

reservorios, mientras que GR,Lutt(x, x′; t, t′) es la función de Green retardada exacta del

ĺıquido de Luttinger. La aproximación (3.6) implica evaluar la autoenerǵıa asociada a la

interacción e-e, despreciando correcciones de vértice debido al escape a los reservorios

y debido a la dispersión con la impureza. Una aproximación similar ha sido realizada

en la tesis de Venturelli [82]. Esta aproximación es válida sólo en el ĺımite de wj y λB

pequeños.

Bajo esta aproximación en la autoenerǵıa y realizando la transformada de Fourier con

respecto a t− t′, la ecuación (3.4) se puede expresar en la forma

GRαβ(x, x′;ω) = GR,Luttαβ (x, x′;ω)

+
∑
j

GRαα(x, xj , ω)Σres
αβ (xj , xj ;ω)GR,Luttββ (xj , x

′;ω)

+ λB G
R
αα(x, xB, ω)GR,Luttββ (xB, x

′;ω).

(3.7)

Esta ecuación permite evaluar la función de Green retardada. En lo que sigue, resolvemos

la misma al orden más bajo en el término backscattering λB y a orden O(w2
j ) en los

acoplamientos con las sondas de voltaje. Es importante hacer notar que en el ĺımite de

interacción Coulombiana nula (g = 0), la ecuación (3.7) conduce a la función retardada

exacta del problema.
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3.4. Corrientes

Sustituyendo la ecuación (3.5) en la definición de la corriente (3.1), obtenemos la si-

guiente expresión para la corriente que fluye a través del contacto entre el reservorio

j-ésimo y el cable

Ij = −2
∑
αβ,j

Re

{
w2
j

∫
dω

2π

[
G<αα(x0

j , x
0
j ;ω)gAβj (r

0
j , r

0
j ;ω)

+GRαα(x0
j , x

0
j ;ω)g<βj (r

0
j , r

0
j ;ω)

]}
.

Haciendo uso de la suposición de acoplamiento débil entre los reservorios y el cable, y la

amplitud débil en el término de backscattering inducido por la impureza, evaluamos las

funciones de Green G<αα(x0
j , x

0
j ;ω) y GRαα(x0

j , x
0
j ;ω) perturbativamente al orden O(w2

j ) y

O(λB). Concretamente, esto implica resolver (3.7) en la forma

GRαβ(x, x′;ω) ' GR,Luttαβ (x, x′;ω)

+
∑
j

GR,Luttαα (x, xj , ω)Σres
αβ (xj , xj ;ω)GR,Luttββ (xj , x

′;ω)

+ λB G
R,Lutt
αα (x, xB, ω)GR,Luttββ (xB, x

′;ω),

(3.8)

donde la función menor correspondiente se puede derivar de la ecuación (3.8) utilizando

las reglas de Langreth. Luego de cierto trabajo algebraico, las corrientes a través de los

contactos se pueden expresar en la forma

Ij = I
(1)
j + I

(2)
j ,

donde I
(1)
j ∝ |wj |2, I

(2)
j ∝ |wj |4, siendo

I
(1)
j = 2w2

j

∑
α=l,r

∫ ∞
−∞

dω

2π

(
G<,Luttαα (xj , xj , ω)g>j (ω)−G>,Luttαα (xj , xj , ω)g<j (ω)

+ λB

{[
G<,Luttαα (xj − xB;ω)

(
GR,Luttαα (xj − xB;ω)

)∗
+ GR,Luttαα (xj − xB;ω)G<,Luttαα (xB − xj ;ω)

]
g>j (ω)

−
[
G>,Luttαα (xj − xB;ω)

(
GR,Luttαα (xj − xB;ω)

)∗
+ GR,Luttαα (xj − xB;ω)G>,Luttαα (xB − xj ;ω)

]
g<j (ω)

})
,

(3.9)
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y

I
(2)
j = 4w2

j

∑
i=1,2
α,β=r,l

w2
i

∫ ∞
∞

dω

2π

{
GR,Luttαα (xj , xi, ω)GA,Luttββ (xi, xj , ω)

×
[
g>j (ω)g<i (ω)− g<j (ω)g>i (ω)

]

+GR,Luttαα (xj , xi, ω)gRi (ω)

×
[
G<,Luttββ (xi, xj , ω)g>j (ω)−G>,Luttββ (xi, xj , ω)g<j (ω)

]

+GA,Luttαα (xi, xj , ω)gAi (ω)

×
[
G<,Luttββ (xj , xi, ω)g>j (ω)−G>,Luttββ (xj , xi, ω)g<j (ω)

]}
.

(3.10)

El término I
(1)
j corresponde al ĺımite de contactos no invasivos ideales considerados

en la referencia [1]. Se deriva descartando el segundo término en la ecuación (3.8) y

el término correspondiente en la función de Green menor. Esto conduce a la solución

exacta al orden O(wj) de las ecuaciones (3.4) y (3.5) para λB = 0. En las soluciones

de segundo orden (3.8) hemos introducido la aproximación adicional de despreciar las

correcciones de vértice ∝ w2
j y ∝ λB en la evaluación de la autoenerǵıa Σint. Notemos

que las dos sondas están completamente no correlacionadas en la componente no invasiva

I(1). En la contribución de orden superior es posible distinguir dos tipos de términos.

Por un lado, tenemos los que son ∝ w4
j ; éstos tienen en cuenta el efecto de dephasing

y comportamiento disipativo inducido por procesos de dispersión inelástica debido al

acoplamiento con los reservorios. Por otra parte, términos del tipo ∝ w2
1w

2
2 describen

efectos de interferencia entre ambos reservorios.

Es conveniente expresar las funciones de Green mayores y menores en términos de las

funciones espectrales

G<,Luttα,α (x1 − x2;ω + µα) = ifα,j(ω)ρα(x1 − x2;ω)

G>,Luttα,α (x1 − x2;ω + µα) = −i [1− fα,j(ω)] ρα(x1 − x2;ω)

g<j (ω) = ifα,j(ω)ρj(ω)

g>j (ω) = −i [1− fα,j(ω)] ρj(ω)
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donde fα,j(ω) = 1/(e(ω±V/2)/T + 1) son las funciones de distribución de Fermi de los

portadores L y R del cable, fj(ω) = 1/(e(ω−µj)/T + 1), las funciones de Fermi corres-

pondientes a los reservorios, y µj representa el potencial qúımico de los electrones en el

reservorio j, relativo al potencial qúımico promedio µ del cable. La temperatura T es la

misma en todo el cable y en las sondas, mientras que ρα(ω) y ρj(ω)
.
= ρj(0, ω) son las

densidades espectrales del ĺıquido de Luttinger y del reservorio j respectivamente (ver

Apéndice B). Es sabido que las mismas están relacionadas con las funciones de Green

mediante las expresiones [52, 53]

ρα(ω) = iGR,Luttαα (x1 − x2;ω)− i[GR,Luttαα (x2 − x1;ω)]∗

ρj(ω) = −2 Im gRj (ω).

Reemplazando en (3.9) y (3.10), la expresión completa para la corriente a través del

contacto j resulta

Ij = 2w2
j

∑
α,β=l,r

∫ ∞
∞

dω

2π
[fα(ω)− fj(ω)] ρj(ω)

{
ρα(0, ω)

[
1 + 2w2

j Re
(
GR,Luttβ (0, ω)gRj (ω)

)]
+ 2λB Re

[
ρα(xj − xb;ω)

(
GR,Luttᾱ (xj − xb;ω)

)∗]
+ 2w2

j̄ Re
[
ρα(xj − xj̄ ;ω)∗GR,Luttβ (xj − xj̄ ;ω)gRj̄ (ω)

]}
+ 2w2

jw
2
j̄

∑
α,β=l,r

∫ ∞
∞

dω

2π

[
fj̄(ω − µj̄)− fj(ω − µj)

]
× ρj(ω)ρj̄(ω)GR,Luttβ (xj − xj̄ ;ω)

(
GR,Luttα (xj − xj̄ ;ω)

)∗
,

(3.11)

donde hemos utilizado la notación j, j̄ de modo que 1̄ = 2 y 2̄ = 1.

3.5. Cáıda de voltaje y resistencia de cuatro terminales

Los potenciales qúımicos µj en las expresiones de las Secciones anteriores se ajustan

de manera que se satisfagan las condiciones de equilibrio electroqúımico local entre las

puntas y el cable. Esto implica que los potenciales qúımicos se ajustan al requerimiento

Ij = 0 para j = 1, 2, donde las corrientes fueron definidas anteriormente en (3.11). En el

caso de puntas no invasivas, no hay ningún tipo de correlación entre las sondas de voltaje,

y el problema se reduce al del cable acoplado a una sola punta, que sensa el potencial

qúımico local del cable. Para contactos invasivos, es necesario resolver un sistema de dos
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ecuaciones no lineales para calcular µ1 y µ2, a partir de los cuales podemos calcular la

cáıda de voltaje ∆V = µ1 − µ2 entre los puntos x1 y x2. La misma contiene no solo

información de los procesos de dispersión en el cable, sino también de procesos inelásticos

y efectos de interferencia introducidos por las propias sondas de medición. La resistencia

de cuatro terminales se puede evaluar a partir de la ecuación (1.3), y el cociente entre

la resistencia de cuatro términales y la de dos terminales se calcula entonces

R4t

R2t
=

∆V

V
.

Los dos potenciales qúımicos son evaluados numéricamente a partir de (3.11), con las

funciones de Green dadas en el Apéndice B.

3.6. Resultados sin impureza

En esta Sección se exponen los resultados para el cociente entre R4t/R2t en el caso

λB = 0, esto es, sin impureza presente en el cable. Es importante mencionar que en el

ĺımite de contactos no invasivos, dicho cociente se anula idénticamente. Por lo tanto,

todos los comportamientos de la resistencia que se discuten en esta Sección se deben

exclusivamente a la naturaleza invasiva de las sondas de voltaje.

La intensidad de las interacciones e-e viene caracterizada por el parámetro K = (1 +

2g/π)−1/2. El ĺımite de electrones no interactuantes corresponde a K = 1, mientras que

para interacción repulsiva entre los electrones, los valores t́ıpicos de K (determinados

experimentalmente en medidas de transporte en nanodispositivos) están en el rango

0,25 < K < 0,75 [83].

En la Figura 3.1 se muestran el comportamiento de R4t/R2t en función del voltaje

aplicado V a temperatura T = 0, para posiciones fijas de los contactos y diferentes

valores del parámetro de interacción e-e, K. Para comprender mejor el comportamiento

del cociente entre las resistencias, notemos que para voltaje aplicado nulo (V = 0.), la

cáıda de voltaje ∆V debe ser igual a cero, por lo cual debe anularse también R4t/R2t.

Para valores de V suficientemente pequeños, R4t/R2t sigue una ley de potencias en V

R4t

R2t
∝ V 2γ+1,

donde el exponente γ está relacionado con el parámetro de Luttinger K de la forma

γ = (K+K−1−2)/4. Este resultado puede derivarse haciendo una expansión de Ij para

V pequeño. Por otra parte, un comportamiento resistivo clásico (óhmico) se caracteriza
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por un valor constante de R4t/R2t. En la Figura 3.1 se puede observar que este com-

portamiento se logra cuando el voltaje aplicado supera un cierto valor Vc, el cual viene

dado aproximadamente por

eVc ∼
}v

2K | x1 − x2 |
,

donde hemos recuperado las unidades en términos de }, e y v. Esta escala de enerǵıas se

interpreta notando que v/K es la velocidad del plasmón en el cable y τp = 2K | x1−x2 |
/v es el tiempo que estas excitaciones tardan en ir y volver de un contacto al otro. Este

tiempo τp define el tiempo caracteŕıstico para los procesos de backscattering inelástico.

Notemos que aunque el cable Luttinger es un sistema elástico, donde los electrones se

propagan de manera baĺıstica, las sondas de voltaje acopladas al sistema actúan como un

baño disipativo. Es precisamente el acoplamiento a reservorios el procedimiento que se

utiliza en la literatura para modelar la disipación de tipo óhmica [34, 81]. En este caso,

suponiendo que el voltaje se aplica de izquierda a derecha, la enerǵıa de Fermi de los

electrones R es eV más grande que la de los portadores L. Entonces, la enerǵıa asociada

al voltaje cŕıtico eVc corresponde a la enerǵıa disipada en los contactos. Un electrón con

enerǵıa de Fermi µR viaja con velocidad v/K desde la sonda de la izquierda (conectada

en x1) a la sonda de la derecha (conectada en x2), sufre un proceso de backscattering en

x2 y vuelve a x1 con una enerǵıa de Fermi µL. Una estimación para la enerǵıa transferida

en el proceso disipativo es, precisamente }τ−1
p . El argumento anterior puede reproducirse

fácilmente para el caso en el que el voltaje está aplicado en sentido opuesto, en cuyo caso,

la enerǵıa es transferida inelásticamente de los portadores R a los L. Notemos que en

cualquier caso, la enerǵıa disipada en los contactos está asociada a una cáıda de voltaje

que tiene la misma dirección que el voltaje externo, como es de esperar para un proceso

clásico de tipo óhmico. Es interesante señalar que 2τ−1
p es equivalente a la frecuencia

baĺıstica definida en la Ref. [30] para un ĺıquido de Luttinger interactuante de longitud

finita conectado a reservorios.

En resumen, dada una separación | x1 − x2 | entre los contactos, Vc define el voltaje de

crossover para el cual los procesos inelásticos de tipo backscattering entre las puntas son

relevantes. Notemos que el régimen de voltaje pequeño V � Vc, depende de la intensidad

de la interacción e-e g, siendo más ancho para valores de g mayores (K menores). En

general, el efecto de esta interacción es disminuir el valor de la resistencia. Un análisis

más detallado de la Figura 3.1 muestra que R4t/R2t presenta un comportamiento oscila-

torio como función del voltaje aplicado V para V � Vc. Esto puede interpretarse como

consecuencia de efectos de interferencia entre las sondas de voltaje. Ajustando los datos

numéricos, encontramos que este comportamiento es reproducido por una función de la

forma
R4t

R2t
∼ A+

B

V 2γ+1
sin[KV (x2 − x1)], V � Vc,
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donde A y B dependen de K y son proporcionales a w2, si bien este resultado no ha

sido derivado de forma anaĺıtica. De todos modos, es interesante notar que un com-

portamiento resistivo similar se obtiene para un ĺıquido de Luttinger de longitud finita

en presencia de procesos backscattering [30, 84]. Otra observación interesante es que

el valor de saturación A disminuye al aumentar la intensidad de las interacciones e-e.

Esto indica que las mismas tienden a apantallar los procesos de dispersión inelástica

introducidos por el acoplamiento con los reservorios.

En la Figura 3.3 se muestra el comportamiento de la razón entre las resistencias man-

teniendo fija la posición de una de las puntas mientras movemos la segunda a lo largo

del cable. Este patrón revela una dependencia funcional de la forma

R4t

R2t
≈ A+

B

V 2γ+1
sin [2kF (x2 − x1)] sin[KV (x2 − x1)],

dentro del régimen de voltaje alto V � Vc, correspondiendo, respectivamente a las

ĺıneas sólidas y de trazos en la Figura. La modulación de peŕıodo 2kF se asemeja al

comportamiento encontrado en el perfil de voltaje de puntas no invasivas en un sistema

con una impureza, las cuales se observan tanto en sistemas no interactuantes [16, 17,

19] como interactuantes [1]. En estos casos, el origen de dicho comportamiento es la

ocurrencia de interferencia en el paquete de ondas electrónico generado por los procesos

de backscattering que tienen lugar en la impureza. En nuestro caso, la interferencia se

origina por procesos de dispersión en las propias sondas. A diferencia del comportamiento

para sondas no invasivas, en este caso la cáıda de voltaje inducido por los contactos tiene

el mismo signo que el voltaje externo aplicado. Como resultado, la resistencia de cuatro

terminales para contactos invasivos en un cable limpio es siempre positiva, mas allá de

las oscilaciones tipo Friedel 2kF . Esto está en contraste con el problema de contactos

no invasivos, donde estas oscilaciones proveen de un mecanismo para que R4t < 0.

En la Figura 3.4 se ilustra la misma situación, pero para voltaje fijo y variando el

parámetro de interacción e-e, K. Se ve que, en general, valores grandes de la interacción

e-e, producen valores más pequeños de R4t/R2t. Concluimos que, aunque no es posible

obtener valores negativos de la resistencia de cuatro terminales en ausencia de impurezas,

las interacciones e-e tienden a facilitar la ocurrencia de los mismos.

En la Figura 3.2 se muestra el efecto de la temperatura en el comportamiento de

R4t/R2t. Queda claro que a medida que la temperatura aumenta, las oscilaciones en el

régimen de alto voltaje V � Vc discutidas anteriormente disminuyen en intensidad, y la

resistencia tiende a un valor constante. Este comportamiento se ve más claramente en

las Figuras 3.5 y 3.6, donde se grafica R4t/R2t como función de la temperaura T para

tres valores diferentes del voltaje aplicado V . De manera análoga al comportamiento a

T = 0 como función de V discutido anteriormente, hay una temperatura de crossover
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Figura 3.1: R4t/R2t en función
del voltaje V , para diferentes va-
lores de la intensidad de la interac-
ción e-e: K = 1. (curva roja, sóli-
da), K = 0,7 (curva verde, tra-
zos), K = 0,5 (curva azul, puntos-
trazos). Las contactos están ubica-
dos en x1 = −10 y x2 = 10, y las
intensidades de los acoplamientos
tienen los valores w1 = w2 = 0,1.
La temperatura es T = 0.
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Figura 3.2: Mapa en colores pa-
ra R4t/R2t en función del voltaje
V y de la temeperatura T , para
K = 0,7 Las contactos están ubi-
cados en las posiciones x1 = −10,
x2 = 10, y las intensidades de
los acoplamientos tienen los valo-
res w1 = w2 = 0,1.
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Figura 3.3: R4t/R2t en función
de la posición x2 de la segunda
sonda, habiendo fijado la prime-
ra en x1 = −10., para diferentes
valores del voltaje V . La ĺınea ro-
ja sólida corresponde a V = 0,3,
mientras que la ĺınea verde de tra-
zos representa V = 1. La intensi-
dad de la interacción e-e es K = 1,
y las constantes de acoplamiento
tienen ls valores w1 = w2 = 0,1.
Los resultados son a T = 0.
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Figura 3.4: R4t/R2t en función
de la posición de la segunda son-
da x2, habiendo fijado la prime-
ra en x1 = −10., para diferen-
tes valores del parámetro de in-
teracción e-e: K = 1. (curva ro-
ja, sólida), K = 0,7 (curva ver-
de, trazos), K = 0,5 (curva azul,
puntos-trazos). Hemos fijado T =
0., w1 = w2 = 0,1 y V = 1.
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Figura 3.5: R4t/R2t en función
de la temperatura T , para dis-
tintos valores del voltaje aplica-
do: V = 0,05 (curva roja, sólida),
V = 0,10 (curva verde, trazos),
V = 0,15 (curva azul, puntos-
trazos). La intensidad de la inter-
acción e-e es K = 0,7 y los con-
tactos están situados en las posi-
ciones x1 = −10 y x2 = 10, sien-
do las constantes de acoplamiento
w1 = w2 = 0,1.
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Figura 3.6: Idem Figura 3.5,
mostrando el régimen de bajas
temperaturas.

dada por

Tc ∼ }
v

2K | x1 − x2 |
,

que permite distinguir entre los reǵımenes de alta y baja temperatura. Para temperaturas

bajas (T � Tc), hemos verificado numéricamente que la razón de las resistencias se

comporta en la forma
R4t

R2t
' a+ b T 2γ+1,

donde a y b dependen de V . Para altas temperaturas (T � Tc), R4t/R2t tiende a un valor

constante. A medida que la temperatura aumenta, la coherencia tiende a desaparecer,

y por este motivo, no se observa ningún comportamiento oscilatorio en esta región. El

juego entre T y V da lugar a la posible ocurrencia de un máximo global de R4t/R2t. El

valor de la temperatura que corresponde a este máximo, de encontrarse, depende de K

y | x1 − x2 |.

3.7. Resultados con impureza

En esta Sección analizamos el comportamiento de R4t/R2t a temperatura cero, para

un cable con una impureza tipo backscattering con intensidad de acoplamiento λB. En

el caso de contactos no invasivos, el voltaje local muestra oscilaciones tipo Friedel 2kF
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Figura 3.7: R4t/R2t en función
de la posición de la impureza xB ,
para distintos valores de la inten-
sidad del acoplamiento con la im-
pureza: λB = 5 · 10−5 (curva ro-
ja, sólida), λB = 1 · 10−5 (curva
verde, trazos), λB = 5 · 10−6 (cur-
va azul, puntos-trazos). Las son-
das están conectadas en las po-
siciones x1 = −10. y x2 = 10..
El voltaje aplicado es V = 0,5,
el parámetro de la interacción e-
e es K = 0,7 y los acoplamientos
con los reservorios tienen los valo-
res w1 = w2 = 0,1.
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Figura 3.8: Razón (w2
j/λB)lim

para la cual R4t = 0 en fun-
ción de la posición del segundo
contacto x2, para distintos valores
del parámetro de interacción e-e:
K = 1. (curva roja, sólida), K =
0,7 (curva verde, trazos), K =
0,5 (curva azul, puntos-trazos). El
voltaje aplicado es V = 0,5, y la
sonda 1 y la impureza se encuen-
tran en las posiciones x1 = −10 y
xB = −10.

con amplitud constante para electrones no interactuantes [16, 17, 19], y con amplitud

modulada en el caso con interacciónes.

En la Figura 3.7 se muestra la razón R4t/R2t para las sondas conectadas en posiciones

fijas, en función de la posición de la impureza xB. Se observan oscilaciones tipo Friedel

con peŕıodo 2kF , aumentando la amplitud de las mismas al incrementar la intensidad del

acoplamiento λB. Como en el caso de contactos no invasivos, dicha amplitud está mo-

dulada para electrones interactuantes, alcanzando el voltaje local su máximo valor en

la posición de la impureza. A diferencia del caso de sondas no invasivas, las oscilaciones

tienen lugar alrededor de un valor constante positivo, el cual está determinado por la

intensidad de acoplamiento wj con los reservorios. Para los parámetros utilizados en el

cálculo de la Figura 3.7, R4t es siempre una cantidad positiva.

Aparte de los efectos de interferencia, queda claro que el acoplamiento con los reservorios

genera un comportamiento resistivo clásico mediante procesos de dispersión inelástica,

mientras que la dispersión elástica con la impureza da lugar a las oscilaciones de Friedel.

El primer tipo de procesos tiene lugar con una intensidad ∝ w2
j/Λ

′, donde Λ′ es el ancho

de banda de los reservorios, mientras que el segundo lo hace con intensidad λB. Los

dos mecanismos son competitivos a la hora de poder observar una resistencia negativa

R4t < 0. Con el fin de analizar esta situación, definimos en primer lugar la cantidad
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(w2
j/λB)lim, que corresponde al valor de la razón w2

j/λB tal que R4t/R2t = 0. De este

modo, para valores de w2
j/λB que satisfacen w2

j/λB > (w2
j/λB)lim, el cociente R4t/R2t

es positiva para cualquier valor de xB. Por otra parte, la condición w2
j/λB < (w2

j/λB)lim

define las razones entre las constantes de acoplamiento para las cuales es posible observar

una resistencia de cuatro terminales negativa. En la Figura 3.8, se muestra la gráfica

de (w2
j/λB)lim en función de la posición del segundo contacto x2, para distintos valores

del parámetro de interacción e-e K, fijando la posición de la primera sonda y de la

impureza en x1 = xB = −10. (recordemos que R4t/R2t alcanza su valor mı́nimo cuando

x1,2 = xB). De este modo, es posible analizar el rol de las interacciones e-e a la hora de

poder observar una resistencia de cuatro terminales negativa.

Basados en los resultados obtenidos para contactos no invasivos [1, 16, 17, 19], seŕıa

esperable que las interacciones e-e se opongan a tal posibilidad, debido al hecho de

que para interacciones más intensas (valores más pequeños de K) la amplitud de las

oscilaciones provenientes de la presencia de la impureza disminuye. Sin embargo, en el

presente caso este efecto compite con el efecto resistivo clásico introducido por las sondas

de voltaje. En otras palabras, como se mencionó en la Sección 3.6, la invasividad débil

de los contactos, que en nuestra formulación está contenida en I
(2)
j (ec. (3.10), produce

una cáıda de voltaje que tiene el mismo sentido que el voltaje aplicado V . De acuerdo a

los resultados presentados en dicha Sección, la magnitud de tal desplazamiento “hacia

arriba” de R4t/R2t depende también de K, y disminuye al incrementar las interacciones

e-e (K menores), como se expone en las Figuras 3.1 y 3.3. La combinación de estos dos

efectos da origen al resultado mostrado en la Figura 3.8, donde se observa que para

sondas de voltaje suficientemente separadas, las interacciones e-e tienden a facilitar la

ocurrencia de valores negativos para la resistencia de cuatro terminales.

3.8. Resumen y conclusiones

Hemos analizado el comportamiento de la resistencia de cuatro terminales en un cable

cuántico con una impureza en presencia de interacciones electrón-electrón. El cable ha

sido modelado como un ĺıquido de Luttinger de longitud infinita donde el voltaje aplica-

do está representado por los diferentes potenciales qúımicos de los portadores de carga

L y R, y la impureza por un término del tipo backscattering. Consideramos las sondas de

voltaje como reservorios de electrones no interactuantes. Estos sistemas están acoplados

débilmente de forma local al cable y tienen potenciales qúımicos tales que la corriente a

través del contacto se anula en valor medio. La diferencia entre los potenciales qúımicos

determinados por esta condición dan el valor para la cáıda de voltaje, a partir del cual se

puede calcular la razón R4t/R2t entre las resistencias de cuatro y de dos terminales. El
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problema fue resuelto utilizando Teoŕıa de Perturbaciones en la intensidad de la impure-

za y en los acoplamientos de tunneling entre las sondas y el cable, dentro del marco del

formalismo de las funciones de Green fuera del equilibrio. Hemos despreciado las correc-

ciones de vértice en la autoenerǵıa de interacción e-e asociada a procesos de dispersión

inelástica debidos al escape hacia los contactos y a los procesos de dispersión elástica

en la impureza. Suponemos que esta aproximación es válida cuando las constantes de

acoplamiento λB y w1,2 son pequeñas.

Hemos analizado la cáıda de voltaje más allá de la suposición de acoplamiento no invasivo

de los reservorios con el cable, esto es, considerando efectos debidos no sólo a la dispersión

elástica con la impureza, sino también con las propias sondas de voltaje. Estos procesos

debidos al acople invasivo con las sondas inducen una cáıda de voltaje con una ley

de potencias como función del voltaje aplicado para valores pequeños de éste, con un

exponente que depende de la intensidad de la interacción e-e. En el ĺımite de electrones

no interactuantes, se reduce a una dependencia lineal en función del voltaje aplicado.

Este comportamiento tiene caracteŕısticas clásicas y cuánticas: la cáıda de voltaje debido

a la invasividad de los contactos es siempre en el mismo sentido que el voltaje aplicado,

y aparece un patrón de oscilaciones que indican interferencia cuántica entre las sondas.

Estas caracteŕısticas son apantalladas por la interacción e-e.

En nuestros cálculos consideramos un cable infinito. Sin embargo, la separación entre los

contactos fija una escala natural de longitud en el sistema, la cual determina el valor de

crossover del voltaje aplicado a partir del cual los procesos de dispersión inelástica pasan

a ser relevantes. En el caso de un cable de longitud finita, es de esperar que los resultados

obtenidos sigan siendo válidos siempre y cuando la longitud del cable sea mucho más

grande que la separación entre las sondas de voltaje. En presencia de una impureza,

las oscilaciones de peŕıodo espacial 2kF provenientes de procesos de dispersión elástica

con la impureza detectados por sondas no invasivas[1] se superponen con los procesos

inelásticos inducidos por los contactos.

Estos resultados son importantes en relación a mediciones experimentales de la resisten-

cia de cuatro terminales en sistemas reales. Esto es, para sondas invasivas, los efectos

elásticos del tipo backscattering producidos por impurezas pueden conducir a una cáıda

de voltaje de sentido opuesto al voltaje aplicado, dando lugar a una resistencia de cuatro

terminales negativa. Sin embargo, la amplitud de estos procesos debe ser lo suficiiente-

mente grande como para superar el efecto resistivo clásico introducido por la invasividad

de las sondas.

Los efectos de la interacción e-e juegan un papel fundamental en las magnitudes cal-

culadas. Para valores más grandes de la interacción e-e, la amplitud de las oscilaciónes

provenientes de la impureza disminuye, pero también disminuyen los efectos invasivos de
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las sondas de voltaje. Para separaciones de las puntas lo suficientemente grandes, la posi-

bilidad de medir resistencias de cuatro terminales negativas aumenta para interacciones

e-e más intensas.



Caṕıtulo 4

Transporte de calor en un borde

Hall

4.1. Introducción

Una de las propiedades más importantes del efecto Hall cuántico es la existencia de

estados de borde quirales topológicamente protegidos [48, 49, 85]. La estabilidad de estos

estados es consecuencia de la naturaleza quiral y topológica del efecto Hall cuántico [43].

Estos estados son realizaciones de un ĺıquido de Luttinger quiral que puede investigarse

mediante experimentos de transporte [42, 44], como se mencionó en el Caṕıtulo 1.

La estructura de los estados de borde revela las propiedades fundamentales de los estados

del efecto Hall. Para factor de llenado ν = 1, consiste de un solo estado situado en el

borde de la muestra, donde los electrones se propagan de manera quiral. Los estados

de efecto Hall fraccionario generalmente tienen una estructura más compleja de estados

de borde, con uno o más de estos estados. En general, cada estado tiene una quiralidad

determinada (que puede ser diferente de la de otros estados de borde) y sus excitaciones

tienen números cuánticos no triviales tales como la carga o el esṕın. Algunos estados de

borde no son excitaciones de carga (o de esṕın) y son neutros. Por lo tanto, estos estados

de Efecto Hall Cuántico Fraccionario contribuyen de manera no trivial al transporte de

carga (y posiblemente de esṕın) en estos sistemas. Además, los estados transportan

enerǵıa y por ende contribuyen al transporte de calor. Estas caracteŕısticas han sido

recientemente investigadas en sistemas en efecto Hall cuántico entero y fraccionario por

medio de diferentes técnicas termométricas [50, 86]. En este Caṕıtulo nos centramos en

las propiedades del transporte de enerǵıa (calor) de los estados de borde de efecto Hall

cuántico fraccionario más simples, los estados de Lauhglin.

54
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Figura 4.1: Diagrama esquemático del dispositivo estudiado en el experimento de
Granger et al. [50]. Los cuadrados numerados representan contactos Ohmicos; C1, C2
y C3 representan constricciones en el 2DEG.

En el experimento realizado por Granger et al. [50] se presenta evidencia experimental

de la propagación quiral del calor en un estado de borde en un gas de electrones 2D en

el llenado ν = 1, realizado en una heteroestructura de GaAs/AlGaAs. La configuración

experimental utilizada en dicho trabajo se esquematiza en la Figura 4.1. Se colocaron

contactos óhmicos a lo largo de tres bordes de un 2DEG grande rectangular, representa-

dos por los cuadrados numerados más pequeños. En el borde restante (borde superior de

la Figura 4.1), tres constricciones angostas (C1, C2 y C3) separan la región 2D principal

de otras regiones 2D más pequeñas pero macroscópicas. Una excitación alterna de baja

frecuencia f se aplica entre los contactos 2 y 6. De este modo, C2 representa la fuente de

calor. Las diferencias de temperatura en el 2DEG se detectaron midiendo la diferencia

de potencial V entre los contactos óhmicos 3 y 4. Las diferencias de temperatura se

corresponden con la componente alterna de frecuencia V2f , mientras que la componente

de frecuencia Vf está asociada a los efectos resistivos. En la Figura 4.2 se muestran los

resultados obtenidos de Vf y V2f en función del campo magnético, colocando el detector

en C3 (Subfiguras (a) y (c)) y en C1 (Subfiguras (b) y (d)), para distintas quiralidades.

La región central de las gráficas corresponde al plateau ν = 1. Vemos que en todos los

casos, en dicha región la componente Vf es nula, lo cual es consistente con la conductivi-

dad perfecta de los estados de borde. Las curvas de V2f revelan claramente la naturaleza

quiral de la propagación del calor. En las gráficas (a) y (b), se observa que la componente

V2f (asociada a la temperatura) detectada en C3 es mayor que la observada en C1. Esto

es, los electrones que llegan a C1 han termalizado en los contactos óhmicos, mientras

que los que arriban a C3 no han disipado la enerǵıa absorbida en la fuente de calor. Al

invertir la quiralidad mediante la inversión del campo magnético (gráficas (c) y (d)), se

observa el efecto contrario: el voltaje V2f detectado en C1 es mayor que en C3.

Estas caracteŕısticas experimentales pueden ser capturadas por un modelo simple uni-

dimensional de fermiones quirales no interactuantes conectados a reservorios por medio

de contactos tipo tunneling [87]. Dentro del marco del modelo, puede argumentarse que

si en lugar de calentar con una corriente alterna se aplica un gradiente de temperaturas
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Figura 4.2: Resultados del experimento realizado por Granger et al. [50]. Se observa
la quiralidad del transporte de calor a ν = 1 y T = 0,1K. (a) y (d): V2f (ĺınea sólida)
y Vf (linea de puntos), observados hacia abajo de la constricción de la fuente de calor,
C2. (b) y (d) V2f y Vf observados hacia arriba de la fuente. A la izquierda se indican
la quiralidad de los estados de borde y las direcciones del campo magnético.

entre los reservorios fuente y drenaje, se obtendŕıa una propagación quiral del calor si-

milar. Gracias a los nuevos avances en la tecnoloǵıa de la manipulación de los estados de

borde, es posible utilizar también contactos de tipo capacitivo [51]. Mientras que para

el caso del acople tipo tunneling la corriente de calor es acompañada por una corriente

de part́ıculas, para acoplamientos capacitivos las corrientes de enerǵıa están aisladas del

flujo de part́ıculas. Esta caracteŕıstica es interesante dado que abre la posibilidad del

estudio de la propagación de carga y enerǵıa por separado.

El transporte de carga por acoplamiento tunneling a los estados de borde ha sido amplia-

mente estudiado teóricamente [48, 85, 88–91], mientras que el transporte de calor ha sido

considerado en un número menor de trabajos. Además del trabajo de Kane y Fisher[92]

podemos mencionar la Ref. [87], en la cual se considera un borde con llenado ν = 1

con un voltaje externo alternado que sigue el trabajo experimental de Granger et al.

[50]. Otra referencia importante es la Viola et al. [93], en la cual se analizan los efectos

termoeléctricos entre los estados de borde a través de un punto cuántico en contacto con

una barra Hall con llenados ν = 5/2 y ν = 2/3.

En el presente Caṕıtulo analizamos el transporte de calor inducido por un gradiente de

temperatura aplicado a reservorios que están acoplados capacitivamente a un estado de

borde Hall con llenado ν. Consideramos los casos del Efecto Hall Cuántico Entero, con

ν = 1 y los estados generales de Laughlin fraccionarios con factor de llenado ν = 1/m

con m impar. Este problema se puede resolver de forma exacta. Para el caso particular

de ν = 1, comparamos con el comportamiento del transporte de calor inducido por un
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gradiente de temperatura en reservorios conectados al borde por contactos puntuales

del tipo tunneling, dado que este caso es también exactamente soluble. En todos los

casos nos concentraremos en la conductancia térmica del borde y en la temperatura

local a lo largo del mismo. Esta última se define por medio de un termómetro, el cual es

realizado por un tercer reservorio acoplado débilmente al borde. La temperatura de este

último reservorio es tal que el flujo de calor a través del contacto se anula. Comparando

los casos de acoplamiento capacitivo y tunneling, veremos que el comportamiento es

cualitativamente diferente para la conductancia de calor, mientras que es similar para

la temperatura local.

4.2. Modelos

El sistema considerado se esquematiza en la Figura 4.3. El Hamiltoniano del sistema

viene dado por

H = Hborde +
M∑
α=1

[Hα +Hc,α], (4.1)

Fluido QHfuente

drenaje

ν, vF

T2 T1

V3, w3

T3

V1, w1

v
(1)
F , ν1

V2, w2

v
(2)
F , ν2

termómetro

x3

x1x2

Figura 4.3: Esquema del dispositivo estudiado para un fluido Hall fraccionario tipo
Laughlin en contacto con una fuente, drenaje y un termómetro. El estado de borde Hall
fraccionario está representado por un anillo de longitud L. Dos reservorios, drenaje
y fuente, con temperaturas T1 < T2, están conectados al anillo en las posiciones x1
y x2 respectivamente, mediante contactos que permiten el tuneleo de part́ıculas con
intensidades de acoplamiento w1, w2, o bien mediante acoplamientos capacitivos con
intensidades V1 y V2 donde solo puede fluir enerǵıa a través de los contactos. Un tercer
reservorio está débilmente acoplado en la posición x3 para sensar la temperatura local
T3. Para contactos tipo tunneling, el único caso soluble exactamente corresponde al
llenado ν = 1. Para acoplamientos capacitivos, cualquier llenado ν = 1/m puede ser
tratado exactamente.
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donde Hborde es el Hamiltoniano del borde, Hα es el Hamiltoniano del reservorio α, y

Hc,α representa la interacción entre el borde y los reservorios. Los estados de borde de

un fluido Hall cuántico son unidimensionales, por lo cual los representamos por un anillo

de longitud L, a lo largo del cual circulan fermiones quirales con velocidad vF . El borde

del fluido está acoplado a M reservorios (contactos), los cuales son modelados por un

conjunto de estados de borde. Los mismos pueden representar un ĺıquido nominal de

Fermi (estados de borde con ν1,2 = 1) 1 de longitud infinita u otros estados de borde

(ν1,2 = 1/m con m impar).

Nos centraremos, en particular, en la configuración esquematizada en la Figura 4.3, con

M = 3 reservorios. El drenaje (α = 1) y la fuente (α = 2) se encuentran a temperaturas

T1 y T2 respectivamente, con T2 > T1. El tercer reservorio corresponde al termómetro, el

cual mide la temperatura local T3 [13]. Esta última está definida a partir de la condición

de equilibrio térmico local, esto es, que el flujo de calor entre el termómetro y el borde

es nulo. Trabajaremos en unidades de } = kB = e = 1, restaurando las mismas a la hora

de discutir los resultados.

4.2.1. Acoplamiento tunneling

Para este tipo de acople, consideramos un estado Hall cuántico con llenado entero ν = 1,

que es el único caso exactamente soluble para la presente geometŕıa bajo los efectos de

un gradiente térmico. El Hamiltoniano del borde viene dado por

Hborde = −ivF
∫ L

0
dx : Ψ†(x)∂xΨ(x) :

=
∑
p

vF pΨ
†
pΨp,

donde p = 2nπ/L, con n entero, y Ψ es el campo fermiónico de los electrones del borde.

Supondremos que existe un cutoff ultravioleta Λ = D/v, donde D es el ancho de banda

de los estados de borde. También suponemos que el ancho de banda D es pequeño

comparado con la separación entre los niveles de Landau.

Modelamos los reservorios por sistemas de fermiones quirales en una dimensión de lon-

gitud Lα, que supondremos que es termodinámicamente grande, Lα →∞. El Hamilto-

niano correspondiente Hα para cada uno de estos sistemas es

Hα = −ivαF
∫ Lα

0
drαΨ†(rα)∂rαΨ(rα).

1Puede probarse que el contacto puntual entre un borde y un ĺıquido de Fermi en tres dimensiones
puede mapearse a un problema con un contacto a un ĺıquido quiral en una dimensión [91].
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Tanto el reservorio de drenaje como la fuente y el termómetro se encuentran al mismo

potencial qúımico µ.

Los contactos vienen descriptos por los Hamiltonianos

Hc,α = wα
∑
σ

[
Ψ†σ(xα)Ψσ(r0

α) + h.c.
]
,

donde xα y r0
α son las posiciones en las cuales se establece el contacto entre el anillo

y el reservorio, respectivamente. Suponemos que el parámetro de tuneleo w3 entre el

anillo y el termómetro es débil, de modo que no introduce dephasing en la propagación

de la part́ıcula a lo largo del anillo. Los campos fermiónicos satisfacen las relaciones de

anticonmutación usuales {
Ψ(x),Ψ†(x′)

}
= δ(x− x′){

Ψα(rα),Ψ†α(r′α)
}

= δ(rα − r′α).

4.2.2. Acoplamiento capacitivo

Suponiendo que el acoplamiento es local, el término de contacto en (4.1) para este caso

viene dado por

Hc,α = VαΨ†(xα)Ψ(xα)Ψ†(r0
α)Ψ(r0

α),

donde r0
α y xα son las coordenadas del reservorio y del borde, respectivamente. Este

tipo de interacciones cuárticas en los operadores pueden tratarse introduciendo una

representación bosónica de los estados de borde. En este lenguaje, la densidad fermiónica

resulta proporcional a la derivada espacial de un campo quiral bosónico libre φ(x), el

cual representa las fluctuaciones cuánticas que se propagan a lo largo del borde del

fluido Hall cuántico. Dado que el bulto del fluido Hall cuántico presenta un gap (es

incompresible), el borde del fluido se puede considerar como un anillo de longitud finita

L de bosones quirales no interactuantes acoplado capacitivamente a los reservorios a

distintas temperaturas. Los reservorios son entonces descriptos por bosones quirales en

una dimensión de longitud infinita, con el radio de compactificación correspondiente a

los fermiones libres.

El Hamiltoniano total tiene la estructura de la ecuación (4.1). En el lenguaje bosónico

el Hamiltoniano para el borde viene dado por

Hborde =
vF
4πν

∫ L

0
dx : (∂xφ(x))2 : +

π

L
N̂(N̂ + 1),
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donde N̂ es el operador número correspondiente al sistema electrónico original [72], y ν

es el factor de llenado. El presente caso se puede resolver para un estado Hall cuántico

con fracción de llenado ν, el cual puede ser tanto entero como fraccionario del tipo

ν = 1/m, con m impar.

Los Hamiltonianos de los reservorios vienen dados por

Hα =
vαF

4πνα

∫ Lα

0
drα : (∂rαφ(rα))2 : .

Como en el caso tunneling, consideramos que los reservorios son infinitamente largos:

Lα → ∞. El contacto entre el sistema central y los dos reservorios se escribe en el

lenguaje bosónico en la forma

Hc,α = Vα∂rαφ(rα)|rα=r0α
∂xφ(x)|x=xα ,

donde xα y r0
α son los puntos en los cuales hace contacto el anillo y el reservorio, res-

pectivamente.

Los campos bosónicos quirales φ(x) y φ(rα) satisfacen las relaciones de conmutación a

tiempos iguales

[φ(rα), φ(x)] = 0[
φ(x), φ(x′)

]
= −iπν sgn(x− x′)[

φ(rα), φ(r′α)
]

= −iπνα sgn(rα − r′α).

4.3. Balance de enerǵıa y corriente de calor

La idea es evaluar la corriente de calor que fluye a través de los contactos entre el estado

de borde y un reservorio dado α. Para ello analizamos la dependencia temporal de la

enerǵıa del mismo. En el caso del acople tunneling, consideramos

Q̇α = Ėα − µṄα = −i〈[Hα − µNα, Hc,α]〉 = JQ,tα ,

donde Eα yNα son la enerǵıa y la carga del reservorio α, respectivamente. Para relacionar

el flujo de enerǵıa con el flujo de calor hemos sustraido la componente convectiva µṄα.

El cálculo del conmutador da como resultado

JQ,tα = −2 Re
{∫ dpα

2π
wpα(vαF pα − µ)G̃<(xα, pα; t, t)

}
(4.5)
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donde wpα = wαe
−ipαr0α/

√
Lα, y la función de Green menor mixta viene dada por

G̃<(xα, pα; t, t′) = i〈c†pα(t′)Ψ(xα, t)〉.

En el caso capacitivo no hay flujo de part́ıculas, de modo que el flujo de enerǵıa equivale

al flujo de calor:

Q̇α = Ėα = −i〈[Hα, Hc,α]〉 = JQ,cα .

El cálculo da por resultado

JQ,cα = ivαFVα∂x∂
2
rαD

<(x, rα; t, t)|x=xα,r=r0α
, (4.6)

con la función menor definida como

D<(x, rα; t, t′) = i〈φ(rα)(t′)φ(x, t)〉. (4.7)

Notemos que [N̂ , ∂xφ(x)] = 0, por lo cual el término de Haldane no contribuye a la

corriente de calor.

4.4. Metodoloǵıa: funciones de Green de no equilibrio

4.4.1. Acoplamiento tunneling

Para poder calcular la corriente, debemos evaluar la función de Green menor dada por

la ecuación (4.7). Para ello, definimos la correspondiente función de Green retardada

GR(x, x′; t, t′) .
= −iΘ(t− t′)〈{Ψ(x, t),Ψ†(x′, t′)}〉,

donde x, x′ son las coordenadas en el anillo. La función de Green menor que aparece en

la expresión de la corriente (4.5) se calcula mediante las ecuaciones de Dyson; el cálculo

detallado se expone en la Subsección C.1.1. El resultado final es

JQ,tα = −
∫ +∞

−∞

dω

2π
(ω − µ)

[
fα(ω)2 Im[GR(xα, xα;ω)]

+
M∑
β=1

Γt
α(ω)|GR(xα, xβ;ω)|2Γt

β(ω)fβ(ω)
]
.

(4.8)

Aqúı fα(ω) es la función de Fermi-Dirac del reservorio α, Γt
α(ω) es la función de hibri-

dización del reservorio α

Γtα(ω) =
|wα|2
vαF

Θ(Λ− |ω|),
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y GR(xα, xβ;ω) es la función de Green retardada completa del anillo. Puede probarse

que las funciones de Green retardadas y avanzadas GR y GA satisfacen la identidad (ver

Subsección C.1.1)

GR(x, x′;ω)−GA(x′, x;ω) = −i
M∑
β=1

GR(x, xβ;ω) Γtβ(ω)GA(xβ, x
′;ω).

Reemplazando en (4.8) obtenemos la expresión alternativa

JQ,tα =
M∑
β=1

∫ +∞

−∞

dω

2π
(ω − µ)T t

α,β(ω)[fα(ω)− fβ(ω)], (4.9)

que tiene la forma familiar de la fórmula de Landauer-Büttiker. La corriente de calor

se expresa en términos de la diferencia de las funciones de Fermi de los reservorios

multiplicada por la cantidad de calor transferida por el tuneleo de part́ıculas ω − µ, y

por una función de transmisión que cuantifica la transparencia del sistema en contacto

con los reservorios. Esta última función se escribe

T t
α,β(ω) = Γt

α(ω)
∣∣GR(xα, xβ;ω)

∣∣2 Γt
β(ω),

que depende de la función de Green del borde acoplado y de las funciones de hibridización

de los reservorios acoplados.

4.4.2. Acoplamiento capacitivo

En este caso, para evaluar la corriente de calor de la ecuación (4.6), es necesario calcular

la función de Green menor dada por la ecuación (4.7). Definimos entonces la función de

Green retardada

DR(x, x′; t, t′) = −iΘ(t− t′)〈
[
φ(x, t), φ(x′, t′)

]
〉,

En el Apéndice C.1.2 se detalla el cálculo de las ecuaciones de Dyson correspondientes.

Sustituyendo la ec. (C.12) en la ec. (4.6), obtenemos la ecuación expĺıcita

JQ,cα = −1

2

∫ +∞

−∞
ω
[
2 Im[DR(xα, xα;ω)]nα(ω)

+
M∑
β=1

Γc
α(ω)|DR(xα, xβ;ω)|2Γc

β(ω)nβ(ω)
]
,

(4.10)
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donde la función de Green retardada DR(x, x′;ω) viene dada por

DR(x, x′;ω) =
1

2π
∂x∂x′D

R(x, x′;ω),

y Γc
α(ω) tiene la expresión

Γcα(ω) = (2π)2 V 2
α

(vαF )2
ναω Θ(Λ− | ω |).

De manera análoga al acople tunneling, las funciones retardadas y avanzadas satisfacen

la identidad

DR(x, x′;ω)−DA(x′, x;ω) = −i
M∑
α=1

DR(x, xα;ω)Γcα(ω)DA(xα, x
′;ω).

Reemplazando en (4.10), la corriente de calor puede escribirse en la forma alternativa

JQ,cα =
M∑
β=1

∫ +∞

−∞

dω

2π
ω T c

α,β(ω) [nα(ω)− nβ(ω)] , (4.11)

donde hemos definido la función de transmisión

T c
α,β(ω) = Γc

α(ω)
∣∣DR(xα, xβ;ω)

∣∣2 Γc
β(ω)/2.

Esta función tiene propiedades análogas a su contraparte tunneling, T t
α,β(ω). En parti-

cular, satisface la simetŕıa

T c
α,β(ω) = T c

β,α(ω), ∀ α, β,

lo cual conduce a la continuidad de la corriente de calor

∑
α

JQ,cα = 0.

La expresión dada anteriormente para la corriente de calor tiene la misma estructura que

la correspondiente a una para contactos tipo tunneling dada por la ec. (4.9). La diferencia

de temperatura impuesta, en este caso entra en las funciones de distribución de Bose-

Einstein en lugar de en las de Fermi-Dirac. En este caso, no hay flujo de part́ıculas, por

lo que la enerǵıa transferida ω coincide con el calor transferido.
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4.5. Coeficientes de transmisión

Las cantidades calculadas (conductancia térmica y temperatura local) dependen de ma-

nera crucial de la estructura de los coeficientes de transmisión. Éstos pueden calcularse

de manera exacta para ambos tipos de acoplamiento, en el ĺımite del cutoff Λ → ∞.

En esta Sección estudiamos estos coeficientes para el caso de dos reservorios, esto es, sin

considerar el termómetro. Aqúı y en lo que sigue, recuperamos las unidades en términos

de }, kB.

4.5.1. Acoplamiento tunneling

Para el caso tunneling, el coeficiente de transmisión viene dado por

T t12(ω) =
4w̃2

1w̃
2
2(

1 + w̃2
1w̃

2
2

)2 1

sin2(ωL/2vF ) + (εL/2)2 cos2(ωL/2vF )
,

donde hemos definido
εL

2

.
=

w̃2
1 + w̃2

2(
1 + w̃2

1w̃
2
2

) ,
y

w̃1 =
w1

2

√
}2vF v

(1)
F

w̃2 =
w2

2

√
}2vF v

(2)
F

.

En la Figura 4.4 se muestran distintas gráficas del coeficiente de transmisión para aco-

plamiento tunneling, para distintos valores de las constantes de acoplamientio w̃1, w̃2

con los reservorios.

La estructura del coeficiente de transmisión T t12 depende de la intensidad de los aco-

plamientos con los reservorios. Para acoplamientos suficientemente pequeños (w2
1,2 �

}2vF v
(1,2)
F ) o suficientemente grandes (w2

1,2 � }2vF v
(1,2)
F ) tiene una estructura de picos

centrados en las posiciones ω = 2nπvF /L, que corresponden a los niveles de energa del

anillo desacoplado. El ancho de los mismos viene dado por

γt ∼
vF
L

√
w̃2

1 + w̃2
2(

1 + w̃2
1w̃

2
2

) , (4.12)

mientras que la altura es

T t,max12 =
4w̃2

1w̃
2
2(

1 + w̃2
1w̃

2
2

)2 .
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Para acoplamientos iguales w̃1 = w̃2, la altura de los picos es igual a 1.
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Figura 4.4: Función de transmisión T t
12 en función de ω para acoplamiento tunneling

entre el borde y dos reservorios, para distintos valores de los acoplamientos: w̃1 = w̃2 =
0,5 (izquierda, arriba), w̃1 = w̃2 = 1,0 (derecha, arriba), w̃1 = w̃2 = 1,5 (izquierda,
abajo), w̃1 = w̃2 = 2,0 (derecha, abajo). Los parámetros restantes comunes a ambos

casos, son L = 200, x1 = 0., x2 = 100, vF = v
(1),(2)
F = 1..

Notemos además que para w̃1 = w̃2 = 1, T t12 tiende a la unidad, y la transmisión es

perfecta.

4.5.2. Acoplamiento capacitivo

El coeficiente de transmisión para el caso capacitivo también puede calcularse de manera

exacta. La expresión resultante es

T c12(ω) =
(2π)4 Ṽ 2

1 Ṽ
2

2 }4ω4

4

[(
1 + π4Ṽ 2

1 Ṽ
2

2 }4ω4
)2

sin2 (ωL/2vF ) + π4(Ṽ 2
1 + Ṽ 2

2 )2}4ω4 cos2 (ωL/2vF )

] ,
(4.13)

donde hemos definido Ṽα =
√
νναVα/(}vF )(}vαF ).

El coeficiente de transmisión para contactos capacitivos tiene una estructura distinta que

para el caso tunneling. Podemos mencionar que no hay transmisión para ω = 0, lo cual

conduce a que la conductancia térmica esté suprimida a bajas temperaturas. Por otra

parte, a diferencia del caso anterior, el ancho de los picos del coeficiente de transmisión
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depende de ω. Para valores de ω que satisfacen }ω � 1/
√
Ṽ1Ṽ2, el ancho de los picos

viene dado por

γc(ω) ∼ vF
L

(
Ṽ 2

1 + Ṽ 2
2

)
(}ω)2,

mientras que para }ω � 1/
√
Ṽ1Ṽ2 el ancho resulta

γc(ω) ∼ vF
L

Ṽ 2
1 + Ṽ 2

2

Ṽ 2
1 Ṽ

2
2 }2ω2

A diferencia del caso anterior, no existen valores de Ṽ1, Ṽ2 para los cuales la transmisión

sea perfecta.

En la Figura 4.5 se muestran distintas gráficas del coeficiente de transmisión para aco-

plamiento capacitivo, para distintos valores de las constantes de acoplamientio Ṽ1, Ṽ2

con los reservorios.
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Figura 4.5: Función de transmisión T c
12 en función de ω para acoplamiento capacitivo entre el

borde y dos reservorios, para distintos valores de los acoplamientos: V1 = V2 = 0,2 (izquierda,
arriba), V1 = V2 = 0,4 (derecha, arriba), V1 = V2 = 0,6 (izquierda, abajo), V1 = V2 = 0,8
(derecha, abajo). Los parámetros restantes comunes a ambos casos, son vF = 1, L = 200,
x1 = 0., x2 = 100. Todas las enerǵıas están expresadas en unidades naturales (} = 1).
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4.6. Conductancia térmica

Consideramos los reservorios fuente y drenaje a temperaturas ligeramente diferentes

T1 = T y T2 = T + ∆T . La conductancia térmica del borde acoplado se define

Gth
.
= ĺım

∆T→0

JQ(T + ∆T )− JQ(T )

∆T
,

donde JQ es la corriente de calor que fluye a través de los contactos entre el borde y los

reservorios. Notemos que es la misma para ambos contactos gracias a la continuidad del

flujo de corriente y de enerǵıa.

Los cálculos detallados se exponen en el Apéndice C, Sección C.2.

4.6.1. Acoplamiento tunneling

Para este tipo de acoplamiento, podemos diferenciar tres reǵımenes distintos:

temperaturas ultra-bajas enerǵıa térmica menor que el ancho del pico (kBT � }γt),
Figura 4.6b

temperaturas intermedias enerǵıa térmica mayor que el ancho del pico y menor que

la separación entre niveles (}γt � kBT � ∆), Figura 4.6a

temperaturas altas enerǵıa térmica mayor que la separación entre niveles

(kBT � ∆), Figura 4.6a

Para los dos primeros casos, la conductancia depende no sólo de la temperatura sino

también de la longitud del anillo y del potencial qúımico µ de los reservorios. Es esperable

que la conductancia sea mayor cuando el potencial qúımico µ coincida con la posición

de los picos del coeficiente de transmisión. En este ĺımite, la conductancia sigue una ley

lineal con la temperatura

Gtth =
4w̃2

1w̃
2
2(

1 + w̃2
1w̃

2
2

)2 k2
Bπ

2T/3h

sin2 (µL/2vF ) + (εL/2)2 cos2 (µL/2vF )
.

Este resultado se muestra en la Figura 4.6b, para distintos valores del potencial qúımico

de los reservorios.

En el régimen de temperaturas intermedias (γt � kBT � }vF /L), la contribución al

transporte viene dada por los picos cuya enerǵıa es cercana al potencial qúımico. La
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conductancia térmica en este caso puede aproximarse por la expresión

Gtth =
1

L

4w̃2
1w̃

2
2(

1 + w̃2
1w̃

2
2

)2 ∑
n=n−1,n0,n1

β2(ωn − µ)2eβ(ωn−µ)[
1 + eβ(ωn−µ)

]2 ,

donde β = 1/kBT , ωn viene dado por

ωn =
2nπ}vF

L
,

y la suma se realiza sobre los valores

n0 = [[
µL

2πvF}
]]

n1 = [[
µL

2πvF}
]] + 1

n−1 = [[
µL

2πvF}
]]− 1,

donde los corchetes dobles denotan la parte entera del argumento. Este régimen se

muestra en la Figura 4.6a, para distintos valores del potencial qúımico µ.

En el régimen de altas temperaturas kBT � ∆, la conductancia crece linealmente con

T y es independiente de µ y de la longitud L:

Gt
th = f(w̃1, w̃2)

k2
Bπ

2

3h
T, (4.14)

donde la función f(w̃1, w̃2) tiene la forma

f(w̃1, w̃2) =
4w̃2

1w̃
2
2

w̃2
1 + w̃2

2

1(
1 + w̃2

1w̃
2
2

) . (4.15)

La deducción anaĺıtica de este resultado se presenta en el Apéndice C, Subsección C.2.1.

C.2.1.

Notemos que en todos los casos, la conductancia térmica Gt
th tiene un comportamiento

no monótono como función de las intensidades de los acoplamientos, como se muestra

en la Figura 4.8 para el régimen de altas temperaturas. Un comportamiento similar ha

sido encontrado previamente en el trabajo de Karevski y Platini [94] para la corriente

de magnetización en una cadena XX de esṕın-1/2 acoplado a reservorios cuánticos, y

también en el estado estacionario de la corriente de calor en una cadena XY de esṕın

1/2 abierta [95]. También hemos verificado numéricamente que un comportamiento si-

milar tiene lugar para la conductancia térmica en una cadena tight-binding conectada

a reservorios electrónicos unidimensionales mediante un acoplamiento tipo tunneling.

El hecho de que la conductancia a una dada temperatura T aumente como función de

la intensidad de los acoplamientos con los reservorios hasta un valor máximo y luego
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decrezca para intensidades aún más grandes es, en principio, un resultado poco intui-

tivo. Este comportamiento es resultado de la naturaleza coherente de la propagación

del calor. Notemos que la cantidad vαt = wα/2} se puede interpretar como la veloci-

dad con la cual los electrones viajan a través del contacto, mientras que las constantes

w̃2
α = (vαt /v

α
F )(vαt /vF ) que aparecen en la ecuación (4.15) representan la discrepancia

para el movimiento del electrón a través de la juntura, en el reservorio y en el anillo.
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Figura 4.6: Conductancia térmica Gt
th en función de la temperatura T , para acopla-

miento tunneling, para distintos valores del potencial qúımico (µ = 0 (rojo, sólida),
µ = 0,25 γt(azul, puntos), µ = 0,5 γt (verde, trazos)), donde γt es el ancho de los picos
dado por la ecuación (4.12). Los restantes parámetros son w̃1 = w̃2 = 0,1, L = 200. Las
gráficas izquierda y derecha corresponden a los reǵımenes de alta y baja temperatura
respectivamente.
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Figura 4.7: Mapa en colores pa-
ra la conductancia térmica en el
caso de acople tipo tunneling a
través de los reservorios 1 y 2, co-
mo función de la temperatura y
del potencial qúımico de los re-
servorios. Los acoplamientos son
w1 = w2 = 0,1 y la longitud del
anillo es L = 400.
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Figura 4.8: Conductancia térmi-
ca Gt

th para el caso tunneling, ha-
biendo fijado w̃1 = w̃2 = w̃, para
diferentes temperaturas: T = 0,01
(roja, sólida), T = 0,02 (azul, pun-
tos), T = 0,03 (verde, trazos).

En la Figura 4.8 se observa que un flujo térmico pequeño entre los dos reservorios es

esperable cuando la discrepancia entre estas tres velocidades es grande. Esto puede
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ocurrir para acoplamientos débiles w̃α, donde la velocidad de tuneleo es mucho menor

que las velocidades que los electrones tienen dentro de los reservorios y en el anillo. Un

efecto similar es esperable para w̃α grandes, que corresponde a vαt � vαF , v
α
t � vF . En

este caso, los electrones saltan a través del contacto a una velocidad mucho mayor que la

velocidad con la cual se propagan en los reservorios y a lo largo del anillo, lo cual resulta

en una transmisión neta deficiente entre un reservorio y el otro. Es importante señalar

que la función f(w̃1, w̃2) ≤ 1. La conductancia térmica está acotada por el valor baĺıstico

κ0T = k2
Bπ

2T/3h y satisface el ĺımite fijado en la Ref. [96]. Una derivación alternativa de

tipo heuŕıstica para este ĺımite consiste en requerir que la conductancia térmica satisfaga

el principio de incertidumbre ∆Eτ ≥ ~/2, donde ∆E ∼ kBδT y τ = kBT/J
Q,t. Usando

JQ,t = Gt
thδT , obtenemos Gt

th ≤ 2k2
BT/~, que es aproximadamente la cota superior

exacta.

La diferencia entre los distintos reǵımenes se ilustran en las Figuras 4.6a y 4.6b. La

curva roja sólida corresponde a un potencial qúımico µ resonante. Para kBT � }γt se

observa una estructura relacionada al borde del pico, mientras que para kBT � ∆ crece

nuevamente de forma lineal. En las otras gráficas, correspondientes a valores de µ no-

resonantes, se puede ver que la conductancia es prácticamente nula para kBT < |µ−εc|,
donde εc es la enerǵıa del nivel del borde más próximo a µ. Se observa un máximo

relacionado a la existencia de un pico cercano, y para valores más grandes de T la

conductancia es nuevamente lineal. Este comportamiento se repite al variar µ a lo largo

de la secuencia de picos y valles, como se muestra en el mapa de la Figura 4.7.

En resumen, el comportamiento universal de la conductancia térmica [92]

Gc
th =

k2
Bπ

2

3h
T

es esperable en el ĺımite de temperaturas ultra-bajas kBT � γ y para µ resonantes.

En el régimen de altas temperaturas kBT � ∆, la conductancia resulta independiente

del potencial qúımico µ y crece nuevamente de manera lineal, pero la pendiente no

es universal y depende de las constantes de acoplamiento con los reservorios según las

ecuaciones (4.14) y (4.15).

4.6.2. Acoplamiento capacitivo

En este caso, la corriente de calor viene dada por la ec. (4.11), que depende de la

diferencia de funciones de distribución de Bose-Einstein. El comportamiento detallado

depende de las propiedades espectrales descriptas por la función de transmisión T c12(ω) .

Como se muestra en la Figura 4.5, esta función consiste en picos Lorentzianos centrados

en las enerǵıas del anillo desacoplado.
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Para este tipo de acoplamiento, podemos distinguir tres reǵımenes distintos (ver Figura

4.9):

temperaturas bajas kBT � ∆

temperaturas intermedias ∆� kBT � 1/
√
Ṽ1Ṽ2

temperaturas altas kBT � 1/
√
Ṽ1Ṽ2

Para temperaturas suficientemente bajas, menores que el espaciado medio de los niveles

del anillo ∆ = 2π~vF /L (kBT � ∆), podemos expandir la función de transmisión

alrededor de ω = 0;

T c
12(ω) ∼ γcω2

El comportamiento de bajas temperaturas para la corriente de calor viene dado por

JQ,c = γc

∫ +∞

−∞
dωω3 [n(T1)− n(T2)] .

La integral se puede evaluar en el ĺımite de T → 0, dando como resultado

JQ,c = (γck
4
Bπ

2/30)
(
T 4

1 − T 4
2

)
lo cual conduce a la siguiente ley para el comportamiento de bajas temperaturas para

la conductancia térmica

Gc
th(T ) = κ1T

3, kBT � ∆,

con

κ1 = κ0k
2
Bλ1,

λ1 =
128π6

5

}2v2
F

L2
(Ṽ1Ṽ2)2,

y Ṽα =
√
νναVα/(}vF )(~vαF ).

Para temperaturas altas el análisis se torna más sutil. Puede realizarse un cálculo anaĺıti-

co considerando una forma aproximada de (4.11), válida en este ĺımite. Este análisis de

expone en el Apéndice C.2.2. En el régimen intermedio (kBT � 1/
√
Ṽ1Ṽ2), la conduc-

tancia térmica sigue nuevamente una ley de cúbica con la temperatura, pero con un

prefactor que es independiente de la longitud del anillo,

Gc
th(T ) = κ2 T

3, ∆� kBT � 1/

√
Ṽ1Ṽ2,



Caṕıtulo 4. Transporte de calor en un borde Hall 72

con

κ2 = κ0k
2
Bλ2,

λ2 =
32π4

5

Ṽ 2
1 Ṽ

2
2

Ṽ 2
1 + Ṽ 2

2

.

Por otra parte, en el régimen de altas temperaturas (kBT � 1/
√
Ṽ1 Ṽ2), la conductancia

alcanza un valor de saturación

Gc
th =

√
2kB
π~

√
Ṽ1 Ṽ2

Ṽ 2
1 + Ṽ 2

2

, kBT �
1√
Ṽ1 Ṽ2

. (4.16)

En la Figura 4.10, se muestra la conductancia térmica a una temperatura fija T , dentro

del régimen kBT � ∆ como función de la intensidad del acoplamiento. Como en el

caso de los contactos tipo tunneling, la conductancia decrece cuando el acoplamiento

tiende a cero y cuando tiende a infinito, mientras que se hace máxima en algún punto

intermedio. Esto sugiere un mecanismo similar para explicar este comportamiento. Sin

embargo, la naturaleza del contacto es diferente y la discrepancia del acoplamiento en

este caso está cuantificada por el parámetro Mα = (kBT )Ṽα. Por análisis dimensio-

nal sabemos que [Vα] = EL2. Es entonces apropiado reexpresar este parámetro como

Vα = Vα/(kαFkF ), donde [Vα] = E y kαF y kF son las vectores de onda de Fermi para

las part́ıculas de los reservorios y del anillo, respectivamente. Con estas definiciones,

Ṽα =
√
νναVα/(εαF εF ), donde εαF y εF son las enerǵıas de Fermi de los electrones de los

reservorios y del borde, respectivamente. Entonces [Ṽα] = E−1 y la medida de la discre-

pancia Mα = (kBT )
√
νναVα/(εαF εF ) es adimensional y puede ser interpretada como la

razón entre la enerǵıa térmica multiplicada por la enerǵıa de acoplamiento en el contacto

y la enerǵıa de las part́ıculas en el reservorio por la enerǵıa de las part́ıculas del borde.

Como la temperatura entra en la medida de la discrepancia, el acoplamiento óptimo

para el cual la conductancia alcanza su máximo valor depende de T , como se muestra

en la Figura 4.10. Este comportamiento contrasta con aquel de la conductancia térmica

para el acople tunneling, en el cual el máximo es independiente de la temperatura (ver

Figura 4.8). La dependencia con T de la medida de discrepancia también sugiere que la

conductancia satura a temperaturas altas. Notemos que para satisfacer el ĺımite cuántico

Gc
th ≤ κ0T = k2

Bπ
2T/3h debe cumplirse la condición [96]

λ2(kBT )2 ≤ 1,

lo cual conduce a un valor constante de Gc
th para (kBT )2 > 1/(Ṽ1Ṽ2), que es el obtenido

en la ecuación (4.16).
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El comportamiento de la conductancia térmica dentro de los diferentes reǵımenes aqúı dis-

cutidos se ilustran en la Figura 4.9 para sistemas con diferentes longitudes. Notemos que

la longitud del sistema afecta solamente a la ley cúbica de bajas temperaturas kBT < ∆.

Una caracteŕıstica remarcable es la dependencia en los factores de llenado να y ν de la

conductancia térmica en los tres reǵımenes.
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Figura 4.9: Conductancia térmica pa-
ra acoplamiento capacitivo en función
de la temperatura para varias longitu-
des del anillo: L = 100 (roja, sólida),
200 (azul, puntos), 400 (verde, trazos).
Los acoplamientos son Ṽ1 = Ṽ2 = 1.
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Figura 4.10: Conductancia térmica
capacitiva Gc

th en función del acopla-

miento
√
νν′V para diferentes tem-

peraturas T = 0,04 (roja, sólida),
T = 0,05 (azul, puntos), T = 0,06
(verde, trazos). Hemos fijado Ṽ1 =
Ṽ2 = Ṽ y ν1 = ν2 = ν′, ν es el fac-
tor de llenado del anillo y la longi-
tud es L = 200.. Todas las enerǵıas
están expresadas en unidades natu-
rales (} = 1, kB = 1).

4.7. Temperatura local

Para definir la temperatura local, seguimos un procedimiento similar al introducido

originalmente en la Ref. [13]. Consideramos un termómetro modelado como un tercer

reservorio acoplado de manera no invasiva (w3, V3 → 0) al borde en un punto x3. Este

reservorio debe satisfacer la condición de equilibrio térmico local con el borde, lo cual

significa que tiene una temperatura T3 para la cual la corriente de calor se anula: JQ,t,c3 =

0. La temperatura T3 determinada de este modo define la temperatura local sensada por

el termómetro.

4.7.1. Acoplamiento tunneling

Nos concentramos en el ĺımite de bajas temperaturas comparadas con el potencial qúımi-

co pero dentro del rango kBT � ∆. El cálculo es análogo al de la conductancia térmica
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(ver Sección C.3). El resultado obtenido es

T3 =



√
w̃2

1

(
1− w̃2

2

)2
T 2

1 +
(
1 + w̃2

1

)2
w̃2

2T
2
2(

1 + w̃2
1w̃

2
2

) (
w̃2

1 + w̃2
2

) si x1 < x2 < x3√
w̃2

1

(
1 + w̃2

2

)2
T 2

1 +
(
1− w̃2

2

)2
w̃2

2T
2
2(

1 + w̃2
1w̃

2
2

) (
w̃2

1 + w̃2
2

) si x1 < x3 < x2

donde nuevamente, w̃α = wα/2}
√
vF vαF .

Los resultados se muestran en la Figura 4.11a para acoplamientos iguales w̃1 = w̃2

entre el anillo y la fuente y el drenaje, los cuales están al mismo potencial qúımico

pero a diferentes temperaturas T1 > T2. Se muestra el perfil de la temperatura local en

función de la posición x3 del termómetro. Hay que destacar las discontinuidades en las

posiciones donde se conectan la fuente y el drenaje, las cuales aumentan a medida que

aumenta la intensidad de las constantes de acoplamiento en el rango considerado. Este

comportamiento es equivalente al obtenido en la Ref. [87], donde el transporte de calor

es inducido por inyección de una corriente alterna en el reservorio fuente, en lugar de

estableciendo una diferencia de temperatura de manera expĺıcita.

Este resultado puede interpretarse f́ısicamente como sigue. Los electrones a temperatu-

ra alta tunelean desde el reservorio fuente y se propagan a lo largo del borde con una

quiralidad definida hasta que llegan al reservorio drenaje (fŕıo), al cual pueden tunelear.

Un proceso análogo ocurre para los electrones que tunelean desde el reservorio drenaje

(fŕıo). El resultado neto es que el brazo “downstream” del borde es visitado principal-

mente por electrones calientes, mientras que el “upstream” es visitado por los fŕıos.

Como consecuencia se tiene una temperatura más alta para el primer brazo del anillo en

comparación con el segundo, que es lo que se observa en la Figura. La temperatura a lo

largo de los brazos es constante. Los valores de estas temperaturas en cada brazo siguen

una dependencia con los acoplamientos w̃1, w̃2 similar al de la conductancia térmica. La

diferencia de temperaturas entre ambos brazos decrece a medida que los acoplamientos

se hacen suficientemente pequeños (w̃1,2 � 1) o suficientemente grandes, mientras que

para w̃1 = w̃2 = 1, ésta se hace máxima. Para este caso, la temperatura de cada brazo

es igual a la del reservorio más cercano consistente con la propagación quiral del calor.

4.7.2. Acoplamiento capacitivo

Los correspondientes perfiles de temperatura se muestran en la Figura 4.11b. En com-

paración con las gráficas para el acoplamiento tunneling mostrados en la Fig. 4.11a,

encontramos el mismo comportamiento cualitativo para la temperatura a lo largo del

borde. Aparecen discontinuidades en la temperatura local en las posiciones donde están
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Figura 4.11: Temperatura local a lo largo del anillo en función de la posición del
termómetro, para diferentes valores de los acoplamientos con los reservorios. Para el
caso tunneling, (Fig. 4.11a) hemos fijado w̃1 = w̃2 = 0,2 (curva roja, sólida), 0,3 (azul,
trazos), 0,4 (verde, puntos-trazos). Para el caso capacitivo (Fig. 4.11b), los correspon-
dientes valores son V1 = V2 = 1. (roja, sólida), 2. (verde, trazos), 3. (azul, puntos-
trazos). Los parámetros restantes valen x1 = 0., x2 = 200., L = 400., T1 = 0,009,
T2 = 0,011. Consideramos un factor de llenado ν = 1. En el inset se muestra la diferen-
cia de temperaturas entre los brazos del anillo como función de ν, para dos valores de
los acoplamientos V1 = V2 = 1, 3.

conectados los reservorios, de acuerdo con la propagación quiral de las part́ıculas a lo

largo del borde. Respecto del efecto del factor de llenado en el perfil de temperaturas, el

papel que juega es similar a una renormalización de la intensidad del acoplamiento con

los reservorios V1, V2, como se puede inferir de la dependencia de las funciones de Green

en ν. Por ende, el efecto de termalización de cada brazo con el reservorio más cercano es

más pronunciado a medida que este parámetro aumenta. Esto se ilustra en el inset de la

Fig. 4.11b, donde mostramos la diferencia entre la temperatura promedio a lo largo del

brazo downstream Tu y la correspondiente al upstream Td, como función de ν para dos

valores diferentes del acoplamiento con los reservorios. El salto de temperatura Tu − Td
aumenta con ν siguiendo una ley no universal.

De manera análoga al caso de acople tunneling, la temperatura local se puede calcular

anaĺıticamente. El calculo detallado se presenta en el Apéndice C, Subsección C.3.2.

Para el régimen ∆� kBT � 1/
√
Ṽ1Ṽ2, el resultado es

T3 =


4

√√√√ Ṽ 2
1 T

4
1

(
1− 80

21π
4Ṽ 2

2 T
2
1

)
+ Ṽ 2

2 T
4
2

(
1− 80

21π
4Ṽ 2

1 T
2
2

)
Ṽ 2

1 + Ṽ 2
2

six1 < x3 < x2

4

√√√√ Ṽ 2
1 T

4
1

(
1 + 80

21π
4Ṽ 2

2 T
2
1

)
+ Ṽ 2

2 T
4
2

(
1 + 80

21π
4Ṽ 2

1 T
2
2

)
Ṽ 2

1 + Ṽ 2
2

six1 < x2 < x3

.
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Cuando kBT � 1/
√
Ṽ1Ṽ2, que corresponde al caso saturante para la conductancia dis-

cutido en la Sección anterior, la temperatura del anillo es homogénea y tiene el valor

T3 = 4

√
Ṽ 2

2 T
4
1 + Ṽ 2

1 T
4
2

Ṽ 2
1 + Ṽ 2

2

.

4.8. Resumen y conclusiones

En este Caṕıtulo hemos analizado el transporte de calor a través de estados de borde

de un gas de electrones bidimensional en el efecto Hall cuántico. Consideramos dos

configuraciones exactamente solubles. Uno de los casos corresponde a un sistema con

un factor de llenado ν = 1 acoplado a reservorios a diferentes temperaturas a través de

contactos tipo tunneling. El segundo caso corresponde a acoplamiento capacitivo entre el

borde y los reservorios, con factores de llenado enteros o fraccionarios para los mismos,

de la forma ν = 1/m y ν1,2 = 1/m con m impar.

Los resultados principales se pueden caracterizar en términos de dos reǵımenes de tem-

peraturas, definidos con respecto al espaciado de los niveles del borde ∆ = 2π}vF /L.

En el régimen de bajas temperaturas (kBT � ∆), el comportamiento del transporte de

calor se ve afectado por efectos de tamaño finito relacionados al espaciado de los niveles

del borde. En el caso tunneling, la conductancia térmica de dos terminales Gt
th tiene un

comportamiento distinto dependiendo de la posición del potencial qúımico, relativa a la

posición de los niveles de enerǵıa del anillo. Para temperaturas ultrabajas (kBT � γ),

donde γ es el ancho de los picos y µ resonante, ésta crece linealmente con T , según la

ley universal Gt
th = κ0T , donde κ0 es el cuanto universal de conductancia térmica.

En el caso capacitivo, la conductancia térmica se comporta de un modo muy diferente

en este régimen. Obedece una ley cúbica no universal Gc
th ∝ T 3, con un coeficiente que

depende de los acoplamientos con los reservorios y de la longitud del anillo, a través de

la combinación Ṽ 2
1 Ṽ

2
2 /L

2.

En el régimen de altas temperaturas (kBT > ∆), los efectos de tamaño finito resultan

irrelevantes, y el transporte de calor se vuelve independiente de la longitud del sistema.

Sin embargo, el régimen no es universal, dado que hay una fuerte dependencia en los aco-

plamientos con los reservorios, tanto para el caso tunneling como para el capacitivo. En

particular, para el caso tunneling, la conductancia térmica de dos terminales sigue siendo

una función lineal de la temperatura, pero ahora el coeficiente de proporcionalidad es

una función no monótona de las intensidades de acoplamiento. En el caso capacitivo,

este régimen se extiende a cualquier otro llenado ν. Es interesante destacar que en este

caso, aparece un régimen intermedio para ∆� kBT � 1/
√
Ṽ1 Ṽ2, con una conductancia
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térmica caracterizada nuevamente por una ley de potencias Gc
th(T ) = κT 3, donde κ de-

pende de los factores de llenado ν1, ν2, y de los acoplamientos V1 y V2. Como en el caso

tunneling, κ es una función no monótona de los acoplamientos. A altas temperaturas

kBT � 1/
√
Ṽ1 Ṽ2, la conductancia térmica capacitiva alcanza un valor de saturación

Gc
th ∼ 1√

ν

√√
ν1 ν2 Ṽ1 Ṽ2

ν1 Ṽ 2
1 +ν2 Ṽ 2

2

. Este resultado difiere notablemente del comportamiento lineal

de la conductancia térmica tunneling en el mismo régimen. Respecto de la dependencia

con los factores de llenado, el caso ν 6= 1 para contactos tunneling no es soluble exac-

tamente, y no hemos podido verificar que la conductancia es también independiente del

llenado. Sin embargo, si notamos que la conductancia eléctrica de dos terminales para

contactos tunneling puntuales es G = e2/h y es independiente de ν[91], es probable que

la conductancia térmica resulte ser también independiente del llenado para este tipo de

contactos.

Nuestros resultados indican que el comportamiento de la temperatura local a la largo

del borde, definida por medio del acoplamiento a un termómetro, es cualitativamente la

misma para acoplamientos tunneling y capacitivos. Como en el caso del borde estimulado

por corriente alterna considerado en las referencias [50, 87], el perfil de la temperatura

local como función de la posición a lo largo del borde, es completamente consistente

con la propagación quiral de la enerǵıa a lo largo del estado de borde. Esto significa

que para una dada configuración del borde en contacto con reservorios a diferentes

temperaturas, cada brazo del borde tiende a termalizar con el reservorio upstream más

próximo. Notablemente, este comportamiento no depende de la naturaleza del contacto.

Es cualitativamente el mismo para un contacto tunneling, que inyecta part́ıculas que

transportan enerǵıa, que para un contacto de tipo capacitivo donde sólo se intercambia

enerǵıa y no hay transporte de part́ıculas.

La consecuencia práctica de estos resultados es el hecho de que los contactos capacitivos

son aptos para estudiar el transporte de calor en estados de borde del mismo modo que

los contactos tunneling. Esto abre la posibilidad de estudiar configuraciones h́ıbridas

que incluyan ambos tipos de contactos. Esto puede ser particularmente interesante a

la hora de estudiar los estados de borde del efecto Hall cuántico con llenados ν = 2/3

y ν = 5/2, los que tienen modos cargados junto con modos neutros, los cuales son

insensibles al acople capacitivo. Por otra parte, dado que nuestros resultados indican

que el transporte de calor con contactos capacitivos es sensible a los valores de ν, ν1 y

ν2, se podŕıa concebir un dispositivo térmico capacitivo diseñado para medir los factores

de llenado de muestras de efecto Hall cuántico.



Caṕıtulo 5

Conclusiones y perspectivas

En esta Tesis se han estudiado propiedades del transporte cuántico de la carga eléctrica

y del calor, en dos dispositivos de interés fundamental: una estructura conductora uni-

dimensional acoplada a cuatro puntas y un estado de borde correspondiente a un gas

bidimensional de electrones en el régimen de efecto Hall cuántico.

En el primer ejemplo (ver Caṕıtulo 3) se estudió la llamada resistencia de cuatro puntas,

siendo el principal aporte original la consideración de contactos débilmente invasivos.

Nuestros resultados permitieron develar nuevos aspectos del transporte, asociados a la

correlación entre contactos. En particular, los procesos asociados al acople invasivo con

las sondas inducen una cáıda de voltaje con una ley de potencias como función del

voltaje aplicado para valores pequeños de éste, con un exponente que depende de la

interacción e-e. Este comportamiento tiene caracteŕısticas clásicas y cuánticas: la cáıda

de voltaje es siempre en el mismo sentido que el voltaje aplicado, y aparece un patrón

de oscilaciones que indican interferencia cuántica entre las sondas. Estas caracteŕısticas

son apantalladas por la interacción e-e. Estos resultados son importantes en relación

a mediciones experimentales de la resistencia de cuatro terminales en sistemas reales.

Esto es, para sondas invasivas, los efectos elásticos del tipo backscattering producidos por

impurezas pueden conducir a una cáıda de voltaje de sentido opuesto al voltaje aplicado,

dando lugar a una resistencia de cuatro terminales negativa. Sin embargo, la amplitud

de estos procesos debe ser lo suficientemente grande como para superar el efecto resistivo

clásico introducido por las sondas. Para separaciones de las puntas lo suficientemente

grandes, la posibilidad de medir resistencias de cuatro terminales negativas aumenta

para interacciones e-e más intensas.

La segunda serie de contribuciones originales de esta Tesis corresponde a las propiedades

del transporte térmico en un borde Hall (ver Caṕıtulo 4). Consideramos dos configura-

ciones exactamente solubles. Uno de los casos corresponde a un sistema con un factor
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de llenado ν = 1 acoplado a reservorios a diferentes temperaturas a través de contactos

tipo tunneling. El segundo caso corresponde a acoplamiento capacitivo entre el borde y

los reservorios, con factores de llenado enteros o fraccionarios de la forma ν = 1/m. Para

ambos casos se estudió el comportamiento de la conductancia térmica del borde y del

perfil de temperaturas. Es importante mencionar que la presente propuesta constituye

el primer aporte teórico para describir el transporte termico en el caso de contactos

capacitivos, lo cual ha sido recientemente reconocido en otros trabajos[97].

Los resultados principales se pueden caracterizar en términos de dos reǵımenes de tem-

peraturas, definidos con respecto al espaciado de los niveles del borde ∆ = 2π~vF /L.

En el régimen de bajas temperaturas (kBT � ∆), el comportamiento del transporte de

calor se ve afectado por efectos de tamaño finito relacionados al espaciado de los niveles

del borde. En el caso tunneling, la conductancia térmica de dos terminales Gt
th tiene un

comportamiento distinto dependiendo de la posición del potencial qúımico, relativa a la

posición de los niveles de enerǵıa del anillo. Para temperaturas ultrabajas (kBT � γt),

donde γt es proporcional a la vida media de los niveles del borde, la conductancia térmi-

ca crece linealmente con T , según la ley universal Gt
th = κ0, donde κ0 = π2k2

BT/3h es

el cuanto universal de conductancia térmica.

En el caso capacitivo, la conductancia térmica se comporta de un modo muy diferente

en este régimen. Obedece una ley cúbica no universal Gc
th ∝ T 3, con un coeficiente que

depende de los acoplamientos con los reservorios y de la longitud del anillo, a través de

la combinación V 2
1 V

2
2 /L

2.

En el régimen de temperaturas intermedias y altas (kBT > ∆), los efectos de tamaño

finito resultan irrelevantes, y el transporte de calor se vuelve independiente de la lon-

gitud del sistema. Sin embargo, el régimen no es universal, dado que hay una fuerte

dependencia en los acoplamientos con los reservorios, tanto para el caso tunneling como

para el capacitivo. En particular, para el caso tunneling, la conductancia térmica de dos

terminales sigue siendo una función lineal de la temperatura, pero ahora el coeficiente

de proporcionalidad es una función no monótona de las intensidades de acoplamiento.

En el caso capacitivo, este régimen se extiende a cualquier otro llenado ν. Es interesante

destacar que en este caso, aparece un régimen intermedio para ∆� kBT � 1/
√
Ṽ1 Ṽ2,

donde Ṽ1 y Ṽ2 fueron definidos en la ecuación (4.13). En este régimen, la conductancia

térmica satisface nuevamente una ley de potencias de la forma Gc
th(T ) = κT 3, donde

κ depende de los factores de llenado ν1, ν2, y de los acoplamientos V1 y V2. Como en

el caso tunneling, κ es una función no monótona de los acoplamientos. A temperaturas

altas kBT � 1/
√
Ṽ1 Ṽ2, la conductancia térmica capacitiva alcanza un valor de satura-

ción que depende de los acoplamientos con el borde y de los factores de llenado ν, ν1

y ν2. Este resultado difiere notablemente del comportamiento lineal de la conductancia
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térmica tunneling en el mismo régimen. Respecto de la dependencia con los factores de

llenado, el caso ν 6= 1 para contactos tunneling no es soluble exactamente, y no hemos

podido verificar que la conductancia sea tambén independiente del llenado. Sin embar-

go, si notamos que la conductancia eléctrica de dos terminales para contactos tunneling

puntuales es G = e2/h y es independiente de ν [91], es probable que la conductancia

térmica también lo sea.

Nuestros resultados indican que el comportamiento de la temperatura local a la largo

del borde, definida por medio del acoplamiento a un termómetro, es cualitativamente la

misma para acoplamientos tunneling y capacitivos. Como en el caso del borde estimulado

por corriente alterna considerado en las referencias [50, 87], el perfil de la temperatura

local como función de la posición a lo largo del borde, es completamente consistente

con la propagación quiral de la enerǵıa a lo largo del estado de borde. Esto significa

que para una dada configuración del borde en contacto con reservorios a diferentes

temperaturas, cada brazo del borde tiende a termalizar con el reservorio upstream más

próximo. Notablemente, este comportamiento no depende de la naturaleza del contacto.

Es cualitativamente el mismo para un contacto tunneling, que inyecta part́ıculas que

transportan enerǵıa, que para un contacto de tipo capacitivo donde sólo se intercambia

enerǵıa y no hay transporte de part́ıculas.

En conclusión, nuestras investigaciones han permitido desentrañar nuevos aspectos del

transporte cuántico y predecir algunos efectos que podŕıan verificarse en futuros experi-

mentos. Para el caso del transporte de carga en cables cuánticos, los resultados obtenidos

son relevantes en relación a mediciones experimentales de la resistencia de cuatro termi-

nales en sistemas reales. Para separaciones entre las sondas de voltaje lo suficientemente

grandes, la posibilidad de medir resistencias de cuatro terminales negativas aumenta

para interacciones e-e más intensas. En el caso del transporte de calor en un borde Hall,

mostramos que los contactos capacitivos son aptos para estudiar el transporte de calor

en estados de borde del mismo modo que los contactos tunneling.

Estos estudios, a su vez, han abierto nuevos interrogantes que darán lugar a futuras

investigaciones.

Dentro del marco del transporte de carga en sistemas Luttinger, quedan varias cuestio-

nes por estudiar. En la referencia [1], se considera también el caso de sondas de voltaje

“desordenadas”, esto es, con densidades de estados asimétricas. En particular, conside-

rando un modelo de Breit-Wigner para una de las puntas, se obtiene que la resistencia

de cuatro terminales es distinta de cero, pudiendo incluso asumir valores negativos, aún

en ausencia de impurezas en el cable y al orden más bajo en los acoplamientos wj . Ca-

be preguntarse cómo se modifican dichos resultados al considerar contactos débilmente
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invasivos. Este problema puede atacarse de manera casi inmediata, utilizando el mismo

formalismo que en el Caṕıtulo 3.

El problema del transporte de calor en bordes Hall, es un área que ha despertado gran

interés recientemente. En particular, la utilización de contactos capacitivos parece ser

promisoria a la hora de entender los estados Hall cuya estructura consta de modos de

carga y modos neutros, por ejemplo los fluidos Hall con llenados ν = 2/3 y ν = 5/2.

Dado que los modos neutros son insensibles al acople capacitivo, pueden estudiarse con-

figuraciones h́ıbridas que incluyan ambos tipos de contactos, con el objeto de dilucidar

la compleja estructura de estos fluidos. Actualmente estamos estudiando el transporte

de calor en un fluido Hall para un llenado de Laughlin, en el cual los reservorios de tem-

peratura se acoplan capacitivamente, pero considerando un térmometro tipo tunneling

no invasivo para sensar la temperatura. Esto es un primer paso para luego considerar el

fluido con llenado ν = 2/3.

El problema del transporte de calor en bordes Hall puede extenderse en otra dirección.

La cuantización de la conductancia térmica ha sido predicha teóricamente en los trabajos

de Pendry [96], Rego y Kirczenow [98], obteniendo que la misma debe estar cuantizada

en unidades del cuanto de conductancia térmica κ0 = π2k2
BT/3h. Este resultado ha

sido corroborado en experimentos recientes [99, 100]. En este contexto resulta de interés

profundizar el estudio de la conductancia termica con contactos capacitivos, estudiando

otras configuraciones para los contactos que permitan identificar bajo qué condiciones

se consigue observar exactamente el cuanto de conductancia térmica.



Apéndice A

Cuantización de Landau

A.1. Niveles de Landau

El Hamiltoniano para un electrón sin esṕın no relativista en dos dimensiones en un

campo magnético perpendicular vivne dado por

H =
1

2m

(
p +

e

c
A
)2
.

Aqúı, e es una cantidad positiva, siendo la carga del electrón −e y m es la masa efectiva

del electrón. Para un campo magnético uniforme,

∇×A = Bẑ

El potencial vector A es una función lineal de las coordenadas espaciales. Se sigue que

H es un hamiltoniano del tipo del oscilador armónico generalizado, que es cuadrático

tanto en las coordenadas espaciales como en el momento canónico p = −i}∇, y por lo

tanto puede ser diagonalizado de manera exacta.

La ecuación de Shrödinger

H Ψ = EΨ

es invariante ante la transformación de gauge

A(r)→ A(r) +∇ξ(r)

Ψ(r)→ exp

[−ie
}c

ξ(r)Ψ(r)

]
.
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El problema puede resolverse de manera independiente del gauge. No presentaremos

aqúı dicho tratamiento, no siendo necesario para nuestros propósitos. El lector intere-

sado puede consultar las referencias [85, 101]. Resolveremos el problema eligiendo un

gaugeparticular, conocido como gaugede Landau. Elegimos el potencial vector A de la

forma

A(r) = −yBx̂,

Sustituyendo esta expresión en el Hamiltoniano, éste resulta independiente de x y por

lo tanto conmuta con px. Esto implica que px = }kx es un buen número cuántico. Es

conveniente introducir como unidad de longitud la longitud mangética, definida como

lB =

√
}c
eB

.

En términos de cantidades adimensionales,

y′ =
y

lB
− lBkx

y

p′y =
lBpy
}

,

obtenemos para el Hamiltoniano

H =
1

2
}ωC

[
y′2 + p′2y

]
,

que tiene la forma conocida para el oscilador armónico unidimensional. Aqúı ωC =

eB/mc es la frecuencia ciclotrónica. Los niveles de enerǵıa están cuantizados de la forma

En = }ωC
(
n+

1

2

)
,

donde n = 0, 1, . . .. Estos niveles se conocen como niveles de Landau. Las funciones de

onda asociadas a estos niveles tienen la forma

ηn,kx(r) =
[
π22n(n!)2

]−1/4
eikxx exp

[
−1

2

(
y

lB
− lBkx

)2
]
Hn

(
y

lB
− lBkx

)
,

donde Hn son los polinomios de Hermite.

Es importante notar que

La enerǵıa no depende de kx. Los autoestados en un dado nivel de Landau para

diferentes valores de kx son degenerados.
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La posición y depende de kx. Una autofunción dada está localizada de manera

Gaussiana en una banda angosta de ancho ∼ lB centrada en y = kxl
2
B.

A.2. Degeneración

Cada nivel de Landau tiene orbitales degenerados etiquetados por los números cuánticos

kx. La degneración por unidad de área es la misma en cada nivel de Landau, pero depende

del campo magnético. El orbital etiquetado por kx está localizado en y = kxl
2
B. Para

facilitar el conteo de estados, consideremos una muestra de longitud Lx en la dirección

x, e impongamos condiciones periódicas de contorno en esta dirección:

eikx(x+Lx) = eikxx.

Los valores permitidos de kx son entonces

kx = 2π
nx
Lx
.

Ahora contamos el número de estados en una dada área, pongamos la región de área

LxLy definida por y = 0. e y = Ly. El estado en y = 0. es etiquetado por nx = 0 y el

y = Ly por el vector de onda kx = Ly/l
2
B, o por en número entero

Nx =
LxLy
2πl2B

.

Despreciando efectos de orden O(1), Nx es el número de estados en el área LxLy, y la

degeneración por unidad de área viene dada por

G =
1

2πl2B
=

B

Φ0
,

donde Φ0 = }c/e es el cuanto de flujo. Vemos entonces que hay precisamente un estado

por cuanto de flujo en cada nivel de Landau.

El factor de llenado se define

ν
.
=
nel
G

= 2πl2Bnel =
nel
B/Φ0

,

donde nel es la densidad de electrones 2D. El factor de llenado equivale al número

de electrones por cuantos de flujo que penetran la muestra. Representa el número de

niveles de Landau ocupados por electrones no interactuantes a un dado valor del campo

magnético. El factor de llenado es inversamente proporcional al campo magnético. A

medida que se incrementa la intensidad del campo magnético, cada nivel de Landau
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puede acomodar mayor cantidad de electrones, y como consecuencia menos niveles de

Landau resultan ocupados.



Apéndice B

Cálculos detallados para el

problema de la resistencia de 4

terminales

Detallamos aqúı el cálculo de la función de Green exacta para el ĺıquido de Luttinger

aislado.

La densidad espectral ρ(k, ω) de un sistema con invarianza traslacional viene dada en

términos de la función de Green retardada G(k, ω) por la expresión[52, 53]

ρ(k, ω) = −2 ImGR(k;ω).

Es importante notar que esta expresión vale en la representación (k, ω). Consideremos

el caso unidimensional. Transformando Fourier obtenemos la densidad espectral en la

representación (x, ω):

ρ(x− x′, ω) =

∫
dk

2π
e−ik(x−x′)ρ(k, ω)

= −2i

∫
dk

2π
e−ik(x−x′) [GR(k;ω)−GR(k;ω)∗

]
= i

[∫
dk

2π
e−ik(x−x′)GR(k;ω)−

(∫
dk

2π
eik(x−x′)GR(k;ω)

)∗]
.

Obtenemos entonces

ρ(x− x′;ω) = i
[
GR(x− x′;ω)−GR(x′ − x;ω)∗

]
.
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En particular, la densidad espectral de los portadores α = L,R del ĺıquido de Luttinger

a potenciales qúımicos µα se calcula

ρα(x, x′;ω) = i[GR,Luttα (x− x′;ω)−GR,Luttα (x′ − x;ω)∗].

La densidad espectral de un ĺıquido de Luttinger puede calcularse anaĺıticamente [102–

104]; el resultado es

ρα(x, x′;ω + µα) = C exp
[
∓i
(ω
v
− kF

)
x
]
|ω|2γφ(γ, 2γ + 1,±2ixω/v),

donde φ es la función Hipergeométrica de Kummer, γ = (K+K−1−2)/4 y v = 1/K y C

es una constante de normalización. Para poder realizar cálculos numéricos, introducimos

un cutoff en enerǵıas Λ de modo que

ρ(x, ω + µ)→ ρ(x, ω + µ)Θ(Λ− |ω|).

La constante de normalización C puede evaluarse mediante la condicón de normalización∫
dω

2π
ρ(x, ω)

∣∣
x=0

= 1.

Para calcular las funciones de Green retardadas y avanzadas, utilizamos las relaciones

de Kramers-Kronig

GR,Lutt(x, ω) =

∫
dω′

2π

ρ(x, ω′)
ω − ω′ + iη

=

∫
dω′

2π

Re[ρ(x, ω′)] + i Im[ρ(x, ω′)]
ω − ω′ + iη

= PP

∫
dω′

2π

ρ(x, ω′)
ω − ω′ −

i

2
ρ(x, ω).

La parte real de la función de Green la evaluamos numéricamente. Hemos verificado que

fijando el cutoff en Λ ≈ 20, la caida de voltaje obtenida ∆V = µ1 − µ2 es independiente

del mismo.

Para los reservorios, consideramos una densidad constante de estados con un cutoff en

enerǵıas ±Λ′. De este modo, la función de Green retardada para los reservorios emplean-

do las relaciones de Kramers-Kronig, obteniendo la expresión

gRj (ω + µ)
.
= gRj (0, ω + µ) =

1

2Λ′
ln |ω + Λ′

ω − Λ′
| − iπ

2Λ′
Θ(Λ′ − |ω|).



Apéndice C

Cálculos detallados para el

problema del transporte de calor

en un borde Hall

C.1. Ecuaciones de Dyson

C.1.1. Acople tunneling

Definimos la función de Green retardada mixta

G̃R(x, rα; t, t′) = −iΘ(t− t′)〈{Ψ(x, t),Ψ†(rα, t′)}〉,

y la función de Green retardada del anillo

GR(x, x′; t, t′) = −iΘ(t− t′)
〈
{Ψ(x, t),Ψ†(x′, t′)}

〉
.

Las ecuaciones de Dyson para estas funciones resultan

(∂t′ − vF∂x′)GR(x, x′; t− t′) = (C.1a)

δ(t− t′)δ(x− x′) +
∑
α

wαG̃
R(x, rα; t− t′)δ(rα − r0

α)δ(x− xα)

(∂t′ − vαF∂rα) G̃R(x, rα; t− t′) = wαG
R(x, x′; t− t′)δ(rα − r0

α)δ(x′ − xα). (C.1b)
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Introducimos los inversos de los operadores diferenciales

(∂t′ − vF∂x′)G0,R(x− x′; t− t′) = δ(t− t′)δ(x− x′) (C.2a)

(∂t′ − vαF∂rα) gR(rα − r′α, t− t′) = δ(t− t′)δ(rα − r′α), (C.2b)

que identificamos como las funciones de Green retardadas libres del anillo y de los

reservorios, respectivamente. Transformando Fourier con respecto a t − t′ y rα − r′α en

las ecuaciones (C.1a) y (C.2a) obtenemos

GR(x, x′;ω) = G0,R(x, x′;ω)−
∑
pα

G̃R(x, pα;ω)wpαG
0,R(xα, x

′;ω) (C.3a)

G̃R(x, pα;ω) = − wpαGR(x, xα;ω)gR(pα, ω), (C.3b)

donde wpα = wαe
−ipαr0α/

√
Lα y

gR(pα, ω) = [gA(pα, ω)]∗ =
1

ω − εpα + iη
,

donde εpα = vαF pα. Reemplazando la ecuación (C.3b) en la (C.3b) se obtiene

GR(x, x′;ω) = G0,R(x, x′;ω)

+
M∑
α=1

GR(x, xα;ω)Σt,R
α (ω)G0,R(xα, x

′;ω),
(C.4)

donde hemos definido las autoenerǵıas

Σt,R
α (ω) = |wα|2

∫
dpα
2π

gR(pα, ω),

las cuales tienen en cuenta el efecto del acoplamiento con los reservorios. Es de utilidad

definir la función espectral

Γtα(ω)
.
= −2 Im[Σt,R

α (ω)]

que tiene la forma expĺıcita

Γtα(ω) =
|wα|2
vαF

Θ(Λ− |ω|),

donde Λ es un cutoff de altas enerǵıas que define que ancho de banda del reservorio,

mientras que la correspondiente expresión expĺıcita para la autoenerǵıa retardad es

Σt,R
α (ω) = ln

∣∣∣∣Λ− ωΛ + ω

∣∣∣∣− iΓtα(ω)

2
.
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Es fácil verificar que las funciones de Green evaluadas a partir de (C.4) satisfacen la

identidad

GR(x, x′;ω)−GA(x′, x;ω) = −i
M∑
β=1

GR(x, xβ;ω) Γtβ(ω)GA(xβ, x
′;ω), (C.5)

donde GA(x′, x;ω) = [GR(x, x′;ω)]∗ es la función de Green avanzada.

Las ecuación de Dyson para la funciónes de Green menores se pueden derivar de manera

inmediata a partir de las ecuaciónes (C.4) utilizando las reglas de Langreth [61]

G<(x, pα;ω) = −G<(x, xα;ω)wpαg
A
pα(ω)−GR(x, xα;ω)wpαg

<
pα(ω),

G<(x, x′;ω) =
M∑
α=1

GR(x, xα;ω)Σt,<
α (ω)[GR(x′, xα;ω)]∗,

donde

Σt,<
α (ω) = iΓtα(ω)fα(ω),

mientras que

g<pα(ω) = 2πi fα(ω)δ(ω − εpα),

y fα es la distribución de Fermi-Dirac del reservorio α

fα(ω) =
1

e(ω−µα)/Tα + 1

La función de Green del anillo desacoplado viene dada por la sumatoria

G0,R(x, x′;ω) =
1

L

N∑
n=−N

eikn(x−x′)

ω − εkn + iη
,

donde εkn = vFkn, con kn = 2nπ/L y N es un número entero positivo que define el

cutoff de altas enerǵıas Λr = vF 2πN/L del anillo. En el ĺımite de N → ∞, la suma en

la función de Green libre se puede calcular de manera anaĺıtica, dando como resultado

G0,R(x, x′;ω) =
1

2vF

e−iω(x−x′)/vF

sin(ωL/2vF )

[
Θ(x− x′)eiωL/2vF + Θ(x′ − x)e−iωL/2vF

]

C.1.2. Acople capacitivo

El procedimiento es similar al expuesto para el caso tunneling. La diferencia yace en que

las relaciones de conmutación (4.2) para los campos bosónicos son distintas al caso fer-

miónico. De manera análoga al caso fermiónico, definimos la función de Green retardada
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correspondiente al anillo

DR(x, x′; t, t′) = −iΘ(t− t′)〈[φ(x, t), φ(x′, t′)]〉

y a grados de libertad mixtos

D̃R(x, r; t, t′) = −iΘ(t− t′)〈[φ(x, t), φ(rα, t
′)]〉.

Para derivar las ecuaciones de Dyson, evaluamos la evolución temporal de los campos.

Para la funciones de Green retardadas definidas anteriormente, obtenemos

1

ν
(∂t′ − vF∂x′)DR(x, x′; t− t′) = (C.6a)

δ(t− t′) sgn(x− x′) + 2π
∑
α

Vα∂rαD̃
R(x, rα; t− t′)δ(rα − r0

α)δ(x− xα)

1

να
(∂t′ − vαF∂rα) D̃R(x, rα; t− t′) = (C.6b)

2πVαδ(rα − r0
α)δ(x′ − xα)∂x′D

R(x, x′; t− t′).

Es conveniente introducir los inversos de los operadores diferenciales
(
∂t′ − vαF∂r′α

)
and

(∂t′ − vαF∂x′) los cuales corresponden a las soluciones de las ecuaciones diferenciales en

derivadas parciales

1

να

(
∂t′ − vαF∂r′α

)
d0,R(rα, r

′
α; t− t′) = δ(t− t′)δ(rα − r′α)

1

ν
{∂t′ − vF∂x′}D0,R(x, x′; t− t′) = δ(t− t′)δ(x− x′).

Transformando Fourier las funciones d0,R y D0,R respecto del tiempo obtenemos

d0,R(rα, r
′
α;ω) = να

∫
dpα
2π

e−ipα(rα−r′α)

i(ω − vαF pα + iη)
,

D0,R(x, x′;ω) =
ν

L

N∑
n=−N

eikn(x−x′)

ω − εkn + iη
.

Transformando Fourier con respecto a t− t′, combinando las ecuaciones (C.6a) y (C.6b),

y calculando las derivadas con respecto a x, x′ obtenemos la expresión

DR(x, x′;ω) = D0,R(x, x′;ω) +

M∑
α=1

DR(x, xα;ω)ΣR,c
α (ω)D0,R(xα, x

′;ω), (C.9)
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donde hemos definido

DR(x, x′;ω)
.
=

1

2π
∂x∂x′D

R(x, x′;ω)

y

D0,R(x, x′;ω)
.
= ∂x′D

0,R(x, x′;ω)

De modo análogo al caso tunneling, hemos eliminado los grados de libertad de los reser-

vorios a partir de la ec. de Dyson definiendo las autoenerǵıas

Σc,R
α (ω) = (2πVα)2 να

vαF
ĺım

r′α→r0α+
∂r′α

∫ +P

−P

dpα
2πi

e−ipα(r0α−r′α)

ω − vαF pα + iη
,

las cuales dependen del acoplamiento con el reservorio aśı como también de la densidad

de estados de los mismos. En el ĺımite del cutoff Λ = vFP →∞ obtenemos

Σc,R
α =

i

2
Γcα(ω),

donde

Γcα(ω) = (2π)2 V 2
α

(vαF )2
ναω Θ(Λ− | ω |).

Notemos que la ec. (C.9) tiene la misma estructura que la (C.4). Por lo tanto, estas

funciones de Green, satisfacen identidades análogas a las (C.5)

DR(x, x′;ω)−DA(x′, x;ω) = −i
M∑
α=1

DR(x, xα;ω)Γcα(ω)DA(xα, x
′;ω),

donde la función avanzada esta relacionada con la retardada porDA(x′, x;ω) = [DR(x, x′;ω)]∗.

De la ecuación (C.9) podemos derivar las ecuaciones de Dyson para las funciones de

Green menores utilizando las reglas de Langreth [61]

D<(x, x′;ω) =
M∑
α=1

DR(x, xα;ω)Σc,<
α (ω)DA(xα, x

′;ω),

donde

Σc,<
α (ω) = iΓcα(ω)nα(ω)

y nα es la distribución de Bose-Einstein correspondiente a la temperatura Tα del reser-

vorio α

nα(ω) =
1

eω/Tα − 1
.
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Por último, haciendo uso de las reglas de Langreth en la transformada de Fourier de

la ecuación (C.6b) y tomando la derivada con respecto a x y la derivada segunda con

respecto a rα obtenemos

∂x∂
2
rα D

<(x, r′α;ω)
∣∣
rα=r0α

= (2π)2Vα

{
D<(x, x′;ω)

∣∣
x′=xα

∂2
rα D

0,A(r0
α, rα;ω)

∣∣
rα=r0α

+ DR(x, x′;ω)
∣∣
x′=xα

∂2
rα D

0,<(r0
α, rα;ω)

∣∣
rα=r0α

}
,

donde D0,A(rα, r
′
α;ω) = [D0,R(r′α, rα;ω)]∗ y

∂2
rαD

0,<(r0
α, rα;ω)|rα=r0α

= −
∫ +P

−P
dpαp

2
αnα(ω)δ(ω − vαF pα). (C.12)

C.2. Conductancias térmicas

En esta Sección se detalla el cálculo anaĺıtico de las conductancias térmicas. Por simpli-

cidad, fijamos } = kB = vF = vαF = 1, y también los factores de llenado ν = ν1 = ν2 = 1.

C.2.1. Acople tunneling

La conductancia térmica Gtth viene dada por

Gtth =

∫ ∞
−∞

dω

2π
T t12(ω)

(ω − µ)2β2eβ(ω−µ)(
1 + eβ(ω−µ)

)2
donde el coeficiente de transmisión tiene la expresión

T t12(ω) = Γ1(ω)Γ2(ω)
∣∣GR(x1, x2;ω)

∣∣2 ,
y en el ĺımite de Λ→∞,

Γ1,2 = w2
1,2

ΣR
1,2 = − i

2
w2

1,2.

La función de Green exacta del anillo viene dada por

GR(x1, x2;ω) =
GR0 (x1 − x2;ω)

∆R(x1,x2;ω)
, (C.15)

donde

∆R(x1,x2;ω) =
(
1− ΣR

1 G
R
0 (0, ω)

) (
1− ΣR

2 G
R
0 (0, ω)

)
− ΣR

1 ΣR
2 G

R
0 (x1 − x2, ω)GR0 (x1 − x2, ω)

(C.16)



Apéndice C. Cálculos detallados para el problema del transporte de calor en un. . . 94

Suponiendo que x2 > x1, las funciónes de Green libres tienen la expresión exacta

GR0 (x1 − x2;ω) =
1

2

e−i(x1−x2)ωe−iωL/2

sin (ωL/2)

GR0 (x2 − x1;ω) =
1

2

ei(x1−x2)ωeiωL/2

sin (ωL/2)

GR0 (0;ω) =
1

2
cot

(
ωL

2

)
.

Reemplazando en la ecuación (C.23), obtenemos

∆R = 1 +
w2

1w
2
2

16
+
i

4

(
w2

1 + w2
2

)
cot

(
ωL

2

)
,

y sustituyendo en (C.15), la función de Green del anillo acoplada a los reservorios resulta

GR(x1, x2;ω) =
e−i(x1−x2)ωe−iωL/2

2
[(

1 + w2
1w

2
2/16

)
sin (ωL/2) + 1

4 i(w
2
1 + w2

2) cos (ωL/2)
]

=
1

2
(
1 + w2

1w
2
2/16

) · e−i(x1−x2)ωe−iωL/2

sin (ωL/2) + iεL
2 cos (ωL/2)

,

donde hemos definido
εL

2

.
=

(w2
1 + w2

2)

4
(
1 + w2

1w
2
2/16

) .
Podemos ahora escribir la expresión exacta para el coeficiente de transmisión entre los

reservorios 1 y 2:

T t12(ω) =
w2

1w
2
2

4
(
1 + w2

1w
2
2/16

)2 1

sin2 (ωL/2) + (εL/2)2 cos2 (ωL/2)
.

Para poder calcular la conductancia térmica, debemos evaluar la integral

Gtth =
w2

1w
2
2

4
(
1 + w2

1w
2
2/16

)2 ∫ ∞−∞ dω

2π

1

sin2 (ωL/2) + (εL/2)2 cos2 (ωL/2)

(ω − µ)2eβ(ω−µ)(
1 + eβ(ω−µ)

)2 .
La integral se puede evaluar cerrando el contorno de integración en el semiplano complejo

superior y utilizando el Método de los Residuos. La estructura anĺıtica del integrando

se muestra en la Figura C.1. Hay dos series de polos: una proviene de las funciones de

Fermi y son polos dobles situados en los puntos

ωFn = µ+
(2n+ 1)πi

β
, n = 0, 1, 2, . . . .
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Reω

Imω 2nπ
L ± i εL2
µ+ 2nπi

β

Figura C.1: Estructura anaĺıtica del integrando para la conductancia tunneling.

Puede probarse que estos polos no contribuyen a la integral. La otra serie proviene del

coeficiente de transmisión, y están situados en los puntos

sin (ωL/2)− iεL

2
cos (ωL/2) = 0,

esto es,

ωn =
i

L
ln

∣∣∣∣1 + εL/2

1− εL/2

∣∣∣∣+
2nπ

L
.

Los residuos pueden calcularse de manera exacta. Luego de cierto trabajo algebraico,

obtenemos la expresión

Res(ωn) = − i

2πL

w2
1w

2
2(

1 + w2
1w

2
2/16

) (
w2

1 + w2
2

) β2 (2nπ/L− µ)2 eβ(2nπ/L−µ)(
1 + eβ(2nπ/L−µ)

)2 .

La integral puede entonces expresarse como una suma infinita

Gtth =
1

L

w2
1w

2
2(

1 + w2
1w

2
2/16

) (
w2

1 + w2
2

) ∞∑
n=−∞

β2 (2nπ/L− µ)2 eβ(2nπ/L−µ)(
1 + eβ(2nπ/L−µ)

)2 . (C.17)

C.2.1.1. Ĺımite de altas temperaturas (T � 1/L)

En este ĺımite, la suma puede transformarse en una integral

Gtth = f(w1, w2)
2π

L

∫ ∞
−∞

dn
β2 (2nπ/L− µ)2 eβ(2nπ/L−µ)(

1 + eβ(2nπ/L−µ)
)2 .

Realizando la sustitución k = 2nπβ/L− βµ, dk = 2πβ/Ldn, obtenemos

Gtth = f(w1, w2)
2π

L

L

2πβ

∫ ∞
−∞

dk
k2ek

(1 + ek)
2 ,
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donde hemos definido

f(w1, w2) =
w2

1w
2
2

w2
1 + w2

2

1(
1 + w2

1w
2
2/16

) .
La integral restante se encuentra en tabla [105] y tiene el valor π2/3. La conductancia

para acoplamiento tunneling en el ĺımite de altas temperaturas resulta finalmente

Gtth = f(w1, w2)
π2T

3
, T � 1

L
.

C.2.1.2. Ĺımite de bajas temperaturas (γt � T � 1/L)

En este caso, la contribución al transporte viene dada por los picos cuya enerǵıa es

cercana al potencial qúımico. Esto es, de la suma dada en la ecuación (C.17), elegimos

los valores de n tales que 2npi/L sea cercano al potencial qúımico:

2nπ

L
≈ µ,

esto es,

n ≈ µL

2π
,

Entonces, sumamos sólo sobre los n

n0 = [[
µL

2πvF}
]]

n1 = [[
µL

2πvF}
]] + 1

n−1 = [[
µL

2πvF}
]]− 1.

C.2.2. Acople capacitivo

Para el caso capacitivo, la conductancia térmica Gcth viene dada por

Gcth =

∫ ∞
−∞

dω

2π
T c12(ω)

β2ω2eβω

(1− eβω)
2 , (C.18)

donde el coeficiente de transmisión T c12 tiene la expresión

T c12(ω) = Γc1(ω)Γc2(ω)
∣∣DR(x1, x2;ω)

∣∣2 ,
donde

DR(x, x′;ω)
.
=

1

2π
∂x∂x′D

R(x, x′;ω).
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En el ĺımite del cutoff Λ→∞, Γc1,2 tiene la forma

Γc1,2 = (2π)2 V 2
1,2ω

y la función de Green exacta viene dada por

DR(x1, x2;ω) =
DR0 (x1 − x2;ω)

∆R(x1,x2;ω)
, (C.20)

donde

∆R(x1,x2;ω) =
(
1− ΣR

1 DR0 (0, ω)
) (

1− ΣR
2 DR0 (0, ω)

)
− ΣR

1 ΣR
2 DR0 (x1 − x2, ω)DR0 (x2 − x1, ω).

(C.21)

Aqúı ΣR
α son las autoenerǵıas para acoplamiento capacitivo, que en el ĺımite Λ → ∞

tienen la expresión

ΣR
1,2(ω) = − i

2
(2π)2 V 2

1,2ω.

Suponiendo que x2 > x1, las funciones de Green libres vienen dadas por

DR0 (x1 − x2;ω) =
ωe−i(x1−x2)ωe−iωL/2

2 sin (ωL/2)

DR0 (x2 − x1;ω) =
ωei(x1−x2)ωeiωL/2

2 sin (ωL/2)

DR0 (0;ω) =
ω

2
cot

(
ωL

2

)
Reemplazando en la ec. (C.21),

∆R = 1 + π4V 2
1 V

2
2 ω

4 + iπ2(V 2
1 + V 2

2 )ω2 cot

(
ωL

2

)
.

Sustituyendo en (C.20), obtenemos la expresión exacta para la función de Green del

anillo

DR(x1, x2;ω) =
ωe−i(x1−x2)ωe−iωL/2

2
[(

1 + π4V 2
1 V

2
2 ω

4
)

sin (ωL/2) + iπ2(V 2
1 + V 2

2 )ω2 cos (ωL/2)
] .

El coeficiente de transmisión para acoplamiento capacitivo tiene entonces la forma

T c12(ω) =
(2π)4 V 2

1 V
2

2 ω
4

4
[(

1 + π4V 2
1 V

2
2 ω

4
)2

sin2 (ωL/2) + π4(V 2
1 + V 2

2 )2ω4 cos2 (ωL/2)
]
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C.2.2.1. Ĺımite de bajas temperaturas

Para evaluar la conductancia en el ĺımite T � ∆ (∆ = 2nπ/L), desarrollamos el coefi-

ciente T c12 en serie de Taylor alrededor de ω = 0, dando por resultado

T c12(ω) = 16π4V
2

1 V
2

2

L2
ω2 +O

(
V ω

L

)4

.

Reemplazando en la ecuación (C.18) para la conductancia obtenemos

Gcth = 16π4V
2

1 V
2

2

L2

∫ ∞
−∞

dω

2π
ω4 β2eβω

(1− eβω)
2

= 32π4V
2

1 V
2

2

L2

d

dT

[∫ ∞
0

dω

2π
ω3 1

1− eβω
]

La integral restante se encuentra en la tabla. La conductancia térmica para acoplamiento

capacitivo en el régimen de bajas temperaturas resulta entonces

Gcth =
64

15
π7V

2
1 V

2
2

L2
T 3, T � 1

L
.

C.2.2.2. Ĺımite de altas temperaturas

En este caso es necesario apelar al Método de los Residuos, de manera análoga a la

realizada para acoplamiento tunneling. De manera a dicho caso, hay dos series de polos:

una proveniente del coeficiente de transmisión, y otra de la función de distribución.

También puede mostrarse que los residuos en los polos provenientes de la función de

distribución no contribuyen a la integral.

Para poder encontrar los polos que yacen en el semiplano complejo superior, es necesario

resolver la ecuación

(
1 + π4V 2

1 V
2

2 ω
4
)

sin (ωL/2)− iπ2(V 2
1 + V 2

2 )ω2 cos (ωL/2) = 0,

que puede reescribirse de la forma

ωn =
2i

L
arctanhF (ω) +

2nπ

L
,

donde hemos definido la función

F (ω)
.
=
π2
(
V 2

1 + V 2
2

)
ω2

1 + π4V 2
1 V

2
2 ω

4
.
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Esta es una ecuación trascendente que no puede resolverse de forma exacta. Sin embargo,

una buena aproximación a la misma se obtiene tomando

ωn ≈
2nπ

L
+

2i

L
arctanhF

(
2nπ

L

)
=

2nπ

L
+
i

L
ln

[
1 + F (2nπ/L)

1− F (2n pi/L)

]
.

Podemos entonces calcular los residuos aproximados en estos valores. Trabajando alge-

braicamente encotramos

ResI(ωn) =
(2π)V 2

1 V
2

2

L
(
V 2

1 + V 2
2

) · β2(2nπ/L)4(
1 + π4V 2

1 V
2

2 (2nπ/L)4
) · e2nπβ/L(

1− e2nπβ/L
)2 .

La integral para la conductancia puede expresarse como una suma infinita

Gcth =
1

L
(2π)2 · V 2

1 V
2

2

V 2
1 + V 2

2

∑
n

(2nπ/L)4(
1 + π4V 2

1 V
2

2 (2nπ/L)4
) · β2e2nπβ/L(

1− e2nπβ/L
)2 .

Transformando la sumatoria en una integral, obtenemos

Gcth = (2π)
V 2

1 V
2

2

(V 2
1 + V 2

2 )

∫ ∞
−∞

dx
x4(

1 + π4V 2
1 V

2
2 x

4
) · β2eβx

(1− eβx)
2 .

Si realizamos el cambio de variable u = π
√
V1V2x y definimos a = β/π

√
V1V2, la con-

ductancia en el ĺımite β/L→ 0 (T � ∆) viene dada por la integral

Gcth = (2π)
V 2

1 V
2

2

(V 2
1 + V 2

2 )

1

π4V 2
1 V

2
2

V1V2

π
√
V1V2

∫ ∞
−∞

du
u4

(1 + u4)
· a2eau

(1− eau)2 .

A partir de aqúı, es posible hallar expansiones asintóticas para la conductancia en los

ĺımites β/π
√
V1V2 →∞ y β/π

√
V1V2 → 0.

C.2.2.3. Ĺımite β/π
√
V1V2 →∞

Para obtener la expansión asintótica, conviene reescribir la conductancia en la forma

Gcth = (2π)
1

(V 2
1 + V 2

2 )

1

π4
2
d

dT

∫ ∞
0

du
u3

(1 + u4)
· 1

1− eau .
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Expandiendo el factor
(
1 + u4

)−1
y quedándonos sólo con el primer término, obtenemos

Gcth = (2π)
1

(V 2
1 + V 2

2 )

2

π4

d

dT

∫ ∞
0

du
u3

1− eau

= (2π)
1

(V 2
1 + V 2

2 )

2

π4

d

dT

[
π8V 2

1 V
2

2

15
T 4

]
=

16π5

15

V 2
1 V

2
2

V 2
1 + V 2

2

T 3, T � 1

L
, T � 1√

V1V2
.

C.2.2.4. Ĺımite β/π
√
V1V2 → 0

En este caso, desarrollamos la el término de la exponencial en serie de Taylor

Gth =
(2π)

(V 2
1 + V 2

2 )

1

π4

1

π
√
V1V2

∫ ∞
−∞

du
u4

(1 + u4)
· β2(
βu/π

√
V1V2

)2 .
Evaluando la integral restante obtenemos el valor de saturación para la conductancia

Gcth =

√
2

π

√
V1V2

(V 2
1 + V 2

2 )
T � 1

L
, T � 1√

V1V2
.

C.3. Perfiles de temperatura

En esta Sección se presenta el cálculo detallado para los perfiles de temperatura en el

régimen de altas temperaturas, T � 1/L. El procedimiento es muy similar al utilizado

para obtener las expresiones para las conductancias térmicas.

C.3.1. Acople tunneling

La corriente de calor que fluye a través del termómetro viene dada por

JQ,t3 =

∫ ∞
−∞

(ω − µ)dω T t31(ω)

[
1

eβ3ω + 1
− 1

eβ1ω + 1

]
+

∫ ∞
−∞

(ω − µ)dω T t32(ω)

[
1

eβ3ω + 1
− 1

eβ2ω + 1

]
,

donde la temperatura local T3 = 1/β3 es tal que JQ,t3 = 0.

Los coeficientes de transmisión T t31 y T t32 tienen la forma

T t31(ω) = Γt3(ω)Γt1(ω)
∣∣GR(x3, x1;ω)

∣∣2 (C.22)

T t32(ω) = Γt3(ω)Γt2(ω)
∣∣GR(x3, x2;ω)

∣∣2 .
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En en ĺımite del cutoff Λ→∞, Γt1(ω) y Γt2(ω) adoptan la forma simple

Γ1,2 = w2
1,2.

La función de Green GR exacta del anillo evaluada en los puntos (x3, x1) viene dada por

GR(x3, x1;ω) =
GR0 (x3 − x1;ω)

(
1− ΣR

2 G
R
0 (0, ω)

)
+GR0 (x3 − x2;ω)ΣR

2 G
R
0 (x2 − x1;ω)

∆R(x1,x2;ω)
,

donde

∆R(x1,x2;ω) =
(
1− ΣR

1 G
R
0 (0, ω)

) (
1− ΣR

2 G
R
0 (0, ω)

)
− ΣR

1 ΣR
2 G

R
0 (x1 − x2, ω)GR0 (x2 − x1, ω),

(C.23)

y las autoenerǵıas ΣR
1,2 en el ĺımite Λ→∞ son de la forma

ΣR
1,2 = − i

2
w2

1,2.

Suponiendo que x2 > x1, x3 > x2 , y utilizando las expresiones de las funciones de

Green libres, obtenemos expresión para la función de Green exacta del anillo evaluada

en (x3, x1):

GR(x3 − x1;ω) =
1

4

1− w2
2/4

1 + w2
1w

2
2/16

(
ei(x1−x3)ωeiωL/2

sin (ωL/2) + iεL/2 cos (ωL/2)

)
.

Sustituyendo en la ecuación (C.22), el coeficiente de transmisión T t31 resulta entonces

T t31 =
1

16

(
1− w2

2/4
)2
w2

3w
2
1(

1 + w2
1w

2
2/16

)2 1

sin2 (ωL/2) + (εL/2)2 cos2 (ωL/2)
.

De manera completamente análoga puede calcularse el coeficiente T t32. El resultado es

T32 =
1

16

(
1 + w2

1/4
)2
w2

3w
2
2

1 + w2
1w

2
2/16

1

sin2 (ωL/2) + (εL/2)2 cos2 (ωL/2)

La corriente a través del termómetro puede calcularse empleando el Método de los

Residuos, de manera análoga al utilizado para la conductancia en la Subsección C.2.1.

La integral para la corriente de calor puede expresarse como sumas infinitas de la forma

JQ,t3 = C
∞∑

n=∞
w2

1

(
1− w2

2

4

)2 [
(2nπ/L)

1 + e2nπβ3/L
− (2nπ/L)

1 + e2nπβ1/L

]

+ C

∞∑
n=∞

(
1 +

w2
1

4

)2

w2
2

[
(2nπ/L)

1 + e2nπβ3/L
− (2nπ/L)

1 + e2nπβ2/L

]
,



Apéndice C. Cálculos detallados para el problema del transporte de calor en un. . . 102

donde C es una constante cuyo valor es irrelevante a la hora de calcular la temperatura

local. En el ĺımite de altas temperaturas T � 1/L, podemos transformar las sumatorias

en integrales, las cuales pueden evaluarse obteniendo la expresión

JQ,t3 = C

[
w2

1

(
1− w2

2

4

)2 (
T 2

3 − T 2
1

)
+

(
1 +

w2
1

4

)2

w2
2

(
T 2

3 − T 2
2

)]
.

Fijando la corriente a cero obtenemos la temperatura local T3, dando como resultado

T3 =

√√√√w2
1

(
1− w2

2/4
)2
T 2

1 +
(
1 + w2

1/4
)2
w2

2 T
2
2(

1 + w2
1w

2
2/16

) (
w2

1 + w2
2

) , x3 > x2.

Cuando x1 < x3 < x2, la fórmula para la temperatura local puede obtenerse reempla-

zando T1 → T2. Finalmente, obtenemos el resultado para la temperatura local del anillo

en el régimen de altas temperaturas

T3 =



√
w2

1

(
1− w2

2/4
)2
T 2

1 +
(
1 + w2

1/4
)2
w2

2T
2
2(

1 + w2
1w

2
2/16

) (
w2

1 + w2
2

) si x1 < x2 < x3√
w2

1

(
1 + w2

2/4
)2
T 2

1 +
(
1− w2

2/4
)2
w2

2T
2
2(

1 + w2
1w

2
2/16

) (
w2

1 + w2
2

) si x1 < x3 < x2.

C.3.2. Acople capacitivo

La corriente de calor que fluye a través del reservorio viene dada por

J3 =

∫ ∞
−∞

dω T c31(ω)

[
ω

eβ3ω − 1
− ω

eβ1ω − 1

]
+

∫ ∞
−∞

dω T c32(ω)

[
ω

eβ3ω − 1
− ω

eβ2ω − 1

]
Los coeficientes de transmisión T c31 y T c32 tiene la forma

T c31(ω) = Γ3(ω)Γ1(ω)
∣∣DR(x3, x1;ω)

∣∣2 (C.24)

T c31(ω) = Γ3(ω)Γ2(ω)
∣∣DR(x3, x2;ω)

∣∣2 ,
. En en ĺımite del cutoff Λ→∞, Γc1(ω) y Γc2(ω) adoptan la forma simple

Γc1,2 = (2π)2 V 2
1,2ω.

La función de correlación densidad-densidad exacta DR del anillo evaluada en los puntos

(x3, x1) viene dada por
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DR(x3, x1;ω) =
DR0 (x3 − x1;ω)

(
1− ΣR

2 DR0 (0, ω)
)

+DR0 (x3 − x2;ω)ΣR
2 DR0 (x2 − x1;ω)

∆R(x1,x2;ω)
,

donde

∆R(x1, x2;ω) =
(
1− ΣR

1 DR0 (0, ω)
) (

1− ΣR
1 DR0 (0, ω)

)
− ΣR

1 ΣR
2 DR0 (x1 − x2, ω)DR0 (x1 − x2, ω)

,

y las autoenerǵıas ΣR
1,2 en el ĺımite Λ→∞ son de la forma

ΣR
1,2(ω) = − i

2
(2π)2 V 2

1,2ω.

Suponiendo que que x1 > x2, x3 > x2, y utilizando las expresiones de las funciones

de Green libres D0, obtenemos expresión para la función de Green exacta del anillo

evaluada en (x3, x1):

DR(x3 − x1;ω) =
ωei(x1−x3)ωeiωL/2

(
1− π2V 2

2 ω
2
)

2 sin (ωL/2)
(
1 + π4V 2

1 V
2

2 ω
4
)

+ iπ2(V 2
1 + V 2

2 )ω2 cos (ωL/2)

Sustituyendo en la ecuación (C.24), el coeficiente de transmisión T c31 resulta entonces

T c31(ω) =
(2π)4 V 2

3 V
2

1 ω
4
(
1− π2V 2

2 ω
2
)2

4
[
sin2 (ωL/2)

(
1 + π4V 2

1 V
2

2 ω
4
)2

+ π4(V 2
1 + V 2

2 )2ω4 cos2 (ωL/2)
] .

De manera análoga obtenemos la expresión para T c32:

T c32(ω) =
(2π)4 V 2

3 V
2

2 ω
4
(
1 + π2V 2

1 ω
2
)2

4
[
sin2 (ωL/2)

(
1 + π4V 2

1 V
2

2 ω
4
)2

+ π4(V 2
1 + V 2

2 )2ω4 cos2 (ωL/2)
] .

La corriente a través del termómetro puede calcularse empleando el Método de los

Residuos, de manera análoga al utilizado para la conductancia en la Subsección C.2.2.

La integral para la corriente de calor puede expresarse como sumas infinitas de la forma

JQ,c3 = C
∑
n

V 2
1 (2nπ/L)3

[
1− π2V 2

2 (2nπ/L)2
]2

1 + π4V 2
1 V

2
2 (2nπ/L)4

[
1

e2nπβ3/L − 1
− 1

e2nβ1π/L − 1

]

+ C
∑
n

V 2
2 (2nπ/L)3

[
1 + π2V 2

1 (2nπ/L)2
]2

1 + π4V 2
1 V

2
2 (2nπ/L)4

[
1

e2nπβ3/L − 1
− 1

e2nπβ2/L − 1

]
,

donde C es una constante cuyo valor es irrelevante a la hora de calcular la temperatura

local.
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En el ĺımite de altas temperaturas T � 1/L, podemos transformar las sumatorias en

integrales, obteniendo la expresión

JQ,c3 = C

∫ ∞
−∞

dx
V 2

1 x
3
(
1− π2V 2

2 x
2
)2

1 + π4V 2
1 V

2
2 x

4

[
1

eβ3x − 1
− 1

eβ1x − 1

]
+ C

∫ ∞
−∞

dx
V 2

2 x
3
(
1 + π2V 2

1 x
2
)2

1 + π4V 2
1 V

2
2 x

4

[
1

eβ3x − 1
− 1

eβ2x − 1

]
.

(C.25)

C.3.2.1. Ĺımite T1,2 � 1/
√
V1V2

En este ĺımite , es ĺıcito aproximamar el denominador 1 + π4V 2
1 V

2
2 x

4 ≈ 1 y obtener

JQ,c3 = C

∫ ∞
−∞

dxV 2
1 x

3
(
1− 2π2V 2

2 x
2 + π4V 4

2 x
4
) [ 1

eβ3x − 1
− 1

eβ1x − 1

]
+ C

∫ ∞
−∞

dxV 2
2 x

3
(
1 + 2π2V 2

1 x
2 + π4V 4

1 x
4
) [ 1

eβ3x − 1
− 1

eβ2x − 1

]
.

Las integrales restantes se encuentran en las tablas. Evaluando las mismas obtenemos

la expresión para la corriente de calor, en la cual aparecen términos de orden ∼ V 2
αT

4
i ,

∼ V 4
αT

6
i y ∼ V 6

αT
8
i . Despreciando estos últimos, y trabjando algebraicamente arribamos

a la expresión

JQ,c3 ∝ −
(
V 2

1 + V 2
2

)
T 4

3

+ V 2
1 T

4
1

(
1− 80

21
π4V 2

2 T
2
1

)
+ V 2

2 T
4
2

(
1 +

80

21
π4V 2

1 T
2
2

)
, 1/L� T � 1/

√
V1V2.

Igualando JQ,c3 a cero y despejando T3 obtenemos el valor para la temperatura local

para x1 < x2 < x3

T3 =
4

√
V 2

1 T
4
1

(
1− 80

21π
4V 2

2 T
2
1

)
+ V 2

2 T
4
2

(
1 + 80

21π
4V 2

1 T
2
2

)
V 2

1 + V 2
2

, 1/L� T � 1/
√
V1V2.

La temperatura en el otro brazo del anillo se obtiene cambiando los signos que aparecen

dentro del paréntesis. Finalmente obtenemos el perfil de temperaturas del anillo en el

ĺımite 1/L� T � 1/
√
V1V2:

T3 =


4

√
V 2

1 T
4
1

(
1− 80

21π
4V 2

2 T
2
1

)
+ V 2

2 T
4
2

(
1 + 80

21π
4V 2

1 T
2
2

)
V 2

1 + V 2
2

si x1 < x2 < x3

4

√
V 2

1 T
4
1

(
1 + 80

21π
4V 2

2 T
2
1

)
+ V 2

2 T
4
2

(
1− 80

21π
4V 2

1 T
2
2

)
V 2

1 + V 2
2

si x1 < x3 < x2.
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C.3.2.2. Ĺımite T1,2 � 1/
√
V1V2

En este caso, aproximamos los denominadores en la integral (C.25) 1 + π4V 2
1 V

2
2 x

4 ≈
π4V 2

1 V
2

2 x
4 y en los numeradores los factores de la forma 1 ± π2V 2

1,2x
2 ≈ π2V 2

1,2x
2. La

corriente de calor resulta en este ĺımite

JQ,c3 = C

∫ ∞
−∞

dxV 2
2 x

3

[
1

eβ3x − 1
− 1

eβ1x − 1

]
+ C

∫ ∞
−∞

dxV 2
1 x

3

[
1

eβ3x − 1
− 1

eβ2x − 1

]
.

Realizando en cada término el cambio de variable u = βjx, du = βjdx, obtenemos

JQ,c3 = C ′
[(
V 2

1 + V 2
2

)
T 4

3 − V 2
2 T

4
1 − V 2

1 T
4
2

]
.

Igualando a cero y despejando T3 llegamos finalmente a la expresión para la temperatura

local:

T3 = 4

√
V 2

2 T
4
1 + V 2

1 T
4
2

V 2
1 + V 2

2

, T � 1/L, T � 1/
√
V1V2.
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