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Resumen

En esta Tesis se investigan propiedades de transporte de carga eléctrica y de calor en
dispositivos de escala mesoscopica. En particular, estudiamos sistemas mesoscépicos
unidimensionales, los cuales no pueden ser entendidos dentro del marco de la teoria
del liquido de Fermi, sino que pertenecen a otra clase de universalidad conocida como

liquidos de Luttinger.

En el Capitulo 1 se presenta la definicién del concepto de sistema mesoscopico y la natu-
raleza de la resistencia (o conductancia) en este tipo de sistemas. También se describen
los dispositivos experimentales que presentan comportamiento tipo Luttinger, como los

cables cuanticos y los estados de borde de efecto Hall.

En el Capitulo 2 se detallan de manera resumida las técnicas formales utilizadas para
estudiar los problemas abordados: el formalismo de Keldysh de funciones de Green fuera
del equilibrio, y la bosonizacién, que es un método adecuado para estudiar los liquidos

de Luttinger.
Los Capitulos 3 y 4 reunen las contribuciones originales de esta Tesis.

En el Capitulo 3 se presenta el estudio de la resistencia eléctrica en un dispositivo de
cuatro terminales, en el que el cable cuantico se acopla a cuatro puntas o contactos
modelados como reservorios. En trabajos anteriores [1] se habian considerado contactos
no invasivos (acoplamientos muy débiles). En esta Tesis se ha superado la hipdtesis de
no invasividad, considerando sondas de voltaje que, si bien siguen estando débilmente
acopladas a la muestras, introducen decoherencia a través de procesos de dispersién
inelastica, asi como también posibles efectos de interferencia entre las sondas. Entre
otras cuestiones, se ha explorado el comportamiento de la resistencia de cuatro terminales
(oscilaciones tipo Friedel, resistencia negativa) bajo el efecto de sondas invasivas. Estas

investigaciones han dado lugar a las publicaciones [2] 3]:

= H. Aita, L. Arrachea, C. Nadn, Four-terminal resistance of an interacting quan-
tum wire with weakly invasive contacts, Journal of Physics: Condensed Matter 23,
475601 (2011).

= H. Aita, L. Arrachea, C. Naén, Four-terminal resistance of an interacting quantum
wire with invasive contacts, Physica B: Condensed Matter 407, Issue 16, 3158
(2012), Proceedings del evento Frontiers in Condensed Matter V, Buenos Aires,
(2010).

En el Capitulo 4 analizamos el transporte de calor inducido por un gradiente de tempe-

ratura aplicado a reservorios que estdn acoplados capacitivamente a un estado de borde
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Hall con llenado v. Consideramos los casos del efecto Hall cuantico entero, con v = 1
y los estados fraccionarios en la serie de Laughlin, con factor de llenado v = 1/m con
m impar. Este problema se puede resolver de forma exacta. Para el caso particular de
v =1, comparamos con el comportamiento del transporte de calor inducido por un gra-
diente de temperatura en reservorios conectados al borde mediante contactos puntuales
del tipo tunneling, dado que este caso es también exactamente soluble. En todos los
casos nos concentramos en la conductancia térmica del borde y en la temperatura local
a lo largo del mismo. La temperatura se define por medio de un termémetro, consistente
en un tercer reservorio acoplado débilmente al borde. La temperatura de este ultimo
reservorio es tal que el flujo de calor a través del contacto es nulo. Comparando los
casos de contactos tipo tunneling y capacitivos, se ha encontrado un comportamiento
cualitativamente diferente para la conductancia de calor, mientras que es similar para

la temperatura local. Estos resultados han dado lugar a la publicacién [4]:

= H. Aita, L. Arrachea, C. Naén, E. Fradkin, Heat transport through quantum hall
edge states: tunneling versus capacitive coupling to reservoirs, Phys. Rev. B 88,
085122 (2013).
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Sistemas Mesoscépicos

Los sistemas mesoscépicos, por sus dimensiones y caracteristicas, constituyen un puente
entre los sistemas macroscépicos que manejamos diariamente y la escala atémica [5].
El estudio de estos sistemas es altamente relevante no solo por el hecho de que nos per-
mite comprender algunas caracteristicas del limite macréscopico y como se llega él, sino
porque ademas existe una gran cantidad de fenémenos fisicos intrinsecos al régimen me-
soscopico. La escala mesoscopica tiene longitudes tipicas que van desde decenas de nm
hasta algunos pum, y es aquella en la que los electrones de un semiconductor o un metal
ponen de manifiesto su naturaleza cuantica cuando son enfriados a temperaturas que no
superan unos pocos K. La dualidad onda-particula y la longitud de coherencia cuénti-
ca, resultan centrales en la determinacion de las propiedades del transporte electréonico
en dichos sistemas. Otro aspecto interesante es el modo en que estos sistemas inter-
actian, via fonones y excitaciones de muchos cuerpos, y se acoplan a otros de mayores
dimensiones, esencialmente macroscépicos. Todos estos efectos influyen, en particular,
en las propiedades del transporte electrénico y de calor. Por ejemplo, la intensidad del
acoplamiento entre un sistema mesoscopico y otro macroscépico, al que denominaremos
reservorio, determina la intensidad del intercambio de particulas y energia, dependiendo
también de la temperatura de los mismos. La tecnologia que ha dado origen a la fabri-
cacién de estos sistemas ha progresado rapidamente y actualmente es posible contrastar
las predicciones tedricas con resultados experimentales. Existen técnicas que consisten
en el crecimiento controlado de nanoestructuras; entre las més conocidas podemos men-
cionar el método del haz molecular epitaxial, técnicas litograficas de haz de electrones,
litografia de rayos X, etc. Por otro lado, mediante la utilizaciéon de microscopios de efecto

tunel es posible fabricar, analizar y medir estructuras de escala atémica.
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En esta Tesis nos centraremos en particular en dispositivos mesoscopicos unidimensiona-
les (1D) en los cuales las interacciones dominantes son las correlaciones entre electrones.
En este tipo de sistemas, una aproximaciéon perturbativa al problema esté lejos de ser
aplicable. Mas atn, los sistemas unidimensionales interactuantes no pueden entenderse
desde la éptica del liquido de Fermi, siendo necesario un nuevo modelo, conocido como
liquido de Luttinger. La teoria del mismo se resume en el Capitulo 2. A continuacién
discutiremos las escalas relevantes en el Transporte Cudntico y haremos un resumen de

los dispositivos experimentales estudiados en esta Tesis.

1.1.1. Escalas que caracterizan el transporte en sistemas mesoscopicos

Los sistemas mesoscopicos son sistemas cuyas dimensiones son menores que las longitu-
des macrosépicas pero mayores que las distancia atomicas. En la Figura se muestran

algunas longitudes caracteristicas de este tipo de sistemas.
El transporte en este tipo de sistemas vendra determinado por la relacién existente entre
las dimensiones del mismo y otras tres longitudes caracteristicas, a saber:

» la longitud de onda de Fermi Ap

= el camino libre medio elastico [

» la longitud de coherencia de fase L.

1mm
camino libre medio en el régimen Hall cuantico
100 pm i ) ) ) o
camino libre medio / longitud de relajacion de fase
en semiconductores de alta movilidad a T' < 4 K
10 pm
1pum ) . i )
dispositivos semiconductores comerciales (1990)
100 nm . . .
longitud de onda de de Broglie en semiconductores
camino libre medio en ldminas metélicas policristalinas
10nm dispositivos semiconductores comerciales (actualidad)
1nm . .
longitud de onda de de Broglie en metales
distancia entre atomos
1A

Ficura 1.1: Escalas relevantes en sistemas mesoscopicos.
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La longitud de onda de Fermi Ar esta directamente relacionada con la energia cinética
del electrén y por lo tanto con la temperatura del sistema. En general, para metales
a muy bajas temperaturas es del orden de la separacién interatémica, mientras que
en semiconductores ésta puede llegar a los 100 nm. Bajo estas condiciones es necesario

utilizar la mecanica cuantica ya que las predicciones clasicas fracasan.

El camino libre medio [ es la distancia promedio que recorre un electrén antes de ser
dispersado eldsticamente por un ion. Puede expresarse como | = vpT., donde vp es la

velocidad de Fermi y 7. es el tiempo medio entre colisiones eldsticas.

La longitud de coherencia de fase Ly es la distancia dentro de la cual se preserva la
fase de la funcién de onda electrénica. Esta ultima longitud es la que define el régimen
mesoscOpico, ya que es necesario que Ly sea mayor que la longitud caracteristica del
sistema L para que se observen los fenémenos de interferencia cudntica. Si bien es muy
dificil obtener una expresién cerrada para Lg , se puede estimar que Ly ~ (Td)D)l/ 2,
donde 74 es el tiempo medio entre colisiones ineldsticas y D es el coeficiente de difusién.
Los principales procesos que pueden dar lugar a colisiones ineldsticas en semiconductores
son la interaccion electron-electron y la interaccién electrén-fonén. Estas dltimas, al ser
menos frecuentes a bajas temperaturas hacen que Lg aumente significativamente. A

temperaturas del orden de los mK, Ly es del orden del um, lo que impone que la

mayoria de las mediciones se realicen a bajas temperaturas.

Dado un sistema de longitud finita L, el transporte es coherente siempre y cuando se
cumpla que L < Ly . Esto estard determinado por la influencia de los mecanismos de
pérdida de coherencia de fase (dispersién ineldstica, impurezas con grados de libertad
internos, etc.) sobre los electrones. Dentro del transporte coherente pueden distinguirse

a la vez tres regimenes de transporte:
Régimen Balistico el camino libre medio [ entre colisiones elasticas es mayor que L.

Régimen Difusivo el camino libre medio [ entre colisiones elasticas es menor que L.

Régimen Localizado el camino libre medio [ entre colisiones elasticas es mucho menor

que L.

1.1.2. Dispositivos mesoscépicos unidimensionales

Los dispositivos mesoscépicos estudiados en esta Tesis, son los cables nanoscépicos (na-
nowires), los nanotubos de carbono y los bordes de placas en el régimen de efecto Hall

cuantico (estos ultimos se discutirdn en la Seccién 1.2.
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Los cables cuédnticos son sistemas en los que los electrones son confinados en dos di-
recciones y son capaces de desplazarse a lo largo de la direccion restante. Hay varias
maneras de producir cables cuanticos; detallamos aqui la que da como resultado longi-
tudes de coherencia mayores. La configuracion experimental se esquematiza en la Figura
El punto de partida es un gas de electrones bidimensional (2DEG), fabricado uti-
lizando heteroestructuras semiconductoras (ver Subseccién . Aplicando voltajes
a los electrodos metdlicos dispuestos sobre el gas, se logra confinar los electrones a una

sola dimensién.

Los nanotubos de carbono son cilindros formados por planchas de grafeno enrolladas.
Dentro de los nanotubos, existen dos grandes clases: los nanotubos de pared simple
(SWNT) (Figura[L.3), y los de pared multiple (MWNT) los cuales estdn formados por
varios tubos concéntricos. La eleccién de la direccién de enrollamiento o el vector quiral
C = na; + mas define el tipo de nanotubo. Entre los mas comunes se encuentran
el nanotubo tipo zigzag (C = (n,0)) y armchair (C = (n,n)), mientras que en el caso
general (C' = (m,n)) se denomina quiral. En estos sistemas, las propiedades de transporte
electrénico dependen fuertemente de las caracteristicas fisicas que posee el nanotubo,
como ser el didmetro, longitud y quiralidad. Sin embargo, las propiedades basicas pueden
capturarse utilizando el modelo del liquido de Luttinger. Para el caso de los nanotubos
de pared simple, ésto ha sido corroborado experimentalmente por Bockrath et al. [7]. En
dicho trabajo, se midi6 la conductancia de tiras de nanotubos de carbono, obteniendo
leyes de potencias con respecto a la temperatura y al voltaje aplicado, en acuerdo con
lo predicho teéricamente utilizando el modelo de Luttinger. En un experimento maés
reciente, pudo observarse la separacién espin-carga predicha por el modelo de Luttinger
en un nanotubo SWNT[§].

Tungsten
gates

Probe A
Probe B Source 2DEG -7
et
S ;'JW
7 III.— -
i ]
o -
Drain 2DEG = g}qﬂ"a
g —————————— | O -
[ Gaas | R !
AlGaAs o [011]
FiGura 1.2: .

Cable cuédntico. Un gas de electrones bidimensional (2DEG) se forma en la interfase
entre el AsGa y el AlAsGa. El gas unidimensional se obtiene confinando los electrones,
aplicando un voltaje a los electrodos de tungsteno. Extraido de de Picciotto et al. [6]
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(n,0) zigzag

armchair

(n,n) armchair
(a) (B) ()

FicurA 1.3: Representacién esquemaética de un nanotubo de carbono de pared simple
(SWNT). En (a) se detallan los distintos tipos de nanotubos que caracterizados por
el vector quiral C. En (b) y (c¢) se muestran nanotubos del tipo zigzag (C = (n,0)) y
armchair (C = (n,n)) respectivamente. Extraido de [5].

El caso de los nanotubos de pared multiple es mas delicado, pudiendo comportarse como
liquidos de Luttinger a bajos voltajes aplicados y como liquidos de Fermi a voltajes
altos[9].

1.1.3. Naturaleza de la resistencia en sistemas mesoscépicos

Consideremos un conductor entre dos contactos como se muestra en la Figura Si
las dimensiones del conductor son “grandes”, entonces la conductancia tiene la forma
conocida

w

G:O'f, (11)

donde la conductividad ¢ es un parametro que depende del material y es independiente
de las dimensiones de la muestra. Surge entonces la pregunta: ;jqué sucede con la con-
ductancia cuando reducimos las dimensiones de la muestra? En principio pareceria
que la conductancia crece indefinidamente para dimensiones cada vez mas pequenas.
Landauer propuso una configuracién experimental para estudiar el transporte cuantico,
en el cual la muestra mesoscépica se sitia entre dos reservorios a potenciales quimi-

cos distintos [10]. Biittiker [IT] mostré que la conductancia en un cable cudntico no

w

FicurA 1.4: Esquema del dispositivo de transporte
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interactuante y desprovisto de mecanismos de dispersién inelastica viene dada por

9 2
G = %n (1.2)

La conductancia entonces estd cuantizada en unidades del cuanto de conductancia Gg =
2 /h, el factor 2 viene de la degeneracién de espin, y n es el nimero de canales de trans-
porte abiertos. La cuantizacion de la conductancia ha sido observada experimentalmente
utilizando contactos puntuales produciendo una constriccién en el conductor [12]. Los

resultados del experimento se muestran en la Figura[1.6

Ahora bien: si el transporte es balistico y no hay disipacién de energia en el conductor,
cabe preguntarse por el origen de la resistencia. Esta proviene de la interfase entre el
conductor y los contactos por medio de los cuales se aplica el voltaje. Es por eso que la

resistencia R = G—! dada por la ecuacién (1.2)) se conoce como resistencia de contacto.

Dado que la resistencia en un sistema mesoscopico libre en el régimen de transporte
balistico proviene del acoplamiento entre el sistema y los reservorios a través de los
cuales es aplicado el voltaje, es conveniente definir una magnitud fisica alternativa que
sea representativa de la muestra, independiente del efecto de los contactos. Para ello, se
analiza la configuracién en la que muestra estd conectada a varios reservorios, los cuales
se encuentran en equilibrio térmico (ver Figura . La corriente que fluye a través del
conductor proviene de dos reservorios, mientras que otros dos son utilizados como sondas
de voltaje o de temperatura (termémetros). Los potenciales quimicos o temperaturas de
los mismos satisfacen la condicién de equilibrio electroquimico o térmico local con la
muestra, esto es, el potencial quimico o la temperatura de los mismos es tal que el flujo
de particulas o de calor a través de ellos se anula [I3]. Si a través del conductor fluye una
corriente I, y los potenciales quimicos de las sondas de voltaje son p; y ueo, la resistencia

de cuatro terminales se define
. M1 — M2

R
4t ol

(1.3)

AB

Ficura 1.5: Esquema del dispositivo: Se aplica una diferencia de potencial V' a un
Liquido de Luttinger, por medio de los potenciales quimicos de los portadores de carga
derechos e izquierdos: ppr = p £ V/2. Dos sondas de voltaje se conectan en las posi-
ciones x1, x2. Los potenciales quimicos u1, ps de las mismas satisfacen la condicién de
equilibrio electroquimico local con la muestra, de modo que las corrientes I; e I5 través
de los contactos es nula. Una impureza tipo backscattering se encuentra en la posicién
rB.



Capitulo 1. Introduccion 7

(e®/nR)

CONDUCTANCE

-2 -1,8 -1 -1.4 -1.2.  -i
 GATE VOLTAGE (V]

F1caUrA 1.6: Conductancia de un contacto puntual en funcién del voltaje de compuerta
V', donde se evidencia la cuantizacién de la conductancia (B. J. van Wess et al, Phys.
Rev. Lett. 60, 848 (1988)).

Esta manera de definir la resistencia de cuatro terminales fue extendida en el marco
de la Teoria de Matriz de Scattering para configuraciones multiterminales [14], [15] en
cables de electrones no interactuantes con una [16] [I7] y varias impurezas [I8]. Cabe
aclarar que con el formalismo de la Matriz de Scattering no es posible tratar sistemas
interactuantes. Mas aun, las interacciones en sistemas de electrones en una dimensién
espacial no pueden tratarse de manera perturbativa. Sin embargo, en el caso en el que
no hay interacciones tipo backscattering, el problema puede resolverse exactamente por

medio de la bosonizacién. En el Capitulo 2 se detallard la teoria correspondiente.

Entre otras caracteristicas interesantes, para sistemas no interactuantes, se ha predicho
la posibilidad de resistencias de cuatro terminales negativas [14], [I6HI9]. Esto es conse-
cuencia de la naturaleza coherente de la propagacién electrénica a través de una muestra,
donde sélo tienen lugar procesos de dispersion elastica con impurezas o barreras. Estas
resistencias (longitudinales) negativas en estructuras balisticas fueron por primera vez
medidas a finales de la década del '80 [20H22]. Este efecto fue también observado en
un experimento mds reciente en estructuras semiconductoras [6]. Més tarde el compor-
tamiento de Ry fue estudiado experimentalmente en nanotubos de carbono [23]. En la

Figura [1.7 se muestra la configuracién experimental de dicho experimento.

Es ampliamente aceptado que el modelo de Luttinger de electrones en 1D captura las
principales caracteristicas observadas en los experimentos de transporte en nanotubos
de carbono [24430]. Una de las predicciones del modelo de Luttinger es que la corriente
de tunneling satisface leyes de potencia como funcién del voltaje y/o la temperatura
aplicadas. Dicho comportamiento ha sido observado experimentalmente en los sistemas

mencionados [31].
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FIGURA 1.7: (a) Imagen de microscopia de fuerza atémica de un nanotubo de carbono
de pared simple (SWNT) en contacto con 2 nanotubos de pared multiple (MWNT) y
2 electrodos de Au. (b) Esquema de la medicién de Ry. (c), (d) Niveles del potencial
electroquimico para los cuatro electrodos que dan una Ry; positiva en (¢) y una Ry
negativa en (d). (B. Gao, Y. F. Chen, M. S. Fuhrer, D. C. Glattli y A. Bachtold, Phys.
Rev. Lett. 95, 196802 (2005))

El comportamiento de Ry; en sistemas Luttinger multiterminales ha sido investigado en
la referencia [I]. Estimaciones anteriores para esta cantidad han sido realizadas basando-
se en una interpretacién de la férmula de Landauer de dos terminales [32, 33]. Esto se
debe al hecho de que el transporte cudntico en sistemas Luttinger multiterminales es
en general un problema realmente complicado desde el punto de vista técnico. Otros
sistemas Luttinger multiterminales en geometrias tipo Y fueron considerados en el régi-

men de respuesta lineal en el voltaje y utilizando la aproximacion de Hartree-Fock en la

interaccién [34] 35].

En la Referencia [I] se estudia la resistencia de cuatro terminales en un liquido de
Luttinger con una impureza, considerando acoplamientos entre el cable y las sondas de
voltaje, al orden mas bajo en teoria de perturbaciones con respecto a los acoplamientos
con las sondas de voltaje. Esto supone que los contactos son no invasivos. Dado que la no
invasividad es complicada de lograr experimentalmente, es de interés estudiar contactos
débilmente invasivos. En el Capitulo 3, se estudiard el comportamiento de la resistencia
de cuatro terminales R4 en un liquido de Luttinger con una impureza, considerando
el acoplamiento de las sondas de voltaje con el cable al orden siguiente en teoria de

perturbaciones.
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1.2. Efecto Hall cuantico

El efecto Hall cuantico es uno de los fenémenos de la Materia Condensada mas sor-
prendentes descubiertos en la segunda mitad del siglo XX. Dicho efecto se observa en
sistemas de electrones confinados en dos dimensiones en presencia de un campo magnéti-
co perpendicular. En la Figura se muestra la configuracién bésica de este tipo de
experimento. La resistencia longitudinal se define

R= IR

mientras que la resistencia transversal o resistencia Hall viene dada por

.V
RH:TH-

El efecto Hall clasico puede entenderse utilizando el modelo de Drude [36], y predice que

la resistencia Hall es proporcional al campo magnético aplicado

B

9
q el

Ry =

donde g es la carga de los portadores y ne; es la densidad de portadores.

En el ano 1980, von Klitzing, Dorda y Pepper descubren el efecto Hall cudntico entero
(IQHE) [37]. Realizando mediciones en gases de electrones en 2D en dispositivos MOS-
FET en presencia de campos magnéticos intensos, obtienen que para valores particulares
del campo la resistencia Hall estd cuantizada segun la ley

ri= (1) 5 (1.4

ez ] v

donde v es un nimero entero, y la resistencia longitudinal
R—0

para dichos valores del campo magnético. Este resultado es universal, es decir, inde-
pendiente de las propiedades particulares de la muestra, tales como la geometria, los
materiales utilizados para fabricar el gas de electrones 2D, y de la concentracién o dis-

tribucién de impurezas.

Tres anos despues del descubrimiento del efecto Hall Cuantico Entero, empleando mues-
tras de mayor calidad con mayor movilidad, Tsui, Stérmer y Gossard descubren el efecto
Hall cuantico fraccionario (FQHE) [38]: la conductancia Hall tiene la forma ((1.4) pero
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O

@

Ficura 1.8: Electrones en 2D en un campo magnético perpendicular B. Una corriente
I fluye entre los contactos C1 y Cy. El voltaje longitudinal se mide entre los contactor
Cs y Cs. El voltaje Hall se mide entre C5 y Cs.

con v = 1/3. Las particulas condensan en estados cuanticos especiales cuyas excitacio-
nes tienen la propiedad de ser descriptos por nimeros cudnticos fraccionarios. Més atn,
estos estados poseen propiedades exdticas, tales como carga fraccionaria y estadisticas
fraccionarias, esto es, estadisticas intermedias entre las de Bose y Fermi. Posteriormente

fue hallada toda otra serie de fracciones.

En la Figura [1.9] se muestran los resultados de un experimento de transporte en el
régimen de efecto Hall cuantico. Puede verse que en lugar de obtener el resultado clésico,

vemos una serie de plateaus Hall, en los cuales p,, es una constante universal

1A
pxy - v 62 I
independiente de los detalles microscopicos y de la intensidad precisa del campo magnéti-
co. Asociado a cada uno de estos plateaus, la resistencia longitudinal p,, se anula, es

decir, no hay disipacién para la corriente en el dispositivo.

En lo que sigue, haremos un breve resumen de los dispositivos en los que se presenta el
efecto, y a continuacién una sintesis de los conceptos necesarios para comprender estos

fenémenos.

1.2.1. Sistemas de electrones bidimensionales

La historia del efecto Hall cudntico estd intimamente ligada a avances tecnolégicos en
la fabricacién de sistemas de electrones 2D con movilidades electréonicas elevadas. La

alta movilidad de los electrones es la que permite medir la estructura fina de la curva
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Figura 1.9: Mediciones de la resistencia longitudinal R y resistencia Hall Ry en
funcién del campo magnético, aplicado. Pueden observarse los distintos plateaus en Ry
y la resistencia R nula correspondiente, para llenados enteros y fraccionarios (H. L.
Stormer, Physica B 177 401 (1992)).

Hall y detectar los estados mds frégiles, tales como los estados fraccionarios 5/2, 7/2
y 4/11. Al dia de hoy, las mejores muestras logradas poseen movilidades del orden de

p ~ 107 ¢cm?/V s, en heteroestructuras de GaAs/AlGaAs.

1.2.1.1. Transistores de efecto de campo

Las muestras utilizadas en el descubrimiento y en los primeros estudios del IQHE son
los transistores de efecto de campo de semiconductores metal-dxido (MOSFET), esque-

matizado en la Figura [1.10

Una capa metdlica es separada de un semiconductor (tipicamente silicio dopado) por
una capa 6xido aislante (por ejemplo SiO3). El potencial quimico en la capa metalica
puede ser variado por un potencial de compuerta Vg. A Vg = 0, la energia de Fermi en
el semiconductor yace en el gap debajo de los niveles aceptores de los dopantes (Figura
. Al bajar el potencial quimico en el metal aplicando un potencial de compuerta
positivo Vo > 0, uno introduce huecos en el metal que atraen electrones desde el semi-
conductor a la interfase semiconductor-aislante (Figura . Estos electrones pueblan
los niveles aceptores, y como consecuencia, las bandas del semiconductor se doblan ha-

cia abajo cuando se aproximan a la interfase, de modo que los niveles aceptores llenos
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Ficura 1.10: Esquema de un Ficura 1.11: Estructura de ban-
transistor de efecto de campo das de un MOSFET a Vg = 0.
MOSFET. En el semiconductor, la energia de
Fermi yace en el gap.
metal oxido semiconductor metal 6xido semiconductor
banda de banda de
.. electrones .,
/ conduccion 2D conduccion
0000006 niveles / 000600 niveles
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.
banda de banda de
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FicurA 1.12: El potencial quimi- Ficgura 1.13: Por encima de un
co en la parte metéalica puede con- voltaje de compuerta Vg umbral,
trolarse por un potencial de com- la banda de conduccion se llena en
puerta V. Como consecuencia de la vecindad de la interfase con el
la introduccién de huecos en el se- aislante.

miconductor, las bandas se doblan
hacia abajo.

yacen ahora por debajo de la energia de Fermi. Por encima de cierto voltaje de com-
puerta umbral, la banda de conduccién en la vecindad de la interfase se llena también
con electrones (Figura . De este modo se obtiene un potencial confinante de forma
triangular para los electrones en la banda de conduccion, cuya dindmica estd cuantizada
en subbandas electronicas discretas en la direccién perpendicular z. Naturalmente, las
funciones de onda electrénicas estan extendidas en la direccién z, pero en dispositivos
MOSFET tipicos sélo la subbanda maés baja esta llena, de modo que desde el punto de

vista dindmico, los electrones son bidimensionales.

Las densidades electrénicas 2D tipicas en estos sistemas son del orden de ng ~ 10 em =2,

esto es, mucho menores que en los metales convencionales. Esto resulta importante a la
hora de estudiar el IQHE y el FQHE, dado que para que estos efectos ocurran, la densi-
dad electrénica debe ser comparable con la densidad de flujo magnético ng = B/(h/e),

medida en unidades del cuanto de flujo h/e. Para metales convencionales, la densidad
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superficial es del orden de 10" ¢m ™2, y serfan necesarios campos magnéticos inaccesibles

(~ 10007T) para conseguir el régimen n. ~ np y observar estos efectos.

1.2.1.2. Heteroestructuras semiconductoras

La movilidad en los MOSFETS, que es tipicamente del orden p ~ 105¢m?/V s, est4 limi-
tada por la calidad de la interfase éxido-semiconductor. Esta dificultad técnica esté re-
suelta en las heteroestructuras semiconductoras, siendo las més usuales las de GaAs/-
GaAsAl. Las mismas son fabricadas utilizando la técnica del haz molecular epitaxial
(MBE), mediante la cual pueden lograrse interfases de alta calidad con precisién casi

atémica, alcanzando movilidades del orden de j ~ 107em?/V s, necesarias para observar
el FQHE.

En el caso genérico del GaAs/AlGaAs, los dos semiconductores no poseen el mismo gap,
siendo el del GaAs menor que el del GaAsAl, el cual es dopado quimicamente por iones
donores a una cierta distancia de la interfase. La energia de Fermi es anclada por estos
niveles donores del GaAsAl, los cuales pueden tener una energia mayor que la banda
originalmente desocupada en la parte del GaAs, de modo que resulta energéticamente
favorable para los electrones en los niveles donores ocupar la banda de conduccion del
GaAs en la vecindad de la interfase (Figura [I.14]). Como consecuencia, las bandas de
energia del GaAsAl se doblan hacia arriba, mientras que las del GaAs se tuercen hacia
abajo. De manera similar a la mencionada anteriormente para el MOSFET, se obtiene

asi un gas de electrones 2D en la interfase del lado del GaAs, con un potencial confinante
triangular (Figura [1.15]).

1.2.2. Cuantizacion de Landau

El ingrediente bésico para comprender tanto el IQHE como el FQHE es la cuantizacién
de Landau, esto es, resolver el problema de una particula cargada en 2D en un campo

magnético perpendicular.

Consideremos una particula confinada en el plano xy en un campo magnético perpen-

dicular uniforme B = BZ. Este campo puede describirse haciendo la eleccién del gauge

[
A(r) = —yBx,

de modo que V x A = BZ.

!Esta eleccién se conoce como gauge de Landau, apropiada para estudiar un sistema de forma rec-
tangular.
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Ficura 1.14: Heteroestructura Ficura 1.15: Heteroestructu-
semiconductora de GaAs/GaA- ra semiconductora GaAs/GaAsAlL
sAl. Los dopantes son introduci- La polarizacién dobla las bandas
dos en el GaAsAl a una cierta dis- en la vecindad de la interfase, y el
tancia de la interfase. La energia gas de electrones 2D se forma en
de Fermi yace por debajo del gap el lado del GaAs.

y es elevada por los niveles de los
dopantes. La banda de conduccion
tiene una energia menor que la de
los dopantes, de modo que los elec-
trones pueblan la banda de con-
duccién del GaAs en la vecindad
de la interfase.

El Hamiltoniano de una particula en el campo magnético viene dado por El

)

1 eB\2 (1.5)
m C

donde m es la masa efectiva de los electrones en la red. El paso siguiente es resolver la
ecuacion de autovalores y hallar los niveles de energia y sus respectivas autofunciones.

Los célculos detallados se presentan por completitud en el Apéndice [A] Seccién

Las autoenergias del Hamiltoniano (|1.5]) resultan ser del tipo del oscilador arménico

1
E, = hwe <n+§)a

2Puede argumentarse que los electrones no son libres, sino que experimentan el potencial periédico
de la red cristalina. Sin embargo, puede mostrarse que el tratamiento es correcto siempre y cuando el
espaciado de la red a sea mucho menor que la longitud magnética lg = \/h/eB, condicién que se cumple
en los experimentos.
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y las autofunciones asociadas (salvo un factor de normalizacion)

Vi n(r) = [ﬂ22"(n!)2]_1/4 pikza

1 2
sexp |—= (L —igky ) | Ho (L ik, ),
2 \Up lp

donde w¢ es la frecuencia ciclotrénica

Los niveles de energia calculados se conocen como niveles de Landau. Dado que la energia
no depende del nimero k., los niveles son degenerados. Si las dimensiones de la muestra

son L, Ly, el nimero total de estados en cada nivel de Landau viene dado por

N = N<I>7
donde
BL,L
Ng = Y
P @0 )
y ®¢ es el cuanto de flujo
hc
Dy = —.
e

Hasta aqui hemos considerado una sola particula y sus posibles estados. Consideremos
ahora IV electrones independientes a temperatura cero. Debido al Principio de Exclusién
de Pauli, los electrones ocupan preferencialmente los niveles de Landau més bajos. Una
vez que un dado nivel se llena, los electrones restantes tienden a ocupar los niveles
siguientes. Para describir el llenado de los niveles de Landau, es 1til introducir la razén

entre el numero de electrones Ng = ng A y el nimero de cuantos de flujo

. Nel . hnel

YT No eB’

cantidad que se conoce como factor de llenado. A nimero de particulas fijo, una dismi-

nucién del campo magnético se corresponde con un incremento en el factor de llenado.
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1.2.3. Efecto Hall cuantico entero

El tratamiento mecanocudntico del 2DEG en un campo magnético perpendicular es
el punto de partida pra entender las propiedades bésicas del efecto Hall cuantico. Sin
embargo, es necesario relacionar la cuantizacién de la energia cinética con la cuantizacién
de la resistencia, que es la caracteristica esencial del IQHE. Consideremos la férmula
clasica para la resistencia Hall
B
Ry =—.
pec
A factores de llenado v = p®y/B enteros, la ecuacién se reduce a
h
Ry =—
H ne2 )
que es el valor preciso de la resistencia Hall cuantizada. Sin embargo, esto no explica
el IQHE, dado que Ry estd cuantizada para cualquier valor de llenado v cercano a un

numero entero.

La clave para entender el fenémeno, esté en el efecto del desorden. No entraremos aqui en
los detalles del problema, pero puede hacerse una idea de lo que sucede razonando
semiclasicamente. En el volumen, el potencial producido por las impurezas presentes
en la muestra, hace que los electrones giren en 6rbitas alrededor de las mismas (ver
Figura . Si las lineas equipotenciales son cerradas, lo cual sucede para la mayoria
de las mismas, los electrones no pueden viajar desde un contacto a otro. Por lo tanto, los
electrones que se mueven en érbitas cerradas no contribuyen al transporte electrénico:
el electrén estd localizado. En el borde, las lineas equipotenciales reflejan el potencial
confinante, el cual es cero en el volumen y crece rapidamente al acercarse a Ymin € Ymaz-
En este caso, las lineas son abiertas y conectan un contacto con el otro. Los electrones
que ocupan estados cuanticos en estas lineas equipotenciales, conocidos como estados

extendidos, son los que efectivamente contribuyen al transporte electrénico.

Calculamos la conductancia de un nivel de Landau completamente lleno, es decir, todos
los niveles del n-ésimo nivel de Landau estdan ocupados. La corriente que fluye desde el

contacto de la izquierda hacia el de la derecha se calcula
. €
I¥ = ~7 zk: (n,k|vyg |n, k),

donde la suma se extiende a todos los canales cuanticos Ng etiquetados por el vector de

onda k = 2mn /L,
_10epr L Aepy
(. klveln k) = 550" = 50k Ak
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Ficgura 1.16: Potencial electrostatico en la muestra. Los contactos metélicos estan
descriptos por potenciales quimicos py y pgr. La muestra estd confinada en la direccién
Yy entre Ypmin € Ymaz. Las lineas finas indican las lineas equipotenciales. En los bordes
de la muestra, las lineas conectan los dos contactos debido al potencial confinante.

Esta expresién se puede evaluar dando por resultado

2
e e

In = — =z mazx — Mmin) = —V.

7 (1 Hmin) = &

Cada nivel de Landau contribuye en un cuanto de conductancia Gg = e? /h al transporte

electrénico, y n niveles de Landau completamente llenos contribuyen

n—1 62
G=> Gpn= -
m=0

Notemos que este es un caso particular de la formula de Landauer-Bittiker para el

transporte

a través de un canal de conduccién n, donde T, es el coeficiente de transmision del canal.

El hecho de que la transmision sea perfecta, puede entenderse a partir del esquema de
estados de borde introducido anteriormente (ver Figura. Consideremos, sin pérdida
de generalidad, el borde de arriba. El estado de borde correspondiente al n-ésimo LL es
aquél situado en ymqz, donde el n-ésimo LL cruza la energia de Fermi y donde el factor
de llenado salta de v = n+ 1 a n. La deformacién hacia arriba inducida por el potencial
confinante impone una direccién particular al movimiento electrénico. Este movimiento
unidireccional se conoce como quiralidad del estado de borde. La quiralidad es la misma
para todos los estados de borde n en el mismo lado de la muestra. Por lo tanto, si

un electrén es dispersado desde un canal n hacia un canal n’ en el mismo borde, éste
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1 —1 o
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Figura 1.17: Estados de borde. Izquierda: Los niveles de Landau se doblan hacia
arriba al aproximarse al borde de la muestra. A cada LL n puede asociarse un valor
yr . donde el LL cruza el potencial quimico fimqe. Derecha: En cada posicién yb ..,
el factor de llenado decrece en 1. El n-ésimo estado de borde estd asociado con en y;! ...
y el gradiente del potencial de confinamiento impone una direccién para la deriva Hall
de dicho estado (quiralidad). La quiralidad es la misma para todos los estados de borde
(en el mismo borde).

no puede cambiar su direccién. Esto implica que los procesos de backscattering estan

suprimidos y los electrones se propagan sin disipacion desde un contacto al otro.

De este modo, los electrones en el borde superior e inferior estdn a potenciales quimicos
wr v pr respectivamente. La diferencia de potencial entre ambos bordes V' es entonces

eV = ur — uR, vy esto da lugar a una resistencia Hall
h1
Ry=G1'===,

n

que es el resultado obtenido experimentalmente.

Luego de los trabajos de Thouless et al. [39] y Niu et al. [40], se entendié que estos
estados tienen una naturaleza topoldgica. Esto consituye el preludio de la revolucién

topoldgica que tuvo lugar a partir del descubrimiento de los aisladores topolédgicos.

1.2.4. Efecto Hall cuiantico fraccionario

En la Subseccién anterior, vimos que las caracteristicas esenciales del IQHE pueden
entenderse en el marco de 1-particula, esto es, en términos de la cuantizacién de Landau.
A factores de llenado enteros v = n (n niveles de Landau llenos), un electrén adicional es
forzado a ocupar el nivel siguiente debido al Principio de Exclusién de Pauli. Este electron
debe “pagar” una energia adicional Awc y es localizado por las impurezas presentes en
la muestra. En estos términos, es imposible entonces entender el efecto Hall cuantico
fraccionario: si sélo consideramos la energia cinética, el estado fundamental en v = 1/3

es altamente degenerado y aparentemente no hay gap presente en el sistema.
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Hasta aqui hemos despreciado la interaccion coulombiana entre los electrones, la cual
resulta crucial para poder comprender el FQHE. La teoria del FQHE con v = 1/m con
m impar, fue desarrollada por Laughlin [41]. Estos estados estdn asociados a la forma-
cién de un liquido electronico correlacionado incompresible. No presentaremos aqui la
teoria detallada, dado que no resulta relevante para el presente trabajo. Sin embargo,
las propiedades de transporte pueden entenderse de manera andloga al IQHE conside-
rando los estados de borde presentes en el FQHE. En un dado plateau, el transporte se
debe exclusivamente a los estados de borde, mientras que los estados del volumen estan
localizados de manera similar al IQHE. Los estados de borde en la serie de Laughlin,
pueden modelarse como liquidos de Luttinger quirales [42-49)]. Los liquidos de Luttin-
ger quirales difieren de los metales convencionales (3D) en la ausencia de un polo de
particula simple en la densidad espectral: aparecen dependencias tipo ley de potencias
en el momento y en la frecuencia. En experimentos de transporte en los cuales se inyecta
o se remueve un electron del liquido a través de una barrera tunneling, se observan leyes
de potencia. Esto ocurre tanto en la corriente de tuneleo o en la conductancia diferencial
como funcién de la energia, donde esta energia estd fijada por un voltaje externo o por

la temperatura.

Para los liquidos de Luttinger quirales, la relacién corriente- voltaje satisface una ley de
potencias
I~V

donde o = 1/v = m, con m impar. El exponente es universal para fluidos fraccionarios

incompresibles en la serie de Lauhglin.

Para fracciones observadas que no pertenecen a la serie de Laughlin, los estados de
borde tienen una estructura mas complicada, estando formados por varios liquidos de
Luttinger quirales con distintas fracciones, que pueden ademads propagarse en distintos

sentidos.

Recientemente [50], se han realizado experimentos de transporte de calor en los que se
pone de manifiesto la naturaleza quiral de los estados de borde del efecto Hall entero.
Dichos experimentos se comentan en el Capitulo 4, y estdan basados en contactos de
tipo tunneling entre el estado de borde y los reservorios. En el Capitulo 4, analizamos
el comportamiento de dicho transporte térmico, y su correspondiente sensado mediante
termémetros, cuando los contactos son de tipo capacitivo [51]. Los comparamos con el
caso tunneling y extendemos el estudio al caso de llenados fraccionarios de la secuencia

v =1/m con m impar.
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Metodologia - Técnicas empleadas

En el presente Capitulo se exponen las técnicas y herramientas tedricas utilizadas para
resolver los problemas estudiados en esta Tesis, a saber, la teoria cudntica de muchos

cuerpos fuera del equilibrio y la bosonizacion.

2.1. Teoria cuantica de muchos cuerpos fuera del equilibrio

Uno de los problemas centrales de la teoria de muchos cuerpos fuera del equilibrio es
calcular funciones de correlacién en tiempo real, bajo condiciones que apartan al sistema
estudiado del equilibrio termodindamico. La presencia de interacciones dependientes del
tiempo es uno de los ejemplos mas directos de esta situacién. A continuacién haremos
un breve repaso de la teoria de perturbaciones convencional [52], 53], mostrando en

qué aspectos falla cuando se consideran sistemas fuera del equilibrio.

La teoria de muchos cuerpos fuera del equilibrio fue formulada por Schwinger [54], Baym
y Kadanoff [55], Baym [56], Keldysh [57]. En lo que sigue presentamos una sintesis de

las referencias [58| 59, donde pueden consultarse referencias mas especificas.

2.1.1. Limitaciones de la teoria de muchos cuerpos convencional

Uno de los objetos centrales de la teoria de perturbaciones en sistemas de muchas particu-
las es la funcion de Green. La funcidon de Green temporalmente ordenada de 1-particula

se define

iG(a, 2, t') = (T [wlw, )l @, )] ) = TopT |, Oyl (@', 1) |

20
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donde los operadores ¢ son operadores de campo en el esquema de Heisenberg, p es una

matriz densidad arbitraria, y el orden cronoldgico T' se define como
T (@, )t (2 1) = 0(t — t)ip(a, )T (/) £ 0t — )yl (2!, ) (=, 1),

donde el signo + corresponde a bosones y el — a fermiones.

Consideremos una matriz densidad genérica
®

donde |®) es un estado cudntico arbitrario y pg la probabilidad asociada a dicho estado.
Recordemos que en el esquema de Heisenberg, la matriz densidad es independiente del
tiempo. Reemplazando (2.1.1)) en (2.1.1)), se obtiene G = > Gg, donde

iGo(z,t:2 ') = (| T [w(:v,t)wT(:v',t’) 1B) .

Supongamos que el Hamiltoniano se puede expresar en la forma H(t) = H+ H'(t), donde
toda la dependencia con el tiempo se encuentra en H'. H puede contener interacciones,
pero es independiente del tiempo. En el esquema de interaccion, el operador de campo

evoluciona segtn la ecuacién
b, t) = My (x)e M,
mientras que en el esquema de Heisenberg
b(x,t) = U (D) ()U(t) = S(0,8) (1),

con 8(t,0) = e'74(t), donde

U(t) = Texp <—i/0t dt, H(tl))

es el operador evolucion, y S es la Matriz de Scattering. De modo més general,

. . / t
S(t,t") = e iy (t,t")e HY = Texp <—i dtlH’(t1)> ,

tl

donde U(t,t') = T exp (—z’ f; dt{H(tQ) y H'(t) = ¢t H'(t)e 1t es la perturbacién

fuera del equilibrio en la representacién de interaccion.Sustituyendo estas relaciones en
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la obtenemos
iGo(z,t;2/, 1) = (@] T |S(0, 1) (x, 1)S(t, 0080, )t (2, ¢')S(', 0)| | @)
Ahora bien, el estado en el esquema de interaccion viene dado por
[@(2)); = S(£,0)[2(0)); = S(£,0) [2(0))

ya que en t = 0 todos los esquemas coinciden. El estado en el tiempo ¢t = 0 se puede

calcular a partir del estado en t = +o00 utilizando la unitariedad de S, obteniendo
@) = S(0, £00) |@(+00)) .

Reemplazando este resultado en (2.1.1)) y utilizando propiedades de la matriz S, encon-

tramos

iGo(z,t;2' ") = (®(c0)|; S(00,0)T {S(o,t)qZ)(x,t)S(t,t’)z/ET(x’,t/)S(tQ0)

x 8(0,—00) [B(—0c));

Dado que la matriz S es de por si un producto cronolégico, es posible reordenar los

factores y obtener la expresion

iGo(z,t;a,t') = (®(c0)|, T [5(007 —o0)d(a, )P (2, )| [@(—00))y.  (2.1)

Hasta aqui el desarrollo es valido en general, tanto en equilibrio como fuera del equilibrio.
Es en este punto donde difieren la teoria de perturbaciones convencional de la teoria de
perturbaciones fuera del equilibrio. En la teoria convencional a temperatura cero, la

interaccion es encendida adiabdticamente[52, [58]:
He=H+e Mg, e>0.

Elegimos |®) como |¥y), el estado fundamental de X = H + H’, donde se supone que
el estado fundamental es no degenerado. Dado que la evolucién temporal es adiabética,

podemos hacer uso del teorema adiabdatico y concluir que
|®(£00)); = lim Sc(F00,0) Vo)
e—0

son ambos autoestados de H. |¥() es no degenerado, por lo cual los dos estados difieren

a lo sumo en un factor de fase

[®(00)) = ¢ [B(—00)); (2.2)
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Empleando la notacién |®g) = |®(—00));, obtenemos
et = (®g| S(o0, —00) |Py) .

La relacién ([2.2) es crucial para obtener la expansion perturbativa de la funcién de Green

en el equilibrio:

(@] T[S (o0, —00)i(a, )il (. )| |0)
(@] S(o0, —00) [%0) |

iG(z, t; 2 ) =
y la matriz de dispersion tiene la siguiente expresion formal

S(00, —00) = Texp <—z’ / T ﬁ’m) |

—00

Fuera del equilibrio, el teorema adiabatico deja de ser valido. Para el caso de un Ha-
miltoniano dependiente del tiempo H(t), la evolucién temporal no es adiabética. En el
caso en que el Hamiltoniano es independiente del tiempo pero la matriz densidad es
arbitraria (estados estacionarios), el teorema tampoco es aplicable, dado que los estados
genéricos |®) no son necesariamente autoestados de H. Fuera del equilibrio |®(c0)) y
|®(—00)) no se relacionan de un modo simple, dado que cuando un sistema es apartado
del equilibrio, el estado asintético futuro es en general diferente del estado en el pasado
remoto. El propésito de las técnicas del contorno temporal cerrado, que describiremos
a continuacion, es precisamente, el de eludir toda referencia al estado asintético futuro

|®(0)), basdndo todo el desarrollo en el estado remoto |®(—o0)).

2.1.2. El contorno de Schwinger-Keldysh

Para formular la teorfa sin considerar el estado asintético futuro |®(c0)), escribimos
|[@(00)); = S(00, —00) [B(—00)); -
La ecuacién ([2.1)) resulta entonces

’L'G(I)(I‘, ta IE,, t,) = (@(—OO)’I S(—OO, OO)
X T [S(00, —00)b(, )T (', )] |@(=00))
Ahora bien, no es posible introducir el factor S(—oc, 00) dentro del orden cronolégico y

asociarlo con el de evolucién temporal hacia adelante S(oo0, —00). Una manera de sortear

este inconveniente, es introducimr un contorno de dos ramas C' y un orden en el mismo
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producido por un operador T¢. Este contorno, conocido como contorno de Schwinger-
Keldysh, consiste en dos ramas separadas C' = Cy U C_. La rama hacia adelante C se
extiende desde —oo a oo y la rama hacia atrds C_ desde oo hasta —oco. Extendemos tam-
bién las variables temporales t,t’, a variables definidas en el contorno 7,7’, y definimos
el objeto fundamental de la teoria de muchos cuerpos fuera del equilibrio, la funcion de

Green temporalmente ordenada en el contorno
iG(z,t; 2, ) = <TC [¢($,T>¢T(.%'/,T,):|> = TrpTc [w(x,T)wT(a:’,T’)

Con las variables y el orden a lo largo del contorno C, la expresién en el esquema de

interaccién analoga a es
iGo 2,73/, 7') = (®(=00)|; T [ Sc(—o00, ~o0)i(, T)§T (', 7) | |@(=00))
donde la matriz de dispersién S¢ en el contorno tiene la expresion formal
Sc(—00, —00) = T exp (—i%cdﬁ I:I/(Tl)> ,

y la integral es una integral de linea a lo largo del contorno C'. Notemos que, a diferencia
de lo que ocurre en las teorias en equilibrio, en la expansién perturbativa no aparece el

factor de fase en el denominador.

De acuerdo a la discusion previa, la funcién de Green completa viene dada por
iG(z,7;2',7") = Tr p(—o0)Tc [SC(_OOa —o00) (@, T)(x, T/)}
donde la matriz densidad estd definida por
p(—00) = ZP<I> |®(—00))  {(P(—00)|;,
®

donde ahora los estados no estan en el esquema de Heisenberg sino en el esquema de
interaccién en el pasado remoto |®(—o0));. La matriz densidad en el instante ¢t = 0

puede cacularse utilizando la matriz de scattering

Hasta aqui el tratamiento es general. Ahora, en la teoria de Keldysh la perturbacion de
no equilibrio V' es encendida adiabédticamente en el pasado remoto t = —co y permanece
hasta el presente t = 0, sin ser apagada. De este modo es posible estudiar estados

estacionarios fuera del equilibrio, mucho tiempo después de que el sistema fuera sacado
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del equilibrio. La matriz densidad p(—o0) se puede identificar como la matriz densidad
del sistema en el pasado remoto cuando la perturbacion de no equilibrio esta apagada.
p(—00) evoluciona en la forma usual con la matriz de dispersién S(0, —oc) a una matriz

densidad de no equilibrio p. Usualmente, p(—o00) es una distribucién de equilibrio
p(—OO) = eiﬁH/Za

donde = 1/kgT y Z es la funcién de particidn.

2.1.3. Ecuacién de Dyson en el contorno

A partir de la ecuacién (2.1.2) y (2.1.2)), la funcién de Green completa de 1 particula

tiene la expresién
iG(z, 752", 7') = Tr p(—o0)Tc [eXp (—2% dri ff’(ﬁ)) &(%TW(:B',T')] :
C

El desarrollo perturbativo se obtiene expandiendo la exponencial

[e.9]

. RN A (_Z)n
ZG(m’T’m’T)_Zn!yidﬁ"'jédm

n=0

x (b, 7) B () B (m2) ... H (7)o, 7))

donde el valor medio representa la traza con la matriz densidad p(—o00). Aqui es po-
sible aplicar el teorema Wick: el valor medio se factoriza en el producto de todas las
contracciones[60]. De igual modo que en la Teoria de Campos en equilibrio, las distintas
contribuciones a la expansién perturbativa pueden representarse utilizando diagramas

de Feynman.

La expansion perturbativa completa para la funciéon de Green de 1-particula ordenada
en el contorno puede ser resumada en la forma de una ecuaciéon integral, conocida como

ecuacion de Dyson. Utilizando la notacién 1 = (z1,71), 2 = (z2,72) , etc., la misma tiene



Capitulo 2. Metodologia - Técnicas Empleadas 26

la forma

G(1,1) = Go(1,1)
+/d2 Go(1,2)U(2)G(2,1')

/d2 /deo (1,2)%(2,3)G(3,1")
G(1,1) = Go(1,1")

+/d2 G(1,2)U(2)Go(2,1")
+/d2 /d2G(1,2)E(2,3)G0(3, 1)

donde G(1,1') = —i < To[(1)4T(1")] > es la funcién de Green exacta y Go(1,1") =
—i < Te[(1)9T(17)] > es la funcién de Green no perturbada con operadores de campo en
el esquema de interaccion, U(2) es un potencial de 1-particula y ¥(2, 3) es la autoenergia
irreducible de 1-particula, que contiene toda la informacion acerca de las interacciones
de los campos zﬁ con otros grados de libertad, asociados por ejemplo, a reservorios,
contactos, etc. El simbolo integral supone una suma sobre todas las variables internas,

[d2=%" . J dxs [ dra. Por simplicidad utilizaremos la notacién

G =Gy+ GoUG + GpXG
G =Gy + GUGy + GXGy

2.1.3.1. Relacion con las funciones de Green en tiempo real

La funcién de Green en el contorno representa cuatro funciones distintas, dependiendo

de en qué rama se encuentren 7y 7/

GT(x,t; 2 t') = —i <T [w(m,t)wT(a:',t’)D sit, 7 e Oy
G<(m,t;x’,t’)£i<[w (' t" ) ]> siteCy,7eC_
G(x,m;2',7) = ,
G (z, t;2/,t) =i ([Y(x, wa t’]> siteC_,7"eCy
|Gt t) = —i <T [l (', t’)m/;(a:,t)]> sir, el

donde GT'y GT son las funciénes de Green temporalmente ordenada y anti-temporalmente
ordenada respectivamente. G<~ son las funciones menores y mayores, llamadas tam-

bién funciones de correlacion. Es conveniente definir una funcién de Green matricial en

tiempo real

GT G<
¢ a7
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Dado que GT+GT = G<+G~, sélo tres de estas funciones son independientes. Definimos

las funciones de Green retardada y avanzada

Gty ) = -49@-ﬂ)<[¢@;@,¢uxxﬂﬂ+_>
Gz, tia! ) = i9@’—t)<{w@gﬂ,¢uxﬂﬂﬂ+_>,

donde los signos + y — valen para fermiones y bosones respectivamente. Puede probarse
que

GR — GT —G<

Gr=G"-G".

2.1.4. Teorema de Langreth

Consideremos los “productos matriciales” que aparecen en las ecuaciones de Dyson
(2.1.3) y (2.1.3)). Estos son integrales de convolucién en el contorno de dos ramas. Con-

sideremos primero el producto de dos cantidades ordenadas en el contorno
c(,1) = /d2A(1,2)B(2, 1)

0 en notacion matricial

C=AB

Para convertir este producto en una integral sobre el eje real que involucre a las compo-

nentes en tiempo real de A y B, apelamos al Teorema de Langreth[61]:

(AB)S = ARBS 4 ASpA
(AB)R’A _ AR’ABR’A
donde los productos matriciales del lado derecho consisten en suma sobre los grados

internos de libertad (espin y coordenadas espaciales) e integrales de convolucién en el

tiempo en el eje real desde —oo a oco.

2.2. Liquidos de Luttinger

Los fisica de los sistemas estudiados en esta Tesis puede ser capturada por modelos
unidimensionales (1D). Las propiedades de estos sistemas interactuantes difieren radi-

calmente de sus contrapartes en tres dimensiones. Estas peculiaridades dieron lugar a
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una nueva clase de universalidad, denominada liquido de Luttinger [62, [63]. A conti-
nuacién se describen estas diferencias, y se detalla el procedimiento de bosonizacion, un

método estandar para tratar sistemas interactuantes en una dimensién [64H66].

2.2.1. Colapso de la Teoria del liquido de Fermi en una dimension

La teoria del liquido de Fermi en tres dimensiones se basa en la existencia de cua-
siparticulas (cuasihuecos) de larga vida media cuando la energia de excitacién tiende
a cero, o de manera equivalente, cuando la energia se aproxima a la energia de Fer-
mi [67]. Estas cuasiparticulas (cuasihuecos) pueden ser puestas en correspondencia uno
a uno con los electrones (huecos) del gas sin interaccién, encendiendo las interacciones
electrén-electréon de forma adiabatica. En efecto, las funciones de Green de las particulas

libres y de las cuasiparticulas estan dadas respectivamente por

1
W — €x
Zx
w— €

Go(k, w) =

Gk,w) =

donde ex v €5 son respectivas relaciones de dispersiéon Zx representa el peso de la
Yy €k p p y ¥ p p

cuasiparticula, que se calcula mediante la expresion

1
2 — (1 B aE(k,w)) ’
ow

donde X (k,w) es la autoenergia dada por

Y(k,w) = Gyt k,w) — Gk, w).

Este modelo deja de ser valido en una dimension. Esto es consecuencia de la estructura
del espacio de fases, en particular, del hecho de que la superficie de Fermi consiste de dos
puntos discretos (£kr) en lugar de una linea o una superficie, y que para cada rama de
la dispersién momento-energia (movimiento a izquierda o a derecha) el vector de onda

determina univocamente la energia. Algunas consecuencias notables son:

1. El espacio de fases en 1D reducido conduce a una tasa de scattering de las cuasi-
particulas Im ¥(k,w) |k — kr| y &< w en lugar de las dependencias |k — kr|? y
w? en dos y tres dimensiones, y a una divergencia logaritmica en ReX en £ = Ef,

donde Er es la energia de Fermi.

2. Aparecen divergencias logaritmicas en operadores de interaccién de dos particulas

en segundo orden en teoria de perturbaciones.
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3. La divergencia logaritmica en Fr implica que el peso de cuasiparticula se anula.
Por lo tanto, la correspondencia uno a uno con los estados no perturbados deja de

ser valida.

4. Las excitaciones de baja energia del tipo electrén-hueco pueden ocurrir alrededor
de los dos puntos de Fermi +kr con pequena transferencia de momento ¢ < kp,
o sobre el mar de Fermi con transferencia de momento ¢ ~ 2kp. Esto indica que a
medida que la energia de excitacién se aproxima a cero, hay una regiéon prohibida

para las excitaciones electrén-hueco en 0 < g < 2kp.

5. Las excitaciones elementales de carga y de espin se propagan a velocidades dife-
rentes. La presencia de modos bosénicos de carga y de espin sin gap a baja energia
es consecuencia de la respuesta finita de espin y de densidad de carga a q y w

pequenos.

Dado que el liquido de Fermi no es un punto de partida valido a la hora de tratar
sistemas de electrones 1D interactuantes, es necesario un nuevo modelo. En lo que si-
gue trataremos un modelo de electrones 1D interactuantes, conocido como Liquido de

Luttinger y su solucién por medio de la bosonizacion.

2.2.2. Modelo de Luttinger y Bosonizacion

El modelo de Luttinger es un modelo idealizado de electrones interactuantes en 1D que es
exactamente soluble debido a que la relacién de dispersion se considera lineal alrededor
de +kp, y a que se desprecian las interacciones tipo backscattering. El Hamiltoniano de

Luttinger definido en una linea de longitud L viene dado por [68-70]

Hpwe = Ho + Hi,
donde el término cinético Hy y el de interaccién forwardscattering Hy vienen dados por
L
Hy = —z'vF/ de U (2)0,0, 9 (x)
0

L
. /0 e [ }(@)0,(x) — v} (2) v ()]

=vp Z k (C;r@ch,k — cTkacLJC)
k

)\’UF
H[ = QT Z Ug (CTR,kCR7k+qCE,k/CL,k’—q> .
kiK' \q
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Aqui v es la velocidad de Fermi, WT = (¢1,%R), 0. es componente z del vector de
matrices de Pauli, y los subindices L y R se refieren a las ramas izquierda y derecha de

la relacién de dispersion, respectivamente.

La bosonizacién es una manera natural de atacar el problema de fermiones interactuan-
tes en 1D, dado que para sistemas dominados por interacciones forward scattering, las
excitaciones elementales son modos bosonicos con dispersién lineal. La idea central del

método yace en el rol crucial que juegan los operadores densidad
Pig = Z C;‘r,k-i-qcik

k
N f ,
k

donde ¢ > 0 e i = L, R. Esta definicién no es completamente rigurosa, y conduce a
ambigiiedades para ¢ = 0 [71},[72]. Para ¢ = 0 debe tomarse el orden normal sustrayendo

el valor de expectacién de p; 4—o en el estado fundamental del mar de Fermi lleno

Pig=0 = Z [Cz7k+qcz-k — (0] C;k—‘,—qcik |0>}
k

Las relaciones de conmutacion para estos operadores resultan ser

sgn(i)Lq

0i.i0qg.q'
27_[_ 0] 74,9

[Pig; Pj,fq’] ==
donde sgn(i) = 41 para ¢ = Ry sgn(i) = —1 para i = L. A partir de estas relaciones se

pueden definir operadores de creacién y destruccién

aT o 27T a-l- o 27T
q — L|q|PR,q —q — L|q|pL,*q
27 2
g = 1| —— PR — A_g = 4| —— .
q L]q|pR’ q q L|q’PL,q

Notemos que no hay modo bosénico con ¢ = 0. El término cinético del Hamiltoniano se

puede escribir en términos de estos operadores en la forma

v
Hy=vr Y g (a];aq +al, + a,q) + TF [N + N7
q>0

En términos de los operadores de densidad, el término de interaccion que describe pro-

cesos forward scattering resulta

™

Hyor = i3 Z [Vq (pR,qu,—q + pL,qu,—q) + U, (pR,qu,—q + pR,—qu,q)] .

q
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En términos de los operadores bosénicos el Hamiltoniano total asume la forma cuadratica

1 s kFL 2 2
H——2Zq:vp|q+2L UN (ﬂ_-i—NR-i-NL) —I-UJ(NR—NL) ]

1
+ 3 Z |q| [(vp +Vy) <a$aq + aqaZ) + U, (agaT_q + aqa_qﬂ ,
q

donde las velocidades vy = vp+Vo+ Uy y vy = vip+ Vo — Uy caracterizan la propagacién
de los modos de carga y de corriente asociados a combinaciones simétricas y antisimétri-
cas de N y Ny respectivamente a bajas energias, con N = (kpL)/m + Ngp + Np y
J = Nr — Np. Esta forma cuadratica se puede diagonalizar por medio de una transfor-
maciéon de Bogoliubov
bl = cosh(¢g)al — sinh(¢g)a—q,
donde ¢4 = 1 tanh™'[~U,/(vr + V,)]. El Hamiltoniano resultante es
T

1
H= qubgbq +3 Z(wq —vplg|) + 5T [oNN? +v,J%],
q

donde wy = \/(vF + Vg)? — Ud|q|, mientras que la velocidad del bosén vy — /(vp + V)2 —

cuando ¢ — 0. Para este Hamiltoniano, los niimeros cuanticos N y J asociados a la carga
total y la corriente son cantidades conservadas. De la forma del Hamiltoniano se puede
ver que las excitaciones de baja energia de este sistema de fermiones interactuantes en 1D
son modos bosénicos. Puede probarse que la representacién bosénica genera un espacio

de Hilbert completo equivalente al espacio de Hilbert fermiénico original [72] [73].

Los operadores de campo fermiénicos ¢ pueden expresarse en términos de operadores
bosénicos ¢. La expresiéon de Luther-Peschel para el campo fermidnico ¢rp;(x) viene
dada por
1
i(r) = — explikpr + i¢;(x
Yrpi(T) Y plikrx + idi(z)],

donde ¢ = L, R, a es un regulador y

27i e—aq/2 ) »
¢i(r) = I [Piﬁqezqz — Pigq€ WC] ‘
q>0 q

El operador densidad en el espacio real p;(x) se puede escribir como

1 , ,
pi(z) = 7 D [pi—a€ " + pige” "]
q>0

1
= Jim (mﬁx"”(@)

q
q
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Utilizando la identidad

AP — ABlBA

vélida cuando [A, B] es un c-ntimero, puede mostrarse que la expresién (2.2.2)) para el
campo fermidnico satisface las relaciones de anticonmutacién correctas. A partir de dicha
expresion es posible deducir todas las leyes de potencia que gobiernan las funciones de

Green de una y varias particulas [70, [74H76].

2.2.3. Liquidos de Luttinger quirales

El borde unidimensional del fluido Hall cuantico fraccionario es un sistema fuertemente
interactuante en el cual los procesos de backscattering estan suprimidos. En lo que sigue
consideraremos el caso de un fluido de Laughlin con llenado v = 1/m con m impar.
Basado en la observaciéon de que el fluido Hall fraccionario es irrotacional e incompresible,
Wen [42, [44] desarrollé una teoria hidrodindmica de estos estados, que presentamos a

continuacién. Si llamamos p(z) a la densidad en el borde, ésta satisface la ecuacién
Op(x) —v0zp(z) = 0.

En un fluido incompresible, la ausencia de disipacion y la presencia de una conductancia
Hall distinta de cero, genera una corriente persistente a lo largo del borde debido al

campo eléctrico en la frontera

62

Jj=0py2 X E =02 x [-VV], Opy = Vﬁ
donde V es el potencial del borde. Los electrones se mueven en orbitas semiclasicas y

fluyen con velocidad v = (E/B)c. Introduciendo el desplazamiento vertical h(x) en la

posicién z a lo largo del borde, relacionado con la densidad por

donde n es la densidad promedio del fluido Hall fraccionario en el volumen, obtenemos

el Hamiltoniano asociado a la onda quiral

1 9€

H= / dx%ep(a:)h(x)E -2 / delp(a)S = b / dalp(2)]2.

n
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Transformando a la representaciéon de momentos

1 iqT
pq—\/f/dxeq p(x)

—1iqx

1
plz) = ﬁ ;Pqe )

obtenemos

v
H =27h— —g-
WﬁyE PqP—q
q>0

Esto da una correspondiente ecuacién de onda en el espacio k

pq = —ivgpg.

Las ecuaciones de Hamilton para las coordenadas y los momentos

. OH , OH
¢ = 75— Pg = —5—
a Opyg a 0qq
nos permiten identificar
ih
=pg, k>0, =—p_q, k<O
dq = Pq Pq qu q

El paso final es cuantizar el Hamiltoniano imponiendo las relaciones de conmutacién

canonicas

[Qqapq’] = ihéq,q’a
dando como resultado

v
[P Py = %q‘sq,—q’

[H, pg] = —qupq.

Salvo por el factor v, estas expresiones son parecidas a las del liquido de Luttinger
ordinario. Expresando los operadores de densidad en términos de operadores fermiénicos

de creacién y destruccion,
1 f
Pa= = D ChrgC
VL %
1 )
p(z) = —= Z pee ",
VL %
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y escribiendo el operador de campo fermiénico ¥ (x) en términos del operador de des-

truccién
1 .
P(x) = —= Y cpe®,
VL zk:

obtenemos la relacion de conmutacion

la cual es satisfecha por una representacién de t(z) en la forma ) (x):

P(x) o VMO 9,0 = 2,
donde ¢(z) satisface la relacién de conmutacién
[6(2), $(a')] = —imvsgn(z — a').

Para que la representacion de v sea valida, ¢ debe satisfacer la relacion de anticonmuta-
cién fermiénica usual {4 (z), ¥ (z')} = 0. Haciendo uso de la identidad e4e? = elABleBeA

entre dos operadores cuyo conmutador [A, B] es proporcional a la identidad, encontramos

d(@)i(a’) = ()Y d(),

de lo cual se deduce que 1/v debe ser un entero impar, lo cual es consistente con la

condicién para un fluido Hall fraccionario simple del tipo de Laughlin.



Capitulo 3

Resistencia de cuatro terminales

en un liquido de Luttinger

3.1. Introduccion

En este Capitulo nos concentraremos en estudiar el transporte cuantico en dispositivos
unidimensionales, tales como cables cuanticos y nanotubos de carbono. En estos casos
el efecto de las interacciones electrén-electrén (e-e) es de crucial importancia, y una
descripcién adecuada se basa en el Liguido de Luttinger [77]. Como se mencioné en el
Capitulo 1, Subeccion [I.1.2] éste esté caracterizado por una ley de potencias en la curva
de tuneleo I — V' [78].

La naturaleza del transporte en dispositivos mesoscépicos ha sido de central importan-
cia desde los comienzos en la teorfa del transporte cuantico, como se mencioné en el
Capitulo 1. Landauer propuso su configuracién experimental para estudiar el transporte
cudntico, en el cual una muestra mesoscopica se sitia entre dos reservorios a potenciales
quimicos distintos[10] (ver Capitulo 1, Subseccién [1.1.3). Biittiker mostré que la rela-
cién fundamental G = nGy para la resistencia de dos terminales en un cable cudntico
no interactuante, donde n es el nimero de canales y Gy = 2¢?/h se conoce como el
cuanto universal de conductancia [I1I]. Una de las consecuencias mds importantes de
esta ley es que un sistema electrénico no interactuante y desprovisto de mecanismos de
dispersiéon inelastica tiene una resistencia considerable: para un dispositivo con un solo
canal G, L= Ry ~ 13kQ). Este comportamiento resistivo se debe al acoplamiento entre el
sistema y los reservorios a través de los cuales es aplicado el voltaje. Por este motivo, esta
cantidad se conoce como la resistencia de contacto del sistema ideal no interactuante.
Es conveniente definir una magnitud fisica alternativa que describa el comportamien-

to resistivo de la muestra y que sea independiente de los efectos de los contactos. La

35
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idea principal es considerar el sistema mesoscépico acoplado localmente a sondas de
voltaje o de temperatura (termémetros), modelados como reservorios de particulas. Los
potenciales quimicos o temperaturas de los mismos satisfacen la condicién de equilibrio
electroquimico o térmico local con el sistema mesoscépico. Esto implica que los poten-
ciales quimicos y temperaturas de los reservorios se ajustan de manera que los flujos
electrénico o calorifico a través de los contactos se anulen. Para el caso de dos sondas de
voltaje conectadas a la muestra como en la Figura la caida de voltaje vendra dada

por (pu1 — pg2)/e. La resistencia de cuatro terminales se define mediante la ecuacion (1.3)).

Este esquema para definir la resistencia de cuatro terminales fue extendido en el marco
de la Teoria de Matriz de Scattering para configuraciones multiterminales[14, [15] en
cables de electrones no interactuantes con una [16l [I7] y varias impurezas[18]. En las
referencias [16] y [I7] se aclara que la inferencia de R4 a partir de célculos basados en
una geometria de dos terminales y en la férmula original de Landauer [10] no siempre
es correcta, lo cual refuerza la importancia de considerar una configuracién genuina de

cuatro terminales para evaluar esta cantidad adecuadamente.

Entre otras caracteristicas interesantes, para sistemas no interactuantes se ha predicho
que son posibles resistencias de cuatro terminales negativas[14], [16H19]. Esto es conse-
cuencia de la naturaleza coherente de la propagacion electrénica a través de una muestra
donde sélo tienen lugar procesos de dispersion elastica con impurezas o barreras. Estas
resistencias (longitudinales) negativas en estructuras balisticas fueron medidas por pri-
mera vez a finales de la década del '80 [20H22]. Este efecto fue también observado en un
experimento més reciente en estructuras semiconductoras[6]. Mas recientemente, el com-
portamiento de Ry fue estudiado experimentalmente en nanotubos de carbono [23]. En
este caso, valores negativos para la resistencia de cuatro terminales fueron observados en
el régimen de baja temperatura. Cabe mencionar que el concepto de resistencia de cuatro
terminales, ha sido recientemente extendido al caso de sondas de voltaje dependientes
del tiempo para sistemas no interactuantes, dando lugar al concepto de impedancia de

cuatro terminales[79, 80].

Es ampliamente aceptado que el modelo de Luttinger de electrones en 1D captura las
principales caracteristicas obervadas en los experimentos de transporte en nanotubos de
carbono [24-30]. En particular, las leyes de potencias de la corriente de tunneling como
funcién del voltaje y/o temperatura aplicados predichas por el modelo del liquido de
Luttinger han sido observadas experimentalmente en estos sistemas[7), 8]. El comporta-
miento de R4 en sistemas Luttinger multiterminales ha sido investigado en la referencia
[1]. Estimaciones anteriores para esta cantidad han sido realizados basédndose en una
interpretacién de la férmula de Landauer de dos teminales[32), [33]. Esto se debe al hecho

de que el transporte cudntico en sistemas Luttinger multiterminales es en general un
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problema realmente complicado desde el punto de vista técnico. Otros sistemas Luttin-
ger multiterminales en geometrias tipo Y fueron considerados en el régimen de respuesta
lineal en el voltaje y utilizando la aproximacién de Hartre-Fock en la interaccion en las

referencias [34] y [35].

En la referencia [I] se considera la configuracién de la Figura Una corriente I fluye a
través de un cable Luttinger infinito en respuesta a un voltaje aplicado V', y el voltaje es
sensado por otras dos sondas de voltaje, acopladas de forma no invasiva al cable. El perfil
del voltaje tiene una estructura de oscilaciones tipo Friedel como en el caso de electrones
no interactuantes, pero modulados por una envolvente que sigue una ley de potencias
con el voltaje aplicado o la temperatura, con un exponente que depende de la intensidad
de la interaccion electrén-electrén. Sin embargo, es sabido que en el caso opuesto de
acoplamiento suficientemente fuerte entre el sistema mesoscopico y las sondas, tienen
lugar eventos de dispersién ineldstica y comportamiento resistivo cldsico[81]. Més aun,
las sondas invasivas no ideales no son faciles de realizar en situaciones experimentales.
Por esta razon, el objetivo del siguiente estudio es ir un paso més alla de la suposicién de
no invasividad, considerando sondas que, si bien siguen estando débilmente acopladas a
la muestra, introducen decoherencia a través de procesos de dispersién ineldstica, asi co-
mo también posibles efectos de interferencia entre las sondas. Entre otras cuestiones,
se trata de decidir si las caracteristicas en el comportamiento de la resistencia de cua-
tro terminales determinadas a partir de sondas no invasivas (oscilaciones tipo Friedel,

resistencia negativa) siguen siendo vélidas al relajar la hipdtesis de no invasividad.

3.2. Modelo

El esquema del sistema estudiado se muestra en la Figura (Capitulo 1, Subseccién
. Consideramos un cable cudntico modelado como un liquido de Luttinger con
interacciones forward scattering acoplado a reservorios. Los reservorios L y R son los
utilizados para aplicar el voltaje exterior, mientras que 1 y 2 representan las sondas
utilizadas para medir el voltaje. Estas estédn en equilibrio electroquimico local con el
cable, de modo que las corrientes entre las mismas y el cable son nulas. Una impureza

tipo backscattering esté situada en la posiciéon zp.

La accién del sistema considerado viene dada por[]

S = Swire + Simp + Sres + Scont
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donde Syire corresponde a un liquido de Luttinger de longitud infinita, y Viene dado

por la expresion

Suire = [ ot {0} (10~ ) ~ ] ou + W} 10, + 0) — un] v
-9 [T/fii/fR + w}m} i },

donde los dos primeros términos son los términos cinéticos correspondientes a los por-
tadores de carga izquierdos (L) y derechos (R) respectivamente, mientras que g es la
intensidad del acoplamiento tipo forward scattering electrén-electrén. Los dos potencia-
les quimicos pr, = pu— V/2 y ur = p+ V/2 representan el voltaje aplicado V' entre
las partes izquierda y derecha del cable, que genera la corriente I que fluye a lo largo
del mismo. Trabajaremos en unidades tales que A = kp = e = v = 1, recuperando las

mismas a la hora de interpretar los resultados.

El efecto de la impureza viene dado por un término de interaccién backscattering de

intensidad Ap en una dada posiciéon zpg

Simp = /\B/ dx dto(x —xp) e_%k”w}}wL + h.c.} :

El efecto de las sondas de voltaje viene descripto por S,.s, correspondiente a electrones

no interactuantes con dos quiralidades:

Sres = Z / dy; dt {XTLj [i(@t —0y;) — Mj:|XLj + X}r;{j [i(at +0y;) — ,Uj}XRJ}a

§=1,2

El término Sc.,: representa el acoplamiento tunnneling entre los reservorios y el cable,

y viene dado por

; @, .
Seont = Z / da dy; w;d(x — x;)8(y; — yg)) oFilkpatky y;)wixﬁj + h.c.] )
j=1,2

b
a=rl,Bj=r;,l;

)

Los signos — y + corresponden a L y R respectivamente, mientras que kr y kzg son los
vectores de Fermi del cable y de los reservorios, respectivamente. Cabe notar aqui que
estamos suponiendo que las puntas de voltaje se acoplan de manera simétrica a los
portadores L y R en el liquido de Luttinger. Esta suposicion es natural en ausencia
de campos magnéticos e interacciones espin-6rbita. Dado que nuestro mayor interés
es discutir los efectos originados en la intesidad de los acoplamientos, mas adelante
consideraremos que los acoplamientos son iguales (w; = ws). De todas maneras, es sabido
que acoplamientos asimétricos (w; # ws) son suficientes para producir una resistencia

negativa [1l 20H22].
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La corriente de tunneling que fluye entre la sonda j y el cable se calcula

Ij=iw; Yy <X;,a($jat)¢ﬁ(%‘7t>—h-C->-

a,=L,R

Para poder hacer uso del formalismo, escribimos esta expresién en la forma

I; =2 ZRe [ijéﬁj (xj,y?;t,t)} , (3.1)
a,B;

donde la funcién de Green GE,BJ-

Gog, (@58, 1) =i <><Lj (Y5, )a(z, t)> , (3.2)

es la funcién de Green menor que involucra grados de libertad del cable y de los reser-

vorios (ver Capitulo 2).

3.3. Funciones de Green

Ademas de la funcién de Green menor definida en ({3.2), definimos las siguientes funciones

de Green retardadas

Gl a3, 1) = =i0(t ) ({a (e, 1), v}, #) })
Gl (@, t) = =i0(t = ) {ale. ), X (. 1) ),

donde la primera corresponde a grados de libertad del cable, mientras que la segunda

involucra grados de libertad del cable y del reservorio j.

Para evaluar estas funciones de Green es necesario resolver las ecuaciones de Dyson (ver

Capitulo 2). Para simplificar la notacién, es conveniente realizar las transformaciones de

gauge

wzﬁ(@ - ng(m)@ﬂkFx

i)
XEijj (y;) = e y]XEpRj (5)-
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Las ecuaciones de Dyson para las funciones retardadas vienen dadas por
{—i0y + kp — pp + 10, YGEg(x, 2'3t,¢') = 6(t — ') dap
+ )\BGR—(:):, 25, )o(x" — xp)

ZU’J azy],tt)d(az/—a:j)
—f—Z/dx”dTGR z, 2"t 7)

Emt(x o' t)

{—i0y + k‘g) + iayj}GaRﬁj (z,y;;t,t") = w, Z Gaﬂ zy b, t)0(y; — y?), (3.3)
B

donde los signos 4+ y — corresponden a 3 = L,R y ; = Lj, R; respectivamente, y
L = R, R = L, mientras que Efy’g(:ﬂ 2'; 1", t') es la autoenergia exacta debido al término

de interaccién e-e con constante de acoplamiento g.

Notemos que el operador
—i0y £ k(]) +1i0,, = o Y t t/ '
4% F ¢ y} gﬁj (y] ’ yja ’ ) )

es el inverso de la funciéon de Green retardada correspondiente a los grados de libertad

B; del reservorio j. Por lo tanto, la ecuacién (3.3)) se puede expresar en la forma

Gaﬁ (.Z' ijt t = w]Z/dTGaB x $]7t T)g (y]7y]77— t)
Sustituyendo esta tltima ecuacién en (3.3]) y definiendo

Wit ) = Y 6(x - xy)6(2 — )y Pgf (], it 1),
Jj= 126]

obtenemos

{—iat/ + kF — HB + iam/}Ggﬂ(l’, x'; t, t/) = (S(t - t’)éaﬁ
+ )\BGR—(Q: ' t,t)6(x' — xB)

+Z/dw”dTGR x,2"t,7) (3.4)

% {Eznt /‘ . T, 75/)

+ Q%S(x”, T, t/)} .
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La funcién de Green menor que aparece en la expresién (3.1) para las corrientes I; se

puede obtener por medio de las reglas de Langreth [61] (ver Capitulo 2), obteniendo

A
Ggﬁ (z J,y],t t') —wj/dT [G< (.%‘J,ﬂfj,t T)gﬁj(y?,y?;ﬂt/) 55
3.5
+GE (29, 293t )gf%(y?,y?;nt’)],

donde g# = [¢f] es la funcién de Green avanzada del reservorio desacoplado.

Hasta aqui todas las ecuaciones son exactas. El paso crucial para obtener la funcién
de Green exacta resolviendo las ecuaciones de Dyson es la evaluacién de ¥, que co-
rresponde al diagrama completo para la autoenergia correspondiente a la interaccién
electrén-electrén, teniendo en cuenta el acoplamiento de los reservorios, asi como tam-
bién el efecto de la impureza. Introducimos ahora la siguiente aproximacion para el limite

de acoplamiento para los reservorios y la impureza w; < gy Ap < g:
th(az,x'; t,t') ~ E%ftt(a 't t), (3.6)

donde
ELUtt(:E, 2t 1) = [GRL (g, o/ ¢, t,)];ﬁl —{—i0y £ kp £i0,}6,3,

es la autoenergia del liquido de Luttinger (infinito) sin impureza y desacoplado de los
reservorios, mientras que GTFU (z, 2/: ¢ ') es la funcién de Green retardada exacta del
liquido de Luttinger. La aproximacién implica evaluar la autoenergia asociada a la
interaccion e-e, despreciando correcciones de vértice debido al escape a los reservorios
y debido a la dispersion con la impureza. Una aproximacién similar ha sido realizada
en la tesis de Venturelli [82]. Esta aproximacion es vélida sélo en el limite de w; y Ap

pequenos.

Bajo esta aproximacién en la autoenergia y realizando la transformada de Fourier con

respecto a t — t/, la ecuacién (3.4]) se puede expresar en la forma

GR Lutt(

Glls(x,2sw) = z, ' w)

R,L
+ Z Gaa(xv Ly W)Egeg(xja Lj;wW )Gﬁﬁ Utt(xjv :LJ; w) (37)
J

+ A GE (z,2p,w )GgéLUtt(wg,x';w).

Esta ecuacion permite evaluar la funcion de Green retardada. En lo que sigue, resolvemos
la misma al orden més bajo en el término backscattering Ap y a orden O(w]?) en los
acoplamientos con las sondas de voltaje. Es importante hacer notar que en el limite de
interaccién Coulombiana nula (g = 0), la ecuacién conduce a la funcién retardada

exacta del problema.
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3.4. Corrientes

Sustituyendo la ecuacién (3.5) en la definicién de la corriente (3.1), obtenemos la si-
guiente expresién para la corriente que fluye a través del contacto entre el reservorio

j-ésimo y el cable

=23 Refu? [ 52 [6u (el a9

afB,j

G (a0, 2% w)g5 (0 )| }

Haciendo uso de la suposicién de acoplamiento débil entre los reservorios y el cable, y la
amplitud débil en el término de backscattering inducido por la impureza, evaluamos las

funciones de Green G (339, 2% w)y GE (:1:] , :r?, w) perturbativamente al orden O(wjz) y

O(Ap). Concretamente, esto implica resolver en la forma

Glig(e,a'50) = G (w25 )
i Z GR Lutt (z xj,w)ZfE(xp Tjw )GR Lu”(xj, ;W) (3.8)

_|_>\ GRLUtt({L‘ TR CU)GRLUtt(IEB,$I;w),

donde la funcién menor correspondiente se puede derivar de la ecuacién (3.8)) utilizando
las reglas de Langreth. Luego de cierto trabajo algebraico, las corrientes a través de los

contactos se pueden expresar en la forma
[ = [(1) [(2)

donde Ij(l) o |wj|?, Ij(z) o |wj|*, siendo

1 dw u u
I( ) _ — 2w 2 Z / G<L tt($j,$j,w)gj>(W) - G;&L tt(xjvxjvw)gf(w)

+)\B{[G<L“tt(az —Ipw )( gf“tt(a:j—:zg;w))*

b GRI () — rpiw )GCf&L“”(xB — xj;w)} 97 (w) (3.9)

R,L *
_ [Gi&Lutt(xj W) ( R utt(xj _ acB;w))

+ G (g; — wpiw)Go " (g — xj; W)] 95 (w)} ),
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o

2 dw A

I](- ) — 4wj2- E wf/ o {G&L“tt(:ﬂj,a}z, )GﬁﬁLUtt(xi,xj,w)
i=1,2 00

a,B=r,l

% |97 (@)g" (@) = g7 (@)g7 (@)

+ GEL (24, 24, w) g (w)

(3.10)

G< Lutt( G> Lutt(

xlvxjvw)g;( ) l‘z,l‘j,OJ)gf(UJ)}

+ G (g, 5, w) g (w)

L L
X Ggﬂ utt($j7$i7w)g]>(w) — GEB “tt(a:j,mi,w)gf(w)} }

(1)

El término [ p corresponde al limite de contactos no invasivos ideales considerados
en la referencia [I]. Se deriva descartando el segundo término en la ecuacién (3.8)) y
el término correspondiente en la funcién de Green menor. Esto conduce a la solucién
exacta al orden O(w;) de las ecuaciones y para Ap = 0. En las soluciones
de segundo orden hemos introducido la aproximacion adicional de despreciar las
correcciones de vértice wjz y & Ap en la evaluacién de la autoenergia ¥™. Notemos
que las dos sondas estan completamente no correlacionadas en la componente no invasiva
IW . En la contribucién de orden superior es posible distinguir dos tipos de términos.

Por un lado, tenemos los que son o< w?; éstos tienen en cuenta el efecto de dephasing

] 7
y comportamiento disipativo inducido por procesos de dispersién ineldstica debido al

acoplamiento con los reservorios. Por otra parte, términos del tipo w%w% describen

efectos de interferencia entre ambos reservorios.

Es conveniente expresar las funciones de Green mayores y menores en términos de las

funciones espectrales

Gt ™ i (W)pa(T1 — 125 W)
[ — faj ()] palz1 — 225 W)
= i fa;(w)pj(w)

—i[1 = fa,j(w)] pj(w)

T1 — T2;W + g
>, Lutt
Goa " (11 — 225w + pa

(w

) =
)=
)
)=

(w
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donde f, j(w) = 1/(e@*V/2/T 1 1) son las funciones de distribucién de Fermi de los
portadores L y R del cable, fj(w) = 1/(e@#)/T 4 1), las funciones de Fermi corres-
pondientes a los reservorios, y j; representa el potencial quimico de los electrones en el
reservorio j, relativo al potencial quimico promedio p del cable. La temperatura T es la
misma en todo el cable y en las sondas, mientras que po(w) y pj(w) = p;(0,w) son las
densidades espectrales del liquido de Luttinger y del reservorio j respectivamente (ver
Apéndice . Es sabido que las mismas estdn relacionadas con las funciones de Green

mediante las expresiones [52} 53]

pa(w) = iGEI (21 — 295 w) — i[GEEF (2 — 21;w)]*

pj(w) = —2Tm g/ (w).

Reemplazando en (3.9) y (3.10), la expresiéon completa para la corriente a través del

contacto j resulta
9 > dw
L=20? 3 [ ) )] ()
a,B=l,r o0

{pa(O,w) {1 + 2w]2~ Re (Gg’Lu”(O,w)gf(w))}

+2ApRe [Pa(f'fj — W) ( e xb;w»*}

(3.11)
+2uw? Re [pa(wj — a55w) Gy — ag;w)g! (w)} }

+2w]2w32 Z /

o,B=lr X

o [ a5) — o — )]

x pj(W)p3(w)GH T (@) — 255 w) (GEL (2 — 255w)) "

donde hemos utilizado la notacién j, 7 de modo que 1 =2y 2 = 1.

3.5. Caida de voltaje y resistencia de cuatro terminales

Los potenciales quimicos p; en las expresiones de las Secciones anteriores se ajustan
de manera que se satisfagan las condiciones de equilibrio electroquimico local entre las
puntas y el cable. Esto implica que los potenciales quimicos se ajustan al requerimiento
I; = 0 para j = 1,2, donde las corrientes fueron definidas anteriormente en . En el
caso de puntas no invasivas, no hay ningin tipo de correlacién entre las sondas de voltaje,
y el problema se reduce al del cable acoplado a una sola punta, que sensa el potencial

quimico local del cable. Para contactos invasivos, es necesario resolver un sistema de dos
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ecuaciones no lineales para calcular py y pg, a partir de los cuales podemos calcular la
caida de voltaje AV = p1; — uo entre los puntos x1 y x2. La misma contiene no solo
informacién de los procesos de dispersion en el cable, sino también de procesos ineldsticos
y efectos de interferencia introducidos por las propias sondas de medicién. La resistencia
de cuatro terminales se puede evaluar a partir de la ecuacion , y el cociente entre

la resistencia de cuatro términales y la de dos terminales se calcula entonces

Ry AV
Ry V'
Los dos potenciales quimicos son evaluados numéricamente a partir de (3.11]), con las

funciones de Green dadas en el Apéndice

3.6. Resultados sin impureza

En esta Seccién se exponen los resultados para el cociente entre Ry /Ro: en el caso
Ap = 0, esto es, sin impureza presente en el cable. Es importante mencionar que en el
limite de contactos no invasivos, dicho cociente se anula idénticamente. Por lo tanto,
todos los comportamientos de la resistencia que se discuten en esta Seccién se deben

exclusivamente a la naturaleza invasiva de las sondas de voltaje.

La intensidad de las interacciones e-e viene caracterizada por el pardmetro K = (1 +
2g/ 7r)*1/ 2. El limite de electrones no interactuantes corresponde a K = 1, mientras que
para interaccién repulsiva entre los electrones, los valores tipicos de K (determinados
experimentalmente en medidas de transporte en nanodispositivos) estan en el rango

0,25 < K < 0,75 [83].

En la Figura se muestran el comportamiento de Ry;/Ro; en funcién del voltaje
aplicado V' a temperatura 7' = 0, para posiciones fijas de los contactos y diferentes
valores del parametro de interaccion e-e, K. Para comprender mejor el comportamiento
del cociente entre las resistencias, notemos que para voltaje aplicado nulo (V' = 0.), la
caida de voltaje AV debe ser igual a cero, por lo cual debe anularse también Ry;/Ro;.

Para valores de V suficientemente pequenos, Ry;/Ro; sigue una ley de potencias en V'

Ry
o ‘/2’Y+17

Ry
donde el exponente 7 esta relacionado con el pardmetro de Luttinger K de la forma
v = (K + K1 —2)/4. Este resultado puede derivarse haciendo una expansién de I; para

V' pequeno. Por otra parte, un comportamiento resistivo cldsico (6hmico) se caracteriza
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por un valor constante de Ry /Ry En la Figura se puede observar que este com-
portamiento se logra cuando el voltaje aplicado supera un cierto valor V., el cual viene

dado aproximadamente por
hv

eve ~ 2K | x1 — x|’

donde hemos recuperado las unidades en términos de h, e y v. Esta escala de energias se
interpreta notando que v/K es la velocidad del plasmén en el cable y 7, = 2K | 21 — 2 |
/v es el tiempo que estas excitaciones tardan en ir y volver de un contacto al otro. Este
tiempo 7, define el tiempo caracteristico para los procesos de backscattering ineldstico.
Notemos que aunque el cable Luttinger es un sistema elastico, donde los electrones se
propagan de manera balistica, las sondas de voltaje acopladas al sistema actian como un
bano disipativo. Es precisamente el acoplamiento a reservorios el procedimiento que se
utiliza en la literatura para modelar la disipacién de tipo 6hmica [34] 81]. En este caso,
suponiendo que el voltaje se aplica de izquierda a derecha, la energia de Fermi de los
electrones R es eV més grande que la de los portadores L. Entonces, la energia asociada
al voltaje critico eV, corresponde a la energia disipada en los contactos. Un electrén con
energia de Fermi up viaja con velocidad v/ K desde la sonda de la izquierda (conectada
en z1) a la sonda de la derecha (conectada en x3), sufre un proceso de backscattering en
o y vuelve a 1 con una energia de Fermi p;. Una estimacion para la energia transferida
en el proceso disipativo es, precisamente /7, 1 El argumento anterior puede reproducirse
facilmente para el caso en el que el voltaje estd aplicado en sentido opuesto, en cuyo caso,
la energia es transferida ineldsticamente de los portadores R a los L. Notemos que en
cualquier caso, la energia disipada en los contactos estd asociada a una caida de voltaje
que tiene la misma direccién que el voltaje externo, como es de esperar para un proceso
cldsico de tipo ohmico. Es interesante senalar que 27, I es equivalente a la frecuencia
balistica definida en la Ref. [30] para un liquido de Luttinger interactuante de longitud

finita conectado a reservorios.

En resumen, dada una separacion | 1 — 2 | entre los contactos, V. define el voltaje de
crossover para el cual los procesos ineldsticos de tipo backscattering entre las puntas son
relevantes. Notemos que el régimen de voltaje pequeno V' < V., depende de la intensidad
de la interaccién e-e g, siendo méas ancho para valores de g mayores (K menores). En
general, el efecto de esta interaccién es disminuir el valor de la resistencia. Un anélisis
mas detallado de la Figura muestra que R4/ Ro; presenta un comportamiento oscila-
torio como funcién del voltaje aplicado V para V > V.. Esto puede interpretarse como
consecuencia de efectos de interferencia entre las sondas de voltaje. Ajustando los datos
numéricos, encontramos que este comportamiento es reproducido por una funcién de la
forma
R

B .
Ty ™ A+ s sin[K'V (xg — x1)], V>V,
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donde A y B dependen de K y son proporcionales a w?, si bien este resultado no ha
sido derivado de forma analitica. De todos modos, es interesante notar que un com-
portamiento resistivo similar se obtiene para un liquido de Luttinger de longitud finita
en presencia de procesos backscattering [30), 84]. Otra observacién interesante es que
el valor de saturacion A disminuye al aumentar la intensidad de las interacciones e-e.
Esto indica que las mismas tienden a apantallar los procesos de dispersién inelastica

introducidos por el acoplamiento con los reservorios.

En la Figura [3.3] se muestra el comportamiento de la razén entre las resistencias man-
teniendo fija la posicion de una de las puntas mientras movemos la segunda a lo largo

del cable. Este patrén revela una dependencia funcional de la forma

M ooay

~ sin [2kp(z2 — x1)]sin[KV (z9 — z1)],
Roy

V2fy+1

dentro del régimen de voltaje alto V' > V., correspondiendo, respectivamente a las
lineas sélidas y de trazos en la Figura. La modulacién de periodo 2kr se asemeja al
comportamiento encontrado en el perfil de voltaje de puntas no invasivas en un sistema
con una impureza, las cuales se observan tanto en sistemas no interactuantes [16} [17,
19] como interactuantes [1]. En estos casos, el origen de dicho comportamiento es la
ocurrencia de interferencia en el paquete de ondas electronico generado por los procesos
de backscattering que tienen lugar en la impureza. En nuestro caso, la interferencia se
origina por procesos de dispersion en las propias sondas. A diferencia del comportamiento
para sondas no invasivas, en este caso la caida de voltaje inducido por los contactos tiene
el mismo signo que el voltaje externo aplicado. Como resultado, la resistencia de cuatro
terminales para contactos invasivos en un cable limpio es siempre positiva, mas alld de
las oscilaciones tipo Friedel 2kr. Esto estd en contraste con el problema de contactos
no invasivos, donde estas oscilaciones proveen de un mecanismo para que Ry < 0.
En la Figura se ilustra la misma situacion, pero para voltaje fijo y variando el
parametro de interaccion e-e, K. Se ve que, en general, valores grandes de la interaccién
e-e, producen valores mas pequenos de Ry;/Rg;. Concluimos que, aunque no es posible
obtener valores negativos de la resistencia de cuatro terminales en ausencia de impurezas,

las interacciones e-e tienden a facilitar la ocurrencia de los mismos.

En la Figura [3.2] se muestra el efecto de la temperatura en el comportamiento de
Ry;/Ro;. Queda claro que a medida que la temperatura aumenta, las oscilaciones en el
régimen de alto voltaje V' > V. discutidas anteriormente disminuyen en intensidad, y la
resistencia tiende a un valor constante. Este comportamiento se ve mas claramente en
las Figuras y donde se grafica R4/ Ra como funcién de la temperaura T para
tres valores diferentes del voltaje aplicado V. De manera analoga al comportamiento a

T = 0 como funcién de V discutido anteriormente, hay una temperatura de crossover
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FIGURA 3.1: Ry:/Ro: en funcién
del voltaje V', para diferentes va-
lores de la intensidad de la interac-
cién e-e: K = 1. (curva roja, soli-
da), K = 0,7 (curva verde, tra-
zos), K = 0,5 (curva azul, puntos-
trazos). Las contactos estdn ubica-
dosen z;1 = =10 y 25 = 10, y las
intensidades de los acoplamientos
tienen los valores wi; = wo = 0,1.

La temperatura es T = 0.
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FIGURA 3.3: Ry:/Ro: en funcién
de la posicién x, de la segunda
sonda, habiendo fijado la prime-
ra en r1 = —10., para diferentes
valores del voltaje V. La linea ro-
ja sélida corresponde a V = 0,3,
mientras que la linea verde de tra-
zos representa V = 1. La intensi-
dad de la interacciéon e-e es K = 1,
y las constantes de acoplamiento
tienen Is valores w; = we = 0,1.
Los resultados son a T = 0.
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FIGURA 3.2: Mapa en colores pa-
ra Ry;/Ra; en funcién del voltaje
V y de la temeperatura 7', para
K = 0,7 Las contactos estan ubi-
cados en las posiciones x; = —10,
zo = 10, y las intensidades de
los acoplamientos tienen los valo-
res wy = we = 0,1.

FIGURA 3.4: Ry:/Ro; en funcién
de la posicién de la segunda son-
da xo, habiendo fijado la prime-
ra en ;7 = —10., para diferen-
tes valores del pardmetro de in-
teraccién e-e: K = 1. (curva ro-
ja, solida), K = 0,7 (curva ver-
de, trazos), K = 0,5 (curva azul,
puntos-trazos). Hemos fijado T' =
0., w1:w2:0,1yV:1.
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FIGURA 3.5: Ry:/Ro: en funcién Ficura 3.6: Idem Figura
de la temperatura T, para dis- mostrando el régimen de bajas
tintos valores del voltaje aplica- temperaturas.
do: V = 0,05 (curva roja, sélida),
V = 0,10 (curva verde, trazos),
V = 0,15 (curva azul, puntos-

trazos). La intensidad de la inter-
accién e-e es K = 0,7 y los con-
tactos estan situados en las posi-
ciones r1 = —10 y x2 = 10, sien-
do las constantes de acoplamiento
w1 = W2 = 0,1.

dada por
v

T, ~ he—e——
¢ 2K | r1 — T2 ’7

que permite distinguir entre los regimenes de alta y baja temperatura. Para temperaturas
bajas (T < T.), hemos verificado numéricamente que la razén de las resistencias se

comporta en la forma

Ry
Roy

donde a y b dependen de V. Para altas temperaturas (7' > T;), R4/ Ro tiende a un valor

~aq+bTH*

constante. A medida que la temperatura aumenta, la coherencia tiende a desaparecer,
y por este motivo, no se observa ningin comportamiento oscilatorio en esta region. El
juego entre T'y V da lugar a la posible ocurrencia de un méximo global de Ry;/Rg;. El

valor de la temperatura que corresponde a este maximo, de encontrarse, depende de K

y |z — x|

3.7. Resultados con impureza

En esta Seccién analizamos el comportamiento de Ry;/Ro; a temperatura cero, para
un cable con una impureza tipo backscattering con intensidad de acoplamiento Ap. En

el caso de contactos no invasivos, el voltaje local muestra oscilaciones tipo Friedel 2kr
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FIGURA 3.7: Ry:/Ro: en funcién Ficura 3.8: Razén (wjz/)\B)lim
de la posicién de la impureza x g, para la cual Ry = 0 en fun-
para distintos valores de la inten- cién de la posicion del segundo
sidad del acoplamiento con la im- contacto xo, para distintos valores
pureza: Ag = 51075 (curva ro- del pardmetro de interaccién e-e:
ja, sélida), Ap = 1-107° (curva K = 1. (curva roja, sélida), K =
verde, trazos), Ag = 5-107% (cur- 0,7 (curva verde, trazos), K =
va azul, puntos-trazos). Las son- 0,5 (curva azul, puntos-trazos). El
das estan conectadas en las po- voltaje aplicado es V = 0,5, y la
siciones z; = —10. y zo = 10.. sonda 1 y la impureza se encuen-
El voltaje aplicado es V' = 0.5, tran en las posiciones ;1 = =10 y
el pardametro de la interaccién e- rg = —10.

e es K = 0,7 y los acoplamientos
con los reservorios tienen los valo-
res wy = we = 0,1.

con amplitud constante para electrones no interactuantes [16l, 17, [19], y con amplitud

modulada en el caso con interacciones.

En la Figura se muestra la razén Ry /Ro; para las sondas conectadas en posiciones
fijas, en funcién de la posicién de la impureza xp. Se observan oscilaciones tipo Friedel
con periodo 2kp, aumentando la amplitud de las mismas al incrementar la intensidad del
acoplamiento Ag. Como en el caso de contactos no invasivos, dicha amplitud estd mo-
dulada para electrones interactuantes, alcanzando el voltaje local su méaximo valor en
la posicion de la impureza. A diferencia del caso de sondas no invasivas, las oscilaciones
tienen lugar alrededor de un valor constante positivo, el cual estd determinado por la
intensidad de acoplamiento w; con los reservorios. Para los pardmetros utilizados en el

célculo de la Figura (3.7} R4; es siempre una cantidad positiva.

Aparte de los efectos de interferencia, queda claro que el acoplamiento con los reservorios
genera un comportamiento resistivo clasico mediante procesos de dispersién inelastica,
mientras que la dispersion eldstica con la impureza da lugar a las oscilaciones de Friedel.
El primer tipo de procesos tiene lugar con una intensidad o wjz- /A, donde A’ es el ancho
de banda de los reservorios, mientras que el segundo lo hace con intensidad Ap. Los
dos mecanismos son competitivos a la hora de poder observar una resistencia negativa

Ryt < 0. Con el fin de analizar esta situacién, definimos en primer lugar la cantidad
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(w]2 /AB)iim, que corresponde al valor de la razén wj2- /Ap tal que Ry/Ro; = 0. De este
modo, para valores de wjz- /AB que satisfacen w? /Ap > (wj2 /AB)tim, €l cociente Ry;/Roy
es positiva para cualquier valor de zg. Por otra parte, la condicién wjz /AB < (wj2 /AB)lim
define las razones entre las constantes de acoplamiento para las cuales es posible observar
una resistencia de cuatro terminales negativa. En la Figura [3.8] se muestra la grafica
de (w]2 /AB)im en funcién de la posicién del segundo contacto xo, para distintos valores
del parametro de interaccion e-e K, fijando la posicién de la primera sonda y de la
impureza en x; = g = —10. (recordemos que Ry;/Ro; alcanza su valor minimo cuando
z12 = xp). De este modo, es posible analizar el rol de las interacciones e-e a la hora de

poder observar una resistencia de cuatro terminales negativa.

Basados en los resultados obtenidos para contactos no invasivos [Il, 16} 17, [19], seria
esperable que las interacciones e-e se opongan a tal posibilidad, debido al hecho de
que para interacciones mds intensas (valores més pequenos de K) la amplitud de las
oscilaciones provenientes de la presencia de la impureza disminuye. Sin embargo, en el
presente caso este efecto compite con el efecto resistivo cldsico introducido por las sondas
de voltaje. En otras palabras, como se mencioné en la Seccién [3.6] la invasividad débil
de los contactos, que en nuestra formulacién estd contenida en [ ;2) (ec. , produce
una caida de voltaje que tiene el mismo sentido que el voltaje aplicado V. De acuerdo a
los resultados presentados en dicha Seccién, la magnitud de tal desplazamiento “hacia
arriba” de R4:/Ro; depende también de K, y disminuye al incrementar las interacciones
e-e (K menores), como se expone en las Figuras y La combinacién de estos dos
efectos da origen al resultado mostrado en la Figura donde se observa que para
sondas de voltaje suficientemente separadas, las interacciones e-e tienden a facilitar la

ocurrencia de valores negativos para la resistencia de cuatro terminales.

3.8. Resumen y conclusiones

Hemos analizado el comportamiento de la resistencia de cuatro terminales en un cable
cuantico con una impureza en presencia de interacciones electrén-electrén. El cable ha
sido modelado como un liquido de Luttinger de longitud infinita donde el voltaje aplica-
do estd representado por los diferentes potenciales quimicos de los portadores de carga
Ly R,y laimpureza por un término del tipo backscattering. Consideramos las sondas de
voltaje como reservorios de electrones no interactuantes. Estos sistemas estdn acoplados
débilmente de forma local al cable y tienen potenciales quimicos tales que la corriente a
través del contacto se anula en valor medio. La diferencia entre los potenciales quimicos
determinados por esta condicién dan el valor para la caida de voltaje, a partir del cual se

puede calcular la razén Ry/ Ry entre las resistencias de cuatro y de dos terminales. El
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problema fue resuelto utilizando Teoria de Perturbaciones en la intensidad de la impure-
za y en los acoplamientos de tunneling entre las sondas y el cable, dentro del marco del
formalismo de las funciones de Green fuera del equilibrio. Hemos despreciado las correc-
ciones de vértice en la autoenergia de interaccién e-e asociada a procesos de dispersién
inelastica debidos al escape hacia los contactos y a los procesos de dispersién elastica
en la impureza. Suponemos que esta aproximacién es valida cuando las constantes de

acoplamiento Ag y w1 2 son pequenas.

Hemos analizado la caida de voltaje mas alla de la suposicion de acoplamiento no invasivo
de los reservorios con el cable, esto es, considerando efectos debidos no sélo a la dispersién
elastica con la impureza, sino también con las propias sondas de voltaje. Estos procesos
debidos al acople invasivo con las sondas inducen una caida de voltaje con una ley
de potencias como funcion del voltaje aplicado para valores pequeinios de éste, con un
exponente que depende de la intensidad de la interaccién e-e. En el limite de electrones
no interactuantes, se reduce a una dependencia lineal en funcién del voltaje aplicado.
Este comportamiento tiene caracteristicas clasicas y cudnticas: la caida de voltaje debido
a la invasividad de los contactos es siempre en el mismo sentido que el voltaje aplicado,
y aparece un patrén de oscilaciones que indican interferencia cudntica entre las sondas.

Estas caracteristicas son apantalladas por la interaccién e-e.

En nuestros calculos consideramos un cable infinito. Sin embargo, la separacién entre los
contactos fija una escala natural de longitud en el sistema, la cual determina el valor de
crossover del voltaje aplicado a partir del cual los procesos de dispersion ineldstica pasan
a ser relevantes. En el caso de un cable de longitud finita, es de esperar que los resultados
obtenidos sigan siendo validos siempre y cuando la longitud del cable sea mucho més
grande que la separacion entre las sondas de voltaje. En presencia de una impureza,
las oscilaciones de periodo espacial 2k provenientes de procesos de dispersién elastica
con la impureza detectados por sondas no invasivas[l] se superponen con los procesos

inelasticos inducidos por los contactos.

Estos resultados son importantes en relacion a mediciones experimentales de la resisten-
cia de cuatro terminales en sistemas reales. Esto es, para sondas invasivas, los efectos
elasticos del tipo backscattering producidos por impurezas pueden conducir a una caida
de voltaje de sentido opuesto al voltaje aplicado, dando lugar a una resistencia de cuatro
terminales negativa. Sin embargo, la amplitud de estos procesos debe ser lo suficiiente-
mente grande como para superar el efecto resistivo cldsico introducido por la invasividad

de las sondas.

Los efectos de la interaccion e-e juegan un papel fundamental en las magnitudes cal-
culadas. Para valores méas grandes de la interaccién e-e, la amplitud de las oscilaciones

provenientes de la impureza disminuye, pero también disminuyen los efectos invasivos de



Capitulo 3. Resistencia de cuatro terminales en un liquido de Luttinger 53

las sondas de voltaje. Para separaciones de las puntas lo suficientemente grandes, la posi-
bilidad de medir resistencias de cuatro terminales negativas aumenta para interacciones

e-e mas intensas.



Capitulo 4

Transporte de calor en un borde
Hall

4.1. Introduccion

Una de las propiedades mas importantes del efecto Hall cudntico es la existencia de
estados de borde quirales topolégicamente protegidos [48], 49, [85]. La estabilidad de estos
estados es consecuencia de la naturaleza quiral y topolégica del efecto Hall cudntico [43].
Estos estados son realizaciones de un liquido de Luttinger quiral que puede investigarse

mediante experimentos de transporte [42], 44], como se mencioné en el Capitulo 1.

La estructura de los estados de borde revela las propiedades fundamentales de los estados
del efecto Hall. Para factor de llenado v = 1, consiste de un solo estado situado en el
borde de la muestra, donde los electrones se propagan de manera quiral. Los estados
de efecto Hall fraccionario generalmente tienen una estructura més compleja de estados
de borde, con uno o mas de estos estados. En general, cada estado tiene una quiralidad
determinada (que puede ser diferente de la de otros estados de borde) y sus excitaciones
tienen numeros cudnticos no triviales tales como la carga o el espin. Algunos estados de
borde no son excitaciones de carga (o de espin) y son neutros. Por lo tanto, estos estados
de Efecto Hall Cuédntico Fraccionario contribuyen de manera no trivial al transporte de
carga (y posiblemente de espin) en estos sistemas. Ademads, los estados transportan
energia y por ende contribuyen al transporte de calor. Estas caracteristicas han sido
recientemente investigadas en sistemas en efecto Hall cuantico entero y fraccionario por
medio de diferentes técnicas termométricas [50, 86]. En este Capitulo nos centramos en
las propiedades del transporte de energia (calor) de los estados de borde de efecto Hall

cudntico fraccionario mas simples, los estados de Lauhglin.

54
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FiGurA 4.1: Diagrama esquemético del dispositivo estudiado en el experimento de
Granger et al. [50]. Los cuadrados numerados representan contactos Ohmicos; C'1, C2
y C3 representan constricciones en el 2DEG.

En el experimento realizado por Granger et al. [50] se presenta evidencia experimental
de la propagacion quiral del calor en un estado de borde en un gas de electrones 2D en
el llenado v = 1, realizado en una heteroestructura de GaAs/AlGaAs. La configuracién
experimental utilizada en dicho trabajo se esquematiza en la Figura Se colocaron
contactos 6hmicos a lo largo de tres bordes de un 2DEG grande rectangular, representa-
dos por los cuadrados numerados mas pequenos. En el borde restante (borde superior de
la Figura, tres constricciones angostas (C'1, C2 y C'3) separan la regién 2D principal
de otras regiones 2D mas pequenas pero macroscopicas. Una excitacion alterna de baja
frecuencia f se aplica entre los contactos 2 y 6. De este modo, C2 representa la fuente de
calor. Las diferencias de temperatura en el 2DEG se detectaron midiendo la diferencia
de potencial V entre los contactos 6hmicos 3 y 4. Las diferencias de temperatura se
corresponden con la componente alterna de frecuencia Vs ¢, mientras que la componente
de frecuencia Vy estd asociada a los efectos resistivos. En la Figura se muestran los
resultados obtenidos de Vy y Var en funcién del campo magnético, colocando el detector
en C'3 (Subfiguras (a) y (¢)) y en C1 (Subfiguras (b) y (d)), para distintas quiralidades.
La region central de las gréficas corresponde al plateau v = 1. Vemos que en todos los
casos, en dicha regién la componente V; es nula, lo cual es consistente con la conductivi-
dad perfecta de los estados de borde. Las curvas de V5 revelan claramente la naturaleza
quiral de la propagacién del calor. En las graficas (a) y (b), se observa que la componente
Vo (asociada a la temperatura) detectada en C'3 es mayor que la observada en C'1. Esto
es, los electrones que llegan a C1 han termalizado en los contactos éhmicos, mientras
que los que arriban a C'3 no han disipado la energia absorbida en la fuente de calor. Al
invertir la quiralidad mediante la inversién del campo magnético (gréficas (c) y (d)), se

observa el efecto contrario: el voltaje Vo5 detectado en C'1 es mayor que en C'3.

Estas caracteristicas experimentales pueden ser capturadas por un modelo simple uni-
dimensional de fermiones quirales no interactuantes conectados a reservorios por medio
de contactos tipo tunneling [87]. Dentro del marco del modelo, puede argumentarse que

si en lugar de calentar con una corriente alterna se aplica un gradiente de temperaturas
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FIGURA 4.2: Resultados del experimento realizado por Granger et al. [50]. Se observa
la quiralidad del transporte de calorav =1y T = 0,1K. (a) y (d): Vas (linea sélida)
y V; (linea de puntos), observados hacia abajo de la constriccién de la fuente de calor,
C2. (b) y (d) Vay y Vy observados hacia arriba de la fuente. A la izquierda se indican
la quiralidad de los estados de borde y las direcciones del campo magnético.

entre los reservorios fuente y drenaje, se obtendria una propagacién quiral del calor si-
milar. Gracias a los nuevos avances en la tecnologia de la manipulacién de los estados de
borde, es posible utilizar también contactos de tipo capacitivo [51]. Mientras que para
el caso del acople tipo tunneling la corriente de calor es acompanada por una corriente
de particulas, para acoplamientos capacitivos las corrientes de energia estan aisladas del
flujo de particulas. Esta caracteristica es interesante dado que abre la posibilidad del

estudio de la propagacién de carga y energia por separado.

El transporte de carga por acoplamiento tunneling a los estados de borde ha sido amplia-
mente estudiado tedricamente [48, [85], [88HIT], mientras que el transporte de calor ha sido
considerado en un nimero menor de trabajos. Ademads del trabajo de Kane y Fisher[92]
podemos mencionar la Ref. [87], en la cual se considera un borde con llenado v = 1
con un voltaje externo alternado que sigue el trabajo experimental de Granger et al.
[50]. Otra referencia importante es la Viola et al. [93], en la cual se analizan los efectos
termoeléctricos entre los estados de borde a través de un punto cuantico en contacto con

una barra Hall con llenados v =5/2 y v = 2/3.

En el presente Capitulo analizamos el transporte de calor inducido por un gradiente de
temperatura aplicado a reservorios que estan acoplados capacitivamente a un estado de
borde Hall con llenado v. Consideramos los casos del Efecto Hall Cuantico Entero, con
v =1y los estados generales de Laughlin fraccionarios con factor de llenado v = 1/m
con m impar. Este problema se puede resolver de forma exacta. Para el caso particular

de v = 1, comparamos con el comportamiento del transporte de calor inducido por un
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gradiente de temperatura en reservorios conectados al borde por contactos puntuales
del tipo tumneling, dado que este caso es también exactamente soluble. En todos los
casos nos concentraremos en la conductancia térmica del borde y en la temperatura
local a lo largo del mismo. Esta tltima se define por medio de un termoémetro, el cual es
realizado por un tercer reservorio acoplado débilmente al borde. La temperatura de este
dltimo reservorio es tal que el flujo de calor a través del contacto se anula. Comparando
los casos de acoplamiento capacitivo y tunneling, veremos que el comportamiento es
cualitativamente diferente para la conductancia de calor, mientras que es similar para

la temperatura local.

4.2. Modelos

El sistema considerado se esquematiza en la Figura [4.3] El Hamiltoniano del sistema

viene dado por

M
H = Hborde + Z[Ha + Hc,oz]a (41)
a=1
fuente Fluido QH drenaje
Vv,V
Va, wo V1, w1
T2 Tl
v vy Vs,ws v v
T3
termoémetro

FicurA 4.3: Esquema del dispositivo estudiado para un fluido Hall fraccionario tipo
Laughlin en contacto con una fuente, drenaje y un termémetro. El estado de borde Hall
fraccionario estd representado por un anillo de longitud L. Dos reservorios, drenaje
y fuente, con temperaturas 77 < T», estdn conectados al anillo en las posiciones x
y xo respectivamente, mediante contactos que permiten el tuneleo de particulas con
intensidades de acoplamiento w;, ws, 0 bien mediante acoplamientos capacitivos con
intensidades V; y V5 donde solo puede fluir energia a través de los contactos. Un tercer
reservorio estd débilmente acoplado en la posicién x3 para sensar la temperatura local
T3. Para contactos tipo tunneling, el nico caso soluble exactamente corresponde al
llenado v = 1. Para acoplamientos capacitivos, cualquier llenado v = 1/m puede ser
tratado exactamente.
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donde Hpyrge €s el Hamiltoniano del borde, H, es el Hamiltoniano del reservorio «, y
H,. . representa la interaccién entre el borde y los reservorios. Los estados de borde de
un fluido Hall cudntico son unidimensionales, por lo cual los representamos por un anillo
de longitud L, a lo largo del cual circulan fermiones quirales con velocidad vg. El borde
del fluido esta acoplado a M reservorios (contactos), los cuales son modelados por un
conjunto de estados de borde. Los mismos pueden representar un liquido nominal de
Fermi (estados de borde con vy = 1) E| de longitud infinita u otros estados de borde

(v12 = 1/m con m impar).

Nos centraremos, en particular, en la configuracién esquematizada en la Figura con
M = 3 reservorios. El drenaje (o« = 1) y la fuente (o = 2) se encuentran a temperaturas
T y T5 respectivamente, con 15 > T7. El tercer reservorio corresponde al termémetro, el
cual mide la temperatura local T3 [13]. Esta dltima esta definida a partir de la condicién
de equilibrio térmico local, esto es, que el flujo de calor entre el termémetro y el borde
es nulo. Trabajaremos en unidades de h = kp = e = 1, restaurando las mismas a la hora

de discutir los resultados.

4.2.1. Acoplamiento tunneling

Para este tipo de acople, consideramos un estado Hall cuantico con llenado entero v = 1,
que es el nico caso exactamente soluble para la presente geometria bajo los efectos de

un gradiente térmico. E1 Hamiltoniano del borde viene dado por

L
Hyprde = —ivp/ dz : \I/T(ZL‘)az‘If(fL‘) :
0

=D vrp¥ Yy,
P
donde p = 2nw/L, con n entero, y ¥ es el campo fermiénico de los electrones del borde.
Supondremos que existe un cutoff ultravioleta A = D /v, donde D es el ancho de banda
de los estados de borde. También suponemos que el ancho de banda D es pequeno

comparado con la separacién entre los niveles de Landau.

Modelamos los reservorios por sistemas de fermiones quirales en una dimension de lon-
gitud L., que supondremos que es termodindmicamente grande, L, — oo. El Hamilto-

niano correspondiente H, para cada uno de estos sistemas es

La
H, = —iv}"p/ dro VT (ro) 0, U(rq).
0

'Puede probarse que el contacto puntual entre un borde y un liquido de Fermi en tres dimensiones
puede mapearse a un problema con un contacto a un liquido quiral en una dimensién [91].
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Tanto el reservorio de drenaje como la fuente y el termdémetro se encuentran al mismo

potencial quimico p.

Los contactos vienen descriptos por los Hamiltonianos

Heo = wa Y | Wh(2a) Wo(r8) + hic.]
o
donde 7, y rY son las posiciones en las cuales se establece el contacto entre el anillo
y el reservorio, respectivamente. Suponemos que el pardmetro de tuneleo w3 entre el
anillo y el termémetro es débil, de modo que no introduce dephasing en la propagacién
de la particula a lo largo del anillo. Los campos fermidnicos satisfacen las relaciones de

anticonmutacion usuales

{\Il(x), \I/T(l'/)} =§(z — ')

4.2.2. Acoplamiento capacitivo

Suponiendo que el acoplamiento es local, el término de contacto en para este caso
viene dado por

Heo = VoWl (20) W (2a)WH(rg) U (rg),
donde 0 y , son las coordenadas del reservorio y del borde, respectivamente. Este
tipo de interacciones cudrticas en los operadores pueden tratarse introduciendo una
representacion bosénica de los estados de borde. En este lenguaje, la densidad fermidnica
resulta proporcional a la derivada espacial de un campo quiral bosénico libre ¢(x), el
cual representa las fluctuaciones cudnticas que se propagan a lo largo del borde del
fluido Hall cudntico. Dado que el bulto del fluido Hall cudntico presenta un gap (es
incompresible), el borde del fluido se puede considerar como un anillo de longitud finita
L de bosones quirales no interactuantes acoplado capacitivamente a los reservorios a
distintas temperaturas. Los reservorios son entonces descriptos por bosones quirales en
una dimension de longitud infinita, con el radio de compactificacién correspondiente a

los fermiones libres.

El Hamiltoniano total tiene la estructura de la ecuacién (4.1]). En el lenguaje bosénico
el Hamiltoniano para el borde viene dado por
VEp L

H = — 2 (O 2. 4 TNV +1
borde Ay 0 dx (6 (ﬁ(l’)) +L ( + )?
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donde N es el operador nimero correspondiente al sistema electrénico original [72], y v
es el factor de llenado. El presente caso se puede resolver para un estado Hall cuantico
con fracciéon de llenado v, el cual puede ser tanto entero como fraccionario del tipo

v =1/m, con m impar.

Los Hamiltonianos de los reservorios vienen dados por

H, = UF dry : (O MLEE
/0 ot (Or. d(ra)

Como en el caso tunneling, consideramos que los reservorios son infinitamente largos:
L, — oo. El contacto entre el sistema central y los dos reservorios se escribe en el

lenguaje bosénico en la forma

Heo = Va0r,d(ra) ’ra:rg 050(T)|w=z

donde . y rY son los puntos en los cuales hace contacto el anillo y el reservorio, res-

pectivamente.

Los campos bosénicos quirales ¢(z) y ¢(r,) satisfacen las relaciones de conmutacién a

tiempos iguales

[9(ra), ¢(x)] = 0
[(Z)(x), qb(x')] = —imvsgn(x — ')
[fb(ra)a gb(?“/oé)] = _'L’T"Va Sgn(ra - T/oz)‘

4.3. Balance de energia y corriente de calor

La idea es evaluar la corriente de calor que fluye a través de los contactos entre el estado
de borde y un reservorio dado «. Para ello analizamos la dependencia temporal de la

energia del mismo. En el caso del acople tunneling, consideramos
Qa = Ea - /’LN = _Z.<[Ha - :uNaaHC,aD = Jg’ta

donde E, y N, son la energia y la carga del reservorio «, respectivamente. Para relacionar
el flujo de energia con el flujo de calor hemos sustraido la componente convectiva pN,.

El célculo del conmutador da como resultado

dpa o ~
J@ = 2R / e (00 — 1) G (s Pai1,1) ) (4.5)
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—ipar® s . .
donde wy, = wqe~"P*"a /\/L,, y la funcién de Green menor mixta viene dada por

é<(l’a,pa; t,t') = i<cjoa (YU (2q,t)).

En el caso capacitivo no hay flujo de particulas, de modo que el flujo de energia equivale

al flujo de calor:

[0}

Qa = Ea — _qua,Hc,aD - JQ7C'

El céalculo da por resultado
JEC = vEVa0:07, D (2,705t t)| e rert (4.6)
con la funciéon menor definida como

D= (z,rait,t') = i(p(ra) (') d(z, 1)). (4.7)

Notemos que [N, d,¢(x)] = 0, por lo cual el término de Haldane no contribuye a la

corriente de calor.

4.4. Metodologia: funciones de Green de no equilibrio

4.4.1. Acoplamiento tunneling

Para poder calcular la corriente, debemos evaluar la funcién de Green menor dada por

la ecuacién (4.7)). Para ello, definimos la correspondiente funcién de Green retardada
GB(z, 2/ t,t") = —iOt — ) ({U(z,t), ¥ (2, 1)}),

donde z, 2’ son las coordenadas en el anillo. La funcién de Green menor que aparece en
la expresién de la corriente (4.5]) se calcula mediante las ecuaciones de Dyson; el cdlculo
detallado se expone en la Subseccién El resultado final es

+00 g,
5@t == [T SR = ) £a@)2 Il GT i)

M (4.8)
3T ()G (e 5) PTh (@) 5 )]
B=1

Aqui f,(w) es la funcién de Fermi-Dirac del reservorio a, I'! (w) es la funcién de hibri-

dizacién del reservorio « | |2
w
Il () = 2l e (A - ful),
F
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y G®(zq,25;w) es la funcién de Green retardada completa del anillo. Puede probarse

que las funciones de Green retardadas y avanzadas G y G4 satisfacen la identidad (ver

Subseccién
M
Gi(z,2"w) = G ww) = —i Yy GR(x,25w) Th(w) G (wp,2sw).
B=1

Reemplazando en (4.8)) obtenemos la expresién alternativa

M +o0 dw
I =30 [ = T () falw) = f5(w) (49)
p=1"-

que tiene la forma familiar de la férmula de Landauer-Biittiker. La corriente de calor
se expresa en términos de la diferencia de las funciones de Fermi de los reservorios
multiplicada por la cantidad de calor transferida por el tuneleo de particulas w — p, y
por una funcién de transmisién que cuantifica la transparencia del sistema en contacto

con los reservorios. Esta ultima funcion se escribe
R 2
Ty 5(w) = T4 (w) |G (za, 25 w)| Th(w),

que depende de la funcién de Green del borde acoplado y de las funciones de hibridizacion

de los reservorios acoplados.

4.4.2. Acoplamiento capacitivo

En este caso, para evaluar la corriente de calor de la ecuacién (4.6[), es necesario calcular
la funcién de Green menor dada por la ecuacién (4.7)). Definimos entonces la funcién de

Green retardada
DR (x,2';t,t') = —iO(t — t'){[p(z, 1), p(2', )]),

En el Apéndice se detalla el cdlculo de las ecuaciones de Dyson correspondientes.
Sustituyendo la ec. (C.12) en la ec. (4.6)), obtenemos la ecuacién explicita

Lo[re
ngc = _2/ w[2 Im[D (24, Ta; w)]ne (w)

—00

M (4.10)
+ 3 T ()PP (@, 25 w)\21_‘%(w)n5(w)} ,
B=1
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donde la funcién de Green retardada D (z,2'; w) viene dada por
R / 1 R /
Dz, 2’ w) = 2—8:56sz (z,2';w),
T

y I' (w) tiene la expresién

2
I (w) = (27m)? (J;‘j)?yaw OA—|w ).

De manera analoga al acople tunneling, las funciones retardadas y avanzadas satisfacen
la identidad

M
Dz, aw) = DA’ 230) = =i 3 DIi(w, 2a; )G (W) D (20, 25 w).
a=1

Reemplazando en (4.10]), la corriente de calor puede escribirse en la forma alternativa

M

+oo dw
JOC = Z/ ;l—ﬂ_w T3 5(w) [na(w) —ng(w)], (4.11)
p=17 o

donde hemos definido la funcién de transmisién
2
TS 5(w) =T (w) | DR (20, 25 w)| " Th(w)/2.

Esta funcién tiene propiedades andlogas a su contraparte tunneling, T B(w). En parti-

cular, satisface la simetria

;,ﬁ(w) = Tg,a(w)’ v «, B)

lo cual conduce a la continuidad de la corriente de calor

> Jde=o.

[0}

La expresién dada anteriormente para la corriente de calor tiene la misma estructura que
la correspondiente a una para contactos tipo tunneling dada por la ec. . La diferencia
de temperatura impuesta, en este caso entra en las funciones de distribucién de Bose-
Einstein en lugar de en las de Fermi-Dirac. En este caso, no hay flujo de particulas, por

lo que la energia transferida w coincide con el calor transferido.
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4.5. Coeficientes de transmision

Las cantidades calculadas (conductancia térmica y temperatura local) dependen de ma-
nera crucial de la estructura de los coeficientes de transmisién. Estos pueden calcularse
de manera exacta para ambos tipos de acoplamiento, en el limite del cutoff A — oo.
En esta Secciéon estudiamos estos coeficientes para el caso de dos reservorios, esto es, sin
considerar el termémetro. Aqui y en lo que sigue, recuperamos las unidades en términos

de i, kp.

4.5.1. Acoplamiento tunneling

Para el caso tunneling, el coeficiente de transmisiéon viene dado por

Tl () = 43 1
L (1+ @%@%)2 sin?(wL/2vr) + (eL/2)? cos?(wL/2vp)’

donde hemos definido
el . w4 w3

2 (1+w3ws)’

Yy
- w1
W = ————
24/ ﬁva’Ug)
~ w2
Wy =

24/ ﬁ%pvg)

En la Figura se muestran distintas graficas del coeficiente de transmisiéon para aco-
plamiento tunneling, para distintos valores de las constantes de acoplamientio w;, wWs

con los reservorios.

La estructura del coeficiente de transmisién T}, depende de la intensidad de los aco-
plamientos con los reservorios. Para acoplamientos suficientemente pequenos (w%Q <

(172))

1,2 : . .
ﬁZUF'UE;’ )) o suficientemente grandes (w?, > hvpv,'™) tiene una estructura de picos

centrados en las posiciones w = 2nmvp/L, que corresponden a los niveles de energa del

anillo desacoplado. El ancho de los mismos viene dado por
(4.12)

mientras que la altura es
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Para acoplamientos iguales w; = w3, la altura de los picos es igual a 1.

1 1
05 1 & o5t y
0 | | | 0 | | |
0.2 0 0.2 0.2 0 0.2
w
1l | 1], |
S o5 15 o5l i
0 | | | 0 | | |
02 0 0.2 0.2 0 0.2
w w

FIGURA 4.4: Funcién de transmisién T}, en funcién de w para acoplamiento tunneling
entre el borde y dos reservorios, para distintos valores de los acoplamientos: w; = Wy =
0,5 (izquierda, arriba), w; = wg = 1,0 (derecha, arriba), w; = wy = 1,5 (izquierda,
abajo), Wy = Wy = 2,0 (derecha, abajo). Los pardmetros restantes comunes a ambos

casos, son L = 200, z; = 0., o = 100, vy = vg)’@) — 1.

Notemos ademds que para wy = wy = 1, T}, tiende a la unidad, y la transmisién es

perfecta.

4.5.2. Acoplamiento capacitivo

El coeficiente de transmisién para el caso capacitivo también puede calcularse de manera

exacta. La expresion resultante es

(2m)* V2T 2t

TTy(w) =

9

- 2 - -
4 [(1 + 7r4V12V22ﬁ4w4> sin? (wL/2vp) + 74(V2 + V2)2hiw cos? (wL/QUF)]
(4.13)
donde hemos definido V, = /7gVa/ (hor) ().

El coeficiente de transmisién para contactos capacitivos tiene una estructura distinta que
para el caso tunneling. Podemos mencionar que no hay transmisién para w = 0, lo cual
conduce a que la conductancia térmica esté suprimida a bajas temperaturas. Por otra

parte, a diferencia del caso anterior, el ancho de los picos del coeficiente de transmisién
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depende de w. Para valores de w que satisfacen fw < 1/4/ Vi Va, el ancho de los picos
viene dado por
VF (= -
Tew) ~ = (2 + V) (hw)?,
mientras que para hw > 1/v/ ViVs el ancho resulta
(o VE+ V2
Velw) ~ T 5573 22 2
L VEVintw

A diferencia del caso anterior, no existen valores de Vi, V5 para los cuales la transmision

sea perfecta.

En la Figura se muestran distintas graficas del coeficiente de transmision para aco-
plamiento capacitivo, para distintos valores de las constantes de acoplamientio Vi, Va

con los reservorios.

1 1] 1
Il 1
oc: 05 I UL:
& 05
0
| | | | | 0 L | |
1 2 0 2 4 —0.2 0 0.2
1 |-
& & o05]
0 Il
~0.2 0 0.2
1
1 |-
o8 0.5 [
& & 05
| | |
RR— 0 0.2
w

FI1GURA 4.5: Funcién de transmision 77, en funcién de w para acoplamiento capacitivo entre el
borde y dos reservorios, para distintos valores de los acoplamientos: V3 = V5 = 0,2 (izquierda,
arriba), Vi3 = Vo = 0,4 (derecha, arriba), V; = V5 = 0,6 (izquierda, abajo), V3 = V5 = 0,8
(derecha, abajo). Los pardmetros restantes comunes a ambos casos, son vp = 1, L = 200,

1 = 0., zo = 100. Todas las energias estdn expresadas en unidades naturales (h = 1).
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4.6. Conductancia térmica

Consideramos los reservorios fuente y drenaje a temperaturas ligeramente diferentes

Ty =Ty Ty, =T+ AT. La conductancia térmica del borde acoplado se define

L JUT+AT) - JUT)
AT—0 AT ’

donde J es la corriente de calor que fluye a través de los contactos entre el borde y los
reservorios. Notemos que es la misma para ambos contactos gracias a la continuidad del

flujo de corriente y de energia.

Los célculos detallados se exponen en el Apéndice [C] Seccién

4.6.1. Acoplamiento tunneling

Para este tipo de acoplamiento, podemos diferenciar tres regimenes distintos:

temperaturas ultra-bajas energfa térmica menor que el ancho del pico (kT < hvyy),
Figura [4.6b)

temperaturas intermedias energia térmica mayor que el ancho del pico y menor que
la separacién entre niveles (hy; < kT < A), Figura

temperaturas altas energia térmica mayor que la separacién entre niveles

(kT > A), Figura [4.62]

Para los dos primeros casos, la conductancia depende no sélo de la temperatura sino
también de la longitud del anillo y del potencial quimico p de los reservorios. Es esperable
que la conductancia sea mayor cuando el potencial quimico p coincida con la posicién
de los picos del coeficiente de transmisién. En este limite, la conductancia sigue una ley

lineal con la temperatura

_ Awiws k%m*T/3h
(1+ w%wg)Q sin? (uL/2vp) 4 (eL/2)* cos? (uL/2vp)’

Este resultado se muestra en la Figura para distintos valores del potencial quimico

de los reservorios.

En el régimen de temperaturas intermedias (7 < kpT < hvp/L), la contribucién al

transporte viene dada por los picos cuya energia es cercana al potencial quimico. La
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conductancia térmica en este caso puede aproximarse por la expresién

1 dwiw; B2 (wn — p)2ePen—1)
t 172 Z n

"L+ azal) [1 + eflon—m]?

9y
n=n-—i,no,n1

donde 8 = 1/kpT, w, viene dado por

donde los corchetes dobles denotan la parte entera del argumento. Este régimen se

muestra en la Figura para distintos valores del potencial quimico .

En el régimen de altas temperaturas kgT > A, la conductancia crece linealmente con

T y es independiente de p y de la longitud L:

k% m?
Gy = f (w1, w2) 7§h T, (4.14)
donde la funcién f (w1, ws) tiene la forma
433 1
fiy, ) = —52—2 — (4.15)
@f + @3 (14 @)

La deduccién analitica de este resultado se presenta en el Apéndice [C] Subseccion
[C21l

Notemos que en todos los casos, la conductancia térmica Ggh tiene un comportamiento
no monoétono como funcién de las intensidades de los acoplamientos, como se muestra
en la Figura [4.8 para el régimen de altas temperaturas. Un comportamiento similar ha
sido encontrado previamente en el trabajo de Karevski y Platini [94] para la corriente
de magnetizacién en una cadena XX de espin-1/2 acoplado a reservorios cuanticos, y
también en el estado estacionario de la corriente de calor en una cadena XY de espin
1/2 abierta [95]. También hemos verificado numéricamente que un comportamiento si-
milar tiene lugar para la conductancia térmica en una cadena tight-binding conectada
a reservorios electrénicos unidimensionales mediante un acoplamiento tipo tunneling.
El hecho de que la conductancia a una dada temperatura 7" aumente como funcién de

la intensidad de los acoplamientos con los reservorios hasta un valor maximo y luego
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decrezca para intensidades aun maés grandes es, en principio, un resultado poco intui-
tivo. Este comportamiento es resultado de la naturaleza coherente de la propagacion
del calor. Notemos que la cantidad v = w,/2h se puede interpretar como la veloci-
dad con la cual los electrones viajan a través del contacto, mientras que las constantes

wE =

o = (vf/v%)(ve/vr) que aparecen en la ecuacién (4.15]) representan la discrepancia

para el movimiento del electron a través de la juntura, en el reservorio y en el anillo.

t

th
t
th

|
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0
T 1073

(A) Régimen de altas tempera- (B) Régimen de bajas temperatu-
turas ras

F1GURA 4.6: Conductancia térmica GY, en funcién de la temperatura 7', para acopla-
miento tunneling, para distintos valores del potencial quimico (p = 0 (rojo, sélida),
= 0,25~ (azul, puntos), p = 0,5v; (verde, trazos)), donde ; es el ancho de los picos
dado por la ecuacién (4.12). Los restantes pardmetros son @y = ws = 0,1, L = 200. Las
graficas izquierda y derecha corresponden a los regimenes de alta y baja temperatura
respectivamente.
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FIGURA 4.7: Mapa en colores pa-
ra la conductancia térmica en el
caso de acople tipo tunneling a
través de los reservorios 1 y 2, co-

mo funcién de la temperatura y diferentes temperaturas: 7' = 0,01

del potencial quimico de los re- (roja, sélida), T = 0,02 (azul, pun-
servorios. Los acoplamientos son tos), T = 0,03 (verde, trazos)
K ) ) *

w; = we = 0,1 y la longitud del
anillo es L = 400.

Fi1GUrA 4.8: Conductancia térmi-
ca Gt para el caso tunneling, ha-
biendo fijado w; = Wy = W, para

En la Figura se observa que un flujo térmico pequeno entre los dos reservorios es

esperable cuando la discrepancia entre estas tres velocidades es grande. Esto puede
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ocurrir para acoplamientos débiles w,, donde la velocidad de tuneleo es mucho menor
que las velocidades que los electrones tienen dentro de los reservorios y en el anillo. Un
efecto similar es esperable para 1, grandes, que corresponde a v¢* > v%, v¢* > vp. En
este caso, los electrones saltan a través del contacto a una velocidad mucho mayor que la
velocidad con la cual se propagan en los reservorios y a lo largo del anillo, lo cual resulta
en una transmisién neta deficiente entre un reservorio y el otro. Es importante senalar
que la funcién f(wq,w9) < 1. La conductancia térmica estd acotada por el valor balistico
kol = k%m*T/3h y satisface el limite fijado en la Ref. [96]. Una derivacién alternativa de
tipo heuristica para este limite consiste en requerir que la conductancia térmica satisfaga
el principio de incertidumbre AET > 1i/2, donde AE ~ kpdT y 7 = kpT/J9*t. Usando
JOV = GY, 6T, obtenemos Gt, < 2k%T/h, que es aproximadamente la cota superior

exacta.

La diferencia entre los distintos regimenes se ilustran en las Figuras y La
curva roja solida corresponde a un potencial quimico p resonante. Para kT > hvy; se
observa una estructura relacionada al borde del pico, mientras que para kg1 > A crece
nuevamente de forma lineal. En las otras gréaficas, correspondientes a valores de p no-
resonantes, se puede ver que la conductancia es practicamente nula para kT < |u—e.|,
donde €. es la energia del nivel del borde més préximo a p. Se observa un maximo
relacionado a la existencia de un pico cercano, y para valores mas grandes de T la
conductancia es nuevamente lineal. Este comportamiento se repite al variar p a lo largo

de la secuencia de picos y valles, como se muestra en el mapa de la Figura 4.7
En resumen, el comportamiento universal de la conductancia térmica [92]

2,2
C kBTr

==—T
th 3h

es esperable en el limite de temperaturas ultra-bajas kg1 < ~ y para pu resonantes.
En el régimen de altas temperaturas kgT > A, la conductancia resulta independiente
del potencial quimico p y crece nuevamente de manera lineal, pero la pendiente no

es universal y depende de las constantes de acoplamiento con los reservorios segin las

ecuaciones (4.14) y (4.15]).

4.6.2. Acoplamiento capacitivo

En este caso, la corriente de calor viene dada por la ec. , que depende de la
diferencia de funciones de distribucién de Bose-Einstein. El comportamiento detallado
depende de las propiedades espectrales descriptas por la funcién de transmisién 77, (w) .
Como se muestra en la Figura[4.5] esta funcién consiste en picos Lorentzianos centrados

en las energias del anillo desacoplado.
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Para este tipo de acoplamiento, podemos distinguir tres regimenes distintos (ver Figura
19):

temperaturas bajas kpT < A

temperaturas intermedias A < kpT < 1/v/ Vi Vs

temperaturas altas kT > 1/v/ ‘71172

Para temperaturas suficientemente bajas, menores que el espaciado medio de los niveles
del anillo A = 2rnhvp/L (kpT < A), podemos expandir la funcién de transmision

alrededor de w = 0;

Ty (w) ~ yew?

El comportamiento de bajas temperaturas para la corriente de calor viene dado por

JPC = ~, /+00 dww? [n(T1) — n(Ty)].

—00

La integral se puede evaluar en el limite de T'— 0, dando como resultado
JOC = (yekpm®/30) (T — T3

lo cual conduce a la siguiente ley para el comportamiento de bajas temperaturas para

la conductancia térmica
(1) = m T°, kpT < A,
con

2
K1 = HOkB)\17

12876 K202, .
M= (M),

¥ Va = yaVa/ (o) ().

Para temperaturas altas el andlisis se torna mas sutil. Puede realizarse un calculo analiti-
co considerando una forma aproximada de , valida en este limite. Este analisis de
expone en el Apéndice En el régimen intermedio (kT < 1/ \/m), la conduc-
tancia térmica sigue nuevamente una ley de cibica con la temperatura, pero con un

prefactor que es independiente de la longitud del anillo,

§h<T) = K2 T3; A< kpT « 1/ ‘71‘72,
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con

Ko = Hok%/\g,
32t V2VP
5 VE4VR

Por otra parte, en el régimen de altas temperaturas (kpT > 1/1/Vi V3), la conductancia
alcanza un valor de saturacién
e _ V2kp VWiV

= —_— kpT

S (4.16)
Vs

En la Figura[4.10] se muestra la conductancia térmica a una temperatura fija 7', dentro
del régimen kpT > A como funcién de la intensidad del acoplamiento. Como en el
caso de los contactos tipo tunneling, la conductancia decrece cuando el acoplamiento
tiende a cero y cuando tiende a infinito, mientras que se hace méaxima en algin punto
intermedio. Esto sugiere un mecanismo similar para explicar este comportamiento. Sin
embargo, la naturaleza del contacto es diferente y la discrepancia del acoplamiento en
este caso estd cuantificada por el pardmetro M, = (kT )Va Por analisis dimensio-
nal sabemos que [V,] = EL?. Es entonces apropiado reexpresar este pardmetro como
Vo = Vo/(k%kF), donde V] = E y k% y kp son las vectores de onda de Fermi para
las particulas de los reservorios y del anillo, respectivamente. Con estas definiciones,
Vi, = VPV Va/(eFer), donde €% y ep son las energias de Fermi de los electrones de los
reservorios y del borde, respectivamente. Entonces [f/a] = E~! y la medida de la discre-
pancia My = (kpT)\/vvaVa/(cfeF) es adimensional y puede ser interpretada como la
razon entre la energia térmica multiplicada por la energia de acoplamiento en el contacto
y la energia de las particulas en el reservorio por la energia de las particulas del borde.
Como la temperatura entra en la medida de la discrepancia, el acoplamiento éptimo
para el cual la conductancia alcanza su maximo valor depende de T, como se muestra
en la Figura Este comportamiento contrasta con aquel de la conductancia térmica
para el acople tunneling, en el cual el maximo es independiente de la temperatura (ver
Figura . La dependencia con T' de la medida de discrepancia también sugiere que la
conductancia satura a temperaturas altas. Notemos que para satisfacer el limite cudntico
GS, < k0T = k%m*T/3h debe cumplirse la condicién [96]

)\Q(kBT)2 S ]-7

lo cual conduce a un valor constante de G¢, para (kgT)? > 1/(V1V4), que es el obtenido

en la ecuaciéon (4.16)).
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El comportamiento de la conductancia térmica dentro de los diferentes regimenes aqui dis-
cutidos se ilustran en la Figura [£.9 para sistemas con diferentes longitudes. Notemos que
la longitud del sistema afecta solamente a la ley cubica de bajas temperaturas kT < A.
Una caracteristica remarcable es la dependencia en los factores de llenado v, y v de la

conductancia térmica en los tres regimenes.

2

9L 4 B
U§
. 6| : oS |
3 |
= 10} .

—14 | | | | [ i

—4 -3 -2 -1 0
log,o T 1%

FI1GUrA 4.9: Conductancia térmica pa- FiGURA 4.10: Conductancia térmica
ra acoplamiento capacitivo en funcién capacitiva G, en funcién del acopla-
de la temperatura para varias longitu- miento Vv’V para diferentes tem-
des del anillo: L = 100 (roja, sélida), peraturas T = 0,04 (roja, sélida),
200 (azul, puntos), 400 (verde, trazos). T = 0,05 (azul, puntos), T = 0,06
Los acoplamientos son V; = V5 = 1. (verde, trazos). Hemos fijado Vi =

Vo=Vyuv =vy =1, vesel fac
tor de llenado del anillo y la longi-
tud es L = 200.. Todas las energias
estan expresadas en unidades natu-
rales (h=1, kg = 1).

4.7. Temperatura local

Para definir la temperatura local, seguimos un procedimiento similar al introducido
originalmente en la Ref. [I3]. Consideramos un termdémetro modelado como un tercer
reservorio acoplado de manera no invasiva (ws, V3 — 0) al borde en un punto x3. Este
reservorio debe satisfacer la condicion de equilibrio térmico local con el borde, lo cual
significa que tiene una temperatura T3 para la cual la corriente de calor se anula: J:? e —
0. La temperatura T3 determinada de este modo define la temperatura local sensada por

el termémetro.

4.7.1. Acoplamiento tunneling

Nos concentramos en el limite de bajas temperaturas comparadas con el potencial quimi-

co pero dentro del rango kg1 > A. El célculo es analogo al de la conductancia térmica
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(ver Seccién [C.3)). El resultado obtenido es

¢ﬁu_@fﬁ+u+

T — @+§%Mﬁ+@l

¢ﬁﬂ+@)ﬁ+@—@)ﬁﬁ
(1 + wfw3) (@f + w3)

Siz) < 29 < 3

siz) < 23 < X9

donde nuevamente, Wy, = Wy /2R /VRVE.

Los resultados se muestran en la Figura para acoplamientos iguales w; = w9
entre el anillo y la fuente y el drenaje, los cuales estdn al mismo potencial quimico
pero a diferentes temperaturas 71 > T5. Se muestra el perfil de la temperatura local en
funcién de la posicién z3 del termémetro. Hay que destacar las discontinuidades en las
posiciones donde se conectan la fuente y el drenaje, las cuales aumentan a medida que
aumenta la intensidad de las constantes de acoplamiento en el rango considerado. Este
comportamiento es equivalente al obtenido en la Ref. [87], donde el transporte de calor
es inducido por inyecciéon de una corriente alterna en el reservorio fuente, en lugar de

estableciendo una diferencia de temperatura de manera explicita.

Este resultado puede interpretarse fisicamente como sigue. Los electrones a temperatu-
ra alta tunelean desde el reservorio fuente y se propagan a lo largo del borde con una
quiralidad definida hasta que llegan al reservorio drenaje (frio), al cual pueden tunelear.
Un proceso anélogo ocurre para los electrones que tunelean desde el reservorio drenaje
(frio). El resultado neto es que el brazo “downstream” del borde es visitado principal-
mente por electrones calientes, mientras que el “upstream” es visitado por los frios.
Como consecuencia se tiene una temperatura mas alta para el primer brazo del anillo en
comparacién con el segundo, que es lo que se observa en la Figura. La temperatura a lo
largo de los brazos es constante. Los valores de estas temperaturas en cada brazo siguen
una dependencia con los acoplamientos Wy, w9 similar al de la conductancia térmica. La
diferencia de temperaturas entre ambos brazos decrece a medida que los acoplamientos
se hacen suficientemente pequenios (12 < 1) o suficientemente grandes, mientras que
para w; = wg = 1, ésta se hace maxima. Para este caso, la temperatura de cada brazo

es igual a la del reservorio més cercano consistente con la propagacién quiral del calor.

4.7.2. Acoplamiento capacitivo

Los correspondientes perfiles de temperatura se muestran en la Figura En com-
paracion con las graficas para el acoplamiento tunneling mostrados en la Fig.
encontramos el mismo comportamiento cualitativo para la temperatura a lo largo del

borde. Aparecen discontinuidades en la temperatura local en las posiciones donde estan
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F1GURA 4.11: Temperatura local a lo largo del anillo en funcién de la posicién del
termometro, para diferentes valores de los acoplamientos con los reservorios. Para el
caso tunneling, (Fig. hemos fijado @, = 1wy = 0,2 (curva roja, sélida), 0,3 (azul,
trazos), 0,4 (verde, puntos-trazos). Para el caso capacitivo (Fig. , los correspon-
dientes valores son V3 = V5 = 1. (roja, sélida), 2. (verde, trazos), 3. (azul, puntos-
trazos). Los pardmetros restantes valen z; = 0., o = 200., L = 400., T3 = 0,009,
T, = 0,011. Consideramos un factor de llenado v = 1. En el inset se muestra la diferen-
cia de temperaturas entre los brazos del anillo como funcién de v, para dos valores de
los acoplamientos V; = V5 =1, 3.

conectados los reservorios, de acuerdo con la propagacion quiral de las particulas a lo
largo del borde. Respecto del efecto del factor de llenado en el perfil de temperaturas, el
papel que juega es similar a una renormalizacién de la intensidad del acoplamiento con
los reservorios Vp, Vs, como se puede inferir de la dependencia de las funciones de Green
en v. Por ende, el efecto de termalizacién de cada brazo con el reservorio mas cercano es
mas pronunciado a medida que este parametro aumenta. Esto se ilustra en el inset de la
Fig. donde mostramos la diferencia entre la temperatura promedio a lo largo del
brazo downstream T, y la correspondiente al upstream Ty, como funcién de v para dos
valores diferentes del acoplamiento con los reservorios. El salto de temperatura T, — Ty

aumenta con v siguiendo una ley no universal.

De manera andloga al caso de acople tunneling, la temperatura local se puede calcular
analiticamente. El calculo detallado se presenta en el Apéndice [C| Subseccién
Para el régimen A < kpT < 1// V1 Vs, €l resultado es

Vert (1 - SVRTE) + VR (1 - xRS
V2 + V3

VT (1+ RmtVRTE ) + VETH (1+ 97tVET)
VE+ V7

siz] < x3 < o

&
|
_—»

IS

sizy < 19 < x3
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Cuando kT > 1/v/ ViVa, que corresponde al caso saturante para la conductancia dis-

cutido en la Seccién anterior, la temperatura del anillo es homogénea y tiene el valor

T3 =y —‘/221;14 * Y12T24.
V2 + Vi

4.8. Resumen y conclusiones

En este Capitulo hemos analizado el transporte de calor a través de estados de borde
de un gas de electrones bidimensional en el efecto Hall cudntico. Consideramos dos
configuraciones exactamente solubles. Uno de los casos corresponde a un sistema con
un factor de llenado v = 1 acoplado a reservorios a diferentes temperaturas a través de
contactos tipo tunneling. El segundo caso corresponde a acoplamiento capacitivo entre el
borde y los reservorios, con factores de llenado enteros o fraccionarios para los mismos,

de la forma v =1/m y v12 = 1/m con m impar.

Los resultados principales se pueden caracterizar en términos de dos regimenes de tem-
peraturas, definidos con respecto al espaciado de los niveles del borde A = 27whvp/L.
En el régimen de bajas temperaturas (kT < A), el comportamiento del transporte de
calor se ve afectado por efectos de tamaifio finito relacionados al espaciado de los niveles
del borde. En el caso tunneling, la conductancia térmica de dos terminales G}, tiene un
comportamiento distinto dependiendo de la posicién del potencial quimico, relativa a la
posicién de los niveles de energia del anillo. Para temperaturas ultrabajas (kg1 < 7),
donde v es el ancho de los picos y u resonante, ésta crece linealmente con T, segin la

ley universal G:ﬁh = ko1, donde kg es el cuanto universal de conductancia térmica.

En el caso capacitivo, la conductancia térmica se comporta de un modo muy diferente
en este régimen. Obedece una ley cibica no universal Gf;, o< T' 3, con un coeficiente que
depende de los acoplamientos con los reservorios y de la longitud del anillo, a través de

la combinacién V2 Vi2/L?.

En el régimen de altas temperaturas (kg1 > A), los efectos de tamano finito resultan
irrelevantes, y el transporte de calor se vuelve independiente de la longitud del sistema.
Sin embargo, el régimen no es universal, dado que hay una fuerte dependencia en los aco-
plamientos con los reservorios, tanto para el caso tunneling como para el capacitivo. En
particular, para el caso tunneling, la conductancia térmica de dos terminales sigue siendo
una funcién lineal de la temperatura, pero ahora el coeficiente de proporcionalidad es
una funcién no monétona de las intensidades de acoplamiento. En el caso capacitivo,
este régimen se extiende a cualquier otro llenado v. Es interesante destacar que en este

caso, aparece un régimen intermedio para A < kT < 1/v/ Vi Va, con una conductancia
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térmica caracterizada nuevamente por una ley de potencias GS, (T) = xT, donde x de-
pende de los factores de llenado vy, 1o, v de los acoplamientos V7 y V5. Como en el caso
tunneling, Kk es una funcién no mondtona de los acoplamientos. A altas temperaturas
kT > 1/ \/m, la conductancia térmica capacitiva alcanza un valor de saturacion

o~ ﬁ 7% Este resultado difiere notablemente del comportamiento lineal
de la conductancia térmica tunneling en el mismo régimen. Respecto de la dependencia
con los factores de llenado, el caso v # 1 para contactos tunneling no es soluble exac-
tamente, y no hemos podido verificar que la conductancia es también independiente del
llenado. Sin embargo, si notamos que la conductancia eléctrica de dos terminales para
contactos tunneling puntuales es G = €2/h y es independiente de v[91], es probable que
la conductancia térmica resulte ser también independiente del llenado para este tipo de

contactos.

Nuestros resultados indican que el comportamiento de la temperatura local a la largo
del borde, definida por medio del acoplamiento a un termémetro, es cualitativamente la
misma para acoplamientos tunneling y capacitivos. Como en el caso del borde estimulado
por corriente alterna considerado en las referencias [50, [87], el perfil de la temperatura
local como funcién de la posicién a lo largo del borde, es completamente consistente
con la propagacion quiral de la energia a lo largo del estado de borde. Esto significa
que para una dada configuracién del borde en contacto con reservorios a diferentes
temperaturas, cada brazo del borde tiende a termalizar con el reservorio upstream mas
préximo. Notablemente, este comportamiento no depende de la naturaleza del contacto.
Es cualitativamente el mismo para un contacto tunneling, que inyecta particulas que
transportan energia, que para un contacto de tipo capacitivo donde sélo se intercambia

energia y no hay transporte de particulas.

La consecuencia practica de estos resultados es el hecho de que los contactos capacitivos
son aptos para estudiar el transporte de calor en estados de borde del mismo modo que
los contactos tunneling. Esto abre la posibilidad de estudiar configuraciones hibridas
que incluyan ambos tipos de contactos. Esto puede ser particularmente interesante a
la hora de estudiar los estados de borde del efecto Hall cuantico con llenados v = 2/3
y v = 5/2, los que tienen modos cargados junto con modos neutros, los cuales son
insensibles al acople capacitivo. Por otra parte, dado que nuestros resultados indican
que el transporte de calor con contactos capacitivos es sensible a los valores de v, v y
19, se podria concebir un dispositivo térmico capacitivo diseniado para medir los factores

de llenado de muestras de efecto Hall cuantico.
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Conclusiones y perspectivas

En esta Tesis se han estudiado propiedades del transporte cuantico de la carga eléctrica
y del calor, en dos dispositivos de interés fundamental: una estructura conductora uni-
dimensional acoplada a cuatro puntas y un estado de borde correspondiente a un gas

bidimensional de electrones en el régimen de efecto Hall cuantico.

En el primer ejemplo (ver Capitulo 3) se estudié la llamada resistencia de cuatro puntas,
siendo el principal aporte original la consideracién de contactos débilmente invasivos.
Nuestros resultados permitieron develar nuevos aspectos del transporte, asociados a la
correlacién entre contactos. En particular, los procesos asociados al acople invasivo con
las sondas inducen una caida de voltaje con una ley de potencias como funcién del
voltaje aplicado para valores pequefnios de éste, con un exponente que depende de la
interaccién e-e. Este comportamiento tiene caracteristicas clasicas y cudnticas: la caida
de voltaje es siempre en el mismo sentido que el voltaje aplicado, y aparece un patrén
de oscilaciones que indican interferencia cuantica entre las sondas. Estas caracteristicas
son apantalladas por la interaccion e-e. Estos resultados son importantes en relacién
a mediciones experimentales de la resistencia de cuatro terminales en sistemas reales.
Esto es, para sondas invasivas, los efectos elasticos del tipo backscattering producidos por
impurezas pueden conducir a una caida de voltaje de sentido opuesto al voltaje aplicado,
dando lugar a una resistencia de cuatro terminales negativa. Sin embargo, la amplitud
de estos procesos debe ser lo suficientemente grande como para superar el efecto resistivo
clasico introducido por las sondas. Para separaciones de las puntas lo suficientemente
grandes, la posibilidad de medir resistencias de cuatro terminales negativas aumenta

para interacciones e-e més intensas.

La segunda serie de contribuciones originales de esta Tesis corresponde a las propiedades
del transporte térmico en un borde Hall (ver Capitulo 4). Consideramos dos configura-

ciones exactamente solubles. Uno de los casos corresponde a un sistema con un factor

78
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de llenado v = 1 acoplado a reservorios a diferentes temperaturas a través de contactos
tipo tunneling. El segundo caso corresponde a acoplamiento capacitivo entre el borde y
los reservorios, con factores de llenado enteros o fraccionarios de la forma v = 1/m. Para
ambos casos se estudio el comportamiento de la conductancia térmica del borde y del
perfil de temperaturas. Es importante mencionar que la presente propuesta constituye
el primer aporte tedrico para describir el transporte termico en el caso de contactos

capacitivos, lo cual ha sido recientemente reconocido en otros trabajos[97].

Los resultados principales se pueden caracterizar en términos de dos regimenes de tem-
peraturas, definidos con respecto al espaciado de los niveles del borde A = 2whvp/L.
En el régimen de bajas temperaturas (kg7 < A), el comportamiento del transporte de
calor se ve afectado por efectos de tamaiio finito relacionados al espaciado de los niveles
del borde. En el caso tunneling, la conductancia térmica de dos terminales G}, tiene un
comportamiento distinto dependiendo de la posicién del potencial quimico, relativa a la
posicién de los niveles de energia del anillo. Para temperaturas ultrabajas (kT < ),
donde ~; es proporcional a la vida media de los niveles del borde, la conductancia térmi-
ca crece linealmente con T', segun la ley universal G}, = ko, donde ry = WQk%T/ 3h es

el cuanto universal de conductancia térmica.

En el caso capacitivo, la conductancia térmica se comporta de un modo muy diferente
en este régimen. Obedece una ley cibica no universal Gj, T3, con un coeficiente que
depende de los acoplamientos con los reservorios y de la longitud del anillo, a través de

la combinacién V2 V2/L2.

En el régimen de temperaturas intermedias y altas (kT > A), los efectos de tamano
finito resultan irrelevantes, y el transporte de calor se vuelve independiente de la lon-
gitud del sistema. Sin embargo, el régimen no es universal, dado que hay una fuerte
dependencia en los acoplamientos con los reservorios, tanto para el caso tunneling como
para el capacitivo. En particular, para el caso tunneling, la conductancia térmica de dos
terminales sigue siendo una funcién lineal de la temperatura, pero ahora el coeficiente
de proporcionalidad es una funcién no monétona de las intensidades de acoplamiento.
En el caso capacitivo, este régimen se extiende a cualquier otro llenado v. Es interesante
destacar que en este caso, aparece un régimen intermedio para A < kT < 1/ \/ﬁ,
donde V; y V5 fueron definidos en la ecuacién . En este régimen, la conductancia
térmica satisface nuevamente una ley de potencias de la forma G, (T) = xT°3, donde
x depende de los factores de llenado vy, vo, y de los acoplamientos V; y Va. Como en
el caso tunneling, x es una funcién no mondétona de los acoplamientos. A temperaturas
altas kpT > 1/ \/m , la conductancia térmica capacitiva alcanza un valor de satura-
ciéon que depende de los acoplamientos con el borde y de los factores de llenado v, 1

y va. Este resultado difiere notablemente del comportamiento lineal de la conductancia
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térmica tunneling en el mismo régimen. Respecto de la dependencia con los factores de
llenado, el caso v # 1 para contactos tunneling no es soluble exactamente, y no hemos
podido verificar que la conductancia sea tambén independiente del llenado. Sin embar-
go, si notamos que la conductancia eléctrica de dos terminales para contactos tunneling
puntuales es G = e2/h y es independiente de v [91], es probable que la conductancia

térmica también lo sea.

Nuestros resultados indican que el comportamiento de la temperatura local a la largo
del borde, definida por medio del acoplamiento a un termémetro, es cualitativamente la
misma para acoplamientos tunneling y capacitivos. Como en el caso del borde estimulado
por corriente alterna considerado en las referencias [50} 87], el perfil de la temperatura
local como funcién de la posicién a lo largo del borde, es completamente consistente
con la propagacion quiral de la energia a lo largo del estado de borde. Esto significa
que para una dada configuracién del borde en contacto con reservorios a diferentes
temperaturas, cada brazo del borde tiende a termalizar con el reservorio upstream mas
préximo. Notablemente, este comportamiento no depende de la naturaleza del contacto.
Es cualitativamente el mismo para un contacto tunneling, que inyecta particulas que
transportan energia, que para un contacto de tipo capacitivo donde sélo se intercambia

energia y no hay transporte de particulas.

En conclusién, nuestras investigaciones han permitido desentranar nuevos aspectos del
transporte cuantico y predecir algunos efectos que podrian verificarse en futuros experi-
mentos. Para el caso del transporte de carga en cables cudnticos, los resultados obtenidos
son relevantes en relacion a mediciones experimentales de la resistencia de cuatro termi-
nales en sistemas reales. Para separaciones entre las sondas de voltaje lo suficientemente
grandes, la posibilidad de medir resistencias de cuatro terminales negativas aumenta
para interacciones e-e mas intensas. En el caso del transporte de calor en un borde Hall,
mostramos que los contactos capacitivos son aptos para estudiar el transporte de calor

en estados de borde del mismo modo que los contactos tunneling.

Estos estudios, a su vez, han abierto nuevos interrogantes que daran lugar a futuras

investigaciones.

Dentro del marco del transporte de carga en sistemas Luttinger, quedan varias cuestio-
nes por estudiar. En la referencia [I], se considera también el caso de sondas de voltaje
“desordenadas”, esto es, con densidades de estados asimétricas. En particular, conside-
rando un modelo de Breit-Wigner para una de las puntas, se obtiene que la resistencia
de cuatro terminales es distinta de cero, pudiendo incluso asumir valores negativos, ain
en ausencia de impurezas en el cable y al orden més bajo en los acoplamientos w;. Ca-

be preguntarse como se modifican dichos resultados al considerar contactos débilmente
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invasivos. Este problema puede atacarse de manera casi inmediata, utilizando el mismo

formalismo que en el Capitulo 3.

El problema del transporte de calor en bordes Hall, es un area que ha despertado gran
interés recientemente. En particular, la utilizaciéon de contactos capacitivos parece ser
promisoria a la hora de entender los estados Hall cuya estructura consta de modos de
carga y modos neutros, por ejemplo los fluidos Hall con llenados v = 2/3 y v = 5/2.
Dado que los modos neutros son insensibles al acople capacitivo, pueden estudiarse con-
figuraciones hibridas que incluyan ambos tipos de contactos, con el objeto de dilucidar
la compleja estructura de estos fluidos. Actualmente estamos estudiando el transporte
de calor en un fluido Hall para un llenado de Laughlin, en el cual los reservorios de tem-
peratura se acoplan capacitivamente, pero considerando un térmometro tipo tunneling

no invasivo para sensar la temperatura. Esto es un primer paso para luego considerar el

fluido con llenado v = 2/3.

El problema del transporte de calor en bordes Hall puede extenderse en otra direccién.
La cuantizacién de la conductancia térmica ha sido predicha tedricamente en los trabajos
de Pendry [96], Rego y Kirczenow [98], obteniendo que la misma debe estar cuantizada
en unidades del cuanto de conductancia térmica ro = m2k%T/3h. Este resultado ha
sido corroborado en experimentos recientes [99, [100]. En este contexto resulta de interés
profundizar el estudio de la conductancia termica con contactos capacitivos, estudiando
otras configuraciones para los contactos que permitan identificar bajo qué condiciones

se consigue observar exactamente el cuanto de conductancia térmica.



Apéndice A
Cuantizacion de Landau

A.1. Niveles de Landau

El Hamiltoniano para un electréon sin espin no relativista en dos dimensiones en un
campo magnético perpendicular vivne dado por
1 e \2
H=_— <p + fA) .
2m c

Aqui, e es una cantidad positiva, siendo la carga del electron —e y m es la masa efectiva

del electrén. Para un campo magnético uniforme,
V xA =Bz

El potencial vector A es una funcién lineal de las coordenadas espaciales. Se sigue que
H es un hamiltoniano del tipo del oscilador armoénico generalizado, que es cuadratico
tanto en las coordenadas espaciales como en el momento candnico p = —ihV, y por lo

tanto puede ser diagonalizado de manera exacta.

La ecuacion de Shrodinger
HY=FEU

es invariante ante la transformacién de gauge

A(r) — A(r) + V¢(r)

B(r) — exp [_hieﬁ(r)\ll(r)] |
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El problema puede resolverse de manera independiente del gauge. No presentaremos
aqui dicho tratamiento, no siendo necesario para nuestros propédsitos. El lector intere-
sado puede consultar las referencias [85], [I0I]. Resolveremos el problema eligiendo un
gaugeparticular, conocido como gaugede Landau. Elegimos el potencial vector A de la
forma

A(I‘) = _yB}AQ

Sustituyendo esta expresién en el Hamiltoniano, éste resulta independiente de z y por
lo tanto conmuta con p,. Esto implica que p, = hk; es un buen nimero cuantico. Es

conveniente introducir como unidad de longitud la longitud mangética, definida como

L e
B=\ eB

En términos de cantidades adimensionales,

obtenemos para el Hamiltoniano
H o lﬁw 12 /2
= Shwe v+ 0],

que tiene la forma conocida para el oscilador arménico unidimensional. Aqui wg =

eB/mec es la frecuencia ciclotrénica. Los niveles de energia estdn cuantizados de la forma
1
En = ﬁ/.x)c n + 5 5

donde n = 0,1, .... Estos niveles se conocen como niveles de Landau. Las funciones de

onda asociadas a estos niveles tienen la forma

14 1 2
Mok (1) = [722" (1)) et exp [2 (y - l%) ] H, (y - szI) :

l B lB
donde H,, son los polinomios de Hermite.
Es importante notar que

= La energia no depende de k,. Los autoestados en un dado nivel de Landau para

diferentes valores de k, son degenerados.
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= La posicién y depende de k. Una autofuncién dada estd localizada de manera

Gaussiana en una banda angosta de ancho ~ [p centrada en y = /czl2B.

A.2. Degeneracion

Cada nivel de Landau tiene orbitales degenerados etiquetados por los nimeros cuanticos
k.. La degneracién por unidad de area es la misma en cada nivel de Landau, pero depende
del campo magnético. El orbital etiquetado por k, estd localizado en y = kzl%. Para
facilitar el conteo de estados, consideremos una muestra de longitud L, en la direccién

x, e impongamos condiciones periddicas de contorno en esta direccién:

eikz (z+Lz) _ eikz:p )

Los valores permitidos de k., son entonces

n

ky = 27rL—z.
Ahora contamos el nimero de estados en una dada area, pongamos la regién de drea
L,L, definida por y = 0. e y = Ly. El estado en y = 0. es etiquetado por n, = 0 y el

y = Ly por el vector de onda k, = Ly/ZQB, 0 por en numero entero

_ L.Ly,
N 27rlj29 '

Ny

Despreciando efectos de orden O(1), N, es el nimero de estados en el drea L,L,, y la

degeneracién por unidad de area viene dada por

1 B

- 27Tl23 N (I)()’

donde ®y = hc/e es el cuanto de flujo. Vemos entonces que hay precisamente un estado

por cuanto de flujo en cada nivel de Landau.

El factor de llenado se define

Thel

G

Nel
= 27TZ2BTZ6[ = ﬁ’

v =

donde ng es la densidad de electrones 2D. El factor de llenado equivale al nimero
de electrones por cuantos de flujo que penetran la muestra. Representa el nimero de
niveles de Landau ocupados por electrones no interactuantes a un dado valor del campo
magnético. El factor de llenado es inversamente proporcional al campo magnético. A

medida que se incrementa la intensidad del campo magnético, cada nivel de Landau
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puede acomodar mayor cantidad de electrones, y como consecuencia menos niveles de

Landau resultan ocupados.



Apéndice B

Calculos detallados para el
problema de la resistencia de 4

terminales

Detallamos aqui el cédlculo de la funcién de Green exacta para el liquido de Luttinger

aislado.

La densidad espectral p(k,w) de un sistema con invarianza traslacional viene dada en

términos de la funcién de Green retardada G(k,w) por la expresion[52, 53]
plk,w) = —2Im GF(k;w).

Es importante notar que esta expresion vale en la representacién (k,w). Consideremos
el caso unidimensional. Transformando Fourier obtenemos la densidad espectral en la

representacion (z,w):

dk —ik(x—a’
pla ') = [ 5re Mg )

= —22’/;”{;@1"“(’”1/) [GR (ks w) — GR(k;w)*]
T

_ % —ik(z—z') R (].. _ /dkj ik(x—z") R (.. ’
—z[/ 5. ¢ G"(k;w) 5. ¢ G"(k;w) .

Obtenemos entonces

plz —2'5w) =i [GR(JJ —a';w) — G2 — zyw)*] .
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En particular, la densidad espectral de los portadores o = L, R del liquido de Luttinger

a potenciales quimicos u, se calcula
pa(r, 2’ w) = i[GBI (1 — ol ) — GELU (1) — g 0)*].

La densidad espectral de un liquido de Luttinger puede calcularse analiticamente [102-

104]; el resultado es
pa(z,2';w + pa) = Cexp [:Fi (ﬂ - k:F> :1:] w*7 (7, 2 + 1, +2izw/v),
v

donde ¢ es la funcién Hipergeométrica de Kummer, v = (K +K ' —2)/4dyv=1/Ky C
es una constante de normalizacién. Para poder realizar calculos numéricos, introducimos

un cutoffen energias A de modo que
p(z,w +p) = p(z,w + p)O(A — |wl).

La constante de normalizacién C puede evaluarse mediante la condicén de normalizacién

Para calcular las funciones de Green retardadas y avanzadas, utilizamos las relaciones

de Kramers-Kronig

/ /
GR’LUtt(CC,W) — / dw p(x,w)

gw—w’—l—in
_/mmwmw»mmwmm
) o w—w +in

dw' p(z, ') i
=PP | —X - = .
/ 2T w — W' zp(x,w)
La parte real de la funcién de Green la evaluamos numéricamente. Hemos verificado que
fijando el cutoffen A = 20, la caida de voltaje obtenida AV = u; — s es independiente

del mismo.

Para los reservorios, consideramos una densidad constante de estados con un cutoffen
energias +=A’. De este modo, la funcién de Green retardada para los reservorios emplean-

do las relaciones de Kramers-Kronig, obteniendo la expresién

) 1 w+ AN i
gf(w+p) =gf0,w+p) =-—n

pE Gy Ui Tod Sl



Apéndice C

Calculos detallados para el
problema del transporte de calor

en un borde Hall

C.1. Ecuaciones de Dyson

C.1.1. Acople tunneling

Definimos la funciéon de Green retardada mixta

Gz, ra;t, 1) = —iO(t — ") ({U(x, 1), Ul (rq,t)}),
y la funcién de Green retardada del anillo

GR(z, /s t,) = —iO(t — 1) <{\P(:U,t), qﬁ(x’,t')}> .
Las ecuaciones de Dyson para estas funciones resultan

(Oy — vpdy) GR(z, 't — ') = (C.1a)
St —t)o(x —2') + Z Wo Gz, Ta;t — )0 (rq — 12)8(x — T4)

(Op — v%0r,) Gl (2, ra;t — 1)) = woGT (2,25t —t)6(re — 12)(2) — 24). (C.1b)

«
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Introducimos los inversos de los operadores diferenciales

(Op —vpdy) GOl (x — 2/t —t') = 6(t — '
(Op — v30y,) g (rq — 7t —t') =6t —t'

que identificamos como las funciones de Green retardadas libres del anillo y de los

reservorios, respectivamente. Transformando Fourier con respecto a t —t' y ro — 7/, en

las ecuaciones (C.1a)) y (C.2a) obtenemos

Gz, 2 w) = GOR(z, 2" w) — Z GB (2, pa; w)wy, GO (24, /s w) (C.3a)

Pa
G (2, po;w) = — wp, G, 203 W) g™ (Pas w), (C.3b)
donde w,,, = Wae T [\/To y
R A * 1
g (ponw) = [g (pouw)] =

W — Ep, +in’
donde ¢, = vEpo. Reemplazando la ecuacion (C.3b)) en la (C.3b)) se obtiene

Gl (2,2 w) = GOF(z,2';w)

M (C.4)
+ Z GT (2, 20; W) LR (W) GO (24, 25 w),
a=1

donde hemos definido las autoenergias

d
EZZR(W) = |wa|2/2p:gR(pouW)a

las cuales tienen en cuenta el efecto del acoplamiento con los reservorios. Es de utilidad

definir la funcién espectral
I4(w) = —2Im[Z5(w)]

que tiene la forma explicita

2
I (w) = “=Coa — ),

donde A es un cutoff de altas energias que define que ancho de banda del reservorio,

mientras que la correspondiente expresién explicita para la autoenergia retardad es

A—w

T (w)
Aw '

S w) =1
¢ (W) =In 5
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Es facil verificar que las funciones de Green evaluadas a partir de ((C.4]) satisfacen la
identidad

M
GR(x,2';w) = G wyw) = =i Y G (w, 2p50) Th(w) GH (2,25 w), (C.5)
B=1

donde GA(z', z;w) = [GF(x,2';w)]* es la funcién de Green avanzada.

Las ecuacién de Dyson para la funciénes de Green menores se pueden derivar de manera

inmediata a partir de las ecuaciénes (C.4) utilizando las reglas de Langreth [61]

G (2, pa;w) = —G<(%, Ta; w)wp, g (w) — GT (2, 20; W)Wy, g (W),
M

G (o, 0/50) = 3 (o 203 S () G 0 ),
a=1

donde
2GS (W) = T (w) fa (W),

mientras que

Ip (W) = 21 fo(w)d(w — €, ),
v fa es la distribucion de Fermi-Dirac del reservorio «

1

falw) = e—ha)/Ta 11

La funcién de Green del anillo desacoplado viene dada por la sumatoria

tkn (z—1")

1 N e
GO’R 9 /; = T 9
(z,25w) = 7 ZNW—ﬁknﬂLiT]

n=—

donde ey, = vpky, con k, = 2nmw/L y N es un numero entero positivo que define el
cutoff de altas energias A, = vp27N/L del anillo. En el limite de N — oo, la suma en

la funcién de Green libre se puede calcular de manera analitica, dando como resultado

1 efiw(zfx’)/vp

2up sin(wL/2vF)

GO’R(l‘, l’l; w) _ [@(I’ N $/)eiwL/2vF + @(IL‘/ o x)e—iwL/QvF

C.1.2. Acople capacitivo

El procedimiento es similar al expuesto para el caso tunneling. La diferencia yace en que
las relaciones de conmutacién (4.2) para los campos bosénicos son distintas al caso fer-

midnico. De manera andloga al caso fermidnico, definimos la funcién de Green retardada
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correspondiente al anillo
DE(z,a';t,t") = —iO(t — ) {[p(x,1), p(2', 1)])

y a grados de libertad mixtos

DF(z,r;t,t') = —iO(t — t')([$(, 1), $(ra, 1))

Para derivar las ecuaciones de Dyson, evaluamos la evolucién temporal de los campos.

Para la funciones de Green retardadas definidas anteriormente, obtenemos

1
> (Op — vpdy) DE(x, 2"t — 1) = (C.6a)
5(t —t')sgn(x —2') + 2w Z VaOyo D (2,105t — t)0(ra — 10)0(z — 24)
&7
L Oy = 020,) DB (2, vt — #) = (C.6D)

Vo

2Vod(ro — 10)0(2' — 24)0p DB (x, 2t — t').

[0}

Es conveniente introducir los inversos de los operadores diferenciales (8t/ — VR0 ) and
(Op — v{0y) los cuales corresponden a las soluciones de las ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales
1 « 0,R /. / / /
o (3,5/ - UFar/a) A (ra, it —1) =0(t —t)d(re — 1)
«

%{815/ —vpdy YDV (z, 2/t — ') = 6(t — t))o(x — 2).

Transformando Fourier las funciones d%f y D%% respecto del tiempo obtenemos

e_ipa (TOK _rla)

dp
R ) = / o ’
(rasTaiw) =va [ 5o i(w — VEpa + i)

eikn(ax—z’)

DYz, 2 w) = el _.
( ) L ZNW—Ekn+i77

n=—

Transformando Fourier con respecto a t —t', combinando las ecuaciones ([C.6a]) y (C.6D)),

y calculando las derivadas con respecto a z, ' obtenemos la expresiéon

M
Dz, a;w) = DM (2, asw) + Y D (2, 20;0) (@)D (20, '), (C.9)

a=1
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donde hemos definido

1
DE(x,2;w) = Tamam/DR(x,m’;w)
™

DO’R(.’L’, 7iw) = 8x/DO’R(a:, 7' w)

De modo anéalogo al caso tunneling, hemos eliminado los grados de libertad de los reser-
vorios a partir de la ec. de Dyson definiendo las autoenergias
+P —ipa (rQ—17)
sSSP (W) = (20Va)2 22 lim B, Lo € "
Vit 0t % _p 2T w — vEpa + 1
las cuales dependen del acoplamiento con el reservorio asi como también de la densidad

de estados de los mismos. En el limite del cutoff A = vpP — 0o obtenemos
i
Bg = 2 TE(w),

donde
V2
I (w) = (27m)* aglaw O(A—|w]).
(v)

Notemos que la ec. (C.9)) tiene la misma estructura que la (C.4]). Por lo tanto, estas

funciones de Green, satisfacen identidades andlogas a las ((C.5|)
M
DR(z,0/;0) = DA 210) = =i 3 DR, 05 )T (W) DA (o, '50),
a=1

donde la funcién avanzada esta relacionada con la retardada por D4 (2/, z;w) = [DF(z, 2'; w)]*.

De la ecuacién ((C.9) podemos derivar las ecuaciones de Dyson para las funciones de

Green menores utilizando las reglas de Langreth [61]

M
D= (@,a'sw) = 3 D, 205 w) S5 (@) DA (@0, 25 0),
a=1
donde
Y (w) = i (w)na(w)

v ng es la distribucién de Bose-Einstein correspondiente a la temperatura 7T, del reser-

vorio o
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Por ultimo, haciendo uso de las reglas de Langreth en la transformada de Fourier de
la ecuacién ((C.6b|) y tomando la derivada con respecto a x y la derivada segunda con
respecto a r, obtenemos

85283& D<(z,r! w)‘mzro = (2m)?V, {D<(:c,x';w)

tNe2)

2 0,A/..0
=z 87’a D™ (TQ,TQ;W)‘ra:Tg

+ DR(x,a:’;w) (‘)fa D0,<(r8, ra;w)‘ra:rg} ,

' =Tq

donde D%A(rq, 7 ;w) = [DOR(r!  ro;w)]* v

+P
0D (0 rei)lynt =~ [ dparbna@)do—ofpa).  (C12)
-pP

C.2. Conductancias térmicas

En esta Seccién se detalla el calculo analitico de las conductancias térmicas. Por simpli-

cidad, fijamos h = kp = vp = v{ = 1, y también los factores de llenado v = v = 1, = 1.

C.2.1. Acople tunneling

La conductancia térmica Gih viene dada por

S — 1 N243208(w—w)
G = [ el
oo 2T (1 + eﬁ(w—u))

donde el coeficiente de transmisién tiene la expresién

)

Tiy(w) = Dy (w)Ta(w) |67 (21, 25;0)|

y en el limite de A — oo,

2
I'ig = Wy 2

R _ b 9
21,2 = —§w1,2-

La funcién de Green exacta del anillo viene dada por

Gl — z95w)

GR(xlny;w) - AR(.’L'l 332'(.0) ) (015)

donde

A (21 20;w) = (1 - 2FGE(0,w)) (1 — SEGE(0,w))

P n (C.16)
— X125 Gy (r1 — x2,w) Gt (1 — T2, W)
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Suponiendo que z2 > x1, las funcidnes de Green libres tienen la expresién exacta

1 efi(mlf:vz)wefiw[//2
2 sin(wL/2)
1 ei(:vl —mg)weiwL/Q

2 sin(wL/2)

GROw) = %Cot (LL;L> :

Gé%(:cl —Tojw) =

Gé%(xg —rw) =

Reemplazando en la ecuacién ((C.23), obtenemos

wiw

1, o 9 wlL
16 T (Wit w)eot <2> ’

y sustituyendo en ((C.15)), la funcién de Green del anillo acoplada a los reservorios resulta

At =1+

R e—i(w1—z2)w o —iwL/2
G (13171:2;("}): 9 9 A 1. D) 2
2 [(1 + wiw3/16) sin (wL/2) + i(w} + w}) cos (wL/2)]
1 e—i(ccl—xg)we—iwL/Q

2 (1 + wiw3/16) sin (wL/2) + “E cos (wL/2)’

donde hemos definido
el . (w? + w3)

2 4(1+wiwi/16)

Podemos ahora escribir la expresién exacta para el coeficiente de transmision entre los

reservorios 1 y 2:

2,2
wiwy 1

4 (1 + wiw?/16)° sin? (WL/2) + (eL/2)* cos? (wL/2)’

Tih(w) =
Para poder calcular la conductancia térmica, debemos evaluar la integral

to_
G =

w%w% /OO diw 1 (w — M)Qeﬂ(w_ﬂ)
4 (1+ w?w?/16)” J-oo 2 sin® (wL/2) + (eL/2)* cos? (wL/2) (1 4 eflo—m)®

La integral se puede evaluar cerrando el contorno de integracién en el semiplano complejo
superior y utilizando el Método de los Residuos. La estructura anlitica del integrando
se muestra en la Figura Hay dos series de polos: una proviene de las funciones de
Fermi y son polos dobles situados en los puntos

2n + 1) mi
p_ ., Gt lmi

w, =N T, n=0,1,2,....
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Imw

2nm -el
x I + ZT

+ */J—l— 2nﬂ7'ri

+ o+ 4+ +xt

FigurA C.1: Estructura analitica del integrando para la conductancia tunneling.

Puede probarse que estos polos no contribuyen a la integral. La otra serie proviene del

coeficiente de transmision, y estan situados en los puntos
ieL
sin (wL/2) — — cos (wL/2) =0,

esto es,

1+ eL/Q‘ 2nm

2
=1 .
“n Lnll—eL/2 L

Los residuos pueden calcularse de manera exacta. Luego de cierto trabajo algebraico,

obtenemos la expresién

_ wiws 82 (20 L — )% eB@nm/L—p)
2nL (1 + w%w%/l(ﬁ) (w% + w%) (1 4 eﬁ(znﬂ-/L,#))Q

Res(wy) =

La integral puede entonces expresarse como una suma infinita

1 wiws i B2 (2nm /L — ) eB@nm/L—p)

Gl = —
th (1 + e8Cnm/L-)>

C.17
L {1+ w2ul/16) (w2 + ud) (C.17)

n=-—o0o
C.2.1.1. Limite de altas temperaturas (7' > 1/L)

En este limite, la suma puede transformarse en una integral

Gl = flwy,wy) "
tn = f(wy,w2)— n (14 ePen/ )2

00 2 _ )2 B@2nm/L—p)
27r/ dnﬁ (2nm/L — p)“e ‘

Realizando la sustitucién k = 2nw/L — fu, dk = 273 /L dn, obtenemos

27 L & k2ek
Gl = —_—— dk ———
in = f(w1,ws) L 27p /oo (1 +ek)27
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donde hemos definido

2,2
wiws 1

wi +wj (14 wiw}/16)

f(w17w2) =

La integral restante se encuentra en tabla [I05] y tiene el valor 72/3. La conductancia

para acoplamiento tunneling en el limite de altas temperaturas resulta finalmente

2

T 1
Gt = — T> —.
tn = f(wy, we) 3 > 7

C.2.1.2. Limite de bajas temperaturas (v, < T < 1/L)

En este caso, la contribucién al transporte viene dada por los picos cuya energia es
cercana al potencial quimico. Esto es, de la suma dada en la ecuacién (C.17)), elegimos

los valores de n tales que 2npi/L sea cercano al potencial quimico:

esto es,

Entonces, sumamos sélo sobre los n

C.2.2. Acople capacitivo

Para el caso capacitivo, la conductancia térmica GY; viene dada por

o dw 52w2e,8w
& = —1T7. _— 1
IR Sl (©19)

donde el coeficiente de transmisién 77, tiene la expresién
2
Tfy(w) = T{(w)T5(w) [P (a1, z2;0)| "

donde
1
DR(CE, riw) = 2—8x8$/DR(x, 7' w).
T
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En el limite del cutoff A — oo, I'{ 5 tiene la forma
Fiz = (27T)2 V12,2W

y la funcién de Green exacta viene dada por

B Dé%(azl — To;w)

DR($17$2;W) - AR(xl .’132'(.{)) ’ (020)

donde

AR () x9;w) = (1- E{%Dé%((),w)) (1- EgDé?’(O,w))

R - (C.21)
— X155 Dy(z1 — w2, w) Dy (w2 — 21, w).

Aqui Ef son las autoenergias para acoplamiento capacitivo, que en el limite A — oo

tienen la expresién ’
¢ 2
252(“)) = —5 (277') V1272w.

Suponiendo que z2 > x1, las funciones de Green libres vienen dadas por

wefi(xlfxz)wefiwL/Z
D (71 — 72;w) =
o (01— 22i) 2sin (wL/2)
wei(xl —acg)weiwL/2
D (w2 — 215w) =
0 (w2 —Tiw) = =5 L)

L
DE(0;w) = %cot <w2>
Reemplazando en la ec. (C.21)),
L
AR =1 4 7VEVEW! + i (VE + VE)w? cot <wz> :

Sustituyendo en (C.20)), obtenemos la expresiéon exacta para la funcién de Green del

anillo

—i(x1—x2)w ,—iwL/2

we (&
2 [(1+ T VEVEwH) sin (wL/2) + im?(V2 + V#)w? cos (wL/2)]

DR(:El,:UQ;w) =

El coeficiente de transmisién para acoplamiento capacitivo tiene entonces la forma

(2m)* VEViw!
4 {(1 + 7r4V12V22w4)2 sin? (wL/2) + 74(V2 + Vi#)2w4 cos? (wL/2)}

Tiy(w) =
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C.2.2.1. Limite de bajas temperaturas

Para evaluar la conductancia en el limite 7" < A (A = 2nn/L), desarrollamos el coefi-

ciente 17, en serie de Taylor alrededor de w = 0, dando por resultado

V2V vw\?
c _ 4Y1 Y2 2

Reemplazando en la ecuacién (C.18) para la conductancia obtenemos

2172 oo 2 _Bw
§h=16w4vlv2/ g Be

L J_ o2 (1- eﬁw)Q

VEVE d *° dw 1
_ o 4V1Vy 4 aw 3
= e L? dT [/0 or 1—65‘”}

La integral restante se encuentra en la tabla. La conductancia térmica para acoplamiento
capacitivo en el régimen de bajas temperaturas resulta entonces
64 - V2V

2
1
2 3
th—157r 2 T°, T<<L.

C.2.2.2. Limite de altas temperaturas

En este caso es necesario apelar al Método de los Residuos, de manera andloga a la
realizada para acoplamiento tunneling. De manera a dicho caso, hay dos series de polos:
una proveniente del coeficiente de transmision, y otra de la funcién de distribucién.
También puede mostrarse que los residuos en los polos provenientes de la funcién de

distribucién no contribuyen a la integral.

Para poder encontrar los polos que yacen en el semiplano complejo superior, es necesario

resolver la ecuacion
(1+ 7T4V12V22w4) sin (wL/2) — in* (V2 4 Vi#)w? cos (wL/2) = 0,

que puede reescribirse de la forma

2nm

o
Wy, = Zzarctanh F(w) + I

donde hemos definido la funciéon

Flw) = w2 (V2 + V2) w?
1+ 7T4V12V22w4 :
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Esta es una ecuacién trascendente que no puede resolverse de forma exacta. Sin embargo,

una buena aproximacién a la misma se obtiene tomando

2 21 2
Wn ~ T—%LarctanhF( zﬂ)

i [ 1+ F(2nm/L) ]

L 1— F(2n pi/L)

Podemos entonces calcular los residuos aproximados en estos valores. Trabajando alge-

braicamente encotramos

(271') ‘/'12‘/22 ﬁ2(2n7T/L)4 . eanﬁ/L

Resl(wy,) = . .
€S (w ) L (‘/12 +V22) (1 —|—7T4V12V22(27”L7T/L)4) (1 o eQnﬂ.IB/L)2

La integral para la conductancia puede expresarse como una suma infinita

c __ l(Z 2 ‘/l ‘/2 Z 2n7r/L)4 62627”-’8/[/
th — 7, Vl TV 2 - 1+7T4V2V2(2n7r/L) ) (1_€2n7rB/L>2.

Transformando la sumatoria en una integral, obtenemos

2172 o0 1 2Bz
¢ = (2r) Vlv?/ da v B’ _
(VE+VE) Jooo (L mV2VR2Y) (1 = efr)?

Si realizamos el cambio de variable u = 7v/Vi1Vax y definimos a = /7/V1 V4, la con-
ductancia en el limite /L — 0 (T' < A) viene dada por la integral

‘/'12‘/22 1 Viv’2 00 y u4 . a26au
(VE+ VA VAV myViVe J oo (L4 u?t) (1 — eaw)?’

tn = (27)

A partir de aqui, es posible hallar expansiones asintéticas para la conductancia en los

limites B/mv/ViVa — ooy B/m/ViVa — 0.

C.2.2.3. Limite g/my/ViVa2 — o0
Para obtener la expansion asintética, conviene reescribir la conductancia en la forma

1 1 d [* u? 1
¢ =)~ 20 [ g : .
G = (2m) (VZ+V2) rl dT/O u(1+u4) 1 _ eau
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Expandiendo el factor (1 + u4) ! y quedandonos sélo con el primer término, obtenemos

= (2n) 1 2.d T VEVS T4
(VE+VHatdl | 15
167° VEVE 4 1 1
=— 2T T>» - T<K ——.
15 VP + V5 L VViVa

C.2.2.4. Limite B/?T\/ ViVo — 0

En este caso, desarrollamos la el término de la exponencial en serie de Taylor

(2r) 1 1 /°° " ut (2
VE+ V) miayViVe Jooo (L+ut)  (Bu/myViVs)?

Gth:(

Evaluando la integral restante obtenemos el valor de saturaciéon para la conductancia

V2 ViV, 1 1
G = T> - T>» —rH
th 7T(V12+V22)

L’ Ve
C.3. Perfiles de temperatura

En esta Seccién se presenta el cdlculo detallado para los perfiles de temperatura en el
régimen de altas temperaturas, T > 1/L. El procedimiento es muy similar al utilizado

para obtener las expresiones para las conductancias térmicas.

C.3.1. Acople tunneling

La corriente de calor que fluye a través del termémetro viene dada por

JQ’t:/OO(w— o Ty () |5 — ——
3 - © 31 Psw 11 ePw 11

+/°°< Vo Tl () | —— !
w — ) w —
oo a 32 efsw 41 efew 4117

donde la temperatura local T3 = 1//33 es tal que J??’t = 0.

Los coeficientes de transmision T4, y T4, tienen la forma

(C.22)
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En en limite del cutoff A — oo, T'{(w) y 'y (w) adoptan la forma simple
P12 =iy

La funcién de Green G exacta del anillo evaluada en los puntos (3, z1) viene dada por

R GH(x3 — z1;w) (1 — SEGE(0,w)) + G823 — 225 0)ZE G (22 — 713 w)
G, miw) = AR(zy x9;w0) ,

donde

Az pyw) = (1 - 2 GE(0,w)) (1 - SEGE(0,w))

P - (C.23)
— 31" 25 Gy (z1 — 22, w) Gy (2 — 21, w),

y las autoenergias ¥4, en el limite A — oo son de la forma

ER i 2

= ——w7i,.
1,2 o W12

)

Suponiendo que xzo > x1, x3 > x9 , y utilizando las expresiones de las funciones de
Green libres, obtenemos expresion para la funcién de Green exacta del anillo evaluada

en (z3,1):

GR 1 1-— w%/4 ei(xlfxg)weiwL/Z
(x3‘_m1””)"11-%u€ug/16 sin (wL/2) +ieL/2cos (WL/2) |

Sustituyendo en la ecuacién (C.22)), el coeficiente de transmisién 7%, resulta entonces

2
o 1 (1 wi/4) wiw? 1
116 (14 w2 /16)2 sin® (WL/2) + (eL/2)% cos? (wL/2)’

De manera completamente andloga puede calcularse el coeficiente T%,. El resultado es

T 1 (1+w%/4)2w§w% 1
2716 1+ wiwd/16  sin® (wL/2) + (eL/2)% cos? (wL/2)

La corriente a través del termdémetro puede calcularse empleando el Método de los
Residuos, de manera analoga al utilizado para la conductancia en la Subseccién

La integral para la corriente de calor puede expresarse como sumas infinitas de la forma

oo 2\ 2
Qt _ o (1 _ w2 (2nm/L)  (2nw/L)
J3 =C Z w1 ( 4 > |:1 + e2nmfs/L 1 +62nﬂ51/L

+C§‘; (1+“f)2w§[ (2n7/L) (2n7/L) }

1+ e2nmBs/L | 4 e2nmp2/L
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donde C' es una constante cuyo valor es irrelevante a la hora de calcular la temperatura
local. En el limite de altas temperaturas 7' > 1/L, podemos transformar las sumatorias

en integrales, las cuales pueden evaluarse obteniendo la expresién

JPt=c

2 w% ? 2 2 w% ? 2 (2 2
wi (1= (T3 —T7) + 1+T w; (T3 — T5)

Fijando la corriente a cero obtenemos la temperatura local T3, dando como resultado

| (1= W) T2 (14 w2/4) 3 T
= (0t w? 2/16><w1+w2> T

Cuando z1 < 3 < x2, la férmula para la temperatura local puede obtenerse reempla-
zando 17 — T5. Finalmente, obtenemos el resultado para la temperatura local del anillo

en el régimen de altas temperaturas

\/ P(1—wd/4) TP+ (1 4w}/
_ (1

+ wlw%/IG) (wl + w%

) w

)
- \/w% (1+w%/4) 7 + (1_w2/4)2

)

(1 + wiw/16) (w} + w3

2
si oz < a9 <3

T3

si oz < 23 < x9.

C.3.2. Acople capacitivo

La corriente de calor que fluye a través del reservorio viene dada por

> . w w
J3—/ dWT?)l(W) |:e,33w_1 — eﬁlw_1:|

—00

0 w w
C
—i—/ dw T35 (w) [eﬁiﬂw—l - eﬁw—J

—00

Los coeficientes de transmisién 7%, y 7%, tiene la forma

5 (w) = T3(w)1 (w) | DR (a3, 215 0) |

T5, (w) = T3(w)Te(w) | DR (w3, 225 w)

(C.24)
2

)

. En en limite del cutoff A — oo, I'{(w) y I'§(w) adoptan la forma simple
Fi? = (27T)2 V12,2W-

La funcién de correlacién densidad-densidad exacta D del anillo evaluada en los puntos

(3, x1) viene dada por
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Dl (x5 — x1;w) (1 — SEDF(0,w)) + D (w3 — 22;w) SEDE (22 — 215 w)
AR(zq z9;w) ’

D (23, 21;w) =

donde

Al(zy, 29;0) = (1- Z{%D(?(O,w)) (1- E{%D(I)%(O,w))
- E{%EQRZ)(])%(xl - .Z'Q,W)D(I)%(.:El - ‘TQ,W)

)

v las autoenergias 2{2’2 en el limite A — oo son de la forma
i 2

Suponiendo que que x1 > x3, T3 > X2, y utilizando las expresiones de las funciones
de Green libres Dy, obtenemos expresién para la funciéon de Green exacta del anillo

evaluada en (z3,x1):

wei(:vlfzg)weiwL/2 (1 _ 7r2V22w2)

DR ery) —
0 ) = S S L) (L + wVEVEa) + im (VE + V3 ) con (wL2)

Sustituyendo en la ecuacién (C.24)), el coeficiente de transmisién T, resulta entonces

(27 )V3V ( 71'2V22w2)2

T3 (w) = :
4 [sin2 (wL/2) (14 74V V22w4) + 74 (VE + V#)2w? cos? (wL/Q)}

De manera andloga obtenemos la expresion para Ts5,:

(2m)* ViV (1 4 72V2w?)?

T3s(w) = :
4 [sinQ (WL/2) (1 + 7 VEV2wY)? + 74(V2 + V2)2w* cos? (wL/z)}

La corriente a través del termémetro puede calcularse empleando el Método de los
Residuos, de manera analoga al utilizado para la conductancia en la Subseccién

La integral para la corriente de calor puede expresarse como sumas infinitas de la forma

2
JQC _ CZ VZ(2nm/L)3 [1 — 772‘/22(2n7r/L)2] 1 B 1
1+ 7r4V2V2(2n7r/L) e2nmfBs/L _ 1 e2nfim/L _q
CZ V2 (2nm/L)3 [1 + 7r2V1 (2n7r/L)2]2 1 1
1+ 7r4V12V22(2n7r/L)4 e2nmfBs/L _ 1 e2nmBe/L _q

donde C es una constante cuyo valor es irrelevante a la hora de calcular la temperatura

local.
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En el limite de altas temperaturas 7' > 1/L, podemos transformar las sumatorias en

integrales, obteniendo la expresion

C/ V2 3 2V2 2)2 1 1
- 1+ 7T4V2V2:E4 efsr _ 1 ebiz _ 1

+C/ 1+7r2v“)[ I ]

1 + 7T4V2V2.’L'4 eﬁg,:l: -1 eﬁgz‘ -1

(C.25)

C.3.2.1. Limite 71, < 1/v/V1V}

En este limite , es licito aproximamar el denominador 1 + m4V2V2x? ~ 1 y obtener

1 1
Qe 9 Ay 4 4
J3 C/ d:L‘V 1—27TV5L'+7TV2£)L,33:E_1_6,31$—1]
1 1
2v72 2 4v74 4
+C/ dm’V 1—|—27TV37 +m Vi )Lﬁga:_l_eﬁzx_l]'

Las integrales restantes se encuentran en las tablas. Evaluando las mismas obtenemos
la expresién para la corriente de calor, en la cual aparecen términos de orden ~ VC%T{‘,
~ Volef y o~ VO?TZS. Despreciando estos dltimos, y trabjando algebraicamente arribamos

a la expresién
J3ch o — (‘/'12 + ‘/'22) Tgl
80
+ V3Tt <1 — 217r4V22T12>

+ VETY (1 + 2(1)714V12T22> ., 1L T <1/

Tgualando J3Q “ a cero y despejando T3 obtenemos el valor para la temperatura local

para r; < ro < I3

VETE (1 — 8074V2T2) + V2TS (1 4 80t VRT2
ngil/ 1 1( 217 V2 1) 2 2( 217T ) 1/L<<T<<1/\/m-

VE 4 V3 ’

La temperatura en el otro brazo del anillo se obtiene cambiando los signos que aparecen
dentro del paréntesis. Finalmente obtenemos el perfil de temperaturas del anillo en el
limite 1/L < T < 1//V4Va:

24 80, 41,272 24 80 s
iv1/V1T1 (1_217T V2T1)+V2T2( VITQ) siox < a2 <23

Ve + Vy

Ty =
il/VETI4 (1+ 974V2T2) + VTS (1 — Ox1V2T2)

si a1 < a3 < T9.

VE+ V7
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C.3.2.2. Limite 715> 1//V11}

En este caso, aproximamos los denominadores en la integral (C.25) 1 + m1V2Vix? ~
7VEVEr y en los numeradores los factores de la forma 1 4 WZVI%QmQ ~ w21/1%2x2. La

corriente de calor resulta en este limite

12— o [7 anvgad |t !
LA TRT hr 1 eBie 1
o 1 1
23
—i—C’/Ooda?Vla: {65396—1_65296—1}

Realizando en cada término el cambio de variable v = Bz, du = 3;dx, obtenemos

I =C (VP +V3) Ty — V3T — VPTy] .

Igualando a cero y despejando T3 llegamos finalmente a la expresién para la temperatura

V2TY + V2T
T — m T>1/L, T > 1//ViVs.
1 2

local:
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