Descripcion en VHDL de arquitecturas para implementar el algoritmo CORDIC

Anexo A

El teorema de convergencia

Esta version del teorema de convergencia es una traduccion directa del trabajo de [4].

A.1 Teorema de Convergencia

Seaoc, >0, 2...2 0, = 0una secuencia decreciente de niimeros positivos que satisface

n
o,<0,+ ZUj, 0<k<n
Jj=k+1

Sea r un numero que satisface
n
< _
<o, +> 0,
=0

Se define la secuencias, =0y s,,, =s, + p,0,,k=0,1,...,n en donde

Lr=>s,
Py =sgn(r—s,) =
-lLr<s,
Entonces
n
‘r—sk\ <o, +20'j, 0<k<n
ik
En particular, |r — sn”‘ <o,

Demostracion. La demostracion se realizara por induccion sobre k. Para k = 0, se tiene

‘r—so‘ =‘r‘£0'n +Zn:c7j
j=0
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Si se asume que el teorema es valido para k, se obtiene la siguiente hipotesis inductiva (HI)

‘}’—Sk‘SGn +Zn:0'j
Jj=k

Considerando el caso para k + 1, se debe demostrar que vale la siguiente tesis inductiva (TI)

n
‘r—skﬂ‘ <o,+ Zaj
J=k+1

Si se opera partiendo del lado izquierdo de la T1, se tiene que
"’_Skﬂ‘ = ‘r_sk _pko-k‘

Sir-s, >0,entonces p, =1y \r—sk —pkok‘ :Hr—sk‘—ak‘
Si r—s, <0, entonces p, =—1y |r—s, — p,o,|=r—s, +o, :Hr—sk‘—o'k‘
Por lo tanto en ambos casos |r —s,,,| = Hr—sk\ —ak‘
De la primera desigualdad
-lo,+ Zn:qi <-0, S‘r—sk‘—ok

j=k+1

Por HI

n n
‘r—sk‘—aks 0n+201 -o,=|o,+ Zaj
Jj=k Jj=k+1

Si se combinan ambas desigualdades

n
‘r—skﬂ\:Hr—sk‘—ak‘ <o,+ ZO'j
J=k+1

Lo que demuestra que el teorema vale para k + 1.

Por ultimo -o, S\r—sn‘—an <20,-0,=0, y entonces ‘r—sm‘ =Hr—sn\ —0'"‘ <o, loque

completa la demostracion.
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Teorema. Para n >3, la secuencia o, = arctg(2’k ) sk =0,1,..,nsatisface las hipotesis del

o . Vs
teorema de convergencia citado en el punto anterior, para todo \r\ < 5

Demostracion. La secuencia

arctg(2° ), arctg(Z’1 ), arctg(2"2 ), v arctg(2_")

—arctg(l) arctg l arctg l arctg !
2 2 b 4 9 2’7

es claramente una secuencia decreciente de nimeros positivos.

El Teorema del Valor Medio (TVM) afirma que existe un niimero c¢ entre a y b tal que,

arctgh —arctga 1
b—a l+c¢

> ,a<c<b

Sea a=2"Y"y b =27 enlaecuacion del TVM. Entonces b —a =2 """ y ademas se
verifica que

1 1 1 220D
1+ 1+a’ 1427200 142200

Luego
1 1 22(.i+1) 2.i+1
Lrc S 27 142700 142200

Seana =0y b=2" enlaecuacion del TVM. Entonces se verifica que

1 1 1 2% 1 1 2% 2/
l+c* 140 Y o;=b =

T 142 142%

T l4et 27 142% 0 1+2Y
se combinan las desigualdades que involucran a las o; utilizando series.

0,—0 :(O'k _O-k+1)+(o-k+1 _O-k+2)+"'+(o-n—1 _O-n)

n— n-1 2./*1 n 2./ n
=Z(0,~ —Uﬁl)ﬁZW: )3 1220 S 2.0

1
=k j=k J=k+1 Jj=k+1

con lo que se concluye que
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. 1 1 1 V4
Como la secuencia arctg(l)+ arctg 5 + arctg 2 +...+arctg o > 5 ,n >3 se puede

concluir que

< % < iarctg(2’-")< o, + iaj
=0 7=0

con lo que queda demostrado el teorema.

A.2 Convergencia del algoritmo CORDIC

k-1
Si se define la secuencia s, = ¢ -z, = Zd ;0 puede apreciarse que
=0

So=¢—2z,=0

k
S =Zdj0'j =s, +d, o,
j=0

Con r = ¢ se tiene que p, =sgn(r—s,)=sgn(¢—s,)=sen(z,)=d,

Por lo tanto la secuencia ‘¢ -8

n+l

1 .
<o,= arctg(Z”’ )S o satisface el teorema de

convergencia y se puede concluir que la secuencia utilizada por el algoritmo CORDIC, converge de

acuerdo a lo establecido en el teorema anterior.
|



